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PUNTOS FIJOS DE OPERADORES NO EXPANSIVOS Y REGULARIDAD
ASINTÓTICA

En la presente memoria se estudia la propiedad de regularidad asintótica para una variante
de la iteración de Krasnoselskii-Mann en un espacio de Banach general. Este problema está
enmarcado en la teoría métrica de puntos �jos de operadores no expansivos, pues resulta
ser que, bajo ciertas hipótesis, la sucesión de iterados de Krasnoselskii-Mann converge a un
punto dijo de cierto operador T .

La regularidad asintótica de la iteración de Krasnoselskii-Mann ha sido ampliamente estu-
diada por muchos autores, ya que sirve para aproximar puntos �jos de un operador no expan-
sivo T : C → C de�nido sobre un conjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado en un espacio
de Banach. Se ha establecido la regularidad asintótica de los iterados de Krasnosleskii-Mann
en un espacio de Banach bajo condiciones simples, y además se conoce la tasa de regulari-
dad asintótica en un espacio de Banach general. En esta memoria se prueba la regularidad
asintótica de la iteración

xk+1 = (1− αk+1)xk + αk+1(Txk + ek+1),

donde x0 ∈ C, (αk)k∈N ⊆ [0, 1], en → 0,
∑
αk(1 − αk) = ∞ y

∑
αk‖ek‖ < ∞. Además,

se establece la tasa de convergencia de ‖xn − Txn‖ cuando los coe�cientes (αk)k∈N están lo
su�cientemente alejados de 0 y 1. Por último, se aplican los resultados obtenidos en esta tesis
para estudiar la regularidad asintótica de otros procesos iterativos y para estudiar cotas de
la solución de una ecuación de evolución no lineal.
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�What you need is that your brain is open�

Paul Erdös
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Introducción

La teoría de puntos �jos, en el contexto de espacios métricos o normados, tiene una larga
historia desde comienzos del siglo pasado. Los primeros resultados importantes son atribuidos
a S. Banach con el famoso principio de contracción de Banach(cf.[18, 3]). El resultado de
Banach, también conocido como teorema de Banach-Picard, establece que todo operador
T : X → X contractante de�nido en un espacio de Banach posee un único punto �jo. Además
de ser interesante por mérito propio el resultado de Banach, su demostración también entrega
información valiosa acerca del punto �jo de T . En la demostración del teorema se prueba
que para cualquier x0 ∈ C la órbita (T nx0)n∈N, llamada iteración de Picard, converge a
un punto �jo. Además, la convergencia es uniforme y la tasa de convergencia es de orden
‖T nx0 − T n+1x0‖ = O(αn), donde α ∈ (0, 1) es la constante de Lipchitz de T .

A pesar de la importancia del principio de contracción de Banach, debido a sus aplicaciones
en vastas áreas de las matemática y ciencias, el argumento de su demostración no funciona
cuando el operador T , en lugar de ser contractante, es simplemente no expansivo. Un operador
T : X → X se dirá no expansivo si para cualquier par de puntos x, y ∈ X se veri�ca que
‖Tx − Ty‖ ≤ ‖x − y‖. Hay ejemplos simples de operadores no expansivos en los cuales la
órbita (T nx0)n∈N no converge para casi ningún punto inicial x0 ∈ X, por ejemplo una rotación
en 90 grados de�nida en la bola cerrada de radio 1 en R2.

El problema de la existencia de puntos �jos para operadores no expansivos T : C → C
con C un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado, puede resolverse utilizando el
teorema de Banach. Sin embargo, una demostración constructiva de este teorema tardó varios
años en llegar. No fue hasta 1955 cuando Krasnoselskii [23] consideró la órbita del operador
T1/2 = 1

2
T + 1

2
I. Suponiendo que C ⊆ X es compacto y X es uniformemente convexo,

Krasnoselskii probó que la iteración de Picard de T1/2 converge a un punto �jo de T . En 1957
Schaefer [30] extendió el resultado de Krasnoselskii a Tα = αT + (1 − α)I para cualquier
α ∈ (0, 1) y X uniformemente convexo. Muchos autores han extendido los resultados de
Krasnoselskii y Schaefer, destacando los trabajos de Browder [7] y Browder y Petryshyn [8].
Browder y Petryshyn separaron la noción de convergencia de la órbita (T nαx)n∈N del hecho
que ‖T nαx − T n+1

α x‖ → 0, propiedad que acuñaron como regularidad asintótica para el
operador Tα.

En 1972 Groetsch [19] consideró la iteración de Mann generalizada, hoy conocida como
iteración de Krasnoselskii-Mann, de�nida por

xn+1 = (1− αn)xn + αnTxn (1)

donde αn ∈ (0, 1) para todo n ∈ N. En [19], suponiendo que
∑
αk(1 − αk) = ∞, demostró
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la regularidad asintótica de la iteración de Krasnoselskii-Mann cuando X es uniformemente
convexo. En 1976 Ishikawa [21] probó la regularidad asintótica de (1) en un espacio de Banach
general suponiendo que

∑
αk diverge y 0 ≤ αk ≤ α < 1 para todo k ∈ N. Muchos trabajos

extendieron el trabajo de Ishikawa a contextos más generales, pero no fue hasta el año 2013
cuando Cominetti, Soto y Vaisman [11] obtuvieron la misma condición que Groetsch para
establecer la regularidad asintótica en un espacio de Banach general. De hecho, Cominetti,
Soto y Vaisman deducen la regularidad asintótica en un espacio de Banach general de la
estimación

‖xn − Txn‖ ≤
diam(C)√

π
∑n

i=1 αi(1− αi)
. (2)

La cota (2), probada en [11], fue conjeturada por Baillon y Bruck [1, 2] en la década de 1990.
En esta memoria se estudiará una variante de la iteración clásica de Krasnoselskii-Mann al
introducir errores en el operador T . Especí�camente, se estudiará la iteración

xn+1 = (1− αn+1)xn + αn+1(Txn + en+1) (3)

donde x0 ∈ C es un punto arbitrario y (en)n∈N es una secuencia de errores que converge
a 0. Esta iteración fue introducida por primera vez por Liu [25] al estudiar las soluciones
aproximadas de una ecuación no lineal. En [10] se prueba la convergencia débil de (3) en un
espacio de Hilbert, suponiendo que

∑
αk(1 − αk) = ∞ y

∑
αk‖ek‖ < ∞. En relación a la

tasa de convergencia de (3), esta ha sido estudiada en [24] estableciendo que ‖xn − Txn‖ =
O(1/

√
n) en un espacio de Hilbert, suponiendo que

∑
(k + 1)‖ek‖ < ∞ y 0 < ĺım inf αk ≤

ĺım supαk < 1. En este trabajo se probará una generalización de ambos resultados probando
los siguientes teoremas.

Teorema 0.1 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1−αk)xk−1+αk(Txk−1+ek) con x0 ∈ C,
con T : C → C un operador no expansivo de�nido sobre un conjunto no vacío, convexo,
cerrado y acotado en un espacio de Banach. Además, se supondrá que (ek)k∈N satisfacen que
Txk+ek+1 ∈ C para todo k ∈ N, de modo que la iteración esté bien de�nida. Si

∑
αk(1−αk) =

∞,
∑
αk‖ek‖ <∞ y en converge a 0, entonces se tiene que ‖xn − Txn‖ → 0.

Teorema 0.2 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1−αk)xk−1+αk(Txk−1+ek) con x0 ∈ C y
(ek)k∈N una sucesión de errores que converge a 0. Si 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1, entonces
se tiene que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ C1√
n

∑
k≥1

αk‖ek‖+ C2

∑
i≥n/2

αi‖ei‖+ 2‖en+1‖

donde C1 = 1+23/2√
πτ

, C2 = 2√
πτ

y τ = ı́nf αk(1−αk) > 0. Además, suponiendo que
∑
αk‖ek‖ <

∞ se concluye que ‖xn − Txn‖ → 0.

La presente memoria se organiza como sigue. El Capítulo 1 corresponde a los resultados
preliminares que se necesitan para entender este trabajo, así como un resumen de los resul-
tados que se tienen hasta la fecha. En el Capítulo 2 se mostrará el teorema probado en [11]
que introduce la técnica utilizada para probar los resultados principales de este trabajo. Por
último, en el Capítulo 3 se establecen los resultados principales de esta memoria y también
una serie de consecuencias obtenidos a partir de los teoremas 0.1 y 0.2.
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Capítulo 1

Preliminares

Este trabajo se encuentra dentro del contexto de la teoría métrica de puntos �jos de
operadores de�nidos sobre espacios normados o métricos. Este capítulo busca establecer de-
�niciones y resultados básicos para poder entender este trabajo de la mejor manera posible.
En general, los resultados aquí expuestos se presentarán sin demostración puesto que son
resultados clásicos de la literatura.

Este capítulo está organizado de la siguiente forma. En la primera sección se entregan
las nociones clásicas de la teoría de espacios de Banach, con énfasis en la de�nición de la
proyección métrica sobre un conjunto convexo y cerrado. La segunda parte corresponde al
estudio de los operadores no expansivos de�nidos sobre un espacio de Banach. Se establecen
las de�niciones básicas y algunos de los resultados importantes a la fecha en esta área.

1.1. Puntos �jos de operadores no expansivos

1.1.1. De�niciones y resultados básicos

Para �jar notación, las letras R,Z y N denotarán al conjunto de números reales, los
números enteros y al conjunto de números enteros no negativos respectivamente. Si f, g son
dos funciones de�nidas sobre los naturales y a valores reales, diremos que f = O(g) si existe
una constante positiva C > 0 tal que f(n) ≤ Cg(n) para todo n ∈ N. Por otro lado, diremos
que f = o(g) si el cuociente f(n)/g(n) converge a 0 cuando n→∞.

A menos que se diga lo contrario, X será un espacio vectorial sobre R, con una estructura
topológica de�nida a partir de una norma ‖ · ‖. Se entenderá por funcional a una función a
valores escalares ` : X → R y por un operador a una función T : X → Y entre dos espacios
normados X e Y . En esta terminología, el espacio dual de X será el espacio de los funcionales
lineales continuos de�nidos sobre X, que se denotará por X∗. De manera análoga, el espacio
bidual de X se de�ne como el espacio dual de X∗, es decir, el espacio de los funcionales
lineales continuos de�nidos sobre X∗. El espacio bidual de X se denotará simplemente por
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X∗∗. En el espacio dual X∗ es posible de�nir una norma a partir de la siguiente igualdad

‖`‖ = sup
x 6=0

|`(x)|
‖x‖

para ` ∈ X∗. Esta norma dota al espacio dual de la estructura de espacio de Banach pues
R es completo. En general, si ` ∈ X∗ es un funcional lineal, entonces se utilizará la notación
de producto dualidad 〈`, x〉 en lugar de `(x). Por otro lado, la acción de un operador T en
x ∈ X se denotará por Tx en vez de T (x). La topología inducida en X por su norma se
llamará topología fuerte, mientras que la topología débil sobre X será la topología más débil
que hace continua a cada funcional ` ∈ X∗. De este modo, una red (xα)α∈A convergerá en la
topología débil a x, que se denotará por xα ⇀ x, si 〈`, xα〉 → 〈`, x〉 para todo ` ∈ X∗.

La evaluación de un funcional ` ∈ X∗ en x ∈ X de�ne naturalmente una función lineal
en su dual. En efecto, el funcional evaluación Jx : X∗ → R de�nido a partir de la igualdad
〈Jx, `〉 = 〈`, x〉 para todo ` ∈ X∗ permite identi�car a x con un elemento del bidual. El
operador J : X → X∗∗, que asocia x 7→ Jx ∈ X∗∗, se conoce como inyección canónica e
identi�ca a X con un subconjunto de su bidual. Una consecuencia del teorema de Hanh-
Banach(cf. [27, 9]) establece que J : X → X∗∗ es de hecho una isometría, por lo tanto
J(X) es un subespacio cerrado de X∗∗ cuando X es un espacio de Banach. Un espacio se
dirá re�exivo si J(X) = X∗∗. La razón por la cual se estudia la teoría de operadores no
expansivos en un espacio de Banach, y no en un espacio normado general, es simplemente
porque es posible extender todo operador no expansivo T : C → C a la completación de X.
En efecto, sea X un espacio normado no completo y T un operador no expansivo de�nido en
C, un conjunto convexo y cerrado. X tiene una copia isométrica en J(X), que es un espacio
de Banach, y T̂ : J(C)→ J(C) de�nido por T̂ = T ◦ J−1 es también no expansivo pues J es
una isometría.

Sea C ⊆ X un subconjunto no vacío. El diámetro de C se de�ne como la mayor distancia
que pueden tener dos miembros de C, es decir, mediante la fórmula diam(C) = sup{‖x−y‖ :
x, y ∈ C}. Es fácil convencerse de que un conjunto C ⊆ X será acotado si y sólo si su diámetro
es �nito, por lo tanto el diámetro caracteriza a los subconjuntos acotados en un espacio
normado. Un resultado clásico del análisis indica que todo conjunto compacto K ⊆ X es
también cerrado y acotado. Si bien el resultado inverso no es cierto en general, esta propiedad
caracteriza a los espacios re�exivos.

Teorema 1.1 ([27] Cap. 2) Un espacio es re�exivo si y sólo si todo conjunto convexo, cerrado
y acotado es compacto para la topología débil.

Aunque la topología de�nida apartir de los funcionales lineales no es metrizable a priori,
debido al teorema de Eberlein-Smulian, la compacidad débil es equivalente a la compacidad
por sucesiones. Dicho esto, es posible caracterizar los espacios re�exivos mediante el siguiente
teorema.

Teorema 1.2 ([27] Cap. 2) Un espacio es re�exivo si y sólo si toda sucesión acotada tiene
una subsucesión que converge débil.
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Muchos de los resultados de las próximas secciones se establecen a través de propiedades
métricas especiales de la norma de�nida en X y de�nen muchos aspectos geométricos y
topológicos del espacio, por ejemplo la convexidad estricta y convexidad uniforme de la
norma.

De�nición 1.3 Un espacio normado X se dirá estrictamente convexo si para todo x1, x2 ∈
SX con x1 6= x2 y α ∈ (0, 1), se tiene que ‖αx1 + (1 − α)x2‖ < 1. Donde SX es la esfera
unitaria en X.

La noción de convexidad estricta es una propiedad geométrica de la norma, establece que
el segmento {tx1 + (1− t)x2 : t ∈ (0, 1)} está completamente contenido dentro del interior de
la bola unitaria. Además, la noción de convexidad estricta permite caracterizar la colinealidad
a través de la norma, del mismo modo que sucede en un espacio de Hilbert.

Proposición 1.4 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convexo.

2. Para todo par x1, x2 ∈ SX se veri�ca que ‖1
2
x1 + 1

2
x2‖ < 1.

3. Para todo par x1, x2 ∈ X tales que ‖x1 + x2‖ = ‖x1‖ + ‖x2‖, entonces existe t ∈ R tal
que x1 = tx2.

La convexidad estricta tiene particular relevancia en el estudio de la proyección métrica
sobre un conjunto convexo y cerrado. Sean x ∈ X y A ⊆ X un conjunto no vacío, la
distancia de x a C se de�ne a través de la fórmula d(x,A) = ı́nf{‖x − y‖ : y ∈ A}. Un
conjunto A ⊆ X se dirá proximal si, para todo x ∈ X, existe al menos un elemento y ∈ A
tal que ‖x− y‖ = d(x,A). Por otro lado, A se dice que es un conjunto de Chebyshev si, para
todo x ∈ X, existe un único y ∈ A tal que ‖x − y‖ = d(x,A). De esta forma, para todo
conjunto de Chebyshev será posible de�nir su proyección métrica.

La proyección métrica es una función PA : X → A, que a cada x ∈ X le asocia el único
elemento PA(x) ∈ A tal que ‖x − PA(x)‖ = d(x,A). En un espacio de Hilbert, siempre
es posible de�nir la proyección métrica sobre los conjuntos no vacíos, convexos, cerrados y
acotados. Sin embargo, nos interesará saber en qué espacios normados, más generales que los
espacios de Hilbert, sigue siendo cierta esta propiedad. El siguiente teorema hace evidente
que para poder de�nir la proyección métrica, sobre conjuntos convexos y cerrados, se necesita
al menos la noción de convexidad estricta del espacio.

Teorema 1.5 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convexo.

2. Para todo x ∈ X y C ⊆ X subconjunto no vacío, convexo y cerrado, existe a lo más un
punto y ∈ C tal que d(x,C) = ‖y − x‖.

El teorema anterior establece que la proyección, en caso de existir, está bien de�nida
como función. Por otro lado, el siguiente teorema asegura que los espacios re�exivos están
caracterizados mediante los conjuntos proximales.
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Teorema 1.6 ([4]) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es re�exivo.

2. Todo conjunto no vacío C ⊆ X, convexo y cerrado, es proximal.

Combinando los últimos dos resultados, es posible caracterizar aquellos espacios donde
todo subconjunto ∅ 6= C ⊆ X convexo y cerrado es un conjunto de Chebyshev. O lo que
es equivalente, caracterizar aquellos espacios donde es posible de�nir la proyección métrica
como función univaluada para cualquier subconjunto no vacío, convexo y cerrado.

Corolario 1.7 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convexo y re�exivo.

2. Todo subconjunto no vacío, convexo y cerrado, es un conjunto de Chebyshev.

3. Para todo conjunto ∅ 6= C ⊆ X convexo y cerrado es posible de�nir la proyección
métrica PC : X → C.

Otro concepto importante en la teoría de espacios de Banach es la noción de convexidad
uniforme. La convexidad uniforme es una propiedad geométrica fuerte que establece que las
combinaciones convexas de elementos de norma 1 se mantienen su�cientemente alejadas de
la frontera de la bola unitaria.

De�nición 1.8 Un espacio normado X será uniformemente convexo si para todo ε > 0 y
x1, x2 ∈ SX tales que ‖x1−x2‖ ≥ ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 de modo que ‖1

2
x1+ 1

2
x2‖ ≤ 1−δ.

El módulo de convexidad de X es una función δX : [0, 2] → [0, 1] de�nida a través de la
fórmula

δX(ε) = ı́nf{1− ‖1

2
(x+ y)‖ : x, y ∈ SX , ‖x− y‖ ≥ ε}.

Obviamente un espacio uniformemente convexo también será estrictamente convexo, sin
embargo la recíproca no es cierta en general. Hay ejemplos de espacios estrictamente convexos
donde existen sucesiones de puntos (xn)n∈N, (yn)n∈N ⊆ SX , con ‖xn − yn‖ ≥ ε para algún
ε > 0 y n ∈ N, tales que ‖1

2
xn + 1

2
yn‖ → 1. Una propiedad importante de los espacios

uniformemente convexos es que son re�exivos, este resultado es conocido como el teorema de
Milman-Pettis.

Teorema 1.9 (Milman-Pettis [27] Cap.5) Sea X un espacio normado. Si X es uniforme-
mente convexo, entonces es estrictamente convexo y re�exivo.

Corolario 1.10 Si X es un espacio uniformemente convexo, entonces para todo subconjunto
C ⊆ X no vacío, convexo y cerrado, es posible de�nir la proyección métrica PC : X → C.

Lamentablemente, este último resultado no es su�ciente para caracterizar a los espacios
normados donde todo conjunto convexo y cerrado es un conjunto de Chebyshev. En efecto,
en [12] se demuestra la existencia de espacios estrictamente convexos, separables y re�exivos
que no son uniformemente convexos.
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La importancia de la proyección métrica en este trabajo radica en poder de�nir de manera
correcta la iteración de Krasnoselskii-Mann con errores sobre un conjunto convexo y cerrado.
Agregar un término de error en la iteración podría hacer que un término de la sucesión salga
del conjunto C, por lo que se hace necesario el uso de una proyección para poder de�nir bien
la iteración.

1.1.2. Operadores no expansivos y aproximación a puntos �jos

Sea X un espacio de Banach y C ⊆ X un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y
acotado. Un resultado clásico de la teoría métrica de puntos �jos es el teorema de Banach-
Picard, que establece la existencia de puntos �jos para la clase de operadores contractantes.
Un operador T : C → C se dice α-Lipchitz si existe α > 0 tal que ‖Tx−Ty‖ ≤ α‖x−y‖ para
todo x, y ∈ C. Además, el operador T se dirá contractante si es α-Lipchitz con α ∈ (0, 1).

Teorema 1.11 ([3, 18]) Sea (M,d) un espacio métrico completo y T : M →M un operador
contractante con constante de Lipchitz α ∈ (0, 1), entonces T tiene un único punto �jo.
Además, para todo x ∈ M su órbita (T nx)n∈N converge a x∗, el único punto �jo de T , y
también se tiene que ‖T nx − x∗‖ ≤ αn‖x − x∗‖ y ‖T nx − T n+1x‖ ≤ αn‖x − Tx‖ para todo
n ∈ N.

El resultado de Banach-Picard es un resultado muy importante en la teoría de espacios de
Banach. Además de asegurar la existencia de un punto �jo, también establece que el único
punto �jo atrae la órbita de cualquier punto x ∈ C. Sin embargo, la órbita de T no siempre
converge a un punto �jo cuando la constante de Lipchitz es α = 1. El ejemplo usual es
considerar C = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2 y T : C → C la rotación en 90 grados. El
conjunto C es claramente no vacío, convexo, cerrado y acotado. T es una isometría, pero la
orbita de cualquier punto (x, y) 6= (0, 0) tiene periodo 4 y por lo tanto no converge.

Si bien el ejemplo anterior demuestra que la órbita de una isometría no tiene asegurada
su convergencia, hay ejemplos más so�sticados de isometrías que ni siquiera poseen puntos
�jos. Considere el espacio c0 de las sucesiones reales (xn)n∈N tales que ĺım xn = 0, dotado de
la norma ‖(xn)‖∞ = supn |xn|. Sea B = {(xn)n∈N ∈ c0 : 0 ≤ xn ≤ 1} y de�na el shift a la
derecha σ : B → B mediante

σ1((xn)) = (1, x1, x2, . . . ).

Es fácil notar que σ es una isometría y que σ(B) ⊆ B. El único punto �jo posible para σ es
x̄ = (1, 1, 1, . . . ), pero x̄ 6∈ c0 y así σ no posee puntos �jos.

Este trabajo estará centrado en la teoría de puntos �jos para una clase particular de
operadores, que incluye a las isometrías y las funciones contractantes, los operadores no
expansivos.

De�nición 1.12 Un operador se dirá no expansivo si es 1-Lipchitz, es decir, si para todo
x, y ∈ C

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ . (1.1)
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Algunas preguntas clásicas en la teoría métrica de puntos �jos son los siguientes:

• ¾Cuando un operador T : C → C no expansivo posee puntos �jos ?

• ¾Existen sucesiones de aproximación a puntos �jos de T?

• ¾Cuál es la estructura del conjunto de puntos �jos Fix(T )?

Las preguntas que se abarcarán en este trabajo son las dos primeras, pero con énfasis en la
segunda. Si bien los primeros resultados de existencia de puntos �jos fueron de carácter más
bien abstractos, los resultados posteriores se establecen en general utilizando una sucesión
de aproximación junto con alguna condición de compacidad en el espacio base. Una sucesión
(xn)n∈N será una sucesión de aproximación de puntos �jos de T si ĺım ‖xn − Txn‖ = 0.
El siguiente resultado establece la existencia de dichas sucesiones a partir del teorema de
Banach-Picard.

Teorema 1.13 Sea T : C → C un operador no expansivo de�nido sobre C convexo, cerrado
y acotado. Entonces existe una sucesión (xn)n∈N ⊆ C tal que ĺım ‖xn − Txn‖ = 0.

Demostración. Sea ε ∈ (0, 1) y x0 ∈ C, entonces el operador T ε = εx0 + (1 − ε)T es
contractante con constante de Lipchitz (1−ε) < 1. La convexidad de C implica que T ε(C) ⊆
C, y así se tienen las condiciones para utilizar el teorema de Banach-Picard. Del teorema de
Banach-Picard existe un único xε ∈ C que es punto �jo para T ε, entonces

‖xε − Txε‖ = ‖T εxε − Txε‖ = ε‖x0 − Txε‖ ≤ εdiam(C).

Si escogemos εn → 0, la sucesión (xn)n∈N de�nida como xn = xεn cumplirá que ‖xn−Txn‖ →
0, probando lo pedido.

Si bien la demostración del teorema anterior sólo funciona cuando el diametro del con-
junto C es �nito, o equivalentemente cuando C es un conjunto acotado, el siguiente teorema
establece que de cierta forma es necesario que esto ocurra, o al menos por parte de las órbitas.

Teorema 1.14 ([18]) Sea C un subconjunto no vacío, convexo y cerrado, de un espacio de
Banach X y T : C → C un operador no expansivo. Entonces son equivalentes:

1. T tiene al menos una órbita acotada.

2. Todas las órbitas de T son acotadas.

3. C contiene un subconjunto K 6= ∅ convexo y cerrado T -invariante(i.e. T (K) = K).

4. C contiene al menos una sucesión acotada de aproximación a puntos �jos.

1.1.3. Iteración de Krasnoselskii-Mann y regularidad asintótica

Aún cuando la existencia de puntos �jos aproximados está asegurada por los teoremas
1.13 y 1.14, no es claro qué tipo de sucesiones son las que sirven para esto. En la sección
anterior se mostró que la órbita no siempre funciona para estos efectos. En lugar de ello, se
introducirá una de las herramientas clásicas de la teoría métrica de puntos �jos, la iteración
de Krasnoselskii-Mann.
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De�nición 1.15 Sea T : C → C un operador no expansivo, de�nido sobre C un conjunto
convexo, cerrado y acotado. La iteración de Krasnoselskii-Mann, para encontrar puntos �jos
de T , se de�ne a partir del siguiente esquema iterativo:

xk = (1− αk)xk−1 + αkTxk−1 (1.2)

donde x0 es un punto arbitrario de C y αk ∈ (0, 1) para todo k ∈ N.

Se debe notar que como C es un conjunto convexo, la iteración (1.2) está bien de�nida
para cualquier sucesión de coe�cientes (αk)k∈N. A lo largo de este capítulo, siempre que se
hable de T se referirá a un operador de�nido sobre un subconjunto C ⊆ X no vacío, convexo,
cerrado y acotado.

En el caso αk = α constante, la iteración de Krasnoselskii-Mann tiene relación con la
órbita de un operador promediado de�nido a partir de T . Se de�ne el operador promediado
Tα : C → C mediante la igualdad

Tα = (1− α)I + αT

donde I es el operador identidad en X y α ∈ [0, 1]. En el caso αk = α constante, el n-
ésimo término de la iteración (1.2) corresponde simplemente a T nαx0, es decir, la iteración de
Krasnoselskii-Mann está de�nida como la órbita del operador ponderado Tα. Resulta ser que
Tα es también no expansivo, aunque no necesariamente contractante, y además Fix(T ) =
Fix(Tα). Este hecho fue notado por primera vez por Krasnoselskii [23], y fue la razón por la
cual se comenzó a estudiar la iteración (1.2).

Lo que nos interesará estudiar de esta sucesión es el comportamiento asintótico de las
diferencias ‖xn − xn+1‖ = αn+1‖xn − Txn‖, de modo que para probar que (xn)n∈N es una
sucesión de aproximación basta demostrar que ‖xn − xn+1‖α−1n+1 → 0. Diremos que un ope-
rador T tiene la propiedad de regularidad asintótica si ‖T n+1x−T nx‖ → 0 para todo x ∈ C.
Esta propiedad fue considerada por primera vez por Browder y Petryshyn [8] al estudiar la
convergencia de (1.2) para el caso constante. Sin embargo, para la iteración general la regu-
laridad asintótica de T no entrega mucha información, por ejemplo cuando αk → 0. De esta
forma, es mejor de�nir la regularidad asintótica para la iteración de Krasnoselskii-Mann de
la siguiente forma.

De�nición 1.16 Diremos que la iteración (1.2) tiene la propiedad de regularidad asintótica
si ‖xn+1 − xn‖α−1n+1 → 0.

Como la iteración de Krasnoselskii-Mann corresponde a la órbita de un operador pon-
derado, cuando αk = α constante, ambas de�niciones coinciden en este caso. La siguiente
proposición muestra que, si bien no se sabe en general si la iteración (1.2) veri�ca la propie-
dad de regularidad asintótica, la sucesión ‖xn − Txn‖ es decreciente y por lo tanto siempre
existe su límite.

Proposición 1.17 Sea xn el n-ésimo término de la iteración de Krasnoselskii-Mann, enton-
ces ‖xn+1 − Txn+1‖ ≤ ‖xn − Txn‖.
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Demostración. La demostración es directa de la de�nición en (1.2). En efecto, se tiene que

‖xn+1 − Txn+1‖ = ‖(1− αn+1)xn + αn+1Txn − Txn+1‖
≤ (1− αn+1)‖xn − Txn‖+ ‖Txn − Txn+1‖
≤ (1− αn+1)‖xn − Txn‖+ ‖xn − xn+1‖
≤ (1− αn+1)‖xn − Txn‖+ αn+1‖xn − Txn‖ = ‖xn − Txn‖.

En el artículo fundamental de esta teoría, Krasnoselskii probó que la iteración (1.2) con-
verge fuerte a un punto �jo cuando αk = 1

2
es constante y T es un operador compacto en

un espacio uniformemente convexo. Dos años más tarde Schaefer [30] extiende el resultado
para αk = α ∈ (0, 1) bajo las mismas hipótesis. Dicho esto, lo que Krasnoselskii y Shaefer
probaron puede resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 1.18 ([23, 30]) Sea C un conjunto convexo, cerrado y acotado, en un espacio de
Banach uniformemente convexo y T : C → C un operador compacto no expansivo. Entonces
la iteración de Krasnoselskii-Mann, para αk = α ∈ (0, 1), converge fuerte a un punto �jo de
T .

Este teorema motivó una serie de resultados que aparecieron en los años posteriores al
trabajo de Krasnoselskii. En el estudio de la regularidad asintótica del operador Tα, y de la
convergencia de la iteración (1.2), se destacan principalmente los artículos de Browder [7],
Browder y Petryshyn [8] y de Edelstein [13]. En ellos se extienden los resultados de Kras-
noselskii y Schaefer a espacios estrictamente convexos, suponiendo que T es no expansivo y
C es compacto. Con respecto a la iteración general, Groetsch prueba en [19] que la itera-
ción (1.2) converge débil a un punto �jo de T en espacios uniformemente convexos, cuando∑
αk(1−αk) =∞. En 1976, Ishikawa [21] logra probar un hecho sorprendente para la época,

extendiendo todos los resultados anteriores a un espacio de Banach general. Ishikawa probó,
suponiendo que

∑
αk = ∞ y supαk < 1, que la iteración general de Krasnoselskii-Mann

tiene regularidad asintótica en un espacio de Banach.

Teorema 1.19 (Teorema de Ishikawa [21]) Sea T : C → C un operador no expansivo
de�nido sobre C ⊆ X, un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado. Suponga que
0 ≤ αk ≤ α < 1 y que

∑
αk =∞, entonces ‖xn − Txn‖ converge a 0.

Dos años más tarde, pero utilizando métodos completamente distintos, Edelstein y O'Brien
[14] prueban un resultado similar al de Ishikawa. Notaron que Tα tiene regularidad asintótica
en un espacio de Banach general, pero que además ésta era uniforme en el punto inicial
x0. Utilizando las ideas de Ishikawa, Edelstein y O'Brien, Goebel y Kirk [17] prueban un
resultado aún más general. Demostraron que la convergencia de (1.2) era además uniforme
para cualquier operador no expansivo T : C → C. Estos resultados, para el caso constante,
pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 1.20 ([18] Cap. 9) Sea X un espacio de Banach y C un subconjunto convexo,
cerrado y acotado. Denotemos por F (C) a la colección de operadores no expansivos T : C →
C y sea α ∈ (0, 1). Sea ε > 0 y n0 = n0(ε, C) su�cientemente grande, entonces para todo
x ∈ C y T ∈ F (C), si n ≥ n0 se tiene que ‖T n+1

α x− T nαx‖ ≤ ε.
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En el caso de la iteración general, el teorema anterior sigue siendo válido bajo las mismas
hipótesis del teorema de Ishikawa.

Teorema 1.21 ([17]) Sea C un conjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado en un espacio
de Banach X. Considere b < 1 y (αk)k∈N ⊆ [0, b] una sucesión que veri�ca

∑
αk = ∞. Sea

ε > 0, entonces existe n0 = n0(ε, C) tal que para todo operador T ∈ F (C) y x0 ∈ C, si (xk)k∈N
es la sucesión de�nida a partir de (1.2) con punto inicial x0 ∈ C, entonces ‖xn − Txn‖ ≤ ε
para todo n ≥ n0.

Aunque el estudio de la iteración de Krasnoselskii-Mann, en términos de su convergencia
fuerte y débil, tuvo un gran auge durante décadas, no hubo muchos resultados con respecto
a la velocidad de convergencia de ‖xn−xn+1‖. El primer resultado en esta línea se encuentra
en el trabajo de Browder y Petryshyn, que fue mencionado por primera vez por Baillon y
Bruck en [2], donde probaron que

∑
‖T n+1

α x− T nαx‖2 < ∞ en un espacio de Hilbert. Como
T n+1
α x−T nαx = α(Txn−xn), la Proposición 1.16 establece que ‖T n+1

α x−T nαx‖ es decreciente
en n. Luego, se puede deducir una versión cuantitativa de la regularidad asintótica para la
iteración de Krasnoselskii-Mann en un espacio de Hilbert.

Teorema 1.22 ([2]) Si H es un espacio de Hilbert y T : C → C es un operador no expansivo,
donde C es un conjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado. Entonces, si α ∈ (0, 1) y x ∈ C
se tiene que ‖T n+1

α x− T nαx‖ = o( 1√
n
).

En el caso de un espacio de Banach general, el primer resultado conocido es atribuido a
Bruck, el que fue presentado en una conferencia en 1992 pero nunca publicado. Bruck probó
que para el caso αk = α ∈ (0, 1) constante, el orden de convergencia era ‖T n+1

α x − T nαx‖ =
O(1/ log n). Unos años más tarde, Baillon y Bruck [2] mejoran esta cota probando que
‖T n+1

α x − T nαx‖ = O(1/
√
n) en un espacio de Banach general, así obteniendo una versión

cuantitativa del teorema de Ishikawa-Edelstein-O'Brien. Este resultado fue muy impresio-
nante, en particular pues el método utilizado sólo ocupaba la desigualdad triangular y la no
expansividad del operador para establecer una recurrencia sobre las cantidades ‖xn − xm‖
para 0 ≤ m ≤ n. Además, encontraron evidencia numérica para establecer una conjetura
para el caso general.

Conjetura 1.23 (Baillon-Bruck [2]) Sea xk es el k-ésimo punto en la iteración de Krasnoselskii-
Mann. Entonces existe una constante c > 0 tal que

‖xn − Txn‖ ≤
c√∑n

i=1 αi(1− αi)
.

En el trabajo de Baillon y Bruck [2] se prueba esta conjetura para el caso constante
con c = 1√

π
, sin embargo, la demostración de este caso especial estaba, de cierta forma,

incompleta. La demostración de la conjetura para caso constante se establece a partir de una
recurrencia para los términos ‖xn − xm‖, sin embargo, no lograron resolverla con métodos
clásicos, necesitando un programa computacional para generar una recurrencia equivalente
que si pudieron resolver. En 2013, Cominetti, Soto y Vaisman [11] logran probar la conjetura
para el caso general utilizando el apronte original de Baillon y Bruck [1, 2], pero relacionando
las cantidades ‖xn − xm‖, para 0 ≤ m ≤ n, con un proceso estocástico de�nido sobre Z2. La
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demostración será detallada en el Capítulo 2 pues utilizaremos una técnica bastante similar
para estudiar la iteración con errores. El teorema de Cominetti, Soto y Vaisman se resume
de la siguiente forma.

Teorema 1.24 (Cominetti-Soto-Vaisman [11]) Sea T : C → C un operador no expansivo
con C un conjunto convexo, cerrado y acotado en un espacio de Banach. Si xk es el k-ésimo
término en la iteración de Krasnoselskii-Mann, entonces se cumple que

‖xn − Txn‖ ≤
diam(C)√

π
∑n

i=1 αi(1− αi)
.

En particular, si αk = α ∈ (0, 1) es constante, entonces

‖T n+1
α x0 − T nαx0‖ = α‖xn − Txn‖ ≤

α diam(C)√
πα(1− α)n

.

De esta forma, asumiendo que
∑
αk(1 − αk) = ∞ y que C es acotado, del Teorema

1.24 se deduce la regularidad asintótica de la iteración (1.2), obteniendo a su vez la misma
condición que Groetsch [19] pero en un espacio de Banach general. Así, se generalizan todos
los resultados anteriores obtenidos sobre la convergencia de la iteración de Krasnoselskii-
Mann al agregar las hipótesis correspondientes.

Recientemente, Bravo y Cominetti [5] probaron que la constante 1/
√
π es de hecho ajus-

tada. Utilizando un proceso estocástico similar al que utilizan en [11], encontraron una bisu-
cesión {dmn : n ∈ N, 0 ≤ m ≤ n}, de�nida a partir de un problema de transporte de masas
discreto, que cumple que ‖xn − xm‖ ≤ dmn para todo 0 ≤ m ≤ n. Además, si cmn es la cota
encontrada en [11] para ‖xn − xm‖ se tiene que dmn ≤ cmn. Bravo y Cominetti de�nieron
dmn de modo que fuera la mejor cota posible utilizando las técnicas de [1, 2, 11]. Estas cotas
sirven para construir un operador no expansivo T : [0, 1]N → [0, 1]N y x0, de modo que la
iteración de Krasnoselskii-Mann con punto inicial x0 veri�ca que ‖xn − xm‖ = dmn. Resulta
ser que para todo κ < 1√

π
existe una buena elección de coe�cientes (αk)k∈N y un entero n ∈ N

tales que

‖xn − Txn‖ > κ
diam(C)√∑n
i=1 αi(1− αi)

.

1.1.4. Operadores demicerrados y propiedad de Opial

En la sección anterior se presentaron diversos resultados que establecen condiciones bajo
las cuales la iteración de Krasnoselskii-Mann veri�ca la regularidad asintótica. Si bien esta
propiedad establece que ‖xn − Txn‖ converge a 0, la sucesión de iterados (xn)n∈N en general
no converge en norma, por lo que será necesaria una condición de compacidad para asegurar
la convergencia. Por ejemplo, si T fuese un operador compacto, como en el trabajo original de
Krasnoselskii, la regularidad asintótica sería su�ciente para obtener un punto �jo de T . Por
otro lado, cuando X es un espacio re�exivo obtenemos una subsucesión (xnk

)k∈N que converge
débil a x∗ y además ‖xnk

− Txnk
‖ converge a 0, sin embargo no es claro si x∗ ∈ Fix(T ).
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Es importante poder separar las noción de regularidad asintótica de la convergencia de
los iterados xk, como veremos en esta sección no es trivial probar la convergencia débil de
xk a un punto �jo y de hecho necesitaremos hipótesis adicionales en X para poder asegurar
la convergencia débil de xk. Por el lado de la convergencia fuerte, en [16] hay un ejemplo de
un operador de�nido en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de `2(N), el espacio de
las sucesiones cuadrado sumables, donde la iteración de Krasnoselskii-Mann no converge en
norma. De modo que la convergencia fuerte de la iteración de Krasnoselskii-Mann ni siquiera
está garantizada en espacios de Hilbert.

En el artículo de Browder [7], estudiando las soluciones de la ecuación Tx = f en un
espacio uniformemente convexo, se demuestra una propiedad que permite establecer que los
puntos de acumulación, para la topología débil, de la iteración de Krasnoselskii-Mann son
puntos �jos.

De�nición 1.25 (Operador demicerrado) Un operador T : C → X se dice demicerrado en
y ∈ X si para toda sucesión (xn)n∈N, con xn ⇀ x y Txn → y, se cumple que x ∈ C y Tx = y.

Denotemos por Gr(T ) = {(x, Tx) ∈ C × X : x ∈ X} al grafo del operador T , notemos
que T será demicerrado si y sólo si Gr(T ) es cerrado en C × X, cuando se considera a C
con la topología débil, la topología de la norma en X y C × X con la topología producto
usual. Por otro lado, Browder probó que I−T será un operador demicerrado cuando T es un
operador no expansivo de�nido sobre un espacio uniformemente convexo. Para probar este
teorema utilizaremos la siguiente proposición, también demostrada por Browder, de donde se
deduce la existencia de puntos �jos para operadores no expansivos de�nidos sobre espacios
uniformemente convexos.

Lema 1.26 ([18] Cap. 10) Sea C un subconjunto no vacío,convexo y acotado, de un espacio
uniformemente convexo y sea T : C → C un operador no expansivo. Sean (xn)n∈N, (yn)n∈N
dos sucesiones de aproximación a puntos �jos en C y considere zn = 1

2
xn + 1

2
yn, entonces

‖zn − Tzn‖ → 0.

Demostración. Supongamos por contradicción que existen dos sucesiones (xn)n∈N, (yn)n∈N de
aproximación a puntos �jos donde zn = 1

2
xn+ 1

2
yn no lo es. Es decir, existe ε > 0 y para todo

n0 ∈ N existe un n ≥ n0 con ‖zn − Tzn‖ ≥ ε > 0. Como C es acotado también lo son las
sucesiones xn, yn, luego (xn−zn)n∈N, (yn−zn)n∈N también son acotadas y ‖xn−zn‖ = ‖yn−zn‖.
Pasando a una subsucesión, podemos suponer que existe r ≥ 0 tal que

r = ĺım
n
‖xn − zn‖ = ĺım

n
‖yn − zn‖.

Pero 0 < ε ≤ ‖zn−Tzn‖ ≤ ‖zn−xn‖+‖Txn−Tzn‖+‖xn−Txn‖. Tomando n su�cientemente
grande se tiene que 0 < ε ≤ 2r. Las desigualdades ‖xn − zn‖ ≤ ‖xn − Txn‖+ ‖xn − zn‖ y

‖xn − Tzn‖ ≤ ‖xn − Txn‖+ ‖Txn − Tzn‖
≤ ‖xn − Txn‖+ ‖xn − zn‖

implican que zn, T zn ∈ B(xn, ‖xn−Txn‖+‖xn−zn‖). Ahora, si t < εdiam(C)−1 entonces para
todo n su�cientemente grande se tiene que t < ε/(‖xn−Txn‖+‖xn−zn‖) pues ‖xn−Txn‖ →
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0. Luego, de la de�nición del módulo de convexidad y escalando por ‖xn−Txn‖+ ‖xn− zn‖,
se deduce que ‖xn − 1

2
(zn + Tzn)‖ ≤ (‖xn − Txn‖ + ‖xn − zn‖)(1 − δ(t)). Una desigualdad

análoga se obtiene si intercambiamos xn por yn. Notemos que

2‖zn − yn‖ = ‖xn − yn‖ ≤ ‖xn − 1
2
(zn + Tzn)‖+ ‖yn − 1

2
(zn + Tzn)‖

≤ (‖xn − Txn‖+ ‖xn − zn‖+ ‖yn − Tyn‖+ ‖yn − zn‖)(1− δ(t)),

entonces tomando n→∞ se veri�ca que 2r ≤ 2r(1− δ(t)), contradicción.

Teorema 1.27 ([18] Cap. 10) Sea C un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado
de un espacio uniformemente convexo. Considere T : C → X un operador no expansivo tal
que ı́nf{‖x− Tx‖ : x ∈ C} = 0, entonces T tiene un punto �jo en C.

Demostración. Sea R el conjunto de números r ≥ 0 tales que B(0, r)∩C 6= ∅ e ı́nf{‖x−Tx‖ :
x ∈ B(0, r) ∩ C} = 0, y sea r0 el ín�mo sobre R. Como C es acotado entonces r0 < ∞, si
r0 = 0 entonces 0 ∈ C y T0 = 0, por lo que supondremos que r0 > 0. Por de�nición,
podemos escoger una sucesión xn ∈ B(0, r0 + 1/n) ∩ C tal que ‖xn − Txn‖ ≤ 1

n
. Si xn

tiene alguna subsucesión que converge fuerte, entonces todo punto de acumulación de xn
será un punto �jo de T . Supongamos entonces que existe ε > 0 y una subsucesión (xnk

)k∈N
tal que ‖xnk+1

− xnk
‖ ≥ ε. Sea yk = 1

2
(xnk+1

+ xnk
) ∈ B(0, r0 + 1/nk) ∩ C y t < ε

r0
. Como

xnk
, xnk+1

∈ B(0, r0 + 1/nk), de la de�nición de módulo de convexidad se tiene que que

‖yk‖ ≤
(
r0 +

1

nk

)
(1− δ(t))

y así ĺım sup ‖yk‖ < r0. Del Lema 1.26 se tiene además que yk − Tyk → 0, contradiciendo la
minimalidad de r0.

El siguiente lema muestra que en un espacio estrictamente convexo, el conjunto de puntos
�jos de todo operador no expansivo es un conjunto convexo y cerrado.

Lema 1.28 ([18] Cap. 10) Sea T : C → C un operador no expansivo de�nido sobre C un
conjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado, donde C es un subconjunto de un espacio
estrictamente convexo. Entonces Fix(T ) es un conjunto convexo y cerrado.

Demostración. Probemos primero que Fix(T ) es cerrado. Sea (xn)n∈N ⊆ Fix(T ) es una su-
cesión de puntos �jos de T que converge a x ∈ C. Como T es no expansivo, y por lo tanto
continuo, se concluye que Tx = ĺımTxn = ĺımxn = x y por lo tanto Fix(T ) es cerrado. Sean
x, y ∈ Fix(T ), λ ∈ [0, 1] y sea z = λx+ (1− λ)y, probaremos que z ∈ Fix(T ). Notemos que

‖x− Tz‖+ ‖Tz − y‖ = ‖Tx− Tz‖+ ‖Tz − Ty‖
≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖
= (1− λ)‖x− y‖+ λ‖x− y‖
= ‖x− y‖
≤ ‖x− Tz‖+ ‖Tz − y‖.
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Como X es estrictamente convexo, entonces por la Proposición 1.4 los vectores x, y, Tz son
colineales, así existe t ∈ R tal que Tz = tx + (1 − t)y. Además, cada desigualdad será de
hecho una igualdad, entonces ‖x − y‖ = ‖x − Tz‖ + ‖y − Tz‖ = (|1 − t| + |t|)‖x − y‖ y se
deduce que t ∈ [0, 1]. También se tiene que‖x− Tz‖ = ‖x− z‖ y ‖Tz − y‖ = ‖z − y‖. Luego
(1− λ)‖x− y‖ = ‖x− Tz‖ = (1− t)‖x− y‖ y por lo tanto t = λ. Se concluye que Tz = z y
por lo tanto Fix(T ) es convexo.

Finalmente, se puede concluir el teorema probado por Browder, que establece que todo
operador no expansivo, de�nido en un espacio uniformemente convexo, será demicerrado en
0. Esto también prueba que I − T será demicerrado en toda la imagen de I − T . Pues al
considerar el operador Tw = T − w, que también es no expansivo, se tendrá que I − Tw es
demicerrado en 0 y en consecuencia I − T será demicerrado en w.

Teorema 1.29 (Principio demicerrado [18] Cap. 10) Sea C un conjunto convexo, cerrado y
acotado en un espacio de Banach uniformemente convexo. Sea T : C → C un operador no
expansivo. Entonces I − T es demicerrado en 0.

Demostración. Sea (xn)n∈N una sucesión de puntos en C que converge débil a x ∈ C y tal
que (I−T )xn → 0, es decir, xn es una sucesión de aproximación a puntos �jos. Consideremos
Cn = co(xn, xn+1, . . . ) subconjunto convexo y cerrado de C, donde co(A) es la intersección de
todos los conjuntos convexos y cerrados que contienen a A, luego el operador T restringido a
Cn posee un punto �jo por el Teorema 1.27. Sea yn ∈ Cn tal que Tyn = yn, comoX es re�exivo
y C es acotado, existe una subsucesión (ynk

)k∈N que converge débil a y. Luego se tiene que
y ∈

⋂
n∈NCn = {x} y por lo tanto yn ⇀ x. Como el conjunto de puntos �jos es convexo y

cerrado, también es débil cerrado y por lo tanto x ∈ Fix(T ), probando lo pedido.

Dicho todo esto, se deduce que, en un espacio uniformemente convexo, la iteración de
Krasnoselskii-Mann posee subsucesiones que convergen a puntos �jos del operador T . En
efecto, de la re�exividad obtendremos una subsucesión (xnk

)k∈N que converge débil a y0 ∈ C
y de la regularidad asintótica se tiene que ‖xnk

−Txnk
‖ → 0. Luego, del principio demicerrado

se concluye que (I − T )y0 = 0 y por lo tanto (xnk
)k∈N converge a y0 ∈ Fix(T ). Lo mismo

sucede con cualquier subsucesión que converja débil, por lo tanto todo punto de acumulación
débil será un punto �jo. No obstante, no es claro si podemos extender la convergencia débil
de subsucesiones a la sucesión completa de iterados. Para ello necesitaremos que la sucesión
(xn)n∈N de iterados de Krasnoselskii-Mann posea un único punto de acumulación débil.

En [28] Opial probó que la órbita (T nx)n∈N de cualquier punto x ∈ C converge débil a
un punto �jo de T en un espacio de Hilbert. Para ello utilizó el principio demicerrado de
Browder para establecer que los puntos de acumulación eran puntos �jos, además, probó una
propiedad que le garantizaba que la órbita tendría un único punto de acumulación débil y
por consiguente la sucesión entera convergería débil a un punto �jo.

De�nición 1.30 (Propiedad de Opial) Un espacio de Banach X satisface la propiedad de
Opial si para toda sucesión (xn)n∈N que converge débil a x0, entonces para todo x 6= x0 se
tiene que

ĺım inf
n→∞

‖xn − x0‖ < ĺım inf
n→∞

‖xn − x‖. (1.3)
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Opial probó que la propiedad anterior se veri�ca en cualquier espacio de Hilbert. En efecto,
si xn ⇀ x0 y x 6= x0 entonces se veri�ca que

‖x− xn‖2 = ‖(x− x0) + (x0 − xn)‖2 = ‖x− x0‖2 + ‖x0 − xn‖2 + 2〈x− x0, x0 − xn〉.

Finalmente, tomando n→∞ se concluye la propiedad de Opial en un espacio de Hilbert. Nos
gustaría que la propiedad de Opial se veri�cara en una familia más grande de espacios, como
los espacios de Banach uniformemente convexos. Sin embargo, en [28] también se prueba que
la propiedad de Opial no se cumple para toda la clase de espacios uniformemente convexos.
Opial probó que su propiedad se veri�ca en cualquier espacio `p, con 1 < p <∞, mediante una
caracterización por el mapeo de dualidad. No obstante, también probó que Lp(RN) no veri�ca
la propiedad de Opial para p 6= 2. De este modo, la propiedad de Opial es independiente de
la convexidad uniforme.

Ahora, inspirados en la demostración de Opial [28], probaremos la convergencia débil de
la iteración de Krasnoselskii-Mann a un punto �jo de T . Para ello, primero demostraremos
un sencillo lema que establece la monotonía de ‖xn − p‖ para todo p ∈ Fix(T ).

Lema 1.31 Sea xk el k-ésimo término de la iteración de Krasnoselskii-Mann para el operador
T : C → C y sea p ∈ Fix(T ). Entonces ‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖ para todo n ∈ N.

Demostración. De la de�ción de xk, y utilizando que Tp = p, se tienen las siguentes desigual-
dades

‖xn+1 − p‖ = ‖(1− αn+1)xn + αn+1Txn − p‖
≤ (1− αn+1)‖xn − p‖+ αn+1‖Txn − p‖
≤ ‖xn − p‖.

Teorema 1.32 Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo que satisface la propie-
dad de Opial y T : C → C un operador no expansivo. Si (xn)n∈N es la sucesión de iterados de
Krasnoselskii-Mann con punto inicial x0 ∈ C y coe�cientes satisfaciendo

∑
αk(1−αk) =∞.

Entonces xn converge débil a un punto �jo de T .

Demostración. Debido al Lema 1.31 podemos de�nir la función d(y) = ĺımn ‖xn − y‖ sobre
y ∈ Fix(T ) y consideremos los conjuntos Fd = {y ∈ Fix(T ) : d(y) ≤ d} para d ≥ 0. Resulta
ser que los conjuntos Fd son convexos, cerrados y acotados, y para d lo su�cientemente grande
se tiene además que Fd 6= ∅. Como X es uniformemente convexo, entonces Fix(T ) 6= ∅ es
convexo, cerrado y acotado, por lo tanto también débil compacto. Luego existe un ε > 0
minimal tal que Fε 6= ∅ y además consta sólo de un punto. Si y, y′ ∈ Fε son dos puntos
distintos se tiene que 1

2
y + 1

2
y′ ∈ Fε, y por la convexidad uniforme existe δ = δ(C) > 0 tal

que

d

(
1

2
y +

1

2
y′
)

= ĺım
n
‖xn −

1

2
y − 1

2
y′‖ ≤ (1− δ)ε < ε

contradiciendo la minimalidad de ε. Sea y0 ∈ C tal que Fε = {y0}, probaremos que xn
converge débil a y0. Supongamos que xn no converge débil a y0. Como X es uniformemente
convexo, en particular re�exivo, entonces existe una subsucesión (xnk

)k∈N que converge débil
a y 6= y0. Del hecho que los coe�cientes satisfacen

∑
αk(1−αk) =∞ se deduce la regularidad
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asintótica de la iteración de Krasnoselskii-Mann y así ‖xnk
− Txnk

‖ → 0. X uniformemente
convexo implica que I−T es demicerrado y así y ∈ Fix(T ). De la propiedad de Opial se tiene
�nalmente que

ε = d(y0) = ĺım
n
‖xn − y0‖ > ĺım inf

n
‖xn − y‖ = d(y)

lo que contradice la minimalidad de ε, luego xn converge débil a y0 ∈ Fix(T ).

Del Teorema 1.32 se desprenden condiciones su�cientes, además de la regularidad asintó-
tica, para poder garantizar la convergencia débil de la iteración de Krasnoselskii-Mann. Estas
son:

1. X re�exivo,

2. Fix(T ) convexo,

3. existe ε > 0 tal que |Fε| = 1,

4. I − T demicerrado y

5. X satisface la propiedad de Opial.

Las propiedades 1-4 se tienen cuando X es uniformemente convexo, mientras que la propie-
dad 5 es independiente de ser uniformemente convexo. El siguiente teorema muestra que la
propiedad de Opial más la re�exividad son su�cientes para asegurar que I−T sea demicerra-
do, así podríamos relajar la convexidad uniforme a convexidad estricta. No obstante, parece
ser estrictamente necesario utilizar el módulo de convexidad para probar la propiedad 3, por
lo que no parece ser posible relajar más las hipótesis del Teorema 1.32.

Teorema 1.33 ([18] Cap. 10) Sea X un espacio de Banach re�exivo que satisface la propie-
dad de Opial. Sea T : C → X un operador no expansivo, donde C es un conjunto no vacío,
convexo, cerrado y acotado. Entonces I − T es demicerrado en C.

Demostración. Como comentamos antes basta probar que I − T es demicerrado en 0. Sea
(xn)n∈N una sucesión que converge débil a x ∈ X tal que ‖xn − Txn‖ → 0. Ahora

‖Tx− xn‖ ≤ ‖Tx− Txn‖+ ‖Txn − xn‖

y por consiguiente ĺım infn→∞ ‖Tx − xn‖ ≤ ĺım infn→∞ ‖x − xn‖. Como xn ⇀ x se concluye
de la propiedad de Opial que (I − T )x = 0 probando lo pedido.
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Capítulo 2

Tasa de regularidad asintótica en la

iteración de Krasnoselskii-Mann

Este capítulo está dedicado a la demostración de la tasa de regularidad asintótica pa-
ra la iteración de Krasnoselskii-Mann. Es interesante por mérito propio estudiar la técnica
desarrollada en [11] para establecer la tasa de regularidad asintótica, pues se establece una
inesperada conexión entre la iteración de Krasnoselskii-Mann y un proceso aleatorio de�nido
a valores en Z2. Esta técnica, de transferencia del problema de un espacio de Banach a un
proceso estocástico en Z2, servirá de inspiración para demostrar la regularidad asintótica
para la iteración con errores. De hecho, en el Capítulo 3 se utilizará parte de la demostración
original de [11] para probar el resultado principal de esta memoria.

Consideremos (xn)n∈N la sequencia de iterados de Krasnoselskii-Mann, en este capítulo
veremos que existe una bisucesión {cmn : n ∈ N, 0 ≤ m ≤ n}, de�nida recursivamente, de
modo que ‖xn − xm‖ ≤ cmn para todo 0 ≤ m ≤ n. Notemos que

‖xn − Txn‖ =
‖xn − xn+1‖

αn+1

≤ cnn+1

αn+1

entonces para determinar si (xn)n∈N veri�ca la regularidad asintótica, bastaría probar que
cnn+1 = o(αn+1). Esta idea aparece por primera vez en los artículos de Baillon y Bruck [1,
2], donde encuentran la tasa de regularidad asintótica para el caso constante probando
que cλnn+1 = O(1/

√
n), donde cλnn+1 corresponde al término cnn+1 cuando la iteración de

Krasnoselskii-Mann tiene coe�cientes constantes αk = λ para todo k ∈ N.

Cabe destacar que Baillon y Bruck no lograron determinar el valor de cmn directamente,
sino mediante una recurrencia equivalente encontrada mediante un computador. Parece ser
muy difícil determinar el valor general de cmn con método clásicos y analíticos de combina-
toria. Sin embargo, Cominetti, Soto y Vaisman [11] lograron probar que

cnn+1

αnn+1

≤ 1√
π
∑n

i=1 αi(1− αi)

mediante una interpretación probabilista de la recurrencia cmn. Resulta ser que el término
general cmn corresponde a la probabilidad de que cierta cadena de Markov, de�nida a partir de
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un paseo aleatorio en Z2, llegue a uno de sus estados absorbentes. Aunque la interpretración
de cmn parece ser clara, también resulta ser muy complicado encontrar una cota general para
cmn analizando dicho proceso aleatorio. Afortunadamente, el término cnn+1/αn+1 tiene una
interpretración mucho más sencilla, en relación a un paseo aleatorio en Z, que sí es posible
acotar. Probaremos más tarde que el término cnn+1/αn+1 corresponde a la probabilidad de que
cierto paseo aleatorio en Z se mantenga no negativo durante n etapas, y así estableceremos
la tasa de regularidad asintótica obtenida por Cominetti, Soto y Vaisman [11].

Este capítulo se divide en dos secciones. La primera sección está dedica a entregar las no-
ciones básicas sobre paseos aleatorios y a deducir las cotas obtenidas en [11] para cnn+1/αn+1.
Luego hay una sección para describir la interpretación probabilista que comentamos antes, y
así determinar la tasa de regularidad asintótica para la iteración de Krasnoselskii-Mann.

2.1. Resultados auxiliares de probabilidades

2.1.1. De�niciones básicas

Un espacio de probabilidad es una tupla (Ω,B,P) donde Ω es un conjunto, B una σ-
álgebra de subconjuntos de Ω y P una medida de probabilidad. Es decir, una función E 7→
P(E) ∈ [0, 1] para E ∈ B, σ-aditivida, con P(Ω) = 1 y P(∅) = 0. Una variable aleatoria es
una función medible Y : Ω → R donde (R,R) es un espacio medible, se dice entonces que
Y toma valores en R. Así, la probabilidad de que Y tome valores en S ⊆ R es simplemente
P(Y −1(S)). Una variable aleatoria discreta es una variable aleatoria que toma valores en
(R,P(R)) cuando R es un conjunto numerable, donde P(R) corresponde a la colección de
subconjuntos de R.

Sea Y : Ω → R una variable aleatoria. La distribución o ley de Y es una medida de
probabilidad µY en el espacio (R,R), donde µY está de�nida por la fórmula

µY (S) = P(Y ∈ S).

El valor esperado de Y , cuando R ⊆ R, se de�ne por E(Y ) =
∫
R
Y dµY . En el caso de una

variable aleatoria discreta, el valor esperado se reduce a E(Y ) =
∑

r∈R rP(Y = r).

En este trabajo sólo se trabajará con variables aleatorias discretas. De hecho, sólo se
utilizará la siguiente lista de variables aleatorias.

1. Bernoulli: Toma valores en R = {0, 1} y su ley está de�nida por P(Y = 1) = p =
1−P(Y = 0) para algún p ∈ [0, 1].

2. Bernoulli con signo: Toma valores en R = {−1,+1} y su ley está de�nida por
P(Y = 1) = P(Y = −1) = 1/2 para algún p ∈ [0, 1].

3. Bernoulli con signo y descanso: Toma valores en R = {−1, 0,+1} y su ley está
de�nida por P(Y = 1) = P(Y = −1) = p/2 y P(Y = 0) = 1− p para algún p ∈ [0, 1].
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Un paseo aleatorio en Z es una secuencia de variables aleatorias Sn de�nidas por Sn =
Y0 + Y1 + · · ·+ Yn, donde Yi son variables aleatorias independientes. Típicamente, Yi es una
variable de Bernoulli o alguna de sus dos variantes antes enlistadas. El valor de Y0 es el punto
de partida del paseo, la ley del proceso partiendo en Y0 = x se denota típicamente por

Px(Sn = k) = P(Sn = k|Y0 = x).

Un paseo aleatorio también puede ser de�nido en términos de una cadena de Markov(cf. [15,
Cap. 15]). Una cadena de Markov es una sucesión de variables aleatorias Xk : Ω→ S, donde
S se denomina espacio de estados de la cadena. Los estados de una cadena de Markov se
clasi�can en dos tipos. Un estado s ∈ S se dice absorbente si P(Xn+1 = s|Xn = s) = 1 para
algún n ∈ N y transiente si Ps(Xn = s para algún n ∈ N) < 1. Una cadena de Markov está
de�nida por su espacio de estados, por sus probabilidades de transición P(Xk+1 = i|Xk = j) y
por la distribución inicial X0. La propiedad que caracteriza a las cadenas de Markov, respecto
a otros procesos aleatorios, es la famosa propiedad de Markov. Si Fn = σ(X1, . . . , Xn) es la
σ-álgebra de información de la cadena durante las primeras n etapas, la propiedad de Markov
establece que P(Xn+1|Fn) = P(Xn+1|Xn), es decir, el próximo estado sólo depende del estado
actual.

Evidentemente, la noción de paseo aleatorio puede extenderse a más dimensiones. Un
paseo aleatorio en Zd será un proceso aleatorio Sk = X1 + · · · + Xk, donde (Xk)k∈N es una
sucesión de variables aleatorias con soporte en {e1, . . . , ed}, el conjunto de vectores unitarios
en Rd. De este modo, una trayectoria del proceso será un camino a través del reticulado Zd.

Un tiempo de parada es una función T : Ω→ N, de modo que el evento {T = n} es Fn-
medible para cada n ∈ N. Los tiempos de parada serán utilizados para de�nir una condición
de término sobre el paseo aleatorio. Algunos tiempos de paradas comunes son los siguientes:

• Sea A ⊆ Zd y k un entero no negativo. Entonces TA = ı́nf{n ≥ k : Sn ∈ A} es el primer
momento, a partir de k, en que el proceso llega al conjunto A y de�ne un tiempo de
parada. Es de particular interés cuando A = {x} es un punto de Zd, de modo que Tx
es el primer momento en que el proceso tiene valor x.

• Sean T1 y T2 dos tiempos de parada, entonces máx{T1, T2} y mı́n{T1, T2} son tiempos
de parada.

• Sean (Xk)k∈N, (Yk)k∈N dos procesos aleatorios sobre Z, entonces T = ı́nf{k : Xk ≥ Yk}
es un tiempo de parada y será utilizado en el Capítulo 3.

2.1.2. Una función de un paseo aleatorio

Recordemos que nos interesa encontrar una cota para las diferencias ‖xn − xm‖ para 0 ≤
m ≤ n, aunque en realidad sólo nos interesarán los términos ‖xn − xn+1‖ = αn+1‖xn − Txn‖
para n ∈ N. Se probará en la siguiente sección que las cantidades ‖xn−xm‖ están dominadas
por una bisucesión {cmn : n ∈ N, 0 ≤ m ≤ n} de modo que

‖xn − Txn‖ =
‖xn − xn+1‖

αn+1

≤ cnn+1

αn+1

:= P n.
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Se probará en la siguiente sección que P n es en efecto la probabilidad de que un paseo
aleatorio se mantenga no negativo durante n etapas, sin embargo en esta sección asumiremos
esta interpretación. Mostraremos que P n está de cierta forma dominada por una función
Rn : [0, 1]n → R. De hecho, no acotaremos P n directamente sino que a través de la función
Rn(p), que estará de�nida a partir de la suma de n variables de Bernoulli con signo y descanso.

Consideremos (Fi)i∈N y (Hi)i∈N dos procesos aleatorios donde Fi y Hi son variables alea-
torias independientes de Bernoulli de parámetro αi para cada i ∈ N. El proceso Zi = Fi−Hi

de�ne una variable aleatoria de Bernoulli con signo y descanso. En efecto, Zi toma valores en
{−1, 0,+1}, es igual a 0 cuando Fi y Hi toman el mismo valor y ±1 dependiendo de cuál sea 0
o 1. Como Hi y Fi tienen la misma ley, entonces 2P(Zi = 1) = 2P(Zi = −1) = 1−P(Zi = 0),
y así Zi es una variable Bernoulli con signo y descanso.

Sean (Zi)i∈N variables de Bernoulli con signo y descanso independientes, con probabilida-
des de éxito P(Zi = 1) = P(Zi = −1) = pi y de fallo P(Zi = 0) = 1− 2pi. Nos interesa estu-
diar cuál es la probabilidad de que un paseo aleatorio, de�nido a través de variables aleatorias
Bernoulli con signo y descanso, se mantenga no negativo durante n etapas. Para ello, se utili-
zará una relación entre las variables aleatorias Bernoulli con signo y las con signo y descanso.
Sea Di una variable Bernoulli con signo, es decir, con ley P(Di = 1) = P(Di = −1) = 1/2.
Entonces existe una descomposición Zi = MiDi donde Mi es una variable de Bernoulli es-
tándar con probabilidad de éxito P(Mi = 1) = 2pi = 1−P(Mi = 0). El siguiente lema es un
resultado clásico de la teoría de paseos aleatorios y establece cuál es la probabilidad que un
paseo aleatorio, de�nido a partir de Bernoulli con signo, se mantenga no negativo durante n
etapas.

Lema 2.1 ([15] Cap. 3) Para i ∈ {1, . . . ,m} sea Di una variable de Bernoulli con signo, es

decir, P(Di = 1) = P(Di = −1) = 1/2. Entonces P
(∑`

j=1Dj ≥ 0, para ` = 1, . . . ,m
)

=(
m
bm/2c

)
2−m.

De esta forma, y utilizando la identidad Fi = MiDi, será posible establecer un resultado
similar para un paseo aleatorio de�nido a partir de variables Bernoulli con signo y descanso.
En efecto, la siguiente proposición establece que la probabilidad de que un paseo aleatorio,
de�nido a través de variables de Bernoulli con signo y descanso, se mantenga no negativo
durante n etapas corresponde al valor esperado de una función a valores enteros de�nida a
partir del Lema 2.1.

Proposición 2.2 ([11]) Sean F1, . . . , Fn variables de Bernoulli con signo y descanso inde-
pendientes donde P(Fi = 1) = P(Fi = −1) = pi/2 y P(Fi = 0) = 1− pi. Denotemos por P n

a la probabilidad de que el paseo aleatorio Sk =
∑n

i=k Fi se mantenga no negativo durante n
etapas. Sea M = M1 + · · ·+Mn una suma de n variables Bernoullis estándar independientes
con P(Mi = 1) = pi. Considere la función F (m) =

(
m
bm/2c

)
2−m de�nida sobre Z, entonces

P n = E(F (M)).

Demostración. Primero notemos que P n = (
∑n

j=k Zj ≥ 0 para k = n, . . . , 1) y utilizemos la
relación Zi = MiDi donde Di es una variable de Bernoulli con signo, es decir, con P(Di =
1) = P(Di = −1) = 1

2
. Condicionando sobre el valor de M se obtiene que
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P n =
n∑

m=0

P

(
n∑
i=k

MiDi ≥ 0 para k = n, . . . , 1|M = m

)
P(M = m)

=
n∑

m=0

P

(∑̀
i=1

Di ≥ 0 para ` = 1, . . . ,m

)
P(M = m).

El último paso se justi�ca pues las variablesDi son intercambiables. Finalmente, del Lema 2.1

se tiene que P
(∑`

i=1Di ≥ 0 para ` = 1, . . . ,m
)

=
(

m
bm/2c

)
2−m probando la proposición.

SeanM1, . . . ,Mn variables de Bernoulli independientes con probabilidades de éxitoP(Mi =
1) = pi para cada i ∈ {1, . . . , n}. Considere M = M1 + · · · + Mn un paseo aleatorio y sea
F (m) =

(
m
bm/2c

)
2−m tal como en la Proposición 2.2. Sea p = (p1, . . . , pn) ∈ [0, 1]n, se de�ne la

función Rn : [0, 1]n → R como

Rn(p) =
√
p1 + · · ·+ pnE[F (M)].

Nos interesará encontrar una cota para P n de la siguiente forma

P n ≤ c√∑n
i=1 αi(1− αi)

, (2.1)

donde P n es como en la Proposición 2.2 y c > 0 es una constante. Como P n = E[F (M)],
entonces demostrar (2.1) es equivalente a mostrar que máxx∈[0,1]n R

n(p) ≤ c
√

2 tomando
pi = 2αi(1 − αi). El siguiente teorema determina que el máximo de la función Rn(p) se
alcanza cuando todas las coordenadas pi toman sólo uno de los tres valores {0, u, 1

2
}, donde

u ∈ (0, 1
2
). Más importante, también establece que Rn(p) ≤

√
2
π
para todo n ∈ N, y por lo

tanto se cumple (2.1) con c = 1√
π
.

Teorema 2.3 ([11]) La función Rn(p) es estrictamente cóncava en cada variable separada-
mente y el máximo se alcanza cuando pi ∈ {0, u, 12} donde u ∈ (0, 1

2
). Además, para todo

n ≥ 1 se cumple que Rn(p) ≤
√

2
π
.

La demostración de este teorema utiliza propiedades de las funciones hipergeométricas y
una desigualdad de tipo Hoe�ding(cf. [11]) para sumas de variables de Bernoulli y Poisson.
Usando la Proposición 2.2 y el Teorema 2.3 también se obtiene como corolario la cota (2.1)
con c = 1√

π
como se comentó anteriormente.

Corolario 2.4 Sean Z1, . . . Zn variables de Bernoulli con P(Zi = 1) = P(Zi = −1) =
αi(1− αi) y P(Zi = 0) = 1− 2αi(1− αi). Entonces para todo i ∈ {1, . . . n− 1}, se tiene que

P

(
n∑
j=k

Zj ≥ 0 para k = n, . . . , i+ 1

)
≤ 1√

π
∑n

j=i+1 αj(1− αj)
.
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2.2. Iteración de Krasnoselskii-Mann

2.2.1. Identidad simétrica y cota recursiva

Como siempre, X será un espacio de Banach y T : C → C un operador no expansivo
de�nido sobre C ⊆ X un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado. Como C es
acotado, reescalando la norma si es necesario, podemos suponer sin perder generalidad que
diam(C) = 1. Recordemos que la iteración de Krasnoselskii-Mann, para encontrar puntos
�jos de T , se de�ne mediante la fórmula

xk = (1− αk)xk−1 + αkTxk−1 (2.2)

donde x0 ∈ C es un punto arbitrario y αk ∈ (0, 1). Olvidemos por un momento el operador
T presente en (2.2) y simplemente de�namos yk = Txk. La iteración (2.2) equivalente a la
iteración

xk = (1− αk)xk−1 + αkyk−1 (2.3)

con punto inicial y−1 = x0. La siguientes proposiciones permitirán escribir xk como una
combinación convexa los puntos (yj)j≤k−1, y así poder establecer una cota recursiva para
‖xn − xm‖ en términos de de las diferencias ‖yi − yj‖, para −1 ≤ i < m y −1 ≤ j < n.

Lema 2.5 Sea (αk)k∈N la sucesión de coe�cientes en la iteración (2.2) y de�namos ρk =∏k
j=1(1−αj), donde ρ0 = α0 = 1. De�namos los coe�cientes πnk = αk

ρn
ρk

= αk
∏n

j=k+1(1−αj)
para k = 0, . . . , n. Entonces,

1. Para todo n ≥ 0,
n∑
k=0

πnk = 1.

2. Para 0 ≤ m ≤ n y 0 ≤ k ≤ m se cumple que πmk − πnk =
n∑

j=m+1

πnj π
m
k .

Demostración. La demostración de la primera identidad será por inducción sobre n. El caso
base es trivial de la condición ρ0 = α0 = 1. Supongamos que para n ∈ N se tiene que∑n

k=0 π
n
k = 1. Del hecho que πn+1

k = (1− αn+1)π
n
k para k ∈ {0, . . . , n} se tiene que

n+1∑
k=0

πn+1
k = πn+1

n+1 + (1− αn+1)
n∑
k=0

πnk = αn+1 + (1− αn+1) = 1

probando lo pedido. Para la segunda a�rmación, notemos que πnk = πmk
∏n

j=m+1(1 − αj) y
por lo tanto
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πmk − πnk = πmk (1−
n∏

j=m+1

(1− αj))

= πmk (1−
n∏

j=m+2

(1− αj) + πnm+1)

= πmk (1−
n∏

j=m+3

(1− αj) + πnm+2 + πnm+1)

...

= πmk (1−
n∏
j=n

(1− αj) +
n−1∑

j=m+1

πnj )

= πmk

n∑
j=m+1

πnj .

Proposición 2.6 (Identidad Simétrica) Sea x0 ∈ C y xk de�nido por xk = (1 − αk)xk−1 +
αkyk−1 donde yk ∈ C es un punto cualquiera. Entonces para n ≥ 1 se tiene la fórmula general
xn =

∑n
k=0 π

n
kyk−1 donde y−1 = x0. Además, para m ≤ n se veri�ca

xm − xn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j [yi−1 − yj−1]. (2.4)

Demostración. La demostración de la primera parte es por inducción. En efecto, para k = 1
se tiene que x1 = (1−α1)x0 +α1y0 = π1

0y−1 +π1
1y0. Supongamos que el resultado es correcto

para n y probémoslo para n+ 1. Usando la fórmula de la iteración se tiene que

xn+1 = (1− αn+1)xn + αn+1yn = αn+1yn + (1− αn+1)
n∑
k=0

πnkyk−1 .

Notando el hecho que αn+1 = πn+1
n+1 y (1 − αn+1)π

n
k = πn+1

k se concluye el resultado. Para la
segunda parte consideremos m ≤ n y la fórmula que se acaba de probar, se tiene que

xm − xn =
m∑
i=0

πmi yi−1 −
n∑
j=0

πnj yj−1 =
m∑
i=0

(πmi − πni )yi−1 −
n∑

j=m+1

πnj yj−1.

De las identidades
∑m

i=0 π
m
i = 1 y πmk − πnk = πmk

∑n
l=m+1 π

n
l se tiene que

xm − xn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j yi−1 −

m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j yj−1 =

m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (yi−1 − yj−1) .

Con la Proposición 2.6 podemos establecer una cota para el término ‖xn − xm‖ en la
iteración de Krasnoselskii-Mann mediante la no expansividad del operador T . Los siguien-
tes corolarios de esta proposición de�nen la estrategia a seguir para establecer la tasa de
regularidad asintótica de la iteración de Krasnoselskii-Mann.
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Corolario 2.7 Sea xk el k-ésimo término en la iteración de Krasnoselskii-Mann. Param ≤ n
se veri�ca

‖xn − xm‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j ‖xi−1 − xj−1‖. (2.5)

Demostración. Pongamos yi = Txi en la Proposición 2.6. Notar que x−1 será un punto tal
que Tx−1 = x0, aunque esto será sólo una convención. Ahora, la desigualdad triangular y la
no expansividad ‖Txi−Txj‖ ≤ ‖xi−xj‖ concluyen el resultado usando la identidad simétrica
de la Proposición 2.6.

Corolario 2.8 Para m ≤ n de�namos cmn recursivamente mediante la fórmula

cmn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j ci−1j−1 (2.6)

con las condiciones de borde c−1n = 1 y cnn = 0 para todo n ≥ 0. Entonces ‖xn − xm‖ ≤ cmn
para todo 0 ≤ m ≤ n.

Demostración. La demostración es por inducción. Los casos base son directos del hecho que
‖x−1−xn‖ ≤ diam(C) = 1 = c−1n y ‖xn−xn‖ = 0 = cnn para n arbitrario. Supongamos que
para todo −1 ≤ i < m y −1 ≤ j < n se tiene que ‖xi − xj‖ ≤ cij, entonces por el resultado
anterior

‖xm − xn‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j ‖xi−1 − xj−1‖ ≤

m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j ci−1j−1 = cmn.

2.2.2. Un proceso estocástico relacionado y regularidad asintótica

En esta sección describiremos un proceso estocástico en Z2 subyacente en la estructura de
la recurrencia cmn. Mediante esta relación es posible establecer que la tasa de convergencia
cumple ‖xn − Txn‖ = O((

∑n
i=1 αi(1 − αi))−

1
2 ). Esto resuelve una conjetura enunciada por

Baillon y Bruck en [1], demostrada para el caso αk = α constante, y probada 20 años después
por Cominetti, Soto y Vaissman en [11]. Utilizando la misma técnica que en [11] es posible
establecer la regularidad asintótica para el caso de la iteración de Krasnoseslkii-Mann con
error y también determinar su tasa de convergencia.

La iteración de Krasnoselskii-Mann tiene relación con el siguiente proceso aleatorio. Con-
sideremos un coyote y un correcaminos situados en n ∈ N y 0 ≤ m < n respectivamente.
El coyote y el correcaminos intentarán moverse a través de la recta Z, sin embargo sobre
cada entero no negativo i ∈ N hay una valla que deben saltar para poder avanzar desde la
posición i a la posición i− 1. El coyote y el correcaminos logran superar la i-ésima valla con
probabilidad 1− αi, o lo que es equivalente, se caen en la posición i con probabilidad αi. El
coyote es el primero en moverse y su objetivo es alcanzar al correcaminos. Si el coyote logra
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pasar la valla ubicada en la posición n, entonces intenta saltar la valla en n − 1, así hasta
caerse o alcanzar al correcaminos. Si el coyote se cae en la valla ubicada en i, entonces avanza
a la posición i − 1 a recuperarse y luego comienza el turno del correcaminos para moverse.
El correcaminos sigue las mismas reglas que el coyote hasta caerse o alcanzar la posición −1.
Esto se repite hasta que el coyote atrape al correcaminos o cuando este último llega a la
posición −1 donde termina el proceso.

Notemos que la probabilidad que el coyote(respectivamente correcaminos), partiendo de
la posición n, caiga en la posición −1 ≤ k < n es en efecto πnk , como se de�nió en el Lema
2.5. La siguiente proposición muestra que la recurrencia de�nida por cmn es efectivamente
la probabilidad que el correcaminos se salve, cuando el coyote y el correcaminos parten en
las posiciones n y −1 ≤ m ≤ n respectivamente. Esto es consistente con las condiciones de
borde para cmn. Por un lado cmm = 0 es consistente con que el coyote capture al correcaminos
siempre si ambos parten en la posición m. Por otro lado c−1n = 1 coincide con el hecho que
el correcaminos siempre se salvará si parte en −1. Es importante notar también que α0 = 1,
por lo que al llegar a la posición 0 el correcaminos siempre se cae en la valla ubicada en 0 y
por consiguiente llegará a −1 a salvo. Dicho esto, el correcaminos sólo debe llegar vivo hasta
la posición 0 para salvarse.

También podemos pensar el proceso del coyote y el correcaminos como una cadena de
Markov con espacio de estados soportado en el cuadrante positivo de Z2. Siendo más precisos,
el espacio de estados se de�ne como S = {(i, j) : 0 ≤ i < j}∪{h, f}, donde h y f corresponden
a estados absorbentes de la cadena. El estado h corresponde al evento en que el correcaminos
se salva, es decir, son las posiciones de la forma (−1, j) con j ≥ 0. Por otro lado, el estado f
corresponde al evento en que el coyote atrapa al correcaminos, es decir, representa todos las
posiciones de la forma (i, j) con i ≥ j.

Figura 2.1: Espacio de estados S
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Consideremos el proceso partiendo desde la posición (m,n) con 0 ≤ m ≤ n, entonces
el proceso puede durar a lo más m etapas pues en cada paso el correcaminos avanza al
menos una posición. Sea PF = (f1, f2, . . . , fk) y PH = (h1, h2, . . . , hk) un camino transiente
del proceso, es decir, que PH × PF = {(hi, fi) : i = 1, . . . , k} ⊆ S \ {h, f}. Por otro lado,
como el coyote es el primero que se mueve PH × PF debe cumplir que hi ≤ fi+1 para todo
i = 1, . . . , k− 1. Fijemos i ∈ {1, . . . , k} y sea k(i) el menor entero tal que hk(i)+1 < i− 1, por
lo tanto hk(i) ≥ i. Luego el correcaminos se cayó exactamente k(i) − 1 veces en el intervalo
{i, i + 1, . . . , k}. Por el lado del coyote se tiene que fk(i)+1 ≥ hk(i) ≥ i y por lo tanto el
coyote cayó al menos k(i) veces en el intervalo {i, i + 1, . . . , k}. Es decir, en cada intervalo
de la forma {i, i + 1, . . . , k} el coyote siempre se cae más veces que el correcaminos. Dicho
esto, podemos enunciar la siguiente proposición, la que establece la conexión explícita entre
el proceso de�nido anteriormente y la recurrencia cmn.

Proposición 2.9 Sean (Fi)i∈N y (Hi)i∈N dos secuencias de variables aleatorias Bernoulli
independientes, representando cuando el coyote y el correcaminos caen en el i-ésimo obstáculo
respectivamente. Si P(Hi = 1) = P(Fi = 1) = αi, entonces

cmn = P

(
n∑
i=k

Fi >
m∑
i=k

Hi para todo k = m+ 1, . . . , 1

)
. (2.7)

Además, si denotamos Zi = Fi −Hi se tiene que

P n :=
cnn+1

αn+1

= P

(
n∑
i=k

Zi ≥ 0 para todo k = n, . . . , 1

)
. (2.8)

Demostración. Para la primera parte, notemos que la condición
∑n

i=k Fi >
∑m

i=kHi para
todo k = m+ 1, . . . , n es equivalente a que el coyote se caiga más veces que el correcaminos
en cada intervalo de la forma {k, k+1, . . . , n}. Luego, utilizando la fórmula de probabilidades
condicionales en (2.7) se deduce que (2.7) veri�ca la misma recurrencia que cmn. Por lo tanto,
cmn es la probabilidad que el correcaminos se salve partiendo de la posición (m,n). La fórmula
(2.8) se deduce directamente del hecho que, partiendo de la posición (n, n + 1), el coyote
siempre debe caerse en la posición n+ 1.

Notemos que de la Proposición 2.9 se deduce que P n es la probabilidad de que un paseo
aleatorio sobre Z se mantenga no negativo durante n etapas. En efecto, considere pi =
2αi(1−αi), entonces Zi = Fi−Hi toma valores {−1, 0, 1} con probabilidad pi/2, 1−pi y pi/2
respectivamente. Según la de�nición, sería natural de�nir la variable aleatoria Ln =

∑n
i=1 Zi

para construir un paseo aleatorio con las variables Zi. Sin embargo, �jando n ∈ N, la variable
aleatoria Sk =

∑n
i=k Zi también de�ne un paseo aleatorio sobre {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n}.

Claramente (Sk)k∈N es un proceso de Markov que termina luego de n etapas, donde las
probabilidades de transición son Bernoulli con signo y descanso pues las variables (Zi)i∈N son
independientes, es decir, (Sk)k∈N es un paseo aleatorio en n etapas. Ahora, podemos utilizar
la Proposición 2.2 y el Corolario 2.4 para deducir el siguiente teorema.

Teorema 2.10 ([11]) Para todo n ≥ 1 la iteración de Krasnoselskii-Mann veri�ca

‖xn − Txn‖ ≤
diam(C)√

π
∑n

i=1 αi(1− αi)
.
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Capítulo 3

Iteración de Krasnoselskii-Mann con

errores

El método original de�nido por Mann [26] y Krasnoselskii [23] para encontrar puntos �jos
permite, en teoría, calcular puntos �jos de operadores no expansivos generales. Sin embargo,
en términos computacionales, no siempre es posible calcular el valor Tx de manera exacta
si T está de�nido en un espacio su�cientemente complejo. En [25] Liu de�ne la iteración
de Krasnoselskii-Mann con errores para encontrar soluciones aproximadas de la ecuación
Tx = f . La iteración de Krasnoselskii-Mann con errores fue de�nida por Liu de la siguiente
forma

xn+1 = (1− αn+1)xn + αn+1Txn + un (3.1)

donde (un)n∈N es una sucesión de errores tales que
∑
‖un‖ <∞. Liu probó que la iteración

(3.1) converge fuerte a un punto �jo de T en espacios uniformemente suaves y donde T
satisface una condición técnica similar, pero más complicada, a la no expansividad. A modo
de observación, se debe notar que la iteración (3.1) es equivalente a la iteración

xn+1 = (1− αn+1)xn + αn+1(Txn + en+1) (3.2)

bajo la condición
∑
αk‖ek‖ < ∞. En cuanto a la tasa de regularidad asintótica para la

iteración (3.2), en [24] se prueba que ‖xn − Txn‖ = O(1/
√
n) cuando X es un espacio

de Hilbert, con los coe�cientes 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1 y los errores satisfaciendo∑
(k + 1)‖ek‖ < ∞. La demostración explota fuertemente la geometría de un espacio de

Hilbert y no parece posible adaptar dicho método al caso de espacios de Banach generales.

En este capítulo se estudiará la iteración (3.2) en un espacio de Banach general utilizando
la idea de [11, 5] para interpretar las cantidades ‖xn − xm‖ en (3.2) en términos de un
proceso aleatorio relacionado con el presentado en el Capítulo 2. Probaremos que la condición∑
αk(1 − αk) = ∞ y

∑
αk‖ek‖ < ∞ son su�cientes para asegurar la regularidad asintótica

de (3.2) y además se obtendrá una tasa de convergencia explícita para ‖xn − Txn‖ que sólo
depende del conjunto C, la sucesión (αk)k∈N y los errores.
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3.1. Cota recursiva para la iteración con errores

Sea T : C → C un operador no expansivo donde C ⊆ X es un subconjunto no vacío,
convexo, cerrado y acotado en un espacio de Banach X. La iteración de Krasnoselskii-Mann
con errores (ek)k∈N para el operador T se de�ne como

xk = (1− αk)xk−1 + αk(Txk−1 + ek) (3.3)

donde x0 ∈ C es un punto arbitrario. Supondremos, a menos que se diga lo contrario, que
diam(C) = 1, al igual que en el capítulo anterior.

En la iteración original de Krasnoselskii-Mann se tiene que el punto xk está contenido en
C, simplemente por la de�nición de convexidad. Un detalle que se debe aclarar en la fórmula
(3.3) es qué signi�ca evaluar Txk si no es claro si xk ∈ C. Una formulación alternativa de
esta iteración es simplemente de�nirla a través de una proyección, es decir, de�nirla de la
siguiente forma

xk = (1− αk)xk−1 + αk(T ◦ PCxk−1 + ek) (3.4)

Cuando la proyección PC exista, la iteración (3.4) estará bien de�nida y por lo tanto
tendrá sentido estudiar la regularidad asintótica de esta sucesión. Sin embargo, la existencia
de la proyección PC en un conjunto convexo y cerrado sólo está garantizada cuando X es
estrictamente convexo y re�exivo. De momento se olvidará este problema en la de�nición de la
iteración con errores, este inconveniente se resolverá más adelante mediante una aproximación
de la proyección. A partir de ahora, supondremos que los errores (ek)k∈N satisfacen que
Txk + ek+1 ∈ C para todo k ∈ N, y así la iteración con errores no tendrá ningún problema
en su de�nición.

La siguiente proposición establece una cota para el término general ‖xm − xn‖ en la ite-
ración con errores. Es un sencillo corolario de la identidad simétrica probada en el capítulo
anterior para el proceso iterativo xk = (1 − αk)xk−1 + αkyk−1. Este resultado es una conse-
cuencia directa de la Proposición 2.6 utilizando yk = Txk + ek+1.

Proposición 3.1 Sea xk el k-ésimo término de la iteración de Krasnoselskii-Mann con
errores (ek)k∈N, es decir, la iteración dada por xk = (1 − αk)xk−1 + αk(Txk−1 + ek). Para
m ≤ n se veri�ca

‖xn − xm‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (‖xi−1 − xj−1‖+ ‖ei − ej‖) (3.5)

donde x−1 ∈ C es tal que Tx−1 = x0 y e0 = 0.

Al igual que en la iteración original de Krasnoselskii-Mann, para obtener una cota para
‖xn − xm‖ es necesario conocer una para los términos anteriores más lo que aportan los
términos de error ‖ek‖. El mismo argumento para crear una cota iterativa en la iteración
original puede ser aplicado en este caso. El siguiente resultado determina una sucesión wmn
que domina al término ‖xm−xn‖, además es una consecuencia directa de aplicar la proposición
anterior.
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Corolario 3.2 Para m ≤ n de�namos wmn recursivamente mediante la fórmula

wmn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (wi−1j−1 + ‖ei‖+ ‖ej‖) (3.6)

con las condiciones de borde w−1n = 1 y wnn = 0 para todo n ≥ 0. Entonces ‖xn−xm‖ ≤ wnm
para todo 0 ≤ m ≤ n.

Demostración. Se procederá por inducción. En primer lugar, los casos base son directos del
hecho que diam(C) = 1 y que ‖ · ‖ es una norma. Supongamos que para −1 ≤ i < m y
−1 ≤ j < n se cumple que ‖xi − xj‖ ≤ wij. Usando la proposición anterior y la desigualdad
triangular se tiene que

‖xn − xm‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (‖xi−1 − xj−1‖+ ‖ei − ej‖)

≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (wi−1j−1 + ‖ei‖+ ‖ej‖) = wmn.

La estrategia para encontrar una cota efectiva para wnn+1 será dividirla en tres partes. La
primera parte consiste en la recurrencia cmn que se lleva las condiciones de borde de wmn y
que además ya sabemos calcular. Las otras dos partes son amn y bmn que controlan el aporte
del error por columnas y �las respectivamente. Para ser más preciso se enuncia el siguiente
lema.

Lema 3.3 Para 0 ≤ m ≤ n sean amn y bmn de�nidos recursivamente mediante las fórmulas

amn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (ai−1j−1 + ‖ei‖),

bmn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (bi−1j−1 + ‖ej‖),

con las condiciones de borde ann = a−1n = bnn = b−1n = 0. Entonces la iteración de
Krasnoselskii-Mann con error veri�ca la siguiente desigualdad

‖xn − Txn‖ ≤
cnn+1 + ann+1 + bnn+1

αn+1

+ ‖en+1‖. (3.7)

Demostración. Sea wmn la cota para ‖xm − xn‖ de�nida recursivamente y consideremos
δmn = wmn−amn− bmn. Es directo veri�car que δmn satisface la misma recurrencia que cmn y
con las mismas condiciones de borde, de lo cual se sigue que δmn = cmn para todo−1 ≤ m ≤ n.
Por consiguiente wmn = cmn + amn + bmn. Como ‖xn − xn+1‖ = αn+1‖xn − Txn − en+1‖ y
usando la desigualdad triangular se concluye que
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‖xn − Txn‖ ≤
‖xn − xn+1‖

αn+1

+ ‖en+1‖ =
cnn+1 + ann+1 + bnn+1

αn+1

+ ‖en+1‖.

3.2. Un proceso estocástico relacionado y regularidad asin-

tótica

En el Capítulo 2 se probó que cnn+1α
−1
n+1 = O((

∑n
i=1 αi(1−αi))−

1
2 ), por lo que para conocer

el comportamiento asintótico de ‖xn − Txn‖ es su�ciente probar que ann+1 = o(αn+1) y
bnn+1 = o(αnn+1). Para resolver este problema se utilizará una estrategia similar a la utilizada
para encontrar la cota de cnn+1. Primero notemos que

ann+1 = αn+1

n∑
i=0

πni (ai−1n + ‖ei‖) ; bnn+1 = αn+1

n∑
i=0

πmi (bi−1n + ‖en+1‖) .

De la identidad
∑n

i=0 π
n
i = 1 nace la iterpretación de las cantidades ann+1 y bnn+1 como el

valor esperado de una cierta función. Para ser más precisos, se de�nirá nuevamente el proceso
del coyote y el correcaminos pero ahora se añadirá una recompensa o pago en cada estado
que transiten. Considere al coyote situado en n y al correcaminos en la posición 0 ≤ m < n.
Supongamos que en una iteración el proceso avanza desde (m,n) hasta la posición (i, j) con
i < j. Como el correcaminos sigue vivo cuando llegan a la posición (i, j), este obtendrá una
recompensa rij por haber llegado hasta ahí. Luego el coyote intentará nuevamente atrapar al
correcaminos en la siguiente etapa y continuarán del mismo modo. La siguiente proposición
muestra que amn y bmn son en efecto la recompensa total esperada que recibirá el correcaminos
cuando el proceso comience en la posición (m,n).

Proposición 3.4 Consideremos dos procesos del correcaminos y el coyote partiendo desde
la posición (m,n) con m ≤ n. En cada etapa, del proceso respectivo, el correcaminos recibe
una recompensa

r1ij =

{
‖ei+1‖ cuando j > i

0 en otro caso
r2ij =

{
‖ej+1‖ cuando j > i

0 en otro caso

Entonces amn es la recompensa total esperada que recauda el correcaminos cuando el proceso
parte desde la posición (m,n) con recompensas r1ij. Del mismo modo, bmn será la recompensa
total esperada que recauda el correcaminos cuando el proceso parte desde la posición (m,n)
con recompensas r2ij.

Demostración. Dado que los procesos sólo se diferencian en la recompensa, demostraremos
sólo la relación de amn pues el caso bmn es completamente análogo. Supongamos que el
proceso parte en la posición (m,n) con m < n. La probabilidad de caer en la posición (i, j) es
πmi+1π

n
j+1, y en tal caso el correcaminos recoge rij y se reinicia el proceso desde (i, j). Luego,
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si el proceso cae en (i, j) entonces recauda r1ij más lo recaudado por el proceso partiendo
desde (i, j). Habiendo dicho esto se procede por inducción. El caso base es notar que si el
proceso parte desde (−1, k) entonces no sucede nada y por lo tanto el correcaminos obtiene
recompensa 0 = a−1,k. Supongamos que aij corresponde a la recompensa total obtenida por
el correcaminos cuando el proceso parte desde la posición (i, j). Utilizando probabilidades
condicionales, la recompensa obtenida partiendo desde (m,n) es efectivamente

m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (ai−1j−1 + r1i−1j−1) =

m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (ai−1j−1 + ‖ei‖) = amn.

Habiendo de�nido el proceso, también se puede interpretar como una cadena de Markov
discreta. Sean (Xk)k∈N, (Yk)k∈N dos procesos de Markov que de�nen la posición del correca-
minos y coyote en la k-ésima etapa respectivamente. Las probabilidades de transición son
idénticas para ambos y están dadas por

P(Xk+1 = s|Xk = t) = P(Yk+1 = s|Yk = t) =


πts+1 si − 1 ≤ s < t

1 si s = t = −1

0 en otro caso

El proceso se encontrará activo siempre que Yk > Xk−1 ≥ 0, lo que representa la situación en
que el coyote no ha atrapado al correcaminos y el último no se ha salvado aún. Dicho esto, por
simplicidad en la de�nición, es mejor de�nir este proceso como una cadena de Markov en el
plano Z2. Sea Wk = (Xk, Yk) la posición del proceso en la k-ésima etapa, donde el espacio de
estados será S = {(i, j) : 0 ≤ i < j} ∪ {h, f} con h y f son dos estados absorbentes tal como
se de�nió en el Capítulo 2. Sea R1

mn la variable aleatoria correspondiente a la recompensa
obtenida por el correcamino cuando el proceso parte en la posición W0 = (X0, Y0) = (m,n).
Sea ω la trayectoria del proceso, es directo veri�car la siguiente igualdad

R1
mn(ω) =

m∑
i=1

r1XiYi
=

m∑
i=1

m−1∑
k=0

‖ek+1‖1{Yi=k,Xi>k}(ω) =
m−1∑
k=0

‖ek+1‖
m∑
i=1

1{Yi=k,Xi>k}(ω)

donde 1A es la función indicadora del conjunto A, es decir, 1{Yi=k,Xi>k}(ω) = 1 si y sólo si el
correcamino llega vivo a la posición k en la i-ésima etapa. El correcaminos no puede perma-
necer dos etapas en la misma posición, a menos que se encuentre en un estado absorbente.
Luego, si R1

k es el evento que indica si el correcaminos recoge la recompensa de la posición
k, entonces se veri�ca que

E

[
m∑
i=1

1{Yi=k,Xi>k}(ω)

]
= P(R1

k)

y así se tiene que amn = E[R1
mn] =

∑m−1
k=0 ‖ek+1‖P(R1

k). Evidentemente bnn+1 tiene una
fórmula análoga, haciendo el mismo desarrollo con R2

mn en lugar de R1
mn, la que detallaremos

más adelante.

32



Proposición 3.5 Para todo n ≥ −1, ann+1 veri�ca la siguiente desigualdad

ann+1

αn+1

≤
n−1∑
i=1

αi‖ei‖√
π
∑n

j=i+1 αj(1− αj)
+ αn‖en‖. (3.8)

Demostración. Considere Ai el evento en que el correcaminos llega vivo a la posición i y sea
R1
i el evento donde el correcaminos recibe la recompensa de la posición i. La recompensa

esperada, partiendo desde la posición (n, n+ 1) es igual a ann+1, y tiene la expresión

ann+1 =
n−1∑
i=0

‖ei+1‖P(R1
i ) .

La suma sólo llega hasta n − 1 pues el correcamino parte en n y puede alcanzar las posi-
ciones k < n después de eso. Luego debemos calcular P(R1

i ). El correcaminos sólo recibirá
recompensa en i si alcanza a llegar vivo a la posición i + 1 y luego cae, dado que el coyo-
te no lo alcanza entremedio, entonces P(R1

i ) = P(R1
i ∩ Ai+1) = P(R1

i |Ai+1)P(Ai+1). Por
un lado, P(R1

i |Ai) = αi+1 pues cuando el correcaminos llega vivo a la posición i + 1, re-
cibirá recompensa en i si y sólo si se cae en i + 1. Sólo resta calcular P(Ai) para cada i
y así obtener la cota esperada. Sean (Hi)i∈N, (Fi)i∈N dos sucesiones de variables Bernoulli
independientes, donde Hi = 1 es el evento donde el correcaminos se cae en la posición i y
P(Hi = 1) = 1 − P(Hi = 0) = αi. Del mismo modo, Fi = 1 corresponde al evento donde
el coyote se cae en la posición i y P(Fi = 1) = 1 − P(Fi = 0) = αi. Condicionando en que
el coyote se caiga en la posición n + 1, de otro modo el proceso no se recibe recompensa, y
de�niendo la variable aleatoria Zk = Hk − Fk, para i < n se tiene la expresión

P(Ai) = αn+1P

(
n∑
j=k

Zj ≥ 0 para k = n, . . . , i+ 1

)
.

Por otro lado, el correcaminos estará vivo en la posición n si y sólo si el coyote se cae en
el primer paso, luego P(An|Fn+1 = 1) = αn+1. Además, la probabilidad que el correcaminos
recoja la recompensa de n − 1 es simplemente αnαn+1, es decir, el suceso en que ambos se
caen en el primer paso. Para i < n tendremos la siguiente cota que viene del Corolario 1.30.

P(Ai) ≤
αn+1√

π
∑n

j=i+1 αj(1− αj)
.

Finalmente, sumando sobre i, se obtiene la cota para ann+1 luego de hacer un cambio de
índices en la desigualdad

ann+1

αn+1

≤
n−2∑
i=0

αi+1‖ei+1‖√
π
∑n

j=i+2 αj(1− αj)
+ αn‖en‖ .
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Proposición 3.6 Para 0 ≤ m ≤ n, bnn+1 veri�ca la siguiente desigualdad

bnn+1

αn+1

≤
n−1∑
j=0

αj‖ej‖√
π
∑n

k=j+1 αk(1− αk)
+ αn‖en‖+ ‖en+1‖. (3.9)

Demostración. Similar a la proposición anterior, sea R2
j el evento donde el proceso recoge la

j-ésima recompensa. Entonces, en particular se tiene que P(R2
n) = αn+1 pues es necesario

que el coyote se caiga en la primera posición para poder recibir la recompensa ‖en+1‖. Luego
bnn+1 veri�ca una ecuación similar a la de ann+1, en efecto se cumple que

bnn+1 =
n−1∑
j=0

‖ej+1‖P(R2
j ) + αn+1‖en+1‖ .

Notemos que en R2
j el coyote debe caerse en la posición j + 1, además el correcaminos debe

seguir vivo en alguna posición k < j+ 1. Sea como antes Zk = Fk−Hk el paseo aleatorio que
de�ne la dinámica del correcaminos y el coyote cuando el coyote se cae en la posición n+ 1.
Condicional a la caída del coyote en la posición n+ 1 se veri�ca la siguiente igualdad:

P(R2
j |Fn+1 = 1) = P

(
Fj+1 = 1,

n∑
k=l

Zk ≥ 0 para l = n, . . . , j + 1

)
.

Pues el evento en que
∑n

k=l Zk ≥ 0 para todo k ∈ {j+ 1, . . . , n} es precisamente la condición
de que el correcaminos permanezca vivo hasta la posición j. Notemos que si Fj+1 = 1 y∑

k=j+2 Zk ≥ 0 entonces
∑n

k=j+1 Zk ≥ 1−Hj+1 ≥ 0 y por lo tanto

P(R2
j |Fn+1 = 1) = P (Fj+1 = 1,

∑n
k=l Zk ≥ 0 para l = n, . . . , j + 1)

= P (Fj+1 = 1,
∑n

k=l Zk ≥ 0 para l = n, . . . , j + 2)
= αj+1P (

∑n
k=l Zk ≥ 0 para l = n, . . . , j + 2)

donde el último paso se justi�ca simplemente por la independencia de Fj+1 con Zk para
k ∈ {j + 2, . . . , n}. Entonces para j ≤ n− 2 se tiene que

P(R2
j |Fn+1 = 1) ≤ αj+1√

π
∑n

k=j+2 αk(1− αk)
.

Para j = n − 1 notemos que el proceso recogerá recompensa, condicional al hecho que
Fn+1 = 1, si y sólo si Fn = 1. Entonces P(R2

n−1|Fn+1 = 1) = αn y así la cota para bnn+1

queda como sigue:

bnn+1

αn+1

≤
n−2∑
j=0

αj+1‖ej+1‖√
π
∑n

k=j+2 αk(1− αk)
+ αn‖en‖+ ‖en+1‖.
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La demostración de las cotas para ann+1 y bnn+1 además permiten establecer que P(R1
i ) =

o(αn+1) y P(R2
j ) = o(αn+1) para todo i, j ≤ n. Aunque no fue dicho explícitamente en

las demostraciones de las proposiciones 3.5 y 3.6, las probabilidades P(R1
i ),P(R2

i ) son una
función del punto de partida del proceso, es decir, de (n, n + 1). Para evitar confusión, se
denotará por P(R1

i |(n, n + 1)) a la probabilidad de que el correcaminos recoja la i-ésima
recompensa cuando comienza en la posición (n, n+ 1). Similiarmente, P(R2

j |(n, n+ 1)) será
la probabilidad de que el coyote recoja la j-ésima recompensa cuando el proceso comienza
en (n, n + 1). Si bien las cotas obtenidas para ann+1 y bnn+1 controlan el comportamiento
asintótico de ‖xn − Txn‖, no es claro cuándo esas cotas convergen efectivamente a 0. De
hecho, las cotas (3.8) y (3.9) no bastan para asegurar la regularidad asintótica en el caso de
la iteración con errores general. Sin embargo, las cotas para P(R1

i ) y P(R2
j ) si son su�cientes

para establecer que ‖xn − Txn‖ → 0.

Teorema 3.7 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1 − αk)xk−1 + αk(Txk−1 + ek) con
x0 ∈ C y (ek)k∈N una sucesión de errores que converge a 0. Suponga que

∑
αk(1− αk) =∞

y
∑
αk‖ek‖ <∞, entonces ‖xn − Txn‖ → 0.

Demostración. Sabemos que para todo n se veri�ca la desigualdad

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ 1√
π
∑n

i=1 αi(1− αi)
+
ann+1 + bnn+1

αn+1

+ ‖en+1‖.

Como en → 0, entonces sólo es necesario probar que ann+1 y bnn+1 son de orden o(αn+1).
Probaremos sólo el orden de convergencia de ann+1 pues el argumento para bnn+1 es comple-
tamente análogo. De la identidad ann+1 =

∑n−2
i=0 ‖ei+1‖P(R1

i |(n, n + 1)) + αn+1αn‖en‖ y del
hecho que αn‖en‖ → 0, todo se reduce a probar que Sn = 1

αn+1

∑n−2
i=0 ‖ei+1‖P(R1

i |(n, n + 1))
converge a 0. De los cálculos de la Proposición 3.6 se obtiene que

P(R1
i |(n, n+ 1)) = αn+1αi+1P(Ai+1|(n, n+ 1)) . (3.10)

Consideremos la sucesión de funciones fn : N→ R de�nida por

fn(i) =

{
P(Ai|(n, n+ 1)) cuando i ≤ n− 1

0 en otro caso

y considere µ la medida �nita sobre N de�nida por µ({i}) = αi‖ei‖. Usando (3.10) podemos
interpretar Sn como una integral, en efecto se tiene que

Sn =

∫
fndµ . (3.11)

La función g ≡ 1 es integrable bajo µ y además se tiene que fn ≤ g para todo n ∈ N. Por
otro lado, la función fn(i) está también acotada por

fn(i) ≤ 1√
π
∑n

j=i+1 αj(1− αj)
.

Del hecho que
∑
αk(1−αk) =∞ se deduce que fn(i)→ 0 puntualmente y usando el teorema

de convergencia dominada se concluye que ĺımSn =
∫

ĺım fndµ = 0 probando lo pedido.
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Aunque no se ha mencionado de manera explícita, de la demostración de la regularidad
asintótica se puede deducir que la convergencia de ‖xn − Txn‖ → 0 es uniforme, tanto
en el punto inicial como en el operador T : C → C escogido. Esto se deduce fácilmente
del hecho que la cota ‖xn − Txn‖ ≤ ann+1 + bnn+1 + cnn+1 + ‖en+1‖ no depende ni del
punto inicial ni del operador T involucrado. De esta forma, si ε > 0 podemos encontrar
n0 = n0(ε, diam(C), (αk)k∈N, (ek)k∈N) tal que ‖xn − Txn‖ < ε para todo n ≥ n0.

3.3. Tasa de regularidad asintótica

En esta sección se establecerá la versión cuantitativa del Teorema 3.7 cuando los coe�-
cientes αk satisfacen que 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1. En particular, se obtendrá una
cota para el caso constante αk = α para todo k ∈ N. Resumiendo lo discutido en el capítulo
anterior, podemos dar una primera versión cuantitativa de la regularidad asintótica para la
iteración con errores.

Teorema 3.8 La iteración de Krasnoselskii-Mann con errores (ek)k∈N veri�ca

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ 1√
π
∑n

i=1 αi(1− αi)
+ 2

n−1∑
i=1

αi‖ei‖√
π
∑n

k=i+1 αk(1− αk)
+ 2αn‖en‖+ 2‖en+1‖

Demostración. Al considerar la norma ‖ · ‖ · diam(C)−1 podemos usar el Lema 3.3 y obtener
la desigualdad

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ ann+1 + bnn+1 + cnn+1

αn+1

+ ‖en+1‖ .

De las cotas para ann+1, bnn+1 y cnn+1 se obtiene que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ ann+1 + bnn+1 + cnn+1

αn+1

≤ 1√
π
∑n

i=1 αi(1− αi)
+ 2

n−1∑
i=1

αi‖ei‖√
π
∑n

k=i+1 αk(1− αk)
+ 2αn‖en‖+ 2‖en+1‖ .

De esta forma, para establecer la regularidad asintótica en la iteración con errores, habría
que probar que el lado derecho en la cota del Teorema 3.8 converge a 0. Notemos que para
que el lado derecho converja, bajo las condiciones del Teorema 3.7, sólo será necesario que el
término

Ln =
n−1∑
i=1

αi‖ei‖√
π
∑n

k=i+1 αk(1− αk)

converja a 0. La técnica utilizada en el Teorema 3.7 no se aplica en este caso pues los términos
de la suma Ln, que están dentro de la raiz , podrían no estar acotados por 1 y por consiguente
no podemos usar el teorema de convergencia dominada como en el Teorema 3.7.

36



Es claro que Sn ≤ Ln y además los primeros términos de cada suma son similares para
n su�cientemente grande. Sin embargo, la cota obtenida para los últimos términos de Ln
no es lo su�cientemente buena. Por ejemplo, el último término 1/

√
παn(1− αn) puede ser

arbitrariamente grande si αn ∼ 0. Por lo tanto no es claro si Ln es convergente a 0 bajo las
condiciones del Teorema 3.7.

Una condición necesaria para que Ln → 0 es que el último término de la suma converja
a 0, es decir, que αn−1‖en−1‖/

√
παn(1− αn) converja a 0. Como en → 0, bastará que el

cuociente αn−1/
√
παn(1− αn) esté acotado para todo n ∈ N. Sin embargo, no es claro que

la condición
∑
αk(1 − αk) = ∞ implique que αn−1/

√
παn(1− αn) ≤ M para todo n ∈ N

y algún M > 0. No obstante, asumir que 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1 es su�ciente para
poder asegurarlo. Consideremos primero cuando αk = α es constante.

Teorema 3.9 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1−α)xk−1 +α(Txk−1 + ek) con x0 ∈ C
y (ek)k∈N una sucesión de errores que converge a 0. Entonces se tiene que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ C1√
n

∑
k≥1

‖ek‖+ C2

∑
i≥n/2

‖ei‖+ 2‖en+1‖ (3.12)

donde C1 = 1+23/2α√
πα(1−α)

y C2 = 2α√
πα(1−α)

. Además, suponiendo que
∑
‖ek‖ < ∞ se concluye

que ‖xn − Txn‖ → 0.

Demostración. Primero, del Teorema 3.8 se deduce que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ 1√
πα(1− α)

1√
n

+
2α√

πα(1− α)

n−1∑
i=1

‖ei‖√
n− i

+ 2α‖en‖+ 2‖en+1‖ . (3.13)

Sea Ln(α) la suma que falta por acotar, es decir

Ln(α) =
α√

πα(1− α)

n−1∑
i=1

‖ei‖√
n− i

.

Consideremos i ≤ bn/2c entonces n
n−i = 1 + i

n−i ≤ 2. Además notemos que

n/2−1∑
i=1

‖ei‖√
n− i

=
1√
n

n/2−1∑
i=1

√
n

n− i
‖ei‖ ≤

C ′√
n

donde C ′ =
√

2
∑
‖ek‖. Así, Ln(α) queda acotado de la siguiente forma

Ln(α) =
α√

πα(1− α)

n/2−1∑
i=1

‖ei‖√
n− i

+
α√

πα(1− α)

n−1∑
i=n/2

‖ei‖√
n− i

≤ αC ′√
πα(1− α)

√
n

+
α√

πα(1− α)

n−1∑
i=n/2

‖ei‖ .
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Usando la cota (3.13) y del hecho que πα(1 − α) ≤ π/4 < 1 se deduce la cota del teorema.
En el caso que

∑
‖ek‖ < ∞ se tiene que

∑
k≥n ‖ek‖ converge a 0 y del hecho que ‖en‖ → 0

se deduce de la cota (3.12) que ‖xn − Txn‖ → 0.

Para dar una cota efectiva para la regularidad asintótica en el caso no constante, se
supondrá que los coe�cientes αk están lo su�cientemente alejados de 0 y 1. De este modo,
podremos de�nir la cantidad τ = ı́nf αk(1 − αk) y hacer un análisis similar al del teorema
anterior. El resultado obtenido para este caso es el siguiente.

Teorema 3.10 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1 − αk)xk−1 + αk(Txk−1 + ek) con
x0 ∈ C y (ek)k∈N una sucesión de errores que converge a 0. Si 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1,
entonces se tiene que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ C1√
n

∑
k≥1

αk‖ek‖+ C2

∑
i≥n/2

αi‖ei‖+ 2‖en+1‖ (3.14)

donde C1 = 1+23/2√
πτ

, C2 = 2√
πτ

y τ = ı́nf αk(1−αk) > 0. Además, suponiendo que
∑
αk‖ek‖ <

∞ se concluye que ‖xn − Txn‖ → 0.

Demostración. De las hipótesis del enunciado, se deduce que 1
4
≥ τ > 0 y por lo tanto para

0 ≤ i ≤ n− 1 se tiene que

n∑
j=i+1

αj(1− αj) ≥ (n− i)τ > 0

Con esta observación, más el Teorema 3.8, se puede deducir la siguiente cota

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ 1√
πτn

+ 2Jn(τ) + 2αn‖en‖+ 2‖en+1‖

donde Jn(τ) = 1√
πτ

∑n−1
i=1

αi‖ei‖√
n−i . Usando la misma técnica que en la demostración del Teorema

3.9, para probar que la cota para Ln(α), se obtiene que

Jn(τ) ≤ C ′√
πτ

1√
n

+
1√
πτ

n−1∑
i=n/2

αi‖ei‖

donde C ′ =
√

2
∑
αk‖ek‖. Usando esta desigualdad, más el hecho que πτ < 1, es directo

concluir el resultado del teorema.

3.4. Proyección métrica y la iteración sobre un convexo

Como se mencionó al comienzo de este capítulo, la iteración con errores no está bien
de�nida cuando el operador tiene como dominio un subconjunto. De hecho, como Txk−1 + ek
podría no estar en C, no podemos deducir que xk ∈ C sólo de la convexidad. Una alternativa
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es de�nir la iteración a través de una proyección sobre C, para eso existen al menos estas dos
opciones

xk = (1− αk)xk−1 + αkPC(Txk−1 + ek), (3.15)

xk = (1− αk)xk−1 + αk(T ◦ PCxk−1 + ek). (3.16)

No obstante, para la primera opción no funcionan las cotas que hemos encontrado. De la
identidad simétrica es directo veri�car que la iteración (3.15) cumple

‖xn − xm‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
i ‖PC(Txi−1 + ei)− PC(Txj−1 + ej)‖ .

El problema es que, en el caso de un espacio de Banach general, aunque la proyección PC esté
bien de�nida, podría fallar la no expansividad. De hecho, existe una caracterización probada
por Phelps [29] para la no expansividad de la proyección métrica.

Teorema 3.11 ([29]) Sea X un espacio normado de dimensión al menos 3. Si para todo
subconjunto no vacio, convexo y cerrado, la proyección métrica es no expansiva, entonces X
es un espacio de Hilbert.

De esta forma utilizaremos la idea de (3.16) para de�nir la iteración. Como en general no
siempre es posible de�nir la proyección métrica PC : X → C, la iteración (3.16) podría no
estar bien de�nida. En lugar de ello, considere la sucesión generada a partir de la siguiente
fórmula

xk = (1− αk)xk−1 + αk(Tzk−1 + ek) (3.17)

donde x0 ∈ C y zk ∈ C es tal que ‖zk − xk‖ ≤ d(xk, C) + γk, es decir, zk actúa como una
γk-proyección del punto xk en C. La siguiente proposición establece una cota iterativa similar
a la de secciones anteriores.

Proposición 3.12 Sea xk la sucesión de puntos en X de�nda a partir de la iteración (3.17),
donde x0 ∈ C es un punto arbitrario y zk es tal que ‖zk − xk‖ ≤ d(xk, C) + γk. Supongamos
que γk ≤ αk+1‖ek‖ y de�namos δk = d(xk, C). Para 0 ≤ m ≤ n se veri�ca

‖xm−xn‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
m
j (‖xi−1−xj−1‖+ ‖ei‖+ ‖ej‖+ δi−1 + δj−1 + γi−1 + γj−1). (3.18)

Demostración. Llamemos yk = Tzk + ek+1, entonces la iteración xk es un proceso simétrico
y veri�ca la cota

‖xm − xn‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
m
j ‖yi−1 − yj−1‖.

Notemos que ‖yi− yj‖ ≤ ‖Tzi− Tzj‖+ ‖ei+1− ej+1‖ ≤ ‖zi− zj‖+ ‖ei+1‖+ ‖ej+1‖. Por otro
lado, de la de�nición de zk se tiene que

‖zi − zj‖ ≤ ‖zi − xi‖+ ‖xj − zj‖+ ‖xi − xj‖ ≤ δi + δj + γi + γj + ‖xi − xj‖.

Así, ‖yi− yj‖ ≤ ‖xi−xj‖+ δi + δj + γi + γj + ‖ei+1‖+ ‖ej+1‖ y se deduce la proposición.
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Nos gustaría usar las técnicas del Teorema 3.7 y Teorema 3.10 para establecer la regula-
ridad asintótica para esta iteración. Para ello considere êi = ‖ei‖ + δi−1 + γi−1 y así la cota
(3.18) es equivalente a

‖xm − xn‖ ≤
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
m
j (‖xi−1 − xj−1‖+ êi + êj).

Si de�nimos ŵmn recursivamente mediante

ŵmn =
m∑
i=0

n∑
j=m+1

πmi π
n
j (wi−1j−1 + êi + êj),

sabemos que ŵnn+1 converge a 0 cuando ên → 0 y
∑
αkêk <∞, y por consiguente debemos

probar ambas condiciones. Notemos que xk = (1 − αk)zk−1 + αkTzk−1 + (1 − αk)(xk−1 −
zk−1) + αkek y (1 − αk)zk−1 + αkTzk−1 ∈ C. Por lo tanto δk = d(xk, C) veri�ca la siguiente
desigualdad

δk ≤ ‖(1− αk)(xk−1 − zk−1) + αkek‖ ≤ (1− αk)(δk−1 + γk−1) + αk‖ek‖. (3.19)

El siguiente lema establece que δk converge a 0 y además
∑
αk+1δk < ∞. Así se deduce la

convergencia de ŵnn+1 a 0 y consecuentemente la regularidad asintótica de (3.17).

Lema 3.13 Sea δk una sucesión real que cumple 0 ≤ δk+1 ≤ (1−αk+1)(δk + γk) +αk+1εk+1,
para todo k ∈ N. Entonces se veri�ca la siguiente desigualdad

δk+1 ≤ e−
∑k+1

i=2 αiδ1 +
k∑
i=1

γie
−

∑k+1
j=i+1 αj +

k∑
i=2

αiεie
−

∑k+1
j=i+1 αj + αk+1εk+1.

Además, si (γk)k∈N y (αkεk)k∈N son sumables y
∑
αk = ∞, se tiene que δk → 0 y que

(αk+1δk)k∈N es sumable.

Demostración. Si denotamos βk = 1 − αk e iterando la desigualdad del enunciado se tiene
que

δk+1 ≤ (1− αk+1)(δk + γk) + αk+1εk+1

= βk+1δk + βk+1γk + αk+1εk+1

≤ βk+1(βkδk−1 + βkγk−1 + αkεk) + βk+1γk + αk+1εk

= βk+1βkδk−1 + βk+1βkγk−1 + βk+1γk + βk+1αkεk + αk+1εk+1

≤
k+1∏
i=2

βiδ1 +
k∑
i=1

γi

k+1∏
j=i+1

βj +
k−1∑
i=1

αi+1εi+1

k+1∏
j=i+2

βj + αk+1εk+1.
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De la desigualdad 1 + x ≤ ex se tiene que βi = 1−αi ≤ e−αi y se deduce la cota del lema.
Consideremos n �jo y apliquemos la cota anterior a δn+k y del hecho que αk ∈ (0, 1), se tiene
que

δn+k ≤ e−
∑n+k

j=n+1 αjδn +
n+k−1∑
j=n+1

γj +
n+k∑
i=n+1

αiεi.

Como
∑
αj =∞ tomando k →∞ se tiene que 0 ≤ ĺım δk ≤

∑
j≥n+1 γj +

∑
j≥n+1 αjεj para

todo n ≥ 0. Del hecho que (αjεj)j∈N y (γj)j∈N son sumables, se deduce que ĺım δk = 0. Ahora
resta probar que la serie

∑
αk+1δk es convergente, para ello se utilizará la desigualdad que

ya probamos

αk+1δk ≤ αk+1e
−

∑k
i=2 αiδ1 + αk+1

k−1∑
i=1

γie
−

∑k
j=i+1 αj + αk+1

k−1∑
i=2

αiεie
−

∑k
j=i+1 αj + αk+1αkεk.

Luego debemos probar que cada uno de los términos del lado derecho es sumable. El término
αk+1αkεk ≤ αkεk es sumable por hipótesis. Sea Tn =

∑n
i=1 αi y calculemos la n-ésima suma

parcial del primer término

∑n
k=1 αk+1e

−
∑k

i=2 αiδ1 = eα1δ1
∑n

k=1 αk+1e
−

∑k
i=1 αi

≤ eα1δ1

∫ Tn

0

e−tdt

= eα1δ1(1− e−Tn) .

Como Tn =
∑n

i=1 αi diverge se concluye que 0 ≤
∑
αk+1e

−
∑k

i=2 αi ≤ eα1δ1. La convergencia
del segundo y tercer término es un cálculo directo. Como los términos son todos positivos,
del teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

∞∑
k=1

αk+1

k−1∑
i=1

γie
−

∑k
j=i+1 αj =

∞∑
i=1

γi

∞∑
k=i+1

αk+1e
−

∑k
j=i+1 αj

≤
∞∑
i=1

γie
−αi+1 <∞ .

De manera análoga, para el tercer término se tiene que

∞∑
k=1

αk+1

k−1∑
i=2

αiεie
−

∑k
j=i+1 αj =

∞∑
i=1

αiεi

∞∑
k=i+1

αk+1e
−

∑k
j=i+1 αj

≤
∞∑
i=1

αi+1εie
−αi+1 <∞ .

Finalmente, podemos escoger γk ≤ αk‖ek‖ y usar el lema anterior con εk = ‖ek‖ para
deducir la regularidad asintótica de la iteración (3.17). Dicho todo esto, podemos enunciar el
siguiente teorema.
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Teorema 3.14 Sea xk la iteración de�nida por xk = (1 − αk)xk−1 + αk(Tzk−1 + ek) con
x0 ∈ C y zk ∈ C tal que ‖xk − zk‖ ≤ d(xk, C) + αk+1‖ek+1‖. Si

∑
αk(1 − αk) = ∞ y∑

αk‖ek‖ <∞, entonces ‖xk − zk‖ → 0 y ‖zk − Tzk‖ → 0.

Notemos que, si (zn)n∈N posee algún punto de acumulación débil, entonces existirá una
subsucesión (znk

)k∈N que converge débil a un punto �jo del operador T en un espacio unifor-
memente convexo. También, si X posee la propiedad de Opial entonces podemos extender la
convergencia a toda la sucesión y así zn → z par algún z ∈ Fix(T ). En particular, podemos
enunciar el siguiente resultado en un espacio de Hilbert respecto a las iteraciones (3.15) y
(3.16).

Teorema 3.15 Sea T : C → C un operador no expansivo de�nido sobre un subconjunto no
vacío, convexo, cerrado y acotado en un espacio de Hilbert X. Sea xk la iteración de�nida por
xk = (1−αk)xk−1 +αk(T ◦PCxk−1 +ek) con x0 ∈ C, donde PC es la proyección métrica sobre
C. Si

∑
αk(1−αk) diverge entonces xk converge débil a x ∈ Fix(T ). Similarmente, si yk es la

iteración de�nida por yk = (1−αk)yk−1 +αkPC(Tyk−1 +ek) con y0 ∈ C y
∑
αk(1−αk) =∞,

entonces yk converge débil a y ∈ Fix(T ).

3.5. Aplicaciones del resultado principal

En esta sección discutiremos algunos resultados que se pueden obtener a partir del resulta-
do principal de esta tesis, el Teorema 3.7. Se estudiarán una serie de iteraciones que aparecen
en diferentes contextos, probando su regularidad asintótica en un espacio de Banach general.

Se deducirá la regularidad asintótica para la famosa iteración de Ishikawa en espacios
de Banach, también obteniendo una versión cuantitativa de este teorema. Se obtendrá un
resultado de aproximación a puntos �jos a través de una secuencia de operadores no expan-
sivos y cotas para las soluciones de una ecuación de evolución no lineal no homogénea, que
corresponde a la versión continua de la iteración de Krasnoselskii-Mann con errores.

3.5.1. Iteración de Ishikawa

Browder y Petryshyn [6] clasi�caron algunos tipos de operadores que admitían procesos
iterativos para encontrar sus puntos �jos. Obviamente los operadores no expansivos fueron
estudiados por ellos, pero también lo hicieron para una clase más general denominada opera-
dores pseudo contractivos. Un operador T : C → X se dirá pseudo contractivo si para todo
x, y ∈ C

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 + ‖(I − T )x− (I − T )y‖2. (3.20)

Es claro que todo operador no expansivo es también pseudo contractivo, pero existen ejemplos
de operadores pseudo contractivos que fallan la no expansividad. En 1974 Ishikawa [20]
introduce una nueva iteración para encontrar puntos �jos de operadores pseudo contractivos,
la que consiste en dos pasos de la iteración de Krasnoselskii-Mann. La iteración de Ishikawa
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se de�ne a través del siguiente esquema{
yk−1 = (1− βk−1)xk−1 + βk−1Txk−1

xk = (1− αk−1)xk−1 + αk−1Tyk−1
(3.21)

donde x0 ∈ C es un punto arbitrario. Ishikawa probó que la iteración (3.21), para un operador
Lipchitz y pseudo contractivo de�nido en un espacio de Hilbert, converge fuerte a un punto
�jo suponiendo que

0 ≤ αk ≤ βk ≤ 1 para todo k ≥ 1,

ĺım βk = 0,∑
αkβk =∞.

Cuando T es un operador no expansivo, se probó en [31] que la iteración de Ishikawa converge
débil a un punto �jo en un espacio de Banach uniformemente convexo y con norma suave,
asumiendo las siguientes condiciones sobre los coe�cientes
∑
αk(1− αk) =∞,∑
βk(1− αk) <∞,

ĺım sup βk < 1.

La iteración de Ishikawa puede identi�carse con una iteración de Krasnoselskii-Mann con
errores apropiados. Por lo tanto, usando el Teorema 3.7 probaremos la regularidad asintótica
de la iteración de Ishikawa en un espacio de Banach general. Además, la convergencia será
uniforme con respecto al punto inicial x0 ∈ C y a la clase de operadores no expansivos
de�nidos sobre C.

Teorema 3.16 Sea T : C → C un operador no expansivo de�nido sobre un subconjunto
no vacío, convexo, cerrado y acotado. Sea xn el n-ésimo término de la iteración de�nida
por xn+1 = (1 − αn)xn + αnTyn donde yn = (1 − βn)xn + βnTxn y x0 ∈ C. Si βn → 0,∑
αk(1 − αk) = ∞ y

∑
αkβk < ∞, entonces ‖xn − Txn‖ converge a 0, uniformemente en

x0 ∈ C y T ∈ F (C), donde F (C) es la familia de operadores no expansivos f : C → C.

Demostración. Sea xk el k-ésimo término de la iteración de Ishikawa, entonces podemos
escribir xk = (1− αk−1)xk−1 + αk−1Tyk−1 = (1− αk−1)xk−1 + αk−1(Txk−1 + Tyk−1 − Txk−1).
Entonces xk es el k-ésimo término de una iteración de Krasnoselskii-Mann con errores ek =
Tyk − Txk, y está bien de�nida pues xk ∈ C para todo k ∈ N. Usando la no expansividad
de T se tiene que ‖ek‖ ≤ ‖xk − yk‖ = βk‖xk − Txk‖ ≤ βkdiam(C) y así

∑
αk‖ek‖ ≤

diam(C)
∑
αkβk < ∞. Como βn → 0, del Teorema 3.7 se deduce que ‖xn − Txn‖ converge

a 0. Además, la convergencia es uniforme en el punto inicial y en F (C).

Lo primero interesante de este resultado son las condiciones bajo las cuales se obtiene
la regularidad asintótica para la iteración de Ishikawa. Bajo las condiciones del resultado
original de Ishikawa, podemos observar que la condición αk ≤ βk implica que los coe�cientes
(αk)k∈N están su�cientemente alejados de 1 pues βk → 0. De esto se deduce que la condición∑
αkβk =∞ implica que

∑
αk(1−αk) =∞ pues βk ≤ 1 para todo k ∈ N. Por considerar la
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condición
∑
αkβk <∞, el Teorema 3.16 es una suerte de dual del resultado original obtenido

por Ishikawa para operadores no expansivos. Además, en el caso de un espacio de Hilbert se
recupera la convergencia débil de la iteración de Ishikawa para un operador no expansivo. Por
último, de acuerdo al Teorema 3.10 es posible dar una tasa de convergencia para ‖xn−Txn‖.
Con el Teorema 3.10 y utilizando que ‖ek‖ ≤ βk podemos deducir la versión cuantitativa de
la iteración de Ishikawa para un operador no expansivo.

Teorema 3.17 Sea xk el k-ésimo término de la iteración de Ishikawa y supongamos que
0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1. Entonces se tiene que

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ C1√
n

∑
k≥1

αkβk + C2

∑
i≥n/2

αiβi + 2‖βn‖ (3.22)

donde C1 = 1+23/2√
πτ

, C2 = 2√
πτ

y τ = ı́nf αk(1−αk) > 0. Además, suponiendo que
∑
αkβk <∞

y βn → 0, se concluye que ‖xn − Txn‖ → 0.

3.5.2. Aproximación uniforme por operadores no expansivos

En [32] se considera una variante de la iteración de Krasnoselskii-Mann para resolver el
siguiente problema. Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert y A : H1 → H2 un operador lineal
y acotado. Sean C ⊆ H1 y Q ⊆ H2 dos conjuntos no vacíos, convexos, cerrados y acotados,
queremos encontrar un punto tal que

x ∈ C y Ax ∈ Q. (3.23)

Suponiendo que existe un punto x satisfaciendo (3.23), se menciona en [32] que x cumple
(3.23) si y solamente si satisface

x = PC(I − γA∗(I − PQ)A)x, (3.24)

donde γ > 0 es cualquier número, A∗ es el operador adunto de A y PC , PQ son las proyecciones
métricas de C y Q respectivamente. Resulta ser que el operador T = PC(I − γA∗(I − PQ)A)
es no expansivo de�nido en este contexto, por lo tanto el punto x que satisface (3.23) es
un punto �jo de T . Claramente podemos utilizar la iteración de Krasnoselskii-Mann para
resolver este problema, no obstante en [32] se considera la iteración

xk = (1− αk)xk−1 + αkTk(xk−1) (3.25)

donde x0 ∈ C es un punto arbitrario, para resolver el problema. Los operadores Tk se de�nen
del mismo modo que T , pero en lugar de considerar C y Q, se utilizan conjuntos convexos y
cerrados Ck y Qk donde es más sencillo calcular la proyección métrica. En efecto, el operador
Tk está de�nido por Tk = PCk

(I−γA∗(I−PQk
)A) donde (Ck)k∈N y (Qk)k∈N son dos sucesiones

de conjuntos convexos y cerrados que convergen a C y Q respectivamente.

De forma más general, podemos enunciar el problema (3.23) mediante una sucesión conver-
gente de operadores. Considere F (C) a la colección de operadores no expansivos T : C → C,
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donde C es un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado en un espacio de Banach
X. De�niremos la distancia uniforme en F (C) mediante

ρ(T, S) = sup{‖Tx− Sx‖ : x ∈ C},

que resulta ser una métrica en F (C). De esta forma, una sucesión de operadores (Tn)n∈N ⊆
F (C) converge uniforme a T si ρ(Tn, T )→ 0. Con esta topología los operadores contractantes
son densos en F (C) y las isometrías son un conjunto cerrado. En [32] consideran la iteración
(3.25), y suponiendo que{∑

αk(1− αk) =∞ y∑
αkρ(Tk, T ) <∞,

prueban la convergencia débil de (3.25) en un espacio de Banach uniformemente convexo
donde la norma es de clase C1. Acá extendemos este resultado probando que la iteración
(3.25) veri�ca la regularidad asintótica en un espacio de Banach general y por lo tanto se
tendrá convergencia débil a un punto �jo cuando se veri�que el principio demicerrado y la
propiedad de Opial.

Teorema 3.18 Sea T : C → C un operador no expansivo y (Tn)n∈N ⊆ F (C) una sucesión
de operadores no expansivos que converge a T . Sea xk la sucesión de�nida por xk = (1 −
αk)xk−1 + αkTk(xk−1) y x0 ∈ C. Si

∑
αk(1 − αk) = ∞ y

∑
αkρ(Tk, T ) < ∞, entonces

‖xn − Txn‖ → 0.

Demostración. Primero notemos que para todo k ∈ N se cumple que xk ∈ C, por lo que no
tendremos que utilizar proyecciones aproximadas. Consideremos ek = Tkxk−1 − Txk−1 y así
la iteración (3.25) se escribe como una iteración de Krasnoselskii-Mann con errores (ek)k∈N.
En efecto, se tiene que

xk = (1− αk)xk−1 + αk(Txk−1 + Tkxk−1 − Txk−1) = (1− αk)xk−1 + αk(Txk−1 + ek).

De las hipótesis se tiene que ‖en‖ ≤ ρ(Tn, T ) → 0 y
∑
αk‖ek‖ ≤

∑
αkρ(Tk, T ) < ∞. Por lo

tanto, del Teorema 3.7 se deduce directamente el resultado.

Como se ha mencionado antes, en este caso la convergencia será uniforme con respecto al
punto inicial x0 ∈ C. También es posible dar una versión cuantitativa de este teorema cuando
los coe�cientes αk están lo su�cientemente lejos de los extremos, se dejará sin demostración
por ser una consecuencia directa tel Teorema 3.10 y la demostración anterior.

Teorema 3.19 Sea T : C → C un operador no expansivo y (Tn)n∈N ⊆ F (C) una sucesión
de operadores no expansivos que converge a T . Sea xk una sucesión de�nida por xk = (1 −
αk)xk−1 + αkTk(xk−1). Suponga que 0 < ĺım inf αk ≤ ĺım supαk < 1, entonces

‖xn − Txn‖
diam(C)

≤ C1√
n

∑
k≥1

αkρ(Tk, T ) + C2

∑
i≥n/2

αiρ(Ti, T ) + 2ρ(Tn+1, T ) (3.26)

donde C1 = 1+23/2√
πτ

, C2 = 2√
πτ

y τ = ı́nf αk(1−αk) > 0. Además, suponiendo que
∑
αkρ(Tk, T ) <

∞ se concluye que ‖xn − Txn‖ → 0.
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3.5.3. Caso continuo: La ecuación u′(t) + (I − T )u(t) = f(t)

En el artículo de Baillon y Bruck [2], además de determinar la velocidad de regulari-
dad asintótica para el caso constante, también establecen una conexión entre la iteración
de Krasnoselskii-Mann con la discretización clásica para estimar la solución de la ecuación
u′(t) + (I − T )u(t) = 0. En esta sección consideraremos un problema similar, estudiaremos
una versión continua de la iteración de Krasnoselskii-Mann con errores. Como siempre, con-
sideremos X un espacio de Banach y C ⊆ X un subconjunto no vacío, covexo, cerrado y
acotado con diam(C) ≤ 1. Sea T : C → C un operador no expansivo y u : [0,+∞)→ C una
solución C1 del problema

u(0) = x0 ∈ C

du(t)

dt
+ (I − T )u(t) = f(t) para t ≥ 0.

(3.27)

Donde f : [0,+∞)→ C es una función continua e integrable en R. Consideremos el operador
φ : C([0, t], X) → C([0, t], X) de�nido por φ(u)(s) = (T − I)u(s) + f(s), del hecho que φ es
2-Lipchitz para la norma uniforme en C([0, t], X) se deduce que la ecuación (3.27) tiene una
única solución.

Lema 3.20 ([9]) La ecuación (3.27) tiene una única solución C1.

El siguiente lema establece la conexión entre la iteración de Krasnoselskii-Mann con la
solución de la ecuación (3.27). En efecto, resulta ser que la discretización de tipo Euler para
la ecuación (3.27), con paso t

n
en el itervalo [0, t], corresponde a una iteración de Krasnoselskii-

Mann con errores apropiados.

Lema 3.21 Sea u la solución de (3.27), t > 0 y λn = t
n
. Sea xnk el k-ésimo término de la

iteración de Krasnoselskii-Mann con errores a coe�ciente constante λn, es decir, x
n
k+1 = (1−

λn)xnk +λn(Txnk +enk) donde xn0 = x0 y ek = f(kt/n). Entonces xnn → u(t) y (xnn−xnn−1)/λn →
u′(t) cuando n→∞.

Demostración. Para cada t > 0 consideremos Pn = {tn0 , . . . , tnn} una partición del intervalo
[0, t], con tnk = kλn para k = 0, . . . , n. De�niremos una función lineal por trozos un : [0, t]→ C
mediante

un(tnk+1)− un(tnk) = − t
n
[(I − T )un(tnk) + f(tnk)] para k = 1, . . . , n,

un(λtnk + (1− λ)tnk+1) = λun(tnk) + (1− λ)un(tnk+1) para todo λ ∈ [0, 1],

un(0) = x0 ∈ C.
(3.28)

De este modo, un(tnk) = xnk para todo k ≤ n, donde xnk es el k-ésimo término de la iteración
de Krasnoselskii-Mann con errores como en el enunciado del lema. Supongamos que (un)n∈N
converge en la topología uniforme en C([0, t], C) a una función ū : [0, t] → C y de�namos
∆n
k = tnk+1 − tnk = t

n
. Para s ∈ [0, t] consideremos kn(s) = máx{k ≤ n : tnk ≤ s}, sumando en
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(3.28) hasta kn(s) se tiene que

un(tnkn(s)) = x0 −
kn(s)∑
i=0

(I − T )un(tni )∆n
i +

kn(s)∑
i=0

f(tni )∆n
i .

Notemos que tnkn(s) → s cuando n→∞. Del teorema de convergencia dominada, para medidas
con valores en espacios de Banach, se deduce que para todo s ∈ [0, t]

u(s) = u(0)−
∫ s

0

(I − T )u(m)dm+

∫ s

0

f(m)dm.

Luego ū ∈ C1 y por lo tanto ū es la única solución de la ecuación (3.27), por lo que sólo
debemos probar que (un)n∈N tiene algún punto de acumulación. Para hacer esto utilizaremos
la versión del teorema de Arzelà-Ascoli para funciones a valores en un espacio de Banach.
Sea s ∈ [0, t], para cada n ∈ N se tiene que un(s) ∈ C y por lo tanto (un(s))n∈N está
uniformemente acotado pues C es acotado. Sea ε > 0 y s0 ∈ [0, t], sólo es necesario probar
que ‖un(s) − un(s0)‖ ≤ ε para todo s ∈ V (ε) una vecindad de s0 y n lo su�cientemente
grande. Sea kn(x) = máx{k ≤ n : tnk ≤ x} = bxn

t
c, como x ∈ [tnkn(x), t

n
kn(x)+1] y las funciones

un son lineales por trozos se tiene que

‖un(x)− un(tnkn(x))‖ ≤ ‖un(tnkn(x)+1)− un(tnkn(x))‖ =
t

n
‖(I − T )un(tnkn(x)) + f(tnkn(x))‖ ≤

Kt

n

donde K = 2 + máxs∈[0,t] ‖f(s)‖. Supongamos sin perder generalidad que x ≥ s0, entonces se
tiene que

‖un(x)− un(s0)‖ ≤ ‖un(x)− un(tnkn(x))‖+ ‖un(tnkn(x))− un(tnkn(s0))‖+ ‖un(tnkn(s0))− un(s0)‖

≤ 2Kt

n
+ ‖un(tnkn(x))− un(tnkn(s0))‖

≤ 2Kt

n
+

kn(x)−1∑
i=kn(s0)

‖un(tni+1)− un(tni )‖

≤ 2Kt

n
+
t

n

kn(x)−1∑
i=kn(s0)

‖(I − T )un(tni ) + f(tni )‖

≤ 2Kt

n
+
Kt

n
(
⌊xn
t

⌋
−
⌊s0n
t

⌋
) =

2Kt

n
+K(|x− s0|+ o(1)).

Por lo que si n es su�cientemente grande y |x − s0| ≤ δ, para cierto δ = δ(K, ε) > 0,
se tiene que ‖un(x)− un(s0)‖ ≤ ε probando la equicontinuidad en s0. Ahora, podemos usar
Arzèla-Ascoli y encontrar una subsucesión (unk

)k∈N que converge uniformemente a u, la única
solución de la ecuación (3.27). Finalmente, notemos que (xnn−xnn−1)/λn = −(I−T )u(tnn−1)+
f(tnn−1) y así,

ĺım
n→∞

xnn − xnn−1
λn

= ĺım
n→∞

−(I − T )u(tnn−1) + f(tnn−1) = −(I − T )u(t) + f(t) = u′(t).
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Teorema 3.22 Sea u ∈ C1([0,+∞), C) la solución del problema (3.27). Luego, para todo
t ≥ 0 se veri�ca que

‖u′(t)‖ ≤ 1√
πt

+ ‖f(t)‖+ o(1).

Demostración. Sea t > 0 y consideremos la misma notación que en el Lema 3.20. Entonces xnk
es el k-ésimo término de la iteración de Krasnoselskii-Mann con errores a coe�ciente constante
λn = t

n
, es decir, xnk+1 = (1−λn)xnk +λn(Txnk + enk) donde xn0 = x0 y ek = f(kt/n). Del Lema

3.20 sabemos que xnn → u(t), donde u : [0,+∞) → C es la única solución C1 de la ecuación
(3.27). De las cotas para la iteración de Krasnoselskii-Mann se tiene que

‖xnn − xnn−1‖
λn

≤
aλnn−1n + bλnn−1n + cλnn−1n

λn
.

Del Teorema 2.10 se deduce que

cλnn−1n
λn

≤ 1√
π(n− 1) t

n
(1− t

n
)
∼ 1√

πt
(3.29)

para n su�cientemente grande. Ahora, la cota de la Proposición 3.5 establece que

aλnn−1n
λn

≤
n−2∑
i=1

t
n
‖f( it

n
)‖√

π t
n
(1− t

n
)(n− 1− i)

+
t

n
‖f(t− t/n)‖ ∼

∫ t

0

‖f(s)‖√
π(t− s)

ds (3.30)

si n es lo su�cientemente grande. Lamentablemente la integral que aparece en (3.30) tiene una
singularidad en el punto s = t y no es claro ni siquiera si la integral es �nita. Este problema
es el mismo por el cual el Teorema 3.8 no es su�ciente para asegurar la regularidad asintótica
para la iteración de Krasnoselskii-Mann general y sólo funciona cuando los coe�cientes están
alejados de los bordes, lo que justamente falla en este caso. En lugar de utilizar esta estrategia,
ocuparemos el argumento de la demostración del Teorema 3.7 para acotar ambas cantidades.
Con la misma notación del Teorema 3.7 se tiene que

aλnn−1n + bλnn−1n
λn

=
1

λn

n−3∑
i=0

‖ei+1‖[P(R1
i |(n−1, n))+P(R2

i |(n−1, n))]+
2t

n
‖f(t− t/n)‖+‖f(t)‖.

Del mismo modo, se tiene que

P(R1
i |(n− 1, n))

λn
≤ 1√

π t
n
(1− t

n
)(n− 1− i)

∼ 1√
πt

si n es lo su�cientemente grande y similarmente para P(R2
i |(n− 1, n)). Por lo tanto tomando

n = 2t y usando el Lema 3.20, se deduce que para t su�cientemente grande

‖u′(t)‖ ≤ 1√
πt

+ ‖f(t)‖+ ot(1).
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Conclusión

En primer lugar, el principal resultado obtenido en esta memoria, el Teorema 3.7, establece
la regularidad asintótica de la iteración de Krasnoselskii-Mann con errores en un espacio
de Banach general. La regularidad asintótica de esta iteración ya había sido probada en un
espacio de Hilbert bajo las mismas hipótesis, de modo que el Teorema 3.7 permitirá el estudio
de puntos �jos aproximados en una vasta clase de espacios de Banach, como los espacios Lp

para p 6= 2. Por otro lado, el Teorema 3.10 entrega la tasa de regularidad asintótica cuando
los coe�cientes involucrados en la iteración están lo su�cientemente alejados de 0 y 1. La tasa
encontrada en este trabajo es una mejora a los resultados previos, pues se determina en el caso
de un espacio de Banach general. Aún más, las hipótesis requeridas en el Teorema 3.10 son
bastante débiles en comparación con los resultados previos en esta dirección, y probablemente
la cota obtenida en el Teorema 3.10 está cerca de ser la mejor posible.

Se debe destacar que los resultados obtenidos, para la iteración de Krasnoselskii-Mann
con errores, permiten el estudio de otros procesos iterativos conocidos. Gracias al Teorema
3.7 se extienden resultados de convergencia de otros procesos, como la iteración de Ishikawa,
a espacios de Banach generales y con hipótesis muy débiles. El Teorema 3.10 por su parte,
permite deducir versiones cuantitativas de estos teoremas, obteniendo nuevos resultados que
podrán ser utilizados en la implementación de algoritmos de cómputo de puntos �jos.

Por otra parte, la técnica utilizada para demostrar el Teorema 3.7 ha demostrado ser muy
versátil. Sería interesante estudiar si se puede seguir explotando este recurso para obtener
nuevos resultados. Por ejemplo determinar si en un espacio de Hilbert existe γ > 1

2
tal que

‖T n+1
α x− T nαx‖ = O(n−γ) para todo α ∈ (0, 1). Por otro lado, resultaría interesante estudiar

qué relación exacta existe entre los promedios en un espacio de Banach y los procesos aleato-
rios de�nidos en RN . Por ejemplo, si se de�ne la sucesión xn+1 = α0xn+α1Txn+ · · ·+αkT dxn
donde

∑d
i=1 αi = 1, ¾existirá un proceso aleatorio en Zd que domine el comportamiento asin-

tótico de (xn)n∈N?

Finalmente, la iteración de Krasnoselskii-Mann también ha sido estudiada para encontrar
puntos �jos de operadores de�nidos sobre espacios métricos con estructura convexa, probán-
dose la convergencia a un punto �jo bajo hipótesis similares a las del caso normado. Un
ejempo clásico de espacios métricos convexos es la esfera unitaria de un espacio de Hilbert
complejo, donde las funciones holomorfas, de�nidas sobre la esfera, resultan ser no expansi-
vas usando la métrica hiperbólica. Resulta natural entonces preguntar si será posible adaptar
el método utilizado en la demostración del Teorema 3.7 al contexto de espacios métricos
convexos.
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