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FECHA: 2016

PROF. GUIA: SR. ROBERTO COMINETTI COTTI-COMETTI

PUNTOS FIJOS DE OPERADORES NO EXPANSIVOS Y REGULARIDAD
ASINTOTICA

En la presente memoria se estudia la propiedad de regularidad asintética para una variante
de la iteracion de Krasnoselskii-Mann en un espacio de Banach general. Este problema esta
enmarcado en la teoria métrica de puntos fijos de operadores no expansivos, pues resulta
ser que, bajo ciertas hipotesis, la sucesion de iterados de Krasnoselskii-Mann converge a un
punto dijo de cierto operador 7.

La regularidad asintotica de la iteracion de Krasnoselskii-Mann ha sido ampliamente estu-
diada por muchos autores, ya que sirve para aproximar puntos fijos de un operador no expan-
sivo T : C' — C definido sobre un conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado en un espacio
de Banach. Se ha establecido la regularidad asintotica de los iterados de Krasnosleskii-Mann
en un espacio de Banach bajo condiciones simples, y ademés se conoce la tasa de regulari-
dad asintotica en un espacio de Banach general. En esta memoria se prueba la regularidad
asintotica de la iteracion

Tpy1 = (1 — agy1) v + i1 (TTg + €41),

donde zy € C, (ag)reny C [0,1], €, = 0, D ap(l —ag) = 00 v D agllex]] < oo. Ademas,
se establece la tasa de convergencia de ||z, — T'x,|| cuando los coeficientes (ay)ren estan lo
suficientemente alejados de 0 y 1. Por tltimo, se aplican los resultados obtenidos en esta tesis
para estudiar la regularidad asintotica de otros procesos iterativos y para estudiar cotas de
la solucion de una ecuaciéon de evoluciéon no lineal.
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“What you need is that your brain is open”

Paul Erdos
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Introduccion

La teoria de puntos fijos, en el contexto de espacios métricos o normados, tiene una larga
historia desde comienzos del siglo pasado. Los primeros resultados importantes son atribuidos
a S. Banach con el famoso principio de contraccion de Banach(cf.[18, B]). El resultado de
Banach, también conocido como teorema de Banach-Picard, establece que todo operador
T : X — X contractante definido en un espacio de Banach posee un tnico punto fijo. Ademas
de ser interesante por mérito propio el resultado de Banach, su demostracion también entrega
informacion valiosa acerca del punto fijo de T'. En la demostraciéon del teorema se prueba
que para cualquier xy € C la orbita (T"zg)nen, llamada iteracion de Picard, converge a
un punto fijo. Ademés, la convergencia es uniforme y la tasa de convergencia es de orden
|T"xg — T ay|| = O(a™), donde « € (0,1) es la constante de Lipchitz de 7.

A pesar de la importancia del principio de contraccion de Banach, debido a sus aplicaciones
en vastas areas de las matematica y ciencias, el argumento de su demostracién no funciona
cuando el operador 7', en lugar de ser contractante, es simplemente no expansivo. Un operador
T : X — X se dird no expansivo si para cualquier par de puntos x,y € X se verifica que
|Tx — Ty|| < ||z — y||. Hay ejemplos simples de operadores no expansivos en los cuales la
orbita (T"xg)nen NO converge para casi ningan punto inicial zy € X, por ejemplo una rotacion
en 90 grados definida en la bola cerrada de radio 1 en R2

El problema de la existencia de puntos fijos para operadores no expansivos T : C' — C
con C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado, puede resolverse utilizando el
teorema de Banach. Sin embargo, una demostracion constructiva de este teorema tardé varios
anos en llegar. No fue hasta 1955 cuando Krasnoselskii [23] considero la orbita del operador
Ty = %T + %I . Suponiendo que C' C X es compacto y X es uniformemente convexo,
Krasnoselskii prob6 que la iteraciéon de Picard de T}/, converge a un punto fijo de T'. En 1957
Schaefer [30] extendi6 el resultado de Krasnoselskii a T, = o7 + (1 — «)I para cualquier
a € (0,1) y X uniformemente convexo. Muchos autores han extendido los resultados de
Krasnoselskii y Schaefer, destacando los trabajos de Browder [7] y Browder y Petryshyn [§].
Browder y Petryshyn separaron la nocién de convergencia de la orbita (77x),en del hecho
que [Tz — T" x| — 0, propiedad que acunaron como regularidad asintética para el
operador T,.

En 1972 Groetsch [19] consideré la iteracion de Mann generalizada, hoy conocida como
iteracion de Krasnoselskii-Mann, definida por

T = (1 — o)y + Ty, (1)

donde «, € (0,1) para todo n € N. En [19], suponiendo que Y ax(1l — ax) = oo, demostro



la regularidad asintotica de la iteracion de Krasnoselskii-Mann cuando X es uniformemente
convexo. En 1976 Ishikawa [2I] prob¢ la regularidad asintotica de (1) en un espacio de Banach
general suponiendo que > «ay diverge y 0 < o < a < 1 para todo k € N. Muchos trabajos
extendieron el trabajo de Ishikawa a contextos mas generales, pero no fue hasta el ano 2013
cuando Cominetti, Soto y Vaisman [I1] obtuvieron la misma condicién que Groetsch para
establecer la regularidad asintética en un espacio de Banach general. De hecho, Cominetti,
Soto y Vaisman deducen la regularidad asintética en un espacio de Banach general de la
estimacion 4
|z — T || < lam()
\/77 dicr il — aq)
La cota (2), probada en [I1], fue conjeturada por Baillon y Bruck [Il 2] en la década de 1990.
En esta memoria se estudiara una variante de la iteracion clasica de Krasnoselskii-Mann al
introducir errores en el operador T'. Especificamente, se estudiara la iteracion

(2)

Tpp1 = (1 — 1) Ty + 1 (T, + €541) (3)

donde zy € C es un punto arbitrario y (e,)n,en €s una secuencia de errores que converge
a 0. Esta iteracion fue introducida por primera vez por Liu [25] al estudiar las soluciones
aproximadas de una ecuacion no lineal. En [10] se prueba la convergencia débil de (3) en un
espacio de Hilbert, suponiendo que Y ag(l —ay) = 00y > ayllex]| < oo. En relacion a la
tasa de convergencia de (3), esta ha sido estudiada en [24] estableciendo que |z, — Tx,| =
O(1/4/n) en un espacio de Hilbert, suponiendo que > (k + 1)|lex]| < co y 0 < liminf oy <
limsup o < 1. En este trabajo se probara una generalizaciéon de ambos resultados probando
los siguientes teoremas.

Teorema 0.1 Sea xy, la iteracion definida por v, = (1—ay)xp_1+op(Txr_1+ex) conzg € C,
con T : C — C un operador no expansivo definido sobre un conjunto no vacio, convezo,
cerrado y acotado en un espacio de Banach. Ademds, se supondrd que (ex)ren Satisfacen que
Txp+err1 € C para todo k € N, de modo que la iteracion esté bien definida. Si ) ax(1—ay,) =
00, Y agllex|| < oo y e, converge a 0, entonces se tiene que ||z, — T'z,|| — 0.

Teorema 0.2 Sea xy, la iteracion definida por x, = (1—ay )z +ap(Trr_1+e;) conxg € C'y
(ex)ken una sucesion de errores que converge a 0. Si 0 < liminf o < limsup oy < 1, entonces

se tiene que
2 — T

Cy
“diam(C) < Jn Z%Hekﬂ + Gy Z el + 2|eta]]

k>1 i>n/2

donde Cy = B22 ¢y = \/% y7=mfar(l—ax) > 0. Ademds, suponiendo que > ay|lex] <

N

oo se concluye que ||z, — Tz,|| — 0.

La presente memoria se organiza como sigue. El Capitulo 1 corresponde a los resultados
preliminares que se necesitan para entender este trabajo, asi como un resumen de los resul-
tados que se tienen hasta la fecha. En el Capitulo 2 se mostrara el teorema probado en [I1]]
que introduce la técnica utilizada para probar los resultados principales de este trabajo. Por
ultimo, en el Capitulo 3 se establecen los resultados principales de esta memoria y también
una serie de consecuencias obtenidos a partir de los teoremas 0.1 y 0.2.



Capitulo 1

Preliminares

Este trabajo se encuentra dentro del contexto de la teoria métrica de puntos fijos de
operadores definidos sobre espacios normados o métricos. Este capitulo busca establecer de-
finiciones y resultados basicos para poder entender este trabajo de la mejor manera posible.
En general, los resultados aqui expuestos se presentaran sin demostracién puesto que son
resultados clasicos de la literatura.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la primera seccion se entregan
las nociones clasicas de la teoria de espacios de Banach, con énfasis en la definicion de la
proyeccion métrica sobre un conjunto convexo y cerrado. La segunda parte corresponde al
estudio de los operadores no expansivos definidos sobre un espacio de Banach. Se establecen
las definiciones basicas y algunos de los resultados importantes a la fecha en esta area.

1.1. Puntos fijos de operadores no expansivos

1.1.1. Definiciones y resultados basicos

Para fijar notacion, las letras R,Z y N denotaran al conjunto de ntimeros reales, los
nimeros enteros y al conjunto de ntimeros enteros no negativos respectivamente. Si f, g son
dos funciones definidas sobre los naturales y a valores reales, diremos que f = O(g) si existe
una constante positiva C' > 0 tal que f(n) < Cg(n) para todo n € N. Por otro lado, diremos
que f = o(g) si el cuociente f(n)/g(n) converge a 0 cuando n — oo.

A menos que se diga lo contrario, X serd un espacio vectorial sobre R, con una estructura
topologica definida a partir de una norma || - [|. Se entender& por funcional a una funciéon a
valores escalares ¢ : X — R y por un operador a una funciéon 7' : X — Y entre dos espacios
normados X e Y. En esta terminologia, el espacio dual de X sera el espacio de los funcionales
lineales continuos definidos sobre X, que se denotara por X*. De manera andloga, el espacio
bidual de X se define como el espacio dual de X*, es decir, el espacio de los funcionales
lineales continuos definidos sobre X*. El espacio bidual de X se denotara simplemente por



X**. En el espacio dual X™* es posible definir una norma a partir de la siguiente igualdad

e = sup L)
o Tl

para ¢ € X*. Esta norma dota al espacio dual de la estructura de espacio de Banach pues
R es completo. En general, si / € X* es un funcional lineal, entonces se utilizara la notacion
de producto dualidad (¢, z) en lugar de ¢(x). Por otro lado, la accién de un operador T' en
r € X se denotard por Tz en vez de T'(z). La topologia inducida en X por su norma se
llamara topologia fuerte, mientras que la topologia débil sobre X sera la topologia méas débil
que hace continua a cada funcional ¢ € X*. De este modo, una red (z,)acy convergera en la
topologia débil a z, que se denotara por x, — z, si (¢, z,) — (¢, x) para todo ¢ € X*.

La evaluacion de un funcional £ € X* en z € X define naturalmente una funcién lineal
en su dual. En efecto, el funcional evaluaciéon J, : X* — R definido a partir de la igualdad
(Jp, 0) = (¢,x) para todo ¢ € X* permite identificar a = con un elemento del bidual. El
operador J : X — X* que asocia x — J, € X, se conoce como inyeccion canonica e
identifica a X con un subconjunto de su bidual. Una consecuencia del teorema de Hanh-
Banach(cf. [27, B]) establece que J : X — X** es de hecho una isometria, por lo tanto
J(X) es un subespacio cerrado de X** cuando X es un espacio de Banach. Un espacio se
dira reflezivo si J(X) = X*™. La razon por la cual se estudia la teoria de operadores no
expansivos en un espacio de Banach, y no en un espacio normado general, es simplemente
porque es posible extender todo operador no expansivo 7' : C' — C a la completacion de X.
En efecto, sea X un espacio normado no completo y 7" un operador no expansivo definido en
C', un conjunto convexo y cerrado. X tiene una copia isométrica en J(X), que es un espacio
de Banach, y T": J(C) — J(C) definido por T =T o J ! es también no expansivo pues .J es
una isometria.

Sea C' C X un subconjunto no vacio. El didmetro de C' se define como la mayor distancia
que pueden tener dos miembros de C, es decir, mediante la formula diam(C) = sup{|jz —y|| :
z,y € C'}. Es facil convencerse de que un conjunto C' C X seré acotado si y s6lo si su didmetro
es finito, por lo tanto el diAmetro caracteriza a los subconjuntos acotados en un espacio
normado. Un resultado clasico del analisis indica que todo conjunto compacto K C X es
también cerrado y acotado. Si bien el resultado inverso no es cierto en general, esta propiedad
caracteriza a los espacios reflexivos.

Teorema 1.1 (|27] Cap. 2) Un espacio es reflexivo si y sdlo si todo conjunto convezo, cerrado
y acotado es compacto para la topologia débil.

Aunque la topologia definida apartir de los funcionales lineales no es metrizable a priori,
debido al teorema de Eberlein-Smulian, la compacidad débil es equivalente a la compacidad
por sucesiones. Dicho esto, es posible caracterizar los espacios reflexivos mediante el siguiente
teorema.

Teorema 1.2 ([27] Cap. 2) Un espacio es reflexivo si y sdlo si toda sucesion acotada tiene
una subsucesion que converge débil.



Muchos de los resultados de las proximas secciones se establecen a través de propiedades
métricas especiales de la norma definida en X y definen muchos aspectos geométricos y
topologicos del espacio, por ejemplo la convexidad estricta y convexidad uniforme de la
norma.

Definicién 1.3 Un espacio normado X se dird estrictamente convexro si para todo x1,xs €
Sx con x1 # x9 y o € (0,1), se tiene que ||azy + (1 — )za|| < 1. Donde Sx es la esfera
unitaria en X.

La nocién de convexidad estricta es una propiedad geométrica de la norma, establece que
el segmento {tzy+ (1 —t)zy : t € (0,1)} esta completamente contenido dentro del interior de
la bola unitaria. Ademas, la nocién de convexidad estricta permite caracterizar la colinealidad
a través de la norma, del mismo modo que sucede en un espacio de Hilbert.

Proposicion 1.4 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convezxo.
2. Para todo par x1,x9 € Sx se verifica que H%Jfl + %SC2H < 1.

3. Para todo par 1,29 € X tales que ||x1 + x2|| = ||z1|| + ||22||, entonces existe t € R tal
que 1 = txs.

La convexidad estricta tiene particular relevancia en el estudio de la proyecciéon métrica
sobre un conjunto convexo y cerrado. Sean z € X y A C X un conjunto no vacio, la
distancia de x a C se define a través de la formula d(z, A) = inf{||z —y|| : y € A}. Un
conjunto A C X se dirad proximal si, para todo x € X, existe al menos un elemento y € A
tal que ||z — y|| = d(z, A). Por otro lado, A se dice que es un conjunto de Chebyshev si, para
todo = € X, existe un unico y € A tal que ||z — y|| = d(x, A). De esta forma, para todo
conjunto de Chebyshev sera posible definir su proyecciéon métrica.

La proyeccion métrica es una funcién P4 : X — A, que a cada x € X le asocia el tnico
elemento P4(z) € A tal que ||z — Pa(x)|| = d(z,A). En un espacio de Hilbert, siempre
es posible definir la proyeccion métrica sobre los conjuntos no vacios, convexos, cerrados y
acotados. Sin embargo, nos interesara saber en qué espacios normados, mas generales que los
espacios de Hilbert, sigue siendo cierta esta propiedad. El siguiente teorema hace evidente
que para poder definir la proyeccion métrica, sobre conjuntos convexos y cerrados, se necesita
al menos la nocién de convexidad estricta del espacio.

Teorema 1.5 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convexo.

2. Para todo x € X y C C X subconjunto no vacio, convexo y cerrado, existe a lo mds un
punto y € C tal que d(z,C) = ||y — z||.

El teorema anterior establece que la proyecciéon, en caso de existir, estd bien definida
como funcion. Por otro lado, el siguiente teorema asegura que los espacios reflexivos estan
caracterizados mediante los conjuntos proximales.



Teorema 1.6 ([4]) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es reflexivo.

2. Todo conjunto no vacio C C X, convexo y cerrado, es proximal.

Combinando los ltimos dos resultados, es posible caracterizar aquellos espacios donde
todo subconjunto ) # C C X convexo y cerrado es un conjunto de Chebyshev. O lo que
es equivalente, caracterizar aquellos espacios donde es posible definir la proyecciéon métrica
como funcion univaluada para cualquier subconjunto no vacio, convexo y cerrado.

Corolario 1.7 ([27] Cap. 5) Sea X un espacio normado. Entonces son equivalentes:

1. X es estrictamente convero y reflexivo.
2. Todo subconjunto no vacio, convexo y cerrado, es un conjunto de Chebysheuv.

3. Para todo conjunto ) # C C X convezo y cerrado es posible definir la proyeccion
métrica Po : X — C.

Otro concepto importante en la teorfa de espacios de Banach es la nocion de convexidad
uniforme. La convexidad uniforme es una propiedad geométrica fuerte que establece que las
combinaciones convexas de elementos de norma 1 se mantienen suficientemente alejadas de
la frontera de la bola unitaria.

Definicién 1.8 Un espacio normado X serd uniformemente convexo si para todo € > 0 y
T, T2 € Sx tales que ||x; — x| > € > 0, existe § = §(e) > 0 de modo que ||321+532|] < 1-46.
El médulo de convezidad de X es una funcion dx : [0,2] — [0,1] definida a través de la
formula

) 1
Ox(e) = mf{l — 5@ +y)ll s 2.y € Sx, v —yll = <}

Obviamente un espacio uniformemente convexo también sera estrictamente convexo, sin
embargo la reciproca no es cierta en general. Hay ejemplos de espacios estrictamente convexos
donde existen sucesiones de puntos (Z,)nen, (Yn)nen € Sx, con ||z, — y,|| > € para algin
e > 0yn e N, tales que H%xn + %ynH — 1. Una propiedad importante de los espacios
uniformemente convexos es que son reflexivos, este resultado es conocido como el teorema de
Milman-Pettis.

Teorema 1.9 (Milman-Pettis [27] Cap.5) Sea X un espacio normado. Si X es uniforme-
mente convexo, entonces es estrictamente convexo y reflecivo.

Corolario 1.10 5% X es un espacio uniformemente convexo, entonces para todo subconjunto
C C X no vacio, convexo y cerrado, es posible definir la proyeccion métrica Po : X — C.

Lamentablemente, este tltimo resultado no es suficiente para caracterizar a los espacios
normados donde todo conjunto convexo y cerrado es un conjunto de Chebyshev. En efecto,
en [12] se demuestra la existencia de espacios estrictamente convexos, separables y reflexivos
que no son uniformemente convexos.



La importancia de la proyeccion métrica en este trabajo radica en poder definir de manera
correcta la iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores sobre un conjunto convexo y cerrado.
Agregar un término de error en la iteracion podria hacer que un término de la sucesion salga
del conjunto C', por lo que se hace necesario el uso de una proyeccion para poder definir bien
la iteracion.

1.1.2. Operadores no expansivos y aproximaciéon a puntos fijos

Sea X un espacio de Banach y C' C X un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y
acotado. Un resultado clésico de la teoria métrica de puntos fijos es el teorema de Banach-
Picard, que establece la existencia de puntos fijos para la clase de operadores contractantes.
Un operador T': C' — C se dice a-Lipchitz si existe a > 0 tal que | Tx—Ty|| < a|lz—y|| para
todo z,y € C. Ademés, el operador T se dira contractante si es a-Lipchitz con « € (0, 1).

Teorema 1.11 (|3, [18]) Sea (M, d) un espacio métrico completo y T : M — M un operador
contractante con constante de Lipchitz o« € (0,1), entonces T tiene un tnico punto fijo.
Ademds, para todo x € M su orbita (T"x),en converge a x*, el inico punto fijo de T, y
también se tiene que ||[T"x — z*|| < o"||lx — 2*|| y ||T"x — T"'z|| < ™|z — Tz|| para todo
n € N.

El resultado de Banach-Picard es un resultado muy importante en la teoria de espacios de
Banach. Ademas de asegurar la existencia de un punto fijo, también establece que el tinico
punto fijo atrae la 6rbita de cualquier punto x € C. Sin embargo, la 6rbita de 7" no siempre
converge a un punto fijo cuando la constante de Lipchitz es a = 1. El ejemplo usual es
considerar C = {(z,y) : 2> +y* < 1} CR?* y T : C — C la rotacion en 90 grados. El
conjunto C' es claramente no vacio, convexo, cerrado y acotado. T es una isometria, pero la
orbita de cualquier punto (x,y) # (0,0) tiene periodo 4 y por lo tanto no converge.

Si bien el ejemplo anterior demuestra que la 6rbita de una isometria no tiene asegurada
su convergencia, hay ejemplos mas sofisticados de isometrias que ni siquiera poseen puntos
fijos. Considere el espacio ¢q de las sucesiones reales (x,,)nen tales que lim z,, = 0, dotado de
la norma ||(z,)||cc = sup,, |zn|. Sea B = {(2n)neny € ¢ : 0 < 2, < 1} y defina el shift a la
derecha o : B — B mediante

o1((zn)) = (1,21, e, ... ).

Es facil notar que o es una isometria y que o(B) C B. El unico punto fijo posible para o es
z=(1,1,1,...), pero T & co y asi o no posee puntos fijos.

Este trabajo estard centrado en la teoria de puntos fijos para una clase particular de
operadores, que incluye a las isometrias y las funciones contractantes, los operadores no
expansivos.

Definicién 1.12 Un operador se dird no expansivo si es 1-Lipchitz, es decir, si para todo
x,y € C
[Tz =Tyl < [lz—yll . (1.1)



Algunas preguntas clasicas en la teoria métrica de puntos fijos son los siguientes:

e ;Cuando un operador T : C — C no expansivo posee puntos fijos ¢
e ;LEristen sucesiones de aproximacion a puntos fijos de T ?

e ;Cudl es la estructura del conjunto de puntos fijos Fiz(T)?

Las preguntas que se abarcaran en este trabajo son las dos primeras, pero con énfasis en la
segunda. Si bien los primeros resultados de existencia de puntos fijos fueron de caracter mas
bien abstractos, los resultados posteriores se establecen en general utilizando una sucesion
de aproximacion junto con alguna condicién de compacidad en el espacio base. Una sucesion
(Tn)nen serd una sucesion de aprozimacion de puntos fijos de T si lim ||z, — Tx,|| = 0.
El siguiente resultado establece la existencia de dichas sucesiones a partir del teorema de
Banach-Picard.

Teorema 1.13 Sea T : C' — C un operador no expansivo definido sobre C convexo, cerrado
y acotado. Entonces eriste una sucesion (x,)neny C C tal que lim ||z, — Tz, || = 0.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € (0,1) vy zy € C, entonces el operador 7° = cxg + (1 — ¢)T es
contractante con constante de Lipchitz (1 —¢) < 1. La convexidad de C implica que 7T¢(C') C
C, y asi se tienen las condiciones para utilizar el teorema de Banach-Picard. Del teorema de
Banach-Picard existe un tinico z. € C' que es punto fijo para T¢, entonces

|z — Tx.|| = ||T°x. — Tz.|| = ¢||lxg — Tz.|| < ediam(C).

Si escogemos ¢, — 0, la sucesion (z,,)nen definida como x,, = x., cumplira que ||z, — Tz, | —
0, probando lo pedido. O

Si bien la demostraciéon del teorema anterior solo funciona cuando el diametro del con-
junto C es finito, o equivalentemente cuando C' es un conjunto acotado, el siguiente teorema
establece que de cierta forma es necesario que esto ocurra, o al menos por parte de las 6rbitas.

Teorema 1.14 ([18]) Sea C' un subconjunto no vacio, convexo y cerrado, de un espacio de
Banach X y T : C — C un operador no expansivo. Entonces son equivalentes:

1. T tiene al menos una orbita acotada.
2. Todas las orbitas de T son acotadas.
3. C contiene un subconjunto K # 0 convezo y cerrado T-invariante(i.e. T(K) = K ).

4. C contiene al menos una sucesion acotada de aproximacion a puntos fijos.

1.1.3. Iteraciéon de Krasnoselskii-Mann y regularidad asintética

Aun cuando la existencia de puntos fijos aproximados esta asegurada por los teoremas
1.13 y 1.14, no es claro qué tipo de sucesiones son las que sirven para esto. En la secciéon
anterior se mostrd que la 6rbita no siempre funciona para estos efectos. En lugar de ello, se
introducira una de las herramientas clasicas de la teoria métrica de puntos fijos, la iteracion
de Krasnoselskii-Mann.



Definiciéon 1.15 Sea T : C — C un operador no expansivo, definido sobre C' un conjunto
convexo, cerrado y acotado. La iteracion de Krasnoselskii-Mann, para encontrar puntos fijos
de T, se define a partir del siguiente esquema iterativo:

T = (1 — Oék)$k,1 + ale’k,1 (12)
donde xq es un punto arbitrario de C y oy € (0,1) para todo k € N.

Se debe notar que como C' es un conjunto convexo, la iteracion (1.2) esté bien definida
para cualquier sucesion de coeficientes (o )ren. A lo largo de este capitulo, siempre que se
hable de T se referird a un operador definido sobre un subconjunto C' C X no vacio, convexo,
cerrado y acotado.

En el caso ap = « constante, la iteraciéon de Krasnoselskii-Mann tiene relaciéon con la
orbita de un operador promediado definido a partir de T'. Se define el operador promediado
T, : C' — C mediante la igualdad

T,.=(1—-a)+aT

donde I es el operador identidad en X y « € [0,1]. En el caso o = « constante, el n-
ésimo término de la iteracion (1.2) corresponde simplemente a Tz, es decir, la iteracion de
Krasnoselskii-Mann esta definida como la orbita del operador ponderado T,,. Resulta ser que
T, es también no expansivo, aunque no necesariamente contractante, y ademas Fix(T) =
Fix(T,,). Este hecho fue notado por primera vez por Krasnoselskii [23], y fue la razon por la
cual se comenzo a estudiar la iteracion (1.2).

Lo que nos interesard estudiar de esta sucesion es el comportamiento asintético de las
diferencias ||z, — x,11]] = apsi||xn — Tx,||, de modo que para probar que (x,),en €s una
sucesion de aproximacion basta demostrar que ||z, — 2,41]/c,,1; — 0. Diremos que un ope-
rador T tiene la propiedad de regularidad asintdtica si |[T"x —T"z|| — 0 para todo = € C.
Esta propiedad fue considerada por primera vez por Browder y Petryshyn [§] al estudiar la
convergencia de (1.2) para el caso constante. Sin embargo, para la iteracion general la regu-
laridad asintética de T no entrega mucha informacion, por ejemplo cuando ap — 0. De esta
forma, es mejor definir la regularidad asintotica para la iteracion de Krasnoselskii-Mann de
la siguiente forma.

Definicién 1.16 Diremos que la iteracion (1.2) tiene la propiedad de regularidad asintdtica
86 ||Tny1 — anO‘r_L—ll—l — 0.

Como la iteracion de Krasnoselskii-Mann corresponde a la 6rbita de un operador pon-
derado, cuando a; = a constante, ambas definiciones coinciden en este caso. La siguiente
proposicion muestra que, si bien no se sabe en general si la iteracion (1.2) verifica la propie-
dad de regularidad asintotica, la sucesion ||z, — Tz, || es decreciente y por lo tanto siempre
existe su limite.

Proposicion 1.17 Sea x,, el n-ésimo término de la iteracion de Krasnoselskii-Mann, enton-
ces [|Tni1 — Tonpa|] < |7, — Tyl



DEMOSTRACION. La demostracion es directa de la definicion en (1.2). En efecto, se tiene que

(1 = any1)zn + a1 Tzy, — T ||

(1 = any)llzn — Top|| + | T2n — Tpga|

(1 = ans1)||@n — Tapl| + lTn — o |

(1 = ansi)l|@n — Tanll + angal|zn — Tanll = |l — Tayl. ]

|Zns1 — Txpia|

VAVAN VAN

En el articulo fundamental de esta teoria, Krasnoselskii probé que la iteracion (1.2) con-
verge fuerte a un punto fijo cuando o = % es constante y 7" es un operador compacto en
un espacio uniformemente convexo. Dos anos més tarde Schaefer [30] extiende el resultado
para aj = a € (0,1) bajo las mismas hipotesis. Dicho esto, lo que Krasnoselskii y Shaefer

probaron puede resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 1.18 (|23, B0]) Sea C' un conjunto convexo, cerrado y acotado, en un espacio de
Banach uniformemente convexo y T : C'— C un operador compacto no expansivo. Entonces
la iteracion de Krasnoselskii-Mann, para ap = « € (0,1), converge fuerte a un punto fijo de

T.

Este teorema motivé una serie de resultados que aparecieron en los anos posteriores al
trabajo de Krasnoselskii. En el estudio de la regularidad asintotica del operador T, y de la
convergencia de la iteracion (1.2), se destacan principalmente los articulos de Browder [7],
Browder y Petryshyn [§| y de Edelstein [I3]. En ellos se extienden los resultados de Kras-
noselskii y Schaefer a espacios estrictamente convexos, suponiendo que 1" es no expansivo y
C' es compacto. Con respecto a la iteracion general, Groetsch prueba en [19] que la itera-
cion (1.2) converge débil a un punto fijo de T' en espacios uniformemente convexos, cuando
> ap(1—ay) = oo. En 1976, Ishikawa [21] logra probar un hecho sorprendente para la época,
extendiendo todos los resultados anteriores a un espacio de Banach general. Ishikawa probo,
suponiendo que Y g = o0 y supag < 1, que la iteracion general de Krasnoselskii-Mann
tiene regularidad asintdtica en un espacio de Banach.

Teorema 1.19 (Teorema de Ishikawa [2I]) Sea T : C — C un operador no expansivo
definido sobre C C X, un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado. Suponga que
0<ap<a<lyque)d ap=o00, entonces |z, — Tx,| converge a 0.

Dos anos més tarde, pero utilizando métodos completamente distintos, Edelstein y O’Brien
[14] prueban un resultado similar al de Ishikawa. Notaron que T, tiene regularidad asintotica
en un espacio de Banach general, pero que ademas ésta era uniforme en el punto inicial
zo. Utilizando las ideas de Ishikawa, Edelstein y O’Brien, Goebel y Kirk [I7] prueban un
resultado atin méas general. Demostraron que la convergencia de (1.2) era ademéas uniforme
para cualquier operador no expansivo 7" : C' — C. Estos resultados, para el caso constante,
pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 1.20 ([I8] Cap. 9) Sea X un espacio de Banach y C' un subconjunto convezo,
cerrado y acotado. Denotemos por .Z (C') a la coleccion de operadores no expansivos T : C' —
C ysea a € (0,1). Sea ¢ > 0 y ng = no(e,C) suficientemente grande, entonces para todo
reCyTeF(C),sin>ng se tiene que |T"Hx —Trhx|| <e.
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En el caso de la iteracion general, el teorema anterior sigue siendo valido bajo las mismas
hipotesis del teorema de Ishikawa.

Teorema 1.21 ([17]) Sea C un conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado en un espacio
de Banach X. Considere b < 1 y (ag)ken C [0,b] una sucesion que verifica > oy = 00. Sea
e > 0, entonces existe ng = no(e, C) tal que para todo operadorT € F(C) yxy € C, si (k) ren
es la sucesion definida a partir de (1.2) con punto inicial o € C, entonces ||z, — Tx,| < ¢
para todo n > nyg.

Aunque el estudio de la iteracion de Krasnoselskii-Mann, en términos de su convergencia
fuerte y débil, tuvo un gran auge durante décadas, no hubo muchos resultados con respecto
a la velocidad de convergencia de ||x,, — 2, +1]|. El primer resultado en esta linea se encuentra
en el trabajo de Browder y Petryshyn, que fue mencionado por primera vez por Baillon y
Bruck en [2], donde probaron que Y |77z — T"z||> < oo en un espacio de Hilbert. Como
Tty —T'e = a(Tx, —x,), la Proposicion 1.16 establece que || T/ 'z — T x| es decreciente
en n. Luego, se puede deducir una version cuantitativa de la regularidad asintotica para la
iteracion de Krasnoselskii-Mann en un espacio de Hilbert.

Teorema 1.22 (|2]) Si H es un espacio de Hilbert y T : C'— C' es un operador no expansivo,
donde C' es un conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado. Entonces, sia € (0,1) yx € C
se tiene que | T x — Tlx|| = 0(\%).

En el caso de un espacio de Banach general, el primer resultado conocido es atribuido a
Bruck, el que fue presentado en una conferencia en 1992 pero nunca publicado. Bruck probé
que para el caso o = a € (0,1) constante, el orden de convergencia era |7/ 'z — T"x|| =
O(1/logn). Unos anos mas tarde, Baillon y Bruck [2] mejoran esta cota probando que
| T e — Trz|| = O(1/4/n) en un espacio de Banach general, asi obteniendo una version
cuantitativa del teorema de Ishikawa-Edelstein-O’Brien. Este resultado fue muy impresio-
nante, en particular pues el método utilizado s6lo ocupaba la desigualdad triangular y la no
expansividad del operador para establecer una recurrencia sobre las cantidades ||z, — .||
para 0 < m < n. Ademas, encontraron evidencia numeérica para establecer una conjetura
para el caso general.

Conjetura 1.23 (Baillon-Bruck [2]) Sea xy es el k-ésimo punto en la iteracion de Krasnoselskii-
Mann. Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

C

\/Z?ﬂ ai(1 — o) '

[0 = T || <

En el trabajo de Baillon y Bruck [2] se prueba esta conjetura para el caso constante
con ¢ = %r, sin embargo, la demostracién de este caso especial estaba, de cierta forma,
incompleta. La demostracion de la conjetura para caso constante se establece a partir de una
recurrencia para los términos ||z, — ||, sin embargo, no lograron resolverla con métodos
clasicos, necesitando un programa computacional para generar una recurrencia equivalente
que si pudieron resolver. En 2013, Cominetti, Soto y Vaisman [I1] logran probar la conjetura
para el caso general utilizando el apronte original de Baillon y Bruck [I], 2], pero relacionando
las cantidades ||z, — z,,||, para 0 < m < n, con un proceso estocastico definido sobre Z?. La
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demostracion serd detallada en el Capitulo 2 pues utilizaremos una técnica bastante similar
para estudiar la iteracion con errores. El teorema de Cominetti, Soto y Vaisman se resume
de la siguiente forma.

Teorema 1.24 (Cominetti-Soto-Vaisman [11]) Sea T : C' — C un operador no expansivo
con C un conjunto convero, cerrado y acotado en un espacio de Banach. Si xy es el k-ésimo
término en la iteracion de Krasnoselskii-Mann, entonces se cumple que

Tl < d;am(C)
VT el — )

En particular, si ar = o € (0,1) es constante, entonces

“1771

adiam(C)

|75 w0 = Tywoll = aflzn — Ta|| < :
ma(l —a)n

De esta forma, asumiendo que > ai(l — a;) = oo y que C es acotado, del Teorema
1.24 se deduce la regularidad asintotica de la iteracion (1.2), obteniendo a su vez la misma
condicion que Groetsch [I9] pero en un espacio de Banach general. Asi, se generalizan todos
los resultados anteriores obtenidos sobre la convergencia de la iteracion de Krasnoselskii-
Mann al agregar las hipotesis correspondientes.

Recientemente, Bravo y Cominetti [5] probaron que la constante 1/+/7 es de hecho ajus-
tada. Utilizando un proceso estocastico similar al que utilizan en [I1], encontraron una bisu-
cesion {d,, 1 n € N;0 < m < n}, definida a partir de un problema de transporte de masas
discreto, que cumple que ||z, — Ty || < dpy para todo 0 < m < n. Ademas, si ¢, es la cota
encontrada en [II] para ||z, — z,,|| se tiene que d,,, < ¢pp. Bravo y Cominetti definieron
dyn de modo que fuera la mejor cota posible utilizando las técnicas de [I], 2], T1]. Estas cotas
sirven para construir un operador no expansivo 7" : [0, 1]N — [0, 1]N v z¢, de modo que la
iteracion de Krasnoselskii-Mann con punto inicial xy verifica que ||z, — || = dnn. Resulta
ser que para todo k < \/%7 existe una buena eleccion de coeficientes (ag)ren y un enteron € N

tales que
diam(C')

\/Z?:l (1 — o) .

|xn — Tx,|| > K

1.1.4. Operadores demicerrados y propiedad de Opial

En la seccion anterior se presentaron diversos resultados que establecen condiciones bajo
las cuales la iteracion de Krasnoselskii-Mann verifica la regularidad asintética. Si bien esta
propiedad establece que ||z, — T'x,|| converge a 0, la sucesion de iterados (x,)nen en general
no converge en norma, por lo que sera necesaria una condiciéon de compacidad para asegurar
la convergencia. Por ejemplo, si T" fuese un operador compacto, como en el trabajo original de
Krasnoselskii, la regularidad asintética serfa suficiente para obtener un punto fijo de T'. Por
otro lado, cuando X es un espacio reflexivo obtenemos una subsucesion (z,, )ren que converge
débil a z* y ademas ||z, — Tx,,|| converge a 0, sin embargo no es claro si z* € Fix(T).
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Es importante poder separar las nocion de regularidad asintotica de la convergencia de
los iterados xp, como veremos en esta seccion no es trivial probar la convergencia débil de
xr a un punto fijo y de hecho necesitaremos hipotesis adicionales en X para poder asegurar
la convergencia débil de zj. Por el lado de la convergencia fuerte, en [16] hay un ejemplo de
un operador definido en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de ¢?(N), el espacio de
las sucesiones cuadrado sumables, donde la iteracion de Krasnoselskii-Mann no converge en
norma. De modo que la convergencia fuerte de la iteracion de Krasnoselskii-Mann ni siquiera
estd garantizada en espacios de Hilbert.

En el articulo de Browder [7], estudiando las soluciones de la ecuacion Tx = f en un
espacio uniformemente convexo, se demuestra una propiedad que permite establecer que los
puntos de acumulacion, para la topologia débil, de la iteracion de Krasnoselskii-Mann son
puntos fijos.

Definicién 1.25 (Operador demicerrado) Un operador T : C' — X se dice demicerrado en
y € X si para toda sucesion (x,)nen, con x, — x y Tx, — y, se cumple quex € C y Tz = y.

Denotemos por Gr(T) = {(z,Tx) € C x X : x € X} al grafo del operador T', notemos
que T serd demicerrado si y solo si Gr(7T') es cerrado en C' x X, cuando se considera a C
con la topologia débil, la topologia de la norma en X y C' x X con la topologia producto
usual. Por otro lado, Browder prob6 que I — T serd un operador demicerrado cuando 7" es un
operador no expansivo definido sobre un espacio uniformemente convexo. Para probar este
teorema utilizaremos la siguiente proposiciéon, también demostrada por Browder, de donde se
deduce la existencia de puntos fijos para operadores no expansivos definidos sobre espacios
uniformemente convexos.

Lema 1.26 ([18] Cap. 10) Sea C un subconjunto no vacio,convero y acotado, de un espacio
uniformemente convezo y sea T : C' — C un operador no expansivo. Sean (x,)nen, (Yn)nen
dos sucestones de aproximacion a puntos fijos en C y considere z, = %xn + %yn, entonces
|zn — Tz || — 0.

DEMOSTRACION. Supongamos por contradiccion que existen dos sucesiones (2, )nen, (Yn )nen de
aproximacion a puntos fijos donde z,, = %xn + %yn no lo es. Es decir, existe ¢ > 0 y para todo
no € N existe un n > ng con ||z, — T'z,|| > ¢ > 0. Como C es acotado también lo son las
sucesiones Ty, Yn, luego (r,— 25 )nen, (Yn—2n)nen también son acotadas y [|z,—z,|| = ||yn—2n]|-
Pasando a una subsucesion, podemos suponer que existe r > 0 tal que

r=lim ||z, — z,|| = lim ||y, — 2z,]|-
n n

Pero 0 < & < ||z,—Tzn|| < ||z —2n||+|Txn—T 2|+ || — T2, ||. Tomando n suficientemente
grande se tiene que 0 < ¢ < 2r. Las desigualdades ||z, — z,|| < ||zn — Tn|| + |20 — 20l ¥

< oy = Ty || + |l2n — 2]

|lzn = Tz|| < o — T + | T2, — Tz,

implican que 2, Tz, € B(xp, |2, —T x|+ |2n—24]). Ahora, sit < ediam(C') ™" entonces para
todo n suficientemente grande se tiene que t < &/(||z, — Tz ||+ ||z — 2al|) Pues ||z, —Tx,| —
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0. Luego, de la definicion del modulo de convexidad y escalando por ||, — Tx,|| + ||€n — 20l
se deduce que ||z, — 5(20 + T20) || < ([l2n — T2l + |70 — 2al)(1 = 6(£)). Una desigualdad
analoga se obtiene si intercambiamos z,, por y,. Notemos que

2||zn - ynH = Hxn - ynH < Hxn - %(Zn + TZn)” + ||yn - %(Zn + TZn)H
< (lwn = Tnll + llzn — 20l + lyn — Tynll + lyn — 2al) (X = 6(2)),
entonces tomando n — oo se verifica que 2r < 2r(1 — 4(t)), contradiccion. O

Teorema 1.27 ([I8] Cap. 10) Sea C' un subconjunto no vacio, convezo, cerrado y acotado
de un espacio uniformemente convero. Considere T : C' — X un operador no expansivo tal
que inf{||lx — Tz|| : x € C} =0, entonces T tiene un punto fijo en C.

DEMOSTRACION. Sea R el conjunto de nimeros r > 0 tales que B(0,7)NC # 0 e inf{||z—Tz|| :
z € B(0,r)NC} =0, y sea ry el infimo sobre R. Como C' es acotado entonces ry < 0o, si
ro = 0 entonces 0 € C'y T0 = 0, por lo que supondremos que ry > 0. Por definicion,
podemos escoger una sucesion z, € B(0,70 + 1/n) N C tal que |2, — Ta,| < =. Si a,
tiene alguna subsucesion que converge fuerte, entonces todo punto de acumulaciéon de z,
serd un punto fijo de 7. Supongamos entonces que existe £ > 0 y una subsucesion (z,, )ken
tal que ||z, — T, || > €. Sea yp = 2(zn,,, + n,) € B(0,79 4+ 1/n) NC y t < =. Como
Tpys Tny,y € B(0,79 4 1/n4), de la definicion de modulo de convexidad se tiene que que

ol < (ro+ ) (1 6(0)

y asi limsup ||yx|| < 7o. Del Lema 1.26 se tiene ademas que y, — Tyr, — 0, contradiciendo la
minimalidad de rq. ]

El siguiente lema muestra que en un espacio estrictamente convexo, el conjunto de puntos
fijos de todo operador no expansivo es un conjunto convexo y cerrado.

Lema 1.28 ([I8] Cap. 10) Sea T : C — C un operador no expansivo definido sobre C' un
conjunto no wvacio, convexo, cerrado y acotado, donde C es un subconjunto de un espacio
estrictamente convexo. Entonces Fix(T') es un conjunto convero y cerrado.

DEMOSTRACION. Probemos primero que Fix(T') es cerrado. Sea (z,)neny C Fix(T) es una su-
cesion de puntos fijos de T que converge a x € C. Como T' es no expansivo, y por lo tanto
continuo, se concluye que Tx = lim T'x,, = limz,, = x y por lo tanto Fix(7T') es cerrado. Sean
z,y € Fix(T), A € [0,1] y sea z = Ax + (1 — \)y, probaremos que z € Fix(7"). Notemos que

[ =Tz + Tz =yl [Tz = T=|| + [Tz = Ty

< e =2l + 2 —wll

= (I=Nllz =yl + Az -yl
= |z =yl

< lz =Tz + T2 -yl
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Como X es estrictamente convexo, entonces por la Proposicion 1.4 los vectores x,y, Tz son
colineales, asi existe ¢t € R tal que Tz = tz + (1 — t)y. Ademas, cada desigualdad sera de
hecho una igualdad, entonces ||z —y|| = ||z = Tz|| + [y — Tz|| = (|1 —t| + |t)]lz — y|| ¥ se
deduce que t € [0,1]. También se tiene que||x —Tz|| = ||z — 2| v [|T2 — y|| = ||z — y||. Luego
(I1=XN|z—y|l =z —Tz|| = (1 —t)|]]xr — y|]| y por lo tanto ¢ = A. Se concluye que Tz = z y
por lo tanto Fix(7T") es convexo. O

Finalmente, se puede concluir el teorema probado por Browder, que establece que todo
operador no expansivo, definido en un espacio uniformemente convexo, serd demicerrado en
0. Esto también prueba que I — T serd demicerrado en toda la imagen de I — 7. Pues al
considerar el operador T% = T — w, que también es no expansivo, se tendra que I — T" es
demicerrado en 0 y en consecuencia [ — 71" serda demicerrado en w.

Teorema 1.29 (Principio demicerrado [I8] Cap. 10) Sea C' un conjunto convezo, cerrado y
acotado en un espacio de Banach uniformemente convexo. Sea T : C' — C' un operador no
expansivo. Entonces I — T es demicerrado en 0.

DEMOSTRACION. Sea (z,)neny una sucesion de puntos en C' que converge débil a = € C'y tal
que (I —=T)x, — 0, es decir, x,, es una sucesion de aproximacion a puntos fijos. Consideremos
Cy, = T0(xp, Tpy1, - .. ) subconjunto convexo y cerrado de C, donde €6(A) es la interseccion de
todos los conjuntos convexos y cerrados que contienen a A, luego el operador T restringido a
C,, posee un punto fijo por el Teorema 1.27. Sea y,, € C,, tal que T'y,, = y,, como X es reflexivo
y C es acotado, existe una subsucesion (y,, )ken que converge débil a y. Luego se tiene que
Y € Nyen Cn = {2} v por lo tanto y, — 2. Como el conjunto de puntos fijos es convexo y
cerrado, también es débil cerrado y por lo tanto = € Fix(T'), probando lo pedido. ]

Dicho todo esto, se deduce que, en un espacio uniformemente convexo, la iteraciéon de
Krasnoselskii-Mann posee subsucesiones que convergen a puntos fijos del operador 7. En
efecto, de la reflexividad obtendremos una subsucesion (z,, )ren que converge débil a yo € C
y de la regularidad asintotica se tiene que ||z, —T'z,, || — 0. Luego, del principio demicerrado
se concluye que (I —T)yo = 0 y por lo tanto (x,, )ken converge a yo € Fix(7T"). Lo mismo
sucede con cualquier subsucesion que converja débil, por lo tanto todo punto de acumulacion
débil sera un punto fijo. No obstante, no es claro si podemos extender la convergencia débil
de subsucesiones a la sucesion completa de iterados. Para ello necesitaremos que la sucesion
(Zn)nen de iterados de Krasnoselskii-Mann posea un tnico punto de acumulacion débil.

En [28] Opial prob6 que la érbita (T"z),en de cualquier punto z € C converge débil a
un punto fijo de T" en un espacio de Hilbert. Para ello utiliz6 el principio demicerrado de
Browder para establecer que los puntos de acumulacion eran puntos fijos, ademas, prob6 una
propiedad que le garantizaba que la 6rbita tendria un dnico punto de acumulacion débil y
por consiguente la sucesion entera convergeria débil a un punto fijo.

Definicién 1.30 (Propiedad de Opial) Un espacio de Banach X satisface la propiedad de
Opial si para toda sucesion (T,)nen que converge débil a xg, entonces para todo x # xo se
tiene que
liminf ||z, — x| < liminf ||z, — z|]. (1.3)
n—oo n—oo
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Opial probo que la propiedad anterior se verifica en cualquier espacio de Hilbert. En efecto,
si x, — xo y * # xo entonces se verifica que
2
|

lz = 2nl* = [l = 20) + (w0 — za) |I* = [l — zoll” + [|w0 — all* + 2(z — 20, 20 — @)

Finalmente, tomando n — oo se concluye la propiedad de Opial en un espacio de Hilbert. Nos
gustarfa que la propiedad de Opial se verificara en una familia mas grande de espacios, como
los espacios de Banach uniformemente convexos. Sin embargo, en [28] también se prueba que
la propiedad de Opial no se cumple para toda la clase de espacios uniformemente convexos.
Opial prob6 que su propiedad se verifica en cualquier espacio /7, con 1 < p < 0o, mediante una
caracterizacion por el mapeo de dualidad. No obstante, también probo que LP(RY) no verifica
la propiedad de Opial para p # 2. De este modo, la propiedad de Opial es independiente de
la convexidad uniforme.

Ahora, inspirados en la demostracion de Opial [28], probaremos la convergencia débil de
la iteracién de Krasnoselskii-Mann a un punto fijo de T'. Para ello, primero demostraremos
un sencillo lema que establece la monotonia de ||z, — p|| para todo p € Fix(T).

Lema 1.31 Sea xy el k-ésimo término de la iteracion de Krasnoselskii-Mann para el operador
T:C — C yseap e Fix(T). Entonces ||z,11 — pl|| < ||xn — p|| para todo n € N.

DemosTRACION. De la deficion de zy, y utilizando que Tp = p, se tienen las siguentes desigual-
dades

H(l - an+l)xn + Oén+1Txn - pH
(1 - CVn+1)H£n - pH + C%n+1HT£L'n - p”
[z — |- B
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Teorema 1.32 Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo que satisface la propie-
dad de Opial y T : C — C un operador no expansivo. Si (T,)nen €S la sucesion de iterados de
Krasnoselskii-Mann con punto inicial vo € C' y coeficientes satisfaciendo | ax(1 —ay) = oo.
Entonces x, converge débil a un punto fijo de T.

DemosTRACION. Debido al Lema 1.31 podemos definir la funcion d(y) = lim,, ||z, — y/|| sobre
y € Fix(T') y consideremos los conjuntos Fy = {y € Fix(T) : d(y) < d} para d > 0. Resulta
ser que los conjuntos Fj son convexos, cerrados y acotados, y para d lo suficientemente grande
se tiene ademas que Fy # (). Como X es uniformemente convexo, entonces Fix(T) # () es
convexo, cerrado y acotado, por lo tanto también débil compacto. Luego existe un € > 0
minimal tal que F. # () y ademas consta sélo de un punto. Si y,3’ € F. son dos puntos
distintos se tiene que %y + %y’ € F., y por la convexidad uniforme existe § = §(C) > 0 tal
que
d (%y + %y’) = lim ||z, — %y - %?/H <(1—-d)e<e

contradiciendo la minimalidad de €. Sea yy € C tal que F. = {yo}, probaremos que z,
converge débil a yy. Supongamos que x,, no converge débil a y5. Como X es uniformemente
convexo, en particular reflexivo, entonces existe una subsucesion (z,, )reny que converge débil
ay # yo. Del hecho que los coeficientes satisfacen > ay (1 —ay.) = oo se deduce la regularidad
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asintotica de la iteracion de Krasnoselskii-Mann y ast ||z, — Tz, || = 0. X uniformemente
convexo implica que [ —T" es demicerrado y asi y € Fix(7T'). De la propiedad de Opial se tiene
finalmente que

= = d(yo) = lm [le, = yol| > lmint 2, — ] = d(y)

lo que contradice la minimalidad de ¢, luego x,, converge débil a y, € Fix(7T). O

Del Teorema 1.32 se desprenden condiciones suficientes, ademas de la regularidad asinto-
tica, para poder garantizar la convergencia débil de la iteraciéon de Krasnoselskii-Mann. Estas
son:

X reflexivo,

Fix(T) convexo,

existe € > 0 tal que |F.| =1,
I — T demicerrado y

SN e

X satisface la propiedad de Opial.

Las propiedades 1-4 se tienen cuando X es uniformemente convexo, mientras que la propie-
dad 5 es independiente de ser uniformemente convexo. El siguiente teorema muestra que la
propiedad de Opial mas la reflexividad son suficientes para asegurar que [ — 71" sea demicerra-
do, asi podriamos relajar la convexidad uniforme a convexidad estricta. No obstante, parece
ser estrictamente necesario utilizar el médulo de convexidad para probar la propiedad 3, por
lo que no parece ser posible relajar més las hipotesis del Teorema 1.32.

Teorema 1.33 ([18] Cap. 10) Sea X un espacio de Banach reflexivo que satisface la propie-
dad de Opial. Sea T : C — X un operador no expansivo, donde C es un conjunto no vacio,
convexo, cerrado y acotado. Entonces I —'T es demicerrado en C.

DeMOSTRACION. Como comentamos antes basta probar que I — T es demicerrado en 0. Sea
(n)nen una sucesion que converge débil a z € X tal que ||z, — Tx,| — 0. Ahora

||TI - an < HTQ: - Tan + HTmn - an

y por consiguiente liminf, . || Tz — z,| < liminf, , ||z — x,||. Como z,, — = se concluye
de la propiedad de Opial que (I — T)x = 0 probando lo pedido. O
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Capitulo 2

Tasa de regularidad asintética en la
1teracion de Krasnoselskii-Mann

Este capitulo estad dedicado a la demostracion de la tasa de regularidad asintotica pa-
ra la iteracion de Krasnoselskii-Mann. Es interesante por mérito propio estudiar la técnica
desarrollada en [I1] para establecer la tasa de regularidad asintotica, pues se establece una
inesperada conexion entre la iteracion de Krasnoselskii-Mann y un proceso aleatorio definido
a valores en Z2. Esta técnica, de transferencia del problema de un espacio de Banach a un
proceso estocéstico en Z2, servird de inspiracion para demostrar la regularidad asintética
para la iteracion con errores. De hecho, en el Capitulo 3 se utilizara parte de la demostracion
original de [I1] para probar el resultado principal de esta memoria.

Consideremos (z,)nen la sequencia de iterados de Krasnoselskii-Mann, en este capitulo
veremos que existe una bisucesion {c,,, : » € N;0 < m < n}, definida recursivamente, de
modo que ||z, — || < ¢y para todo 0 < m < n. Notemos que

o — T = 12— ot o

Qnt1 ~ Qpp
entonces para determinar si (z,),en verifica la regularidad asintdtica, bastaria probar que
Cnnt1 = 0(apy1). Esta idea aparece por primera vez en los articulos de Baillon y Bruck [I
2], donde encuentran la tasa de regularidad asintotica para el caso constante probando
que ch,.; = O(1/y/n), donde ¢}, corresponde al término c,,+1 cuando la iteracion de
Krasnoselskii-Mann tiene coeficientes constantes oy, = A para todo k£ € N.

Cabe destacar que Baillon y Bruck no lograron determinar el valor de ¢,,,, directamente,
sino mediante una recurrencia equivalente encontrada mediante un computador. Parece ser
muy dificil determinar el valor general de c,,, con método clasicos y analiticos de combina-
toria. Sin embargo, Cominetti, Soto y Vaisman [II] lograron probar que

Cnn+1 < 1
Opn+1 - \/71' Z?:l 061(1 — Oél')

mediante una interpretacion probabilista de la recurrencia c,,,. Resulta ser que el término
general ¢,,, corresponde a la probabilidad de que cierta cadena de Markov, definida a partir de
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un paseo aleatorio en Z2, llegue a uno de sus estados absorbentes. Aunque la interpretracion
de ¢, parece ser clara, también resulta ser muy complicado encontrar una cota general para
¢mn analizando dicho proceso aleatorio. Afortunadamente, el término ¢, 1/a,1 tiene una
interpretraciéon mucho mas sencilla, en relaciéon a un paseo aleatorio en Z, que si es posible
acotar. Probaremos més tarde que el término ¢, 1 /o, corresponde a la probabilidad de que
cierto paseo aleatorio en Z se mantenga no negativo durante n etapas, y asi estableceremos
la tasa de regularidad asintotica obtenida por Cominetti, Soto y Vaisman [11].

Este capitulo se divide en dos secciones. La primera seccion esta dedica a entregar las no-
ciones bésicas sobre paseos aleatorios y a deducir las cotas obtenidas en [T1]| para ¢,,11/0n41.
Luego hay una seccion para describir la interpretacion probabilista que comentamos antes, y
asi determinar la tasa de regularidad asintética para la iteracion de Krasnoselskii-Mann.

2.1. Resultados auxiliares de probabilidades

2.1.1. Definiciones béasicas

Un espacio de probabilidad es una tupla (2, 5,P) donde € es un conjunto, B una o-
algebra de subconjuntos de €2 y P una medida de probabilidad. Es decir, una funcion E +—
P(F) € [0,1] para E € B, o-aditivida, con P(Q2) = 1 y P() = 0. Una variable aleatoria es
una funcion medible Y : Q@ — R donde (R,R) es un espacio medible, se dice entonces que
Y toma valores en R. Asi, la probabilidad de que Y tome valores en S C R es simplemente
P(Y~1(9)). Una variable aleatoria discreta es una variable aleatoria que toma valores en
(R,P(R)) cuando R es un conjunto numerable, donde P(R) corresponde a la coleccion de
subconjuntos de R.

Sea Y : Q — R una variable aleatoria. La distribucion o ley de Y es una medida de
probabilidad py en el espacio (R, R), donde uy estd definida por la formula

py (S) = P(Y € 5).

El valor esperado de Y, cuando R C R, se define por E(Y) = fR Yduy. En el caso de una
variable aleatoria discreta, el valor esperado se reduce a E(Y) =3 . rP(Y =7).

En este trabajo so6lo se trabajard con variables aleatorias discretas. De hecho, sblo se
utilizaré la siguiente lista de variables aleatorias.

1. Bernoulli: Toma valores en R = {0,1} y su ley esta definida por P(Y = 1) = p =
1 —P(Y =0) para algan p € [0, 1].

2. Bernoulli con signo: Toma valores en R = {—1,+1} y su ley esta definida por
P(Y =1)=P(Y = —1) = 1/2 para algin p € [0, 1].

3. Bernoulli con signo y descanso: Toma valores en R = {—1,0,+1} y su ley esta
definida por P(Y = 1) =P(Y = —1) = p/2 y P(Y =0) = 1 — p para algin p € [0, 1].
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Un paseo aleatorio en Z es una secuencia de variables aleatorias S,, definidas por S,, =
Yo+Y+---4Y,, donde Y; son variables aleatorias independientes. Tipicamente, Y; es una
variable de Bernoulli o alguna de sus dos variantes antes enlistadas. El valor de Y} es el punto
de partida del paseo, la ley del proceso partiendo en Yy = = se denota tipicamente por

P,(S, = k) = P(S, = k|, = 2).

Un paseo aleatorio también puede ser definido en términos de una cadena de Markov(cf. [I5]
Cap. 15]). Una cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias Xy : 2 — S, donde
S se denomina espacio de estados de la cadena. Los estados de una cadena de Markov se
clasifican en dos tipos. Un estado s € S se dice absorbente si P(X,, 11 = s|X,, = s) = 1 para
algiin n € N y transiente si P4(X,, = s para algiin n € N) < 1. Una cadena de Markov esta
definida por su espacio de estados, por sus probabilidades de transicion P(Xy 1 = i| Xy = j)y
por la distribucién inicial X,. La propiedad que caracteriza a las cadenas de Markov, respecto
a otros procesos aleatorios, es la famosa propiedad de Markov. Si F,, = 0(X1,...,X,) es la
o-algebra de informacion de la cadena durante las primeras n etapas, la propiedad de Markov
establece que P(X,,1|F,) = P(X,1+1|X,), es decir, el proximo estado solo depende del estado
actual.

Evidentemente, la nocién de paseo aleatorio puede extenderse a mas dimensiones. Un
paseo aleatorio en Z? sera un proceso aleatorio S, = X; + -+ + X}, donde (X})ren s una
sucesion de variables aleatorias con soporte en {eq, ..., eq}, el conjunto de vectores unitarios
en R?. De este modo, una trayectoria del proceso serd un camino a través del reticulado Z¢.

Un tiempo de parada es una funcion 7 : 2 — N, de modo que el evento {7 = n} es F,-
medible para cada n € N. Los tiempos de parada seran utilizados para definir una condicion
de término sobre el paseo aleatorio. Algunos tiempos de paradas comunes son los siguientes:

e Sea A C Z%y k un entero no negativo. Entonces Ty = inf{n >k : S, € A} es el primer
momento, a partir de k, en que el proceso llega al conjunto A y define un tiempo de
parada. Es de particular interés cuando A = {z} es un punto de Z¢, de modo que T,
es el primer momento en que el proceso tiene valor x.

e Sean 71 y T dos tiempos de parada, entonces méx{7y, 7o} y min{7}, 75} son tiempos
de parada.

e Sean (Xj)ren, (Yi)ren dos procesos aleatorios sobre Z, entonces T = inf{k : X} > Y}
es un tiempo de parada y serd utilizado en el Capitulo 3.

2.1.2. Una funcién de un paseo aleatorio

Recordemos que nos interesa encontrar una cota para las diferencias ||z, — z,,|| para 0 <
m < n, aunque en realidad s6lo nos interesaran los términos ||z, — Z,11|| = a1 ||z, — T2y ||
para n € N. Se probara en la siguiente seccion que las cantidades ||x,, — z,,|| estan dominadas
por una bisucesion {¢,,, : n € N;0 < m < n} de modo que

— T, = [0 — Ty | < Enntl — pn

[Fm <
a{n—&-l an+1
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Se probard en la siguiente seccién que P" es en efecto la probabilidad de que un paseo
aleatorio se mantenga no negativo durante n etapas, sin embargo en esta secciéon asumiremos
esta interpretacion. Mostraremos que P™ estd de cierta forma dominada por una funcion
R™ : [0,1]" — R. De hecho, no acotaremos P" directamente sino que a través de la funcion
R™(p), que estara definida a partir de la suma de n variables de Bernoulli con signo y descanso.

Consideremos (F})ien v (H;)ien dos procesos aleatorios donde F; y H; son variables alea-
torias independientes de Bernoulli de parametro «; para cada ¢ € N. El proceso Z; = F; — H;
define una variable aleatoria de Bernoulli con signo y descanso. En efecto, Z; toma valores en
{—1,0,+1}, esigual a 0 cuando F; y H; toman el mismo valor y +1 dependiendo de cuél sea 0
o 1. Como H; y F; tienen la misma ley, entonces 2P(Z; = 1) =2P(Z; = —1) = 1-P(Z; = 0),
y asi Z; es una variable Bernoulli con signo y descanso.

Sean (Z;);en variables de Bernoulli con signo y descanso independientes, con probabilida-
des de éxito P(Z; =1) = P(Z; = —1) = p; y de fallo P(Z; = 0) = 1 — 2p,. Nos interesa estu-
diar cudl es la probabilidad de que un paseo aleatorio, definido a través de variables aleatorias
Bernoulli con signo y descanso, se mantenga no negativo durante n etapas. Para ello, se utili-
zard una relacion entre las variables aleatorias Bernoulli con signo y las con signo y descanso.
Sea D; una variable Bernoulli con signo, es decir, con ley P(D; = 1) = P(D; = —1) = 1/2.
Entonces existe una descomposicion Z; = M;D; donde M; es una variable de Bernoulli es-
tandar con probabilidad de éxito P(M; = 1) = 2p; = 1 — P(M; = 0). El siguiente lema es un
resultado clasico de la teoria de paseos aleatorios y establece cudl es la probabilidad que un
paseo aleatorio, definido a partir de Bernoulli con signo, se mantenga no negativo durante n
etapas.

Lema 2.1 ([I5] Cap. 3) Parai € {1,...,m} sea D; una variable de Bernoulli con signo, es
decir, P(D; = 1) = P(D; = —1) = 1/2. Entonces P <Z§:1 D; >0, para { = 1,...,m> =

(Lmn}QJ)Tm'

De esta forma, y utilizando la identidad F; = M;D;, sera posible establecer un resultado
similar para un paseo aleatorio definido a partir de variables Bernoulli con signo y descanso.
En efecto, la siguiente proposicion establece que la probabilidad de que un paseo aleatorio,
definido a través de variables de Bernoulli con signo y descanso, se mantenga no negativo
durante n etapas corresponde al valor esperado de una funcién a valores enteros definida a
partir del Lema 2.1.

Proposicion 2.2 ([I1]) Sean Fi,..., F, variables de Bernoulli con signo y descanso inde-
pendientes donde P(F; = 1) = P(F, = —1) = p;/2 y P(F; = 0) = 1 — p;. Denotemos por P"
a la probabilidad de que el paseo aleatorio Sy, =Y ., F; se mantenga no negativo durante n
etapas. Sea M = My + - - -+ M, una suma de n variables Bernoullis estandar independientes
con P(M; = 1) = p;. Considere la funcion F(m) = (LmW/sz)Tm definida sobre 7, entonces
P" =E(F(M)).

DEMOSTRACION. Primero notemos que P" = (3_7_, Z; > 0 para k = n,...,1) y utilizemos la
relacion Z; = M;D; donde D; es una variable de Bernoulli con signo, es decir, con P(D; =
1) =P(D; = —1) = 1. Condicionando sobre el valor de M se obtiene que
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Pr = ZP<ZMiDiZOparak:n,...,HM:m) P(M =m)
m=0 i=k

n 4
= ZP(ZDiZOparaE:L...,m> P(M =m).
m=0 =1

El dltimo paso se justifica pues las variables D; son intercambiables. Finalmente, del Lema 2.1
se tiene que P <Zf:1 D;>0paral=1,... ,m) = (Lm%J)Z_m probando la proposicién. [

Sean My, ..., M, variables de Bernoulli independientes con probabilidades de éxito P(M; =
1) = p; para cada i € {1,...,n}. Considere M = M; + --- + M, un paseo aleatorio y sea
F(m) = (Lm”/‘zj)Tm tal como en la Proposicion 2.2. Sea p = (p1,...,pn) € [0,1]", se define la
funcion R™ : [0,1]" — R como

R"(p) = vp1 + - + 0. B[F(M)].
Nos interesara encontrar una cota para P" de la siguiente forma
c
"< = )
Vi ai(l = ay)

donde P™ es como en la Proposicion 2.2 y ¢ > 0 es una constante. Como P" = E[F(M)],
entonces demostrar (2.1) es equivalente a mostrar que max,cp» B"(p) < cv/2 tomando
pi = 2a;(1 — ;). El siguiente teorema determina que el maximo de la funcion R"(p) se
alcanza cuando todas las coordenadas p; toman solo uno de los tres valores {0, u, %}, donde

2 (2.1)

u € (0, %) Maés importante, también establece que R"(p) < \/g para todo n € N, y por lo

tanto se cumple (2.1) con ¢ = \/LE

Teorema 2.3 ([I1]) La funcion R"(p) es estrictamente concava en cada variable separada-
mente y el mdzimo se alcanza cuando p; € {0,u, 1} donde u € (0,3). Ademds, para todo
n>1 se cumple que R"(p) < /2.

La demostracion de este teorema utiliza propiedades de las funciones hipergeométricas y
una desigualdad de tipo Hoeffding(cf. [11]) para sumas de variables de Bernoulli y Poisson.
Usando la Proposicion 2.2 y el Teorema 2.3 también se obtiene como corolario la cota (2.1)
con ¢ = \/%7 como se comentd anteriormente.

Corolario 2.4 Sean Zy,...Z, variables de Bernoulli con P(Z; = 1) = P(Z; = —1) =
a;(1—a;) yP(Z; =0) =1 —204(1 — ;). Entonces para todo i € {1,...n— 1}, se tiene que

& 1
P(ZZjZOpamk:n,...,i—l—1>§ - .
j=k \/7T Zj:i-i—l a;(1 —ay)
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2.2. Iteracion de Krasnoselskii-Mann

2.2.1. Identidad simétrica y cota recursiva

Como siempre, X sera un espacio de Banach y T : C' — C un operador no expansivo
definido sobre C' C X un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado. Como C es
acotado, reescalando la norma si es necesario, podemos suponer sin perder generalidad que
diam(C) = 1. Recordemos que la iteracion de Krasnoselskii-Mann, para encontrar puntos
fijos de T', se define mediante la férmula

T = (1 — &k)iﬂk—l + apTxy_q (2.2)

donde zy € C' es un punto arbitrario y ay, € (0, 1). Olvidemos por un momento el operador
T presente en (2.2) y simplemente definamos y, = Txy. La iteracion (2.2) equivalente a la
iteracion

or = (1 — o) wp-1 + yr1 (2.3)

con punto inicial y_; = x(. La siguientes proposiciones permitirdn escribir z; como una
combinacién convexa los puntos (y;);<k—1, y asi poder establecer una cota recursiva para
|z, — 2| en términos de de las diferencias ||y; — y;||, para —1 <i<my —1<j < n.

Lema 2.5 Sea (oy)ren la sucesion de coeficientes en la iteracidn (2.2) y definamos py =

Hle(l —a;j), donde py = ag = 1. Definamos los coeficientes m) = ak% =y H;‘:Hl(l —aj)
para k =0,...,n. Entonces,

1. Para todo n > 0, Zﬂ';: =1.
k=0

2. Para0 <m <ny0<Ek<m secumple que 7}’ — 1} = T

DemosTRACION. La demostracién de la primera identidad serd por induccion sobre n. El caso
base es trivial de la condicién py = oy = 1. Supongamos que para n € N se tiene que
S o™ = 1. Del hecho que 7! = (1 — ay,41)7} para k € {0,...,n} se tiene que

n+1

n
+1 +1
E :WZ = 71—Z+1 + (1= ant1) E T = p1+ (1 —apy) =1
k=0 k=0

probando lo pedido. Para la segunda afirmacion, notemos que 7y = 7} H;L:m =)y
por lo tanto
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mpr—m o= - ] 0-a)

j=m+2
= ﬂ—;cn(l_ (1_a])+7rm+2+ﬂ-m+1)

j=m+3

n n—1

= mra-JJa-ap+ > @)

J=n j=m+1
=)

Jj=m+1 [l

Proposicion 2.6 (Identidad Simétrica) Sea xg € C' y xy definido por xp = (1 — ag)rp_1 +

apYr—1 donde yr € C' es un punto cualquiera. Entonces paran > 1 se tiene la formula general
n n . .

Tp =Y 1_oTrYk—1 donde y_1 = xo. Ademds, para m < n se verifica

Ty — Ly = Z Z W;nﬁ‘?[yi_l — yj—l]- <24)

i=0 j=m+1

DEMOSTRACION. La demostraciéon de la primera parte es por inducciéon. En efecto, para k =1
se tiene que z; = (1 — aq)zg + a1yo = Tyy—_1 + T1Yo. Supongamos que el resultado es correcto
para n y probémoslo para n + 1. Usando la formula de la iteracion se tiene que

Tnst = (1 = Qog1)Zn + 01 = Qnan + (1= Qo) Y Tpyecs -
k=0

Notando el hecho que a,41 = 711 v (1 — aprr) i = 7+ se concluye el resultado. Para la

segunda parte consideremos m < n y la formula que se acaba de probar, se tiene que
m n m n
_ m n _ m n n
T — Tp = E T Yi-1 — E TiYj—1 = E (" = ) yi-1 — E TiYj—1-
i=0 =0 i=0 j=m+1
De las identidades ) " 7" = 1y 7' — ¢ = 70" >, .1 7] se tiene que
m n m n m n
_ m_n m_n _ m_n
Tm — Tn = E E T T Y1 — E E T TYj—1 = E E T (Yic1 — Y1) -
i=0 j=m-+1 i=0 j=m-+1 i=0 j=m-+1

]

Con la Proposicién 2.6 podemos establecer una cota para el término ||z, — || en la
iteracion de Krasnoselskii-Mann mediante la no expansividad del operador T'. Los siguien-
tes corolarios de esta proposicion definen la estrategia a seguir para establecer la tasa de
regularidad asintotica de la iteracion de Krasnoselskii-Mann.
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Corolario 2.7 Sea z;, el k-ésimo término en la iteracion de Krasnoselskii-Mann. Param <n
se verifica

m n
|2 =l <7 Y w25l (2.5)

=0 j=m+1

DEMOSTRACION. Pongamos y; = Tx; en la Proposicion 2.6. Notar que x_; serd un punto tal
que Tx_; = x¢, aunque esto sera s6lo una convencién. Ahora, la desigualdad triangular y la
no expansividad ||7z; —T'z,|| < ||z; —x;|| concluyen el resultado usando la identidad simétrica
de la Proposicion 2.6. O

Corolario 2.8 Para m <n definamos cp, recursivamente mediante la formula

Cmn — Z Z W?W;Ci_lj_l (26)

i=0 j=m+1

con las condiciones de borde c_1,, = 1 y ¢, = 0 para todo n > 0. Entonces ||z, — T < Cmn
para todo 0 < m < n.

DemosTRACION. La demostraciéon es por inducciéon. Los casos base son directos del hecho que
|z—1 — x| < diam(C) =1 = c_1, ¥ ||&n — 24| = 0 = ¢,y para n arbitrario. Supongamos que
para todo —1 <i <my —1 < j < n se tiene que ||z; — z;|| < ¢;;, entonces por el resultado
anterior

m n m n
|Zm — 2n] < Z Z T |z — wja] < Z Z T Cii1j-1 = Conn-

i=0 j=m+1 i=0 j=m-+1

2.2.2. Un proceso estocastico relacionado y regularidad asintética

En esta seccion describiremos un proceso estocastico en Z?2 subyacente en la estructura de
la recurrencia c,,,. Mediante esta relacion es posible establecer que la tasa de convergencia
cumple ||z, — Tz, || = O((X01, au(1 — a;))"2). Esto resuelve una conjetura enunciada por
Baillon y Bruck en [I], demostrada para el caso oy, = « constante, y probada 20 afos después
por Cominetti, Soto y Vaissman en [I1]. Utilizando la misma técnica que en [I1] es posible
establecer la regularidad asintotica para el caso de la iteracion de Krasnoseslkii-Mann con
error y también determinar su tasa de convergencia.

La iteracion de Krasnoselskii-Mann tiene relacion con el siguiente proceso aleatorio. Con-
sideremos un coyote y un correcaminos situados en n € Ny 0 < m < n respectivamente.
El coyote y el correcaminos intentaran moverse a través de la recta Z, sin embargo sobre
cada entero no negativo ¢ € N hay una valla que deben saltar para poder avanzar desde la
posicién ¢ a la posiciéon ¢ — 1. El coyote y el correcaminos logran superar la ¢-ésima valla con
probabilidad 1 — o4, o lo que es equivalente, se caen en la posicién ¢ con probabilidad «;. El
coyote es el primero en moverse y su objetivo es alcanzar al correcaminos. Si el coyote logra
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pasar la valla ubicada en la posiciéon n, entonces intenta saltar la valla en n — 1, asi hasta
caerse o alcanzar al correcaminos. Si el coyote se cae en la valla ubicada en i, entonces avanza
a la posicion ¢ — 1 a recuperarse y luego comienza el turno del correcaminos para moverse.
El correcaminos sigue las mismas reglas que el coyote hasta caerse o alcanzar la posicion —1.
Esto se repite hasta que el coyote atrape al correcaminos o cuando este ultimo llega a la
posicion —1 donde termina el proceso.

Notemos que la probabilidad que el coyote(respectivamente correcaminos), partiendo de
la posiciéon n, caiga en la posicion —1 < k < n es en efecto 7, como se defini6 en el Lema
2.5. La siguiente proposiciéon muestra que la recurrencia definida por ¢,,, es efectivamente
la probabilidad que el correcaminos se salve, cuando el coyote y el correcaminos parten en
las posiciones n ' y —1 < m < n respectivamente. Esto es consistente con las condiciones de
borde para c¢,,,. Por un lado ¢,,,, = 0 es consistente con que el coyote capture al correcaminos
siempre si ambos parten en la posicion m. Por otro lado c_y, = 1 coincide con el hecho que
el correcaminos siempre se salvara si parte en —1. Es importante notar también que oy = 1,
por lo que al llegar a la posiciéon 0 el correcaminos siempre se cae en la valla ubicada en 0 y
por consiguiente llegarad a —1 a salvo. Dicho esto, el correcaminos solo debe llegar vivo hasta
la posiciéon 0 para salvarse.

También podemos pensar el proceso del coyote y el correcaminos como una cadena de
Markov con espacio de estados soportado en el cuadrante positivo de Z2. Siendo més precisos,
el espacio de estados se define como S = {(i,7) : 0 < i < j}U{h, f}, donde hy f corresponden
a estados absorbentes de la cadena. El estado h corresponde al evento en que el correcaminos
se salva, es decir, son las posiciones de la forma (—1,7) con j > 0. Por otro lado, el estado f
corresponde al evento en que el coyote atrapa al correcaminos, es decir, representa todos las
posiciones de la forma (7, j) con i > j.

Figura 2.1: Espacio de estados S
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Consideremos el proceso partiendo desde la posicion (m,n) con 0 < m < n, entonces
el proceso puede durar a lo més m etapas pues en cada paso el correcaminos avanza al
menos una posicion. Sea Pr = (f1, fo, ..., fx) ¥ Py = (h1,ha, ..., hy) un camino transiente
del proceso, es decir, que Py x Pr = {(h;, f;) : i = 1,...,k} C S\ {h, f}. Por otro lado,
como el coyote es el primero que se mueve Py X Pr debe cumplir que h; < f;11 para todo
i=1,...,k—1. Fijemosi € {1,...,k} y sea k(i) el menor entero tal que hy;11 < 7— 1, por
lo tanto hy;) > 4. Luego el correcaminos se cayo exactamente k(i) — 1 veces en el intervalo
{i,i+1,...,k}. Por el lado del coyote se tiene que friy41 > hiu > ¢y por lo tanto el
coyote cay6 al menos k(i) veces en el intervalo {i,i + 1,...,k}. Es decir, en cada intervalo
de la forma {i,7 4+ 1,...,k} el coyote siempre se cae méas veces que el correcaminos. Dicho
esto, podemos enunciar la siguiente proposicion, la que establece la conexion explicita entre
el proceso definido anteriormente y la recurrencia c¢,,,.

Proposicion 2.9 Sean (F;)ien y (H;)ien dos secuencias de variables aleatorias Bernoulli
independientes, representando cuando el coyote y el correcaminos caen en el i-ésimo obstdculo
respectivamente. Si P(H; = 1) = P(F; = 1) = «y, entonces

cmn:P(ZFi>ZH¢pamt0dok:m+1,...,1). (2.7)

i=k i=k
Ademds, si denotamos Z; = F; — H; se tiene que

On+1 i—k

pro=Sntl _p (Z Z; >0 para todo k =mn, ..., 1> : (2.8)

DeMOSTRACION. Para la primera parte, notemos que la condicion ., F; > ", H; para
todo k =m+1,...,n es equivalente a que el coyote se caiga méas veces que el correcaminos
en cada intervalo de la forma {k,k+1,...,n}. Luego, utilizando la formula de probabilidades
condicionales en (2.7) se deduce que (2.7) verifica la misma recurrencia que ¢,,,. Por lo tanto,
Cmn €8 la probabilidad que el correcaminos se salve partiendo de la posicion (m, n). La formula
(2.8) se deduce directamente del hecho que, partiendo de la posicion (n,n + 1), el coyote
siempre debe caerse en la posicion n + 1. O

Notemos que de la Proposiciéon 2.9 se deduce que P" es la probabilidad de que un paseo
aleatorio sobre 7Z se mantenga no negativo durante n etapas. En efecto, considere p; =
20;(1— ), entonces Z; = F; — H; toma valores {—1,0, 1} con probabilidad p;/2, 1 —p; y p;/2
respectivamente. Segtn la definicion, seria natural definir la variable aleatoria L, =Y " | Z;
para construir un paseo aleatorio con las variables Z;. Sin embargo, fijando n € N, la variable
aleatoria S, = >, Z; también define un paseo aleatorio sobre {—n,...,—1,0,1,...,n}.
Claramente (Sk)ren es un proceso de Markov que termina luego de n etapas, donde las
probabilidades de transicion son Bernoulli con signo y descanso pues las variables (Z;);cn son
independientes, es decir, (Sk)ren €s un paseo aleatorio en n etapas. Ahora, podemos utilizar
la Proposiciéon 2.2 y el Corolario 2.4 para deducir el siguiente teorema.

Teorema 2.10 ([11]) Para todo n > 1 la iteracion de Krasnoselskii-Mann verifica
diam(C')
Vi il — i) .

[0 — Ty || <
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Capitulo 3

Iteraciéon de Krasnoselskii-Mann con
errores

El método original definido por Mann [26] y Krasnoselskii [23] para encontrar puntos fijos
permite, en teoria, calcular puntos fijos de operadores no expansivos generales. Sin embargo,
en términos computacionales, no siempre es posible calcular el valor T'x de manera exacta
si T esta definido en un espacio suficientemente complejo. En [25] Liu define la iteracion
de Krasnoselskii-Mann con errores para encontrar soluciones aproximadas de la ecuacién
Tx = f. La iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores fue definida por Liu de la siguiente
forma

Tnt1 = (1 - an+1>x7L + O‘n—o—lTxn + Uy (31)

donde (up)nen €s una sucesion de errores tales que Y ||u,|| < oco. Liu probé que la iteracion
(3.1) converge fuerte a un punto fijo de T en espacios uniformemente suaves y donde T
satisface una condicion técnica similar, pero mas complicada, a la no expansividad. A modo
de observacion, se debe notar que la iteracion (3.1) es equivalente a la iteracion

Tntl1 = (1 - an—l—l)xn + Oén—i—l(Txn + en—i—l) (32)

bajo la condicion Y ayllex|| < o0o. En cuanto a la tasa de regularidad asintotica para la
iteracion (3.2), en [24] se prueba que |z, — Tx,|| = O(1/y/n) cuando X es un espacio
de Hilbert, con los coeficientes 0 < liminf oy < limsupay < 1 y los errores satisfaciendo
Y (k + 1)|lex|l < oo. La demostracion explota fuertemente la geometria de un espacio de
Hilbert y no parece posible adaptar dicho método al caso de espacios de Banach generales.

En este capitulo se estudiara la iteracion (3.2) en un espacio de Banach general utilizando
la idea de |11, B] para interpretar las cantidades |z, — x| en (3.2) en términos de un
proceso aleatorio relacionado con el presentado en el Capitulo 2. Probaremos que la condicion
dak(l —ag) =00y > agllex]] < oo son suficientes para asegurar la regularidad asintdtica
de (3.2) y ademas se obtendra una tasa de convergencia explicita para ||z, — Tz,|| que solo
depende del conjunto C, la sucesion (ax)ren v los errores.
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3.1. Cota recursiva para la iteracién con errores

Sea T : C' — (' un operador no expansivo donde C' C X es un subconjunto no vacio,
convexo, cerrado y acotado en un espacio de Banach X. La iteracion de Krasnoselskii-Mann
con errores (eg)ren para el operador T se define como

T = (1 — Oék)fL‘k_l + O./k(T{L‘k_l + ek) (33)

donde zy € C' es un punto arbitrario. Supondremos, a menos que se diga lo contrario, que
diam(C') = 1, al igual que en el capitulo anterior.

En la iteracion original de Krasnoselskii-Mann se tiene que el punto x; estd contenido en
C, simplemente por la definicién de convexidad. Un detalle que se debe aclarar en la formula
(3.3) es qué significa evaluar Tz, si no es claro si x; € C. Una formulacion alternativa de
esta iteracion es simplemente definirla a través de una proyeccion, es decir, definirla de la
siguiente forma

T = (1 — Oék)l'k,1 + Oék<T o Poxp_1 + ek) (34)

Cuando la proyeccion Pg exista, la iteracion (3.4) estara bien definida y por lo tanto
tendra sentido estudiar la regularidad asintotica de esta sucesion. Sin embargo, la existencia
de la proyecciéon Pg en un conjunto convexo y cerrado s6lo estd garantizada cuando X es
estrictamente convexo y reflexivo. De momento se olvidara este problema en la definicion de la
iteraciéon con errores, este inconveniente se resolverd mas adelante mediante una aproximacion
de la proyeccion. A partir de ahora, supondremos que los errores (ex)ren satisfacen que
Txp + ery1 € C para todo k € N, y asi la iteracion con errores no tendra ningtin problema
en su definicion.

La siguiente proposicion establece una cota para el término general ||z, — x,|| en la ite-
racion con errores. Es un sencillo corolario de la identidad simétrica probada en el capitulo
anterior para el proceso iterativo zy = (1 — oy )xr_1 + ayg_1. Este resultado es una conse-
cuencia directa de la Proposicion 2.6 utilizando yx, = Tz + ej1.

Proposicion 3.1 Sea xi el k-ésimo término de la iteracion de Krasnoselskii-Mann con
errores (eg)ken, €s decir, la iteracion dada por x; = (1 — ag)rg—1 + ap(Trr_1 + €;). Para
m < n se verifica

o — 2l <30S0 wP a0 (lis — 2]l + e — o5l (3.5)

=0 j=m+1

donde v_1 € C es tal que Tox_1 = x¢ y eg = 0.

Al igual que en la iteracion original de Krasnoselskii-Mann, para obtener una cota para
|xn, — zm|| es necesario conocer una para los términos anteriores mas lo que aportan los
términos de error ||eg||. El mismo argumento para crear una cota iterativa en la iteracion
original puede ser aplicado en este caso. El siguiente resultado determina una sucesion w,,,
que domina al término ||x,,—z,||, ademéas es una consecuencia directa de aplicar la proposicion
anterior.
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Corolario 3.2 Para m < n definamos w,,, recursivamente mediante la formula

=3 ) i (wicjon + lleill + lles]) (3.6)

=0 j=m+1

con las condiciones de borde w_1, = 1 y wy, = 0 para todo n > 0. Entonces ||z, — | < wum
para todo 0 < m < n.

DEMOSTRACION. Se procederd por induccion. En primer lugar, los casos base son directos del
hecho que diam(C') = 1 y que || - || es una norma. Supongamos que para —1 < i < m 'y
—1 < j < nse cumple que ||z; — z;|| < w;;. Usando la proposicion anterior y la desigualdad
triangular se tiene que

lon =zl < 305 APl — a5+ llei - )

2—0 j= m+1

S S ey + el + sl =

=0 j=m+1

IN

]

La estrategia para encontrar una cota efectiva para w,,.1 sera dividirla en tres partes. La
primera parte consiste en la recurrencia c¢,,, que se lleva las condiciones de borde de w,,, y
que ademas ya sabemos calcular. Las otras dos partes son a,,, v b, que controlan el aporte
del error por columnas y filas respectivamente. Para ser mas preciso se enuncia el siguiente
lema.

Lema 3.3 Para 0 < m < n sean apyp Y bynn definidos recursivamente mediante las formulas

m n
S mrap(aicaj + lleil),

i= 0] m+1
Dinn E : E 7 (i + e,
=0 j=m+1
con las condiciones de borde a,, = a_1, = bn, = b_1, = 0. Entonces la iteracidon de

Krasnoselskii--Mann con error verifica la siquiente desigualdad

cnn+1 + Apn+1 + bnn—i—l

[ = T || < + llentall- (3.7)

Q41

DEMOSTRACION. Sea Wy, la cota para ||z, — z,| definida recursivamente y consideremos
Omn = Wimn — Qmn — bmn. Es directo verificar que 9,,,, satisface la misma recurrencia que ¢, y
con las mismas condiciones de borde, de lo cual se sigue que 0,,, = ¢, paratodo —1 < m < n.
Por consiguiente Wy, = Cmn + Gmn + bmn. Como ||z, — pp1|| = ania||len — T — et ¥y
usando la desigualdad triangular se concluye que
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Cnn+1 + Apn+1 + bnnJrl

Tp — T
I = oal e, =

|2n — Ty <
n+1 Q41

+llensall-

3.2. Un proceso estocastico relacionado y regularidad asin-
totica

. ) - _1

En el Capitulo 2 se probé que c,n105,1; = O((301, ai(1—a;))~2), por lo que para conocer

el comportamiento asintotico de ||z, — Tz,|| es suficiente probar que a,,11 = o(,11) ¥

bant1 = 0(Qpni1). Para resolver este problema se utilizara una estrategia similar a la utilizada
para encontrar la cota de ¢, 1. Primero notemos que

n n
Apn+1 = Opt1 Z WgL(ai—ln + HeZH> ; bmz—i—l = Qp41 Z 7Tl'm<bi—1n + Hen+1||) .
i=0 1=0

De la identidad Z?:o 7' = 1 nace la iterpretacion de las cantidades anpi1 ¥ bnnt1 como el
valor esperado de una cierta funcién. Para ser mas precisos, se definirad nuevamente el proceso
del coyote y el correcaminos pero ahora se anadird una recompensa o pago en cada estado
que transiten. Considere al coyote situado en n y al correcaminos en la posiciéon 0 < m < n.
Supongamos que en una iteracion el proceso avanza desde (m,n) hasta la posicion (i, 7) con
i < j. Como el correcaminos sigue vivo cuando llegan a la posicion (i, j), este obtendra una
recompensa r;; por haber llegado hasta ahi. Luego el coyote intentard nuevamente atrapar al
correcaminos en la siguiente etapa y continuaran del mismo modo. La siguiente proposicion
muestra que d,,, v b, son en efecto la recompensa total esperada que recibiré el correcaminos

cuando el proceso comience en la posicion (m,n).

Proposicion 3.4 Consideremos dos procesos del correcaminos y el coyote partiendo desde
la posicion (m,n) con m < n. En cada etapa, del proceso respectivo, el correcaminos recibe
una recompensa

v Jlleiall  cuando j > i 2 _ lejt1]|  cuando j > i

. 2
J 0 en otro caso J 0 en otro caso

Entonces a,,, es la recompensa total esperada que recauda el correcaminos cuando el proceso
parte desde la posicion (m,n) con recompensas r}j. Del mismo modo, b,,, serd la recompensa
total esperada que recauda el correcaminos cuando el proceso parte desde la posicion (m,n)
COM, TECOMPENSAS rl-zj.
DemosTRACION. Dado que los procesos solo se diferencian en la recompensa, demostraremos
solo la relacion de a,,, pues el caso b,, es completamente analogo. Supongamos que el
proceso parte en la posicion (m,n) con m < n. La probabilidad de caer en la posicion (i, j) es
T, ¥ en tal caso el correcaminos recoge ry; y se reinicia el proceso desde (i, j). Luego,
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si el proceso cae en (i,7) entonces recauda r}j mas lo recaudado por el proceso partiendo
desde (i,7). Habiendo dicho esto se procede por induccion. El caso base es notar que si el
proceso parte desde (—1, k) entonces no sucede nada y por lo tanto el correcaminos obtiene
recompensa 0 = a_; ;. Supongamos que a;; corresponde a la recompensa total obtenida por
el correcaminos cuando el proceso parte desde la posicion (i, 7). Utilizando probabilidades
condicionales, la recompensa obtenida partiendo desde (m,n) es efectivamente

m n m n
Z Z T (@irjo1 + i) = Z Z ' (a1 + [ledl]) = amn.
=0 j=m+1 =0 j=m+1

]

Habiendo definido el proceso, también se puede interpretar como una cadena de Markov
discreta. Sean (X )ren, (Yi)ren dos procesos de Markov que definen la posicion del correca-
minos y coyote en la k-ésima etapa respectivamente. Las probabilidades de transiciéon son
idénticas para ambos y estan dadas por

T st —1<s<t
P(Xk+1 ZS‘Xk :t) :P<Yk+1 ZS‘Yk :t) = 1 sis=t=-—1

0 en otro caso

El proceso se encontrard activo siempre que Yy, > X1 > 0, lo que representa la situacion en
que el coyote no ha atrapado al correcaminos y el altimo no se ha salvado atin. Dicho esto, por
simplicidad en la definicion, es mejor definir este proceso como una cadena de Markov en el
plano Z2. Sea W), = (X}, %) la posicion del proceso en la k-ésima etapa, donde el espacio de
estados sera S = {(4,7) : 0 <i < j}U{h, f} con hy f son dos estados absorbentes tal como
se defini6 en el Capitulo 2. Sea R} . la variable aleatoria correspondiente a la recompensa
obtenida por el correcamino cuando el proceso parte en la posicion Wy = (Xo, Yy) = (m, n).
Sea w la trayectoria del proceso, es directo verificar la siguiente igualdad

m m—1
Ry, (w) = ZTXY _ZZHek‘+1H1{Y kX >k (W) = Hek+1‘|21{y ko Xk (W)

=1 k=0 0 =1

3

i

donde 14 es la funcion indicadora del conjunto A, es decir, 1y,—k x,>k}(w) = 1 si y solo si el
correcamino llega vivo a la posiciéon k en la i-ésima etapa. El correcaminos no puede perma-
necer dos etapas en la misma posiciéon, a menos que se encuentre en un estado absorbente.
Luego, si R} es el evento que indica si el correcaminos recoge la recompensa de la posicion
k, entonces se verifica que

= P(R))

Z Lyyimk x>0 (w)
i=1

y asf se tiene que a,, = E[RL,] = Y1 \ekHHP(Rk) Evidentemente by, tiene una
formula analoga, haciendo el mismo desarrollo con R? en lugar de R! | la que detallaremos
mas adelante.

mn?
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Proposicion 3.5 Para todo n > —1, an,y1 verifica la siguiente desigualdad

n—1
<
Gl \/W Djmin (1 — o)

Gpn+1 ai||ei||

+ anllenl]- (3.8)

DemosTRACION. Considere A; el evento en que el correcaminos llega vivo a la posicion 7 y sea
R! el evento donde el correcaminos recibe la recompensa de la posicion i. La recompensa
esperada, partiendo desde la posicion (n,n + 1) es igual a a,,41, y tiene la expresion

n—1
a1 = 3 lec [P(R)) .
i=0

La suma so6lo llega hasta n — 1 pues el correcamino parte en n y puede alcanzar las posi-
ciones k < n después de eso. Luego debemos calcular P(R}). El correcaminos solo recibiré
recompensa en ¢ si alcanza a llegar vivo a la posicion ¢ + 1 y luego cae, dado que el coyo-
te no lo alcanza entremedio, entonces P(R}) = P(R; N A;y1) = P(R}Ai1)P(Aiy1). Por
un lado, P(R}|A;) = a;,1 pues cuando el correcaminos llega vivo a la posicion i + 1, re-
cibird recompensa en ¢ si y solo si se cae en i + 1. Solo resta calcular P(A;) para cada i
y asi obtener la cota esperada. Sean (H,);en, (F;)ien dos sucesiones de variables Bernoulli
independientes, donde H; = 1 es el evento donde el correcaminos se cae en la posiciéon i y
P(H;, =1) =1—-P(H; = 0) = ;. Del mismo modo, F; = 1 corresponde al evento donde
el coyote se cae en la posicion i y P(F; = 1) = 1 — P(F; = 0) = ;. Condicionando en que
el coyote se caiga en la posicion n + 1, de otro modo el proceso no se recibe recompensa, y
definiendo la variable aleatoria Z, = H) — F}, para i < n se tiene la expresion

P(4;) = a1 P (ZZj 20parak:n,...,z'+1)

j=k

Por otro lado, el correcaminos estara vivo en la posicion n si y so6lo si el coyote se cae en
el primer paso, luego P(A,|F,11 = 1) = a,41. Ademas, la probabilidad que el correcaminos
recoja la recompensa de n — 1 es simplemente a,a,41, es decir, el suceso en que ambos se
caen en el primer paso. Para ¢ < n tendremos la siguiente cota que viene del Corolario 1.30.

Qnt1

i) < .
\/77 E;'L:Hl O‘j(l - O‘j)

Finalmente, sumando sobre i, se obtiene la cota para a,,.; luego de hacer un cambio de
indices en la desigualdad

P(A

n—2

Apn+1 Qiy1lleial]

<
Gt iz \/ T jmiva (1 —ay)

+ anllen]| -
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Proposicion 3.6 Para 0 < m <n, b,,1 verifica la siguiente desigualdad

n—1
brnt1 ajlle; |
- =<y — + anllenll + [lent1ll- (3.9)
=0 \/7r D kg k(1 — o)

DEMOSTRACION. Similar a la proposicién anterior, sea Rjz el evento donde el proceso recoge la
j-ésima recompensa. Entonces, en particular se tiene que P(R2) = «,,;; pues es necesario
que el coyote se caiga en la primera posicion para poder recibir la recompensa ||e,1]|. Luego
bnna1 verifica una ecuacion similar a la de a,,.1, en efecto se cumple que

n—1

bn+1 = Z ”ej+1||P(RJ2') + anpllenta] -

J=0

Notemos que en R? el coyote debe caerse en la posicion j + 1, ademas el correcaminos debe
seguir vivo en alguna posicion k < j+ 1. Sea como antes Z;, = Fj, — Hy, el paseo aleatorio que
define la dindmica del correcaminos y el coyote cuando el coyote se cae en la posicion n + 1.
Condicional a la caida del coyote en la posicion n + 1 se verifica la siguiente igualdad:

P(R?|Fn+1:1):P(Fj.ﬂ:ljzzkZOparal:n"..7j+1)_

k=l

Pues el evento en que Y ,_, Z > 0 para todo k € {j +1,...,n} es precisamente la condiciéon
de que el correcaminos permanezca vivo hasta la posiciéon j. Notemos que si Fj;; = 1y
> k—jio Zr > 0 entonces Y ) o) Zy > 1 — Hjy > 0y por lo tanto

P(R}|Fop1=1) = P(Fju=1,_ %, >0paral=mn,...,j+1)
= ;1P (O, Zy>0paral=mn,...,j+2)

donde el dltimo paso se justifica simplemente por la independencia de Fj,; con Z; para
ke {j+2,...,n}. Entonces para j < n — 2 se tiene que

Aiyq
P(R|F,1 =1) < - s .
\/77 Zk:j+2 (1 — ay)

Para 5 = n — 1 notemos que el proceso recogerd recompensa, condicional al hecho que
F,i1 = 1,81 y solo si F,, = 1. Entonces P(R%_,|F,,,; = 1) = a,, y asi la cota para b,
queda como sigue:

bunt _ o~ agellejal
nntl - JH1I+

Gntl 559 \/7? D hmjro (1 — ay)

+anllenll + [lentall-
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La demostracion de las cotas para a,,1+1 ¥ bnnr1 ademas permiten establecer que P(R}) =
o(apt1) ¥y P(RJQ-) = o(an41) para todo 4,5 < n. Aunque no fue dicho explicitamente en
las demostraciones de las proposiciones 3.5 y 3.6, las probabilidades P(R}), P(R?) son una
funcion del punto de partida del proceso, es decir, de (n,n + 1). Para evitar confusion, se
denotara por P(R}|(n,n + 1)) a la probabilidad de que el correcaminos recoja la i-ésima
recompensa cuando comienza en la posicion (n,n + 1). Similiarmente, P(R5|(n,n 4 1)) sera
la probabilidad de que el coyote recoja la j-ésima recompensa cuando el proceso comienza
en (n,n + 1). Si bien las cotas obtenidas para an,.1 y buny1 controlan el comportamiento
asintotico de ||z, — Tz, ||, no es claro cuando esas cotas convergen efectivamente a 0. De
hecho, las cotas (3.8) v (3.9) no bastan para asegurar la regularidad asintética en el caso de
la iteracion con errores general. Sin embargo, las cotas para P(R}) y P(R3) si son suficientes
para establecer que ||z, — Tz,|| — 0.

Teorema 3.7 Sea xy la iteracion definida por xp = (1 — ag)xg_1 + ax(Txp_1 + ex) con
zg € C' y (er)ren una sucesion de errores que converge a 0. Suponga que Y ap(l — ay) = 00
y > aullex]| < oo, entonces ||z, — Tx,|| — 0.

DEMOSTRACION. Sabemos que para todo n se verifica la desigualdad

||xn - Tmn” 1 Apn+1 + bnn—i—l

- S + llen .
diam(C') \/WZ:'L:1 ai(1 — oy) a1 len+1l

Como e, — 0, entonces solo es necesario probar que Gpn+1 ¥ bpnt1 son de orden o(ag,1).
Probaremos s6lo el orden de convergencia de a,,., pues el argumento para b, es comple-
tamente andlogo. De la identidad a1 = 31y [leis1|[P(RY (7, n + 1)) + apyranllen]| v del
hecho que av,le, || — 0, todo se reduce a probar que S, = —— 3" 2 [le;1 [|P(R}|(n,n + 1))

Qn+1
converge a 0. De los calculos de la Proposicion 3.6 se obtiene que

P(R}|(n,n+1)) = aprii P(Ai|(n,n + 1)) . (3.10)

Consideremos la sucesion de funciones f,, : N — R definida por

, P(A;|(n,n+1)) cuandoi<n-—1
fn(l) =
0 en otro caso

y considere 4 la medida finita sobre N definida por p({i}) = a;||e;||. Usando (3.10) podemos
interpretar S,, como una integral, en efecto se tiene que

Sn:/fndu. (3.11)

La funcion g = 1 es integrable bajo p y ademas se tiene que f, < g para todo n € N. Por
otro lado, la funciéon f,(i) estd también acotada por

) 1
(i) < \/7; STE aj).

Del hecho que ) ag(1—ay) = oo se deduce que f,, (i) — 0 puntualmente y usando el teorema
de convergencia dominada se concluye que lim S,, = [ lim f,,du = 0 probando lo pedido. [

I
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Aunque no se ha mencionado de manera explicita, de la demostracion de la regularidad
asintotica se puede deducir que la convergencia de ||z, — Tx,|| — 0 es uniforme, tanto
en el punto inicial como en el operador T" : C' — (' escogido. Esto se deduce facilmente
del hecho que la cota ||z, — Tx,| < @uns1 + bpns1 + Cans1 + ||€ns1]| no depende ni del
punto inicial ni del operador T involucrado. De esta forma, si ¢ > 0 podemos encontrar
no = no(e, diam(C'), (ax)ken, (ex)ren) tal que ||z, — Tx,| < € para todo n > ny.

3.3. Tasa de regularidad asintotica

En esta seccion se establecerd la version cuantitativa del Teorema 3.7 cuando los coefi-
cientes oy satisfacen que 0 < liminfa;, < limsupai < 1. En particular, se obtendra una
cota para el caso constante ap = « para todo £ € N. Resumiendo lo discutido en el capitulo
anterior, podemos dar una primera versiéon cuantitativa de la regularidad asintética para la
iteracion con errores.

Teorema 3.8 La iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores (ey)ren verifica

.Z'n—Txn 1 ;€4
o =T _ = Z lei] + 20 enl] + 2enn]
dlam(C) \/77 -1 051 1 - al \/ Zk i+1 ak( k)

DEMOSTRACION. Al considerar la norma || - || - diam(C)~! podemos usar el Lema 3.3 y obtener
la desigualdad
Tpn — Txn Qnn + bnn + Cnn
H ! || < +1 +1 +1 + HenJrlH .
diam(C') Qpt1

De las cotas para G,ni1, bnni1 ¥ Cuns1 S€ Obtiene que

||x'fl B TInH Apn+1 + bnn+1 + Cnni+1
diam(C) — Qni1
1 Qi€
< + Z led] + 20 |en || + 2|lens| -
\/ﬂ— 1= 1 CYZ \/ Zk: i1 ak( Oék>

]

De esta forma, para establecer la regularidad asintética en la iteracion con errores, habria
que probar que el lado derecho en la cota del Teorema 3.8 converge a 0. Notemos que para
que el lado derecho converja, bajo las condiciones del Teorema 3.7, s6lo seré necesario que el

término
n—1

L=Y aillei]
i=1 \/W ZZ:m (1l — ay)

converja a 0. La técnica utilizada en el Teorema 3.7 no se aplica en este caso pues los términos

de la suma L,,, que estan dentro de la raiz , podrian no estar acotados por 1 y por consiguente
no podemos usar el teorema de convergencia dominada como en el Teorema 3.7.
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Es claro que S, < L, y ademas los primeros términos de cada suma son similares para
n suficientemente grande. Sin embargo, la cota obtenida para los tltimos términos de L,
no es lo suficientemente buena. Por ejemplo, el ultimo término 1/y/ma, (1 — ay,) puede ser
arbitrariamente grande si «,, ~ 0. Por lo tanto no es claro si L,, es convergente a 0 bajo las
condiciones del Teorema 3.7.

Una condicién necesaria para que L, — 0 es que el altimo término de la suma converja

a 0, es decir, que oy,_1|le,—1||/v/7a,(1 — ) converja a 0. Como e, — 0, bastara que el
cuociente a,_1/+/ma, (1 — ) esté acotado para todo n € N. Sin embargo, no es claro que
la condicion Y ax(l — ag) = oo implique que a,,_1/v/7Ta,(1 —a,) < M para todo n € N
y algtin M > 0. No obstante, asumir que 0 < liminf o < limsupay < 1 es suficiente para
poder asegurarlo. Consideremos primero cuando oy = « es constante.

Teorema 3.9 Sea xy, la iteracion definida por xy = (1 — @)z +a(Txp_1 +e;) con xg € C
y (ex)ken una sucesion de errores que converge a (. Entonces se tiene que

“damc) S o 2 el Ca 3 lledl + 2lensal (3.12)
k>1 Z>7’L/2
donde Cy = 1+2Z2_a_) y Cy = —2?1_ 3 Ademds, suponiendo que ) |lex| < oo se concluye

que ||z, — Tx,|| — 0.

DeMOSTRACION. Primero, del Teorema 3.8 se deduce que

|z — Ty 1
<

diam(C) vra(l —a) \/_ vra(l —a)

Sea L,(«) la suma que falta por acotar, es decir

€;
Z i+ 2aflenl + 2lensall - (313)

Ln<O‘) =

Consideremos i < [n/2] entonces = =1+ — < 2. Ademaés notemos que
n/2—1 ’ H n/2 1

Z \/ HGZH<_
— Vn—i

donde C" = /25" ||ex|. Asi, L,() queda acotado de la siguiente forma

n/2—1
el el

Vra(l —a) Z \/n—z \/7'('0[ 1—a) Z LV —i

L(a) =

aC' a
< + e;
Vra(l —a)y/n ma(l — «) Z%;QH I

37



Usando la cota (3.13) y del hecho que ma(1 — a) < 7/4 < 1 se deduce la cota del teorema.
En el caso que ) [lex|| < oo se tiene que ), [lex| converge a 0 y del hecho que [[e,[| — 0
se deduce de la cota (3.12) que ||z, — Tz, || — 0. O

Para dar una cota efectiva para la regularidad asintotica en el caso no constante, se
supondra que los coeficientes «y, estan lo suficientemente alejados de 0 y 1. De este modo,
podremos definir la cantidad 7 = inf (1 — o) vy hacer un anélisis similar al del teorema
anterior. El resultado obtenido para este caso es el siguiente.

Teorema 3.10 Sea xy la iteracion definida por vy = (1 — ag)xk—1 + ap(Txr_1 + €x) con
zo € C y (ex)ren una sucesion de errores que converge a 0. Si 0 < liminf o < limsup oy < 1,
entonces se tiene que

|Zn — Ty |

i
diam(C) ~ /n ZakHe’f” + Gy E : alle:|| + 2[lenta]] (3.14)

k>1 i>n/2

donde Cy = B2Z2 ¢y = \/LFT y 7 =1inf ap(1 —ag) > 0. Ademds, suponiendo que > oy |lex|| <

T

oo se concluye que ||z, — Tz,| — 0.

1

1 = 7 >0y por lo tanto para

DemosTRACION. De las hipétesis del enunciado, se deduce que
0 <1+ <n—1setiene que

n

Z aj(l—aj) > (n—1)7>0

j=i+1

Con esta observacion, méas el Teorema 3.8, se puede deducir la siguiente cota
|xn — Ty | < 1

diam(C) ~ /7tn

1 n—1 a;le;]| . ;- ‘.
donde J,(7) = 7= > ;- Usando la misma técnica que en la demostracion del Teorema

3.9, para probar que la cota para L,(«), se obtiene que

+2Jn(7) + 2an]|en]] + 2[len |

c o1 1 =
I, < — ill€i
e R DI

=n/2

donde C" = /23" aillex||. Usando esta desigualdad, mas el hecho que 77 < 1, es directo
concluir el resultado del teorema. ]

3.4. Proyeccién métrica y la iteracién sobre un convexo

Como se menciond al comienzo de este capitulo, la iteraciéon con errores no estia bien
definida cuando el operador tiene como dominio un subconjunto. De hecho, como Tz 1 + e
podria no estar en ', no podemos deducir que z; € C sélo de la convexidad. Una alternativa
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es definir la iteracion a través de una proyeccion sobre C', para eso existen al menos estas dos
opciones

T = (1 — Ckk)l’k,1 + Oékpc(Tl'k,1 + ek), (315)
T = (1 — ak)xk—l + Oék(T o Poxp_1 + ek). (316)

No obstante, para la primera opcién no funcionan las cotas que hemos encontrado. De la
identidad simétrica es directo verificar que la iteracion (3.15) cumple

o=l <30 3 APAIPOTais + ) — Po(Tay s+ )]
1=0 j=m+1

El problema es que, en el caso de un espacio de Banach general, aunque la proyeccion Pg esté
bien definida, podria fallar la no expansividad. De hecho, existe una caracterizacion probada
por Phelps [29] para la no expansividad de la proyeccion métrica.

Teorema 3.11 ([29]) Sea X un espacio normado de dimension al menos 3. Si para todo
subconjunto no vacio, convexo y cerrado, la proyeccion métrica es no expansiva, entonces X
es un espacio de Hilbert.

De esta forma utilizaremos la idea de (3.16) para definir la iteraciéon. Como en general no
siempre es posible definir la proyeccion métrica Po : X — C, la iteracion (3.16) podria no
estar bien definida. En lugar de ello, considere la sucesion generada a partir de la siguiente
formula

T — (1 — Oék)xk,1 + Oék(TZk,1 -+ ek) (317)

donde xy € C'y z; € C es tal que ||z — x| < d(xg, C) + Y, es decir, z; actiia como una
Ye-proyeccion del punto x;, en C. La siguiente proposicion establece una cota iterativa similar
a la de secciones anteriores.

Proposicion 3.12 Sea xy la sucesion de puntos en X definda a partir de la iteracion (3.17),
donde xo € C' es un punto arbitrario y zy es tal que ||zx — x| < d(xg, C) + V. Supongamos
que Vi < agyt|lex|| v definamos 6, = d(xg, C). Para 0 < m < n se verifica

m n
|z —zall <D Y wrw (lwics — @l + lleill + llegll + 6t + 851 + 71 +75-1)- (3.18)
=0 j=m-+1
DemOSTRACION. Llamemos yr = Tz + exy1, entonces la iteracion xp es un proceso simétrico

y verifica la cota
m n
| —2all <D0 Y w7 lyir — g5l
i=0 j=m+1

Notemos que [ly; — y;|| < [Tz — Tz + [leir1 — el < |z — 25l + [leia | + |lejs1 [l Por otro
lado, de la definicion de zj se tiene que

120 = 2|l < llzi = @il + llwj — 2]l + llws — x5l] < 05+ 65 + 7 + 95 + [l — ).
Asi, [y — yjl| < ||z — ;|| +0i +0; + v + 75 + |leix1]] + ||ej+1]| ¥ se deduce la proposicion. O
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Nos gustaria usar las técnicas del Teorema 3.7 y Teorema 3.10 para establecer la regula-
ridad asintotica para esta iteracion. Para ello considere & = ||e;|| + d;—1 + Vi1 y asi la cota
(3.18) es equivalente a

m n
m__m I I
|m = zall <D0 > alw (o — x|l + & + &)
i=0 j=m+1
Si definimos w,,, recursivamente mediante
m n
. mn oA
Wipn = g E T T (Wi—1j—1 + & + &),
i=0 j=m+1
sabemos que Wy, 1 converge a 0 cuando é, — 0y > agé, < 00, y por consiguente debemos
probar ambas condiciones. Notemos que zp = (1 — ag)zp_1 + xTzr1 + (1 — o) (21 —

2k—1) + ager v (1 — ag)zi_1 + axTzp_1 € C. Por lo tanto §; = d(xy, C) verifica la siguiente
desigualdad

O < [[(1 = ar)(Tr—1 — 26—1) + arer|l < (1 — ar)(dp—1 + Y1) + allex]|. (3.19)

El siguiente lema establece que 0 converge a 0 y ademds > ay416r < 00. Asi se deduce la
convergencia de w,,+1 a 0 y consecuentemente la regularidad asintotica de (3.17).

Lema 3.13 Sea o), una sucesion real que cumple 0 < 911 < (1 — agr1) (0 + Vi) + Qpr18k11,
para todo k € N. Entonces se verifica la siguiente desigualdad

k+1 .
5k+1 S e 1 2a751+ E ’71 J L+1aJ + g 0552 J 'L'Jrlaj +ak+1€k+1'

Ademds, si (Yk)ren Y (QrEr)ken Son sumables y > ap = 00, se tiene que d, — 0 y que
(g10k ) ken €s sumable.

DEMOSTRACION. Si denotamos [, = 1 — ay e iterando la desigualdad del enunciado se tiene
que

Opr1 < (1 — agy1)(0k + k) + Qpp1€rs1
= Brt10k + Brt1Ve + ptr1€k+1
< Brs1(Brbr—1 + Brve—1 + k) + Br1Ve + Qpi1€k

= Brr1Bk0k—1 + Bet1Bkve—1 + Bet17k + Brr10uEr + Qpr1€k+1

kt1 k1 kt1
< Hﬂzal + Z% H B+ Z%H&H H Bj + 1€kt
=1 J =i+1 ] =i+2
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De la desigualdad 1+ 2z < e” se tiene que §; = 1 —a; < e™ % y se deduce la cota del lema.
Consideremos n fijo y apliquemos la cota anterior a d,,x y del hecho que oy € (0,1), se tiene

que
n+k—1 n+k

6n+k S e_z.?:vlf-H Oéj(;n + Z r)/j + Z QGE;G.

j=n+1 i=n+1

Como ) a; = oo tomando k — oo se tiene que 0 < lim ¢, < ijnﬂ i+ ijnﬂ aje; para
todo n > 0. Del hecho que (aje;)jen ¥ (75)jen son sumables, se deduce que lim d; = 0. Ahora
resta probar que la serie Y ax. 105 es convergente, para ello se utilizara la desigualdad que
ya probamos

k-1 k-1
. sk kg
Ay 10k < Qprie” =298 4 gy E yieT Za=it Y oy g Qigie” 2= Qe
=1 i—2

Luego debemos probar que cada uno de los términos del lado derecho es sumable. El término
apr10uer < ageg es sumable por hipotesis. Sea T, = Y | a; y calculemos la n-ésima suma
parcial del primer término

n _3k ) n _3k .
S e T, = 6, S agae S
e“1; e tdt

0
= eal(sl(l—e_T") .

IN

Como T,, = Z:.L:l a; diverge se concluye que 0 < " agiie” 2i2i < 4. La convergencia
del segundo y tercer término es un calculo directo. Como los términos son todos positivos,
del teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

00 k—1 0 0
ak+1 /yle Z]:@-‘,—l Q; = ,}/7, akJrle Z]:1+1 @
k=1 i=1

=1 k=i+1

o0
< Z%e*a”l < o0 .
=1

De manera analoga, para el tercer término se tiene que

k=i+1

0 k-1 00 00
-3k ; -k
E k1 E Qg it = E Qi€ E Q1€ =41 %
k=1 =2 i=1
oo

< E ai+15ie_ai+1 < 0.
=1 [

deducir la regularidad asintotica de la iteracion (3.17). Dicho todo esto, podemos enunciar el
siguiente teorema.

Finalmente, podemos escoger v, < aullex|| y usar el lema anterior con ¢, = ||ex|| para
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Teorema 3.14 Sea xy la iteracion definida por x = (1 — ag)zr_1 + ap(Tzp_1 + ex) con
rg € C y zp € C tal que ||z — zx|| < d(zk, C) + agpallexsl]- i D an(l —ag) = 0 y
> agllex|| < oo, entonces ||z — zx|| = 0 y ||zx — Tzk|] — 0.

Notemos que, si (z,)nen posee algin punto de acumulacion débil, entonces existird una
subsucesion (z,, )ken que converge débil a un punto fijo del operador T" en un espacio unifor-
memente convexo. También, si X posee la propiedad de Opial entonces podemos extender la
convergencia a toda la sucesion y asi z, — z par algin z € Fix(7T'). En particular, podemos
enunciar el siguiente resultado en un espacio de Hilbert respecto a las iteraciones (3.15) y
(3.16).

Teorema 3.15 Sea T : C' — C' un operador no expansivo definido sobre un subconjunto no
vacio, convero, cerrado y acotado en un espacio de Hilbert X . Sea xy, la iteracion definida por
z = (1 —ag)xr_1+ap(ToPoxg_1+ex) conxg € C, donde Po es la proyeccion métrica sobre
C. 81> ap(1—ay) diverge entonces xy, converge débil a x € Fix(T). Similarmente, siyy es la
iteracidon definida por yr = (1 —ag)yr—1+ o Po(Tyr—1+ex) conyy € C y > ar(l—ag) = oo,
entonces yy, converge débil a y € Fix(T).

3.5. Aplicaciones del resultado principal

En esta seccion discutiremos algunos resultados que se pueden obtener a partir del resulta-
do principal de esta tesis, el Teorema 3.7. Se estudiaran una serie de iteraciones que aparecen
en diferentes contextos, probando su regularidad asintética en un espacio de Banach general.

Se deducira la regularidad asintotica para la famosa iteracion de Ishikawa en espacios
de Banach, también obteniendo una versiéon cuantitativa de este teorema. Se obtendri un
resultado de aproximacion a puntos fijos a través de una secuencia de operadores no expan-
sivos y cotas para las soluciones de una ecuacién de evolucién no lineal no homogénea, que
corresponde a la version continua de la iteraciéon de Krasnoselskii-Mann con errores.

3.5.1. TIteracion de Ishikawa

Browder y Petryshyn [6] clasificaron algunos tipos de operadores que admitian procesos
iterativos para encontrar sus puntos fijos. Obviamente los operadores no expansivos fueron
estudiados por ellos, pero también lo hicieron para una clase mas general denominada opera-
dores pseudo contractivos. Un operador T': C' — X se dira pseudo contractivo si para todo
x,y € C

1Tz — Ty||* < llz = y|* + |1 = Tz — (I = T)yl*. (3.20)

Es claro que todo operador no expansivo es también pseudo contractivo, pero existen ejemplos
de operadores pseudo contractivos que fallan la no expansividad. En 1974 Ishikawa [20]
introduce una nueva iteraciéon para encontrar puntos fijos de operadores pseudo contractivos,
la que consiste en dos pasos de la iteracién de Krasnoselskii-Mann. La iteracién de Ishikawa
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se define a través del siguiente esquema

(3.21)
Ty = (1 — ap_1)xp—1 + 1T yx—1

{ykz—l = (1= Br—1)rp—1 + Br1Trp s
donde zy € C es un punto arbitrario. Ishikawa probo6 que la iteracién (3.21), para un operador
Lipchitz y pseudo contractivo definido en un espacio de Hilbert, converge fuerte a un punto
fijo suponiendo que

0 <ap < B, <1paratodo k>1,
lim B, = 0,
> S = oo,

Cuando T es un operador no expansivo, se probo en [31] que la iteracion de Ishikawa converge
débil a un punto fijo en un espacio de Banach uniformemente convexo y con norma suave,
asumiendo las siguientes condiciones sobre los coeficientes

> ag(l —ag) = oo,
> Br(l — ) < o0,

limsup B < 1.

La iteracion de Ishikawa puede identificarse con una iteracion de Krasnoselskii-Mann con
errores apropiados. Por lo tanto, usando el Teorema 3.7 probaremos la regularidad asintotica
de la iteracion de Ishikawa en un espacio de Banach general. Ademaés, la convergencia sera
uniforme con respecto al punto inicial xy € C y a la clase de operadores no expansivos
definidos sobre C.

Teorema 3.16 Sea T : C' — C un operador no expansivo definido sobre un subconjunto
no wvacio, convexo, cerrado y acotado. Sea x, el n-ésimo término de la iteracion definida
por Ty = (1 — ap)z, + Ty, donde y, = (1 — By)xn, + BuTx, y 2o € C. Si 5, — 0,
dSap(l —ay) =00 y > apfr < 0o, entonces ||x, — Tx,|| converge a 0, uniformemente en
rg € C yT e F(C), donde F(C) es la familia de operadores no expansivos f: C — C.

DEMOSTRACION. Sea xj el k-ésimo término de la iteracion de Ishikawa, entonces podemos
escribir z; = (1 — ap_1)zp—1 + ap1Tyr—1 = (1 — ag_1)xp—1 + g1 (Taxp—1 + Tyr—1 — Txp_1).
Entonces z; es el k-ésimo término de una iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores e, =
Ty, — Txy, y esta bien definida pues x € C' para todo & € N. Usando la no expansividad
de T se tiene que |lex| < ||zx — ykl| = Brller — Tazgl| < Brdiam(C) y asi Y agllex] <
diam(C) Y agfr < co. Como B, — 0, del Teorema 3.7 se deduce que ||z, — Tx,|| converge
a 0. Ademas, la convergencia es uniforme en el punto inicial y en .#(C). O

Lo primero interesante de este resultado son las condiciones bajo las cuales se obtiene
la regularidad asintotica para la iteracion de Ishikawa. Bajo las condiciones del resultado
original de Ishikawa, podemos observar que la condicién oy < (5 implica que los coeficientes
(o )ken estan suficientemente alejados de 1 pues f; — 0. De esto se deduce que la condicion
> By = oo implica que Y (1 — ) = oo pues fi, < 1 para todo k € N. Por considerar la
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condicion Y ok < 00, el Teorema 3.16 es una suerte de dual del resultado original obtenido
por Ishikawa para operadores no expansivos. Ademas, en el caso de un espacio de Hilbert se
recupera la convergencia débil de la iteracion de Ishikawa para un operador no expansivo. Por
altimo, de acuerdo al Teorema 3.10 es posible dar una tasa de convergencia para ||z, — Tz,
Con el Teorema 3.10 y utilizando que ||ex|| < S podemos deducir la version cuantitativa de
la iteracion de Ishikawa para un operador no expansivo.

Teorema 3.17 Sea xj el k-ésimo término de la iteracion de Ishikawa y supongamos que
0 < liminf oy < limsup oy < 1. Entonces se tiene que

Hxn - Txn”

C
diam(C) \/_15 Db+ Co ) ciffi+ 2| (3.22)

k>1 i>n/2

donde Cy = 1+23/2, Cy = \/L,?T y 7 =infar(1—ag) > 0. Ademds, suponiendo que . apf) < 00

T

y Bn — 0, se concluye que ||z, — Tx,|| — 0.

3.5.2. Aproximacién uniforme por operadores no expansivos

En [32] se considera una variante de la iteracion de Krasnoselskii-Mann para resolver el
siguiente problema. Sean H;, H, dos espacios de Hilbert y A : H; — H un operador lineal
y acotado. Sean C' C H; y () C H, dos conjuntos no vacios, convexos, cerrados y acotados,
queremos encontrar un punto tal que

reCyAx € Q. (3.23)

Suponiendo que existe un punto x satisfaciendo (3.23), se menciona en [32] que = cumple
(3.23) si y solamente si satisface

x=Po(l —vA*(I — Py)A)zx, (3.24)

donde v > 0 es cualquier niimero, A* es el operador adunto de Ay P, P son las proyecciones
métricas de C'y @) respectivamente. Resulta ser que el operador T' = P (I — yA*(I — Pg)A)
es no expansivo definido en este contexto, por lo tanto el punto = que satisface (3.23) es
un punto fijo de T. Claramente podemos utilizar la iteraciéon de Krasnoselskii-Mann para
resolver este problema, no obstante en [32] se considera la iteracion

Tp = (1 - Oék>ZL’k_1 + Oszk(l’k_l) (325)

donde xy € C' es un punto arbitrario, para resolver el problema. Los operadores T} se definen
del mismo modo que 7', pero en lugar de considerar C'y @), se utilizan conjuntos convexos y
cerrados C} y O donde es mas sencillo calcular la proyeccion métrica. En efecto, el operador
T}, esta definido por T, = Pp, (I —vyA*(I—Pp, )A) donde (C)ken ¥ (Qk)ken son dos sucesiones
de conjuntos convexos y cerrados que convergen a C'y () respectivamente.

De forma mas general, podemos enunciar el problema (3.23) mediante una sucesion conver-
gente de operadores. Considere % (C') a la coleccion de operadores no expansivos T : C' — C,
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donde C' es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado en un espacio de Banach
X. Definiremos la distancia uniforme en . (C') mediante

p(T, 5) = sup{||Tx — S| : 2 € O},

que resulta ser una métrica en .% (C'). De esta forma, una sucesion de operadores (77,)nen C
Z (C) converge uniforme a T si p(T,,,T) — 0. Con esta topologia los operadores contractantes
son densos en .7 (C) y las isometrias son un conjunto cerrado. En [32] consideran la iteracion
(3.25), y suponiendo que

{Zak(l —ag) =00y
> app(T, T) < o0,

prueban la convergencia débil de (3.25) en un espacio de Banach uniformemente convexo
donde la norma es de clase C'. Ac4 extendemos este resultado probando que la iteracion
(3.25) verifica la regularidad asintotica en un espacio de Banach general y por lo tanto se
tendrad convergencia débil a un punto fijo cuando se verifique el principio demicerrado y la
propiedad de Opial.

Teorema 3.18 Sea T : C — C un operador no expansivo y (Tp)nen € F(C) una sucesion
de operadores no erpansivos que converge a T. Sea xy la sucesion definida por x = (1 —
ap)Tr—1 + pTe(rp—1) y z0 € C. Si > ap(l —ag) = o0 y > app(Ty, T) < 00, entonces
|z, — Tx,|| — 0.

DEMOSTRACION. Primero notemos que para todo k € N se cumple que x;, € C, por lo que no
tendremos que utilizar proyecciones aproximadas. Consideremos e, = Tpx,_1 — Txp_1 y asi
la iteracion (3.25) se escribe como una iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores (eg)gen-
En efecto, se tiene que

o = (1 — ap)wp—y + oap(Tap—1 + Thxp—1 — Tap—1) = (1 — o) Tp—1 + ap(Trp—1 + ey).

De las hipotesis se tiene que |le,|| < p(Tn,T) = 0y > agllex|| < D arp(Ty, T) < co. Por lo
tanto, del Teorema 3.7 se deduce directamente el resultado. O

Como se ha mencionado antes, en este caso la convergencia seré uniforme con respecto al
punto inicial zq € C. También es posible dar una version cuantitativa de este teorema cuando
los coeficientes oy, estan lo suficientemente lejos de los extremos, se dejard sin demostracion
por ser una consecuencia directa tel Teorema 3.10 y la demostracion anterior.

Teorema 3.19 Sea T : C' — C un operador no expansivo y (T,,)nen € F(C) una sucesion
de operadores no expansivos que converge a T'. Sea ), una sucesion definida por x = (1 —
ag)xp—1 + apTi(xr_1). Suponga que 0 < liminf ay, < limsup oy, < 1, entonces

|20 — Ty |

Gy
Gam@) S o 2 @D +Co ), (L) +20(Tn, T) - (3:26)

k>1 i>n/2

donde C, = 1429/ Cy = \/% y71 = infax(1—ag) > 0. Ademds, suponiendo que . arp(Ty, T) <

T

oo se concluye que ||z, — Tz,| — 0.
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3.5.3. Caso continuo: La ecuacion v'(t) + (I — T)u(t) = f(t)

En el articulo de Baillon y Bruck [2], ademéas de determinar la velocidad de regulari-
dad asintética para el caso constante, también establecen una conexién entre la iteraciéon
de Krasnoselskii-Mann con la discretizacion clasica para estimar la solucién de la ecuacién
u'(t) + (I — T)u(t) = 0. En esta seccion consideraremos un problema similar, estudiaremos
una version continua de la iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores. Como siempre, con-
sideremos X un espacio de Banach y C' C X un subconjunto no vacio, covexo, cerrado y
acotado con diam(C') < 1. Sea T : C'— C un operador no expansivo y u : [0, +00) — C una
solucién C' del problema

u(0) =x9 € C

" (3.27)

dt

+ (I —T)u(t) = f(t) parat>0.

Donde f : [0, 4+00) — C es una funcion continua e integrable en R. Consideremos el operador
¢ : C([0,t], X) — C([0,¢], X) definido por ¢(u)(s) = (T — I)u(s) + f(s), del hecho que ¢ es
2-Lipchitz para la norma uniforme en C([0,¢], X) se deduce que la ecuacion (3.27) tiene una
tinica solucion.

Lema 3.20 ([9]) La ecuacidn (3.27) tiene una unica solucién C*.

El siguiente lema establece la conexion entre la iteracion de Krasnoselskii-Mann con la
solucion de la ecuacion (3.27). En efecto, resulta ser que la discretizacion de tipo Euler para
la ecuacion (3.27), con paso £ en el itervalo [0, ], corresponde a una iteracion de Krasnoselskii-
Mann con errores apropiados.

Lema 3.21 Sea u la solucion de (3.27), t > 0 y A\, = L. Sea a}! el k-ésimo término de la
iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores a coeficiente constante \,, es decir, xj , = (1—
M)+ Ao (Txp4-e}) donde xf) = xg y e = f(kt/n). Entonces x' — u(t) y (al —al'_ )/ An —
u'(t) cuando n — oo.

DEMOSTRACION. Para cada t > 0 consideremos P, = {t{,...,t"} una particion del intervalo
[0,¢], con t} = kA, para k =0, ..., n. Definiremos una funcion lineal por trozos u, : [0,t] — C
mediante

tn(ti41) = un(ty) = =7 [(1 = T)un(t) + f(£7)] para k =1,....n,

Un (M + (1= Nt 1) = A (t]) + (1 — Nun(t,,) para todo A € [0, 1], (3.28)

un(O) =g € C.

De este modo, u,(t}) = z} para todo k < n, donde z} es el k-ésimo término de la iteracion
de Krasnoselskii-Mann con errores como en el enunciado del lema. Supongamos que (u,,)nen
converge en la topologia uniforme en C([0,¢],C') a una funcion u : [0,t] — C y definamos
Ap =ty — 1t =L Para s € [0,t] consideremos k,(s) = max{k < n : {} < s}, sumando en
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(3.28) hasta k,(s) se tiene que

kn(s) kn(s)
un(t () = 20 — Y (I = T)un () AT + > f(11A].
=0 =0

Notemos que ¢} (5) S cuando n — oo. Del teorema de convergencia dominada, para medidas
con valores en espacios de Banach, se deduce que para todo s € [0, ]

u(s) = u(0) — /O(z T)u dm+/f

Luego u € C' y por lo tanto @ es la tnica solucion de la ecuacion (3.27), por lo que solo
debemos probar que (u,),en tiene algiin punto de acumulacion. Para hacer esto utilizaremos
la version del teorema de Arzela-Ascoli para funciones a valores en un espacio de Banach.
Sea s € [0,t], para cada n € N se tiene que u,(s) € C' y por lo tanto (u,(s))nen esta
uniformemente acotado pues C' es acotado. Sea ¢ > 0y sq € [0,1], s6lo es necesario probar
que ||u,(s) — un(so)|| < € para todo s € V(e) una vecindad de sy y n lo suficientemente
grande. Sea k() = max{k < n: ¢ <z} = [%], como x € [t} .t} ()] ¥ las funciones
u, son lineales por trozos se tiene que

lun(2) = n (e, @) < (i, @41) = wnlti @)l = ~ I = T)ualti, @) + ft, @)l < —

donde K = 2 +max.cjoq || f(s)||. Supongamos sin perder generalidad que x > sy, entonces se
tiene que

[un () —un(so)l| < [Jun(@) — un(t o) + llun(t, o) = un(Ey, (o)l + lunlty, () = un(so)

2Kt i i
< — F [Jun(th, @) = un(th, s0) |
kn(z)—1
2Kt § .
< - Z [ (t41) — un(t3) ]
i=kn(s0)
2Kt o)
< -~ Z (I = T)un(t7) + f(t1)]]
T i=hn(50)
2Kt Kt n Son 2Kt
< 2t TR 20y — 220 L (e —
- n+nth LtJ) n+ (|x SO‘+O())

Por lo que si n es suficientemente grande y |z — so| < 6, para cierto § = §(K,e) > 0,
se tiene que ||u,(x) — u,(s0)|| < € probando la equicontinuidad en so. Ahora, podemos usar
Arzela-Ascoli y encontrar una subsucesion (u,, )ren que converge uniformemente a u, la tinica

solucion de la ecuacion (3.27). Finalmente, notemos que (2! —a? ) /A, = —(I = T)u(t?_,)+
f(tg—l> y aSi7

z :E:ZL B ‘/E:Ll—l z /

lim ———"— = lim —(I —T)u(t,_,)+ f(th_y) = —(I —T)u(t) + f(t) = '(1).

n—00 An n—00
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Teorema 3.22 Sea u € C'([0,+00),C) la solucion del problema (3.27). Luego, para todo
t > 0 se verifica que

HM®HS7%+MHMHwO)

DEMOSTRACION. Sea t > 0y consideremos la misma notacion que en el Lema 3.20. Entonces z}
es el k-ésimo término de la iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores a coeficiente constante
An = L, es decir, 2} = (1= \,)a + A\ (Tx} +¢f) donde af = oy e, = f(kt/n). Del Lema
3.20 sabemos que 2" — u(t), donde u : [0, +00) — C es la tinica solucion C' de la ecuacion
(3.27). De las cotas para la iteracion de Krasnoselskii-Mann se tiene que

sz_$2—1|| < Qp— 1n+bn 1n+cn 1in

An - An
Del Teorema 2.10 se deduce que

A
n 1 1
Cnin o ~ (3.29)

N O O

n

para n suficientemente grande. Ahora, la cota de la Proposicion 3.5 establece que

An n—2 t it t

= rii-Hm-1-0) " m

si n es lo suficientemente grande. Lamentablemente la integral que aparece en (3.30) tiene una
singularidad en el punto s =t y no es claro ni siquiera si la integral es finita. Este problema
es el mismo por el cual el Teorema 3.8 no es suficiente para asegurar la regularidad asintotica
para la iteracion de Krasnoselskii-Mann general y sélo funciona cuando los coeficientes estan
alejados de los bordes, lo que justamente falla en este caso. En lugar de utilizar esta estrategia,
ocuparemos el argumento de la demostracion del Teorema 3.7 para acotar ambas cantidades.
Con la misma notacion del Teorema 3.7 se tiene que

(3.30)

n—3

:%n e [P Rl|(n_1’n))+P(R§|(n—1,n))]+%|]f(t—t/”)|’+”f(t)“-

=0

Ay — ln_l—bn 1n
An

Del mismo modo, se tiene que
P(R!|(n—1.n) _ 1
An - \/ﬂ%(l—%)(n—l—i)

si n es lo suficientemente grande y similarmente para P(R?|(n — 1,n)). Por lo tanto tomando
n = 2' y usando el Lema 3.20, se deduce que para t suficientemente grande

Y

§'H
~

Hw@H§7%+MﬂwWHMH
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Conclusion

En primer lugar, el principal resultado obtenido en esta memoria, el Teorema 3.7, establece
la regularidad asintdtica de la iteracion de Krasnoselskii-Mann con errores en un espacio
de Banach general. La regularidad asintdtica de esta iteracion ya habfa sido probada en un
espacio de Hilbert bajo las mismas hipotesis, de modo que el Teorema 3.7 permitira el estudio
de puntos fijos aproximados en una vasta clase de espacios de Banach, como los espacios L
para p # 2. Por otro lado, el Teorema 3.10 entrega la tasa de regularidad asint6tica cuando
los coeficientes involucrados en la iteracion estan lo suficientemente alejados de 0y 1. La tasa
encontrada en este trabajo es una mejora a los resultados previos, pues se determina en el caso
de un espacio de Banach general. Aliin més, las hipdtesis requeridas en el Teorema 3.10 son
bastante débiles en comparacion con los resultados previos en esta direccion, y probablemente
la cota obtenida en el Teorema 3.10 est& cerca de ser la mejor posible.

Se debe destacar que los resultados obtenidos, para la iteracion de Krasnoselskii-Mann
con errores, permiten el estudio de otros procesos iterativos conocidos. Gracias al Teorema
3.7 se extienden resultados de convergencia de otros procesos, como la iteracion de Ishikawa,
a espacios de Banach generales y con hipdtesis muy débiles. El Teorema 3.10 por su parte,
permite deducir versiones cuantitativas de estos teoremas, obteniendo nuevos resultados que
podran ser utilizados en la implementacion de algoritmos de computo de puntos fijos.

Por otra parte, la técnica utilizada para demostrar el Teorema 3.7 ha demostrado ser muy
versatil. Seria interesante estudiar si se puede seguir explotando este recurso para obtener
nuevos resultados. Por ejemplo determinar si en un espacio de Hilbert existe v > % tal que
| T+ — Trz|| = O(n™7) para todo « € (0,1). Por otro lado, resultaria interesante estudiar
qué relacion exacta existe entre los promedios en un espacio de Banach y los procesos aleato-
rios definidos en RY. Por ejemplo, si se define la sucesion z,1 = agz, +oyTx,+- - - +a T,
donde Z?Zl a; = 1, jexistird un proceso aleatorio en Z¢ que domine el comportamiento asin-
totico de () nen?

Finalmente, la iteracion de Krasnoselskii-Mann también ha sido estudiada para encontrar
puntos fijos de operadores definidos sobre espacios métricos con estructura convexa, proban-
dose la convergencia a un punto fijo bajo hipotesis similares a las del caso normado. Un
ejempo clasico de espacios métricos convexos es la esfera unitaria de un espacio de Hilbert
complejo, donde las funciones holomorfas, definidas sobre la esfera, resultan ser no expansi-
vas usando la métrica hiperbolica. Resulta natural entonces preguntar si seré posible adaptar
el método utilizado en la demostracion del Teorema 3.7 al contexto de espacios métricos
CONVEXOS.
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