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RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR

AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: SIMON CRISTOBAL PIGA DIAZ

FECHA: 14/06/2017

PROF. GUIA: SRA. MAYA STEIN

NUMEROS DE TURAN EN COLOREOS PROMEDIO PARA GRAFOS
COMPLETOS

Un coloreo de aristas de un grafo se llama ~-promedio si es que el nimero promedio
de colores incidentes a cada vértice es a lo més . Dados n, m enteros positivos y v un
real positivo, el nimero de Turén promedio coloreado T'(n, K,,, y-promedio) corresponde
a la maxima cantidad de aristas que puede tener un grafo de n vértices de manera que
exista un coloreo y-promedio que no contenga ninguna copia monocromatica de K,,. Esta
nocion fue introducida por Caro, quien observa que la expansion (blow-up) de un grafo
completo y-promedio coloreado sin copias monocrométicas de K, también es «y-promedio
coloreado y tampoco posee copias monocromaticas de K,,. Con ello, Caro se pregunta de si
el méximo de aristas buscado se alcanza en la expansion de un grafo completo ~-promedio
coloreado que maximice el niimero de vértices bajo la condicién de no contener una copia
monocromatica de K, (un coloreo extremal para el nimero de Ramsey ~y-promedio).

Yuster prob6 que la respuesta es afirmativa para el caso m = 3 y v = 2, y ademés
conjeturd que la respuesta es siempre afirmativa para todos los v = ¢ € N. En la presente
memoria se demuestra esta conjetura de Yuster cuando m > ¢(¢+ 1)+ 1. Por otro lado, se
demuestra también que la respuesta a la pregunta de Caro es negativa para un conjunto
no numerable de valores de v ¢ N.
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In every chaos there is an order: A very good writer wrote a rather nice book. But there
was no title to it yet. He asked his friend for suggestions. The friend asked him if there
was either a drum or a guitar mentioned in the book, to which the author replied in the
negative. The book then had the title: A story without drums and guitars

Endre Szemerédi
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente capitulo se presentan los principales resultados obtenidos en el trabajo,
enmarcados en su contexto general. Para ello se utilizan algunas nociones basicas de
teoria de grafos, teoria de Ramsey y numeros de Turan. Las definiciones y notaciones més
fundamentales de teoria de grafos se encuentran en el capitulo siguiente.

En primer lugar es necesario introducir algunas nociones de coloreo sobre las aristas
de un grafo. Clasicamente, en un coloreo de las aristas de un grafo la cantidad de colores
utilizados esté acotada (si se utilizan a lo méas ¢ colores distintos se dice que es £-coloreo).
No obstante, en los coloreos mayormente estudiados en la presente memoria, el ntimero
total de colores utilizados no es acotado. Para ¢ € N un coloreo de aristas se dice ¢-local
si para cada vértice la cantidad de colores en sus aristas incidentes es a lo mas ¢. Por otro
lado, dado 7 un real positivo, si el nimero promedio de colores incidentes a cada vértice es
a lo mas v se dice que el coloreo es y-promedio. De esta manera, evidentemente (en el caso
entero) todo coloreo ¢-local es también ¢-promedio. Otro definicion utilizada corresponde
al caso en que cada vértice es incidente exactamente a £ colores diferentes, en dicho caso
se dird que el coloreo es ¢-ezxacto.

1.1. Numeros de Ramsey Locales y Promedio

El nimero de Ramsey de un grafo G para ¢ colores, R(G,{), corresponde al maximo
n para el cual existe un ¢-coloreo de K, 1 que no contiene ninguna copia monocromati-
ca de G. Dichos coloreos se llamaran extremales para el nimero de Ramsey R(G, (). El
teorema generalizado de Ramsey afirma que este ntiimero existe para todo grafo G' y para
cualquier cantidad de colores ¢ € N. Sabiendo ello, los numeros de Ramsey R(G, ¢-local)
y R(G,~y-promedio) para coloreos locales y promedio se definen de manera anéloga rem-
plazando ¢-coloreo por coloreo ¢-local y coloreo y-promedio respectivamente (también se
definen de manera analoga sus coloreos extremales). Se considerara por definicién para el
caso de 0 colores los valores R(G,0) = R(G, 0-local) = R(G, 0-promedio) = 2. La existen-
cia de los numeros de Ramsey locales y promedios para todo ¢ y v se pueden encontrar



en [7] y en [4]. Evidentemente, se tiene que R(G,{) < R(G, (-local) < R(G, {-promedio).
Bajo estas definiciones es que Caro y Tuza [5] formulan la siguiente pregunta.

Pregunta 1.1 (Caro, Tuza, 1993 [5])
¢FEs cierto que R(G,{-promedio) = R(G, ¢-local) para todo grafo G y entero positivo %

En el mismo articulo prueban que existe una relacion al menos lineal entre ambos
nameros: R(G, (-promedio) < ¢({) - R(G, (-local) donde ¢(¢) < 2(¢ — 1). Relacionado con
esto, Truszezynski y Tuza [12] probaron que existe una constante k(¢) tal que para todo
grafo conexo G se tiene que R(G, (-local) < k(¢)- R(G, ()] Combinando ambos resultados
se tiene una relacion lineal entre los nimeros de Ramsey promedios y los clésicos para
grafos conexos (y para ¢ fijo).

Hasta ahora existen varias familias de grafos y cantidades de colores para los cuales
la respuesta a la Pregunta es afirmativa [T, 2, B, 5, 10]. En el caso de grafos comple-
tos Schelp [10] prueba que R(K,,,{-promedio) = R(K,,, {-local) para todo ¢ € N. Para
facilitar la notacién, en adelante se denotara R?,,, a este valor.

El primer resultado de este trabajo es una version estable para el Teorema de Schelp.
Especificamente, se prueba que si un coloreo ¢-promedio del grafo completo K, no contiene
ninguna copia monocromatica de K,,, entonces el nimero de vértices n debe ser distante
del nimero de Ramsey promedio R, ., o el coloreo es f-exacto. Mas precisamente, se
demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Sean m,l € N tales que m > 3, £ > 2 y sea un coloreo {-promedio de un
grafo completo K,, con n > R,,, —m+ 3. Entonces, se tiene que K, contiene una copia
monocromdtica de K,, o el coloreo es {-exacto.

El teorema anterior es un resultado de estabilidad en el siguiente sentido. El ntmero
maximo de vértices que puede tener un grafo completo ¢-promedio coloreado siempre se
alcanza en coloreos (-exactos y es R,,, — 1. Mientras que, si se exige que el coloreo sea ¢-
promedio, pero no ¢-exacto, dicho maximo disminuye al menos a R, ,—m+3. Hasta ahora
no se sabe cuél es la maxima cantidad de vértices que puede tener un grafo ¢-promedio
coloreado que no sea f-exacto coloreado. Es decir, no se sabe si la diferencia podria ser
aln mayor.

Considerando la Pregunta [I.I| se puede poner en cuestién una afirmacion aun més
fuerte. Es posible preguntarse si existe una version mas general del Teoremal[I.2] para todo
grafo y no solo para grafos completos. Mas especificamente jSera cierto que para todo grafo
G, los coloreos /-promedio sobre grafos completos que no poseen copias monocromaticas
de G y que maximizan la cantidad de vértices son siempre ¢-locales (o incluso ¢-exactos)?
Sin embargo, en una de las conclusiones del presente trabajo (ver Seccién se presentan
contraejemplos que prueban que dicho resultado de estabilidad no es cierto para todo grafo

R(G,¢-local)

1Se sabe que para grafos no conexos la razén R(G.0) puede ser arbitrariamente grande [7, Propo-

sicion 10].



G, incluso considerando ¢ = 2.

1.2. Numeros de Turan coloreados, locales y promedio

El problema principal de esta memoria esta centrado en los nimeros Turdn Colorea-
dos. En este caso, dado n, un niimero fijo de vértices, el objetivo es encontrar la maxima
cantidad de aristas que puede tener un grafo ¢-coloreado sin que posea copias monocro-
maéticas de K,,. Este maximo corresponde al nimero de Turan ¢-coloreado T'(n, K,,, ).
El caso ¢ = 1 se reduce al problema original de Turan [I3|, para el cual se sabe que la
mayor cantidad de aristas posibles para un grafo de n vértices sin copias de K,, como
subgrafo se alcanza en el grafo (m — 1)-partito completo, cuyas clases tienen tamanos lo
mas parecido posible (es decir con diferencia de a lo més un vértice). A este ultimo grafo
se le llamara Grafo de Turdn de n vértices y m — 1 clases, y se denotara por T,,_1(n). Se
denominaré t,,,—1(n) al nimero de aristas de T},,—1(n).

Para el caso de ¢ # 1 es posible probar que T'(n, K,,,{) = T'(n, Kk, ¢),1). Para ello
en primer lugar se considera el grafo de Turdn n vértices y (R(K,,,¢) — 1) clases. Para
f un coloreo extremal para el ntimero de Ramsey R(K,,,{), se colorean las aristas de
Tr(K,,,0)—1(n) como una expansion (blow-up) de dicho coloreo. Es decir todas las aristas
entre las clases iy j utilizando con el color f(i7). Como el grafo resultante no posee copias
monocromaticas de Ky, se tiene que T'(n, Ky, €) > trume-1(n) = T(n, Kpgm,e), 1) (donde
la ultima igualdad se tiene por el resultado original de Turan).

En segundo lugar, todo grafo G' con n vértices y mas de T'(n, Kp(m,), 1) aristas tendra
como subgrafo una copia de Kpg(ne). Con ello, cualquier f-coloreo en G inducird un /-
coloreo en el subgrafo Kg(m. ), el cual por definicion del niimero de Ramsey poseerd una
copia monocromatica de K,,. Con lo anterior se deduce la otra desigualdad: T'(n, K,,, () <
T'(n, Kg(m,),1). Con ello se concluye la igualdad deseada, demostrada inicialmente por
Sos [11]:

T(?’L, Km,g) :T(n, KR(Km,Z)al)- (11)

Es posible extender las nocién de nimero de Turén coloreado para coloreos locales y
promedio definiendo los ntimeros T'(n, K,,, (-local) y T'(n, K, y-promedio) reemplazando
¢-coloreo con coloreo (-local y coloreo y-promedio respectivamente. Caro [4] prueba para

el caso (-local una reducciéon analoga a la encontrada por Sos.

Teorema 1.3 (Caro, 1992 [4]) Sean m,n,{ enteros positivos. Entonces

T(n, Ky, -local) = T'(n, Kg,, ,,1).

En vista de la igualdad (1.1) y del Teorema es natural el planteamiento de la
siguiente pregunta (propuesta originalmente por Caro [4]).
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Pregunta 1.4 (Caro, 1992 [4]) Para m € N y para v un real positivo, ;Es cierto que

T(TL, K, 7'pr0medi0) - T(”» KR(Km,'y-promedio)7 1)?

Para este caso no es posible extender los mismos argumentos utilizado por So6s (y por
Caro) para probar (v el Teorema [1.3). Yuster [14] prueba la igualdad para el caso
m = 3y~ =2,y conjetura que la respuesta a la Pregunta[I.4]es afirmativa para todo m y
para todo v = ¢ € N. El principal resultado de esta memoria es responder afirmativamente
la Pregunta|l.4| para v = ¢ € Ny m tales que m > ¢({ + 1) + 1.

Teorema 1.5 Sean n,m,{ enteros positivos tales que m > £({ + 1) + 1 entonces

T(n, K, {-promedio) = T'(n, Kg,, ,,1).

Caro [4] demuestra que T'(n, K, £-promedio) > T(n, Kg,,,,1), por lo que solo falta
probar la otra desigualdad. Para deducirla se utiliza el siguiente teorema también demos-
trado en este trabajo.

Teorema 1.6 Sean n,m,{ enteros positivos tales que m > 3 y 2 < £ < m, y sea G un
grafo {-promedio coloreado con n > R, , vértices y mds de

—1
T(n, Kg, , 1) — (mT - 1)

aristas. Luego G contiene una copia monocromdtica de K,, o el coloreo es {-exacto.

El teorema anterior es un resultado de estabilidad en el siguiente sentido. El ntimero
méaximo de aristas que puede tener un grafo completo ¢-promedio coloreado siempre se
alcanza en coloreos f-exactos y es T'(n, Kg,, ,,1). Sin embargo, si se exige que el coloreo
sea (-promedio, pero no (-exacto, dicho maximo disminuye al menos a T'(n, Kg,, ,,1) —
(mT_l —f— 1). Hasta ahora no se sabe cuél es la maxima cantidad de aristas que puede
tener un grafo /-promedio coloreado que no sea f-exacto coloreado. Es decir, no se sabe
si la diferencia podria ser aiin mayor.

Es claro que a partir de los Teoremas y se concluye directamente el Teorema
[L.5 por lo que solamanete se probara el Teorema [1.6]

1.2.1. Respuestas Negativas a la Pregunta (1.4

Ademaés del Teorema [1.5 que responde afirmativamente la Pregunta para ciertos
casos, en la presente memoria se muestran valores de v ¢ N para los cuales la respuesta
es negativa. Para ello, se define el conjunto

[, = {y € R | Existe § > 0 tal que R(K,,, (7 — §)-promedio) = R(K,,,y-promedio)}.
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Es decir, I'), seran los valores de v donde es posible mantener el niimero de Ramsey prome-
dio a pesar de permitir, en promedio, menos colores incidentes a cada vértice. En la presen-
te memoria se prueba que para y € I'y, existen grafos con mas de T'(n, Kg(k,, -promedio)> 1)
aristas y tales que no poseen ninguna copia monocromatica de K,,.

Teorema 1.7 Sea m un entero positivo. Para todo v € Ty, existe una constante ¢ =
c(m,7y) > 0 tal que

T(n, K, y-promedio) > T(n, K gk, ~-promedio), 1) + en?.

Es decir, el Teorema[l.7] afirma que para todo 7y € I',,,, la respuesta a la Pregunta[I.4]es
negativa. Sin embargo, hasta ahora no se sabe si la reciproca de esta afirmacion es cierta
también. Dicho de otra manera, ;jEs I, es el conjunto de reales positivos méas grande
posible para el cual se responde negativamente la Pregunta [1.4]:

Pregunta 1.8 Sea v un real positivo y m € N. ;Serd cierto que v ¢ Iy, si y solo si

T(na Km7 7'p7‘0m6di0> = T(n, KR(Km,'y-pmmedio); 1)?

1.3. Organizacion de la Memoria

En el Capitulo [2]se presentan las definiciones basicas y algunos resultados previos nece-
sarios para las demostraciones de los teoremas principales. Alli se incluyen las definiciones
més fundamentales de teoria de grafos, ademas de ciertas definiciones més especificas para
coloreos de aristas. En los capitulos [3| y [4] se presentan las demostraciones de los Teore-
mas [[.2] y [I.6] respectivamente. Finalmente en el Capitulo [, a modo de conclusiones, se
presentan algunos resultados finales y posibles extensiones de los problemas tratados. En
este dltimo capitulo se incluye la demostracion del Teorema [1.7}



Capitulo 2

Preliminares. Definiciones basicas y
resultados previos

El presente capitulo tiene por objetivo en primer lugar mostrar las definiciones y no-
taciones mas bésicas para el entendimiento general de los problemas tratados. Por otro
lado, en la Seccion se presentan algunos resultados previos necesarios para probar los
resultados principales.

2.1. Definiciones basicas

A continuacién se presentaran las nociones y definiciones bésicas necesarias para la
presente memoria, primero en el contexto de la teoria de grafos, y segundo, de forma més
especifica, en coloreos de aristas. Para ello normalmente se han seguido las notaciones y
definiciones del libro de Diestel [6].

2.1.1. Grafos

Un grafo es un par G = (V, E) donde V es un conjunto finito cualquiera y E es un
conjunto cuyos elementos son subconjuntos de tamano dos en V. En general se considera
que un grafo es representado graficamente entendiendo a V' como un conjunto de puntos
y a I/ como lineas que unen los puntos de V. Los elementos de V' son llamados vértices y
los de E aristas. Dado un grafo G se denotara V(G) al conjunto de sus vértices y E(G) al
de sus aristas, se utilizaran letras mintusculas para referirse a las cardinalidades de estos

conjuntos; v(G) = |V(G)] vy e(G) := |E(G)].

En general se denotara uv a la arista e = {u, v} y se dird que u y v son los extremos
de e. Ademas cuando wv € E(G) se dird que u es vecino de v, que los vértices u y v
son adyacentes y que la arista uv es incidente a u. El conjunto de vecinos de un vértice



v fijo se denominara la vecindad de v, y se denotard Ng(v) o simplemente N(v) si G
esta dado por el contexto. Se le llamara grado de v a |[N(v)| y se denotard como dg(v),
o simplemente d(v). Los grados maximo, minimo y promedio de G se denotaran A(G),
0(G) y d(G) respectivamente.

Dado un grafo G y un conjunto de vértices V' C V(G), se define el conjunto de aristas
inducidas por V al conjunto E[V] := {zy € E(G) | x,y € V}. Se le dira grafo inducido
por V al grafo G[V| := (V, E[V]).

Se requiere ademas definir algunas familias de grafos en particular. El grafo de n vértices
que contiene todas las aristas posibles se le llamaré grafo completo de n vértices, denotado
como K,. Por otro lado al grafo con (n + 1) vértices V' = {wg,v1,...,v,}, y con aristas
E ={vwi1]0<i<n—1} sele llamard camino de largo n y se denotara como F,. Al
grafo obtenido a partir de P,_; agregando la arista v, _vg se le llamara ciclo de largo n,
denotado por C),. Ademés, dado un grafo G = (V, E) y un natural n, se denotara nG al
grafo que consiste en n copias disjuntas del grafo G (es decir, n copias del conjunto de
vértices V' y cada una de ellas con sus respectivo conjunto de aristas E'). En particular al
grafo nKj se le llamaré emparejamiento.

Un grafo G se dira r-partito si existe una particion de V(G) en r conjuntos {V;}_,
tales que ninguna arista de GG tiene ambos extremos en el mismo conjunto de la particion.
Si G tiene la mayor cantidad de aristas posibles, sujeto a la condiciéon de que sea r-partito
para una particion dada, se dird que G es r-partito completo.

2.1.2. Coloreos de Aristas

Un coloreo de aristas de un grafo G sera una asignacion f : E(G) — C donde C es
un conjunto cualquiera cuyos elementos seran llamados colores. Para un vértice v y un
coloreo fijo f se le llamara grado coloreado cy(v) al nimero de colores diferentes asignados
a las aristas incidentes a v. Se denotara al conjunto de vértices incidentes a 4 colores como

V(@) = {v e V(G) | ¢s(v) = i}

Para un conjunto no vacio de vértices V' C V(G) se define la contribucion promedio de
V' al coloreo f como

pr(V) = % > ew).

veV

En general, en todas las notaciones anteriores se omitiré el coloreo f si es que no genera
confusiones.

Observacion 2.1 Para A, B C V(G), disjuntos se tiene que
[Al- p(A) + Bl - p(B)
|AU B|

p(AUB) =

Se observa que si ps(V(G)) < 7, entonces f es un coloreo y-promedio. Por otro lado, si
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cp(v) < £ para todo v, f es un coloreo ¢-local, y si ¢f(v) = ¢ para todo v, f es un coloreo
(-exacto.

Finalmente, dado un natural ¢ € N, el grafo t-ezpandido (blow-up) G¢(t) de un grafo G
coloreado por f se define remplazando cada vértice x de G por t copias de x y cada arista
xy por las aristas del grafo bipartito completo, coloreando todas ellas con el color f(zy).
Obsérvese que el grafo resultante G(t) es |V (G)|-partito. Si f es claro por el contexto,
se dira simplemente G(t).

2.2. Resultados Previos Necesarios

En la presente seccion se presentaran una serie de resultados necesarios para las de-
mostraciones de los teoremas principales. En primer lugar, se presenta sin demostracion,
el siguiente teorema probado por Hajnal y Szemerédi [§].

Teorema 2.2 (Hajnal - Szemerédi, 1970 [§])
Si G es un grafo con n vértices, tal que 6(G) > % -n, entonces existe una particion de
sus vértices en | 7] subgrafos completos de tamano al menos k.

Los siguientes dos lemas corresponden a propiedades muy simples de los niimeros de

Ramsey locales R, .

Lema 2.3 Sean ¢ < m € N. Entonces
le Z m + ?—1.

DEMOSTRACION Sean U = {uy,ug, ..., Uy_1} vy V = {v1,v9,...,v,_1} conjuntos de vértices
del grafo completo K, 4¢_o. Se colorea cada arista w;v; con el color j, y cada arista adentro
de U o V con el color £. Es claro que este es un coloreo /-local sin una copia monocromatica
de K,,. Con ello se deduce el resultado.

O

Evidentemente esta cota no es ajustada. En la misma construcciéon anterior, es posible
tomar una (m — 2)-expansion de los vértices en V' coloreando las aristas internas de cada
clase v; con el color j. El grafo resultante sigue sin contener copias monocromaticas de
K,,. Con ello

Rm,g Z €(m — 2) + 2,

sin embargo, para los efectos de este trabajo basta considerar la cota presentada en el
Lema [2.3] Por otro lado, es directo ver que la cota es la misma para caso en que £ =1 o
m = 3.

Lema 2.4 Para ¢ > 7 >1ym > 3, se tiene que
Rm,ﬁ Z (Rm,j - 1)(Rm,€—j - 1) + L.
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DEMOSTRACION Sea H un grafo completo j-local coloreado con R, ; —1 vértices tal que no
contiene ninguna copia monocromatica de K,,. Considérese el grafo expandido H (R, ;—;—
1) y para cada clase considere un (¢ — j)-local coloreo de sus aristas internas, utilizando
nuevos colores, de manera que no contenga una copia monocromatica de K,,. Este es un
{-local coloreo de del grafo completo K(g,, . 1)(r,,, ;~1) qQue no contiene ninguna copia
monocromatica de K,,. O

El siguiente lema se refiere a la variacion de tx(n) con respecto al cambio en el nimero
de vértices n.

Lema 2.5 Sea n,k € N, entonces

tk(n)Ztk(n—T)—i-r-{ -

i )|

DemMosTRACION Es facil ver que t(n) es la cantidad de aristas del grafo de Turan Ty (n—r),

. L. .. . k—1
més r vértices adicionales cuyos grados son siempre al menos (n — (%1) = V(T)J Con

ello se deduce lo pedido. O

Lema 2.6 Secan € N y k < n. Si G es un grafo en n vértices, completo salvo por a lo
mdas (n — k) aristas. Entonces todo vértice de G estd contenido en algin Kj.

DEMOSTRACION Sea v un vértice de G. Para cada par de vértices x,y tales que zy ¢ E(G),
se elimina cualquiera de los dos que no sea el vértice v.

Con lo anterior se eliminan a lo méas (n — k) vértices y el grafo resultante contiene una
copia de K} que contiene a v.

]

Vale la pena observar que el resultado anterior es ajustado en el siguiente sentido.
Considere G el grafo obtenido a partir de K, borrando (n— k- 1) aristas, todas incidentes
a un vértice fijo v. Tal vértice tiene gradon —1— (n—k+1) = k— 2, y por ello no puede
estar contenido en ningtun K.



Capitulo 3

Demostracion del Teorema 1.2

El principal objetivo del presente capitulo es probar el Teorema|l.2] es decir la estabi-
lidad de los coloreos locales en el problema de Ramsey para grafos completos.

Una de las herramientas principales es una construccion similar a la utilizada por
Schelp [10] para probar la igualdad entre los nimeros de Ramsey locales y promedio para
grafos completos.

3.1. Bosquejo de la Demostraciéon

Para comenzar la demostracion se considera un /¢-promedio coloreo f de un grafo
completo K, tal que no posee copias monocromaticas de K,,. Como el coloreo es /-
promedio, si el grafo posee un vértice incidente a mas de ¢ colores, también existe otro
vértice incidente a menos de ¢ colores. Razonando por contradiccion, se asumira que el
coloreo f no es f-exacto, y por ello posee al menos un vértice incidente a menos de ¢
colores. La idea central de la demostracion seré construir a partir de un coloreo de K,, un
nuevo grafo completo S(K,, f, ¢, m) que resulta ser ¢-local coloreado y que no contiene
copias monocromaticas de K,,. Este nuevo grafo tendré al menos m — 2 vértices mas que
el K, original, y como no posee copias monocrométicas de K, debe tener menos vértices
que el nimero de Ramsey local R,, . Es decir

n‘i‘m_SSS(KnafvE?m) <Rm7£

con lo que se tiene que n < R, , — m + 3.

Antes de entregar una explicacién formal para la construccion de S(K,, f,¢,m), se
presentaran las ideas generales.

En primer lugar se eliminan todos los vértices que son incidentes a méas de ¢ colores en
el K, original. El grafo resultante es evidentemente ¢-local coloreado.
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Considérese primero el conjunto V,_i, de los vértices incidentes a exactamente ¢ — 1
colores. La principal idea es que es posible agregar una nueva copia de V,_; manteniendo
los colores para las aristas internas y las que lo conectan con el resto del grafo sin generar
con ello ninguna copia de K,,. Ahora, se requiere construir un grafo completo por lo que
es necesario colorear las aristas entre el V,_; original y la copia. Sin embargo, estas pueden
ser coloreadas con un color completamente nuevo, y es facil ver que no se agrega ninguna
copia de K,,, pues el grafo inducido por este nuevo color resulta bipartito. Con ello los
vértices en el V;,_; original y la copia pasan a ser incidentes un color extra, es decir £ colores
en total. Con ello, el coloreo sigue siendo ¢-local. Si m > 3, es posible agregar una nueva
copia, pues el grafo resultante por el color nuevo seré 3-partito (y m > 4). En general es
posible agregar m — 1 nuevas copias de V,_; sin anadir ninguna copia monocromatica de
K,, y manteniendo la condicién del ¢-local coloreo.

Anélogamente, es posible aplicar la misma idea al conjunto de vértices V;_5. Sin embar-
go, en este caso es posible agregar hasta dos nuevos colores manteniendo la condiciéon de
que el coloreo sea (-local. Asi, sea k = R(K,,,2-local) — 1y se consideran {Uy, Us, ..., U}
copias de V,_5. Se colorean entonces las aristas entre las clases U; como en la expansion
de un coloreo extremal para R(K,,,2-local). Es posible repetir esta idea para V;_;, y en
general serd posible agregar R(K,,, i-local) — 1 copias de de cada conjunto V,_;.

A pesar de que en base a la idea anterior es posible agregar una gran cantidad de
vértices, es necesario recordar que inicialmente se retiraron todos los vértices incidentes a
més de ¢ colores. Serd necesario probar que en términos netos, el grafo resultante posee
al menos (m — 2) vértices mas que el grafo original (ver Lema [3.1)).

Si bien el objetivo es utilizar esta construccion para grafos ¢-promedio coloreados y
sin copias monocrométicas de K,,, se presentard en primera instancia para cualquier co-
loreo de un grafo completo. Mas adelante se vera que si el grafo original es /-promedio
coloreado sin copias monocromaéticas de K,,, entonces S(K,, f,¢,m) cumplira lo pedi-
do. Para algunos de los resultados presentados méas adelante serd necesario tomar esta
construccion utilizando grafos completos coloreados arbitrariamente (no necesariamente
¢-promedio coloreados).

3.1.1. Construccion y Propiedades del Grafo S(K,, f,¢,m)

El objetivo de esta seccion es entregar una version mas detallada del grafo S(K,, f, ¢, m),
destacando algunas de sus propiedades.

Sean n,m, ¢ enteros positivos tales que 3 < m < n y considérese f un coloreo de las
aristas de un grafo completo K,,. Recordando que el conjunto V; corresponde al conjunto
de vértices incidentes a exactamente ¢ colores, se define

N = 3" (Runs — DIVI(E)],

=1
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H

H;

=

Figura 3.1: El grafo de la derecha representa la construccion S(K,, f, ¢, m) que contiene
muchas copias de V;(K,) para ¢ < {. Los grafos Hj, corresponden a expansiones de grafos
completos en R, _; — 1 vértices, (¢ — i)-local coloreados. Sus aristas tienen colores que
no aparecen en K, original.

OO0~ OO =
O

G5

@
O |
T

Vi W Vi

lolo

Vier Vi

=

El objetivo sera construir un coloreo de las aristas de K. Para ello, considérese el
conjunto V(K ) como union de (R,,,—; — 1) copias de V;(K,,) por cada i < {. Para cada
vértice z € Vi(K,) se denota V) a las diferentes copias de x, para j < Ryo—i—1,yse

Namara VY = {2 | z € Vi(K,)} a la j-ésima copia de Vi(K,). Estas copias preservan
la coloracion original f para sus aristas internas.

Para cada 7 < ¢ se considera H; un grafo completo coloreado con un coloreo extremal
para R, ,—; (H; posee entonces R,, ¢_; vértices). Considérese estos colores como diferentes
a aquellos utilizados originalmente en f.

Asi, se colorean las aristas de Ky de la siguiente manera:

(a) Para 1< i< i </(y para cada 2\ € Vz-(j) vyl € Vi,(j/), se colorea la arista z()yU")
con el color f(zy), para todo par j,j’.

(b) Para un i < /¢ fijo, se colorean las aristas entre las diferentes copias Vi(j) para j <
Ryo—i — 1 como en el grafo expandido H;(|Vi(K,)]).

El grafo coloreado S(K,, f,¢,m) seréa el resultante de la construccion anterior. Para
una ilustracion maés clara observe la Figura (3.1

Las caracteristicas claves del grafo S(K,, f, ¢, m) son dadas en el siguiente lema.
Lema 3.1 Sean n,m,{ € N, 3 <m <n y sea f un coloreo de las aristas de K, tal que
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no contiene una copta monocromdtica de K,,. Entonces:
1. S(K,, f,€,m) no tiene ninguna copia monocromdtica de K,,.
2. S(Ky, f,€,m) es l-local coloreado.

3. Si f es un f—promedio coloreo, entonces

V(S )] 2 0+ 3 (Rens = (€= ) = 2V

La idea central en la propiedad es justamente que el nuevo grafo tendra al menos
tantos vértices como el K, original. Evidentemente esto dependeré del signo de la suma-
toria al lado derecho de la expresion, la cual es no negativa para m > 3. Para probar el
Lema [3.1] se utiliza un lema de Schelp [10, Lema 1]:

Lema 3.2 (Schelp [10]) Sea K, un grafo completo £-promedio coloreado. Entonces

/-1

> (= DViK)| > ViK,

=1 >0

DEMOSTRACION DEL LEmA B Se prueba cada propiedad por separado.

1. Supongase que K es una copia monocromaética de K, en S(K,, f,¢,m). Si K esta
en alguno de los colores no utilizados por el coloreo original f, luego, K debe estar
en alguno de los grafos expandidos H;(|V;(K,)|). Pero es facil ver que esto no es
posible dado que los H; no poseen copias de K,,. Supéngase ahora que K esta en los
colores usados por f. Luego, no puede tener vértices en dos copias diferentes Vi(J )
y Vi(j ) para j # j'. Sabiendo esto es facil deducir que K, debe contener una copia
monocromatica de K, en el coloreo original f.

2. Para un vértice fijo 29 en alguna de las copias Vz-(j ), es claro que el nimero de
colores incidente provenientes de @ en la Construccion son solamente los ¢
colores originales del coloreo f. Por otro lado, para i < ¢, como H; es un (¢ — i)-local
coloreo, debido a @ se afiaden a lo més ¢ — i nuevos colores a z\9). En total cada
vértice es incidente a lo méas a ¢ colores diferentes.

3. Primero se observa que n = Z \Vi(K,)| + Z |Vi(K,)|. Asi, por el Lema

>0

l—

ZE—MV |+Z|V

Z“H Vi(K,)|.
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Luego, por definicion de S(K,, f, ¢, m), se tiene que

V(S(Kn, f,4,m)] = (Rp—i — DVI(K,)]

=1
l

>n+ Z(Rm,efi — DVi(KL) = (0= i+ DVi(K,)]

=1

£—1
=n+ Y (Bmei— (0= 9) = 2 Vi(Ky)).

3.2. Demostracion del Teorema [1.2

En esta seccién se presentara la demostracion del Teorema la cual resulta una
consecuencia muy sencilla de los resultados anteriores.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [[.21 Se razonard por contradicciéon. Se asume que K, no con-
tiene una copia monocromética de K,, y que el coloreo no es f-exacto.

Como el coloreo no es (-exacto, existe un indice ¢ < £ tal que V;(K) > 1. Luego, por el
Lema [2.3]y dado que m > ¢ se tiene que

-1
> (Rpp—i — (L= i) = 2)|Vi(K)| = m — 3.

=1

Por el Lema el grafo S := S(K, f, ¢, m) no tiene ninguna copia monocromética de
Ky

VS 2 n Y (R (€= ) = VK

Poniendo ambas consideraciones en conjunto, se tiene que

V(S)|>n+m-3
2 Rm,€~

Donde la segunda desigualdad proviene de las suposiciones del Teorema. Sin embar-
go, esto contradice el hecho de que S es f-local coloreado y no contiene ninguna copia
monocromatica de K,,.

]
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Capitulo 4

Demostracion del Teorema (1.6

El principal objetivo del presente capitulo es probar el Teorema [1.6} es decir la estabi-
lidad de los coloreos locales en el problema de Turan.

4.1. Bosquejo de la Demostracion

En la presente seccion se entregaran las lineas generales de la demostracion. La demos-
tracién completa y sus detalles se encuentran en la Seccion

Para partir la demostracion se fija A := ’”7_1 — ¢ — 1. Se toma G un grafo ¢-promedio

coloreado con n > R,, ¢ vértices y tal que e(G) > tg,, ,—1(n)—A. Se asumira que el coloreo
en GG no es (-exacto, es decir, que existe al menos un vértice incidente a menos de ¢ colores.
Luego, utilizando induccién en el nimero de vértices se probara que G debe contener una
copia monocromética de K,,.

La demostracion se separa en diferentes casos. En primer lugar se asume que existe un
vértice v incidente al menos a ¢ colores distintos y con grado d(v) < n— lee_ln (el grado
del grafo de Turan de n vértices y Ry, — 1 clases). Luego, G — v sigue siendo {-promedio
coloreado, y e(G —v) > tg, ,—1(n —1) — A, por lo que es posible aplicar la hipotesis
de inducciéon a G — v. Con ello G — v contiene una copia monocromatica de K,, (y la
demostracion termina) o G — v resulta (-exacto coloreado. En este tltimo caso, dado que
G es (-promedio coloreado, es posible ver que v y el resto de los vértices de G deben ser

incidentes a exactamente ¢ colores.

De forma similar al caso visto en el parrafo anterior, se asume que existe un vértice u
incidente a menos de £ colores que tiene grado bajo. En este caso G—u no es necesariamente
{-promedio coloreado, por lo que se requiere retirar otros vértices wi, wa, . . . , wy incidentes
a muchos colores (sin restricciones en su grado) con el objetivo de asegurar que el grafo
resultante sea (-promedio coloreado. Si se asume que d(u) es suficientemente bajo, entonces
G' =G —{u,wy,wy, ..., wy} tendrd mas de tg, , 1(n — (k+ 1)) aristas (observe que esto
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es suficiente para aplicar la hipdtesis de inducciéon). Mas precisamente, seré suficiente
asumir d(u) <n— n para cierto valor de d. Por hipotesis de inducciéon, G’ contiene

d
R o—1
una copia monocromaética de K, (en cuyo caso termina la demostracion) o G’ es f-exacto
coloreado (en particular f-local). En este ultimo caso se concluye que G’ contiene una
copia monocromatica de K, debido al Teorema (1.3

Luego de considerar los casos anteriores, se asume que

(A) §(G) >n— Rmi_ln; y

(B) para todo v € V(G) si c¢(v) > ¢, entonces d(v) > n — ﬁn

Para el caso en que se tienen los supuestos anteriores se toma un conjunto de vértices S
tal que induce un grafo completo y cuyos vértices son incidentes a menos de ¢ colores. Se
asume S maximal con respecto a aquellas propiedades. Es claro que S # () dado que se
asumio6 que GG contiene al menos un vértice incidente a menos de ¢ colores. Por , S debe
tener una gran vecindad comin (lineal en el tamano de G), llamese U a aquella vecindad
comin. Es importante mencionar que, como S es maximal, los vértices de U son incidentes
a més de ¢ colores. Luego, por , el grado minimo inducido en U (es decir, el grado
minimo del grafo inducido por U) es alto. Sabiendo ello, es posible utilizar el Teorema
para particionar los vértices de U en grafos completos, cuyo tamano es muy cercano
al nimero de Ramsey R, ,. Supdéngase que cada uno de estos grafos completos tienen un
grado coloreado promedio alto, luego U también tendré un grado coloreado promedio alto.
Como U es de gran tamano, esto contradice el hecho de que G era f-promedio coloreado.
Luego, se asume que al menos uno de los grafos completos de la particion tendra grado
coloreado promedio bajo. Llamese a este grafo completo K.

Asi, el conjunto de vértices V (K)US induce un grafo completo con bajo grado coloreado
promedio (los vértices en S son incidentes a menos de ¢ colores) y de tamafio cercano al
nimero de Ramsey R,, . Si este grafo no contiene ninguna copia monocroméatica de I,
entonces el grafo definido en la seccion anterior, S(K, f, ¢, m), sera ¢-local coloreado con
mas vértices que el nimero de Ramsey local I, y sin copias monocromaticas de K,,.
Esto tltimo es evidentemente una contradiccion, por lo que se concluye que existe una
copia monocromatica de K, en V(K)U S y por ello en G.

4.2. Demostracion del Teorema [1.6]

La demostracion del Teorema [1.6| se divide en varios lemas, siguiendo el bosquejo
explicado en la seccion anterior.

El primer lema dice que si se toma un coloreo y-promedio de un grafo completo de ma-
nera que no contenga una copia monocromatica de K,,, entonces vy no puede ser demasiado
bajo. Se presentard una cota inferior.
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Lema 4.1 Sea 3 <m <mn, {>2,v€R. Sea f un coloreo ~vy-promedio de K, de manera
que no contiene una copta monocromdtica de K,,. Entonces

Rm,g —A(m—3) —1

)

y>l0+1—

donde A = |{v € V(K,,) | cs(v) < £}].

DeMOSTRACION Por el Lema es posible construir un nuevo grafo completo ¢-local colo-
reado, S := S(K,, f,{,m) sin ninguna copia monocromética de K, y que cumple que

Ry —1>V(S)| = Z(Rm,z—z‘ — D)|Vi(EK5)|-

Luego,

/-1
Ve(Ko)| € Rue = Y (R — DIVi(Ky)| = 1. (4.1)

=1

Por otro lado, se tiene que

R >Zz|v W D)= Vi(K))

veV(Kny) =1
-1

> (L+1)n =Y (041 = )|Vi(E,)| — [Vi(E,).

=1

Luego, debido a (4.1]), se sabe que

pVIE)) =~ > elv)
veV (Kn)
1 /-1
ze+1+;(_§;<3m¢_i—<€—z’>—2>|v< = B+ 1)
/—1
PR 1D B
>041— m,l 4 i=1
n n
2€+1_Rm’z—/\(m—3)—

)
n

donde la peniltima desigualdad proviene del Lema [2.3]
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El siguiente lema prueba el Teorema [1.6| para ciertos tipos de coloreos.

Lema 4.2 Sean d, ¢ enteros positivos, m > £-d+1 y sea G un grafo £-promedio coloreado
conn > R, , vértices. Se asume que

(4) 3(C) > n— g y

(B) para todo v € V(G) sic(v) > ¢, entonces d(v) >n — RmZ—l'

Entonces, G contiene una copia monocromdtica de K,, o el coloreo es (-exacto.

DEMOSTRACION Se asumira que G no contiene una copia monocromatica de K, y en base
a ello se probara que todos sus vértices son incidentes exactamente a ¢ colores. Primero,
se toma un conjunto S maximal con respecto a las siguientes propiedades:

a) S es completo; y

b) para cada vértice v en S se tiene que c(v) < /.

Se define U := m N(v), y k:=|S|. Dada la maximalidad de S:

veS
cada vértice w € U cumple que c¢(w) > /. (4.2)

Si k = 0, entonces no hay ningtn vértice con grado coloreado menor que ¢ y con ello se
deduce que el coloreo debe ser ¢-exacto. Por otro lado, si k > R, ,—; entonces S tiene una
copia monocromatica de K, (dado que el coloreo inducido en S es (¢ — 1)-local). Por lo
que de ahora en adelante se asumira

1<k < Rme1—1 (4.3)

Primero se encontrara una cota para el tamanio de U. Se observa que por (A]), para cada

vértice w € S existen menos de % d:L_l vértices no-vecinos. Por lo tanto, el nimero de
m,l

vértices que poseen al menos un no-vecino en S es menor que

ked
Ry —1

Asi, fijando ¢ := R, — 1 — kd, se tiene que

k-d

Rone—1"
(&>
—nN.
Ry —1

\U| >n —

(4.4)
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Se observa que, debido a (4.3)) y considerando el Lema (para jremgz = 1), se tiene
que ¢x > Ryy—1—(Rme1—1)d> Rpy—1— (Ripe—1 — 1)(m — 1) > 0, sabiendo que
m > d, por las suposiciones del Lema.

A continuacion se acotar el grado minimo de G[U]. Por (4.2)) y por (B), los vértices

de U tienen grado mayor que g’"‘jﬁn. Luego,
n
o(GIU)) > [U| - R, 1
U]
> U] - o
_ Cr — 1 |U|
CL ’

Donde la ultima desigualdad proviene de (4.4)).

Luego, es posible aplicar el Teorema para particionar los vértices de U en subgrafos
completos de tamano al menos c¢;. Se fija uno de tales subgrafos completos, digase K := K,
con ¢ > ¢. Aplicando el Lema [4.1] se sabe que la contribuciéon promedio de los vértices
de K U S cumple que

ng—k(m—S)—l
K >(+1— : )
p(KUS) >+ p——

Se requiere acotar la contribucién promedio proveniente solo de los vértices del subgrafo
K. Para ello, es posible utilizar la Observacion [2.1

(l+1)(c+k)=Rne+k(m—=3)+1—Fk-p(S)

p(K) = .
oy Bue—km-1) -1
- C )

donde para segunda desigualdad se utiliz6 que p(S) < ¢ — 1. Aplicando el Lema y
considerando , es posible deducir que la fracciéon en la ultima expresion es siempre
mayor que cero. Por ello, se puede acotar la expresion anterior sin que dependa del subgrafo
completo de la particion que se haya elegido.

Rpe—k(m—1)—1

p(K)>(+1——"" (4.5)

Ck

Con ello, la cota anterior es vélida para todo el conjunto U. Por lo tanto, recordando
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que por las condiciones del lema el G no tiene vértices aislados, se tiene que

> cw) = p(U) - U] +n—|U]|

veV

=n+(p(U) - D[U|

Rm’g —1-— (m— 1)/€ Ck
>n+(€— o >Rm7€_1n

(m—1—10-d)k
=/
n—+ Rm,z—l n

> In.

Donde la tltima desigualdad se tiene debido a la suposicion de que m > ¢d+ 1. Sin
embargo, esto contradice el hecho de que G es ¢-promedio coloreado.

[]

El siguiente lema seré fundamental para el paso inductivo en la demostracion del Teo-
rema [1.6] Se utilizaran para probar que si hay un vértice que cumple ciertas propiedades
para el coloreo, es posible reducirse a un subgrafo de menor tamano.

Lema 4.3 Sean n,r, A enteros positivos, tales quen >1r yd> A+{+1. Sea G un grafo
(-promedio coloreado con n vértices y mds de t.(n) — A aristas. Si existe un vértice v en
G tal que

entonces, existe un subgrafo G' C G, conn' =n— (L —c(v)+ 1) vértices, mds de t,.(n’)
aristas, y tal que el coloreo inducido en G' también es (-promedio coloreado.

DEMOSTRACION Se observa primero que existen vértices wy, wa, . . ., Wy tales que G’ :=
G —{v,wy,ws, ..., W)} sigue siendo ¢-promedio coloreado (con el coloreo inducido por
el coloreo original en G’). Para probar esto, se retira el vértice v y los (¢ — ¢(v)) vértices
de grado coloreado mas alto. Si alguno de ellos tiene grado coloreado menor que ¢ + 1,
entonces el grafo resultante G’ es (-local coloreado (y por ello, /-promedio coloreado). Por
otro lado, si todos ellos tienen grado coloreado al menos ¢ + 1, entonces, para el grafo
resultante G’ se tiene que

, n—c(v) — L+ 1)l —c(v))
PG < = el -1

:£7

lo cual implica que G’ es ¢-promedio coloreado.
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Sabiendo que d(v) es un niimero entero, es facil ver que

dv) <n-— {d;—‘
<n—d. m 4. (4.6)

Luego, considerando 1D el Lema y el hecho de que HW > 2, se tiene que

e(G') >t (n) = A —d(v) = (£ —c(v))(n—1)
> t(n) — (€ — e(v) + 1) (n—[g >+(d—€+c(v)—1)qﬂ—1)—A
>t.(n)+d—C+c(v)—1—A
> t,(n)

r

donde la tltima desigualdad se debe a las condiciones del lema.

El dltimo lema que se probara antes de la demostracion corresponde al caso base de la
induccion. El proximo lema afirma justamente que el Teorema se cumple para grafos
con un nimero pequeno de vértices.

Lema 4.4 Sean n,m,{, A enteros positivos, tales que m >3 y 2 < { <m <n. Se asume
ademds que R,y < n < Ry, o+ y que A < m7_2 —{+ 1. Sea G un grafo (-promedio
coloreado con n vértices y mds de tg,, ,—1(n) — A aristas.

Entonces G contiene una copia monocromdtica de K,, o el coloreo es (-exacto.

DEMOSTRACION Se asume que G no contiene ninguna copia monocromética de K, y con-
tiene un vértice v incidente a menos de £ colores.

Se define 7 de manera que n = R,, s + . Obsérvese que como ¢ < ¢ < R,y — 1 se tiene
que tg, ,—1(n) = (5) — (i+1). Lo anterior, debido a que en este caso el grafo de Turén tiene
(i+1) clases con dos vértices y el resto con s6lo un vértice. Asf e(G) > (5) —(n—(Rp—A)),
por lo que es posible aplicar el Lema para concluir que v debe estar contenido en un

grafo completo K con R,,, — A vértices.

Como K no contiene ninguna copia monocroméatica de K,,, por el Lema [£.1], se tiene
que
Rm,g — A(m — 3) —1

K)>(+1-
p(K) =l + Rt — A ,

donde A = [{v e V(K) | c(v) < (}] > 1.
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Por lo tanto, considerando los (i+ A) vértices en G \ K, debido a la Observacion
se tiene que

L+ D) (R —A) = Rpy+A(m—3) +1+i+ A

>
,O(G)_ Rm,g—i-i
:€+A(m—3)—z(€—1‘)—€A+1
ij—f-l
Z£+m—2—€(f—1)—€A
Rm,g—FZ
> /[,

donde la ultima desigualdad se deduce del hecho de que m —2 —¢(¢ —1) — (A > 0, debido
a las condiciones del lema.

[l
Finalmente, a continuacion se presenta la demostracion del Teorema [1.6]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA Se fijan los valores A := mT_l —A—1yd=(+1+A

Se procedera por induccion en n. Los casos base seran R, ; < n < R, ;+{ y consisten
exactamente en los casos probados en el Lema , notando que A < mT_Q —(+1.

Para el paso inductivo, sea G un grafo /-promedio coloreado con n > R,, ¢ + ¢ vértices
y mas de tg, ,—1(n) — A aristas. Se asume como hipoétesis de inducciéon que el teorema es

cierto para todon’ € {n—1,n—2,...,n— ({+1)}. Se separara la demostracion en casos.
Primero se considera el caso en que existe v tal que c¢(v) > y d(v) < n— z"=. Por

el Lema se tiene que e(G —v) > tg, ,~1(n) — d(v) — A > tg, ,1(n—1)— A. Como
G — v sigue siendo ¢-promedio coloreado por hipoétesis de induccion se tiene que G — v
contiene una copia monocromética de K, (en cuyo caso termina la demostracion) o el
coloreo inducido en G — v es f-exacto. En el dltimo caso, dado que al agregar v a G — v los
grados coloreados solo pueden aumentar, y como G es (-promedio coloreado, se observa
que v y el resto de los vértices son incidentes en G a aristas de exactamente ¢ colores
diferentes.

En segundo lugar, se considera el caso en que existe un vértice u tal que c(u) < £y
d(u) <n-— Rmi—ln‘ Por el Lema |4.3| existe un subgrafo G’ C G, ¢-promedio coloreado con
n' =n— (0 — c(u) + 1) vértices y més de tr,,,1(n') aristas. Con ello es posible aplicar la
hipotesis inductiva para concluir que el coloreo inducido en G’ es f-exacto o G’ contiene
una copia monocromética K, (en cuyo caso termina la demostracion). En el el primer
caso, G’ es, en particular, (-local coloreado por lo que debido al Teorema[1.3|debe contener

una copia monocromatica de K,,.

Descartando los casos anteriores, se puede asumir que
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1. si ¢(v) < ¢, entonces d(v) > n — #n; y

2. si ¢(v) = ¢, entonces d(v) >n — 5" .

Estas son justamente las suposiciones del Lema [1.2] Es facil observar que por las
definiciones de A y d se tiene que m > df + 1. Con ello se concluye que G contiene una
copia monocromatica de K, o el coloreo es (-exacto. O
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Capitulo 5

Conclusiones

Existen una serie de posibles problemas asociados a los resultados estudiados. Se veran
a continuacion dos posibles extensiones, que parecen relativamente naturales a partir del
trabajo realizado.

5.1. Estabilidad de los niimeros de Ramsey para grafos
no completos

Considerando el Teorema es posible sospechar que existe una version analoga para
otras clases de grafos. En el presente trabajo se demostré que esto no puede ser cierto,
incluso considerando coloreos 2-locales y 2-promedio.

En [7] se calculan los nimeros de Ramsey 2-locales para ciclos. En particular, los
autores prueban que R(Cyp,2-local) = R(Cop,2) = 3m — 1. A continuacién se presenta
una construcciéon de un grafo completo con 3m — 2 vértices, que es 2-promedio coloreado
y no 2-local coloreado, sin contener ninguna copia monocromatica de Cs,,. Esto prueba
que si R(Cayy,, 2-local) = R(Cayy,, 2-promedio), este resultado no serfa estable en el sentido
de que los coloreos ¢-locales no serian los tinicos coloreos extremales posibles, como ocurre
para los grafos completos.

Seam > 2y 1<k < m. Se considera la unién de los conjuntos de vértices A, B y
Ccon|Al=m—1,|B|=2m—ky |C| =k — 1. Se establece el siguiente coloreo de las
aristas:

Toda arista incidente con cualquier vértice de A es coloreado con el color a,

las aristas internas de B con el color b,

las aristas internas de C' con el color ¢, y

las aristas entre B y C con el color b.

24



Claramente p(A) = 1, p(B) = 2y p(C) = 3. Luego, como [C| =k —1<m—1= |A]
este es un coloreo 2-promedio. Es directo probar que este grafo no contiene ninguna copia
monocromatica de Cy,, y que tiene 3m — 2 vértices. Esta es la construcciéon buscada.

Por otro lado, obsérvese que si se toma k =1 (C = (), se tiene que

_ 2[B|+|A]
- 3m—2

m—1
am — 2

p(V)

IN

2 —
T
T

Es decir que si R(Cyy, 2-local) = R(Co,y, 2-promedio), no solo existirian coloreos ex-
tremales no f-locales, sino que también con grado coloreado promedio mas bajo que 2. En
particular, se tiene que

R(Capm, 7/a -promedio) > 3m — 1 = R(Cy,y, 2-local).
El resultado anterior parece proponer que la Pregunta de Caro y Tuza [5] sobre si se
tiene la igualdad R(G,¢-local) = R(G, (-promedio) seria negativa para G = Cy,, y £ = 2.
Hasta ahora no se han encontrado respuestas negativas a dicha pregunta, sin embargo, no

es posible deducir dicho resultado directamente de la construcciéon anterior.

Utilizando construcciones muy similares es posible obtener resultados analogos para
los grafos P,, y mKs en vez de Cs,,.

5.2. Numeros de Turan coloreados para y-promedio co-
loreos con v € R

Como ya se ha mencionado anteriormente, la pregunta de Caro [4] (Pregunta[l.4]) sobre
los niimeros de Turan promedio coloreados es si es cierto que
T(n, Ky, y-promedio) = T(n, Kp(k,, ~-promedio): 1), (5.1)

para todo 7 € R. El principal objetivo de esta seccion es probar el Teorema [1.7] el cual
afirma que para todo v € I',,, se cumple que

T(n, K., v-mean) > T(n, Kg(x,, A-mean), 1) + cn’,
para cierta constante ¢ = ¢(m, ). Lo anterior, recordando que T',, se define como

[, .= {y € R | Existe § > 0 tal que R(K,,, (7 — §)-promedio) = R(K,,,y-promedio)}.
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Antes de pasar a la demostracion propiamente tal, se presenta una nueva definicién util
para la actual seccion. Para un m € N fijo, se define la funcion Ramsey promedio como
R(v) := R(K,,,v-promedio) para todo v € R. Claramente dicha funcion es creciente.
Ademas, se dice que v es un m-salto (o simplemente un salto) si R,,,(7—¢) < R,,(y) para
todo € > 0. En otras palabras, v es un m-salto si y solo si v ¢ I',,,. Como R,, es creciente,
y R, (7) € N mientras que 7 € R, es facil ver que existe a lo més una cantidad numerable
de saltos.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA Para probar el teorema se construye un grafo y-promedio
coloreado H con n vértices y méas de T'(n, K R(Km y-mean) 1)+ cn? aristas para cierta cons-
tante ¢, de manera que no contenga ninguna copia monocromética de K,,.

Como v € I',,,, existe un 0 > 0 tal que R,,(7—9) = Ry, (7). Asi, existe un grafo completo
G, (v — d)-promedio coloreado con R,,(y) — 1 vértices y que no contiene ninguna copia
monocromaética de IK,,. Considere sus vértices vy, vy, ..., Vg, (y)—1 ordenados de manera
que c(v1) < c(v2) < -+ < (VR (1)-1)- Sea T el grafo de Turdn Ty, (1)-1(n) con sus clases
ordenadas de manera que |Vi| > [Va| > -+ > |V, (y)-1]. Se colorean las aristas de 7" como
la expansion del grafo G, es decir, las aristas entre las clases V; y V; con el color utilizado
en G entre los vértices v; y v;. Como un caso simple de la desigualdad de reordenamiento
de Chebyshev [9, Seccion 2.17], se deduce que el grafo T resulta (y—4d)-promedio coloreado
debido a que G era (v — d)-promedio coloreado.

Rm(v)—1
1 1
- > elv) = ) c(v)| Vil
veT =1
1 Rm(v)—1
< ———— ClU;
<(y—9)

Es facil ver ademés que este coloreo no contiene ninguna copia monocromatica de K,,.
Obsérvese ademas que e(1') = tg,,(1)-1(n) = T'(n, Kg,,(y), 1)

Sea ¢ < min {(5, #7)—1} y tomese un conjunto S de |en] vértices todos dentro de una

misma clase de 7" (S no contiene aristas internas). A partir de 7', se define H anadiendo
tm—1(]S]) nuevas aristas en S utilizando para ellas un nuevo color, y de manera que no
aparezcan copias monocromaticas de K,,. Dado que

Z c(v) < (y—0)n+ |en]

veH
<n,

el coloreo resultante en H es un y-promedio coloreo.
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Ademas, finalmente, el ntiimero de aristas en H es
eo(H) = T(n, Kpy,(1):1) + tm-a(len])
g2 1
= T(n, KRm('y)a 1) + 5 <1 — m) n? + 0(n2)
> T(n, Kg,,(y),1) + cn’.

]

Considerando lo anterior, vale la pena agregar lo siguiente. Fijando un £ > 0, consi-
dere cualquier (¢ — ¢)-promedio coloreo del grafo completo K, (¢)—m+3. Dicho coloreo es
también f-promedio y evidentemente no puede ser (-exacto. Luego, para m,{ € N tales
que m > 3y m > {, debido al Teorema [1.2] este coloreo debe contener una copia mono-
cromatica de K,,. Por ello para m > 3 se tiene que R,,({ —¢) < R,,({) para todo ¢ > 0.
Es decir, se tiene que todo v = ¢ € N es un m-salto para todo m > ¢y m > 3.

En este contexto, vale la pena recordar la Pregunta |1.8 respecto de si I',, es el conjunto
més grande posible de valores de v € R que no cumplen la igualdad . Lo anterior, es
equivalente a plantear que solo se cumple para los m-saltos. Hasta ahora para v > 2
(y m > 3) los tnicos saltos que se conocen son los valores enteros de v, y se sabe que
en esos casos (cuando m > (v + 1) + 1) debido al Teorema [L.5] la igualdad si se

satisface.

La Pregunta [1.8] es ademés una manera de reformular la pregunta original de Caro
(Pregunta [1.4]), descartando los casos en que sabemos que es negativa debido al Teorema

!
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