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RESUMEN

Sea k un cuerpo y sea Pn = Pnk el espacio proyectivo de dimensión n sobre k. La única
inmersión P1 ↪→ Pn asociada a un sistema lineal completo de divisores en P1 y cuya imagen no
está contenida en un hiperplano, módulo cambio de coordenadas, es la inmersión de Veronese
de grado n, denotada νn. Su imagen νn(P1) es llamada curva racional normal de grado n.
Dado un subespacio lineal W ∈ G(n − 2, n) consideremos la proyección πW : Pn 99K P1 con
centro W . La composición π = πW ◦ νn : P1 → P1 resulta ser un morfismo sobreyectivo.
Diremos que W es un subespacio de Galois para νn si π es un cubrimiento de Galois. Lo que
se hará en este trabajo es caracterizar a todos los subespacios de Galois para la inmersión
de Veronese νn. Se dará una descripción de estos subespacios como una unión disjunta de
subvariedades localmente cerradas en el Grassmanniano G(n− 2, n).
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Caṕıtulo 1

Nociones de geometŕıa proyectiva

Este trabajo se desarrollará en el contexto de geometŕıa algebraica clásica. Por esta razón,
en este primer caṕıtulo se repasarán las nociones de geometŕıa proyectiva básica que se usarán
a lo largo de este trabajo. Asumiremos que el lector ya está familiarizado con las nociones
principales de geometŕıa algebraica clásica, en particular, todo lo que se trata sobre variedades
algebraicas afines [10, p. 3]. Por tanto, solo repasaremos los conceptos básicos sobre geometŕıa
proyectiva como modo de poner al lector en contexto, fijar notaciones y convenciones. Las
principales referencias para este caṕıtulo son [10], [12] y [17].

1.1. Variedades proyectivas, notaciones y convenciones

Sea k el cuerpo de base, de momento no necesariamente algebraicamente cerrado y de
caracteŕıstica p ≥ 0. Denotaremos por Pnk , o simplemente Pn, al espacio proyectivo de dimen-
sión n sobre k. Sea A = k[x0, . . . , xn] el anillo de polinomios en n+1 variables con coeficientes
en el cuerpo k.

Un subconjunto X de Pn se dice que es un conjunto algebraico si existe un conjunto finito
T ⊂ A de polinomios homogeneos tal queX = Z(T ) := {p ∈ Pn : f(p) = 0 para todo f ∈ T}.
Se puede poner una topoloǵıa en Pn definiendo los conjuntos cerrados como los conjuntos
algebraicos. Esta topoloǵıa es llamada topoloǵıa de Zariski ; y será la que se usará en este
trabajo.

Recordemos que para un espacio topológico, se pueden definir las nociones de subconjunto
irreducible y dimensión de un subconjunto [10, p. 10]. También es útil recordar que en la
topoloǵıa de Zariski todos los subconjuntos abiertos irreducibles son densos.

Definición 1.1.1. Una variedad proyectiva es un conjunto algebraico irreducible en Pn, con
la topoloǵıa inducida. Un subconjunto abierto de una variedad proyectiva es una variedad
cuasi-proyectiva. La dimensión de una variedad cuasi-proyectiva es su dimensión como espacio
topológico y se denotará dimX.

Recordamos que cada variedad algebraica af́ın es una variedad cuasi-proyectiva [17, p.
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46]. En lo que sigue llamaremos simplemente variedad a las variedades cuasi-proyectivas. Las
variedades de dimensión 1 son llamadas curvas y las de dimensión 2 superficies.

Definición 1.1.2. Sea X una variedad. Diremos que Y ⊂ X es una subvariedad de X, si Y
es en si misma una variedad.

Las siguientes son notaciones que usaremos a lo largo de este trabajo, por lo cual supo-
nemos que el lector ya está familiarizado con las nociones correspondientes. Sea X ⊂ Pn una
variedad

IX : ideal de k[x0, . . . , xn] que consiste de las formas que se anulan en X

k(X) : cuerpo de funciones racionales de la variedad X

Aut(X) : grupo de automorfismos regulares de X

Div(X) : grupo abeliano de divisores en X

div(f) : divisor principal de una función f ∈ k(X)

PDiv(X) : subgrupo de divisores principales de Div(X)

D ∼ D′ ⇔ D −D′ ∈ PDiv(X) (equivalencia lineal de divisores)

Cl(X) := Div(X)/PDiv(X) (grupo de clases de divisores)

L(D) := {f ∈ k(X)× : div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}

|D| ↔ PL(D) : sistema lineal completo del divisor D ∈ Div(X)

Pic(X) : grupo de fibrados en ĺınea en X módulo isomorfismo

OX(D) : fibrado en ĺıneas asociado al divisor D ∈ Div(X)

H0(X,OX(D)) : k-espacio vectorial de secciones del fibrado en ĺıneas OX(D)

Symn(X) := (X × · · · ×X) /Sn (producto simétrico)

Es un hecho bien conocido que la dimensión de una variedad X coincide con el grado
de trascendencia de su cuerpo de funciones sobre k, es decir, dimX = Trk (k(X)). Antes de
pasar a la siguiente sección veremos algunos ejemplos de variedades no singulares y variedades
singulares [10, p. 31].

Ejemplo 1.1.3. Sea f(x, y, z) = x3y+ y3z+ z3x. Se verifica que Z(f) es una variedad
no singular (en toda caracteŕıstica) 1-dimensional llamada curva de Klein.

Una variedad Z(f) ⊂ Pn definida por un solo polinomio homogéneo f es llamada
hipersuperficie. El grado del polinomio f es el grado de la hipersuperficie.
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Sea m un entero positivo tal que (m, p) = 1 y sea fm(x, y, z) = xm + ym + zm. Entonces
se verifica que F (m) := Z(fm) es una variedad no singular 1-dimensional llamada curva
de Fermat de grado m.

Supongamos que p 6= 2, 3 y que el polinomio f(x) = x3 + ax+ b ∈ k[x] no tiene ráıces
múltiples. Sea X = {[x : y : z] ∈ P2 : y2z = x3 + axz2 + bz3}, entonces X ⊂ P2 es una
variedad no singular 1-dimensional llamada curva eĺıptica.

Supongamos que p = 0. Sea m un entero positivo y sea fm(x, y, z) = y(x2 + y2)m +
xm+1zm+ym+1zm+yz2m. Entonces para cadam la variedad Z(fm) es una curva singular.

1.2. Subespacios lineales y Grassmannianos

Aqúı serán de especial importancia las variedades lineales o subespacios lineales del es-
pacio proyectivo, ya que en este trabajo caracterizaremos familias de subespacios lineales
que cumplen ciertas propiedades, véase resumen del principio. Por esta razón, dedicaremos
esta segunda sección a definir estos objetos. Aqúı asumiremos que el cuerpo de base k es
algebraicamente cerrado.

Los subespacios lineales de Pn son exactamente las subvariedades de Pn que son los ceros
un conjunto finito de polinomios homogéneos, todos de grado uno. Otra manera de ver un
subespacio lineal es considerando el espacio vectorial original kn+1. Tomemos un subespacio
vectorial (no nulo) L ⊂ kn+1. Entonces el conjunto de los subespacios de dimensión 1 de L,
denotado PL, forman un subespacio lineal de Pn, y cada subespacio lineal de Pn se obtiene
de esta manera, para un único subespacio vectorial de kn+1. La dimensión de un subespacio
lineal W = PL de Pn se define como dimW := dimL− 1.

Ejemplo 1.2.1. Sean x0, . . . , xn las coordenadas homogéneas del espacio proyectivo Pn y
sea p(x0, . . . , xn) = a0x0 + · · · + anxn un polinomio homogéneo de grado 1. El conjunto
H = {p = 0} es un subespacio lineal de codimensión 1, es decir, de dimensión n − 1 en Pn.
Este subespacio lineal H de Pn es llamado un hiperplano.

El espacio proyectivo, por definición, parametriza los subespacios de dimensión 1 del
espacio af́ın. Los Grassmannianos parametrizan subespacios de mayor dimensión.

Definición 1.2.2. Denotamos por G(l,m) al conjunto de todos los subespacios vectoriales
de dimensión l de km y lo llamamos el Grassmanniano.

Se puede mostrar que el Grassmanniano G(l,m) es una variedad proyectiva de dimensión
l(m− l) [17, p. 42]. Notar que, por definición, G(1, n+ 1) = Pn.

Como a cada subespacio vectorial de dimensión l + 1 de km+1 se le asocia un único
subespacio lineal de dimensión l de Pm, usaremos la notación G(l,m) := G(l + 1,m + 1)
para considerar a los subespacios lineales de Pm. Con esta notación, se tiene dimG(l,m) =
(l + 1)(m− l).
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Ejemplo 1.2.3. Por definición un hiperplano H ⊂ Pn es un elemento de G(n− 1, n). Consi-
deremos dos hiperplanos distintos H1, H2 ∈ G(n− 1, n), entonces la intersección H1 ∩H2 es
un subespacio lineal de codimensión 2 en Pn, es decir, H1 ∩H2 ∈ G(n− 2, n).

Sea S ⊂ Pn un subconjunto cualquiera y sea p : kn+1 \ {0} → Pn la proyección natural.
Definimos el subespacio lineal generado por S, denotado por 〈S〉, como el subespacio lineal
P〈p−1(S)〉.

El siguiente lema será útil para definir la noción de proyección lineal que veremos en la
Sección 1.3.3.

Lema 1.2.4. Si W y V son dos subespacios lineales de Pn, entonces

dim〈W ∪ V 〉 = dimW + dimV − dim(W ∩ V ).

Demostración. Se deduce fácilmente de la correspondiente formula para subespacios vecto-
riales de un espacio vectorial.

1.3. Morfismos entre variedades

Esta tercera sección esta dividida en tres subsecciones, en la primera definiremos los
morfismos regulares y morfismos racionales entre variedades, para luego ver algunas de sus
propiedades. En la segunda subsección definiremos las nociones de grado y ramificación de un
morfismo; y en la tercera veremos proyecciones y automorfismos lineales. Debemos mencionar
que en este trabajo apareceran frecuentemente las inmersiones al espacio proyectivo y las
proyecciones lineales los cuales son casos particulares de morfismos entre variedades

1.3.1. Morfismos racionales y regulares

Sea X ⊂ Pn una variedad y sea A = k[x0, . . . , xn].

Tomemos m + 1 funciones racionales f0, . . . , fm ∈ k(X), es decir, fi = Fi/Gi donde
Fi, Gi ∈ A son polinomios homogeneos del mismo grado y Gi /∈ IX . Supongamos que algún fi
no es identicamente cero en X y que los Fi son todos del mismo grado. Sea f = (f0, . . . , fm) ∈
k(X)m+1 y consideremos el subconjunto de X

Uf :=

(
m⋃
i=1

Z(Fi)
c

)
∩

(
m⋂
i=1

Z(Gi)
c

)
El conjunto U resulta ser un abierto en X y por tanto denso. Aśı, se puede definir un morfismo
racional φ : X 99K Pm por φ(x) = [f0(x) : · · · : fm(x)] para x ∈ Uf . Otra manera de denotar
este morfismo es por φ = [f0 : · · · : fm] y se debe notar que esta expresión no es única.

Se puede definir una noción de igualdad de morfismos de la siguiente manera [17, p. 51]:

Dos morfismos [f0 : · · · : fm] y [g0 : · · · : gm] son iguales si figj = fjgi en X para todo
i, j. Se puede verificar que esta condición es equivalente a que exista una función racional
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h ∈ k(X) tal que gi = hfi para todo i. Por tanto, con esta noción de igualdad de morfismos
se tiene lo siguiente:

Proposición 1.3.1. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de morfismos
racionales X 99K Pm y el espacio proyectivo Pmk(X) (el cual es el conjunto de subespacios de

dimensión 1 del espacio vectorial k(X)m+1 definido sobre el cuerpo k(X)).

Si f, g ∈ k(X)m+1 son distintos, entonces puede suceder que Uf 6= Ug (incluso cuando
ellos definen el mismo morfismo racional). La unión Uφ de todos los Ug, para g ∈ [f ] ∈ Pmk(X),

se llama dominio de definición de φ = [f0 : · · · : fm]; el conjunto φ(Uφ) es la imagen de X
en Pm, y anotaremos simplemente φ(X). Los puntos x ∈ Uφ se llaman puntos regulares de
φ; si Uφ = X diremos que φ es un morfismo regular, y denotaremos φ : X → Pm. Entonces
también se puede definir un morfismo racional como uno que es regular en algún subconjunto
abierto U ⊂ X.

Ejemplo 1.3.2. Los morfismos regulares [ z−y
x

: z+y
x

] y [ x
z+y

: x
z−y ] de {x2 + y2 = z2} ⊂ P2 a

P1 son iguales.

Sea φ : X 99K Pm un morfismo racional. Si Y ⊂ Pm es una variedad cuasi-proyectiva,
decimos que φ env́ıa X a Y si existe un abierto U ⊂ X tal que φ(X) ⊂ Y y denotaremos
φ : X 99K Y . Si φ : X → Y es un morfismo regular que tiene un morfismo regular inverso,
entonces diremos que φ es un isomorfismo. En este caso diremos que X e Y son isomorfos,
y denotaremos X ' Y .

Ejemplo 1.3.3. Las variedades afines X = {y = xk} y A1 son isomorfas. Un isomorfismo es
φ : A1 → X, t 7→ (t, tk) y su inversa es ψ : X → A1, (x, y) 7→ x.

Ahora daremos una definción que será importante en nuestro trabajo.

Definición 1.3.4. Si φ : X → Y es un morfismo regular tal que X ' φ(X), entonces diremos
que φ es una inmersión y denotaremos φ : X ↪→ Y .

La definción anterior será importante para introducir la noción de inmersión de Galois
(Definición 2.1.1) que veremos en el siguiente caṕıtulo.

Ejemplo 1.3.5. El morfismo φ : P1 ↪→ P3, [x : y] 7→ [x4 : xy3 : x3y : y4] es una inmersión.

Ahora daremos otra definición.

Definición 1.3.6. Sea φ : X 99K Y un morfismo racional. Diremos que φ es dominante si la
imagen de φ es densa en Y , es decir, si φ(X) = Y .

Sea φ : X 99K Y un morfismo racional. Si φ es dominante, entonces φ define una incrus-
tación de cuerpos φ∗ : k(Y ) ↪→ k(X); r 7→ r ◦ φ (véase [17, p. 51]). Si φ tiene un morfismo
racional inverso entonces diremos que φ es birracional o equivalencia birracional, y diremos
que X e Y son birracionales. En este caso la incrustación φ∗ : k(Y ) ↪→ k(X) resulta ser un
isomorfismo de cuerpos.

La siguiente proposición clarifica la relación entre las nociones de isomorfismo y equiva-
lencia birracional.
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Proposición 1.3.7. Dos variedades X e Y son biracionales si y sólo si ellas contienen
subconjuntos abiertos U ⊂ X y V ⊂ Y que son isomorfos.

Demostración. Véase [17, Proposición 1.1, p. 51]

Ejemplo 1.3.8. La hipérbola X = {xy = 1} no es isomorfa a A1, pero śı son birracionales.
La proyección X → A1, (x, y) 7→ x es una equivalencia birracional y es un isomorfismo
cuando se restringe su codominio a A1 \ {0} cuya inversa regular es t 7→ (t, 1/t).

Ejemplo 1.3.9. Las variedades afines X = {y2 = x2 + x3} y A1 no son isomorfas, pero
si son birracionales. Una equivalencia birracional es φ : A1 → X, t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1))
y la restricción φ : A1 \ {±1} → X \ {(0, 0)} es un isomorfismo cuya inversa regular es
ψ : X \ {(0, 0)} → A1 \ {±1}, (x, y) 7→ y/x.

El siguiente es un ejercicio que aparece en [17, Ejercicio 5, p. 53].

Ejemplo 1.3.10. Cada morfismo racional P1 → Pn es regular.

Finalizamos esta subsección enunciando un resultado que será útil para la demostración
de la Proposición 3.5.2 (parte final de nuestro trabajo), el cual es llamado “Teorema de
Dimensión de las Fibras”.

Teorema 1.3.11. Sea φ : X → Y un morfismo regular entre variedades. Supongamos que φ
es sobreyectiva: φ(X) = Y , y que dimX = n, dimY = m. Entonces m ≤ n, y

1. Para cada y ∈ Y y para cada componente F de la fibra φ−1(y) se tiene dimF ≥ n−m.

2. Existe un subconjunto abierto no vaćıo U ⊂ Y tal que dim (φ−1(y)) = n−m para y ∈ U .

Demostración. Véase [17, Teorema 1.25, p.75]

1.3.2. Grado de un morfismo y ramificación

Llamaremos cubrimiento a un morfismo sobreyectivo con fibras finitas. Por el teorema
1.3.11 se tiene que si φ : X → Y es un cubrimiento, entonces dimX = dimY .

Definición 1.3.12. Sean X e Y variedades de la misma dimensión y φ : X → Y un morfismo
regular dominante. El grado de la extensión de cuerpos φ∗ (k(Y )) ⊂ k(X), la cual es finita
bajo estas hipótesis, es llamado el grado de φ

deg φ = [k(X) : φ∗ (k(Y ))]

Ilustraremos la definición anterior a través de un sencillo ejemplo.

Ejemplo 1.3.13. El cubrimiento φ : A1 → A1, t 7→ tn induce la extensión de cuerpos
k(tn) ⊂ k(t) la cual es de grado n y por tanto deg φ = n.
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Para entender adecuadamente el concepto de ramificación de un cubrimiento necesitare-
mos introducir el concepto de variedad normal. Para introducir este concepto el lector debe
recordar la noción de anillo integralmente cerrado de álgebra.

Definición 1.3.14. Una variedad af́ın X es normal si k[X] es integralmente cerrado. Una
variedad cualquiera X es normal si cada punto tiene una vecindad af́ın normal.

El siguiente resultado nos dará intuición geométrica sobre las variedades normales.

Teorema 1.3.15. El conjunto de puntos singulares de una variedad normal tiene codimen-
sión ≥ 2.

El siguiente resultado clarifica la relación entre el grado de un morfismo y la cardinalidad
de sus fibras en el caso que el codominio sea una variedad normal. Como para toda variedad
existe su normalización [17, p. 128], esta hipótesis siempre es posible.

Teorema 1.3.16. Si φ : X → Y es un cubrimiento e Y es normal, entonces para cada y ∈ Y
la cardinalidad del conjunto φ−1(y) es ≤ deg φ.

Demostración. Véase [17, Teorema 2.28, p. 141]

En lo que sigue de esta subsección asumiremos que Y es una variedad normal.

Definición 1.3.17. Sea φ : X → Y un cubrimiento. Diremos que φ es no ramificada sobre
y ∈ Y si la cardinalidad de φ−1(y) es igual a deg φ. En caso contrario, diremos que φ es
ramificada en y, o que y es un punto rama de φ.

Teorema 1.3.18. El conjunto de puntos en los cuales un cubrimiento φ : X → Y es no
ramificado es abierto (por tanto denso), y es no vaćıo si φ∗ (k(Y )) ⊂ k(X) es una extensión
de cuerpos separable.

Demostración. Véase [17, Teorema 2.29, p. 142]

Notar que el morfismo regular φ del Ejemplo 1.3.13 anterior induce una extensión de
cuerpos separable (de hecho es Galois). En este caso el único punto rama de φ es el 0 ∈ A1

y por tanto el conjunto donde φ es no ramificado es A1 \ {0} el cual es claramente es denso.

Sea X una variedad y sea G un subgrupo finito de Aut(X) tal que la caracteŕıstica de k no
divide el orden de G, y sea Y = X/G la variedad cociente [17, Ejemplo 1.21, p. 31]. Entonces
la proyección natural φ : X → Y resulta ser un cubrimiento. En este caso las fibras de φ son
orbitas del grupo G. Además, se verifica que la extensión de cuerpos φ∗ (k(Y )) ⊂ k(X) es
Galois y su grupo de Galois es isomorfo a G. Se debe notar que deg φ = |G|.

Definición 1.3.19. Un cubrimiento φ : X → Y es llamado cubrimiento de Galois, si existe
un subgrupo finito G de Aut(X) tal que Y ' X/G y las fibras de φ son orbitas del grupo G.
El grupo G es llamado grupo de Galois del cubrimiento φ.
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Notar que el cubrimiento φ del Ejemplo 1.3.13 anterior es un cubrimiento de Galois, cuyo
grupo de Galois es G = 〈t 7→ ζnt〉 donde ζn es una ráız primitiva n-ésima de la unidad. En este
caso la fibra φ−1(0) = {0} tiene cardinalidad 1, ya que 0 ∈ A1 es fijado por los elementos de
G. En general para todo cubrimiento de Galois sus puntos ramas son imagenes de elementos
que tienen estabilizador no trivial por la acción del grupo de Galois.

Terminaremos esta subsección introduciendo un concepto que esta muy relacionado con
la definición anterior.

Definición 1.3.20. Sea φ : X → Y un morfismo dominante finito y supongamos que la
extensión φ∗ (k(Y )) ⊂ k(X) es separable. Sea L la clausura de Galois de esta extensión y sea
G = Gal (L/φ∗ (k(Y ))). Este grupo G es llamado grupo de monodromı́a de φ.

1.3.3. Proyecciones y automorfismos lineales

Un concepto que aparecerá frecuentemente en este trabajo es el de proyección lineal desde
un subespacio lineal del espacio proyectivo, por lo que ahora repasaremos este concepto.

Sea L ⊂ kn+1 un subespacio vectorial de dimensión n−d y sea L0 ⊂ kn+1 algún subespacio
vectorial complementario de L (y por tanto dimL0 = d + 1). Consideremos los correspon-
dientes subespacios lineales W = PL ∈ G(n − d − 1, n) y W0 = PL0 ∈ G(d, n). Notar que
W y W0 son disjuntos, ya que L ∩ L0 = {0}. Además, usando la fórmula del Lema 1.2.4 se
puede verificar fácilmente que 〈W ∪W0〉 = Pn. Dos subespacios lineales W y W0 que satisfa-
cen las dos condiciones anteriores son llamados subespacios lineales complementarios. Como
existe una correspondencia 1-1 entre subespacios lineales de Pn y subespacios vectoriales de
kn+1, para cada subespacio lineal W siempre se puede encontrar otro subespacio lineal W0

de manera que W y W0 sean complementarios.

Sean W ∈ G(n− d− 1, n) y W0 ∈ G(d, n) subespacios lineales complementarios. Supon-
gamos que p ∈ Pn es un punto tal que p /∈ W . Entonces W1 = 〈W ∪ {p}〉 es un subespacio
lineal de Pn que tiene dimensión 1 + dimW . Usando la formula del Lema 1.2.4, vemos que

dim(W1 ∩W0) = dimW1 + dimW0 − dim〈W ∪W0〉
= (n− d) + d− n = 0,

por tanto W1 ∩W0 es un punto único en W0.

Definición 1.3.21. La proyección lineal desde W a W0 es el morfismo regular

πW : Pn \W → W0

definido por πW (p) ∈ 〈W ∪ {p}〉 ∩ W0. El subespacio lineal W es llamado el centro de la
proyección.

Como la codimensión de W en Pn es positiva, la mayoŕıa de los puntos de Pn no están
en W . De hecho, Pn \ W es un abierto de Pn en la topoloǵıa de Zariski y por tanto es
denso. Entonces πW : Pn 99K W0 resulta ser un morfismo racional. Esto se puede escribir
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expĺıcitamente de la siguiente manera: supongamos que W = {L0 = · · · = Ld = 0}, donde Li
son formas lineales. Entonces para un W0 adecuado, πW (x) = [L0(x) : · · · : Ld(x) : 0 · · · : 0],
donde x = [x0 : · · · : xn].

Ejemplo 1.3.22. Sean W = {x0 = xn = 0} ∈ G(n− 2, n) y W0 = {x1 = · · · = xn−1 = 0} ∈
G(1, n). Notar que W y W0 son subespacios lineales complementarios. La proyección lineal
πW : Pn 99K W0 con centro W es dada por πW [x0 : · · · : xn] = [x0 : 0 : · · · : 0 : xn]. En este
caso se puede anotar simplemente πW [x0 : · · · : xn] = [x0 : xn].

Se debe notar que si X ⊂ Pn es una variedad disjunta de W , entonces la restricción
π := πW |X define un morfismo regular π : X → W0 ' Pd. Por otro lado, si X ∩W 6= ∅ pero
X no está contenida en W , entonces π : X 99K Pd es un morfismo racional. Debemos observar
que para esta tesis será relevante el caso cuando X no está contenida en un hiperplano y
dim(X) = d. Es un hecho que en este caso el morfismo π : X 99K Pd inducido por la proyección
πW es un morfismo finito y si X ∩W = ∅, es de grado Dd el cual es el número de auto-
intersección de D (véase [17, p. 234]). En particular, si d = 1, se tiene que deg(π) = deg(D).

Para varios conceptos y resultados que aparecerán en este trabajo será irrelevante el
sistema de coordenadas homogéneas particular que se escoga, es decir, serán módulo cambio
de coordenadas lineales. Ahora repasaremos cómo se obtienen estos cambios de coordenadas.
Lo que veremos ahora es básicamente lo mismo que aparece en [12, p. 97] generalizado a un
cuerpo arbitrario k.

Sea T : kn+1 → kn+1 un isomorfismo k-lineal. Entonces T manda subespacios en subes-
pacios, preservando la dimensión; en particular env́ıa cada subespacio 1-dimensional en otro.
Por tanto T induce un morfismo regular T : Pn → Pn; este morfismo regular es llamado un
automorfismo lineal de Pn.

En términos de coordenadas homogeneas, pensemos en kn+1 como vectores columnas de
la manera usual, de modo que aplicar el morfismo T es igual a la multiplicación por una
matriz cuadrada invertible AT = (aij) de tamaño n+ 1:

T

 x0
...
xn

 = AT

 x0
...
xn

 =


∑n

j=0 a0jxj
...∑n

j=0 anjxj

 .

Por tanto, podemos usar las mismas formulas para transformar las coordenadas homogeneas
de puntos en Pn bajo T :

T [x0 : · · · : xn] =

[
n∑
j=0

a0jxj : · · · :
n∑
j=0

anjxj

]
.

Se llama cambio de coordenadas a esta aplicación del automorfismo lineal T en Pn.

Denotaremos por Aut(Pn) al conjunto de todos los automorfismos lineales de Pn. Se
puede notar que Aut(Pn) ' PGL(n + 1, k) es un grupo algebraico [17, p. 184] de dimensión
(n+ 1)2 − 1.
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1.4. Divisores y morfismos racionales

Esta cuarta sección se divide en dos subsecciones, en la primera estudiaremos una notable
correspondencia entre sistemas lineales de divisores y morfismos al espacio proyectivo. La idea
es aplicar este estudio al caso particular de la ĺınea proyectiva P1. Para esto será necesirio
obtener una caracterización del grupo de clases de divisores en P1, lo cual se hará en la
segunda subsección.

1.4.1. Sistemas lineales y construcción de morfismos

Sea X una variedad no singular y sean D1, . . . , Dn ∈ Div(X). Supongamos que

Di =
∑

kijCj

con los Cj divisores primos, es decir, irreducibles y de multiplicidad 1. Se define el mayor
común divisor de los divisores D1, . . . , Dn como el divisor

mcd{D1, . . . , Dn} :=
∑

ljCj , donde lj := min
1≤i≤n

kij.

Escribiendo D′i = Di − mcd{D1, . . . , Dn}, es claro que D′i ≥ 0 y que los D′i no tienen
componente común.

Sea φ : X 99K Pm un morfismo racional, entonces φ = [f0 : · · · : fm], para ciertos
fi ∈ k(X). Ahora consideremos los divisores principales [17, p. 149]

div(fi) =
n∑
j=1

kijCj ∈ Div(X).

Sea
D = −mcd{div(f0), . . . , div(fm)}.

Entonces div(fi) +D ≥ 0 y por tanto fi ∈ L(D) para todo i.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que φ tiene imagen no degenerada, es decir,
que φ(X) no está contenido en un hiperplano, ahora explicaremos por qué. Notar que φ tiene
imagen no degenerada si y sólo si las funciones fi son linealmente independientes. Entonces si
φ tiene imagen degenerada, basta eliminar algunos fi para obtener un conjunto linealmente
independiente de fi que definen esencialmente el mismo morfismo.

Ahora veremos que se puede asociar un único sistema lineal de divisores al morfismo φ.
Lo que veremos ahora es básicamente lo mismo que aparece en una parte de [17, p. 157-158].

Manteniendo las notaciones anteriores, notar que se le puede asociar al morfismo φ el
único k-subespacio vectorial Mφ ⊂ L(D) generado por las funciones fi. Aśı se puede ver
que la elección de las funciones fi corresponde a una elección de una base particular de
Mφ. Por tanto, módulo cambio de coordenadas, φ corresponde al subespacio vectorial Mφ.
Manteniendo estas notaciones, introducimos la siguiente definición
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Definición 1.4.1. El conjunto de divisores efectivos {div(g) + D : g ∈ Mφ}, es llamado un
sistema lineal de divisores, y si Mφ = L(D) se llama un sistema lineal completo, que deno-
taremos |D|. Si los divisores del sistema lineal {div(g) +D : g ∈Mφ} no tienen componente
común diremos que este es libre de componentes base.

Se puede notar fácilmente lo siguiente

Proposición 1.4.2. Se tiene una biyección natural

|D| ↔ PL(D), dada por: div(f) +D ↔ [f ] = {λf : λ ∈ k×}.

Demostración. La sobreyectividad es clara. Para ver la inyectividad supongamos que div(f)+
D = div(g) +D. Entonces div(g/f) = 0 y por tanto g/f = λ ∈ k, es decir, g = λf .

Notar que se tiene una simple interpretación geométrica de los divisores div(f) +D para
f ∈Mφ: ellos son pullbacks de los divisores de hiperplano de Pm bajo φ.

De manera inversa, se pueden construir todos los morfismos racionales de una variedad no
singular X a diferentes espacios proyectivos. Para esto, se necesita tomar un divisor arbitrario
D, y un subespacio de dimensión finita M ⊂ L(D). Luego tomando una base f0, . . . , fm de
M se obtiene el morfismo racional φ = [f0 : · · · : fm] y −mcd{div(f0), . . . , div(fm)} ≤ D.

Sea φ = [f0 : · · · : fm] un morfismo racional. Como multiplicar todos los fi por un factor
común g ∈ k(X) no cambia al morfismo φ, y reemplaza al divisor

D = −mcd{div(f0), . . . , div(fm)}

por el divisor linealmente equivalente D − div(g), vemos que la clase del divisor D es un
invariante del morfismo racional φ. Por tanto tenemos el siguiente método para construir
todos los morfismos racionales φ : X 99K Pm con imagen no degenerada: tomamos una
clase de divisores en X y tomamos cualquier divisor D en esta clase, luego tomamos un
subespacio vectorial de dimensión finita M ⊂ L(D) tal que su sistema lineal asociado es
libre de componentes base. Si f0, . . . , fm es una base de M entonces se obtiene el morfismo
racional φ = [f0 : · · · : fm]. Por supuesto, puede suceder que L(D) = 0, o que todos los
divisores div(f) +D para f ∈ L(D) tengan componentes en común, y entonces no se obtiene
ningún morfismo racional de esta clase de divisores.

Se puede observar una interesante caracteŕıstica de la imagen que obtuvimos. Entre todos
los morfismos racionales que corresponden a una clase de divisores C, hay uno que es maximal:
el que se obtiene tomando M como todo el espacio M = L(D) (el cual es de dimensión
finita, véase [10, Teorema 5.19, p. 122]) con D ∈ C, es decir, el que corresponde al sistema
lineal completo |D|. Todos los demás morfismos que corresponden a esta clase se obtienen
componiendo este morfismo φ|D| : X 99K PN con los varios morfismos de proyección PN 99K
Pm. De hecho, si φ = [f0 : · · · : fN ], y, digamos, ψ = [f0 : · · · : fm] con m < N entonces
ψ = πφ, donde π[x0 : · · · : xN ] = [x0 : · · · : xm] es la proyección, visto como un morfismo
racional. Ahora introduciremos una definición
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Definición 1.4.3. Sea X una variedad no singular y sea D ∈ Div(X). Diremos que D es
un divisor muy amplio si el sistema lineal completo |D| es libre de componentes base y el
morfismo racional φ|D| inducido es una inmersión al espacio proyectivo.

Por lo visto antes, para cada clase de divisores C ∈ Cl(X) tal que existe D ∈ C muy
amplio, existe (módulo cambio de coordenadas) una única inmersión al espacio proyectivo

φ|D| : X ↪→ Pdim(L(D))−1 inducida por el sistema lineal completo |D|. Terminaremos esta sub-
sección enunciando dos resultados que permiten ver la situación estudiada recién en términos
de secciones de fibrados en ĺınea.

Proposición 1.4.4. Existe un isomorfismo de grupos abelianos Cl(X) ' Pic(X).

Demostración. Para cualquier divisor D ∈ Div(X), se puede asociar el fibrado en ĺıneas
OX(D) de la siguiente manera. Supongamos queD es descrito por la familia (Uα, hα), entonces
el fibrado en ĺıneas OX(D) es definido por las funciones de transición gαβ = hα/hβ. De esta
manera se define un homomorfismo de grupos Div(X)→ Pic(X) cuyo núcleo es exactamente
el subgrupo de divisores principales. Para ver la sobreyectividad tomemos un fibrado en ĺıneas
L en X con una sección racional s = (sα) que no es identicamente cero. Entonces las gαβ =
sα/sβ son funciones racionales que definen un divisor D = div(s), tal que L ' OX(D).

Proposición 1.4.5. Sea D ∈ Div(X), entonces existe un isomorfismo natural de k-espacios
vectoriales L(D) ' H0(X,O(D)).

Demostración. Supongamos que D ∈ Div(X) es descrito por la familia (Uα, hα) y sea f ∈
L(D), es decir, f ∈ k(X) es una función tal que div(f) + D ≥ 0. La función fhα es regular
en Uα y estas funciones definen una sección de OX(D). Conversamente, para cada sección
de OX(D) descrita por una familia (sα) de funciones regulares, se puede asociar la función
racional f definida por sα/hα en Uα.

1.4.2. Divisores en la ĺınea proyectiva

En esta subsección determinaremos el grupo de clases de divisores Cl(P1) y encontraremos
k-bases explicitas para los k-espacios vectoriales L(D) donde D ∈ Div(P1). Este análisis
será útil para estudiar inmersiones P1 ↪→ Pn lo cual se hará en la siguiente sección.

El siguiente resultado será útil para caracterizar al grupo de clases de divisores Cl(P1).

Proposición 1.4.6. Si D1, D2 ∈ Div(P1), entonces D1 ∼ D2 si y sólo si deg(D1) = deg(D2).

Demostración. La demostración de [12, p. 140] se generaliza a un cuerpo arbitrario k.

Por la proposición anterior se obtiene el isomorfismo de grupos Cl(P1) ' Z; D ↔ deg(D).

El siguiente resultado caracteriza a los divisores muy amplios en P1.

Proposición 1.4.7. Si D ∈ Div(P1), entonces D es muy amplio si y sólo si deg(D) > 0.
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Demostración. El resultado de [12, p. 168] se generaliza a un cuerpo arbitrario k.

Ahora veremos un resultado que caracteriza a los k-espacios vectoriales L(D) para divi-
sores D ∈ Div(P1).

Proposición 1.4.8. Si D ∈ Div(P1), entonces

dimL(D) =

{
0 si deg(D) < 0

1 + deg(D) si deg(D) ≥ 0

Más aún, si D =
∑r

i=1mi[pi : qi], entonces una base para el espacio L(D) es dada por los
elementos

fD(x, y)xn, fD(x, y)xn−1y, . . . , fD(x, y)xyn−1, fD(x, y)yn

donde

fD(x, y) =
r∏
i=1

(qix− piy)−mi ∈ k(x, y)

Demostración. La demostración de [12, p. 149-150] se generaliza a un cuerpo arbitrario k.

Ahora veremos como los resultados anteriores se pueden usar para obtener expĺıcitamente
el isomorfismo de la Proposición 1.4.5 para el caso de X = P1. Recordemos que las secciones
del fibrado en ĺıneas OP1(n) forman un k-espacio vectorial que corresponde al espacio de
formas de grado n en las coordenadas homogéneas x e y de P1, es decir, H0(P1,OP1(n)) =
〈xn, xn−1y, . . . , xyn−1, yn〉. Entonces si D ∈ Div(P1) es de grado positivo (por tanto muy
amplio), por el resultado anterior se tiene que

L(D) = 〈fDxn, fDxn−1y, . . . , fDxy
n−1, fDy

n〉
= fD〈xn, xn−1y, . . . , xyn−1, yn〉
= fDH

0(P1,OP1(n)).

Por tanto, se tiene el isomorfismo de k-espacios vectoriales H0(P1,OP1(n)) ' L(D); s↔ fDs.

1.5. Inmersión de Veronese y la curva racional normal

En esta quinta sección, usaremos los resultados vistos en la sección anterior para carac-
terizar a todas las inmersiones P1 ↪→ Pn que corresponden a sistemas lineales completos de
divisores en P1 y por tanto con imagen no-degenerada. Veremos que para cada sistema li-
neal completo existe una única inmersión módulo cambio de coordenadas, la cual es llamada
inmersión de Veronese.

Por lo visto en la Subsección 1.4.1 se sabe que para cada clase de divisores C ∈ Cl(P1) tal
que contiene un divisor muy amplio D, existe una única inmersión φ|D| : P1 ↪→ Pn, módulo
cambio de coordenadas, donde n = dim(L(D)) − 1. Por la Proposición 1.4.7 se tiene que
el grupo de clases Cl(P1) es isomorfo al grupo aditivo Z, y que los divisores muy amplios
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en P1 son los de grado positivo. Esto da una correspondencia biyectiva entre el conjunto
{[D] ∈ Cl(P1) : D es muy amplio} y el conjunto de los enteros positivos Z>0. Por tanto,
para cada entero positivo n ∈ Z>0 existe una única inmersión P1 ↪→ Pn que viene de un
único sistema lineal completo |D|, donde D ∈ Div(P1) y n = deg(D). Ahora queremos
construir expĺıcitamente esta única inmersión. Para esto usaremos los resultados obtenidos
en las subsecciones 1.4.1 y 1.4.2 de la sección anterior.

Sea D un divisor en P1 de grado n > 0. Por la Proposición 1.4.7 sabemos que D es
un divisor muy amplio. Para construir la inmersión de P1 al espacio proyectivo asociada al
sistema lineal completo |D| necesitamos encontrar una base del k-espacio vectorial L(D). Si
D =

∑r
i=1mi[pi : qi], entonces tomando la base para el espacio L(D) dada por la Proposición

1.4.8, la inmersión es
φD : P1 ↪→ Pn ;

[x : y] 7→ [fD(x, y)xn : fD(x, y)xn−1y : · · · : fD(x, y)xyn−1 : fD(x, y)yn]

Se puede notar que −mcd{fD(x, y)xnyn−i} = D. Por la noción de igualdad de morfismos
introducida en la Subsección 1.3.1, se sabe que un morfismo no cambia al multiplicar sus
funciones componentes por un factor común y por tanto

φD[x : y] = [xn : xn−1y : · · · : xyn−1 : yn]

para todo divisor D en P1 de grado n > 0.

Definición 1.5.1. La inmersión de Veronese de grado n es

νn : P1 ↪→ Pn; [x : y] 7→ [xn : xn−1y : · · · : xyn−1 : yn].

Su imagen νn(P1) es llamada curva racional normal de grado n.

Por el análisis anterior, hemos obtenido lo siguiente

Proposición 1.5.2. Para cada entero positivo n existe (módulo cambio de coordenadas)
una única inmersión P1 ↪→ Pn que viene de un único sistema lineal completo |D|, donde
D ∈ Div(P1) y n = deg(D), la cual es νn.

Se debe notar que existen inmersiones φ : P1 ↪→ Pn que no corresponden a un sistema
lineal completo, como por ejemplo, φ[x : y] = [x4 : x3y : xy3 : y4] ∈ P3.

14



Caṕıtulo 2

Inmersiones de Galois de variedades
proyectivas

Lo que se hará en este trabajo es caracterizar a los subespacios lineales de Pn tales
que la proyección lineal inducida, cuando se restringe a la curva racional normal, da un
morfismo de Galois. Estos subespacios lineales serán llamados subespacios de Galois para la
inmersión de Veronese. El concepto de subespacio de Galois proviene de la noción introducida
en [21] por el matemático japonés Hisao Yoshihara, llamada inmersión de Galois. Este será el
punto de vista que adoptaremos para este trabajo. Por esta razón, en este segundo caṕıtulo
introduciremos las principales nociones y resultados sobre las inmersiones de Galois. Las
principales referencias para este caṕıtulo son [21] y [23].

2.1. Definiciones básicas y problemas

Sea X una variedad proyectiva no singular de dimensión d con un divisor muy amplio
D. Sea φ = φD : X ↪→ Pn la inmersión asociada al sistema lineal completo |D|, donde
n + 1 = dimH0(X,O(D)). Sean W ∈ G(n − d − 1, n) y W0 ∈ G(d, n) subespacios lineales
complementarios. Consideremos la proyección πW : Pn 99K W0 ' Pd con centro W . La
composición π = πW ◦ φ : X 99K Pd resulta ser un morfismo racional dominante y finito.

El morfismo π induce una extensión finita de cuerpos π∗ : k(W0) ↪→ k(X). Es fácil ver
que la estructura de esta extensión no depende de W0 sino solo de W . Por tanto denotamos
KW = k(W0) y K = k(X). Si la extensión K/KW es separable, tomamos la clausura de
Galois LW de esta extensión y denotamos GW := Gal(LW/KW ) al cual lo llamaremos el
grupo de Galois de W . Notar que GW es isomorfo al grupo de monodromı́a de π.

Debemos observar que en el caso W∩φ(X) = ∅ se verifica que π : X → Pd es un morfismo
sobreyectivo y deg π = [K : KW ] = Dd el cual es el número de auto-intersección de D, véase
[17, p. 234]. En particular, si d = 1, se tiene que deg π = [K : KW ] = deg(D).

Definición 2.1.1. Diremos que φ es una inmersión de Galois si existe W ∈ G(n− d− 1, n)
tal que K/KW es Galois. En este caso diremos que W es un subespacio de Galois para φ.
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Definición 2.1.2. Diremos que X tiene una inmersión de Galois si existe un divisor muy
amplio D ∈ Div(X) tal que la inmersión asociada a |D| es de Galois. En este caso diremos
que el par (X,D) define una inmersión de Galois.

Si W es un subespacio de Galois para φ y T un automorfismo lineal de Pn, entonces T (W )
es un subespacio de Galois para la inmersión T ◦ φ. Por tanto la existencia de un subespacio
de Galois no depende de la elección de la base que da la inmersión.

En el caso que W no es un subespacio de Galois, existe una variedad XW tal que
k(XW ) = LW que llamaremos variedad de clausura de Galois. Esta resulta ser única módulo
equivalencia birracional.

Considerando el marco de referencia que hemos introducido, se han obtenido numerosos
resultados, de los cuales veremos algunos en las siguientes secciones de este caṕıtulo. No obs-
tante, hay muchos problemas abiertos (véase [23]). En particular, el problema principal que
abordaremos en este trabajo ha sido planteado en [23] (ver Sección 3.1). Ahora enunciaremos
algunos problemas que surgen naturalmente:

¿X tiene inmersión de Galois? Si tiene ¿cuál es la estructura de X?

Estudiar el conjunto {[D] ∈ Cl(X) : (X,D) define una inmersión de Galois}

Para una inmersión fija φ estudiar los conjuntos

{GW : W es subespacio de Galois para φ} (módulo isomorfismo)

{GW : W no es subespacio de Galois para φ} (módulo isomorfismo)

Para un grupo fijo G y una inmersión fija φ estudiar el conjunto

{W ∈ G(n− d− 1, n) : GW ' G}

¿Es finito? ¿Es una subvariedad del Grassmanniano? ¿Cuál es su dimensión?

Encontrar todos los subespacios de Galois para una inmersión fija φ

{W ∈ G(n− d− 1, n) : W es un subespacio de Galois para φ}

¿Cómo es la configuración geométrica de este conjunto?

Estudiar el conjunto de centros extraños {W ∈ G(n−d−1, n) : K/KW es inseparable}

Estudiar las variedades de clausura de Galois

{XW : W no es un subespacio de Galois} (salvo equivalencia biracional/isomorfismo)

¿Es X caracterizada por alguno de estos conjuntos?
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2.2. Representaciones del grupo de Galois

En esta sección suponemos que φ(X) ∩W = ∅. Por definición, si W es un subespacio
de Galois, entonces cada elemento σ ∈ GW es un automorfismo de K sobre KW . Por tanto
induce un morfismo birracional de X sobre W0. Esto implica que GW se puede ver como
un subgrupo de Bir(X/W0), el grupo de aplicaciones birracionales de X sobre W0. Más aún
podemos decir lo siguiente:

Proposición 2.2.1. Los elementos de GW resultan ser regulares en X, por tanto se tiene
una representación GW ↪→ Aut(X)

Demostración. Ver [21, Representation 1, p. 3 y p. 10].

Corolario 2.2.2. Si Aut(X) es trivial, entonces X no tiene inmersiones de Galois.

Por la misma razón, si el orden de Aut(X) es suficientemente pequeño, entonces X no
puede tener una inmersión de Galois. Por otro lado, hay ejemplos tales que existen infinitas
inmersiones de Galois distintas. Por ejemplo, veremos en la Sección 2.5 que la inmersión de
Veronese νn es una inmersión de Galois para cada n ∈ N. Otro que veremos más adelante es
el Ejemplo 2.4.12.

Supongamos que (X,D) define una inmersión de Galois. Sea H ⊂ Pn un hiperplano que
contiene a W y sea D′ el divisor de intersección de φ(X) y H. Como D′ ∼ D y σ∗(D′) = D′

para cada σ ∈ GW , vemos que σ induce un automorfismo de H0(X,O(D)) ' kn+1. Por tanto

Proposición 2.2.3. Se tiene una representación GW ↪→ GL(n+ 1, k).

Como vimos en Subsección 1.3.3, cada automorfismo de kn+1 induce un automorfismo
lineal de Pn. Entonces, por resultado anterior, se tiene una representación GW ↪→ PGL(n, k).
Por tanto GW es un subgrupo de Lin(X) = {σ ∈ Aut(X) : ∃σ̃ ∈ Aut(Pn) tal que σ̃|X = σ}.

2.3. Algunos resultados

Durante esta sección también asumiremos que φ(X)∩W = ∅. Como GW es un subgrupo
finito de Aut(X), podemos considerar la variedad cociente X/GW . Sea pW la proyección
natural pW : X → X/GW .

Proposición 2.3.1. Si (X,D) define una inmersión de Galois con un subespacio de Galois
W , entonces existe un isomorfismo h : X/GW → W0 que satisface h ◦ pW = π. Por tanto
la proyección π es un morfismo finito y el lugar con estabilizador no trivial por la acción de
GW consiste solo de divisores.

Demostración. Ver [21, Theorem 2.1, p. 3 y p. 10].

Por tanto π : X → W0 resulta ser un morfismo de Galois con grupo GW . Las fibras de
π son órbitas de GW . Ahora presentamos un criterio para determinar cuándo el par (X,D)
define una inmersión de Galois.
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Teorema 2.3.2. El par (X,D) define una inmersión de Galois φ (con subespacio de Galois
disjunto de φ(X)) si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existe un subgrupo G de Aut(X) tal que |G| = Dd y preserva la clase lineal de D.

2. Existe un subespacio vectorial G-invariante L de H0(X,O(D)) de dimensión d+ 1 tal
que, para cada σ ∈ G, la restricción σ∗|L es un múltiplo de la identidad.

3. El sistema lineal L no tiene puntos base.

Demostración. Ver [21, Theorem 2.2, p. 3 y p. 10].

Esencialmente, el Teorema 2.3.2 muestra que se quiere encontrar un subgrupo finito G ≤
Aut(X) tal que X/G ' Pd y π∗OPd(1) es muy amplio, donde π : X → Pd es la proyección, ya
que si esto se cumple, entonces existirá un subespacio lineal L que satisfaga las condiciones
2 y 3 del Teorema 2.3.2. Para construir el correspondiente subespacio de Galois, se toma
una base {f0, . . . , fn} de H0(X,O(D)), donde f0, . . . , fd son dadas por la Condición 2. del
Teorema 2.3.2. Entonces φ = [f0 : · · · : fn] define una inmersión X ↪→ Pn y si x0, . . . , xn son
las coordenadas homogeneas correspondientes en Pn, entonces W = {x0 = · · · = xd = 0} es
un subespacio de Galois para φ tal que G = GW . La Condición 3. del Teorema 2.3.2 implica
que W ∩ φ(X) = ∅.

Si W es un subespacio de Galois para φ es fácil ver que cada σ ∈ GW induce un auto-
morfismo de W . Se debe notar que pueden existir varios subespacios de Galois y grupos de
Galois para una inmersión fija. En general se tiene lo siguiente.

Proposición 2.3.3. Supongamos que (X,D) define una inmersión de Galois φ. Sean W,W ′

subespacios de Galois para φ disjuntos de φ(X) tales que W 6= W ′. Entonces GW 6= GW ′ en
Aut(X).

Demostración. Ver [21, Proposition 2.5, p. 5 y p. 11].

Es un hecho bien conocido que si X es una variedad de tipo general, entonces Aut(X) es
un grupo finito, por tanto se tiene lo siguiente

Corolario 2.3.4. Si X es de tipo general, entonces hay finitos subespacios de Galois disjuntos
de φ(X) para una inmersión fija φ.

Puede suceder que exista una cantidad infinita de subespacios de Galois para una inmer-
sión fija si la dimensión de Kodaira de X es pequeña. En un resultado principal de esta tesis
veremos que esto sucede para P1, el cual tiene dimensión de Kodaira −∞. Debemos observar
que el resultado de la Proposición 2.3.3 no se cumple si los subespacios de Galois no son
disjuntos de φ(X), lo cual será ilustrado para el caso de P1 en la sección final de este trabajo.
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2.4. Aplicaciones

En esta sección ilustraremos mediante ejemplos concretos algunas aplicaciones de las
nociones introducidas en las secciones anteriores y mencionaremos resultados interesantes
que se han publicado en art́ıculos. Pero debemos observar que lo que se verá aqúı no es
esencial para el problema principal de esta tesis y por tanto si el lector desea puede pasar
directamente a la siguiente sección.

2.4.1. Puntos de Galois

En 1996 Yoshihara introdujo la noción de punto de Galois, la cual después fue generali-
zada al concepto de inmersión de Galois y subespacio de Galois en [21]. En esta subsección
mostraremos algunos resultados obtenidos por Miura y Yoshihara para el caso de puntos de
Galois (véase [19] y [13]). Aqúı suponemos que k = C.

Consideremos el caso de una curva plana no singular X ⊂ P2. Es decir, d = 1, n = 2 y
W = {p} ∈ G(0, 2) = P2. Antes de enunciar los resultados, veremos algunas definiciones.

Definición 2.4.1. Si p ∈ X entonces llamamos a p punto interior y si p /∈ X entonces
llamamos a p punto exterior. Denotamos por δ(X) al número de puntos interiores de Galois
y por δ′(X) al número de puntos exteriores de Galois.

Lo que se quiere hacer es determinar la distribución de puntos de Galois para X y ver
cómo esto caracteriza a la curva X. Aqúı la inmersión de X en el espacio proyectivo es
simplemente el morfismo identidad X ↪→ X ⊂ P2. Debemos notar que en este caso el grado
del morfismo π = πp ◦ IdX es igual a m si p es un punto exterior y m − multpX si p ∈ X,
donde m es el grado de X. Debemos notar que m 6= 1, ya que estamos asumiendo que X no
está contenido en un subespacio lineal (una ĺınea) de P2.

Sea m el grado de X. Si m = 2 el problema es trivial, ya que cada punto exterior (resp.
interior) induce una extensión de cuerpos de funciones de grado 2 (resp. 1) y por tanto Galois
con grupo de Galois isomorfo a Z/2Z (resp. trivial). Si m = 3, todos los puntos interiores
son de Galois, ya que inducen extensiones de cuerpos de funciones de grado ≤ 2 y por tanto
Galois. Si m = 3, para los puntos exteriores se tiene el siguiente resultado que aparece en
[13]. Denotaremos g(p) para el género de la curva de clausura de Galois Xp.

Proposición 2.4.2. Para cada curva plana cúbica no singular X y cada punto p ∈ P2 \X,
se tiene que g(p) ∈ {1, 2, 3, 4}. Si p es un punto general de P2, entonces Gp ' S3, y g(p) = 4.
Por el contrario, g(p) = 1 si y sólo si p es un punto de Galois.

Demostración. Véase [13, Note 2.2, p. 285 y p. 290]

Necesitaremos algunas definiciones antes de ver los resultados para el caso general m ≥ 4.
Denotaremos por i(X1, X2; p) al número de intersección de X1 y X2 en p.

Definición 2.4.3. Una ĺınea l ⊂ P2 es llamada multitangente a X si se satisface alguna de
las siguientes condiciones
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1. Existe p ∈ X ∩ l tal que i(X, l; p) ≥ 3. En este caso p se llama punto de inflexión.

2. Existen al menos dos puntos pi ∈ X ∩ l tales que i(X, l; pi) ≥ 2 para i = 1, 2.

Denotamos por X# a la unión de todas las multitangentes a X.

Los siguientes resultados aparecen en el art́ıculo [19]:

Teorema 2.4.4. Sea X una curva plana no singular de grado m ≥ 4.

Si p ∈ P2 \ (X ∪X#), entonces Gp ' Sm y g(p) = (m− 1)!(m2 −m− 4)/4 + 1.

Si p ∈ X \X#, entonces Gp ' Sm−1 y g(p) = (m− 1)!(m+ 2)(m− 3)/4 + 1.

Ahora, supongamos que p es un punto de Galois. Entonces

Si p es un punto exterior se tiene que Gp ' Z/mZ.

Por el contrario, si p ∈ X se tiene que Gp ' Z/(m− 1)Z.

Por tanto, los puntos de Galois están en X#. Más aún, se tiene que δ′(X) ∈ {0, 1, 3} y
δ(X) ∈ {0, 1, 4}, por tanto hay finitos puntos de Galois.

Es notable el hecho que se pueda caracterizar a X en términos de su ecuación cuando
existen puntos de Galois. Los siguientes resultados son también de [19].

Teorema 2.4.5. Sea X una curva plana no singular de grado m ≥ 4. Entonces

δ(X) > 0 si y sólo si X es proyectivamente equivalente a {xm−1z+ h(y, z) = 0}, donde
h es una forma de grado m con distintos factores. Más aún, δ(X) = 4 si y sólo si m = 4
y h(y, z) = y4 + z4.

δ′(X) > 0 si y sólo si X es proyectivamente equivalente a {xm + h(y, z) = 0}, donde
h es una forma de grado m con distintos factores. Más aún, δ′(X) = 3 si y sólo si
h(y, z) = ym + zm (curva de Fermat F (m)).

Por tanto se tiene una caracterización de la curva de Fermat en términos de puntos de
Galois: una curva plana no singular X de grado m ≥ 4 es proyectivamente equivalente a la
curva de Fermat F (m) si y sólo si X tiene un número máximo de puntos de Galois exteriores.

Ahora mostraremos un ejemplo de [13, p. 285 y p. 292] donde se tiene una caracterización
completa de la distribución de puntos Galois y no Galois, y los grupos que aparecen.

Ejemplo 2.4.6. Sea X = F (m) la curva de Fermat de grado m ≥ 4. Entonces se tiene que
δ(X) = 0 y δ′(X) = 3. Los puntos de Galois exteriores son exactamente [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]
y [0 : 0 : 1]. Ahora supongamos que m = 4. Para los puntos exteriores en X# se tiene que
existen 12 puntos tales que Gp ' D4, el grupo dihedral de orden 8; no existe punto tal que
Gp ' A4, el grupo alternante de orden 12; se puede verificar que no aparecen mas grupos
de Galois (véase [13, p. 292]), es decir, se tiene que Gp ' S4 excepto en 15 puntos. Para los
puntos interiores en X# se tiene que hay 12 puntos de inflexión; si p es un punto de inflexión
entonces Gp ' S3 y g(p) = 9; si p no es un punto de inflexión, entonces Gp ' S3 y g(p) = 10.
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El siguiente es un ejemplo donde aparece un punto exterior (no Galois) con grupo A4.

Ejemplo 2.4.7. Si X es la curva definida por x3y + y4 + x3z + y3z + 4yz3 + z4 = 0 y
p = [0 : 0 : 1], entonces se tiene que Gp ' A4. Véase [13, Example 4.9, p. 293].

El siguiente ejemplo muestra que existen curvas sin puntos de Galois.

Ejemplo 2.4.8. La curva de Klein x3y + yz3 + xz3 = 0 tiene solo un punto de inflexión y
se puede demostrar que δ(X) = δ′(X) = 0 (ver [13, Example 4.8, p. 293]). Observar que esto
es interesante dado que la curva de Klein tiene muchos automorfismos, de hecho alcanza la
cota de Hurwitz.

En el caso de curvas singulares pueden aparecer grupos de Galois no ćıclicos.

Ejemplo 2.4.9. Para cada m la curva plana definida por y(x2 + y2)m +xm+1zm + ym+1zm +
yz2m = 0 es singular. El punto p = [0 : 0 : 1] es un punto interior de Galois tal que Gp ' Dm.
Véase [19, Remark 1, p. 343].

Antes de terminar esta subsección, mencionaremos que uno de los resultados más impor-
tantes que se han obtenido usando puntos de Galois aparece en el art́ıculo [7]. En este art́ıculo
se ha logrado caracterizar a varias hipersuperficies normales a través de cotas superiores para
la cantidad de puntos de Galois.

2.4.2. Curvas eĺıpticas

Para esta subsección asumiremos que el lector ya está familiarizado con las nociones
principales de geometŕıa compleja. Aqúı suponemos que k = C.

Un curva eĺıptica es un grupo cociente X = C/Γ, donde Γ es un reticulado en C. Se de-
muestra que E tiene estructura de variedad anaĺıtica compleja de dimensión 1. Ahora veremos
cómo construir una inmersión holomorfa de una curva eĺıptica en el espacio proyectivo.

Sea Γ = 〈1, τ〉 ⊂ C, aqúı τ ∈ C es tal que Imτ > 0. Entonces E = C/Γ una curva eĺıptica.
Se define la función ℘ de Weiestrass (que dependerá de Γ) como la función

℘(s) :=
1

s2
+

∑
w∈Γ\{0}

(
1

(s− w)2
− 1

w2

)
.

Se tiene que ℘ es una función meromorfa par en C con polos dobles en cada punto de Γ. Esta
función y su primera derivada están relacionadas por la ecuación

℘′(s)2 = 4℘(s)3 + a℘(s) + b,

donde a, b ∈ C son constantes que dependen de Γ. Las funciones ℘ de Weierstrass y su
derivada ℘′ son ambas Γ-periódicas, y por tanto ellas son funciones meromorfas en la curva
eĺıptica E = C/Γ. Usando estas funciones se obtiene una inmersión de E al espacio proyectivo

φ : E ↪→ P2 ; s+ Γ 7→ [℘(s) : ℘′(s) : 1].
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Debemos notar que D := −mcd{℘, ℘′, 1} = 3[Γ] y L(D) = 〈℘, ℘′, 1〉. Aśı φD = φ.

Si x, y, z son las coordenadas homogéneas en P2, entonces se tiene que E es una curva plana
no singular definida por la ecuación homogénea y2z = 4x3 +axz2 +bz3. Por tanto, cada curva
eĺıptica es una variedad proyectiva no singular. Poniendo z = 1 se obtiene y2 = 4x3 + ax+ b,
la cual es llamada forma normal de Weierstrass de E.

¿Es φ es una inmersión de Galois? Para responder esta pregunta consideremos el punto
p = [0 : 1 : 0] = {x = z = 0} ∈ G(0, 2) = P2. Notar que p ∈ E es un punto interior. En este
caso la proyección π = πpId : E 99K P1 es π[x : y : z] = [x : z]. Si consideramos el abierto
estandar U2 = {z 6= 0}, podemos poner z = 1. Entonces la proyección π[x : y : 1] = [x : 1]
induce la extensión algebraica de cuerpos C(x, y)/C(x) de grado 2, la cual es Galois con
grupo de Galois Gp = 〈σ〉 ' Z/2Z, donde

σ : C(x, y)→ C(x, y) ; x 7→ x, y 7→ −y.

Por tanto p es un punto de Galois para φ. Esto ya lo sab́ıamos desde la Subsección 2.4.1,
porque E es de grado 3 y p es un punto interior, pero aqúı se ve expĺıcitamente. Entonces
efectivamente φ es una inmersión de Galois.

Otra pregunta que se puede hacer es: ¿Tiene E un punto exterior de Galois? Supongamos
que E tiene un punto exterior de Galois p. Veremos cómo esto determina a E. Por lo visto
en la Subsección 2.4.1, se tiene que el grupo de Galois Gp es de orden 3 y por tanto ćıclico.
Como Gp ↪→ Aut(E), entonces E debe tener un automorfismo de orden 3 y E/Gp ' P1.
Asumamos que τ = e2πi/3. En este caso σ : z + Γ 7→ τz + Γ es un automorfismo de orden 3
de E tal que E/〈σ〉 ' P1 y fija el divisor D. Entonces se tiene una acción del grupo 〈σ〉 en
L(D) por pullback

σ∗ : L(D)→ L(D) ; f 7→ f ◦ σ.
Por el Teorema 2.3.2, para encontrar el punto de Galois asociado al grupo 〈σ〉, se necesita
encontrar un subespacio vectorial 2-dimensional 〈σ〉-invariante L de L(D) tal que σ∗|L es un
múltiplo de la identidad. Notar que la función constante 1 es trivialmente invariante bajo σ∗.
Por otro lado, un cálculo directo muestra que ℘(τs) = τ℘(s), lo que implica

σ∗(℘′)(s) = ℘′(τs) = ℘′(s).

Por tanto ℘′ también es invariante bajo σ∗. Entonces L = 〈℘′, 1〉 es el subespacio buscado.
Considerando las coordenadas homogéneas x, y, z en P2, se tiene que el punto exterior

p = {y = z = 0} = [1 : 0 : 0]

es el punto de Galois asociado al grupo 〈σ〉. En este caso, la proyección π = πpId : E → P2

es π[x : y : z] = [y : z]. Como antes, poniendo z = 1, se tiene que π[x : y : 1] = [y : 1]
induce la extensión algebraica de cuerpos C(x, y)/C(y) la cual es Galois con grupo de Galois
Gp = 〈σ〉 ' Z/3Z, donde

σ : C(x, y)→ C(x, y) ; x 7→ τx, y → y.

Ahora veremos un ejemplo de una ĺınea de Galois l con grupo de Galois Gl ' Z/4Z.
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Ejemplo 2.4.10. Consideremos otra inmersión

φ : E ↪→ P3 ; s+ Γ 7→ [℘(s) : ℘(s)2 : ℘′(s) : 1].

Sean x0, x1, x2, x3 las coordenadas homogéneas en P3. De forma similar, se puede demostrar
que l = {x1 = x3 = 0} ∈ G(1, 3) es una ĺınea de Galois disjunta de φ(E), si τ = i. En este
caso la proyección π = πlφ : E → P1 es π(s) 7→ [℘(s)2 : 1], la cual induce la extensión Galois
de cuerpos C(x, y)/C(x2) cuyo grupo de Galois es Gl = 〈σ〉 ' Z/4Z, donde

σ : E → E ; s+ Γ 7→ is+ Γ

σ : C(x, y)→ C(x, y) ; x 7→ −x, y 7→ iy.

Ahora veremos un ejemplo de un subespacio de Galois W con grupo de Galois GW '
Z/6Z.

Ejemplo 2.4.11. Consideremos ahora la inmersión

φ : E ↪→ P5 ; s+ Γ 7→ [℘(s) : ℘(s)2 : ℘(s)3 : ℘′(s) : ℘(s)℘′(s) : 1].

Si x0, . . . , x5 son las coordenadas homogéneas en P5, entonces se puede demostrar que el
subespacio lineal W = {x2 = x5 = 0} ∈ G(3, 5) es un subespacio de Galois disjunto de φ(E),
cuando τ = e2πi/3. En este caso la proyección π = πWφ : E → P1 es π(s) 7→ [℘(s)3 : 1],
la cual induce la extensión Galois de cuerpos C(x, y)/C(x3) cuyo grupo de Galois es GW =
〈σ〉 ' Z/6Z, donde

σ : E → E ; s+ Γ 7→ −τs+ Γ

σ : C(x, y)→ C(x, y) ; x 7→ τx, y 7→ −y.
Sea Aut0(E) = {σ ∈ Aut(E) : σ(0) = 0}. Se sabe que para cada curva eĺıptica E se tiene

que Aut0(E) ' Z/nZ, para algún n ∈ {2, 4, 6}. Por tanto para cada subgrupo G de Aut0(E),
se tiene que G ' Z/nZ para algún n ∈ {2, 3, 4, 6}. En los ejemplos anteriores hemos visto
que para cada uno de estos G se tiene un subespacio de Galois asociado.

El siguiente ejemplo de [21] muestra que para una variedad fija pueden existir infinitas
inmersiones de Galois.

Ejemplo 2.4.12. Sea E = C/〈1, τ〉 una curva eĺıptica, aqúı τ ∈ C es tal que Imτ > 0. Sean
A y B los automorfismos de E definidos por A(s) = s+(1/m) y B(s) = −s respectivamente,
donde s ∈ C y m ∈ N es mayor que 2. Sea G el subgrupo de Aut(E) generado por A
y B. Entonces se tiene que G ' Dm, el grupo dihedral de orden 2m y E/G ' P1. Sea
y2 = 4x3 + ax + b la forma normal de Weierstrass de E y sea K = C(x, y). Entonces el
subcuerpo de K fijo por G es racional C(f(x)), donde f(x) ∈ C(x). Si D := div(f)∞ es el
divisor de polos de f , se tiene que deg(D) = 2m ≥ 4 y por tanto D es muy amplio. Por tanto
(E,D) define una inmersión de Galois para todo m ∈ N mayor que 2.

Terminamos esta sección comentando un resultado interesante que se ha obtenido para
curvas eĺıpticas inmersas en P3. En [22] Yoshihara demuestra que cada curva eĺıptica E
inmersa en P3 tiene sólo 6 ĺıneas de Galois l con grupo de Galois Gl ' K4, el grupo de Klein
de orden 4. Estas ĺıneas forman las aristas de un tetraedro. En el caso j(E) = 1, por cada
vértice del tetrahedro pasan dos ĺıneas de Galois l con grupo de Galois Gl ' Z/4Z.
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2.4.3. Variedades abelianas

Un toro complejo X = Cn/Γ, donde Γ es un reticulado en Cn, tiene estructura de variedad
anaĺıtica compleja de dimensión n y estructura algebraica de grupo. Una variedad abeliana
es un toro complejo que tiene una inmersión holomorfa en un espacio proyectivo. Por tanto,
identificando con su imagen bajo la inmersión holomorfa, cada variedad abeliana es una
subvariedad anaĺıtica compleja de un espacio proyectivo. Un teorema de Chow establece que
cada subvariedad anaĺıtica compleja de un espacio proyectivo es una variedad proyectiva no
singular, es decir, está definida por ceros de polinomios homogéneos. Por tanto, las variedades
abelianas son variedades proyectivas. Entonces es natural preguntar cuándo estas inmersiones
son de Galois. Veremos que estas inmersiones no siempre son de Galois cuando dimX ≥ 2.
Notar que una variedad abeliana de dimensión 1 es una curva eĺıptica.

Sea X una variedad abeliana y sea D un divisor muy amplio en X. Primero veremos una
condición necesaria para que (X,D) defina una inmersión de Galois. Aqúı suponemos que
dimX ≥ 2.

Proposición 2.4.13. Supongamos que (X,D) define una inmersión de Galois con grupo
de Galois G. Sea Rπ el divisor de ramificación de la proyección π : X → Pn. Entonces
cada componente de Rπ es una traslación de una subvariedad abeliana de dimensión n− 1 y
Rπ ∼ (n+ 1)D. En particular, Rπ es muy amplio y Rn

π = (n+ 1)n|G|.

Demostración. Ver [21, Proposition 3.1, p. 5 y p. 11].

Recordamos que una variedad abeliana es simple si sus únicas subvariedades abelianas son
{0} y ella misma. De la proposición anterior se obtiene directamente el siguiente corolario.

Corolario 2.4.14. Variedades abelianas simples no tienen inmersión de Galois.

Por tanto, las variedades abelianas simples son ejemplos de variedades que tienen inmer-
sión en el espacio proyectivo, pero que no son Galois.

Recordamos que una isogenia entre dos variedades abelianas es una función holomorfa
sobreyectiva que además es un homomorfismo de grupos con núcleo finito. Si existe una
isogenia entre dos variedades abelianas X e Y , anotaremos X ∼ Y . Terminamos esta sección
mostrando el resultado principal de [2].

Teorema 2.4.15. Sea X una variedad abeliana de dimensión n.

Si X tiene una inmersión de Galois en algún espacio proyectivo, entonces existe una
curva eĺıptica E tal que X ∼ En.

Si X = En, entonces X tiene infinitas inmersiones de Galois con grupos de Galois de
orden arbitrariamente grande.

Demostración. Ver [2, Theorem 1.2].
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2.5. Inmersión de Veronese

Sea k el cuerpo de base y asumamos que la caracteŕıstica de k no divide a n y que k
contiene una ráız primitiva n-ésima de la unidad ζn.

En esta subsección estudiaremos el caso X = P1. Primero queremos saber si acaso P1 tiene
una inmersión de Galois. Para abordar este problema, tomemos un divisor D de grado n en
P1. Supongamos que D es muy amplio, lo cual es equivalente, por lo visto en la Subsección
1.4.2, a que n = deg(D) > 0. Por lo visto en la Sección 1.5 se sabe que la clase del divisor D
le corresponde una única inmersión en Pn, la cual es la inmersión de Veronese

νn : P1 ↪→ Pn; [x : y] 7→ [xn : xn−1y : · · · : xyn−1 : yn].

Entonces ahora nuestra pregunta es la siguiente: ¿Es νn una inmersión de Galois?

Para responder la pregunta anterior sean las coordenadas homogéneas x, y en P1, y
x0, x1, . . . , xn en Pn. Tomemos el subespacio lineal W = {x0 = xn = 0} ∈ G(n − 2, n).
Notar que W y νn(P1) con disjuntos. En este caso la proyección π = πW ◦ νn : P1 → P1

es π[x : y] = [xn : yn]. Consideremos el abierto estandar U1 = {y 6= 0} ⊂ P1 y pongamos
t = x/y. Entonces la proyección π[t : 1] = [tn : 1] induce la extensión de cuerpos K/KW

donde K = k(t) y KW = k(tn). La extensión de cuerpos anterior resulta ser Galois con grupo
de Galois GW = 〈t 7→ ζnt〉 ' Z/nZ. Por tanto W es un subespacio de Galois para νn. Esto
demuestra que νn es una inmersión de Galois. Hemos obtenido lo siguiente

Proposición 2.5.1. La inmersión de Veronese νn es una inmersión de Galois para cada
n ∈ N. Más aún, se tiene que el conjunto

{[D] ∈ Cl(P1) : (P1, D) define una inmersión de Galois}

está en correspondencia biyectiva con el conjunto de números naturales N, la cual es dada
por [D]↔ deg(D); y la inmersión asociada a la clase [D] es νn, donde n = deg(D).

De la misma manera se puede demostrar que W = {x0 = x2 = 0} ∈ G(n − 2, n) es
un subespacio de Galois para νn con grupo de Galois GW ' Z/2Z. Pero este subespacio, a
diferencia del caso anterior, es no disjunto de νn(P1) cuando n ≥ 3. Por ejemplo νn[0 : 1] ∈ W .
Por tanto también existen subespacios de Galois para νn que no son disjuntos de νn(P1).

Ahora nos podemos preguntar si acaso existe un grupo de Galois para νn que no sea
ćıclico. Para responder esta pregunta supongamos que n = 2m ≥ 4 es par y consideremos
el subespacio lineal W = {x0 + xn = xm = 0} ∈ G(n − 2, n). Entonces la proyección
π = πW ◦ νn : P1 → P1 es π[x : y] = [xn + yn : (xy)m], y poniendo t = x/y con y 6= 0, la
proyección queda π[t : 1] = [1/tm + tm : 1]. El pullback π∗ induce la extensión de cuerpos
k (1/tm + tm) ⊂ k(t), la cual es Galois y GW es generado por t 7→ ζmt y t 7→ 1/t, donde
ζm = ζ2

n. Por tanto GW ' Dm el grupo dihedral de orden 2m.
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Caṕıtulo 3

Subespacios de Galois para la curva
racional normal

3.1. Introducción al problema principal

Teniendo en cuenta que νn es una inmersión de Galois para cada n ∈ N (ver Proposición
2.5.1), se puede proponer el siguiente problema:

Problema principal : Para cada n ∈ N fijo, encontrar todos los grupos de Galois y
todos los subespacios de Galois para νn, disjuntos y no disjuntos de νn(P1).

Este problema ha sido planteado por Yoshihara en su lista de problemas abiertos [23].
De hecho, este problema ya fue abordado por el propio Yoshihara en el caso disjunto, para
n = 3, y cuando el cuerpo de base es de caracteŕıstica 0 y algebraicamente cerrado (véase
[20, Prop. 4.1]). En este caso particular Yoshihara obtuvo el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. El conjunto de grupos de Galois

{GW : W es un subespacio de Galois para νn tal que W ∩ ν3(P1) = ∅}

módulo isomorfismo, es exactamente {Z/3Z}; y la familia de ĺıneas de Galois

{W ∈ G(1, 3) : GW ' Z/3Z}

es una subvariedad 2-dimensional localmente cerrada del Grassmanniano G(1, 3).

Por tanto, lo que se hará en este trabajo puede ser visto como una generalización del
resultado obtenido por Yoshihara para dimensión n arbitraria, donde además se considera el
caso no disjunto y la caracteŕıstica del cuerpo de base es arbitraria. No siempre asumiremos
que el cuerpo de base es algebraicamente cerrado.

Hasta ahora, por lo visto en la Subsección 2.5, sabemos que para cada n ≥ 3 existen
subespacios de Galois disjuntos y no disjuntos, y el conjunto de grupos de Galois debe con-
tener a {Z/2Z,Z/nZ}, y si n = 2m es par tambien debe estar el grupo dihedral Dm. Con
esta información es natural también preguntar si acaso estos grupos corresponden a familias
de subespacios de Galois o subvariedades del Grassmanniano, y cuáles son sus dimensiones.
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3.2. Resultados preliminares

En esta sección veremos algunos resultados generales que serán útiles para resolver el
problema principal que fue enunciado en la sección anterior. Sea Endn(P1) el conjunto de los
endomorfismos de P1 de grado n. Vemos que Aut(P1) actúa en Endn(P1) v́ıa composición por
la izquierda. Usando esta notación se tiene el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Existe una correspondencia biyectiva entre Endn(P1)/Aut(P1) y todos los subes-
pacios lineales W ∈ G(n− 2, n) que son disjuntos de νn(P1).

Demostración. Sean x, y las coordenadas de P1. Entonces un endomorfismo de grado n de P1

es dado por [p(x, y) : q(x, y)] donde p y q son polinomios homogéneos de grado n sin factores
en común. Anotemos

p(x, y) = a0x
n + a1x

n−1y + · · ·+ an−1xy
n−1 + any

n

q(x, y) = b0x
n + b1x

n−1y + · · ·+ bn−1xy
n−1 + bny

n.

Entonces enviamos f al subespacio lineal

Wf := {a0x0 + · · ·+ anxn = b0x0 + · · ·+ bnxn = 0} ∈ G(n− 2, n).

Si Wf ∩ νn(P1) 6= ∅, entonces existe [α : β] ∈ P1 tal que

a0α
n + a1α

n−1β + · · ·+ anβ
n = b0α

n + b1α
n−1β + · · ·+ bnβ

n = 0.

Esto, sin embargo, implica que los polinomios p(x, y) y q(x, y) tienen un factor común, y por
tanto f no es de grado n. Por tanto Wf ∩ νn(P1) = ∅.

Ahora tomemos W ∈ G(n − 2, n) tal que W ∩ νn(P1) = ∅. Sean L0, L1 ∈ k[x0, . . . , xn]1
los dos polinomios que definen a W , y consideremos el morfismo π = [L0 : L1] ◦ νn : P1 →
P1. Primero notemos que las secciones ν∗nL0, ν

∗
nL1 no tienen ráıces comunes, ya que esto

contradiŕıa el hecho que W ∩ νn(P1) = ∅. En segundo lugar, estas formas tienen grado n
ya que νn(P1) es de grado n en Pn. Por último, se debe notar que ecuaciones distintas que
definen a W difieren por una acción de GL(2, k), y esto se traduce en componer el morfismo
π con un automorfismo lineal de P1.

Llamaremos endomorfismo de Galois de P1 a un morfismo P1 → P1 que es de Galois. El
siguiente corolario es claro a partir de la demostración anterior:

Corolario 3.2.2. La correspondencia anterior da una biyección entre endomorfismos de
Galois de grado n de P1 módulo la acción de Aut(P1), y subespacios de Galois de Pn para νn
disjuntos de νn(P1).

Esto muestra que caracterizar subespacios de Galois de Pn para νn (disjuntos de νn(P1))
es esencialmente lo mismo que caracterizar endomorfismos de Galois de grado n de P1, y por
tanto lo mismo que caracterizar subcuerpos racionales k (f(t)) ⊂ k(t) que dan extensiones
de Galois de grado n.

27



Por el Teorema 2.3.2, para encontrar todos los grupos de Galois para νn, necesitamos
conocer los posibles grupos finitos que actúan en la ĺınea proyectiva P1. Supongamos que G
es un subgrupo finito de Aut(P1) tal que su orden |G| = n no es divisible por la caracteŕıstica
del cuerpo base k. Por la fórmula de Riemann-Hurwtiz se tiene que P1/G ' P1. Entonces
el morfismo cociente π : P1 → P1/G ' P1 es un endomorfismo de Galois de grado n de P1.
Aplicando el Corolario 3.2.2 se obtiene lo siguiente

Proposición 3.2.3. Un grupo G tal que p no divide a |G| = n es un grupo de Galois para
νn con un subespacio de Galois disjunto de νn(P1) si y sólo si G es un subgrupo de Aut(P1).

Supongamos que G es un grupo de orden n actuando (fielmente) en la ĺınea proyectiva
P1. Entonces por la Proposición 3.2.3 se sabe que G es un grupo de Galois para νn. Por el
Teorema 2.3.2, para encontrar el subespacio de Galois (disjunto de νn(P1)) asociado al grupo
G debemos estudiar la acción de G en el k-espacio vectorial L(D) por pullback, donde D es
un divisor invariante por G. De hecho, basta encontrar un subespacio vectorial 2-dimensional
L de L(D) tal que cada elemento de G actúa como un múltiplo de la identidad en L.

3.3. Subgrupos finitos de PGL(2, k)

Por la Proposición 3.2.3, vemos que para encontrar todos los subespacios de Galois para
νn, es esencial conocer los posibles grupos finitos que actuán (fielmente) en la ĺınea proyec-
tiva P1. Esto es, encontrar todos los subgrupos finitos de Aut(P1). Pero esto es equivalen-
te a caracterizar todos los subgrupos finitos de PGL(2, k), ya que se tiene un isomorfismo
Aut(P1) ' PGL(2, k).

Sea G un grupo actuando (fielmente) en P1 tal que su orden no es divisible por cark =
p ≥ 0. Por un estudio detallado de la fórmula de Riemann-Hurwitz para morfismos cociente
y los puntos de ramificación que pueden aparecer, se concluye que G puede ser Z/nZ para
cualquier n ∈ N, el grupo dihedral Dm de orden 2m para cualquier m ∈ N, A4, S4 o A5. Sobre
el cuerpo de números complejos k = C, estos tres últimos grupos aparecen como grupos de
automorfismos holomorfos de la esfera de Riemann que dejan invariante a los vértices de
los sólidos platónicos inscritos en ella (A4 deja invariante al tetrahedro, S4 al cubo y al
octahedro, y A5 al dodecahedro y al icosahedro). En un cuerpo arbitrario, sin embargo, no
siempre aparecen todos estos grupos. De hecho, se tiene el siguiente resultado [4, Prop 1.1]
que muestra las condiciones necesarias para que aparezca cada grupo.

Proposición 3.3.1. 1. PGL(2, k) contiene a Z/nZ y el grupo dihedral Dn si y sólo si k
contiene ζ + ζ−1 para alguna ráız primitiva n-ésima de la unidad ζ.

2. PGL(2, k) contiene a A4 y a S4 si y sólo si −1 es la suma de dos cuadrados en k.

3. PGL(2, k) contiene a A5 si y sólo si −1 es la suma de dos cuadrados y 5 es un cuadrado
en k.
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En particular, cuando k es algebraicamente cerrado, se satisfacen todas las condiciones
de la Proposición 3.3.1 y por tanto aparecen todos los grupos anteriores como subgrupos
finitos de PGL(2, k). Debemos observar que juntando los resultados de la Proposición 3.2.3
y la Proposición 3.3.1 hemos obtenido una respuesta parcial del problema principal. Estos
resultados nos muestran cuáles son todos los grupos de Galois que pueden aparecer para
νn que corresponden a subespacios de Galois disjuntos. Para encontrar expĺıcitamente estas
familias de subespacios de Galois disjuntos o conocer sus estructuras geométricas, seŕıa útil
tener información sobre cómo se configuran dentro de PGL(2, k) sus subgrupos finitos. En
relación a esto, en [4, Teorema 4.2] se ha obtenido un resultado que clasifica todas las clases
de conjugación en PGL(2, k). Ahora mostraremos algunos hechos que se obtienen de este
teorema que serán útiles para nuestro trabajo:

Denotaremos µl(k) al conjunto de ráıces l-ésimas de la unidad en k. Supongamos que
existe una ráız primitiva n-ésima de la unidad ζn ∈ k, entonces:

1. PGL(2, k) contiene sólo una clase de conjugación de subgrupos isomorfos a Z/nZ (n >
2), A4, S4 o A5.

2. Asumamos que n = 2m > 4 es par y sea ζm = ζ2
n. Las clases de conjugación de

subgrupos Dm de PGL(2, k) son parametrizadas por k×/(k×)2µm(k). El subgrupo que
corresponde a α ∈ k× es el generado por t 7→ ζmt y t 7→ α/t donde 〈ζm〉 = µm(k).

3. Las clases de conjugación de subgrupos de PGL(2, k) isomorfos a (Z/2Z)2 son parame-
trizadas por k×/(k×)2. El subgrupo que corresponde a β ∈ k×/(k×)2 es el generado por
t 7→ (λt − β)/(t − λ) y t 7→ β/t donde λ ∈ k es un elemento que satisface la ecuación
de una cónica [4, p. 27].

Ahora veremos algunos ejemplos concretos de subgrupos de orden n de PGL(2, k). En
todos ellos asumiremos que la caracteŕıstica de k no divide al orden del grupo y que k
contiene una ráız primitiva n-ésima de la unidad ζn.

Ejemplo 3.3.2. El elemento

Cn :=

(
ζn 0
0 1

)
∈ PGL(2, k)

genera un subgrupo de PGL(2, k) que es ćıclico 〈Cn〉 ' Z/nZ.

Ejemplo 3.3.3. Supongamos que n = 2m es par y sea α ∈ k×. Los elementos

Cm =

(
ζ2
n 0
0 1

)
, Iα =

(
0 α
1 0

)
∈ PGL(2, k)

satisfacen las relaciones
Cm
m = I2

α = (CmIα)2 = I2,

donde I2 = diag(1, 1) es la matriz identidad. Por tanto, ellos generan un subgrupo dihedral
〈Cm, Iα〉 ' Dm de orden 2m de PGL(2, k).
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Ejemplo 3.3.4. Supongamos que k = Q(
√

3, i). Notar que ζ12 = (
√

3/2) + (i/2) ∈ k. Los
elementos

A =

(
i i
1 −1

)
, B =

(
0 1
1 0

)
∈ PGL(2, k)

satisfacen las relaciones
A3 = B2 = (AB)3 = I2.

Por tanto, ellos generan un subgrupo alternante 〈A,B〉 ' A4 de orden 12. Notar que −1 =
i2 + 02 y por tanto se satisface la hipótesis de la Proposición 3.3.1 parte 2.

3.4. Teorema principal para el caso disjunto

Ahora es momento de enunciar el Teorema 3.4.1 principal que caracteriza a todos los
subespacios de Galois para νn que son disjuntos de νn(P1), el cual será demostrado en las
Subsecciones 3.4.1 y 3.4.2. También veremos un resultado para casos excepcionales en la
Proposición 3.4.2, y será demostrado en la Subsección 3.4.3.

Antes de enunciar el teorema principal para el caso disjunto, definiremos los subespacios
lineales con los cuales trabajaremos. Para a, b, c, d ∈ k definimos los polinomios homogéneos
en las variables x0, x1, . . . , xn

La,c :=
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)iaicn−ixi.

Si α ∈ k y n = 2m es par, definimos los polinomios

Aa,b,c,d :=
∑

i+j+l=m

(
m

i, j, l

)
(−1)i(ad+ bc)i(ab)j(cd)lxi+2l

Bα
a,b,c,d :=

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i(αman−ici + bn−idi)xi

Notar que el hiperplano definido por La,c sólo depende de la clase de (a, c) en P1 cuando
(a, c) no es cero, y por tanto lo denotaremos H[a:c]. El subespacio lineal de codimensión 2
definido por Aa,b,c,d = Bα

a,b,c,d = 0 sólo depende de la clase de (a, b, c, d) ∈ P3 y de α, y por
tanto será denotado V α

[a:b:c:d].

Teorema 3.4.1. Sea k un cuerpo, sea νn : P1 → Pn la inmersión de Veronese de grado
n ≥ 3 sobre k, y asumamos que la caracteŕıstica de k no divide n y que k contiene una ráız
primitiva n-ésima de la unidad ζn. Entonces tenemos lo siguiente:

1. Para cada ([a : c], [b : d]) ∈ (P1 × P1) \∆,

W[a:c][b:d] := H[a:c] ∩H[b:d]
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es un subespacio de Galois de Pn para νn con grupo de Galois ćıclico que es conjugado
al grupo generado por [x : y] 7→ [ζnx : y]. Esto da una subvariedad 2-dimensional
localmente cerrada Cn de G(n− 2, n).

2. Si n = 2m ≥ 6 es par, además del item anterior, para cada α ∈ k×/(k×)2µm(k)
tenemos los subespacios de Galois V α

[a:b:c:d] para [a : b : c : d] ∈ P3 y ad− bc 6= 0. Aqúı el
grupo de Galois es el grupo dihedral de orden 2m y es conjugado al grupo generado por
[x : y] 7→ [ζ2

nx : y] y [x : y] 7→ [αy : x]. Por tanto obtenemos familias Dαm que sobre k
dan una subvariedad 3-dimensional localmente cerrada Dm de G(n− 2, n).

Los subespacios de Galois anteriores son todos disjuntos de la curva racional normal νn(P1).
Más aún, si n /∈ {2, 4, 12, 24, 60}, estos son los únicos subespacios de Pn para νn disjuntos de
νn(P1)

Los casos excepcionales n ∈ {2, 4, 12, 24, 60} se abordan en la siguiente proposición:

Proposición 3.4.2. Tenemos las siguientes familias de subespacios de Galois disjuntas de
la curva racional normal νn(P1)

1. Para n = 2, cada elemento de P2 \ ν2(P1) da un subespacio de Galois para ν2(P1).

2. Para n = 4, aparte de C4, para cada β ∈ k×/(k×)2 hay una familia Kβ ⊂ G(2, 4) que
corresponde a subespacios de Galois cuyo grupo de Galois es el grupo de Klein K4 de
orden cuatro. Sobre k estas dan una subvariedad 3-dimensional localmente cerrada K
de G(2, 4).

Si, más aún, -1 es la suma de dos cuadrados en k, entonces:

3. Para n = 12, aparte de C12 y los espacios Dα12, existe una subvariedad 3-dimensional
localmente cerrada A4 ⊂ G(10, 12) que corresponde a subespacios de Galois con grupo
de Galois A4.

4. Para n = 24, aparte de C24 y los espacios Dα24, existe una subvariedad 3-dimensional
localmente cerrada S4 ⊂ G(22, 24) que corresponde a subespacios de Galois con grupo
de Galois A4.

1. Para n = 60, si 5 es un cuadrado en k, entonces aparte de C60 y los espacios Dα60, existe
una subvariedad 3-dimensional localmente cerrada A5 ⊂ G(58, 60) que corresponde a
subespacios de Galois con grupo de Galois A5.

Los dos resultados anteriores dan la lista completa de posibles subespacios de Galois para
νn en el caso que sean disjuntos de νn(P1) y nos dan información sobre su configuración
geométrica en el Grassmanniano G(n− 2, n). Para cada posible subgrupo finito de Aut(P1)
se tiene una subvariedad localmente cerrada de G(n − 2, n) de dimensión positiva y son
todas disjuntas entre ellas. En el caso que el cuerpo de base sea algebraicamente cerrado,
los resultados para el caso disjunto están resumidos en el Cuadro 3.1. Estos resultados serán
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n Familia Dimensión Grupo
n ≥ 2 Cn 2 Z/nZ

4 K 3 K4

2m ≥ 6 Dm 3 Dm

12 A4 3 A4

24 S4 3 S4

60 A5 3 A5

Cuadro 3.1: Familias de subespacios de Galois disjuntos de νn(P1)

demostrados en las siguientes subsecciones y aśı habremos solucionado el problema principal
para el caso disjunto. El caso no disjunto será analizado en la Sección 3.5 donde se dará una
clasificación completa de todos los subespacios de Galois para la inmersión de Veronese de
grado n arbitrario en el caso que el cuerpo de base sea algebraicamente cerrado. En particular,
demostraremos que para cada n ≥ 60 hay n + bn/2c + 2 familias disjuntas de subespacios
de Galois en el Grassmanniano G(n− 2, n), y la familia más grande es de dimensión n. Ver
Cuadro 3.2 para la clasificación completa.

3.4.1. Grupo ćıclico de orden n

En esta subsección demostraremos la primera parte del Teorema 3.4 dando una parame-
trización expĺıcita de la familia de subespacios de Galois para νn disjuntos de νn(P1) con
grupo ćıclico de orden n ≥ 3.

Sea n ≥ 3 y asumamos que k contiene una ráız primitiva n-ésima de la unidad ζn.
Consideremos el automorfismo de orden n

Cn : P1 → P1 ; [x : y] 7→ [ζnx : y],

que visto como un elemento de PGL(2, k) corresponde a la matriz

Cn =

(
ζn 0
0 1

)
∈ PGL(2, k),

la cual genera un subgrupo ćıclico 〈Cn〉 ' Z/nZ de PGL(2, k). Por [4, Teorema 4.2] se sabe
que cada subgrupo ćıclico de orden n es conjugado a 〈Cn〉. Entonces, tomando un elemento
arbitrario

M :=

(
a b
c d

)
∈ PGL(2, k)

el elemento conjugado

Tn := MCnM
−1 =

(
adζn − bc ab(1− ζn)
cd(ζn − 1) ad− bcζn

)
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genera un subgrupo ćıclico de orden n de PGL(2, k) arbitrario. Por tanto, el correspondiente
automorfismo de orden n

Tn : P1 → P1; [x : y] 7→ [(adζn − bc)x+ (ab(1− ζn))y : (cd(ζn − 1))x+ (ad− bcζn)y]

genera un subgrupo ćıclico de orden n de Aut(P1) arbitrario. Por la Proposición 3.2.3, para
cada uno de estos grupos ćıclicos se tiene un único subespacio de Galois disjunto de νn(P1).
Para encontrar expĺıcitamente estos subespacios de Galois, consideremos el divisor D := n[a :
c] = nM [1 : 0] que es invariante bajo Tn. Entonces se tiene una acción de 〈Tn〉 en L(D) por
pullback

T ∗n : L(D)→ L(D) ; f 7→ f ◦ Tn.

Queremos encontrar un subespacio vectorial 〈Tn〉-invariante de L de L(D) de dimensión 2
tal que T ∗n |L sea un múltiplo de la identidad. Para esto consideremos la base de L(D) dada
por la Proposición 1.4.8

L(D) = 〈fD(x, y)xn, fD(x, y)xn−1y, . . . , fD(x, y)xyn−1, fD(x, y)yn〉,

donde
fD(x, y) = (cx− ay)−n ∈ k(x, y).

Usando esta base, encontraremos dos elementos en L(D) invariantes bajo T ∗n . Se tiene que

1 = (cx− ay)nfD(x, y) ∈ L(D)

es trivialmente invariante bajo T ∗n . Por lado, un cálculo directo muestra que

T ∗n(g) = g ◦ Tn = ζng,

con g(x, y) =
(
dx−by
cx−ay

)
. Por tanto, el elemento

g(x, y)n = (dx− by)nfD(x, y) ∈ L(D)

también es invariante bajo T ∗n . Esto significa que el subespacio vectorial L de L(D) generado
por

1 = fD(x, y)
n∑
i=0

(−1)iaicn−ixn−iyi

(dx− cy)nfD(x, y) = fD(x, y)
n∑
i=0

(−1)ibidn−ixn−iyi

es un subespacio de dimensión 2 tal que T ∗n |L = Id. Por tanto, considerando el sistema de
coordenadas homogeneas en Pn que corresponde a la base de L(D) que obtuvimos antes, y
usando la notación introducida antes del Teorema 3.4.1, se obtienen los siguientes subespacios
de Galois para νn

W[a:c],[b:d] := {La,c = Lb,d = 0} ∈ G(n− 2, n).
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Estos son todos los subespacios de Galois (disjuntos de νn(P1)) con grupo de Galois ćıclico y
dan una familia Cn ⊂ G(n−2, n). Para cada elemento W[a:c],[b:d] de Cn se tiene una proyección
con centro en este subespacio lineal, la cual induce el morfismo de Galois

π : P1 → P1; [t : 1] 7→
[(

dt− b
ct− a

)n
: 1

]
.

El morfismo π induce la extensión de Galois de cuerpos de funciones k(t)/k(t′) con

t′ =

(
dt− b
ct− a

)n
,

cuyo grupo de Galois es
G[a:c],[b:d] = 〈Tn〉 ' Z/nZ.

Verificaremos en la Subsección 3.4.3 que la familia Cn es una subvariedad 2-dimensional
localmente cerrada del Grassmanniano G(n− 2, n).

3.4.2. Grupo dihedral de orden 2m

En esta subsección demostraremos la segunda parte del Teorema 3.4. De manera similar
a como en la subsección anterior, daremos una parametrización expĺıcita de la familia de
subespacios de Galois para νn (disjuntos de νn(P1)) con grupo de Galois isomorfo al grupo
dihedral de orden n = 2m ≥ 6.

Sea n = 2m ≥ 6 par, asumamos que k contiene una ráız primitiva n-ésima de la unidad
ζn y sea ζm := ζ2

n. Para α ∈ k×/(k×)2µm(k) consideremos los automorfismos de P1

Cm : P1 → P1; [x : y] 7→ [ζmx : y]

Iα : P1 → P1; [x : y] 7→ [αy : x],

que corresponden a las matrices en PGL(2, k)

Cm =

(
ζm 0
0 1

)
, Iα =

(
0 α
1 0

)
las cuales generan un subgrupo 〈Cm, Iα〉 de PGL(2, k) isomorfo al grupo dihedral de orden
2m. Por [4, Teorema 4.2] se sabe que cada subgrupo dihedral de orden 2m es conjugado a
〈Cm, Iα〉 para algún α ∈ k×/(k×)2µm(k). Entonces, tomando un elemento arbitrario

M =

(
a b
c d

)
∈ PGL(2, k).

Los elementos conjugados

Tm = MCmM
−1 =

(
adζm − bc ab(1− ζm)
cd(ζm − 1) ad− bcζm

)
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Jα := MIαM
−1 =

(
bd− αac αa2 − b2

d2 − αc2 αac− bd

)
,

generan un subgrupo de PGL(2, k) que es isomorfo al grupo dihedral de orden 2m, y todo
subgrupo dihedral de orden 2m de PGL(2, k) se obtiene de esta manera para algún M . Los
automorfismos de P1 que corresponden a las matrices anteriores son

Tm : P1 → P1; [x : y] 7→ [(adζm − bc)x+ (ab(1− ζm))y : (cd(ζm − 1))x+ (ad− bcζm)y]

Jα : P1 → P1; [x : y] 7→
[
(bd− αac)x+ (αa2 − b2)y : (d2 − αc2)x+ (αac− bd)y

]
.

Estos automorfismos generan a los subgrupos de Aut(P1) que son isomorfos al grupo dihedral
de orden 2m y para cada uno de estos subgrupos se tiene un único subespacio de Galois para
νn (disjunto de νn(P1)). Queremos encontrar expĺıcitamente estos subespacios de Galois.
Para ello consideremos el divisor D := m[a : c] +m[b : d] = mM [1 : 0] +mMIα[1 : 0] que es
invariante bajo ambos automorfismos Tm y Jα. Por tanto el grupo 〈Tm, Jα〉 actúa en L(D)
v́ıa pullback

T ∗m : L(D)→ L(D) ; f 7→ f ◦ Tm
J∗α : L(D)→ L(D) ; f 7→ f ◦ Jα.

Queremos hallar dos elementos de L(D) que sean invariantes bajo T ∗m y J∗α. Para esto usaremos
la siguiente base del espacio L(D)

L(D) = 〈fD(x, y)xn, fD(x, y)xn−1y, . . . , fD(x, y)xyn−1, fD(x, y)yn〉,

donde
fD(x, y) = (cx− ay)−m(dx− by)−m ∈ k(x, y).

De la misma manera que en la sección anterior, vemos que

1 = (cx− ay)m(dx− by)mfD(x, y) ∈ L(D)

es trivialmente invariante bajo T ∗m y J∗α. Para encontrar otro elemento invariante, notemos
que mediante cálculos directos se obtienen las siguientes relaciones

T ∗m(g) = g ◦ Tm = ζmg

J∗α(g) = g ◦ Jα = α (1/g)

con g(x, y) =
(
dx−by
cx−ay

)
como en la subsección anterior. Usando estas relaciones, se obtiene

que el elemento

αmgm + (1/gm) = (αm(cx− ay)n + (dx− by)n)fD(x, y) ∈ L(D)

también es invariante bajo T ∗m y J∗α. Entonces, luego de expandir las expresiones de los
elementos invariantes, se obtiene que el subespacio vectorial L de L(D) generado por

fD(x, y)
∑

i+j+l=m

(
m

i, j, l

)
(−1)i(ad+ bc)i(ab)j(cd)lxi+2lyi+2j
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fD(x, y)
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i(αman−ici + bn−idi)xiyn−i.

es un subespacio 2-dimensional tal que σ∗|L = Id para cada σ ∈ 〈Tm, Jα〉. Ahora, ponemos
las coordenadas homogéneas en Pn que corresponden a la base de L(D) obtenida antes y
consideremos la notación introducida antes del Teorema 3.4. Con esto se obtiene que los
subespacios lineales

V α
[a:b:c:d] := {Aa,b,c,d = Bα

a,b,c,d = 0} ∈ G(n− 2, n)

son todos los subespacios de Galois (disjuntos de νn(P1)) para νn con grupo de Galois isomorfo
al grupo dihedral de orden 2m. Estos dan, para cada α ∈ k×/(k×)2µm(k), una familia Dαm ⊂
G(n− 2, n). Si V α

[a:b:c:d] es un elemento arbitrario de Dαm, entonces la proyección con centro en
este subespacio lineal induce el siguiente morfismo de Galois

π : P1 → P1; [t : 1] 7→
[
αm
(
ct− a
dt− b

)m
+

(
dt− b
ct− a

)m
: 1

]
.

El pullback π∗ induce la extensión Galois de cuerpos de funciones k(t)/k(t′) con

t′ = αm
(
ct− a
dt− b

)m
+

(
dt− b
ct− a

)m
,

la cual tiene grupo de Galois

G[a:b:c:d] = 〈Tm, Jα〉 ' Dm.

En la subsección siguiente demostraremos que, sobre la clausura algebraica k, las familias
Dαm dan una subvariedad 3-dimensional localmente cerrada Dm de G(n− 2, n).

3.4.3. Casos excepcionales

En esta subsección demostraremos la Proposición 3.4.2, es decir, estudiaremos los casos
excepcionales n ∈ {2, 4, 12, 24, 60}. Aqúı asumiremos que k es algebraicamente cerrado.

Primero analizaremos el caso n = 2, que corresponde a puntos de Galois (véase Subsección
2.4.1). Para n = 2, cada proyección lineal compuesta con la inmersión de Veronese ν2 es de
grado 2 o 1, dependiendo si el centro de la proyección es disjunto de ν2(P1) o no. En cualquier
caso, la extensión de cuerpos inducida es del mismo grado, y por tanto es Galois. Por tanto,
cada elemento de G(0, 2) = P2 induce un morfismo de Galois. Esto demuestra que cada
punto de P2 es un punto de Galois para ν2. Si p ∈ P2 \ ν2(P1), entonces el grupo de Galois es
Gp ' Z/2Z. Si p ∈ ν2(P1) el grupo de Galois es el grupo trivial.

Para los casos n ∈ {4, 12, 24, 60} no vamos a calcular expĺıcitamente los subespacios de
Galois como lo hicimos para el caso ćıclico y el caso dihedral, ya que estos cálculos, aunque son
elementales, son bastante tediosos. Ahora demostraremos que en cada uno de estos casos, para
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el grupo de Klein K4 de orden 4, A4, S4 y A5 hay una subvariedad 3-dimensional localmente
cerrada de subespacios de Galois en el respectivo Grassmanniano.

Primero observamos que PGL(2, k) es 3-dimensional, y la clase de conjugación de un sub-
grupo dado G ≤ PGL(2, k) es parametrizada por PGL(2, k)/NG, donde NG es el normalizador
de G en PGL(2, k). Si CG es el centralizador de G en PGL(2, k), tenemos el homomorfismo
de grupos natural ϕ : NG → Aut(G) cuyo núcleo es CG. En particular, si G es finito, entonces
CG es de ı́ndice finito en NG. Por la tabla en la página 27 de [4] se sabe que los centralizadores
de K4, Dm, A4, S4 y A5 son todos finitos y por tanto sus normalizadores son también finitos.
En el caso de Z/nZ, el centralizador es 1-dimensional y por tanto el normalizador también.
Por [4, Teorema 4.2], como estamos asumiendo que k es algebraicamente cerrado, solo hay
una clase de conjugación para cada subgrupo finito de PGL(2, k). Por tanto hemos obtenido
el siguiente resultado.

Proposición 3.4.3. Las familias Cn son 2-dimensionales y las familias Dm son 3-dimensionales
para todo n,m ≥ 3. Para K4, A4, S4 y A5 obtenemos familias de subespacios de Galois
K ⊂ G(2, 4), A4 ⊂ G(10, 12), S4 ⊂ G(22, 24) y A5 ⊂ G(58, 60), respectivamente, que son
todas 3-dimensionales.

Esto completa la demostración del Teorema 3.4.1 y de la Proposición 3.4.2. Hasta ahora
se ha obtenido una respuesta para el problema principal en el caso que los subespacios de
Galois para νn son disjuntos de νn(P1). En la siguiente sección consideraremos el caso general,
es decir, cuando los subespacios de Galois para νn no son necesariamente disjuntos de νn(P1),
y aśı lograremos responder la pregunta principal de esta tesis.

3.5. Subespacios de Galois no disjuntos

En esta última sección estudiaremos los subespacios de Galois para νn que no son nece-
sariamente disjuntos de νn(P1). Aqúı asumiremos que k es algebraicamente cerrado.

Sea W ∈ G(n−2, n) un subespacio de Galois que no es disjunto de νn(P1). La proyección
con centro W compuesta con νn puede dar un morfismo de Galois como, por ejemplo, en el
caso de W = {x0 = x2 = 0}, si n ≥ 3. En este caso la correspondencia que se obtuvo en el
Corolario 3.2.2 no es biyectiva. Ilustraremos esta situación en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.1. Sea n = 3. Consideremos la familia 1-dimensional de subespacios lineales
W[α:β] ∈ G(1, 3) definidos por W[α:β] = {αx0 + βx1 = αx2 + βx3 = 0}. Estos subespacios no
son disjuntos de ν3(P1) ya que ν3[β : −α] ∈ W[α:β]. Sea π[α:β] la composición de la proyección
lineal con centro W[α:β] y la inmersión de Veronese ν3. Entonces π[α:β][x : y] = [αx3 + βx2y :
αxy2 +βy3] = [(αx+βy)x2 : (αx+βy)y2] = [x2 : y2]. Por tanto, para cada [α : β] ∈ P1, W[α:β]

es un subespacio de Galois para ν3 con grupo de Galois G[α:β] = 〈[x : y] 7→ [−x : y]〉 ' Z/2Z.
Pero es importante observar lo siguiente π[α:β][x : y] = [x2 : y2] = πW̃ ◦ ν2[x : y], donde

W̃ = {x0 = x2 = 0} ∈ G(0, 2).
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El ejemplo anterior muestra que la correspondencia obtenida en el Corolario 3.2.2 no es
1-1 en el caso no disjunto. De hecho, tampoco es finito a 1.

Por el Lema 3.2.1 y su demostración vemos que si W ∈ G(n − 2, n) y W ∩ νn(P1) 6= ∅,
entonces π = πW ◦ νn : P1 → P1 es un morfismo de grado m < n, donde πW : Pn 99K P1 es la
proyección con centro W . De hecho, por el mismo lema, existe un único W̃ ∈ G(m − 2,m)
tal que πW̃ ◦ νm = π (módulo automorfismos de P1). Por tanto obtenemos un morfismo

Φn,m : Xn,m := {W ∈ G(n− 2, n) : deg(πW ◦ νn) = m} → G(m− 2,m)

que env́ıa W a W̃ .

Proposición 3.5.2. Las fibras de Φn,m son irreducibles y de dimensión n−m. En particular
Φn,m es inyectiva si y sólo si n = m.

Demostración. Primero calcularemos la dimensión de las fibras. Notar que la imagen de Φn,m

consiste de subespacios lineales que son disjuntos de νm(P1) y por lo tanto Φn,m es dominante.
De hecho, tenemos el morfismo im,n : G(m − 2,m) ↪→ G(n − 2, n) que toma un subespacio
lineal definido por dos ecuaciones y lo env́ıa al subespacio lineal de dimensión n− 2 definido
por las mismas dos ecuaciones. Si W̃ ∈ G(m − 2,m) es disjunto de νm(P1), entonces por

el Lema 3.2.1 se tiene que deg(πW̃ ◦ νm) = m. Luego, escribiendo W = im,n(W̃ ), es claro
que πW ◦ νn = πW̃ ◦ νm y por tanto deg(πW ◦ νn) = m. Esto implica que W ∈ Xn,m y

Φn,m(W ) = W̃ . Por tanto Φn,m ◦ im,n es la identidad en aquellos subespacios de G(m− 2,m)
que son disjuntos de νm(P1).

En particular, si F es una fibra general de Φn,m, entonces (ver Teorema 1.3.11)

dimF = dimXn,m − 2(m− 1).

Tomemos W ∈ Xn,m como la intersección de dos hiperplanos H1, H2 ∈ G(n−1, n). Anotemos

ν∗nH1 = p1 + · · ·+ pn

ν∗nH2 = q1 + · · ·+ qn

donde los puntos p1, . . . , pn, q1, . . . , qn no son necesariamente diferentes. Luego como W ∈
Xn,m, tenemos que exactamente n −m de los pi (contados con multiplicidad) son iguales a
n−m de los qi (contados con multiplicidad). Tenemos un morfismo racional

Symn−m(P1)× Symm(P1)× Symm(P1) 99K G(n− 2, n)

donde
(D1, D2, D3) 7→ span{νn(D1 +D2)} ∩ span{νn(D1 +D3)}.

Sea Ym,n el conjunto de todos los (D1, D2, D3) ∈ Symn−m(P1)×Symm(P1)×Symm(P1) tales
que supp(Di)∩supp(Dj) = ∅ para todo i 6= j y Di es reducido para todo i = 1, 2, 3. Entonces
el morfismo racional anterior corresponde al morfismo

θm,n : Ym,n → G(n− 2, n)
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cuya imagen contiene un abierto de Xn,m. Como el morfismo natural de intersección

(G(n− 1, n)×G(n− 1, n)) \∆→ G(n− 2, n)

tiene fibras de dimensión 2, obtenemos que las fibras del morfismo θ son de dimensión 2. Esto
implica que

dimXn,m = n+m− 2.

Por tanto concluimos que una fibra general de Φn,m tiene dimensión

n+m− 2− 2(m− 1) = n−m.

Un analisis más cuidadoso muestra que si V ∈ G(m − 2,m) es disjunto de νm(P1), y
(D1, D2, D3) ∈ θ−1Φ−1

n,m(V ) es una preimagen arbitraria, entonces

Φ−1
n,m(V ) = θm,n

(
Symn−m(P1)× {D2} × {D3}

)
y por tanto es irreducible.

Con respecto a determinar cuándo un elemento W ∈ G(n − 2, n) que no es disjunto de
νn(P1) da un subespacio de Galois, es claro que se tiene el siguiente resultado:

Proposición 3.5.3. Si W ∈ G(n − 2, n) es tal que deg(πW ◦ νn) = m, entonces W es un
subespacio de Galois para νn si y sólo si Φn,m(W ) pertenece a una de las familias presentadas
en el Teorema 3.4.1 y la Proposición 3.4.2.

Definimos Φn,1(C1) como el conjunto de todos los W ∈ G(n − 2, n) tales que πWνn es
un automorfismo de P1. Por el análisis previo es fácil ver que esta familia es de dimensión
n−1. Con esta notación y con la Proposición 3.5.3 se obtiene una caracterización de todos los
grupos de Galois y todos los subespacios de Galois para νn, disjuntos y no disjuntos de νn(P1).
Aśı hemos obtenido una respuesta para el problema principal de esta tesis. Terminaremos
mostrando todos los subespacios de Galois para νn.

Teorema 3.5.4. El Cuadro 3.2 da la lista de todos los subespacios de Galois para νn.

En particular, vemos que la familia más grande es Φ−1
n,2(C2) la cual es de dimensión n.
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Families of Galois subspaces Dimension of families Number of families

n = 2, 3 Φ−1
n,1(C1) n− 1 n

Φ−1
n,k(Ck), k = 2, . . . , n n− k + 2

4 ≤ n ≤ 11 Φ−1
n,1(C1) n− 1 n+ bn

2
c − 1

Φ−1
n,k(Ck), k = 2, . . . , n n− k + 2

Φ−1
n,2k(Dk), k = 3, . . . , bn

2
c n− 2k + 3

Φ−1
n,4(K) n− 1

12 ≤ n ≤ 23 Φ−1
n,1(C1) n− 1 n+ bn

2
c

Φ−1
n,k(Ck), k = 2, . . . , n n− k + 2

Φ−1
n,2k(Dk), k = 3, . . . , bn

2
c n− 2k + 3

Φ−1
n,4(K) n− 1

Φ−1
n,12(A4) n− 9

24 ≤ n ≤ 59 Φ−1
n,1(C1) n− 1 n+ bn

2
c+ 1

Φ−1
n,k(Ck), k = 2, . . . , n n− k + 2

Φ−1
n,2k(Dk), k = 3, . . . , bn

2
c n− 2k + 3

Φ−1
n,4(K) n− 1

Φ−1
n,12(A4) n− 9

Φ−1(S4) n− 21

n ≥ 60 Φ−1
n,1(C1) n− 1 n+ bn

2
c+ 2

Φ−1
n,k(Ck), k = 2, . . . , n n− k + 2

Φ−1
n,2k(Dk), k = 3, . . . , bn

2
c n− 2k + 3

Φ−1
n,4(K) n− 1

Φ−1
n,12(A4) n− 9

Φ−1
n,24(S4) n− 21

Φ−1
n,60(A5) n− 57

Cuadro 3.2: Lista de todas las familias de subespacios de Galois para νn
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