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Resumen

El presente es un estudio del fenémeno de la Inestabilidad de Faraday en
una celda de Hele-Shaw especialmente delgada lo que provocéd histéresis en el
cambio de estado de equilibrio.

Este escrito consiste de tres capitulos. El primero es teoria de la resonancia
y el segundo y tercero describen dos experimentos en donde se generan patrones
sobre la superficie de un fluido en una celda de Hele-Shaw sometida a vibracion.

En el primer capitulo se explica el concepto de resonancia en un péndulo
en casos con y sin roce, luego se pasa al concepto de resonancia paramé-
trica, primero en un péndulo y luego en una cadena de péndulos en donde el
pivote tiene un movimiento sinusoidal vertical, llegando a obtener ecuaciones de
amplitud de estos fendémenos oscilatorios.

En el segundo capitulo se estudia experimentalmente la formacién de patro-
nes en un fluido contenido en una celda Hele-Shaw vibrada verticalmente. Se
usa una celda de acrilico para que sea transparente y se pueda ver el patréon y
grabar con una camara rapida puesta a un lado del montaje.

En el tercer capitulo se estudia lo mismo que en el capitulo anterior pero
inclinando el sistema en un pequeiio angulo (lo que produce un efecto de agregar
ruido al sistema) y en vez de una camara puesta a un lado se usa un laser que
se refleja en la superficie del fluido y luego llegando a una pantalla. Se observa
la figura que hace el laser en la pantalla.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Resonancia

Un sistema fuera del equilibrio es cualquier sistema que no esté en equili-
brio termodinamico, por lo tanto se mantiene recibiendo y disipando energia
[1]. Luego, un sistema fuera del equilibrio no est4a aislado, se mantiene en con-
tacto con una fuente externa de energia (e.g.: la Tierra recibiendo radiacion del
Sol). Por otro lado, los sistemas en equilibrio se caracterizan por exibir com-
portamientos permanentes tales como oscilaciones propias (e.g.: resorte que se
perturba pequenamente en torno a su punto de equilibrio oscilara con una fre-

cuencia w = \/ﬁ, donde k es la constante del resorte y m su masa. E.g. méas

cotidiano: Las mareas del océano provocadas por la gravedad lunar). Una forma
eficiente de entregar energia a un sistema que tiene oscilaciones propias, usando
una fuerza externa oscilante, es provocando una resonancia [2].

Para ilustrar lo que es una resonancia consideremos el péndulo simple, i.e.,
una masa bajo la influencia de la gravedad, sujeta a un soporte inmoévil por
una cuerda ideal de masa despreciable (ver figura 1.1). Todo péndulo tiene
una frecuencia propia de oscilacion que depende del largo de la cuerda y de la
gravedad del planeta de la siguiente forma [3]:

1 /g

V= 2w\ 1
Siguiendo la idea original de Galileo [3] empecemos a darle vuelo, con soplidos
por ejemplo, a una frecuencia constante e igual a v. observaremos que el péndulo
alcanza cada vez més altura. Este procedimiento es analogo al de un columpio
empujado por otra persona. Este movimiento se genera por un mecanismo fisico
llamado resonancia.
En lo que sigue se explicard analiticamente este fendémeno para distintos

casos. !

LCabe senalar que el primero que hizo estos estudios sobre la resonancia fue Euler.



Figura 1.1: Péndulo simple: particula ideal de masa m sujeta mediante una
cuerda ideal sin masa y largo [ a un punto fijo y sometida a la gravedad.

1.1.1. Oscilaciones sin roce con forzamiento periédico

Analicemos el péndulo para pequenas oscilaciones forzadas periodicamente.
Este se puede modelar como sigue:

0 4 w26 = T cos(wt) (1.1)

donde 6 es el &ngulo comprendido entre la cuerda y la vertical (0 << 1), wg es la
frecuencia natural del sistema sin forzamiento, I" es la amplitud del forzamiento
y w su frecuencia. Busquemos una solucion particular para (1.1). Sea 6 =
bcos(wt). Sustituyendo en (1.1) y despejando b se obtiene facilmente b = '/ (wg —
w?). Luego la solucién particular es:

folt) = ) (1.2
0

Ahora le sumamos la solucion general de la ecuacion homogenea y obtenemos
la solucion general de (1.1):

I cos(wt)

2

0(t) =a 4
(t) = acos(wot + a) + e

(1.3)
El primer término corresponde a oscilaciones del péndulo sin forzamiento, o
sea, las oscilaciones naturales, y el segundo es una oscilacién inducida por el
forzamiento. @ y a son constantes que se determinan con las condiciones iniciales.

Podemos observar que el segundo término diverge cuando w — wg (ver figura
1.2).
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Figura 1.2: Amplitud de la solucién particular (1.2) en funcion de w

La solucion (1.3) no es aplicable en el caso de resonancia, o sea, cuando
la frecuencia del forzamiento es igual a la frecuencia natural del sistema. Para
este caso, escribimos (1.3) de esta forma:

0 = acos(wot + ) + QL[Cos(wt) — cos(wpt)] (1.4)

wi — w?
(notar que para hacer esto cambiamos el valor de la constante a y la renombra-
mos a). Hacemos w — wy y aplicamos L’Hopital:

r

0 = acos(wot + ) + ——tsen(wot) (1.5)
2w0

Aqui se ve (ver figura 1.3) que la amplitud de las oscilaciones crece linealmente

con el tiempo (esto es valido mientras las oscilaciones no dejen de ser pequenas).

Este fen6meno fue observado por Galileo en persona [3]. Esto es resonancia.

tsin{eo 0t)

Figura 1.3: segundo término de (1.5)



1.1.2. Oscilaciones con roce sin forzamiento

Analicemos ahora el caso con roce pero sin forzamiento. En este caso se con-
siderara una fuerza de roce proporcional a la velocidad de la particula (arrastre
de stokes [10]). Este caso queda representado por la ecuacion:

0+2M + w20 =0 (1.6)

donde A es el coeficiente de amortiguamiento y wg es la frecuencia natural del
sistema sin amortiguamiento. El origen fisico del amortiguamiento se debe a la
friccion en los puntos de contacto y con el aire que se desplaza cuando el péndulo
se mueve. Esta es una ecuaciéon diferencial ordinaria (EDO) con coeficientes
constantes. Tomamos 0(¢) = €™ e introducimos en (1.6), quedando la ecuacion
caracteristica para r

2+ 20 +wi =0, (1.7)

de donde se obtienen dos valores para 7,
ri=—-A+ VA —-w? y rgz—)\—\/m (1.8)
Con lo que la solucion general de la ecuacion (1.6) es:
0 = cre™" + coe™t. (1.9)

Primero veamos el caso A < wg. Tenemos para r dos valores complejos con-
jugados. La solucién general puede escribirse como,

0 = Re {Ae—”“\/w%—”f} 7 (1.10)

donde A es una constante compleja cualquiera. También se puede escribir,

Mcos(wt + ), w=/wi —\? (1.11)

donde a y « son constantes reales. Como se ve, una oscilacién amortiguada
puede considerarse como una oscilaciéon arménica cuya amplitud decrece expo-
nencialmente en el tiempo. Su frecuencia w es menor a la de las oscilaciones
libres.

Ahora veamos el caso A > wg. Aqui los dos valores de r son reales negativos.
La forma general de la ecuacion es:

0 = cre” A= VAT—Wt 4 e (VAT (1.12)

Entonces cuando el rozamiento es suficientemente grande el movimiento consis-
te en una disminucién monoétona de 6 que tiende asintdticamente (¢ — oo) a
la posiciéon de equilibrio, y sin oscilar. Este movimiento se llama amortiguado
aperiodico.

Por dltimo, el caso A\ = wy. Aqui la ecuacién caracteristica tiene una raiz
doble r = —\, por lo que usamos reduccién de orden para obtener una segunda
solucion linealmente independiente. Luego la soluciéon general queda:

0 = ae”

0 = (c1 + cat)e M (1.13)



un caso especial del amortiguamiento aperiédico.

De todo lo anterior observamos que este péndulo presenta una bifurcacion
en \ = wy al pasar de una oscilacién amortiguada a un movimiento amortiguado
aperiddico. Esto se conoce como transicion amortiguado sobre amortiguado.

1.1.3. Oscilaciones con rozamiento forzadas
Ahora, al caso anterior le agregamos forzamiento. La ecuacion queda:
0 + 200 4+ w26 = T cos(wt), (1.14)

donde A es el coeficiente de amortiguamiento, wy es la frecuencia natural del
sistema sin amortiguamiento, I' es la amplitud del forzamiento y w su frecuencia.
Conviene trabajar esto en forma compleja:

0+ 2)\0 + w26 = Tt (1.15)
Supongamos una solucién particular:
0, = Be™", (1.16)

introduciéndola en (1.15) obtenemos para B:

r
B= (Wi — w? + 2Niw)’ (1.17)

escribiendo B = be®, resulta para by ¢:

T 2
b= , tan6:27a)2. (1.18)
V(W2 — w?)2 4+ 4202 w? — w§
Tomando la parte real de la expresion Be™! = be'(“t+9) ge obtiene una solucion
particular de (1.14); anadiéndole la solucion homogenea que calculamos antes
(para el caso A < wp) obtenemos:

0 = ae™ cos(y/w3 — N2t + @) + beos(wt + 6). (1.19)

El primer término disminuye exponencialmente con el tiempo, de modo que
al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente grande (¢ > %), solo queda el
segundo término

0 =~ bcos(wt + 9). (1.20)

La expresion (1.18), que da la amplitud de la oscilacion forzada, aumenta
cuando w se acerca a wy, pero no tiende a infinito como en el caso de la resonancia
sin roce (ver figura 1.4), sin embargo, la amplitud tiene un méximo caracteristico
cerca de wy.

Algunas aplicaciones cotidianas de resonancia son los laseres, el horno mi-
croondas, resonancias magnéticas, instrumentos musicales, funcionamiento de
antenas y otros.

A continuaciéon veremos otra forma de generar resonancia que es de interés
para nuestro trabajo.
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Figura 1.4: Amplitud de respuesta b versus frecuencia de forzamiento w (ecuacion
1.18). Azul: A = 20, rojo: A = 10, negro: A = 5. wo = 50. ' = 1.

1.2. Resonancia parameétrica

Otra manera de exitar un sistema con frecuencia propia es a través de la
modulacion temporal de un parametro del cual dependa la frecuencia natural
del sistema (exempli gratia: gravedad o largo cuerda en el caso del péndulo).
En este caso decimos que esta siendo exitado de forma paramétrica [2]. Una
resonancia generada de esta forma se llama resonancia paramétrica.

Consideremos a modo de ilustracion el péndulo forzado verticalmente de
masa m y largo de la cuerda [ con disipacién humeda de coeficiente de amorti-
guamiento p. Es decir, el pivote del péndulo se mueve verticalmente de manera
armoénica con amplitud a y frecuencia w, como se ilustra en la figura 1.5.

Este sistema lo podemos describir (parados en el sistema de referencia ace-
lerado del pivote) por la siguiente ecuacion:

0 = —[w2 + aw? sen(wt)] sin(#) — b, (1.21)

donde 6(t) es el angulo del péndulo respecto a la vertical (ver figura 1.5), wo es
la frecuencia natural del sistema, p es el coeficiente de disipacién, a y w son la
amplitud y la frecuencia del forzamiento respectivamente.

Si nos paramos en el sistema del soporte del péndulo percibiriamos el movi-
miento como una gravedad variable. Esto se aprecia en el término que acompana
a sin(f) en la ecuacion 1.21

Como sabemos, si el sistema no tiene ganancia ni pérdida de energia (no hay
forzamiento ni roce), el péndulo oscilara con su frecuencia natural. En este caso
la solucién del sistema seria:

0,(t) = Ae™0t 4 Ae~wot, (1.22)



Figura 1.5: Péndulo forzado paramétricamente

Pero como el péndulo esta forzado paramétricamente presenta una respuesta
subarmonica, i.e. el angulo respondera a la mitad de la frecuencia de forzamien-
to. Cabe mencionar que mediante simulaciones computacionales de la ecuaciéon
(1.21) se ha observado que con w = wy la solucion § = 0 es estable, mientras
que con w = 2w se vuelve inestable.

La primera observacion de este fenémeno fue reportada en el siglo X, en
el llamado Botafumeiro, un incensario colocado en un péndulo gigante con el
objetivo de perfumar la catedral de Santiago de Compostela [14].

1.2.1. Explicaciéon informal de la respuesta subarmoénica
en la resonancia paramétrica

Para determinar la frecuencia de resonancia hacemos un anélisis lineal. Asi
la ecuacion (1.21) toma la forma siguiente:

0 = —[w + aw? cos(wt)]d — pb (1.23)
= —w20 — aw? cos(wt)f — (1.24)

Con esta expresion podemos determinar la condicién que debe satisfacer la
frecuencia de forzamiento para que se produzca resonancia parameétrica.

El primer término de 1.24 (—w2f) provoca que el péndulo oscile con fre-
cuencia natural wg. El tercer término (—,ué) provoca que estas oscilaciones se
amortigiien i.e. que pierdan energia causando disminucién de amplitud y even-
tualmente la detencion, y también que la frecuencia de oscilacién sea menor.

Si tomamos la solucién del péndulo libre 0(t) = Aeot+ Ae~*0! y lo metemos
en el segundo término (aw? cos(wt)f) éste toma la forma siguiente:



aw? cos(wt)f = (e 4 e~ (A0t  Ae™ 0t qw? /2

2
_ (Aei(erwo)t + Aei(wfwg)t + Aei(7w+w0)t + Aei(*w*wo)t)a;}
~ w0t 4 e, (c.c. = complejo conjugado)
(1.25)
pero si w = 2wy entonces et (Wwo)t — eFiwot (Jog otros términos son et?3wot).

Luego este término se comporta como un forzamiento efectivo en resonancia no
paramétrica (ver seccion 1.1 en la pagina 1). Por lo tanto esto es una condicion
de resonancia.

De aqui se obtiene que la resonancia paramétrica ocurre cuando la frecuencia
de forzamiento es w = 2wy.

1.2.2. Meétodo Butikov-Galerkin en péndulo forzado para-
métricamente (Analisis lineal).

Con el objetivo de caracterizar el fendmeno anterior tomamos el péndulo
linealizado:

0 = —w2f — aw? cos(wt)f — b

ezthre—'wa

y escribimos cos(wt) = 5— quedando:

ezwt + e—w}t

éz—w%@—awz[ 5

}e—ua (1.26)

A la siguiente expansion la llamamos expansion modal:

0= Aest 4 AseB2 4. fee -

[e%S)
0 = E Anei%nt _’_Ane—i%nt
n=1

Tomamos el primer modo:
= 1 g
9:A1612t+A1€ it

v lo metemos en 1.26 obteniendo:

2

2 .
- (2) Ay = —wiA; — M%fh — %Al, y lo mismo c.c. (1.27)

. .. . . i3wt o . .
En la anterior suprimimos los términos con e 2z “. Escribimos las ecuaciones
anteriores en forma matricial,



2 2
wm 2 PR _aw”
T~ %o 7' ) 2 (ﬁ1>:0
_aw wm 2 P pw
5 1 w0+z2 1

4 4 4
a? 1 Wi ? u?

= - (Z_X £ 1.28
4 (4 w2) + 4uw? (1.28)

a =2

1581

Figura 1.6: Curva de inestabilidad péndulo. Con wyg =1y pu= 0,2

En la figura 1.6 se ve que la curva tiene un minimo en w = 2wy (en gréfico:
Wo = 1)
Ahora hacemos lo mismo pero con dos modos,

3wy

0= Alei%t —+ Aleii%t —+ Agei%dt =+ 1213671‘ 2

Metiéndolo en 1.26 y haciendo lo mismo que con un modo obtenemos la siguiente
matriz,

%—w%—“# . —%awzl —taw? 0
f%awZ T - wd + o t 0 —%an
—%aoﬂ 0 9‘2—2 —wg - 31% , 0

0 —%aoﬂ 0 %—w%—i—%

y haciendo Det = 0 nos queda,



— (—a2w4 (—4a2w4 + (62',uw —9w? + 4w(2)) (2iuw —w? 4+ 4w8))

Jipw  9w? .
+ ( > + o w%) (—4a2w4 (2mw +w? — 4w(2))

— (6ipw — w® + 4w (4p°w? + w* — 4a’w* — 8w’w 4+ 16wg))) =0 (1.29)

Y haciendo lo mismo con tres modos:
P9t 1 . —i%t i8¢ 1 —iset i8e¢ A —i5et
9:A16 2 +A16 2 +A3€ 2 +A3€ 2 +A56 2 +A56 2

nos queda la matriz,

%—WT“—wg . —%an —%an 0
—taw? e A . 0 —taw?
f%awz 0 9% — 3“2“" — wk . O

0 —taw? 0 S e 2
0 0 —%aoﬂ 0
0 0 0 —%aoﬂ
0 0
0 0
—%aoﬂ 0
. 0 —%an
S
0 Bl o g

a ésta se le saca el determinante y se hace lo mismo que antes. En el grafico 1.7
se ven las tres curvas juntas.

En estas curvas se ve que el minimo siempre es =~ 2wy, i.e. la amplitud
critica (amplitud del forzamiento necesaria para que el estado homogeneo se
vuelva inestable) es la minima cuando w = 2wy.

1.2.3. Analisis débilmente no lineal de un péndulo forzado
paramétricamente.

Para entender el origen de la resonancia paramétrica consideramos que el
forzamiento y la disipacién son pequeiios (en la ecuacion a y u pequenios). Luego
en la ecuacion (1.21) hacemos una aproximacion ctbica para el sen(f) en la parte
que estd multiplicado por w? (anélisis débilmente no-lineal). El otro término lo

aproximamos linealmente (sen(d) ~ ), (a, p << 1,0 << 1), luego obtenemos

. 2 .
0 =—wih + %03 — aw? cos(wt)d — . (1.30)
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0.5}
0.4}

un modo
0.3;
—— dos modos
o2, v, tres modos

0.1}

1 2 3 4 5 6 7
Figura 1.7: Curvas inestabilidad péndulo para el método de Butikov con uno,
dos y tres modos. wg =1, pu=0,2

Por lo tanto esperamos que la no-linealidad, forzamiento y disipacién se
equilibren, como mostraremos a continuacién. Utilizamos el siguiente ansatz:

0 = A(t)e™o! + A(t)e ot + W(A,t), (1.31)

donde A ha sido promovido a una funcion (A — A(t)) en lo que se llama método
de variacion de pardmetros. W es una funcioén correccion la cual es no-lineal en
A e W =37 g APAseiordlg, 0y A << 0 A << woA y A(t) << 1,
W << A, i.e. suponemos que la amplitud es una variable lenta en el tiempo.
Introduciendo este ansatz en la ecuacion 1.30, linealizando en W y despreciando
terminos pequenos obtenemos:

2 2 ) )
(Ou + W)W = (—2iw06tA n %A|A|2 i A — “‘;Aemwot) ol

2
%Agegwot +ce., (1.32)

donde v = (w—2wy) /2wy << 1. Este parametro da cuenta de la desintonizacion.
Es conocido como detunning.

Ahora si aplicamos La Alternativa de Fredholm a 1.32 (ver apéndice A)
logramos ver que lo que esti entre paréntesis en el primer término de ésta es
cero,

11



2 2
0 = (—2iwpds A + %A\AP — fpwoA — %Ae%’“’ot)ewot

ordenando,
2 .
9 A = —i%A|A|2 - gA + i%fle%’“’ot. (1.33)

Realizando el cambio de variable A = B, /wioe“"”"t, la ecuacién anterior queda

de la forma

2
0B = —ivwoB — LB +i" B —iB|BJ2. (1.34)
2 4w0

Esta es la ecuacién paramétrica de Schrédinger no lineal [18]. El primer término
da cuenta de la desincronizaciéon, el segundo de la disipacién, el tercero del
forzamiento temporal y el cuarto da cuenta de la dependencia no lineal de la
frecuencia.

A la ecuacion anterior (1.34) la llamamos Ecuacion de Amplitud. Nota-
mos que esta ecuacion fue escrita por primera vez para entender soluciones tipo
particula en un canal vibrado verticalmente [25].

Esta ecuacién también fue derivada de las ecuaciones de fluidos [26, 25].

Recordemos que esta deduccion es valida mientras que A < 1, 0 < 1, p < 1
y v < 1. Una solucién trivial para esta ecuacién es B = 0. Para buscar las demés
soluciones estacionarias hacemos el siguiente cambio de variable: B = Re'®, y
lo introducimos en la ecuaciéon 1.34 y separamos en parte real e imaginaria, con
lo que nos quedan estas dos ecuaciones:

aw2

H= %0 sin(2¢)

3 aw?
R® 4+ vwogR — — R cos(2¢) = 0.
4(,00
Y de aqui se puede obtener que

2pwo

sin(26) =

aw?

2wt p2
Ry = | —wwp+ ) s — &
= O 16w T 4

con lo que nos quedan cinco soluciones considerando R = 0 (para R # 0 hay

dos ¢). En la figura 1.8 podemos disfrutar de todas las soluciones ubicadas en

el espacio de parametros (v, ), con v = aw?.

12



2
La zona A esta delimitada por vwg > , /% — %2 para v > 0 y por 1ng <

2 2 2
- para v < 0. La zona B lo estd por {i— > - y por vwo < — P Ya
0

2,2 72

zona C por v wg < — %2. Asi la solucién R = 0 es estable en las zonas A y B,

16w
. . .. 2 2
mientras que es inestable en la zona C. La soluciéon Ry = \/ —vwo + 1/ 1e0r — i
0
. ., 2 2
existe en B y C en forma estable. Y la solucién R_ = \/ —vwo — ¢/ 1ar — i
0

solo existe en B inestablemente.

La estabilidad de estas soluciones se puede calcular facilmente separando en
parte real e imaginaria la amplitud B. Este calculo se hara para el caso B = 0
en la cadena de péndulos en la seccion 1.2.5.

Como conclusiéon podemos decir que el forzamiento paramétrico puede ge-
nerar resonancia paramétrica y traer consigo hasta cinco posibles soluciones
estacionarias para un A, siendo sencillo establecer las regiones de existencia de
las soluciones en el llamado “limite cuasi-reversible”; es decir, en el limite con
poca disipacion e inyeccion de energia. Estas soluciones de A corresponden a
ciclos limites del péndulo en torno a la posicién vertical.

a
0.010F - - - g
C@3)
0.006 :
B(5)
0.002 A() :
0.000L : : . dv
-0.01 0.00 0.01

Figura 1.8: Diagrama de las soluciones para un péndulo forzado paramétrica-
mente (ecuacion 1.30). Con p = 0,001, wy = 1.
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0.10}

—B,
0.08f
0.06}

—B_
0.04}
0.02f

L L L L B=0\
0.001 0.002 0.003 0.004 O.OO5V

-0.02-

Figura 1.9: Las tres soluciones estacionarias (sin considerar ¢) posibles de un
péndulo forzado paramétricamente, a saber, Ry, R_ y R = 0. u = 0,001,
wo = 1,v = —0,001.

1.2.4. Butikov-Galerkin de un sistema de péndulos dis-
puestos equidistantemente sobre un pivote y aco-
plados por resortes de torsion (cadena de péndu-
los).(Analisis lineal).

Consideremos una cadena de péndulos acoplados (figura 1.10). A la ecuacion
que tenfamos para el péndulo simple forzado paramétricamente (1.21) tenemos

que agregarle un término de acoplamiento. Si los resortes tienen constante x el
término de acoplamiento para el i—ésimo péndulo es:

—K(Gi — Gi_l) + m(9i+1 — 91) = m[9i+1 —20; + 91‘_1} (135)

Luego, la ecuacion para el i—ésimo péndulo queda:

éi(t) = —[w% + aw? cos(wt)] sin(6;) — uéi + K[0iy1 — 20; + 0;_1] (1.36)

Ahora, si hacemos el “limite al continuo” en la variable discreta espacial i (i —
x)la ecuacion 1.36 se transforma en:

O(z,t) = —[aw? cos(wt) + w?] sin(0) — pb + KOyt (1.37)
conocida internacionalmente como la Ecuacion de sine-Gordon forzada. Donde
O(z,t) es el &ngulo del péndulo en la posicion x en el tiempo t, wy representa la
frecuencia natural del sistema, a es el desplazamiento normalizado del pivote de
toda la cadena que genera el forzamiento, w es la frecuencia del forzamiento, s

14



Ia cos(wmt)

a cos(mt)I

(a) (b)

Figura 1.10: Cadena de péndulos acoplados por resortes de torsion. 1.10a esta-
tica. 1.10b con forzamiento armonico.

es el acoplamiento (que consideraremos 1 al normalizar el espacio) y p da cuenta
de la disipacion.

Se puede observar numéricamente que el modelo 1.37 tiene una inestabili-
dad espacial, tanto para forzamientos cerca de la regiéon de resonancia usual,
como para forzamientos a alta frecuencia. En la figura 1.11, se puede ver la
inestabilidad espacial en torno a la posicion vertical para un forzamiento de alta
frecuencia. Por otro lado, al existir la posibilidad de estabilizar la cadena de
péndulos en la posicién invertida, como se observa en la figura 1.11a, también
se puede desestabilizar y obtener una solucion de ondas estacionarias (como se
ve en la figura 1.11b).

Para estudiar esta inestabilidad usaremos la estrategia de Butikov [15]. Li-
nealizamos la ecuaciéon 1.37:

O(z,t) = —[aw? cos(wt) + w2 — pf + KB,.0, (1.38)
y usamos el siguiente ansatz:
0 = A (x,1)e? + As(z, )2 4 cc., (1.39)

Ay y A3 son mucho menores que uno. Metiendo 1.39 en 1.38, separando por
modos de oscilacion y despreciando los términos méas pequenos se obtiene:

15



(a)

Figura 1.11: Cadena de péndulos descrita por el modelo 1.37. 1.11a muestra
a los péndulos estables en la posicion invertida. 1.11b muestra los péndulos al
existir una inestabilidad espacial en torno la posicion invertida.

. . o w? aw? . aw?
Avt pdy +iwdy = (5 —wd)A - A - -

ey
: Ay — Z%Al + 0,4,
2 2 -
n %A1|A1\2 + G%Al(AgAl n

A1A3

)

2 2 2
A (Y0 A4 o B2y AT s
+ A ( B AsAy + 1 |A1]) + 2 Ay

(1.40)
. . o 9w? aw? pw
As + ,uAg + 3iwAs = (T — U.}O)Ag — TAl — 3’&7143 + OpzpAs
2
aw
+ W(Q)A3|A1|2 + TA1|A1|2 (141)

aw? | o, wd
+ TABA% + ?0 A?'

Las ecuaciones 1.40 y 1.41 se pueden utilizar para determinar la inestabilidad
espacial. Para esto se supondra que la dinamica de A3 y A; estan dadas por
Az = AgzeP T v A] = Ag e A pues de otra forma los términos lineales
serian contradictorios al suponer que un modo decae méas rapido que el otro o
que tienen diferentes longitudes de onda. Al realizar el anélisis lineal y buscar
el punto critico cuando A = 0, se pueden obtener las ecuaciones

w2 aw? - aw? L pw
0= (4 - w%) Ao — 7A01 - 71403 - l%Am — K An (1.42)
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9u? °
0= 25 —w2) Aoz — 2 Aoy — 352 Agy — K2 Ags (1.43)
4 2 2
Luego de 1.43
CL(UQ
Ags = Ao, (1.44)

2(§w? —wj — k2 — %)

e introduciendo esto altimo en 1.42 se obtiene la ecuacién para Ag; y su conju-
gado

2, 4

2 2
0= (” B T i ) Aoi— "= Aor. (1.45)

4 2 4(Jw? — w3 — k2 —§242)

Con esta ecuacion determinamos la curva de inestabilidad. Para el k critico
queda

w—2—w2—k2— a?wt(Jw? — wg — k2) —0
470 T (902 — o2 — k22 4 R’
(4w wO c) + 4
y el a critico debera cumplir
3alwtu
ot 9 2 - Iplw? = el
4((1w2 —wd —k2)2+ #T)
Asf si w > p, wo se puede obtener un valor aproximado para k2
2
w
k2~ o — Wl (1.46)
4
y
I
Qe & —. 1.47
- (1.47)

Ahora comparemos con lo hecho en 1.2.2. Si aproximamos 1.28 cuando w — 2wy
nos queda el mismo resultado.

1.2.5. Analisis débilmente no lineal de una cadena de pén-
dulos forzada paramétricamente.

Tomemos la ecuacion de la cadena de péndulos acoplados (1.37) que obtu-
vimos en la secciéon 1.2.4:

0(z,t) = — [wp + aw” cos(wt)] sin(g) — (1 + £0,,0 (1.48)

17



Donde k es la constante del acoplamiento elastico. Consideramos la aproxima-
cion débilmente no-lineal:

.. 3 .
O(z,t) = — [wg + aw® cos(wt)] 6 + wg% — pl + K00 (1.49)

Hacemos lo mismo que en la secciéon 1.2.3. Introducimos el ansatz:

0 = Ae™ol 4 Aem ot LW (A, t) (1.50)

donde A es una variable lenta y 9y A < wodA < w2 A. Metemos el ansatz en
1.49 y dejando sélo los términos relevantes obtenemos:

2 ’ W% 2 . aw® < 2ivt iwot
[&gt + wo] W = [ 2iwg0; A + ?|A\ A —ipwgA — TAB + KOpp A ) €0

2 2
+ (?ﬁ - a;”Aezwt> 3ot 4 ce. (1.51)

y usando la Alternativa de Fredholm como hicimos en 1.2.3 obtenemos:
2
W0 42 H W 4 it B
OtA=—i—AFA—=-A—i—A — i— 0z A 1.52
t i Al 2 T My € %0 (1.52)

Introducimos los cambios de variable A = s/4/w()Bei”t y X = /2wy /kx para
que nos quede:
2 _

0B = —ivB —i|BPB - LB — "B —ioxxB. (1.53)

2 4LUO

La ecuacion 1.53 tiene un término extra (—iOx XB) en comparacion con

1.34. Es un término de dispersiéon que nos dice que tenemos una cadena y no

un péndulo solo. Esta ecuacion (1.53) tiene las mismas soluciones estacionarias

y homogénea que la ec. 1.34. O sea, haciendo el mismo cambio de variable de
antes, B = Re'® quedan las soluciones:

. 2w
20) =
sin(20) =
y
2wt p2
R=,|- + - —
S VS TR
Estabilidad

Primero hacemos el siguiente cambio de variable: B = Be™ /4. Quedando

2
0B = —ivB —i|B2B - EB — i~ Be™/2 —joxx B
2 4(4}0
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7 aw?
OB = —ivB —i|B*B—~ =B+ —DB — i0xxB (1.54)
2 4(.4)0

Estudiaremos la estabilidad de la solucion homogénea B = 0 (recordar que
estamos con espacio). Hacemos una pequena perturbaion,

B(z,t) = u(z,t) + iv(z,t) con |B| <1,

que la introducimos en 1.54 quedando

2 2
U+1i0 = —ivwou+ vwov — B il & %y (u? +v?)v—i(u® +v?)u
2 2 4&)0 4w0

— 102U + Opzv,

y separando parte real e imaginaria se ve asi

2

U = vwov — B + indiP + (u? 4 v?)v + Oy (1.55)
2 4(4}0
2

U = —VWolh — SV~ %v — (u? + v} u — Dypu (1.56)

y considerando solo los términos lineales (la perturbacion es pequeiia) queda

2

. o aw
— P+ 0, 1.57
U = vwou 2u+4w0u—|— v (1.57)
2
. pooaw
R L A 1.58
0 VLU — S 4w0v u (1.58)
0
poaw?
0= (—5 + 4—wo)u + (vwo + Oz )V
2
0= (—vwy — Opz)u + (—g - Z—ZO)U.

Si escribibos la perturbaciéon en forma matricial y con modos de fourier

(128 - (2 )oree

y la introducimos en 1.57 y 1.58 obtenemos (escrito matricialmente)

() =( 5 o 2) () am

40.)()
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At

Si la parte temporal la ponemos como u(t) = uge nos aparece una ecuacion

de valores propios (los lambdas)

)\< uo ) _( Eti (oK) ( 1o > (1.60)
Vo —(vwo — k%) —§ - ¢ o

de donde se saca para éstos:

2,44
Ay = _“i\/“ Y (vwo — k2)2. (1.61)

2~ |/ 162

Aqui vemos que los lambdas dependen de la longitud de onda de la per-
turbacion (1/k), por lo que es importante determinar el valor k critico que
desestabilice la solucién homogénea (cuando A pasa a ser no negativo). Por esto
solo nos interesa Ay. En la figura 1.12 vemos a A4 (k) poco antes de volverse
positivo, y asi, haciendo inestable la solucién homogénea.

E 3 -D.I2 -D:1 D D:1 0:2 0:3 k

-0.01 ¢

002

003

-0.04 ¢

0.058

A

+
Figura 1.12: Aqui vemos a A4 (k) para los parametros p = 0,1; a = 0,048;
w=202;wg=1yv=0,01.

Buscando los maximos de esta curva encontramos los 6ptimos en

k' = +/vwy

consideramos s6lo el positivo.
La curva depende del pardmetro a. Esta se desplaza hacia arriba con éste.
Y podemos calcular que su 6ptimo pasa por el cero cuando

aw”
dwg 2
2
ie. a.= wg“
w
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o sea, la inestabilidad ocurre cuando a. = 2wou/w?. Esto es méas preciso que el
resultado obtenido con Butikov (1.47), aunque tanto aqui como en Butikov los
resultados convergen a a. = p/2wy cuando w — 2wy.

En lo que sigue usaremos Formas Normales. Usaremos un método basado
en [28].

Formas Normales

Sea V. = a.w? /4wy = /2 y ¥ = 4. + Ay. Reemplazando k* y vy en 1.55 y
1.56 y escribiéndolo matricialmente obtenemos

o )= 0 (vwo + Ops) u) [u? + v2v
v ) T\ —vwg — Ops —1 v —[u? + v?]u
Axy 0 U
+( ; _M>(v) (1.62)
De formas normales:

-,

di=A+wW& whl 4

u(z,t) = A(t) ( é ) €T Lee.,  q=vwg (1.63)

-O(1) (a orden uno en A, o sea, A™AP, con m +p = n):
Lado izquierdo de 1.62:

o, ( [1]:/1[1]6”"” L + c.c. = flet® L +c.c
't v 0 .C. 0 .C.

lado derecho de 1.62:

. 1 0 0 , 1
9T — 1qx
LAe (O)—i—c.c.—(O _M>Ae (O)+c.c.
luego,
fleta® ( 1 ) +cec.=0
0 (1.64)
= fl=o.
-0(2):
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i=A < (1) > T W > qee; 9,48 = f2

lado izquierdo de 1.62:

=fl=0
(2] ) 2 —~
(1) (1) T

lado derecho de 1.62:

LAeH* ( (1) ) +L|W[2] > tc.e. = Ae'?® ( 8 0 > ( (1) ) +L|W[2] > +c.c.

—pu
=L|W? > tce.
= flelaw ( (1) ) +ece.=LIWHE > 4ee
eiqm
pero ( 0 ) €ker(L) . f2=0 A |[WBE>=o.
-0(3):

i=A < (1) ) el 4 |W[3] > 4y AP = 3

lado izquierdo de 1.62:

=fl=0
[3] 3 —N
) ( " ) - f%m( é ) + 8”2/; 8, Al fee
A
lado derecho de 1.62:
0 -
L|W[3] > + ( 7(Aeiqm +A67iqm)3 ) +L|W[3] >
= LIWE > +ee. = fre ) 0 +
C.C. = O A3e3iqx + 3A|A|2€’qu C.C.
3 2
3 _ B8] —— 1 Af 3iqx 0 3|A| A iqx
=f=0 A |W >_(O)8ye <1> 2Me
-0O(4): A
-0(5)
e 1 iqx 1 A? 3iqx 0 3|A|2A iqx [5]
i=Al o )+ S 1 Te'—HW > +c.c.
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0, APl = 5
lado izquierdo de 1.62:

u [5] E 4 1
__ r5 _iqx
at(v) = fe (O)+0+c.c.

lado derecho de 1.62:

_ 3|A‘2A 1qT

}L|W[5] > +c.c. + AQ# 6 +c.c (Aeiqw +Zefiq:v)2
—8763“” + c.c.

0
n ( 73|’3|2Aeiq‘” + c.c.

5 iqx
= LIWP > 4ce = ( Jre ) + c.c.

A gdigr 4 ¢ e,

) <A2€2iqac + 2‘A|2 _i_AQe—Qiqx)
8v

3 |A|2A363iqx 9 |A‘4Aeiq$ fseiqx
LW 5] > +c.c. = < 52M. iy 2 243 . < ) @
A° 5 [AI"A 2|4] 3
ebiax L elax ASVA e3iqx 0

8v

los términos con e*?® se deben anular, por lo tanto:
-9
o= lAlA
2p

= 0,A = _—9|A\4A
2u

Ahora vamos con el unfolding:

1\ oe 1\ A% 5. 0 3424 ;..
2[1,1] iqx 3iqr iqx [1,1]
U A<O>e +<O>8ye (I)QH e"® + |W > +c.c.

9
oA = flbi 2—|A|4A
0

; 1
3,5( :}L ) = flLllgiaz ( 0 > +c.c.

LW > 4 AyAeiee ( (1) )

Lado izquierdo:

Lado derecho:

= I = AyA
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= 0 A = AyA — 3|A|4A
2p

De esta ecuacion desprendemos que la amplitud crece como raiz cuarta del
unfolding (|A| < v/A~). Esta ley se ha observado en mercurio forzado paramé-
tricamente [29], sin emabargo estos liquidos son muy conservativos comparados
con el agua donde la disipacion es mayor. En nuestros experimentos observamos
que ésta se comporta como raiz cuadrada. Esto es debido a que nuestro fluido
tiene disipacién no-lineal. Por lo que en la subsecciéon siguiente agregaremos un
término de disipacion no lineal a la ecuacion de los péndulos (ecuacion 1.37).

1.2.6. Analisis débilmente no lineal en cadena de péndulos
con disipacién no lineal.

El nuevo término de disipacion que se le agregue a la ecuacion de la cadena
de péndulos debe ser consistente con la simetria de la variable que describe el
sistema, es decir, debe ser periddico (vale notar que en principio uno puede
colocar funciones mucho mas generales). La ecuacion nueva queda asi:

(z,t) = —[w2 4~ sen(wt)] sin(0) +£Dyp 0+ (—p+0 cos(8))d, con § >0 (1.65)

(usamos sen(wt) en vez de cos(wt) por comodidad y v := aw?). § debe ser tal
que —p + d cos @ < 0 para que el término siga siendo disipativo, i.e. 6/u < 1.
Hacemos la aproximacioén,

. . 02
dcos(6)0 ~ 60 (1 - 2)

e introduciendo en ésta el ansatz,

0 = Ae™ol 4 Aem ol LW (A, t)

(el mismo que usamos en 1.2.5) quedando,

. 62 . ) . 1 )
06 (1 - 2) = §(Ae™! +iwgAe™°t + c.c. + W) (1 — i{AQeQ“"Ut + 2| A2
—i—ZQe_inot 4 O(A4)})

iwo

_ _ 2 : o 2, T A2 2 iwot
=0(A— |A|°A+iwpA — |A]%iwp A 2A A+ > A A)e"ot + .

lAl2A

despreciando lo chico,
1 . 1 .
~ 6(iwoA—\A|2Aiw0+%\A|2A)e’“0t+. . = it (A= AJAP )"+ .. (166)
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esto se le agrega a 1.51 y usando la Alternativa de Fredholm como hicimos
en 1.2.5 se obtiene,

oA =LAy %[le%’t - z'%AFA LIV
0

04— a2
2 2o 277 1

haciendo el cambio,

nos queda,

B=—iwB—i|B’B—i/B+~'B—§|B|?’B - ix'B,,

con

f_ k9 y_ 0
=£2_Z 5 = 2

=573 “o
S K=
40.}0 20.}0'

Si comparamos con 1.54 vemos que aqui nos aparece un término extra, § |B|ZB .
Este es debido a la no-linealidad que agregamos a la disipacion.

Estabilidad y Formas Normales

La estabilidad es la misma,

ke = V/vwo =1 q V=

y definimos como antes,

u+tiv:=B

(0) =, 72 J(0) (5 e
o(n)een [T ](0)

Usamos el ansatz de antes,

(1) (3w
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(1.67)
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8tA[1] — fl

y como antes f! = 0.
-0(2): f2=0y W2=0.
-0(3):

; 1 0 (At + c.c.)?
3 _iqx o 3 _ ) Y
fe ( 0 )—i—c.c. =LWw° > ( (Aci 1 c.c.)? ) ) ( 0 >

+ L3 >

3 ,iqx 1 A3 ,3iqx / 2 iqr
L|W3>+c.c.:(fe + 0" A%e?9® + §'3|Al7 Ae )—l—c.c.

ASeSiqz + 3|A|2A6iqz

= f3 = —35|A]2A

0 v+ KOy 3 5! A3e3iar
= < —y K//azz —2/1,/ ) |W >= ( A363iqx _’_3|A‘2Aeiqw
0 _6/A3e3iq;v
W3 >= — 4
=W <1>(9/4_1)y

OpA = —30'| A2 A.

Ahora con unfolding,

-O(1,1):
(1,1]
< v > = Ael® < 1 > +c.c. + |W[1’1] >
v 0

atA[l,l] — f[l’l] _ 5/3‘A|2A

en la ecuacion,

(1,1]
@( ; ) _ fl iae ( . ) bee. =L > +A7Aeiq’”( ; ) + e

= LW > fee = bl ( (1) ) — AyAe'” < (1) ) + c.c.
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= I = Ay4A

O A = AvA — 38| A|2A

Esto sigue siendo super-critico, sin embargo, la amplitud ahora tiene otra ley,
ésta crece como A = /Av/35, es decir como una ley de potencia diferente, por
lo que agregaremos mas disipacién no lineal para obtener un término quintico
en la ecuacién de amplitud.

1.2.7. Analisis débilmente no lineal en cadena de péndulos
con disipacién no lineal de mayor orden.

La ecuacion del péndulo con disipacién no-lineal era,
O(z,t) = —[w? + ysen(wt)] sin(0) + £kDyzf + (—p +  cos(0))d, con § >0

Para aumentar la no-linealidad le agregamos un término a la aproximaciéon del
coseno,

. X 92 94
d cos(0)0 =~ 6 (1 5 + 4'>

usando el ansatz 1.67 tenemos,

4 . . . . . .
590— =4 (Ae“”ot +iwgAe™ot 4 c.e. + W) % <A4e4“"“t + <;1) A?| A)?ePiwot
4
+c.c.(2 térm.) + <2> |AI* + O(A6)>

A
4

ZWO

A2 1
:5[6|A|2A+ 20 AlA1* + A}ewow...

despreciando lo chico,
94
597 ~5 |:ZWO|A| A:| zwot

esto se agrega a 1.66 y se hace lo mismo de antes, con lo que,

A = ——A + 47 Ae?™t — |A| A—ig— %A + 5A - 7A|A|2 4|A|4A

el cambio,
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: ) 28
= B = —ivB—i|B?B— y/'B+~'B—~ —|B’B — it/ By + F|B|‘*B (1.68)
wo Wi

con,

poo b0

2 2
S r= 2
_4w0 " 2w0'

Estabilidad y Formas Normales de la soluciéon perioédica

La estabilidad es la misma,

ke = /vwo =i q v =y

y como antes,
u+iv:=0B

()= =0 van "o ] () < ()
_y (Z) (u? + %) + %6” (g) (U2 + v%)% + [ AO’Y 727 ] (Z)

con 8" 1= §/wa.

Las formas normales son lo mismo quedando,
0 A = AyA — 35| AP A

La inclusiéon de términos disipativos no lineales cambia el tipo de transiciéon
supercritica quintica a una transicién supercritica cubica.

1.2.8. Analisis numérico

Haciendo una simulaciéon numérica de la cadena de péndulos y observando
como se comporta la funciéon amplitud de la oscilaciéon de ésta obtuvimos lo que
se ve en la figura 1.13.
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Inestahilidad Mumérica

0E

055+

0.45 -

0.4+
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Figura 1.13: Inestabilidad numérica.

Un buen ejemplo de osciladores acoplados son los fluidos, entendiendo que
la superficie de un fluido se puede modelar como osciladores acoplados. Por
esto estudiamos un fluido sometido a una vibraciéon vertical. Aca observamos la
superficie con dos técnicas distintas. Una es una medicion local (con un laser)
y la otra es global. En el capitulo siguiente se describen estos experimentos.
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Capitulo 2

Parte Experimental

En este capitulo estudiaremos experimentalmente la formacién de patrones
en un contenedor cuasi bi-dimensional tipo celda Hele-Shaw (placas paralelas
separadas por una distancia pequena en comparaciéon con las dimensiones de
éstas) con un fluido Newtoniano (agua), el cual es forzado verticalmente de ma-
nera oscilatoria. Este experimento es conocido en la literatura como el montaje
de Faraday [17].

Un sistema fisico realista, que se puede ver como el limite al continuo de un
sistema discreto de osciladores acoplados, es la superficie de un fluido [4]. Lo
anterior lo podemos entender simplemente basado en nuestra experiencia coti-
diana con fluidos. Cuando uno perturba la superficie de un fluido naturalmente
vemos la propagacion de ondas (figura 2.1a). Por otro lado si uno observa el mo-
vimiento de boyas en la superficie del mar (figura 2.1b), uno observa que éstas
oscilan a una frecuencia muy determinada, es decir, la superficie de un fluido
es un oscilador. A grandes perturbaciones vemos comportamientos complejos
como el rompimiento de olas en el borde del mar (figura 2.1¢). Lo anterior nos
lleva a concluir que para grandes deformaciones la superficie del mar deviene en
un oscilador no lineal.

(a) Ondas en el agua.  (b) Boya que oscila con (c) Ola reventando.
las olas del mar.

Figura 2.1

Por lo tanto, en forma intuitiva, sabemos que un fluido en equilibrio se
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comporta como un conjunto de osciladores no lineales. Para forzar paramétri-
camente la superficie de un fluido éste puede someterse a una oscilaciéon vertical
[13, 25, 17, 27]. Igualmente es importante notar que debido al contacto del fluido
con su contenedor, se produce en este tipo de sistema disipacién de energia. Por
lo tanto uno esperaria encontrar que la superficie se auto organiza de manera
de absorber y disipar la energia [1, 6] . Lo anterior se puede lograr por medio
de la formacion de patrones y estructuras localizadas. En esto consiste nuestro
trabajo de campo y es lo que se explicard a continuacién. Vale comentar que el
primer cientifico que encontré la formaciéon de patrones fue Michael Faraday
[17] (figura 2.3). Es interesante notar que Faraday estaba tratando de caracte-
rizar los modos normales de oscilaciéon de un fluido en un contenedor vibrado
(fenémeno de forzamiento lineal), sin embrago, para su sorpresa, descubre que
los patrones oscilaban a la mitad de la frecuencia de vibracién del contenedor.
Lo que es inaceptable para una teoria de modos propios.

Figura 2.2: Michael Faraday

2.1. Montaje

El montaje experimental, ilustrado en la figura 2.7, estd compuesto princi-
palmente por un fluido Newtoniano, celda Hele-Shaw, vibrador, generador de
funciones, amplificador, acelerémetro y camara. Todos estos elementos a conti-
nuacion seran detallados:

MEZCLA M1o0:

Para el estudio utilizaremos un fluido Newtoniano, es decir, las ecuaciones
de Navier-Stokes son una adecuada descripciéon del fluido en estudio. Nosotros
usaremos agua. Sin embargo, la fricciéon del agua con las paredes del contenedor
(vidrio o polimetilmetacrilato) son relevantes y generan complejos efectos (figura
2.4).

Una manera de sobrepasar esta dificultad es considerar surfactantes como
KODAC Foto Flo, los cuales al aglomerarse en la superficie del fluido, por medio
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it up altogether : if the vibratory foree be gradually diminished, then the heaps
as gradually fall, but without returning through the order in which they were
produced. The following lines may serve to indicate the course of the phe-
nomena.

" A B

When perfectly formed, the heaps are also to the number of ten in three inches
with the same depth of water as that which produced the rings, The inter-
vals between the rings and the heaps are the same, other influential circum-
stances remaining unaltered.

(a) Pagina 325.

113. On arranging the long plate (67. 81) vertically, so that the
lower extremity dipped about one third of an inch into water, fig. 27,
anid eausing it to vibrate by applying the rod at 3, or by tapping the
plate with the finger, undulations of a peculiar character were observ-
ed : those passing from the plate towards the sides of the basin were
scarcely visible though the plate vibrated strongly, but in place of
such appeared others, in the production of which the mechanical force

(b) Pagina 334.

Figura 2.3: Imégenes del trabajo original de Faraday

de generar mono capas atémicas hidrofilicas, cambian radicalmente las propie-
dades de friccion del fluido. Por lo tanto pequenas cantidades de surfactantes
cambian notablemente la friccién con las paredes.

A continuacion detallaremos las condiciones del fluido que utilizamos:

Fabricamos un fluido consistente en una mezcla cuya proporcion volumétrica
es 0,9 de agua destilada y 0,1 de surfactante Kodak Photo Flo 200. Usamos agua
destilada por reproducibilidad, i.e. para poder generar simpre la misma mezcla,
cuando el agua esta contaminada no sabemos quétros elementos tiene y es dificil
controlar sus propiedades. El surfactante es agregado para disminuir la tension
superficial del agua y facilitar la aparicion de ondas superficiales en el fluido,
que es lo que nos interesa observar [13].

Las proporciones de la mezcla se obtuvieron haciendo varias pruebas para
lograr una combinacién que permitiera la formaciéon de estructuras superficiales
sin que aparecieran demasiadas burbujas, las que estropeaban el experimento.

CELDA:

El fluido est4 contenido en una celda de acrilico de 140x45x2 mm? (figu-
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Figura 2.4: Fotos de patrones sin foto flo.
ra 2.5). Con estas dimensiones nos queda una celda quasi-bidimensional (celda
Hele-Shaw) donde el espesor de la celda es del orden de la longitud de ca-
pilaridad, esto facilita experimentalmente que el fluido exhiba una dinédmica

esencialmente transversal. Asi la superficie del fluido contenido en ella es quasi-
unidimensional, lo que nos garantiza un fené6meno unidimensional.

S — .

e Ll

Figura 2.5: Celda Helle-Shaw

VIBRADOR:

Esta estd montada en un vibrador electro-mecanico marca Briiel & Kjeer,
modelo 4810 (figuras 2.6a 2.7 y 2.8). El vibrador produce un movimiento lineal
(vertical) controlado por la senal que se le introduzca. Nosotros usamos una senal
sinusoidal la que produce un movimiento oscilatorio cuya amplitud y frecuencia
se controla con la amplitud y frecuencia de la senal introducida. El principio
fisico que se aplica en este vibrador es la inducion electromagnética, id est, el
sistema estd compuesto por dos bobinas sobre las cuales se hace pasar una
corriente alterna induciendo atracciéon y repulsion entre ellas.
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(a) mini-shaker Briiel Kjeer tipo 4810 (b) sine performance curves

Figura 2.6

GENERADOR Y AMPLIFICADOR EI vibrador es alimentado con
una senal sinusoidal generada en un generador de funciones marca Rigol, modelo
DG2041A. y ésta pasada por un amplificador marca Briiel & Kjeer, modelo
Power Amplifier Type 2732 antes de ser alimentada al vibrador.

ACELEROMETRO Sobre la celda ha sido instalado un acelerometro (pie-
zoeléctrico) marca PCB Piezotronics con el fin de medir las aceleraciones que
experimenta la celda. El acelerémetro funciona con un piezoeléctrico que cuan-
do es sometido a aceleraciones genera diferencias de voltaje que dependen de la
violencia de la aceleracion. Estas son amplificadas por el amplificador y medidas
por un voltimetro y un osciloscopio.

ILUMINACION La celda es iluminada por un arreglo de luces blancas
led. La luz pasa por un difusor antes de golpear la celda en una de sus caras.
Esto es para que la iluminacién sea mas pareja y no tan intensa en un solo
punto.

CAMARA: Se usa una camara CCD ! colocada apuntando la otra cara de
la celda (a contra luz) para tomar imagenes y videos del perfil de la superficie
del fluido para posterior analisis. Las iméagenes se toman en escala de grises.
Algunas de estas imagenes son tomadas estroboscopicamente para obtener una
imagen estatica.

1Un dispositivo de carga acoplada (en inglés charge-coupled device, conocido también como
CCD) es un circuito integrado que contiene un nimero determinado de condensadores enla-
zados o acoplados. Bajo el control de un circuito interno, cada condensador puede transferir
su carga eléctrica a uno o a varios de los condensadores que estén a su lado en el circuito
impreso.
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Figura 2.7: Esquema del montaje

Figura 2.8: Izquierda: Celda montada sobre vibrador, detras de ella esta el os-
ciloscopio y frente a ella la caAmara; Derecha: Generador de funciones.

2.2. Ejecucion del experimento

La celda es llenada con el fluido a distintas profundidades y se le aplica una
vibracién armonica vertical. El fluido se desplaza solidariamente con el conte-
nedor, es decir, para un observador externo al contenedor el fluido oscila con
la frecuencia del vibrador. En estas circunstancias se observa que, para una
frecuencia fija, al ir aumentando la amplitud, se llega a un punto donde apare-
cen patrones en la superficie del fluido (ondas estacionarias), a este fenomeno
se le llama inestabilidad de Faraday [17]. A una amplitud menor la superficie
permanece plana (estado homogéneo).

Las ondas que aparecen tienen una frecuencia igual a la mitad de la fre-
cuencia del forzamiento. A esto se le llama una respuesta subarmdnica, que
es caracteristica de una resonancia paramétrica. Estas ondas son resultado del
balance de momentum inyectado al fluido y la disipacién con las paredes.

Se hicieron observaciones llenando la celda a profundidades de 10, 15 y 20 mm
y usando senales de varias frecuencias para explorar el espacio de fase y encontrar
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alguna que fuera medible dentro de la precision experimental disponible.

El rango de frecuencias usadas variaba entre 35 y 70 hz a pasos de 5 hz.
Por cada frecuencia se buscaba el punto de bifurcaciéon usando como variable la
amplitud de la senal.

Partiendo del estado homogéneo se empezaba a aumentar la amplitud dis-
cretamente. En cada paso se esperaba algunos segundos (tipicamente del orden
de 5) para ver si ocurria la bifurcacion. De ser negativo, se pasaba al siguiente
paso. Habiendo encontrado el punto de bifurcacién se hacia el mismo proceso
pero disminuyendo la amplitud hasta el punto donde se volvia al estado ho-
mogéneo. La amplitud del patrén aumentaba con la amplitud de la sefial (ver
figuras 2.15 y 2.16). Si se aumentaba mucho la amplitud llegaba un momento
en el que se empezaban a eyectar gotas.

Otra cosa que se observd es que al inclinar el sistema, y a partir de cierto
angulo, el patréon empezaba a viajar hacia el lado de mayor profundidad.

2.3. Observaciones

En general para bajas amplitudes de forzamiento la superficie del fluido
permanece homogenea (plana horizontal) (figura 2.9).

A medida que se aumenta la amplitud (a una frecuencia fija) se llega a
un punto en que el sistema se reorganiza en estructuras peridédicas llamadas
patrones (figura 2.10). El punto donde ocurre este cambio se llama punto de
bifurcacion, ya que la soluciéon cambia cualitativamente.

El punto de bifurcacion es dependiente de la frecuencia del forzamiento y
aumenta linealmente con ésta (figura 2.17).

Estos patrones que aparecen son ondas estacionarias cuya frecuencia es la
mitad de la frecuencia del forzamiento, por esto se dice que el sistema responde
de forma subarmdnica.

La longitud de onda del patron depende de la frecuencia del forcing, dismi-
nuyendo con ésta.

Figura 2.9: Estado homogéneo. Superficie plana. (Frecuencia forzamiento: 40hz).

2.4. Analisis de imagenes

Las imagenes obtenidas son pasadas por un algoritmo hecho en matlab para
obtener el perfil de la superficie del fluido.

36



Figura 2.10: Ejemplo de ondas superficiales que se forman sobre el fluido. (Fre-
cuencia forzamiento: 60hz).

Figura 2.11: Ejemplo de patron con burbujas molestas. (Frecuencia forzamiento:
60hz).

ALGORITMO:

Detras de la celda ponemos una superficie blanca para tener un buen y
uniforme contraste, y detras de ésta se pone la iluminacion.

A partir de las filmaciones a la celda en movimiento se selecciona una buena
imagen y se convierte a blanco y negro. Estas imagenes son matrices de valores
entre 0 (negro) y 255 (blanco). El fluido se ve mas oscuro que el fondo, por lo
que, tiene valores més bajos en la matriz. Luego, lo que hace el algoritmo es
recorrer la matriz de arriba a abajo y de izquierda a derecha y cuando encuentra
una pixel con un valor menor a cierto umbral pone el valor de la fila de ese pixel
en un vector (en la posicion del vector con el valor de la columna de ese pixel).
El valor del umbral se determina a ojo pasando varias veces el algoritmo. Asi
se obtiene un vector y(x) (figura 2.13) que nos da la forma del perfil. Una vez
obtenido el perfil, éste es sometido a un suavizado (smooth), que consiste en
promediar cada valor de y con sus 4 vecinos més cercanos, para facilitar el
analisis posterior.

Figura 2.12: Ejemplo de sacado de perfil con algoritmo de matlab. (Frecuencia
forzamiento: 60hz).

Obtenida la imagen del perfil se le aplica una fft en matlab y asi se puede
obtener la longitud de onda. Esto se traté de hacer algunas veces pero no resulté
mucho.
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Figura 2.13: Ejemplo perfil sin la imagen de fondo. (Frecuencia forzamiento:
60hz).

2.5. Datos y graficos

Al medir los puntos de bifurcaciéon subiendo y bajando la amplitud (como
se describio en la seccion 2.2) se observd que ocurria un tipo de bifurcacion
subcritica (ciclo de histéresis, figura 2.14), como se ve en las figuras 2.15 y 2.16.

En el grafico de la figura 2.17 podemos observar los puntos de bifurcacion
para distintas frecuencias obtenidos subiendo y bajando la amplitud (seccion
2.2). Podemos apreciar que se produce histéresis en todas las frecuencias en que
se hicieron medidas, y que los puntos de bifurcaciéon van aumentando lineal-
mente con la frecuencia. Es importante notar que la inestabilidad de Faraday
(emergencia de ondas subharménicas estacionarias) comunmente es asociada a
una bifurcacion super critica, la cual efectivamente es observada en contenedores
con razones de aspecto similares. Sin embargo, en una celda de Hele-Shaw los
efectos de capilaridad son relevantes y cambian la naturaleza de la bifurcacion.
En la figura 2.18 se ven bifurcaciones para distintos anchos de celda. En la de
un milimetro de ancho se aprecia que existe histéresis (bifurcacion subcritica).
En anchos superiores se ven bifurcaciones super criticas.
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Figura 2.14: Diagrama ciclo de histéresis o bifurcacién subcritica. Las flechas
azules indican los datos tomados cuando se iba subiendo la amplitud y las rojas
cuando se iba bajando.

Histeresis, h=0.5cm
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Figura 2.15: Bifurcacién subcritica. Triangulos azules: subiendo amplitud. Trian-
gulos rojos: bajando amplitud.
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Figura 2.16: Dos bifurcaciones subcriticas
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Figura 2.17: Puntos de bifurcaciéon para distintas frecuencias y para cuando la
amplitud se iba aumentando o disminuyendo. Profundidad del liquido 15mm.
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Capitulo 3

Formacion de Patrones en
Sistemas Cuasi Reversibles e
Influencia del Ruido.

3.1. El ruido en fisica

En fisica se le llama ruido a todas las interacciones y senales fluctuantes en el
tiempo (y espacio a veces) cuya dependencia temporal no puede ser determinada
con precision. El ruido esta presente en todos los fenémenos fisicos. Sus causas
varian mucho dependiendo de la naturaleza del fenomeno en estudio: la agitaciéon
térmica y la turbulencia son ejemplos de fuentes de fluctuaciones, que en realidad
tienen que ver con la gran cantidad de variables (grados de libertad) involucradas
en la dinamica de un sistema. El Ruido Johnson-Nyquist [30, 31], descubierto
en 1928, es otro caso de ruido térmico: la agitacién térmica de los electrones
en un conductor genera una fluctuaciéon en la diferencia de potencial entre dos
extremos del material.

Las fluctuaciones del vacio [32, 33] es otro tipo de ruido. El ruido de fondo
césmico genera interesantes efectos relacionados con la creacion y destruccion
espontanea de particulas.

El Movimiento Browniano [34] es posiblemente el primer fenémeno en mo-
tivar el concepto de ruido en fisica. Fue descubierto por el botanico Robert
Brown en 1827 [34], quien observé el movimiento aleatorio de particulas de po-
len inmersas en agua'. El movimiento browniano fue descrito por primera vez
por Einstein en 1905 [35]. Los estudios de Einstein motivaron la creacion de un
nuevo campo en la Fisica: la Mecdnica Estadistica, y también en la matematica:
el Cdlculo Estocdstico.

LAunque jan Ingenhousz ya habia observado en 1785 un movimiento similar de particulas
de carboén en alcohol
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3.1.1. Incorporaciéon del ruido a las ecuaciones que mode-
lan fenémenos fisicos

Consideremos por simplicidad un sistema de E.D.O.’s de primer orden:

da —_—
= =@ (3.1)

Como dijimos antes los fenémenos fisicos tienen una componente que no se
puede modelar deterministicamente. Aqui es donde entra a jugar la modelacién
estocastica. En 3.1 el lado derecho (f(@)) es en realidad un promedio de estas
fluctuaciones.

Para incorporar el ruido usamos una funcion estocéstica (variable aleatoria)

5 (t). Esta no es una funcion de ¢, si no que en cada instante ¢ toma un valor
aleatorio segtin una densidad de probabilidad p({(t)) con (¢;i(t)) =0 Vi, t.
Como f no depende explicitamente de ¢ en 3.1 el sistema es invariante ante
traslaciones temporales, por lo tanto, las fluctuaciones deben tener un compor-
tamiento similar. Luego suponemos que la densidad de probabilidad p(g? ) no
depende del tiempo. Como consecuencia de esto ocurre que el valor que tome

¢(t) es independiente de los valores que haya tomado antes.
Una simple forma de construir ¢ a primer orden aleatorio es:

¢(t) = M(@) - €(1)

Donde M (@) es una matriz de funciones de @ y £(¢) es un arreglo de variables
aleatorias independientes entre si. Se llama ruido aditivo cuando los M;; son
ctes. Y ruido multiplicativo cuando si dependen de a.

Como 5 tiene media nula y densidad de probabilidad estacionaria, las &
deberfan comportarse igual (y ser independientes como se dijo antes), i.e.:

() =0, (&t)&w(t) = dpwd(t — ')
donde Ogxs es la delta de Kronecker y 6(t —t') es la delta de Dirac. Estas pro-

piedades hacen que 5 (t) sea una funciéon de ruido blanco descorrelado.
Incorporando el ruido en la ecuacién 3.1 obtenemos una ecuacion diferencial
estocdstica o ecuacion de Langevin
da -, N
5 = (@) + M(@)-£(t) (3.2)
Estas ecuaciones no satisfacen el principio de determinismo, a saber, si conoce-
mos las condiciones iniciales de un sistema podemos conocer toda su evoluciéon
en el tiempo con total precision.
Una alternativa es hacer un estudio probabilistico de la evolucion del sistema
y obtener una densidad de probabilidad para a: p(d,t). Del célculo estocéstico
[11] se obtiene una ecuacion para p(d, t) llamada ecuacién de Fokker-Planck:

b _5~9 Ly OMk Lo, 2r
ot - Z aai ((_f1+ 2Mzk aaj >p+ 2Msz]kaaj> (33)

ig.k
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3.2. Procedimiento Experimental.

Para examinar los efectos del ruido en una bifurcacién supercritica quintica,
se procede a perturbar paramétricamente una canal rigida cuasi-unidimensional,
es decir, cuyo largo es mucho mayor que su ancho (ver figura 3.1), cuyas di-
mensiones son 16,7cm de largo, 0,7cm de ancho y 1,0cm de profundidad. Es
importante notar que en estas condiciones el tamano de los meniscos (estimado
en 0,6cm) hace que los estudios teoricos en estas condiciones sean complejos. La
mayoria de éstos considera infinito o cero el sistema en la direccion horizontal,
es decir, ignora la dinamica horizontal o el efecto de los meniscos. En este tltimo
caso serd el marco donde nuestro sistema se desarrollara.

En el interior de la canal se coloca agua destilada. Para perturbar la canal
utilizamos un vibrador electromagnético modelo VT'S80, conectado a un am-
plificador y éste al generador de sefiales modelo Agilent 33220A. La aceleraciéon
es medida con un acelerémetro de Piezoelectric modelo PC'B340A65. Al carac-
terizar la salida del vibrador se obtiene sélo aceleracion vertical, puesto que la
aceleracion transversal es menor que el 2% de la aceleracion vertical, esta acele-
racirizontal fue medida por medio de conectar el piezo eléctrico en la direcciéon
horizontal y estudiar como el sistema responde en el rango de pardmetros en
estudio. Luego, el generador de senales se programa con una funcién sinusoidal
a la cual se le puede variar la frecuencia y amplitud. Este sistema es maneja-
do como un sistema de co-dimensién uno, puesto que se fija la frecuencia y se
hace un barrido en la aceleracién. Todo el estudio se realiza entorno al punto
de bifurcacion, las amplitudes que se estudian en la vecindad de la bifurcacion
son pequenas, luego para poder medirlas se utiliza un laser que se refleja en la
superficie libre del fluido y las variaciones de la altura se miden de una forma
indirecta en una pantalla midiendo la amplitud de una figura de Lissajou, la
cual en nuestro caso corresponde a un ocho (ver figura 3.2).

3.3. Montaje Experimental.

El montaje representado por el esquema 3.2 muestra al vibrador de manera
que el eje de éste es perpendicular al canal, ademas el sistema puede ser incli-
nado. En la figura 3.3 se observa el amplificador de audio, generador de senales,
osciloscopio y el acelerémetro que es el instrumental de medicion que se utilizoé.
La figura 3.4 se puede ver todo el montaje donde el laser apunta la superficie
del canal y es reflejado en la pantalla.

3.4. Meétodo De Medicion.

La medicion de la amplitud de las ondas superficiales se realiza usando un
sistema Optico propuesto por [38] y utilizado por [37] (ver figura 3.5).

tomando 0,¢ = 0 para hacer més sencillo el célculo tomando P como la
distancia entre el plano Z =0y Py D la distancia entre el punto de incidencia
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Figura 3.1: Diagrama esquematico del setup experimental. Una capa de bmm
de agua es contenida en un canal de acero inoxidable que es forzado por un
vibrador. La amplitud de la superficie es medida analizando el reflejo de un
laser.

del laser y la pantalla y el plano tangente coincide con el plano Z = 0 tenemos
la siguiente relacion

tan 6 + 20, sec’ 6 = g (3.4)

P 0:C

D_tanﬂ{l—llsenze} (3.5)
A=K + K20,C (3.6)

donde K; y Kj son constantes luego la amplitud tiene una relaciéon lineal
con la amplitud del ocho 3.6.

La onda cerca del punto de bifurcacion tiene décimas de milimetro, esto
dificulta su medicion puesto que queremos caracterizar y medir el punto de bi-
furcacion. La proyeccion del laser es una figura de Lissajou (ver 3.6), la distancia
que separa los extremos de la proyecciéon es proporcional a la amplitud de la
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Screen

Accelerometer

Figura 3.2: Diagrama esquemético de el setup experimental. Una capa de bmm
de agua es contenida en un canal de acero inoxidable que es forzado por un
vibrador. La amplitud de la superficie es medida analizando el reflejo de un
laser sobre la superficie

onda superficial en el caso de un modo simple de excitacion en este experimento
como ya mostramos. Este método no permite medir instantaneamente la ampli-
tud ya que el movimiento del laser reflejado en la pantalla es muy rido, luego
medimos la amplitud de la figura de Lissajou sobre la pantalla. La amplitud es
una amplitud promedio en el tiempo (A4), Obtenida utilizando una camara digi-
tal modelo AVT Marlin 80, la cual la calibramos con una regla para relacionar
la longitud con los pixeles de la pantalla. Para hacer la medicién utilizamos el
software ImageJ. El sistema puede ser inclinado en un angulo o pequetio (ver
figura 3.2), al inclinar el sistema se logra que éste pierda simetria, es decir, los
meniscos son distintos, también aparece una fuerza horizontal, debido a que el
canal ahora es vibrado horizontalmente, produciendo frentes y emision de on-
das las cuales colisionan con las ondas subarménicas generando una dinamica
compleja.
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Figura 3.3: En la fotografia se observa el amplificador de audio, generador de
senales, osciloscopio y el acelerébmetro.

3.5. Resultados

En el caso sin inclinacién (o = 0 £ 0,05 rad), la amplitud promedio (A) de
la onda en la vecindad del umbral de la inestabilidad de faraday es presentado
en la figura 3.7 como una funciéon del pardametro aceleraciéon normalizada para
F =95Hz y F = 60Hz. Para que el sistema sea fuertemente afectada por la di-
namica quebrada por los meniscos hemos escogido frecuencias donde el tamafio
de los meniscos son comparable a la amplitud, es decir, hay un fuerte acopla-
miento entre los meniscos y la amplitud de la onda. Para ambas frecuencias,
se observa detuning positivo (aproximadamente 2,5Hz) a 95H z. La longitud de
onda observada esté de acuerdo con la aproximacion de agua profunda y es del
orden de 3mm.

Benjamin y Ursell (1954) trabajaron en la ecuacion de Euler para un ruido no
viscoso y mostraron que cada modo normal (para pequenas amplitudes) actia
como un oscilador armoénico cuya relacion de dispersion es:

k3
wi = [gk; + Up:| tanh(kh)
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Figura 3.4: En la fotografia se ve el montaje donde la canal esté sobre el vibrador,
el laser que apunta sobre la superficie del fluido el cual se refleja en la pantalla.

donde g es la aceleracion de gravedad, k el namero de onda, p la densidad
del fluido, o es la tension superficial del fluido, y h la profundidad del fluido. La
aproximacion de agua profunda es tanh(kh) ~ 1 luego la relacion de dispersion
para agua profunda queda
3
wi =gk + ak—
p

Para F = 95H z se midi6 la relacion de dispersion con los valores de la tabla
3.1 obteniendo una F' = 95,69H z.

Valores para la relacion de dispersion
A o g p F
0.00278 | 0.0295 | 9.8 | 1000 | 95.69

Tabla 3.1: Valores de los términos de la relacion de dispersion en MKS.

La aceleracién del contenedor es a, = v2?, donde v y Q = 27 F son la am-
plitud de la vibracion y la frecuencia angular respectivamente. La bifurcacion
es limitada superiormente por la eyeccion de gotas, es decir, a medida que au-
mento la aceleracion del vibrador la forma de la onda superficial es cada vez
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Figura 3.5: El plano tangente tiene dos grados de libertad, que son la inclinacién
del eje x y del eje y, de esta forma se crea la figura de Lissajou (el ocho) que es
proporcional a la amplitud de la onda superficial.

méas puntiaguda dando origen a eyecciéon de gotas a partir de un valor critico
de la aceleracion. El comportamiento de (A) como funciéon a, para la situacion
supercritica satisface la ley (A) o (a, — a.)'/*, donde a, es la aceleracion critica
por la cual el sistema exhibe la inestabilidad de faraday. Generalmente, una bi-
furcacion supercritica satisface la ley (A) o (a, —a.)'/?, la cual es consecuencia
de una ecuacion de amplitud cubica nolineal [6] para el patron. De verdad, los
diagramas de bifurcacién supercriticos mostrados en la figura 3.7 se debe a la
saturaciéon de ondas superficiales por nolinealidades quinticas. De ahi, la inesta-
bilidad de Faraday para una amplia gama de parametros expone una bifurcaciéon
supercritica quintica, desde el punto vista de las bifurcaciones una bifurcacion
supercritica quintica es de codimensién dos, es decir, no es una bifurcacién ge-
nérica, sin embargo para sistemas cuasi reversibles como hemos mostrado en las
secciones anteriores es una situacion genérica. Notamos que el estudio de este
tipo de sistemas es interesante ya que permite estudiar bifurcaciones que son
poco frecuentes.

Es importante notar que en las medidas experimentales sin inclinar no obser-
vamos un suavizamiento de la curva debido a las fluctuaciones, luego el sistema
no tiene una fuente aditiva de ruido si no que multiplicativo, es decir, para am-
plitud cero el ruido es despreciable. Desde un punto de vista de ecuaciones de
amplitud esto queda modelado como,
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Figura 3.6: Este es el ocho que es proporcional a la amplitud de la onda super-
ficial. Figura de Lissajou.

A = eA— |APA+ AF(ALC(1)).

Luego uno espera una transicion abrupta, continua pero no diferenciable en
el diagrama de bifurcacion.

Debido a la naturaleza macroscopica del sistema, debemos considerar las
fluctuaciones que exhibe este sistema.
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Figura 3.7: Diagramas de bifurcacién sin inclinacién dan cuenta de una bifur-
cacion supercritica quintica. Los datos que estan sobre la linea segmentada con
puntos pequenios son extraidos de [36], donde no se percataron que la bifurca-
ciéon es supercritica quintica. Cuando el montaje esta sin inclinacién el sistema
no exhibe una contribuciéon de ruido aditivo signficativo.
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Figura 3.8: Diagramas de bifurcaciéon para la amplitud promedio de las ondas de
Faraday para diferentes dngulos de inclinacion, o = {2,08°;1,3°;0,7°;0,0°}, de
izquierda a derecha respectivamente, a F' = 95H z. La amplitud de la onda (A) es
medida en unidades arbitrarias. Las lineas continuas son la moda (A),,, obtenida
desde la féormula 3.8, con las correspondientes intensidades de ruido aditivo
1o = 0,035;0,029; 0,007 y 0,0, también de izquierda a derecha, respectivamente.
Las lineas segmentadas indican las curvas de bifurcaciéon determinista.
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En general, una fuente fluctuante proporcional a la amplitud de la onda
—ruido multiplicativo— no es un fenémeno robusto en la naturaleza, porque
cualquier imperfeccién o perturbacién a montaje suma términos que fluctian
constantemente —ruido aditivo— que no se anula cuando la amplitud es cero.
Una ecuacion de amplitud con ruido aditivo queda asi,

A = eA— |[APA+ (L), (3.7)

llamada ecuacion de Langevin. n es una constante positiva y £ es una funciéon
de ruido blanco descorrelado. Debido al ruido en la ecuacién 3.7 ésta no se
puede resolver deterministicamente, pero si se puede obtener una densidad de
probabilidad para A. Esta densidad esté regida por la ecuacion de Fokker-
Planck, la cual se deriva del cdlculo estocdstico [11]:

Op = 0q (—EA +|AIPA + g(?g) p+c.c

de ésta se obtiene,

p(JA]) = Q(e, m)| AlelAlP =UAI/2)/m
con Q(e,n) = 2\@@—52/2n/erfc(—\/%)\/ﬁ. De esto sacamos que,

(A mp = E-ve+an \/62+277 (3.8)

2

Esta ecuacion se us6 para fitear las curvas de la figura 3.8.

Con el objetivo de estudiar como la inclinacion y fluctuaciones afectan las
curvas de bifurcacion, se inclina ligeramente la canal en un angulo « (ver figura
3.2), tal que el eje de vibracion también es inclinado ligeramente de la direccion
vertical. La pequena vibraciéon horizontal induce emisién de ondas superficiales
desde los meniscos, y con la onda estable sub-armoénica, se establese una com-
plicada dinamica de ondas en la superficie. Aqui, la de los meniscos engendran
una perturbacion compleja las ondas superficiales sub-armonicas, en particular
es una fluctuacion aditiva, que es independiente del valor de la amplitud su-
perficial. En la figura 3.8, se presentan las curvas de bifurcacion para diferentes
angulos de inclinacion para una frecuencia de excitacion dada. Al inclinar el
sistema la modificacién de su forma y de su punto de bifurcacion es abrupta pa-
ra los pequenos dngulos impuestos. Por lo tanto, observamos que una pequena
modificacion origina un drastico cambio en el diagrama de bifurcacion, el cual
es gatillado por las fluctuaciones.
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Apéndice A

Analisis funcional y
Alternativa de Fredholm

Definamos el siguiente producto punto o interno sobre un espacio vectorial
de funciones.

1 T
(flg) == T/t fyg, con T =2mnjwy (A1)

con esto tenemos un espacio de Hilbert. Y sobre el mismo espacio definamos el

siguiente operador:
L= 8” + wg (A?)

En este espacio L resulta ser autoadjunto (L = L'). Con estas condiciones

tenemos el siguiente teorema:

Dada la ecuacion,
LW =b (A.3)

I sol. ssi (b|v) =0, Vv e Ker(L")

esta es la condicion de solubilidad. [8]

La ecuacion 1.32 tiene la forma de A.3. En nuestro caso el ker(L) = {e’~0ot, e~iwot},
Luego si hacemos producto punto por la derecha entre el elemento del ker e?ot
y el lado derecho de la ecuacién 1.32 por la condicién de solubilidad nos queda:

0 — <eiw0t

2 2
(—QZwOatA =+ U‘;fOA|A|2 — “’LWOA _ a;)A€2ZVwot)ezw0t> +

<ezwot

96

w2 . .
GOASe?’MOt> + (e"°|c.c.) (A.4)




Dado que A es lento en el tiempo (044 << OtA << wpA) comparado con
et en la integral del producto punto A.1 se puede sacar como factor todos
los términos con A (el rango de integracion es muy pequeno para que A tenga
alguna variaciéon considerable) y también el término con 2“0t (ya que al ser
v muy chico este término también es lento en el tiempo). Lo anterior se puede
justificar por medio de suponer separacion de escalas [9]. Y como

<eint|eiUJOt> =1 y <e’int|e:‘:i3w0t> =0

nos queda que:

2 2
0 = (—2iwp0r A + %A\AF — ipwoA — a%/iem”“ot)ewot
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