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3-COLOREO EN GRAFOS CON CAMINOS Y CICLOS PROHIBIDOS.

El k-coloreo de vértices de un grafo es un ya conocido problema NP -completo, debido
a esto, los esfuerzos se han concentrado en estudiar el problema restringido a ciertas clases
de grafos, para intentar resolverlo en tiempo polinomial. Dentro de las clases de grafos más
estudiada, están los grafos H-free, que son los grafos que no poseen un grafo isomorfo a H
como subgrafo inducido.

En el presente trabajo se investigó el problema de 3-coloreo en grafos (P2d+3,C≤2d−1)-free
(donde C≤2d−1 = {C2k+1 ∣ k ∈ N y k ≤ d}), para d ≥ 3, obteniendo los siguientes resultados:

• Para el caso particular d = 3, se puede decidir si un grafo G de la clase (P9,C5,C3)-free
posee un 3-coloreo (y encontrarlo si es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

• Para todo d ≥ 3, se puede decidir si un grafo G de la clase (P2d+3,C≤2d−1,C8)-free posee
un 3-coloreo (y encontrarlo si es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

• Para todo d ≥ 3, se puede decidir si un grafo G de la clase (P2d+3,C≤2d−1)-free, que tiene
un ciclo C de largo 2d+ 3 como subgrafo inducido, posee un 3-coloreo (y encontrarlo si
es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Historia y orígenes

Un coloreo de vértices o nodos de un grafo es un etiquetado de sus vértices, de tal manera
que los vértices que sean adyacentes deben poseer etiquetas distintas. Llamamos k-coloreo
de vértices, a un coloreo que use k etiquetas distintas o menos.

Los orígenes del problema de coloreo de grafos, se remontan a escritos de 1852 entre A. De
Morgan y W.R. Hamilton, donde discutían el problema de cuantos colores eran necesarios
para pintar un mapa, de tal manera que los colores de territorios que compartan fronteras
fueran distintos. Si definimos el grafo G donde a cada territorio le asociamos un nodo en
el plano y conectamos con aristas los nodos que representen territorios limítrofes, lo que
buscamos es el menor k tal que existe un k-coloreo. El natural k que satisface la condición
anterior es el número cromático de G, y se denomina χ(G).

El grafo G anterior, que fue definido a partir del mapa, posee la propiedad de ser planar,
lo cual significa que es posible dibujarlo en el plano sin que sus aristas se intersecten entre
si. Por lo que el problema, de manera más formal, es encontrar el número cromático de un
grafo G planar.

La célebre conjetura del Problema de los 4 colores planteaba si es posible colorear cualquier
grafo planar con 4 colores. La primera supuesta demostración de esta conjetura sería dada por
Kempe en 1879 y 11 años después Heawood encontraría un error en esta, y este terminaría
concluyendo que 5 colores eran suficientes para colorear cualquier mapa. Finalmente serían
Appel y Haken [2] los que darían la respuesta positiva de que era posible colorearlos con 4
colores recién en 1976. Este problema sería el que daría comienzo al estudio del problema de
coloreo en grafos.

De manera formal, el problema de coloreo para un grafo G = (V,E) y un natural k,
es decidir la existencia de una función f ∶ V → {1, ..., k}, donde para cada arista uv ∈ E,
f(u) ≠ f(v). Si el natural k es fijo, decimos que es un problema de k-coloreo. Si la función
f existe para un grafo G, decimos que G es coloreable, analogamente es k−coloreable si k es
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fijo. El número cromático de un grafo es el menor k tal que la función f descrita existe.

La motivación para seguir el estudio de este problema, es debido a sus diversas aplicaciones
en distintos campos. Algunas de estas son:

• Problema de Scheduling : Supongamos que tenemos que calendarizar exámenes para una
universidad, donde tenemos distintos cursos y alumnos inscritos en cada uno de ellos. Es
posible que hayan cursos con alumnos comunes. ¿Cómo calendarizamos lo exámenes sin
que alumnos comunes de 2 cursos tengan exámenes al mismo tiempo? ¿Cuantos bloques
de tiempo son necesarios para calendarizar de buena manera todos los exámenes? Este
problema puede ser representado por un grafo donde cada nodo es un curso, donde dos
nodos son adyacente si y solo si poseen alumnos comunes. Luego, el número cromático
del grafo representará el mínimo número de bloques horarios necesarios.

• Problema de Radio Frequency Assignment : distintas frecuencias son asignadas a torres
de radio, pero las frecuencias que se asignen a torres cercanas debes ser distintas pa-
ra que no se interfieran. ¿Como asignar frecuencias? ¿Cuál es el mínimo número de
frecuencias necesarias para lograr esto? Este problema es una instancia de coloreo en
grafos donde cada nodo representa una torre y dos nodos son adyacentes si y solo si
las torres asociadas están en rango de interferencia. El número cromático del grafo
representa el número mínimo de frecuencias que se necesitan.

Existen también variaciones al concepto de coloreo, como el lista-coloreo de vértices, donde
cada uno de los vértices v del grafo G poseen listas L(v) que muestran los colores permitidos
para pintar a dicho nodo, por lo que un coloreo factible en este caso, además de cumplir con
las condiciones ya descritas del coloreo, también debe cumplir que f(v) ∈ L(v).

Para un natural k fijo, el problema de k-lista-coloreo es un caso particular donde ∣L(v)∣ ≤ k
para cada v ∈ V y ⋃

v∈V (G)
L(v) puede ser un conjunto arbitrario, a diferencia del problema de

lista-k-coloreo, en que las listas de cada nodo cumplen L(v) ⊆ {1, ..., k}. Ambos problemas
generalizan el problema de k-coloreo.

Debido al uso práctico y su importancia, es usual estudiar la complejidad computacional
del problema de coloreo. La complejidad se refiere a los recursos computacionales que son
necesarios para la resolución de este problema, en nuestro caso, nos centraremos en el recurso
de tiempo, refiriéndonos principalmente a las clases P y NP .

1.2. Trabajos relacionados

Es bien sabido que el problema de coloreo para un grafo G arbitrario y un entero k ≥ 3
es uno de los 21 problemas NP-completos de Karp [22]. Stockmeyer [27] probó que incluso
fijando el k, seguía siendo NP-completo, es decir, el problema de k−coloreo también es NP-
completo. A partir de ahora, si hablamos de problema de coloreo, es debido a que el natural
k es parte de la entrada, mientras que al hablar de k−coloreo, k es fijo.

Para el caso de k = 2, el problema de 2-lista-coloreo puede ser resuelto en tiempo O(∣V ∣ +
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∣E∣) [11, 12, 28], reduciendo el problema a una instancia de 2-SAT, problema el cual Aspvall,
Plass y Tarjan [3] pudieron resolver en tiempo lineal en el número de variables y clausulas.
Por supuesto, esto implica que el 2-coloreo también puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Debido a la dificultad del problema de k-coloreo, los esfuerzos se concentraron en inves-
tigar y entender el problema restringido a ciertas clases de grafos. Dentro de las clases mas
importantes sobre las cuales se investiga, está la de los grafos H-free, es decir, grafos que no
contienen como subgrafo inducido a un grafo isomorfo a H, para un grafo H fijo.

Kamiński y Lozin [21] e independientemente Král, Kratochvíl, Tuza, y Woeginger [24]
probaron que el k-coloreo es NP-completo para grafos que no contengan ciclos de largo menor
a g, para cualquier k ≥ 3 y g ≥ 3, lo que implica que el problema de k-coloreo es NP-completo
para grafos H-free si H contiene un ciclo.

Para un grafo G = (V,E), definimos su grafo de linea L(G) = (V ′,E′) donde cada nodo
v′ ∈ V ′ representa a una arista e ∈ E, y dos nodos son adyacentes si y solo si sus aristas
asociadas en G poseen un nodo extremo común. Holyer [17] mostró que el k-coloreo es NP-
completo para grafos de linea, aunque luego Leven y Galil [13] mostrarían que el problema
es NP-completo para grafos K1,3-free, lo cual engloba el resultado sobre los grafos de linea.

Combinando los resultados anteriores, solo queda abierta la complejidad del problema de
k-coloreo para la clase de grafos H-free con H un grafo acíclico y K1,3-free (ver Figura 1.1),
es decir, una unión disjunta de caminos. Denominamos Pt a un camino inducido que posee t
vértices.

v1

v2

v3 v4

Figura 1.1: Grafo K1,3, también conocido como claw.

Dentro de los resultados mas importantes a la fecha, Huang [19] probó que el problema
de 4-coloreo en grafos P7-free y el de 5-coloreo en grafos P6-free son NP-completos. Sin
embargo no todos los resultados han sido de NP-completitud, también hay casos donde ha
sido posible colorear en tiempo polinomial. Hoàng et al. [18] demostraron que para todo k fijo
existe un algoritmo polinomial que determina si un grafo P5-free admite o no un k-coloreo, a
la vez, conjeturaron que el problema de 4-coloreo sobre grafos P6-free es resoluble en tiempo
polinomial, lo cual recientemente fue demostrado por Chudnovsky, Spirkl y Zhong [9].

Randerath y Schiermeyer [26] mostraron que el problema de 3-coloreo para grafos P6-free
puede ser resuelto en tiempo polinomial, para que luego este resultado fuera extendido por
Broersma et al. [7] mostrando que el problema de 3-coloreo es resoluble en tiempo polinomial
para grafos H-free donde H cumple que ∣VH ∣ ≤ 6 o H = rP3 para algún entero r, donde rP3

son r copias disjuntas del grafo P3.

Golovach et al. [15] mostraron que el problema de 3-lista-coloreo puede ser resuelto en
tiempo polinomial para los grafos P6-free. Bonomo, Chudnovsky, Maceli, Schaudt, Stein y

3



Zhong [4] probaron que también es posible resolver el 3-coloreo y lista-3-coloreo en tiempo
polinomial para los grafos P7-free.

Por otro lado, para el caso k = 3 no se sabe aún si existe t ∈ N donde el problema de
3-coloreo es NP -completo sobre grafos Pt-free.

En la siguiente tabla podemos ver más gráficamente lo que se sabe hoy en día.

k\Pt P4 P5 P6 P7 P8 P9 ...
3 P [10] P [25] P [26] P [4] ? ? ...
4 P [10] P [18] P [9] NPC [19] NPC NPC ...
5 P [10] P [18] NPC [19] NPC NPC NPC ...
6 P [10] P [18] NPC NPC NPC NPC ...
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

Tabla 1.1: Tabla de complejidades conocidas para los problemas de k-coloreo en grafos Pt-free,
donde ’?’ denota problemas aún abiertos.

Cabe destacar que el problema de coloreo sobre grafos P4-free puede ser resuelto en tiempo
polinomial, sin embargo, el coloreo sobre grafos P5-free es NP−completo, pero para cada k ≥ 3
fijo, existe un algoritmo que resuelve el k−coloreo en tiempo polinomial.

Pt P4 P5 P6 ...
Complejidad P [10] NPC NPC [19] ...

Tabla 1.2: Tabla de complejidades para el problema de coloreo en grafos Pt-free.

Notamos que en la Tabla 1.1, un resultado de NP−completitud de k∗−coloreo para grafos
Pt∗-free, implicará la NP−completitud de los problemas de k∗−coloreo para grafos Pt-free,
para todo t ≥ t∗, ya que un grafo Pt∗-free es en particular Pt-free.

Al mismo tiempo, si para un grafo G definimos Ḡ como una copia del grafo G al cual
le agregamos un nodo extra v̄ el cual es adyacente a todos los nodos en V (G), es fácil ver
que si podemos decidir que Ḡ es (k + 1)−coloreable en tiempo polinomial, entonces podemos
decidir k−coloreo en G en tiempo polinomial. Este hecho nos dice que la NP−completitud
de los problemas de k∗−coloreo para grafos Pt∗-free, implicará la la NP−completitud de los
problemas de k−coloreo para grafos Pt∗-free, para k ≥ k∗.

Además de los resultados prohibiendo caminos, también se han estudiado clases de grafos
prohibiendo más de un subgrafo inducido, en particular, prohibiendo caminos y ciclos induci-
dos. Llamamos Cs a un ciclo de s vértices. A continuación revisaremos resultados conocidos
para grafos (Pt,Cs)-free. Muchos de estos resultados fueron etapas previas a los resultados
sobre grafos (Pt)-free.

El resultado de que el problema de coloreo puede ser resuelto en tiempo polinomial para
grafos P4-free, en combinación con los resultados de Král, Kratochvíl, Tuza y Woeginger [23],
implican que para s ≥ 5, un entero fijo, el problema de coloreo sobre grafos (Pt,Cs)-free
puede ser resuelto en tiempo polinomial cuando t ≤ 4 y es NP−completo para t ≥ 5.
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Para cuando s = 3, Huang, Johnson y Paulusma [20] demostraron que el 4−coloreo es
NP−completo para los grafos (P22,C3)-free, y por lo tanto, el problema de coloreo también.
Mientras que Brandstädt, Klembt y Mahfud [6] demostraron que se puede resolver en tiempo
polinomial el problema de coloreo en grafos (P6,C3)-free.

Para s = 4, Gaspers, Huang y Paulusma [14] probaron que sobre grafos (Pt,C4)-free, con
t ≤ 6, puede resolverse el problema de coloreo en tiempo polinomial. De manera adicional,
probaron la NP−completitud del problema de coloreo sobre grafos (Pt,C4)-free, con t ≥ 9.

Si fijamos el número de colores, para t ≥ 1 y k ≥ 1, Golovach, Paulusma y Song probaron
que el problema de k−coloreo es resoluble en tiempo polinomial sobre grafos (Pt,Kr,r)-free
para todo r ≥ 1, y por lo tanto (tomando r = 2) para grafos (Pt,C4)-free también [16].

En el caso (P6,C5)-free, Chudnovsky, Maceli, Stacho y Zhongse probaron que el problema
de 4−coloreo puede ser resuelto en tiempo polinomial [8], mientras que Bonomo, Chudnovsky,
Maceli, Schaudt, Stein y Zhong probaron que en el caso (P7,C3)-free es posible resolver en
tiempo polinomial el 3−coloreo [5]. Notamos que estos resultados fueron pasos previos a los
resultados de polinomialidad sobre grafos P6-free y P7-free.

A manera de recuento, adjuntamos el siguiente resumen de resultados sobre el problema
de k−coloreo en grafos (Pt,Cs)-free [20].

• El k−coloreo es NP−completo si
1. k = 4, s = 3 y t ≥ 22.
2. k = 4, s = 5 y t ≥ 7.
3. k = 4, s = 6 y t ≥ 7.
4. k = 4, s = 7 y t ≥ 9.
5. k = 4, s ≥ 8 y t ≥ 7.
6. k ≥ 5, s = 3 y t ≥ tk donde tk es una constante que solo depende de k.
7. k ≥ 5, s = 5 y t ≥ 7.
8. k ≥ 5, s ≥ 6 y t ≥ 6.

• El k−coloreo puede ser resuelto en tiempo polinomial si
1. k ≤ 2, s ≥ 3 y t ≥ 1

2. k = 3, s ≥ 3 y t ≤ 7

3. k = 3, s = 4 y t ≥ 1

4. k = 4, s ≥ 3 y t ≤ 6

5. k = 4, s = 4 y t ≥ 1

6. k = 4, s = 5 y t ≤ 6

7. k ≥ 5, s = 3 y t ≤ k + 2

8. k ≥ 5, s = 4 y t ≥ 1

9. k ≥ 5, s ≥ 3 y t ≤ 5.

Por último, para k ≥ 4 y s ≥ 5, Huang, Johnson y Paulusma probaron que existe una cons-
tante tsk tal que el problema de k−coloreo es NP−completo para los grafos (Pts

k
,Cs, ...,C5,C3)-
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free [20], donde se prohiben todos los ciclos inducidos de s nodos o menos, excepto los de
largo 4.

1.3. Resultados del presente trabajo

En el presente trabajo se demuestran los siguientes resultados principales. Definimos el
conjunto C≤2d−1 = {C2t−1 ∣ 2 ≤ t ≤ d}, es decir, los ciclos impares con 2d − 1 vértices o menos.

Teorema 1.1 Sea G un grafo (P9,C5,C3)-free. Es posible decidir si G posee un 3-coloreo
factible y encontrarlo (si es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

Teorema 1.2 Sea d ≥ 4 y sea G un grafo (P2d+3,C≤2d−1,C8)-free. Es posible decidir si G
posee un 3-coloreo factible y encontrarlo (si es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

En el primer caso, el resultado fue probado mediante la demostración de dos teoremas
independientes, uno donde suponemos la existencia de un ciclo C9, y el otro donde asumimos
que sólo existen ciclos C7.

De una manera similar, el Teorema 1.2 es la combinación de dos resultados demostrados
en este trabajo.

Teorema 1.3 Sea d ≥ 4 y sea G un grafo (P2d+3,C≤2d−1)-free tal que posee un ciclo C de
largo 2d + 3 inducido. Es posible decidir si G posee un 3-coloreo factible y encontrarlo (si es
que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

Teorema 1.4 Sea d ≥ 4 y sea G un grafo (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1,C8)-free. Es posible decidir si
G posee un 3-coloreo factible y encontrarlo (si es que existe) en tiempo O(∣V (G)∣4).

Es importante notar en este caso que el resultado del Teorema 1.3 no es exactamente englo-
bado por el Teorema 1.2, sino que nos da información adicional acerca de decidir colorabilidad
sobre grafos (P2d+3,C≤2d−1)-free.

Recordemos que en el caso del 3−coloreo, aún está abierta la complejidad del problema
sobre Pt-free para t ≥ 8. Mientras que el único resultado polinomial de 3−coloreo prohibiendo
caminos largos (largo mayor o igual que 8) es sobre los grafos (Pt,C4)-free, t ≥ 1, por lo que
existen pocos resultados similares.

Notamos que el hecho de poder resolver en tiempo polinomial el k−coloreo sobre grafos
(Pt,C4)-free, con t ≥ 1 [16], implica que también es posible para los grafos (Pt,Cs, ...,C4,C3)-
free, para s ≥ 4. Lo anterior nos dice que el resultado de NP−completitud de k−coloreo sobre
grafos (Pts

k
,Cs, ...,C5,C3)-free, con s ≥ 5 [20], es de los mejores posibles dado que mejora el

resultado de NP−completitud del k−coloreo sobre grafos con ciclos de largo g o superior,
con g ≥ 3. Nuestro resultado viene a encontrar un t especifico para el cual podemos colorear
en tiempo polinomial en el caso k = 3, sin prohibir ciclos C4 inducidos ni la gran mayoría de
ciclos pares.
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Este trabajo posee dos capítulos principales, ambos separados en dos subsecciones, una de
estructura y otra del algoritmo. El capítulo 3 es donde se analiza el problema de 3−coloreo
sobre grafos (P9,C5,C3)-free, y el capítulo 4 es donde se busca generalizar el resultado para
el 3−coloreo en grafos (P2t+3,C≤2t−1)-free, donde finalmente concluimos la adición del C8 a
las restricciones.

La manera de enfrentar el problema es similar en ambos capítulos, se intenta reducir el
problema de 3−coloreo a resolver un número finito fijo, dependiente de t, de instancias de
2−lista-coloreo, el cual sabemos que puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Para esto, realizamos transformaciones en el grafo de entrada G, obteniendo un grafo G′

más "simple", el cual sea equivalente de colorear y posea las mismas restricciones de subgrafos
inducidos. Luego introducimos el concepto de paleta, que son listas asociadas a los nodos,
que poseen los colores con los que está permitido colorear a cada uno, similar a como ocurre
en el problema de lista−3−coloreo, aunque las técnicas utilizadas no permiten concluir un
resultado más allá del 3−coloreo.

El objetivo es intentar colorear un subconjunto finito de nodos V ′ ⊆ V (G), el cual haga
que todo nodo en V (G)∖V ′ posea a lo más dos colores en su lista, y por lo tanto, defina un
problema de 2−lista-coloreo. La razón por la cual es importante que el conjunto V ′ sea de
tamaño fijo es importante, ya que por cada coloreo factible del conjunto V ′, se generará un
problema distinto de 2−lista-coloreo, y debemos probarlos todos.
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Capítulo 2

Conceptos Básicos

Comencemos por establecer las notaciones y conceptos que serán usados a lo largo de este
trabajo.

Denotamos para un grafo G y un subconjunto no vacío S ⊆ V (G) por N(S) al conjunto de
vértices en V (G)∖S con vecinos en S. Para dos conjuntos A,B disjuntos de V (G), definimos
NB(A) = N(A) ∩B. Si A = {a} simplemente escribimos NB(a). Para simplificar notación a
lo largo del trabajo, notaremos como [n] ∶= {0, ..., n}, la cual no es una notación estándar.

Todos los grafos G de este trabajo son grafos simples, denotamos a los elementos de V (G)
por vértices o nodos indistintamente y a los elementos de E(G) por aristas.

Al momento de hablar de ciclos C de largo t, usualmente usaremos la notación ci, i ∈
{0, ..., t − 1} para referirnos a sus nodos, con los índices comprendidos en módulo t.

Un conjunto de nodos se dice estable en un grafo G si es un subconjunto de V tal que par
a par, no existen aristas entre ellos. Sea S y T dos conjuntos de vértices en G, decimos que
S es completo a T si todo vértice en S es adyacente a todo vértice en T , y por el contrario,
S es anticompleto a T si ningún nodo en S es adyacente a un vértice en T .

En el contexto del 3-coloreo de un grafo, se le asignará a cada v ∈ V (G) una lista L(v) ⊆
{1,2,3} de posibles colores, al conjunto de estas listas L ∶= {L(v) ∶ v ∈ V (G)} lo llamaremos
una paleta de G. A una paleta L′ se le llama subpaleta de L, si se cumple que para todo
v ∈ V (G), L′(v) ⊆ L(v). Para un 3-coloreo c ∶ V (G) Ð→ {1,2,3} de G, decimos que c es un
coloreo de la tupla (G,L) si para todo v ∈ V (G), c(v) ∈ L(v), también podemos decir que c
es un coloreo de G que respeta a la paleta L. Decimos que (G,L) es coloreable si existe un
coloreo de G que respete a la paleta L. Denotamos ahora (G,L) a una tupla de un grafo G
y una colección L de paletas de G. Decimos que (G,L) es coloreable si existe L ∈ L tal que
(G,L) es coloreable.

Definición 2.1 Definimos el update de la lista de un nodo w como el borrado de entradas
de la lista L(w) que aparezcan como el único elemento de la lista de algún nodo v ∈ N(w).
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Observación Es claro ver que un update no va a cambiar la colorabilidad de una tupla
(G,L), debido a que al tener un nodo con lista de tamaño 1, está virtualmente coloreado,
por lo que si llegaramos a pintar alguno de sus vecinos del mismo color, nuestro coloreo no
sería factible. Lo que hace el proceso de update es eliminar opciones infactibles.

Definición 2.2 Si obtenemos una paleta L′ desde una paleta L al hacer update repetidamente
en todo nodo v ∈ V (G), decimos que obtuvimos L′ desde L por update.

Para ilustrar de mejor manera el proceso de update, consideremos un ejemplo senci-
llo. Dado un C6 con listas {1},{2,3},{2},{1,2,3},{1,2,3} y {1,2,3} respectivamente pa-
ra los vértices c0, ..., c5. Si hacemos update sobre la paleta, nos da las listas (en orden)
{1},{3},{2},{1,3},{1,2,3} y {2,3}. Notamos que fueron los nodos c0 y c2 los que hicieron
perder un color a sus vecinos, donde posteriormente c5 al quedar con su lista de tamaño uno,
borra una entrada de la lista de c4. Este ejemplo puede verse en la Figura 2.1.

c0
{1}

c1

{2,3}

c2{2}

c3

{1,2,3}

c4

{1,2,3}

c5 {1,2,3} Ð→
Update c0

{1}
c1

{3}

c2{2}

c3

{1,3}
c4

{1,2,3}

c5 {2,3}

Figura 2.1: Ejemplo de proceso de update realizado sobre el C6.

Notamos que este proceso puede llevarse a cabo en tiempo O(∣V (G)∣+ ∣E(G)∣), y el orden
en que se hace update desde los nodos no cambia la paleta resultante.

Finalmente, reduciendo a una instancia de 2-SAT, que puede ser resuelta en tiempo lineal
en el número de variables y clausulas, varios autores [11, 12, 28] probaron independientemente
el siguiente resultado, que será importante para el desarrollo de este trabajo:

Teorema 2.3 Si una paleta L de un grafo G es tal que ∣L(v)∣ ≤ 2, ∀v ∈ V (G). Entonces es
posible decidir en tiempo O(∣V (G)∣ + ∣E(G)∣) la corolabilidad de la tupla (G,L).
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Capítulo 3

3-coloreo en grafos (P9,C5,C3)-free.

El resultado a probar en este capítulo es el siguiente.

Teorema 3.1 Sea G un grafo (P9,C5,C3)-free. Es posible decidir si G posee un 3-coloreo
factible y encontrarlo (en caso de que exista) en tiempo polinomial.

Para llegar a él, iremos paso a paso entendiendo la estructura de un grafo (P9,C5,C3)-free
en la Sección 3.1, para luego presentar un algoritmo que resuelva el problema en la Sección
3.2. La complejidad relacionada será vista en el Capítulo 5.

3.1. Estructura de grafos (P9,C5,C3)-free.

En esta sección, revisaremos lemas y proposiciones que nos ayudarán a entender la estruc-
tura que siguen los grafos de la clase ya descrita.

A continuación, veremos un par de resultados ya conocidos que usaremos en las proposi-
ciones estructurales del grafo.

Lema 3.2 Sea G un grafo y v,w ∈ V (G) tal que vw ∉ E(G), si N(v) ⊆ N(w), entonces:

G es k-coloreable ⇐⇒ G ∖ v es k-coloreable

Demostración. Si G es k-coloreable, es directo ver que cualquier subgrafo inducido lo será
también, por lo que G ∖ v es k-coloreable también.

Si G∖v es k-coloreable, sea c′ ∶ V (G)∖v Ð→ {1, ..., k} un k-coloreo factible del grafo G∖v,
y tenemos que c′(w) = j en dicho coloreo. Como c′ es un coloreo factible, tenemos que todos
los nodos en N(w) poseen un color distinto a j, luego, como sabemos que N(v) ⊆ N(w), los
vecinos de v tampoco tendrán dicho color, por lo que podemos colorear v de j y extender c′
a un k-coloreo factible c ∶ V (G)Ð→ {1, ..., k} de G donde c(v) = c′(w).
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Al proceso de quitar un nodo que cumpla con las hipótesis del Lema 3.2 lo llamaremos
reducción.

Definición 3.3 Para un par de nodos v1, v2 ∈ V (G) distintos y B ⊆ V (G)∖{v1, v2}, decimos
que ambos son clones respecto al conjunto B si

NB(v1) = NB(v2),

Al mismo tiempo, decimos que un conjunto A ⊆ V (G) es un conjunto clon con respecto a
B ⊆ V (G) ∖A si ∀a1, a2 ∈ A, NB(a1) = NB(a2).

Definición 3.4 Para un grafo G = (V,E), sea H un subgrafo inducido bipartito y conexo
de G, con clases de bipartición R y L. Si tenemos que los conjuntos R y L son clones con
respecto a V (G) ∖ V (H), definimos al grafo G′ = (V ′,E′) como

V ′ = (V (G) ∖ V (H)) ∪ {l, r}

E′ = {vw ∈ E ∶ v,w ∈ V (G) ∖ V (H)} ∪ {rv ∶ v ∈ N(R)} ∪ {lv ∶ v ∈ N(L)} ∪ {rl},
borrando posibles aristas duplicadas. Llamamos al grafo G′ una simplificación del grafo G.

Notamos que la transformación anterior, lo que hace es simplificar cada una de las bipar-
ticiones R,L ⊆ V (G) de H a nodos r, l ∈ V (G′) adyacentes en E(G′) donde r y l poseen
las mismas vecindades que R y L en V (G) ∖ V (H) respectivamente, lo cual puede iterarse
para así reducir todos los subgrafos inducidos bipartitos que cumplan las condiciones de la
Definición 3.4 a aristas.

G G′

L R

N(L) N(R)

l r

N(L) N(R)

Ð→

Figura 3.1: Visualización de la transformación de la Definición 3.4, donde los nodos de N(L)
y N(R) cumplen con ser adyacentes a cada nodo de L y R respectivamente.
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Proposición 3.5 Sea G = (V,E) un grafo, sea d ∈ N, d ≥ 3. Si G′ es una simplificación de
G entonces tenemos que:

(a) Si G es Pd-free Ô⇒ G′ es Pd-free.

(b) Si G es Cd-free Ô⇒ G′ es Cd-free.

(c) G es k-coloreable ⇐⇒ G′ es k-coloreable.

Demostración. Sea H el subgrafo inducido de G, bipartito y conexo usado para definir G′,
de clases de bipartición R,L donde R,L son clones con respecto a V (G) ∖ V (H). Para (a),
supondremos por contradicción que existe un camino de largo d inducido P ′ en G′ y no en
G.

Es fácil ver que si P ′ no ocupa {l, r}, este se encontrará en G, una contradicción, por
lo que asumimos que P ′ si ocupa al menos uno de los nodos r o l, digamos r. Asumimos
entonces que P ′ = p1, ..., pi−1, r, pi+1, ..., pd.

Podemos tomar un nodo arbitrario de R, digamos r1, y formar el camino P = p1, ..., pi−1, r1,
pi+1, ..., pd en G. Recordemos que como r1 posee los mismos vecinos de r en V ∖ (L ∪R), el
camino P es inducido, y de largo d, lo que es una contradicción con que G sea (Pd)-free.

En caso de que P ′ ocupe ambos nodos, significa que la arista (r, l) será parte de dicho
camino, por lo que sin pérdida de generalidad P ′ = p1, ..., pi−1, r, l, pi+1, ..., pd. Sean l1 ∈ L y r1 ∈
R tal que sean adyacentes en G, entonces definimos el camino P = p1, ..., pi−1, r1, l1, pi+1, ..., pd
que será inducido porque r1 posee la misma vecindad en G ∖ L que r (lo mismo para l1), lo
que es una contradicción, con lo que demostramos la implicancia.

Notamos que el caso de que estemos prohibiendo un ciclo Cd, la demostración es similar,
tomando el ciclo en G′ quitándole los nodos r o l y reemplazándolos respectivamente con
nodos de R o L para formar el mismo ciclo en G, por lo que (b) se demuestra análogamente.
Demostremos ahora la equivalencia (c):

Si G es k−coloreable, entonces sea c ∶ V Ð→ {1, ..., k} un k−coloreo factible para dicho
grafo. Sea v ∈ V ′ y sean nodos r1 ∈ R y l1 ∈ L adyacentes en G, definimos el k−coloreo c′ para
G′ como:

c′(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c(v) si v ∈ V ∩ V ′

c(r1) si v = r

c(l1) si v = l

Es fácil ver que la factibilidad de este coloreo está dada directamente por la factibilidad de
c como coloreo en G.

Si G′ es k−coloreable, entonces sea c′ ∶ V Ð→ {1, ..., k} un coloreo factible para dicho grafo.
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Sea v ∈ V , definimos el coloreo c para G como:

c(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c′(v) si v ∈ V ∩ V ′

c′(r) si v ∈ R

c′(l) si v ∈ L

Es fácil ver que la factibilidad de este coloreo está dada directamente por la factibilidad
de c′ como coloreo en G.

Podemos entonces usar el Lema 3.2 y la Proposición 3.5 para modificar la estructura
de un grafo G (P9,C5,C3)-free, manteniendo los subgrafos inducidos prohibidos y a la vez
conservando las propiedades de colorabilidad de cada uno.

Lo que haremos para los grafos (P9,C5,C3)-free es someterlos a los procesos de reducción
y simplificación hasta que ninguno de los procesos pueda realizarse más. A un grafo G el cual
ya no se pueda someter a los procesos de reducción y simplificación lo llamaremos un grafo
minimal.

Tenemos el siguiente corolario directo del Lema 3.2.

Corolario 3.6 Sea G un grafo minimal y v,w ∈ V (G) tal que vw ∉ E(G), entonces existen
nodos v′,w′ tal que:

v′ ∈ N(v) ∖N(w) y w′ ∈ N(w) ∖N(v).
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3.1.1. Existencia de un C9 inducido

En esta subsección, intentaremos entender la estructura de un grafo (P9,C5,C3)-free el
cual posee un ciclo C de largo 9 como subgrafo inducido, con el objetivo de aprovecharnos
de esta estructura para lograr resolver el problema de 3-coloreo posteriormente. Probaremos
el siguiente resultado:

Proposición 3.7 Sea un grafo G conexo y minimal, de la clase (P9,C5,C3)-free, tal que G
posee un ciclo C = c0, c1, ..., c8 de largo 9 como subgrafo inducido. Tenemos que V (G) es la
unión disjunta de cinco conjuntos de nodos, es decir,

V (G) = V (C) ∪ T ∪ T ′ ∪ S ∪ Y,

Los conjuntos T,T ′ y S están a distancia 1 de C, mientras que los nodos en Y están a
distancia 2 de C. Además tenemos que, para todo i ∈ [8]:

(a) Existen conjuntos estables disjuntos Ti, T ′
i y Si, tal que T =

8

⊍
i=0
Ti, T ′ =

8

⊍
i=0
T ′
i y S =

8

⊍
i=0
Si.

(b) Los nodos de los conjuntos Ti, tienen exactamente dos vecinos en C, que son nodos
ci, ci+2.

(c) Los nodos de los conjuntos T ′
i , tienen exactamente dos vecinos en C, que son nodos

ci, ci+4.
(d) Los nodos de los conjuntos Si, tienen exactamente tres vecinos en C, que son nodos

ci, ci+2, ci+4.
(e) Las componentes del grafo G[Y ] son nodos aislados o aristas, y además NV (G)∖Y (y) ⊆

T ′ ∪ S, para todo y ∈ Y .

La adición en los índices de ci es comprendida en módulo 9.

Demostración. Sea v un nodo adyacente a C (no perteneciente a este ciclo), notamos que:

• El nodo v no puede ser adyacente a C a través de una sola arista. Si esto ocurriera,
sea ci el nodo al cual v es adyacente, entonces vemos en la Figura 3.2 que se forma un
camino de largo 9 inducido, lo que es una contradicción.

ci

ci+1
ci+2ci+3

ci+4

ci+5

ci+6 ci+7
ci+8

v

Figura 3.2
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• El nodo v puede estar unido con dos aristas a C, lo cual resulta en dos casos posibles:
– Conjuntos Ti: nodos con vecinos en C del tipo ci, ci+2, i ∈ [8].
– Conjuntos T ′

i : nodos con vecinos en C del tipo ci, ci+4, i ∈ [8].
Es fácil ver que todos los demás casos generan un ciclo impar de largo 3 o 5 con C, los
cuales están prohibidos.

• El caso de que v tenga tres vecinos en C, solo existe una configuración posible debido
a la generación de ciclos prohibidos, que es cuando está unido a nodos ci, ci+2 y ci+4,
los cuales llamaremos conjuntos Si.

Observamos que todos los conjuntos Ti, T ′
i y Si son estables, debido a que cada conjunto

comparte un vecino común en el ciclo y a la prohibición de C3, con lo que quedan definidos
los conjuntos T , T ′ y S, y queda probada la afirmación (a) y que los conjuntos Ti, T ′

i y Si

satisfacen las condiciones (b), (c) y (d).

c3

c2
c1

c0

c8 T0 c4

c3
c2

c1

c0 T ′
0

c4

c3
c2

c1

c0 S0

Figura 3.3: Ejemplos de conjuntos estables Ti, T ′
i y Si, i ∈ [8].

Una vez vista la estructura que rodea a C, lo que haremos es ver como se disponen los
nodos mas lejanos a C.

Afirmamos que
no existen nodos a distancia ≥ 3 de C. (3.1)

Supongamos que existe un nodo z a distancia 3 de C, y sea zysci un camino minimal desde
z hasta C, donde i ∈ [8]. Supondremos que s ∈ Si (adyacente a los nodos ci, ci+2 y ci+4), pues
las demostraciones de los otros casos se derivan fácilmente de éste.

Como no existen triángulos en nuestro grafo, no existe arista entre z y s, por lo que
podemos usar el Corolario 3.6 sobre este par de nodos, lo cual nos dice que existe un nodo
z′ ∈ N(z) ∖N(s). Notamos que z′ e y no son adyacentes porque G no tiene triángulos. Por
lo tanto, podemos formar el camino inducido mostrado en la Figura 3.4.

ci+2

ci+1
cici+8

ci+7

ci+6

ci+5 ci+4
ci+3

s y z

z′

Figura 3.4
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Este camino está prohibido. Debido a esto, no pueden existir nodos a distancia 3 de C, y
como G es conexo, a mayor distancia tampoco, lo que prueba (3.1).

Entonces sólo existen nodos a lo más a distancia 2 de C, y es a estos nodos a los que
denominaremos como nuestro conjunto Y . A continuación veamos a que conjuntos pueden
ser adyacentes a nodos de Y .

Afirmamos que
ningún y ∈ Y es adyacente a T. (3.2)

Sea y ∈ Y y sea t ∈ Ti. Supongamos que existe una arista que los une. Entonces, podemos
formar el camino de la Figura 3.5.

ci+1

ci

ci+8ci+7

ci+6

ci+5

ci+4 ci+3
ci+2

t y

Figura 3.5

Este camino es un P9 inducido, que está prohibido por lo que es una contradicción y
prueba (3.2).

Por lo que los nodos en Y solo pueden ser adyacentes al conjunto T ′ ∪ S, lo cual prueba
parcialmente la condición (e). Veamos ahora la estructura dentro del conjunto Y .

A continuación, afirmamos que

G[Y ] es un grafo bipartito, donde para cada componente conexa, los nodos de la
misma clase de bipartición tienen exactamente los mismos vecinos en V (G) ∖ Y. (3.3)

Antes de probarlo, si tenemos el resultado, notamos que una componente conexa de clases
de biparticion Y1, Y2, cumple que Y1, Y2 son clones con respecto a V (G)∖ (Y1 ∪Y2), y como el
grafo G es minimal, concluimos que cualquier componente conexa de Y es un nodo aislado o
una arista, con lo que terminamos de probar la condición (e).

Para probar (3.3), sean y1, y2, y3 ∈ Y tal que forman el P3 inducido y1y2y3, con extremos
y1, y3. Supongamos sin pérdida de generalidad que y1 es adyacente a un nodo s ∈ Si, i ∈ [8].
Notamos que podemos formar el siguiente camino ilustrado en la Figura 3.6, que es un P9,
por lo que no puede ser inducido o tendríamos una contradicción.

Notamos que la única arista posible (debido a que no hay C3 y que los nodos en Y no
pueden ser adyacentes al ciclo principal) es entre y3 y s.

Esto implica que para cualquier P3 formado en Y , el nodo inicial y1 y el nodo final y3
deben tener los mismos vecinos en V (G) ∖ Y .
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ci+2

ci+1
cici+8

ci+7

ci+6

ci+5 ci+4
ci+3

s

y3

y2

y1

Figura 3.6

Supongamos ahora que el conjunto Y no es bipartito, por lo tanto, existe un ciclo de largo
impar Ct. Debido al resultado del párrafo anterior, tenemos que los nodos c0, c2, ..., ct−3, ct−1
tienen los mismos vecinos que se ubican a distancia 1 del ciclo principal, sin embargo, los
nodos c0 y ct−1 son adyacentes en este ciclo por ser impar, por lo que si comparten un vecino,
se formaría un C3 que está prohibido, y es una contradicción.

Lo cual significa que no pueden existir ciclos impares en Y , por lo que define un subgrafo
inducido bipartito.

El hecho de que para cada componente conexa de este grafo, los nodos de una misma
bipartición tienen la misma vecindad es consecuencia directa de que cualquier P3 = y1y2y3
formado en Y , el nodo inicial y1 y el nodo final y3 deben tener los mismos vecinos en V (G)∖Y ,
con lo que probamos (3.3).

Estructura de adyacencia entre conjuntos S, T y T ′.

Analizaremos a continuación la forma en que nodos de los conjuntos S, T y T ′ pueden ser
adyacentes.

Sea z, z′ ∈ N(C) tal que zz′ ∈ E(G). Nuestro objetivo será ver los posibles conjuntos Ti,
T ′
i o Si, para algún i ∈ [8] , a los cuales z y z′ pueden pertenecer.

• Si z, z′ ∈ T ′: si z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [8], notamos que se forman ciclos C5 para los casos

cuando z′ ∈ T ′
i+2 ∪ T ′

i+3 ∪ T ′
i+6 ∪ T ′

i+7, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ T ′
i+4 ∪ T ′

i+5.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+8.

• Si z, z′ ∈ S: si z ∈ Si, para algún i ∈ [8], podemos descartar los casos cuando z′ ∈
Si+2 ∪ Si+3 ∪ Si+4 ∪ Si+5 ∪ Si+6 ∪ Si+7 de la misma manera que en el item anterior.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+8.

• Si z ∈ S y z′ ∈ T : si z ∈ Si, para algún i ∈ [8], podemos descartar los casos cuando
z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti+4 ∪ Ti+5 ∪ Ti+6 ∪ Ti+7 de la misma manera que en el item anterior, además
del caso z′ ∈ Ti ya que se forma un triángulo.
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Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+8.
• Si z, z′ ∈ T : si z ∈ Ti, para algún i ∈ [8], notamos que se forman ciclos C5 para los casos

cuando z′ ∈ Ti+4 ∪ Ti+5, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ T ′
i+2 ∪ T ′

i+7.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+6 ∪ Ti+8.

• Si z ∈ T ′ y z′ ∈ T : si z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [8], notamos que se forman ciclos C5 para los

casos cuando z′ ∈ Ti+5∪Ti+6, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Ti∪Ti+2∪Ti+4∪Ti+7.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+8.

• Si z ∈ T ′ y z′ ∈ S: si z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [8], notamos que se forman ciclos C5 para los

casos cuando z′ ∈ Si+3 ∪ Si+6, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Si ∪ Si+2 ∪ Si+4 ∪
Si+5 ∪ Si+7.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+8.

El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 3.8 Sea z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [8], y sea z′ ∈ (T ∪S ∪T ′), tal que zz′ ∈ E(G), entonces

z′ ∈ T ′
i+1 ∪ T ′

i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+8 ∪ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+8

Lema 3.9 Sea z ∈ Ti, para algún i ∈ [8], y sea z′ ∈ (T ∪S ∪T ′), tal que zz′ ∈ E(G), entonces

z′ ∈ T ′
i+1 ∪ T ′

i+6 ∪ T ′
i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+6 ∪ Si+8 ∪ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+6 ∪ Ti+8.

Similarmente, si z ∈ Si, para algún i ∈ [8] y sea z′ ∈ (T ∪ S ∪ T ′) ∖ Si, tal que zz′ ∈ E(G),
entonces

z′ ∈ T ′
i+1 ∪ T ′

i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+8 ∪ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+8.

Estructura de adyacencia entre S,T ′ e Y

A continuación entenderemos la forma en que componentes de Y (nodos aislados o aristas)
se unen a los conjuntos T ′ y S. A partir de ahora consideraremos el conjunto Y ∗ ⊆ Y como
el conjunto de vértices aislados en G[Y ].

Sea y ∈ Y , veamos las posibles combinaciones de conjuntos Si, T ′
j a los que puede ser

adyacentes, recordando que no puede ser adyacente al conjunto T por (3.2). Es fácil ver
que no existen problemas cuando y es adyacente exclusivamente a un conjunto (sea Si o T ′

j)
mediante uno o más nodos, por lo que nos concentraremos en los casos donde sea adyacente
a más de uno. Los separaremos en tres grupos para que se vea mas claramente.

Sea z, z′ ∈ N(y) ∖ Y , pero que no poseen los mismos vecinos en C. Vemos que z, z′ no
pueden ser adyacentes entre si ya que no hay C3, por lo que zyz′ es un P3 inducido. Nuestro
objetivo será ver los posibles conjuntos a los cuales z y z′ pueden pertenecer.

• Si y es adyacente solo al conjunto T ′: cuando z ∈ T ′
i , si un nodo en NC(z′) fuera

adyacente a alguno de los nodos en NC(z), se formaría un C5, que está prohibido,
dejando como opciones posibles de vecinos para z′ a los nodos ci, ci+2, ci+4, ci+6, ci+7.
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En este conjunto de nodos, como estamos suponiendo que z′ ∈ T ′ ∖ Ti, el nodo z′ solo
puede ser parte del conjunto T ′

i+2 ∪ T ′
i+7.

• Si y es adyacente solo al conjunto S: Cuando z ∈ Si, los únicos vecinos posibles en C
de z′ son ci, ci+2, ci+4, ci+6, ci+7.
El único conjunto posible para z′ es Si+2 ∪ Si+7.

• Si y es adyacente a los conjuntos T ′ y S: Cuando z ∈ Si, si z′ ∈ T ′, para evitar la
formación de un C5, puede ser adyacente a los nodos ci, ci+2, ci+4, ci+6, ci+7.
El conjunto al cual z′ puede pertenecer es Ti ∪T ′

i+2 ∪T ′
i+7. De manera análoga, si z ∈ T ′

i

y z′ ∈ S, z′ puede ser parte del conjunto Si ∪ Si+2 ∪ Si+7.

El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 3.10 Sea y ∈ Y ∩N(T ′
i ), para algún i ∈ [8] y sea z ∈ N(y) ∖ (Y ∪ T ′

i ), entonces

z ∈ T ′
i+2 ∪ T ′

i+7 ∪ Si ∪ Si+2 ∪ Si+7.

Lema 3.11 Sea y ∈ Y ∩N(Si), para algún i ∈ [8] y sea z ∈ N(y) ∖ (Y ∪ Si), entonces

z ∈ T ′
i ∪ T ′

i+2 ∪ T ′
i+7 ∪ Si+2 ∪ Si+7.

De aquí podemos extraer unos corolarios directos y resultados útiles.

Corolario 3.12 Sea i ∈ [8], y sea y ∈ Y ∩N(T ′
i ). Sea z ∈ N(y) ∖ (Y ∪ T ′

i+2 ∪ T ′
i+7), entonces

el conjunto NC(T ′
i ) ∩NC(z) ≠ ∅.

Esto significa que si z ∉ T ′, siempre compartirá un vecino en el ciclo C con el conjunto T ′
i .

Demostración. Directo del Lema 3.10.

Corolario 3.13 Sea i ∈ [8], y sea y ∈ Y ∩N(Si). Sea z ∈ N(y) ∖ Y , entonces el conjunto
NC(Si) ∩NC(z) ≠ ∅.

Demostración. Directo del Lema 3.11.

Lema 3.14 Si existe i ∈ [8] e y ∈ Y tal que y ∈ N(T ′
i ) y T ′

i+2∪T ′
i+7 ≠ ∅, entonces y es completo

al conjunto T ′
i ∪ T ′

i+2 ∪ T ′
i+7.

Los conjuntos T ′
i+2 y T ′

i+7 no pueden ser no vacíos al mismo tiempo.

Demostración. Supongamos que T ′
i+2 ≠ ∅. Sean t ∈ T ′

i ∩N(y) y t′ ∈ T ′
i+2. Luego, suponemos

por contradicción que yt′ ∉ E(G). Podemos formar el camino de la Figura 3.7 que es un P9

inducido, lo cual no puede ocurrir, por lo que yt′ ∈ E(G), como esto fue hecho para un nodo
arbitrario en T ′

i+2, concluimos que y es completo a T ′
i+2.

El camino puede armarse de manera análoga pasando primero por T ′
i+2 y luego por un

nodo arbitrario de T ′
i , logrando que y es completo a T ′

i .
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ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

t

t′

y

Figura 3.7

Si T ′
i+7 ≠ ∅, podemos hacer lo mismo y concluir que y es completo a T ′

i ∪ T ′
i+2 ∪ T ′

i+7,
aunque una observación importante es que si existen nodos t1 ∈ T ′

i+2 y t2 ∈ T ′
i+7, se forma el

C5 inducido y− t1− ci+7− ci+6− t2. Por lo que los conjuntos T ′
i+2 y T ′

i+7 no pueden ser no vacíos
al mismo tiempo.

Ahora nos enfocaremos en el conjunto Y ∖Y ∗, es decir, el conjunto de vértices no aislados
de G[Y ].

Para y1, y2 ∈ Y , donde y1y2 ∈ E(G), afirmamos que

para a ∈ N(y1) ∖ Y y b ∈ N(y2) ∖ Y, no existe c ∈ NC(a) ∩NC(b). (3.4)

Supongamos que existe c ∈ NC(a) ∩NC(b), si ab ∉ E(G), se forma el C5 = y1, a, c, b, y2 y si es
que ab ∈ E(G), se forma el C3 = a, c, b, lo que es una contradicción, y prueba (3.4).

Sean y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), ahora veremos las combinaciones posibles de conjuntos
a los que y1 e y2 pueden ser adyacentes, los cuales separaremos en tres grupos. Sean z ∈
N(y1) ∖ Y y z′ ∈ N(y2) ∖ Y .

• Si z, z′ pertenecen al conjunto T ′: Asumimos que z ∈ T ′
i , la afirmación (3.4) nos dice

que los posibles vecinos de z′ son ci+1, ci+2, ci+3, ci+5, ci+6, ci+7, ci+8. Por lo que z′ puede
pertenecer a T ′

i+1, T ′
i+2, T ′

i+3, T ′
i+6, T ′

i+7 o T ′
i+8.

– Caso T ′
i+2: Si z′ ∈ T ′

i+2, notamos que zz′ ∉ E(G) ya que se formaría un C5 con ci+2,
ci+3 y ci+4. Luego, podemos formar el P9 de la Figura 3.8 el cual es inducido, por
lo que tenemos una contradicción. Por lo tanto, z′ ∉ T ′

i+2. Notamos además que el
caso z′ ∈ T ′

i+7 es simétrico a este si intercambiamos los papeles de z y z′, por lo
que lo descartamos bajo el mismo argumento.
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ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

z

z′

y1

y2

Figura 3.8

– Caso T ′
i+3: Si z′ ∈ T ′

i+3, notamos que zz′ ∉ E(G) ya que se formaría un C5 con ci+7,
ci+8 y ci. Luego, podemos formar el P9 de la Figura 3.9.

ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

z

z′

y1

y2

Figura 3.9

Este camino es inducido, por lo que tenemos una contradicción. Por lo tanto,
z′ ∉ T ′

i+3. Notamos además que el caso z′ ∈ T ′
i+6 es simétrico a este si intercambiamos

los papeles de z y z′, por lo que lo descartamos bajo el mismo argumento.
Con esto, concluimos que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+8.

• Si z, z′ pertenecen al conjunto S: Asumimos que z ∈ Si, la afirmación (3.4) nos dice que
los posibles vecinos de z′ son ci+1, ci+3, ci+5, ci+6, ci+7, ci+8. Por lo que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+3 ∪
Si+6 ∪ Si+8.

• Si z ∈ S e z′ ∈ T ′: Asumimos que z ∈ Si, la afirmación (3.4) nos dice que los vecinos
de z′ pueden ser ci+1, ci+3, ci+5, ci+6, ci+7, ci+8. Por lo que z′ puede pertenecer a T ′

i+1, T ′
i+3,

T ′
i+6 o T ′

i+8.
– Caso T ′

i+3: Si z′ ∈ T ′
i+3, notamos que zz′ ∉ E(G) ya que se formaría un C5 con

ci+7, ci+8 y ci+9. Luego, podemos formar el P9 análogo al caso y1 ∈ T ′
i e y2 ∈ T ′

i+3,
el cual es inducido, por lo que tenemos una contradicción. Por lo tanto, z′ ∉ T ′

i+3,
notamos además que el caso T ′

i+6 es simétrico a este, por lo que lo descartamos
bajo el mismo argumento.

Por lo que z′ ∈ T ′
i+1 ∪ T ′

i+8.
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El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 3.15 Sea i ∈ [8], y sean y ∈ Y ∩N(T ′
i ) e y′ ∈ Y , donde yy′ ∈ E(G), entonces

y′ ∈ N(T ′
i+1 ∪ T ′

i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+8).

Lema 3.16 Sea i ∈ [8], y sean y ∈ Y ∩N(Si) e y′ ∈ Y , donde yy′ ∈ E(G), entonces

y′ ∈ N(T ′
i+1 ∪ T ′

i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+3 ∪ Si+6 ∪ Si+8).

A continuación un par de corolarios de estos lemas.

Corolario 3.17 Sea i ∈ [8], y sean y ∈ Y ∩N(T ′
i ) e y′ ∈ Y , donde yy′ ∈ E(G). Entonces para

todo v ∈ N(y′) ∖ Y y para todo c ∈ NC(v) tenemos que c ∈ NC({ci, ci+4}).

Esto significa que todos los nodos en N(y2) ∖ Y cumplen con que todos sus vecinos en el
ciclo son adyacentes a ci o ci+4.

Demostración. Directo del Lema 3.15.

Corolario 3.18 Sea i ∈ [8], y sean y ∈ Y ∩N(Si) e y′ ∈ Y ∖N(Si+3∪Si+6), donde yy′ ∈ E(G).
Entonces para todo v ∈ N(y′) ∖ Y y para todo c ∈ NC(v) tenemos que c ∈ NC({ci, ci+4}).

Demostración. Directo del Lema 3.16.

Con esto, tenemos todos los casos de adyacencia para los nodos en el conjunto Y . A
continuación definiremos un conjuntos de nodos que será útil de identificar al enunciar el
algoritmo.

Definición 3.19 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y tales que y1y2 ∈ E(G) y que sean adya-
centes respectivamente a los conjuntos Si y Si+3, para algún i ∈ [8], se les denominará Y S

i .

Finalmente denominamos Y S =
8

⋃
i=0
Y S
i .

c7
c6c5c4c3c2c1c0

S0 S3

y2y1

Figura 3.10: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y S
0 .

Lema 3.20 Para cada i ∈ [8], existen s∗i ∈ Si y s∗i+3 ∈ Si+3 tal que:

NY S
i
(s∗i ) ∪NY S

i
(s∗i+3) = Y S

i .
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Demostración. Sean y1y2 e y3y4 dos aristas distintas de E(Y S
i ), donde y1 e y3 son adyacentes

a Si, e y2 con y4 son adyacentes a Si+3.

Afirmamos que
NSi

(y1) ⊆ NSi
(y3), o bien NSi

(y3) ⊂ NSi
(y1). (3.5)

Para probar (3.5), razonaremos por contradicción, es decir, supongamos existen nodos
s1 ∈ NSi

(y1) ∖ NSi
(y3), s3 ∈ NSi

(y3) ∖ NSi
(y1). Sea s4 ∈ NSi+3

(y4), notamos que podemos
formar el camino de la Figura 3.11, el cual es un P9 inducido, que es una contradicción y
prueba (3.5).

ci+8
ci+7ci+6ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1ci

s3s1
s4

y4y3
y1

Figura 3.11

Vemos que (3.5) inducirá un orden de inclusión en la familia de vecindades {NSi
(v)}v∈N

Y S
i
(Si).

Sabiendo esto, buscamos una vecindad minimal para dicho orden, la cual vendrá dada por
un nodo y∗i ∈ Y S

i . Por su minimalidad, tendremos que cualquier otra vecindad NSi
(y), y ∈

NY S
i
(Si) tendrá que cumplir NSi

(y∗i ) ⊆ NSi
(y), es decir que cualquier nodo en NY S

i
(Si) debe

ser adyacente a nodos en NSi
(y∗i ), por lo que tomaremos un nodo arbitrario s∗i en dicho

conjunto que será nuestro candidato.

Notamos que el camino que armamos puede armarse simétricamente pasando primero por
Si+3 y luego por Si, con lo cual, con el mismo procedimiento, podemos encontrar nuestro
candidato s∗i+3.

Notamos que NY S
i
(s∗i ) = NY S

i
(Si) y NY S

i
(s∗i+3) = NY S

i
(Si+3), con lo que concluimos.
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3.1.2. Existencia de un C7 inducido y libre de C9

En la presente sección, intentaremos entender la estructura de un grafo (P9,C9,C5,C3)-free
el cual posee un ciclo C de largo 7 como subgrafo inducido, con el objetivo de aprovecharnos
de esta estructura para lograr resolver el problema de 3-coloreo posteriormente.

Proposición 3.21 Sea un grafo G conexo y minimal, de la clase (P9,C9,C5,C3)-free, tal
que posee un ciclo C = c0, c1, ..., c6 de largo 7 como subgrafo inducido. Tenemos que V (G) es
la unión disjunta de cuatro conjuntos de nodos, es decir,

V (G) = V (C) ∪D ∪ T ∪ Y,

Los conjuntos T y D están a distancia 1 de C, mientras que los nodos en Y están a
distancia 2 de C. Además tenemos que, para todo i ∈ [6]:

(a) Existen conjuntos estables disjuntos Ti y Di, tal que T =
6

⊍
i=0
Ti y D =

6

⊍
i=0
Di.

(b) Los nodos del conjunto Di, tienen exactamente un vecino en C, que es ci.
(c) Los nodos del conjunto Ti, tienen exactamente dos vecinos en C, que son los nodos

ci, ci+2.
(d) Las componentes del grafo G[Y ] son nodos aislados o aristas.
(e) Los nodos del conjunto Y ∩N(D) son nodos aislados del grafo G[Y ].

La adición en los índices es comprendida en módulo 7.

Demostración. Sea v ∈ V (G) adyacente a C, veamos las maneras posibles en que este nodo
puede ser adyacente al ciclo.

• El nodo v puede estar unido a C a través de una sola arista. Al conjunto de nodos
adyacente solo al nodo ci ∈ C, para i ∈ [6], lo llamaremos Di.

• El nodo v puede estar unido a través de dos aristas a C. Debido a la prohibición de C5

y C3, solo pueden ser adyacentes a los nodos ci y ci+2, para algún i ∈ [6]. Al conjunto
adyacente al par de nodos anterior los llamaremos Ti.

• El nodo v no puede tener tres o más vecinos en C debido a la prohibición de C5 y C3.

Observamos que los conjuntos Ti y Di definidos anteriormente son conjuntos estables ya
que comparten un vecino común en C y no hay C3, con lo que quedan definidos los conjuntos
D y T , y quedan probadas las afirmaciones (a), (b) y (c).
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c3

c2
c1

c0

c6 T0 c2

c1
c0

c6

c5 D0

Figura 3.12: Ejemplos de conjuntos estables Ti y Di, i ∈ [6].

Una vez vista la estructura que rodea a C, lo que haremos es ver como se disponen los
nodos mas lejanos a C.

Afirmamos que
no existen nodos a distancia ≥ 3 de C. (3.6)

Para ver (3.6), supongamos que existe un nodo z a distancia 3 de C, y sea zytci un camino
minimal desde z hasta C, para algún i ∈ [6], supongamos que t ∈ Ti (el caso t ∈Di es análogo).

Notamos que tz ∉ E(G) ya que no hay triángulos, por lo que podemos usar el Corolario 3.6
para asegurar la existencia de un nodo z′ ∈ N(z)∖N(t), ya que G es minimal para el coloreo.
Sabiendo esto, podemos armar el P9 inducido de la Figura 3.13, el cual está prohibido.

ci+1

ci
ci+6

ci+5

ci+4

ci+3
ci+2

t y z

z′

Figura 3.13

Por esto no pueden haber nodos a distancia 3 de C, y por conexidad de G, a mayor
distancia tampoco, lo cual prueba (3.6).

Entonces solo existen nodos a distancia a lo más 2 de C, los nodos a distancia 2 de C
serán el conjunto Y , y ahora pasaremos a comprender su estructura.

Afirmamos que si y1 ∈ Y ∩N(D), entonces

el nodo y1 define una componente conexa aislada del subgrafo G[Y ]. (3.7)

En efecto, por contradicción asumimos que existe y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), tomando
cualquier nodo d ∈ Di ∩N(y1) podemos formar el P9 inducido de la Figura 3.14 que es una
contradicción, lo cual prueba (3.7) y también (e).
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ci

ci+6
ci+5

ci+4

ci+3

ci+2
ci+1

d y2

y1

Figura 3.14

Luego, solo nos queda ver el caso de los nodos en Y adyacentes solo a T , para esto tenemos
una versión análoga a (3.3).

G[Y ] es un grafo bipartito, donde para cada componente conexa, los nodos de la
misma clase de bipartición tienen exactamente los mismos vecinos en T.

(3.8)

La demostración de (3.8) es análoga a (3.3).

Finalmente, (3.8) nos permite concluir que cada componente conexa de Y es un nodo
aislado o una arista, con lo que terminamos de probar la condición (d) y concluimos.

Estructura de adyacencia entre nodos en T y D

Analizaremos a continuación la forma en que nodos de los conjuntos T y D pueden ser
adyacentes.

Sea z, z′ ∈ N(C) tal que zz′ ∈ E(G). Nuestro objetivo será ver los posibles conjuntos Ti o
Di, para algún i ∈ [6] , a los cuales z y z′ pueden pertenecer.

• Si z, z′ ∈ T : si z ∈ Ti, para algún i ∈ [6], notamos que se forman ciclos C5 para los casos
cuando z′ ∈ Ti+3 ∪ Ti+4, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti+5.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+6.

• Si z, z′ ∈ D: si z ∈ Di, para algún i ∈ [6], podemos descartar los casos cuando z′ ∈
Di+2 ∪Di+5 por formarse un ciclo C5.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈Di+1 ∪Di+3 ∪Di+4 ∪Di+6.

• Si z ∈ T y z′ ∈D: si z ∈ Ti, para algún i ∈ [6], notamos que se forman ciclos C5 para los
casos cuando z′ ∈Di+4 ∪Di+5, y se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈Di+2 ∪Di.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈Di+1 ∪Di+3 ∪Di+6.

Podemos resumir el análisis anterior en los siguientes lemas.

Lema 3.22 Sea z ∈ Ti, para algún i ∈ [6], y sea z′ ∈ (T ∪D), tal que zz′ ∈ E(G), entonces

z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+6 ∪Di+1 ∪Di+3 ∪Di+6.
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Lema 3.23 Sea z ∈Di, para algún i ∈ [6], y sea z′ ∈ (T ∪D), tal que zz′ ∈ E(G), entonces

z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+4 ∪ Ti+6 ∪Di+1 ∪Di+3 ∪Di+4 ∪Di+6.

Estructura de adyacencia entre D,T y nodos en Y

En esta sección entenderemos las maneras en que pueden ser adyacentes los nodos y ∈
Y a los conjuntos D y T . Es fácil ver que no existen problemas cuando y es adyacente
exclusivamente a un solo conjunto (sea Di o Tj, i, j ∈ [6]), por lo que nos concentraremos en
los casos donde sea adyacente a más de uno.

Para y ∈ Y , sean z, z′ ∈ N(y) ∖ Y , supondremos que estos nodos no poseen los mismos
vecinos en C. Notamos que zyz′ es un P3 inducido ya que no hay C3. Nuestro objetivo será
ver las configuraciones posibles para z, z′.

• Si z, z′ ∈ T : Asumimos que z ∈ Ti, para i ∈ [6]. Notamos que si NC(z′) es adyacente
a uno de los nodos en NC(z), formaríamos un C5 inducido, lo que no puede ocurrir,
dejando como posibles opciones de vecinos para z′ a los nodos ci, ci+2, ci+4, ci+5.
Debido a esto, z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti+5, notando que y ∉ N(Ti+2) ∩N(Ti+5) porque se forma un
C5.

• Si z, z′ ∈D: Asumimos que z ∈Di, para i ∈ [6]. Vemos que NC(z′) no es adyacente a los
nodos en NC(z), además de esto, si un vecino de z′ en el ciclo se encuentra a distancia
2 de ci, se forma un C9, que no puede existir por nuestras suposiciones, dejando como
posibles opciones para vecinos de z′ a ci+3 y ci+4.
Luego, z′ ∈Di+3 ∪Di+4, notando que y ∉ N(Di+3) ∩N(Di+4) porque se forma un C5.

• Si z ∈ T y z′ ∈ D: Asumimos que z ∈ Ti, para i ∈ [6]. Vemos que NC(z′) no pue-
de ser adyacente a los nodos en NC(z), dejando como posibles opciones a los nodos
ci, ci+2, ci+4, ci+5. Debido a esto, z′ puede formar parte del conjuntoDi∪Di+2∪Di+4∪Di+5.
De la misma forma, si z′ ∈ Di, para i ∈ [6] fijo, z puede formar parte del conjunto
Ti ∪ Ti+2 ∪ Ti+3 ∪ Ti+5.

Denominaremos nodos de tipo A a los y ∈ Y tal que (N(y) ∖ Y ) ⊆ T , nodos de tipo B a
los y ∈ Y tal que (N(y) ∖ Y ) ⊆ D y nodos de tipo C a los y ∈ Y que posean vecinos tanto en
T como en D.

Podemos resumir el análisis anterior en los siguientes lemas.

Lema 3.24 Sea y ∈ Y nodo de tipo A o tipo C, adyacente a conjuntos Ti y Tj distintos con
i, j ∈ [6]. Entonces j = i + 2 o j = i + 7.

De donde se desprende inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 3.25 Para cada nodo y ∈ Y de tipo A, existe v ∈ V (C7) tal que para todo z ∈
N(y) ∖ Y , zv ∈ E(G).
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Lema 3.26 Sea y ∈ Y nodo de tipo B o tipo C, adyacente a conjuntos Di y Dj distintos con
i, j ∈ [6]. Entonces existe i∗ ∈ [6] tal que y ∈ N(Di∗) ∩N(Di∗+3).

Lema 3.27 Sea y ∈ Y ∩N(Di), para i ∈ [6], un nodo de tipo C adyacente a un conjunto Tj,
para j ∈ [6]. Entonces j ∈ {i, i + 2, i + 3, i + 5}.

Debido al Lema 3.24, y no puede pertenecer a N(Ti) ∩ N(Ti+3), N(Ti+2) ∩ N(Ti+5) ni
N(Ti+2) ∩N(Ti+3).

Intercambiando los roles de T y D, tendremos que si y ∈ Y ∩N(Ti), para i ∈ [6], un nodo
de tipo C adyacente a un conjunto Dj, para j ∈ [6]. Entonces j ∈ {i, i + 2, i + 4, i + 5}.

Debido al Lema 3.26, y no puede pertenecer a N(Di) ∩N(Di+2), N(Di+2) ∩N(Di+4) ni
N(Di+4) ∩N(Di+5).

Recordando la Proposición 3.21 (e), tenemos que los nodos de tipo B y C son nodos
aislados al ser vistos como subgrafo inducido de G[Y ], por lo que ya poseemos toda la
información necesaria de ellos con los Lemas 3.26, 3.27 y 3.27, sin embargo, los nodos de
tipo A pueden formar aristas, por lo que debemos analizar las distintas combinaciones de
adyacencia para ellas también.

Para ello tenemos el siguiente lema.

Lema 3.28 Para y1, y2 ∈ Y nodos de tipo A tal que y1y2 ∈ E(G), donde y1 ∈ N(Ti) y sea
z′ ∈ N(y2) ∖ Y , para i ∈ [6]. Entonces z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+4 ∪ Ti+6.

Debido al Lema 3.24, y2 no puede pertenecer a N(Ti+3) ∩N(Ti+4), N(Ti+1) ∩N(Ti+4) ni
N(Ti+3) ∩N(Ti+6).

Demostración. Sea z ∈ NV (G)∖Y (y1) ∩ Ti, notamos que si z′ es adyacente a ci o ci+2, forma-
ríamos un C3 o un C5 inducido (incluso si no fuera inducido, la única manera que no lo sea
es que zz′ ∈ E(G), lo cual forma un C3 que también está prohibido), por lo que z′ solo puede
ser adyacente a ci+1, ci+3, ci+4, ci+5 y ci+6. Esto hace que z′ pueda pertenecer a Ti+1, Ti+3, Ti+4
y Ti+6.

De donde se desprende el siguiente corolario.

Corolario 3.29 Sean y1 ∈ Y ∩ N(Ti) e y2 ∈ Y nodos de tipo A donde y1y2 ∈ E(G), para
i ∈ [6]. Entonces para todo v ∈ N(y2) ∖ Y , existe c ∈ NC(v) tal que c ∈ {ci+1, ci+3, ci+6}.

A continuación, identificaremos algunos conjuntos de nodos que serán de importancia al
momento de enunciar el algoritmo.

Definición 3.30 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y de tipo A tales que y1y2 ∈ E(G), que sean
adyacentes respectivamente a los conjuntos Ti y Ti+3, para i ∈ [6], se les denominará Y A

i .

Es importante notar que cada conjunto Y A
i induce un subgrafo bipartito, con clases de
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biparticion NY A
i
(Ti) y NY A

i
(Ti+3).

c5c4c3c2c1c0

T0 T3

y2y1

Figura 3.15: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y A
0 .

Para este conjunto de nodos tenemos el siguiente lema.

Lema 3.31 Sea i ∈ [6], para cada conjunto Y A
i existen nodos ti ∈ Ti y ti+3 ∈ Ti+3 tales que:

NY A
i
(ti) ∪NY A

i
(ti+3) = Y A

i ,

es decir, todos los nodos de Y A
i deben ser adyacentes a ti o ti+3.

Demostración. Sean y1y2 e y3y4 dos aristas distintas de E(Y A
i ), donde y1 e y3 son adyacentes

a Ti, e y2 con y4 son adyacentes a Ti+3.

Afirmamos que
NTi

(y1) ⊆ NTi
(y3), o bien NTi

(y3) ⊂ NTi
(y1). (3.9)

Para probar (3.9), razonaremos por contradicción, es decir, existen t1 ∈ NTi
(y1)∖NTi

(y3),
t3 ∈ NTi

(y3) ∖ NTi
(y1). Sea t4 ∈ NTi+3

(y4), notamos que podemos formar el camino de la
Figura 3.16, el cual es un P9 inducido y por lo tanto una contradicción, lo cual prueba
(3.9). Esto implica que existirá un orden de inclusión asociado a la familia de vecindades
{NTi

(y)}y∈N
Y A
i
(Ti).

ci+6ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1ci

t3t1
t4

y4y3
y1

Figura 3.16

Sea ti un nodo cualquiera en NTi
(y∗), donde la vecindad NTi

(y∗) es una vecindad mi-
nimal para la inclusión con respecto a la familia {NTi

(y)}y∈N
Y A
i
(Ti). Debido a la minimali-

dad, cualquier nodo y ∈ NY A
i
(Ti) tendrá que cumplir que NTi

(y∗) ⊆ NTi
(y) y por lo tanto

ti ∈ NTi
(y), ∀y ∈ NY A

i
(Ti).
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El procedimiento anterior puede ser hecho de manera simétrica para el conjuntoNY A
i
(Ti+3),

por lo que también existe un orden sobre la familia de vecindades {NTi+3
(y)}y∈N

Y A
i
(Ti+3).

De aquí podemos encontrar un nodo ti+3 ∈ NTi+3
(y∗) donde la vecindad NTi+3

(y∗) es una
vecindad minimal para la inclusión con respecto al orden anterior. Luego, para cualquier
nodo y ∈ NY A

i
(Ti+3) tendremos NTi+3

(y∗) ⊆ NTi+3
(y) y por lo tanto ti+3 ∈ NTi+3

(y), para todo
y ∈ NY A

i
(Ti+3).

Los nodos ti y ti+3 son los que cumplen el lema.

Definición 3.32 Al conjunto de nodos y ∈ Y de tipo B que sean adyacentes a los conjuntos
Di y Di+3, para algún i ∈ [6], se les denominará Y B

i .

c4c3c2c1c0c6

D0 D3

y

Figura 3.17: Ejemplo de nodo y ∈ Y B
0 .

Sobre este conjunto de nodos tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.33 Sea i ∈ [6], para cada conjunto Y B
i existen nodos di ∈Di y di+3 ∈Di+3 tal que:

NY B
i
(di) ∪NY B

i
(di+3) = Y B

i

Demostración. Sean y1, y2 ∈ Y B
i , supongamos que existen d1 ∈ NDi

(y1) ∖ NDi
(y2), d2 ∈

NDi
(y2) ∖ NDi

(y1). Sea d3 ∈ NDi+3
(y2), notamos que podemos formar el camino de la Fi-

gura 3.18.

ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1cici+6

d2d1
d3

y2
y1

Figura 3.18
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En este camino, para evitar que sea inducido, debe existir alguna de las aristas d1d3 o y1d3
. En el caso d1d3, podemos formar el C5 de la Figura 3.19.

ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1cici+6

d2d1
d3

y4
y1

Figura 3.19

Este C5 es inducido, lo que es una contradicción, por lo que y1d3 ∈ E(G). Notamos que
d3 es un nodo arbitrario en N(y2), y podriamos haber tomado un nodo d4 ∈ NDi+3

(y1)
para concluir que y2d4 ∈ E(G). Concluimos que si no ocurre que NDi

(y1) ⊆ NDi
(y2), o bien

NDi
(y2) ⊂ NDi

(y1), entonces NDi+3
(y2) = NDi+3

(y2).

Sea di un nodo cualquiera en NDi
(y∗), donde la vecindad NDi

(y∗) es una vecindad minimal
para la inclusión con respecto a la familia {NDi

(y)}y∈Y B
i
. Tomaremos también un nodo di+3

cualquiera en NDi+3
(y∗).

Debido a la minimalidad, cualquier nodo y ∈ Y B
i tendrá que cumplir que NDi

(y∗) ⊆ NDi
(y)

o bien NDi+3
(y∗) = NDi+3

(y). Esto significa que di ∈ NDi
(y) o di+3 ∈ NDi+3

(y), para todo
y ∈ Y B

i .

Definición 3.34 Al conjunto de nodos y ∈ Y de tipo C que sean adyacentes a los conjuntos
Ti y Di+4, para algún i ∈ [6], se les denominará Y C

i , mientras que a los que sean adyacentes
a Ti y Di+5 (caso simétrico) se les denominará Y

C

i .

Notamos que por el Lema 3.26, el nodo y no puede ser adyacente al mismo tiempo a Di+4
y a Di+5, por lo cual, los conjuntos Y C

i y Y
C

i son disjuntos.

c4c3c2c1c0

T0 D4

y1

c5 c6 c0 c1 c2

T0D5

y2

Figura 3.20: Ejemplo de nodos y1 ∈ Y C
0 e y2 ∈ Y

C

0 .

Para este conjunto de nodos tenemos el siguiente resultado.
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Lema 3.35 Sea i ∈ [6], para cada conjunto Y C
i existen nodos ti ∈ Ti y di+4 ∈Di+4 tal que:

NY C
i
(ti) ∪NY C

i
(di+4) = Y C

i

Esto también es válido para cada conjunto Y
C

i , donde existen nodos ti ∈ Ti y di+5 ∈ Di+5 que
cumplen N

Y
C
i
(ti) ∪NY

C
i
(di+5) = Y

C

i .

Demostración. Debido a la estructura simétrica que poseen Y C
i e Y

C

i , podemos sin pérdida
de generalidad trabajar solo con Y C

i .

Sean y1, y2 ∈ Y C
i , supongamos que existen t1 ∈ NTi

(y1) ∖NTi
(y2), t2 ∈ NTi

(y2) ∖NTi
(y1).

Sea d1 ∈ NDi+4
(y2), notamos que podemos formar el camino de la Figura 3.21, donde para

evitar que sea inducido, las aristas posibles son t1d1 o y1d1.

ci+6ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1ci

t2t1
d1

y2
y1

Figura 3.21

En el caso de la existencia de t1d1, podemos formar el C5 de la Figura 3.22, el cual es un
C5 inducido, que es una contradicción, por lo que y1d1 ∈ E(G).

ci+6ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1ci

t2t1
d1

y2
y1

Figura 3.22

Al igual que en la demostración del Lema 3.33, podemos usar esto para concluir que si no
ocurre que NTi

(y1) ⊆ NTi
(y2), o bien NTi

(y2) ⊂ NTi
(y1), entonces NDi+4

(y2) = NDi+4
(y2).

Sea ti un nodo cualquiera en NTi
(y∗), donde la vecindad NDi

(y∗) es una vecindad minimal
para la inclusión con respecto a la familia {NTi

(y)}y∈Y C
i
. Tomaremos también un nodo di+4

cualquiera en NDi+4
(y∗).
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Debido a la minimalidad, cualquier nodo y ∈ Y C
i tendrá que cumplir que NTi

(y∗) ⊆ NTi
(y)

o bien NDi+4
(y∗) = NDi+4

(y). Esto significa que ti ∈ NTi
(y) o di+4 ∈ NDi+4

(y), para todo
y ∈ Y B

i .

Con esto, concluimos el análisis de adyacencia para el conjunto Y .
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3.2. Algoritmo de 3-coloreo en grafos (P9,C5,C3)-free

Sea G un grafo (P9,C5,C3)-free, si G es bipartito, implica automáticamente que puede
colorearse con dos colores, por lo que podemos concluir inmediatamente. En consecuencia,
nos concentraremos en el caso donde G no es bipartito. Entonces, existen ciclos impares, los
cuales deben ser ciclos C9 o C7 inducidos, debido a que los ciclos impares más pequeños estan
prohibidos.

Gracias al Lema 3.2 y la Proposición 3.5 nos basta con determinar un algoritmo que
decida la corolabilidad de un grafo (P9,C5,C3)-free que es minimal, al cual por comodidad
seguiremos llamando G.

Fijaremos en el grafo G un ciclo Cl, donde l = 9 si es que existe algún ciclo inducido
de largo 9, en su defecto, l = 7. Inicialmente tendremos una paleta Linicial donde para todo
v ∈ V (G), Linicial(v) = {1,2,3} (desde aquí en adelante, cualquier paleta definida sobre G,
será una subpaleta de Linicial). A partir de Linicial crearemos una familia {Li}i∈I de subpaletas
de Linicial, donde cada Li, con i ∈ I, es el resultado de pintar el ciclo Cl (fijar listas de tamaño
1 para cada nodo c ∈ V (Cl)) y haber realizado un proceso de update. Habrá una subpaleta
para cada uno de los coloreos existentes del ciclo Cl, descartando las paletas que al momento
de hacer update sobre dicha paleta, resulten con nodos con su lista vacía, ya que significa
que el coloreo no es factible.

Como en esta familia de subpaletas {Li}i∈I se encuentran todos los coloreos factibles
posibles, si es que el grafo es 3-coloreable, cada coloreo factible (si es que existe) debe ser una
subpaleta de alguna paleta en {Li}i∈I .

Debido a que identificamos el ciclo base Cl, podemos hacer uso de nuestros resultados
estructurales, Proposiciones 3.7 y 3.21, por lo que en nuestro grafo G podemos identificar los
conjuntos C, T , T ′, S e Y en caso de que l = 9 y en el caso contrario, los conjuntos C, T , D
e Y , donde en ambos casos el conjunto C está dado por el ciclo Cl.

Definición 3.36 Sea G un grafo (P9,C5,C3)-free, no bipartito y minimal, y sean L y L′
paletas de G. Decimos que L′ es subpaleta ideal de L si cumple:

(a) Si para un nodo y ∈ Y , tal que ∣L(y)∣ = 3, existe j ∈ L(y) tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v), (3.10)

entonces L′(y) = {j}.
(b) Si para y1, y2 ∈ Y con ∣L(y1)∣ = 3, donde y1y2 ∈ E(G), tal que existen j ∈ L(y1) y

k ∈ L(y2) distintos tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y1)∖Y

L(v), y k ∉ ⋃
v∈N(y2)∖Y

L(v), (3.11)

entonces L′(y1) = {j} y L′(y2) = {k}.
(c) Para todo v ∈ V (G) que no cumpla con las condiciones anteriores, L(v) = L′(v).
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En particular, L′ es subpaleta de L. Decimos que L es paleta ideal si es igual a alguna de sus
subpaletas ideales.

Lema 3.37 Sea G un grafo (P9,C5,C3)-free, no bipartito, minimal y sean L una paleta de G
y L′ una subpaleta ideal de L. Entonces existe un 3-coloreo factible c = {c(v)∣v ∈ V } subpaleta
de L si y solo si existe 3-coloreo factible c′ = {c′(v) ∣ v ∈ V } que es subpaleta de L′.

Demostración. Si es que existe un 3-coloreo c′ que sea subpaleta de L′, es directo que también
es subpaleta de L.

Si existe un 3-coloreo factible c = {c(v) ∣ v ∈ V } que sea subpaleta de L, existen dos casos
donde L y L′ pueden diferir.

(a) Existe y ∈ Y , tal que ∣L(y)∣ = 3, y j ∈ L(y) tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v),

En este caso, definimos c′(y) = {j}.
(b) Existen y1, y2 ∈ Y con ∣L(y1)∣ = 3 o ∣L(y2)∣ = 3, donde y1y2 ∈ E(G), y además existen

j ∈ L(y1) y k ∈ L(y2) tal que

i ∉ ⋃
v∈N(y1)∖Y

L(v), j ∉ ⋃
v∈N(y2)∖Y

L(v),

En este caso, definimos c′(y1) = {j} y c′(y2) = {k}.

Para todo nodo v ∈ V (G) que no entre en los casos anteriores, definimos c′(v) = c(v).

Es fácil notar que c′ es subpaleta de L′, por lo que nos queda probar su factibilidad. Che-
quearemos los nodos de las situaciones (a) o (b), ya que para los demás nodos la factibilidad
es directa porque c es coloreo factible.

En caso de que exista y ∈ Y en la situación (a), es claro ver que como fue coloreado con
un color que no se encuentra en las listas de sus vecinos, la factibilidad no se ve alterada.

En caso de que exista y1, y2 ∈ Y en la situación (b), no habrá problema entre ellos, debido a
que los colores con lo que son pintados son distintos. Tampoco hay problema con sus vecinos
en V (G)∖Y por la misma razón anterior, el color de c′(y1) no está en las listas de N(y1)∖Y
(análogo con y2).

Lo anterior implica que c′ es factible, por lo que concluímos.

Gracias a lo anterior, podemos reemplazar cada paleta Li con una subpaleta ideal, sin
alterar la colorabilidad de la tupla (G,Li), para todo i ∈ I.

Lo que haremos será entregarle a nuestro algoritmo como entrada la tupla (G,Li), donde
G es un grafo (P9,C5,C3)-free, no bipartito y minimal, y Li es una de las paletas de la familia
{Li}i∈I , que es paleta ideal.
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Nuestro objetivo será, mediante precoloreos y update a las listas, intentar que nuestro
problema de 3-coloreo se reduzca a resolver un problema de 2-lista-coloreo, para así lograr
concluir con el Teorema 2.3. Como en la lista de entrada Li ya coloreamos el conjunto C y
realizamos el posterior update, el único conjunto que podría tener aún nodos con lista de
tamaño tres, independiente del valor de l, es Y .

A partir de ahora se supondrá que las paletas ideales L enunciadas en los lemas siguientes
ya pasaron por un proceso de update, por lo que no existen nodos v,w ∈ V (G), con v,w ∈
E(G), tal que ∣L(v)∣ = 1 y L(v) ⊆ L(w).

3.2.1. Existencia de un C9

Sea (G,L) la tupla de entrada de nuestro algoritmo, donde G es un grafo (P9,C5,C3)-free
donde existe un ciclo C9 inducido y L es una paleta ideal. Una vez encontrado el C9 inducido,
también identificaremos los conjuntos de la Proposición 3.7.

A continuación veremos algunos lemas para entender como se ve una paleta ideal L en la
estructura del grafo G.

Lema 3.38 Sean L una paleta ideal e y ∈ Y ∗. Si ∣L(y)∣ = 3, entonces existe i ∈ [8] tal que
y ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Demostración. Sea y ∈ Y ∗ tal que ∣L(y)∣ = 3, veamos los posibles casos.

(a) Si y ∈ N(S):
Sea s ∈ N(y) ∩ S, sin pérdida de generalidad s ∈ Si.
Notamos que como ∣L(y)∣ = 3, significa que ningún nodo en N(y) puede estar pintado,
de lo contrario, el update hubiera quitado algún color de L(y). Debido a esto, los
nodos que hayan sido pintados en NC9(s) deben estar pintados del mismo color, que
denominaremos j.
Ocupamos directamente el Corolario 3.13, que dice cualquier nodo z ∈ N(y) compartirá
un vecino con s en el ciclo C9. Además, todos los vecinos de z en el ciclo C9 están
pintados del mismo color, por lo que concluimos que deben ver el mismo color que el
nodo s. Luego, tenemos que existe j ∈ L(y) tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v),

y además ∣L(y)∣ = 3, lo que es una contradicción con que L es paleta ideal, por lo que
dicha configuración no puede ocurrir.

(b) Si y es vecino de un único conjunto T ′
i , para i ∈ [8]:

Notamos que si y es adyacente a un conjunto único T ′
i , para i ∈ [8], como ∣L(y)∣ = 3,

significa que ningún nodo en N(y) puede estar pintado. Debido a esto, los nodos ci y
ci+2 deben estar pintados del mismo color, que denominaremos j. Como suponemos que
N(y) ⊆ T ′

i , se cumple que existe j ∈ L(y) tal que
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j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v),

con lo que llegamos a la misma contradicción de (a).

Luego, por el Lema 3.10, existe un i ∈ [8], tal que y ∈ N(T ′
i ) ∩ N(T ′

i+2), con lo cual
concluimos.

A continuación analizaremos el conjunto Y ∖ Y ∗.

Con respecto a las paletas de los nodos en N(C)∖C, es importante notar que estos nodos
pueden quedar pintados debido al update, pero no necesariamente por ver dos colores distintos
en el ciclo, sino que puede ser ocasionado por nodos en V (G) ∖ C que fueron pintados, lo
cual será importante en suposiciones de lemas posteriores.

Lema 3.39 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ (Y ∗ ∪Y S), donde y1y2 ∈ E(G), y sea L una paleta ideal tal que
∣L(y1)∣ = 3. Si ∣L(y2)∣ = 2 y para todo v ∈ N(y2)∖Y se tiene que v solo ve un color en el ciclo
C, entonces existe i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Demostración. Supongamos que y1 ∈ N(Si), para algún i ∈ [8]. Por el Lema 3.16, y como
y1, y2 ∉ Y S, tenemos que y2 ∈ N(T ′

i+1 ∪ T ′
i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+8).

Como ∣L(y1)∣ = 3, el conjunto Si debe ver solo un color en el ciclo C, por lo que supon-
dremos que L(ci) = L(ci+2) = L(ci+4) = {j}, y debido al Corolario 3.13, todos los nodos en
N(y1) ∖ Y deben ver al color j en el ciclo C.

Como ∣L(y2)∣ = 2 posee dos colores en su lista, es porque debe existir un nodo v′ ∈ N(y2)
pintado, que asumiremos sin pérdida de generalidad en T ′

i+1 ∪ Si+1. Como N(y2) ∖ Y solo
ve un color en el ciclo C, supondremos que los nodos en T ′

i+1 ∪ Si+1 ven al color k, que por
factibilidad del coloreo, debe ser distinto a j.

Como v′ solo ve al color k en el ciclo, la razón por la que está pintado es que existe
z ∈ N(v′) ∖C pintado y adyacente a él que le quita un color.

Notamos que si L(z) = {l}, entonces L(v′) = {j}, lo que implica que L(y2) = {k, l}, esto
significa que y1 cumple (3.10), lo que es una contradicción con que L es paleta ideal. Por lo
tanto, suponemos de ahora en adelante que L(z) = {j}, y por tanto L(v′) = {l}.

Supongamos que z ∈ Y y sea s ∈ N(y1) ∩ Si, podemos formar el camino de la Figura 3.23,
donde el nodo s no puede ser adyacente con z (por el Lema 3.12 si v′ ∈ T ′

i+1 o por el Lema
3.13 si v′ ∈ Si+1), por lo que la única manera de que el P9 no sea inducido, es que sv′ ∈ E(G).
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ci+6
ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1cici+8

s v′

y2y1 z

Figura 3.23

Si sv′ existe, entonces L(s) = {k}, lo cual contradice el hecho de que ∣L(y1)∣ = 3. Concluimos
que z ∉ Y .

Supongamos ahora que z ∈ T ′ ∪ S ∪ T , gracias al Lema 3.8, sabemos que z ∈ T ′
i+2 ∪ T ′

i ∪
Si+2 ∪ Si ∪ Ti+2 ∪ Ti+4 ∪ Ti (sin importar si v′ ∈ T ′

i+1 o v′ ∈ Si+1). Sin embargo, todos estos
conjuntos cumplen con que son adyacentes a algún nodo en {ci, ci+2, ci+4}, los cuales están
pintados con el color j, el mismo color de z, lo que contradice la factibilidad del coloreo, por
lo que concluimos que y1 ∉ N(Si), por lo que la única posibilidad es que y1 ∈ N(T ′

i ), para
algún i ∈ [8].

Por el Lema 3.15, sabemos que y2 ∈ N(T ′
i+1 ∪ T ′

i+8 ∪ Si+1 ∪ Si+8). Supongamos sin pérdida
de generalidad que v′ ∈ T ′

i+1 ∪ Si+1.

Debido al Lema 3.14, si T ′
i+2 ≠ ∅, podemos concluir el resultado inmediatamente, por

lo que nos basta probar que T ′
i+2 ≠ ∅ (y1 ∉ N(T ′

i+7) por el Lema 3.15 al suponer que y2 ∈
N(T ′

i+1 ∪ Si+1)). Como ∣L(y1)∣ = 3, supondremos que L(ci) = L(ci+4) = {j} y por el Corolario
3.12, podemos concluir que todos los nodos en N(y1) ∖ Y deben ver al color j en el ciclo C.
El color que ve T ′

i+1 ∪ Si+1 en el ciclo será k, distinto de j.

Supondremos la existencia del nodo z como antes, y sabemos que z ∉ Y , debido a que
podemos formar el P9 anterior y llegar a la contradicción análoga del caso y1 ∈ N(Si).
Además, también tendremos que L(z) = {j} y L(v′) = {l}, para no contradecir que L es
paleta ideal.

Finalmente, si z ∈ T ′ ∪ S ∪ T , gracias al Lema 3.8, sabemos que z ∈ T ′
i+2 ∪ T ′

i ∪ Si+2 ∪ Si ∪
Ti+2 ∪Ti+4 ∪Ti (sin importar si v′ ∈ T ′

i+1 o v′ ∈ Si+1). Sin embargo, todos estos conjuntos, salvo
T ′
i+2, son adyacentes a ci o ci+4, por lo que no pueden tener el color j en sus listas, esto obliga

a que z ∈ T ′
i+2, lo que prueba que T ′

i+2 ≠ ∅, por lo tanto y1 ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2) por el Lema
3.14.

Definiremos ahora dos condiciones que usaremos luego.
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Definición 3.40 Para un nodo y ∈ Y y una paleta L1, definimos la condición de color
faltante:

(CF) Existe j ∈ {1,2,3} tal que para todo v ∈ N(y) ∖ Y , j ∉ L1(v).

Definición 3.41 Sean y1, y2 ∈ Y , donde y1y2 ∈ E(G), definimos la condición de coloración:

(CC) No existe color j tal que falte en las lista de un nodo en N(y2) ∖ Y y también de
N(y1) ∖ Y .

A continuación, intentaremos chequear para cada una de las configuraciones las condiciones
(CF ) y (CC). Para eso, tenemos los siguientes lemas.

Lema 3.42 Sea y1 ∈ Y ∖Y ∗ y sea L paleta ideal. Si y1 no cumple (CF ) y ∣L(y1)∣ = 3, entonces
existe i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Demostración. Notamos que todos los nodos en N(y1)∖Y deben ver solo un color en el ciclo
C9, ya que si vieran dos estos serían pintados por el update, haciendo que también y1 pierda
un color de su lista.

Los Corolarios 3.12 y 3.13 nos dicen que los conjuntos a los que y1 sea adyacente, salvo
cuando existe un i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2), comparten un vecino en el ciclo C9.

Como cada conjunto solo puede ver un color en el ciclo, podemos concluir que todos los
conjuntos deben ver exactamente el mismo color, que significa que estos casos si cumplen con
la condición (CF ), por lo que la única configuración que no puede cumplir (CF ) es cuando
existe i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Lema 3.43 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ y sea L paleta ideal tal que ∣L(y1)∣ = 3. Si no se cumple
(CC), entonces existe i ∈ [8] tal que y1, y2 ∈ Y S

i o y1 ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2).

Demostración. Sean B = N(y2) ∖ Y y A = N(y1) ∖ Y y supongamos que ∣L(y2)∣ = 3. Como
∣L(y1)∣ = 3, por los Corolarios 3.12 y 3.13 tenemos que todos los nodos en N(y1) ∖ Y deben
ver el mismo color en el ciclo C, salvo cuando existe i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Llamamos a dicho color j.

A la vez, los Corolarios 3.17 y 3.18 nos dicen que, salvo cuando y1 ∈ N(Si) e y2 ∈ N(Si+3)△
N(Si+6), tenemos que

para todo v ∈ NC9(B), existe w ∈ NC9(A) tal que v1v2 ∈ E(G),

lo cual junto a la condición que los nodos en N(y1) ∖ Y ven al color j en el ciclo C, implica
directamente la condición (CC). Por tanto, las únicas configuraciones posibles para que (CC)
no se cumpla son y1 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2) o y1 ∈ N(Si) e y2 ∈ N(Si+3)△N(Si+6), es decir, existe

i ∈ [8] tal que y1, y2 ∈ Y S
i .

En caso de que ∣L(y2)∣ = 2, si existe un nodo v ∈ B que ve dos colores distintos en el ciclo C,
por los Corolarios 3.17 y 3.18, sabemos que (salvo cuando y1 ∈ N(Si) e y2 ∈ N(Si+3)△N(Si+6))
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v debe ver los colores k y l, por lo que L(y2) = {k, l}, implicando que y1 cumple (3.10), que
contradice que L es paleta ideal.

Si todo nodo en B ve solo un color en el ciclo C, entonces debe existir un nodo z ∈ N(C)∖C
de lista de tamaño 1, adyacente a un nodo b ∈ B tal que b es pintado del color que hace que
(CC) no se cumpla. Por el Lema 3.39, concluimos que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2) o y1, y2 ∈ Y S

i

para que esto ocurra.

Lema 3.44 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ (Y ∗ ∪ Y S), donde y1y2 ∈ E(G) y donde no existe i ∈ [8] tal que
y1 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2), y sea L paleta ideal tal que ∣L(y1)∣ = 3. Si y1 cumple (CF ) y se cumple

(CC), entonces ∣L(y2)∣ = 3 y y2 ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2) para algún i ∈ [8].

Demostración. Si L es tal que ∣L(y1)∣ = 3, entonces los nodos en N(y1)∖Y ven solo un color
en el ciclo C9 (si no, entonces el update le hubiera quitado un color a L(y1)), y debido a
la condición (CF ), obliga a que dicho color sea el mismo para todo nodo en N(y1) ∖ Y ,
llamemoslo j.

Si ∣L(y2)∣ = 2, debe ser porque existe un nodo v ∈ N(y2) ∖ Y que fue pintado, y debido al
update, y2 perdió un color. Supondremos que v entonces debe ver dos colores distintos en el
ciclo C9, si no lo hace, por el Lema 3.39, entonces existe i ∈ [8] tal que y1 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2),

que es una contradicción.

Como v ve dos colores en el ciclo, por la condición (CC), estos colores deben ser distintos
a j, es decir, son k y l. Esto significa que el color faltante en L(y2) es j. Luego, y1 cumple
(3.10), pero ∣L(y1)∣ = 3, lo cual es una contradicción con que L es paleta ideal, por lo que
∣L(y2)∣ ≠ 2. Como a la paleta se le hizo un update anteriormente, entonces tampoco es posible
que y2 posea una sola entrada en su lista, implicando que ∣L(y2)∣ = 3

Si ahora asumimos que y2 también cumple (CF ), como ∣L(y2)∣ = 3, entonces los nodos
en N(y2) ∖ Y ven solo un color en el ciclo C9 (de la misma manera que con y1), y debido
a la condición (CF ), obliga a que dicho color sea el mismo para todo nodo en N(y2) ∖ Y ,
llamémoslo k.

Debido a la condición (CC), tenemos que j ≠ k, por lo que se cumple (3.11), pero ∣L(y1)∣ =
∣L(y2)∣ = 3, lo cual es una contradicción con que L es paleta ideal y concluimos que y2 no
cumple (CF ), que por el Lema 3.42 implica que y2 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2) para algún i ∈ [8].

Gracias a los lemas anteriores, sabemos qué conjuntos pueden tener nodos con listas de
tamaño tres al momento de entrar al algoritmo.
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Algoritmo de 3-coloreo

A continuación veremos el algoritmo. Recordemos que el input para este algoritmo es una
tupla (G,Li∗), donde G es un grafo de la clase (P9,C5,C3)-free, conexo y minimal, y Li∗ es
una paleta ideal perteneciente a la familia {Li}i∈I .

Algorithm 1 Coloreo (P9,C5,C3)-free
1: procedure ALGC9(G,Li∗)
2: Lf ← ∅
3: C ← ciclo C9

4: for i ∈ [8] do
5: T̄ ← ti ∈ T ′

i arbitrario
6: S̄ ← si y si+3 del Lema 3.20
7: end for
8: Pintamos los nodos en T̄ (T-coloreo) y S̄ (S-coloreo) de todas las maneras posibles,

esto genera la familia de paletas L, subpaletas de Li∗ .
9: for L ∈ L do

10: L← update(L)
11: if L es factible then
12: L← ideal(L)
13: Lf ← Lf ∪L
14: end if
15: end for
16: return (G,Lf)
17: end procedure

Proposición 3.45 Para toda L ∈ Lf , paletas retornadas del algoritmo, se cumple que para
todo v ∈ V (G), ∣L(v)∣ ≤ 2.

Demostración. El resultado es consecuencia directa de los lemas siguientes.

Lema 3.46 Para todo L ∈ Lf y para todo y ∈ Y ∗, ∣L(y)∣ ≤ 2.

Lema 3.47 Para todo L ∈ Lf y para todo y ∈ Y ∖ Y ∗, ∣L(y)∣ ≤ 2.

Esto debido a que es directo que los nodos en V (G) ∖ Y tienen listas de tamaño menor
estricto que tres, ya que el ciclo C9 está pintado y le quita al menos un color a todos los
nodos adyacentes a él.

Ambos lemas serán probados posteriormente.

Gracias a la Proposición 3.45, podemos utilizar el Teorema 2.3 para resolver el problema
de 2-lista-coloreo para cada paleta L ∈ Lf . Si es que logramos encontrar un 2-lista-coloreo
factible para alguna de ellas, dicho coloreo será también un 3-coloreo, por lo que el grafo será
3-coloreable y tendremos el coloreo factible. En caso de que todas las paletas sean infactibles
para el 2-lista-coloreo, entonces concluimos que el grafo no era 3-coloreable en primer lugar.
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Demostración del Lema 3.46

Demostración. Sean L̂ ∈ Lf e y ∈ Y ∗, supongamos que ∣L̂(y)∣ = 3. Por el Lema 3.38, sabemos
que existe i ∈ [8] tal que y ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Sea L ∈ Lf , podemos utilizar el Lema 3.14 directamente, tenemos que y será completo a
T ′
i , en particular, será adyacente al nodo ti que fue pintado en el T-coloreo. Esto significa que
y debió haber perdido un color en el update posterior, lo cual es una contradicción.

Demostración del Lema 3.47

Demostración. Supongamos ahora que existe y1 ∈ Y ∖ Y ∗ y sea L̂ paleta de entrada al algo-
ritmo tal que ∣L̂(y1)∣ = 3, sea también y2 ∈ Y ∖ Y ∗ tal que y1y2 ∈ E(G).

(0) Por el Lema 3.44, sabemos que si tenemos las condiciones (CF ) y (CC) que ∣L̂(y1)∣ =
∣L̂(y2)∣ = 3 y que sin pérdida de generalidad y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2), para algún i ∈ [8].

Por el Lema 3.15, tenemos que y2 ∈ N(Si+1) ∪N(T ′
i+1).

El conjunto T ′
i debe ver un sólo color en el ciclo C, ya que ∣L̂(y1)∣ = 3, al cual llamaremos

j (analogamente para el conjunto T ′
i+2, llamaremos a este color k). Lo mismo ocurre

para Si+1 y T ′
i+1, deben ver un sólo color en el ciclo C, y como ambos conjuntos tienen

vecinos comunes en el ciclo C, sabemos que dicho color es el mismo, llamemoslo l.
Como ci+1, ci+5 ∈ N(Si+1) ∩N(T ′

i+1) son adyacentes respectivamente a ci+2 ∈ N(T ′
i+2) y

ci+4 ∈ N(T ′
i ), tenemos que l es distinto a j y k.

Si j = k, significa que a los nodos en N(y1)∖Y les faltará el color j, mientras que a los
nodos en N(y1) ∖ Y les faltará l, y como ambos tienen 3 entradas en sus listas, y1 e y2
cumplen (3.11), lo que contradice que la paleta L̂ sea ideal.
Si j ≠ k, entonces la configuración que entrará al algoritmo es L̂(T ′

i ) = {k, l}, L̂(T ′
i+2) =

{j, l} y sabemos que para todo v ∈ T ′
i+1 ∪ Si+1, L̂(v) = {j, k}.

Sabemos que y1 es completo a T ′
i y T ′

i+2, por lo que perderá al menos un color en el
proceso de T-coloreo. Existen dos situaciones posibles, que dependen de los colores que
fueron usados para pintar los nodos ti, ti+2 ∈ T̄ :

• Si ti es pintado k o ti+2 es pintado j: Notamos que en cualquiera de los dos casos,
ambos estarán pintados de un color distinto, pintando y1 en el posterior update, y
por consiguiente, quitándole un color de la lista a y2, por lo que para toda paleta
L ∈ Lf , ∣L(y1)∣ ≤ 2 y ∣L(y2)∣ ≤ 2.

• Si ti y ti+2 son pintados l: Significará que y1 no tendrá l en su lista, al igual que
los nodos del conjunto N(y2) ∖ Y , por lo que los nodos en N(y2) no tendrán a l
en su lista, haciendo que y2 cumpla (3.10) y así sea pintado al idealizar las paletas
factibles en el algoritmo.

(1) Supongamos que no se cumple (CC), el Lema 3.43 nos dice entonces que existe i ∈ [8]
tal que y1, y2 ∈ Y S

i o y1 ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2).
Si y1, y2 ∈ Y S

i , sabemos que el algoritmo pintó en el proceso de S-coloreo los nodos del
Lema 3.20, por lo que para toda paleta L ∈ Lf , ∣L(y1)∣ ≤ 2 y ∣L(y2)∣ ≤ 2. Si existe i ∈ [8]
tal que y1 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2), entonces el Lema 3.15 nos dice que y2 ∈ N(Si+1)∪N(T ′

i+1).
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Si ∣L̂(y2)∣ = 2, como el algoritmo pinta los nodos en T̄ en el proceso de T-coloreo, y1
perderá un color, por lo que para toda paleta L ∈ Lf , ∣L(y1)∣ ≤ 2 y ∣L(y2)∣ ≤ 2.
Debido a esto, asumimos que ∣L̂(y2)∣ = 3, pero también tenemos que ∣L̂(y1)∣ = 3 y
y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2), situación que ya fue vista en el caso (0).

(2) Supondremos que se cumple (CC), pero que no se cumple (CF ) para y1.
Por el Lema 3.42, si y1 ∈ Y no cumple (CF ), entonces debe existir i ∈ [8] tal que
y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2). Por el Lema 3.15, tenemos que y2 ∈ N(Si+1) ∪N(T ′

i+1).
El conjunto T ′

i debe ver un sólo color en el ciclo C, ya que ∣L̂(y1)∣ = 3, al cual llamaremos
j (analogamente para el conjunto T ′

i+2, llamaremos a este color k). Como y1 no cumple
(CF ), sabemos que j ≠ k.
Sabemos por el Lema 3.14 que y1 es completo a T ′

i y T ′
i+2, por lo que perderá al menos

un color en el proceso de T-coloreo. En el caso que ∣L̂(y2)∣ = 2, concluimos que para
L ∈ Lf , ∣L(y1)∣ ≤ 2 y ∣L(y2)∣ ≤ 2. Si ∣L̂(y2)∣ = 3, además tenemos que ∣L̂(y1)∣ = 3 y
y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2), situación que ya fue vista en el caso (0).
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3.2.2. Existencia de un C7 y libre de C9

Sea (G,L) la tupla de entrada de nuestro algoritmo, donde G es un grafo (P9,C9,C5,C3)-
free donde existe un ciclo C7 inducido y L es una subpaleta ideal de una paleta Li, i ∈ I. Una
vez encontrado el C7 inducido, también identificaremos los conjuntos de la Proposición 3.21.

A continuación veremos algunos lemas para entender como se ve una paleta ideal L en la
estructura del grafo G.

Lema 3.48 Sean L paleta ideal e y ∈ Y ∗. Si ∣L(y)∣ = 3, entonces existe i ∈ [6] tal que
y ∈ Y B

i ∪ Y C
i ∪ Y C

i .

Demostración. Supongamos que existe ŷ ∈ Y ∗ tal que ∣L(ŷ)∣ = 3.

(a) Si ŷ es nodo de tipo B.
Si existe un único i ∈ [6] tal que y ∈ N(Di), como al conjunto Di le faltará un color en
su lista, que es el color que tiene el nodo ci, digamos j. Luego, j ∈ L(ŷ) pero

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal.
Luego, por el Lema 3.26, si ŷ es adyacente a conjuntos Di y Dj, j ≠ i, entonces existe
i∗ ∈ [6] tal que ŷ ∈ N(Di∗) ∩N(Di∗+3), es decir, ŷ ∈ Y B

i∗ .
(b) Si ŷ es un nodo de tipo C.

En este caso tenemos que y ∈ N(Ti), para algún i ∈ [6]. Como ∣L(ŷ)∣ = 3, sabemos que
Ti ve un único color en el ciclo C7, llamemos a este color j.
Si ŷ ∈ N(Ti) ∩N(Di) y a la vez ŷ ∉ N((T ∪D) ∖ (Ti ∪Di)), entonces j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción con que L es paleta ideal.
Notamos que el caso cuando ŷ ∈ N(Ti) ∩ N(Di+2) e ŷ ∉ N((T ∪D) ∖ (Ti ∪Di+2)) es
simétrico al anterior, y no pueden ocurrir al mismo tiempo por el Lema 3.26.
Esto nos deja como los únicos casos posibles, si es que ŷ es nodo de tipo C, que exista
i ∈ [2d] tal que ŷ ∈ Y C

i o ŷ ∈ Y C

i .
(c) Si ŷ es nodo de tipo A.

Si existe un único i ∈ [6] tal que y ∈ N(Ti), como ∣L(ŷ)∣ = 3, el conjunto Ti debe ver un
único color en el ciclo C7, llamémoslo j. Luego, j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal.
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En caso de que sea adyacente a conjuntos Ti y Tj, con j ≠ i, por el Lema 3.24 tenemos
que existe i∗ ∈ [6] tal que ŷ ∈ N(Ti∗) ∩N(Ti∗+2).
Sabemos que tanto Ti como Ti+2 deben ver solo un color en el C7, y como ambos
comparten a ci+2 como vecino, el color que ven debe ser el mismo, digamos j. Luego,
j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal, por lo que ŷ no puede ser un nodo
tipo A.

Esto concluye la demostración del lema.

A continuación, tenemos resultados para nodos y ∈ Y ∖ Y ∗.

Lema 3.49 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ nodos de tipo A, donde y1y2 ∈ E(G), y sea L paleta ideal.
Entonces no puede ocurrir que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 3.

Demostración. Supongamos que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 3. Como y1 tiene lista de tamaño 3,
los nodos en N(y1) ∖ Y no pueden estar pintados, por lo que cada uno debe mirar un solo
color en el ciclo C7. Lo mismo ocurre con el nodo y2.

Sabiendo lo anterior, y haciendo uso del Corolario 3.25, tenemos que el color que mira cada
uno de los distintos conjuntos adyacentes a y1 debe ser el mismo, ya que todo par de nodos
en N(y1) debe tener un vecino común en el ciclo C7, llamemos a dicho color j. Analogamente
para y2, llamemos a dicho color k.

Finalmente, haciendo uso del Corolario 3.29, concluímos que j ≠ k, por lo que

j ∉ ⋃
v∈N(y1)∖Y

L(v), k ∉ ⋃
v∈N(y2)∖Y

L(v),

lo cual es una contradicción con el hecho de que L es una paleta ideal.

Lema 3.50 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ nodos de tipo A, donde y1, y2 ∈ E(G), y sea L paleta ideal.
Si y1 ∈ N(Ti), para algún i ∈ [6], e y2 ∉ N(Ti+3) ∪N(Ti+4), entonces no puede ocurrir que
∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 2.

Demostración. Supongamos que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 2. Como el nodo y1 cumple con tener
lista de tamaño 3, los nodos en N(y1) ∖ Y no pueden estar pintados, por lo que cada uno
debe mirar un solo color en el ciclo C7. Por el Corolario 3.25 podemos concluir que el color
que ven los nodos en N(y1) ∖ Y es el mismo, lo llamaremos l.

Notamos que gracias al Lema 3.28, sabemos que y2 ∈ Ti+1 ∪ Ti+6 (ya que y2 ∉ N(Ti+3) ∪
N(Ti+4)). Como ∣L(y2)∣ = 2, existe v ∈ N(y2) ∖ Y que fue pintado.
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Si suponemos que v ve dos colores en el ciclo C, por factibilidad del coloreo, tenemos que
los colores que deben ver los conjuntos Ti+1 y Ti+6 deben ser distintos a l, es decir, son j y k.
Por lo tanto, L(v) = {l} y L(y2) = {j, k}, entonces

l ∉ ⋃
v∈N(y1)

L(v),

lo cual es una contradicción con el hecho de que L es una paleta ideal.

Si v solo ve un color en el ciclo C, entonces existe z ∈ V (G) ∖ C que fue pintado y le
quitó un color a v. Llamemos k al color que v ve en el ciclo C. Notamos que si L(v) = {l},
llegaremos a la misma contradicción anterior, por lo que supondremos que L(v) = {j}, por
lo que L(z) = {l}.

Supondremos sin pérdida de generalidad que v ∈ Ti+1, el caso Ti+6 será análogo. Si supo-
nemos que z ∈ T ∪ D, gracias al Lema 3.22, sabemos que z ∈ Ti+2 ∪ Ti ∪ Di+2 ∪ Di+4 ∪ Di.
Sin embargo, como los nodos ci y ci+2 están pintados l, z no puede ser adyacente a ellos por
factibilidad del coloreo, por lo que la única configuración posible es que z ∈Di+4.

Sea t ∈ N(y1)∩Ti, podemos armar el camino de la Figura 3.24, donde la única manera que
no sea inducido, es que tv ∈ E(G), pero esto implicaría que L(t) = {k}, lo cual contradice el
hecho de que ∣L(y1)∣ = 3. Concluimos que z ∉ T ∪D.

ci+4ci+3ci+2ci+1cici+6

vt

y1 y2

z

Figura 3.24

ci+4ci+3ci+2ci+1cici+6

vt

y1 y2 z

Figura 3.25

Por lo que solo puede ser que z ∈ Y , pero si esto ocurre, podemos armar el camino de la
Figura 3.25, donde la única manera que no sea inducido, es que tv ∈ E(G), provocando la
misma contradicción anterior. Concluimos que no puede ocurrir que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 2.
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Algoritmo de 3-coloreo

A continuación veremos el algoritmo. Recordemos que el input para este algoritmo es una
tupla (G,Li∗), donde G es un grafo de la clase (P9,C9,C5,C3)-free, conexo y minimal, y Li∗

es una paleta ideal perteneciente a la familia {Li}i∈I .

Algorithm 2 Coloreo (P9,C9,C5,C3)-free
1: procedure ALGC7(G,Li∗)
2: Lf ← ∅
3: C ← ciclo C7

4: for i ∈ [6] do
5: Ā← ti y ti+3 del Lema 3.31
6: B̄ ← di y di+3 del Lema 3.33
7: C̄1 ← ti y di+4 del Lema 3.35
8: C̄2 ← ti y di+5 del Lema 3.35
9: end for

10: Pintamos los nodos en Ā (A-coloreo), B̄ (B-coloreo), C̄1 y C̄2 (C-coloreo) de todas las
maneras posibles, esto genera la familia de paletas L, subpaletas de Li∗ .

11: for L ∈ L do
12: L← update(L)
13: if L es factible then
14: Lf ← Lf ∪L
15: end if
16: end for
17: return (G,Lf)
18: end procedure

Proposición 3.51 Para toda L ∈ Lf , subpaletas retornadas del algoritmo, se cumple que
para todo v ∈ V (G), ∣L(y)∣ ≤ 2.

Demostración. Es directo que los nodos en V (G)∖Y tienen listas de tamaño menor estricto
que 3, ya que el ciclo C7 fue pintado, y le quita al menos un color a los nodos que son
adyacentes a él. Gracias a los Lemas 3.48, 3.49 y 3.50 sabemos que los únicos nodos en Y

que pueden tener listas de tamaño tres son los que pertenecen a Y A
i ∪ Y B

i ∪ Y C
i ∪ Y C

i para
algún i ∈ [6].

Para los casos faltantes tenemos el siguiente lema.

Lema 3.52 Sean y ∈ Y A
i ∪ Y B

i ∪ Y C
i ∪ Y C

i y sea L ∈ Lf . Entonces ∣L(y)∣ ≤ 2.

Demostración. La demostración sigue directamente de los Lemas 3.31, 3.33 y 3.35 y de los
procesos de A-coloreo, B-coloreo y C-coloreo en el algoritmo.
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Gracias a la Proposición 3.51 podemos utilizar el Teorema 2.3 para resolver el problema
de 2-lista-coloreo para cada paleta L ∈ Lf . Si es que logramos encontrar un 2-lista-coloreo
factible para alguna de ellas, dicho coloreo será también un 3-coloreo, por lo que el grafo será
3-coloreable y tendremos el coloreo factible. En caso de que todas las paletas sean infactibles
para el 2-lista-coloreo, entonces concluimos que el grafo no era 3-coloreable en primer lugar,
esto debido a que nuestra familia Lf contiene como subpaletas a cualquier coloreo factible.
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Capítulo 4

3-coloreo en grafos
(P2d+3,C2d−1, ...,C3)-free, d ≥ 4.

En este capítulo se intentará realizar una generalización del resultado obtenido en el
capítulo anterior.

Siguiendo la misma estructura que en el capítulo anterior, lo primero que haremos será
entender la estructura de un grafo (P2d+3,C2d−1,C2d−3, ...,C3)-free, d ≥ 4, que para una mayor
comodidad en la notación, lo llamaremos simplemente (P2d+3,C≤2d−1)-free, notando que el
caso d = 3 es exactamente el caso (P9,C5,C3)-free.

Notamos además que como en este caso suponemos d ≥ 4, entonces siempre estarán prohi-
bidos los ciclos C7, C5 y C3. Definiremos además algunos conceptos que serán usados recu-
rrentemente para simplificar los análisis en las siguientes secciones.

Definición 4.1 Sea t ≥ 1 y sea C = c0, ..., ct un ciclo inducido, sean v1, v2 ∈ C. Definimos
PC
min(v1, v2) al conjunto de nodos del camino más corto que une los nodos v1 y v2 (sin in-

cluirlos) en el ciclo C. Análogamente definimos PC
max(v1, v2) al conjunto de nodos del camino

más largo que une los nodos v1 y v2 (sin incluirlos) en el ciclo C.

Definición 4.2 Sea t ≥ 1 y sea C = c0, ..., ct un ciclo inducido, sean además A,B ⊆ V (G)∖C.
Decimos que A y B están enlazados si existen nodos a1, a2 ∈ NC(A) y un nodo b1 ∈ NC(B) ∩
(P (a1, a2) ∪ {a1, b1}) donde a ∉ P (a1, a2), para todo a ∈ NC(A) ∖ ({a1, a2}).
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ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

A

B

ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

A′

B′

Figura 4.1: A la izquierda, los conjuntos A y B están enlazados, donde los nodos pintados
ci, ci+4 y ci+2 cumplen la condición para esto. A la derecha, los conjuntos A′ y B′ no están
enlazados

Definición 4.3 Sean A,B ⊆ V (G) conjuntos no enlazados y distintos de nodos adyacentes
al ciclo C. Definimos dCmin(A,B) como el tamaño del camino P más corto en el ciclo C que
une nodos de NC(A) con NC(B), sin contar los extremos y tal que V (P ) ⊆ V (C)∖(NC(A)∪
NC(B)).

De la misma manera, definimos dCmax(A,B) como su análogo pero de largo máximo.

Si es que no existe ambigüedad con respecto al ciclo C que utilizamos ni a los conjuntos
A,B usados, simplificaremos la notación a dmin y dmax en vez de dCmin(A,B) y dCmax(A,B).

ci+3

ci+2
ci+1ci

ci+8

ci+7

ci+6 ci+5
ci+4

A

B

Figura 4.2: En rojo, los nodos del camino con el cual es definido dmax(A,B), mientas que en
verde los nodos del camino con el cual es definido dmin(A,B).
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4.1. Estructura de un grafo (P2d+3,C≤2d−1)-free

Trabajaremos exclusivamente con grafos minimales para el coloreo ya que, debido a la
Proposición 3.5 y al Lema 3.2, será equivalente de colorear y heredará las propiedades de
prohibición de caminos y ciclos inducidos.

4.1.1. Existencia de un C2d+3

En la siguiente subsección, intentaremos entender la estructura de un grafo (P2d+3,C≤2d−1)-
free el cual posee un ciclo C de largo 2d + 3 como subgrafo inducido, con el objetivo de
aprovecharnos de esta estructura para lograr resolver el problema de 3-coloreo posteriormente.

Probaremos el siguiente resultado:

Proposición 4.4 Sea un grafo G conexo y minimal, de la clase (P2d+3,C≤2d−1)-free, tal que
G posee un ciclo C = c0, c1, ...c2d+2 de largo 2d+3 como subgrafo inducido. Tenemos que V (G)
es la unión disjunta de cinco conjuntos de nodos, es decir,

V (G) = V (C) ∪ T ∪ T ′ ∪ S ∪ Y,

Los nodos de los conjuntos T,T ′ y S están a distancia 1 de C, mientras que los nodos en Y
están a distancia 2 de C. Además tenemos que, para todo i ∈ [2d + 2]:

(a) Existen conjuntos estables disjuntos Ti, T ′
i y Si, tal que T =

2d+2
⊍
i=0

Ti, T ′ =
2d+2
⊍
i=0

T ′
i y S =

2d+2
⊍
i=0

Si.

(b) Los nodos de los conjuntos Ti, tienen exactamente dos vecinos en C, que son nodos
ci, ci+2.

(c) Los nodos de los conjuntos T ′
i , tienen exactamente dos vecinos en C, que son nodos

ci, ci+4.
(d) Los nodos de los conjuntos Si, tienen exactamente tres vecinos en C, que son nodos

ci, ci+2, ci+4.
(e) Las componentes del grafo G[Y ] son nodos aislados o aristas, y además N(y) ∖ Y ⊆

T ′ ∪ S, para todo y ∈ Y .

La adición en los índices de ci es comprendida en módulo 2d + 2.

Demostración. Sea v un nodo adyacente a C (no perteneciente a este ciclo), notamos que:

• El nodo v no puede ser adyacente al ciclo a través de una sola arista. Si esto ocurriera,
sea ci el nodo al cual v es adyacente, entonces el camino de la Figura 4.3 es un camino
de largo 2d + 3 inducido, el cual está prohibido, por lo que tenemos una contradicción.
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ci

ci+1

ci+2ci+3

ci+2d ci+2d+1

ci+2d+2

v

Figura 4.3

• El nodo v puede estar unido con 2 aristas al C2d+3, lo cual resulta en 2 casos posibles:
– Conjuntos Ti: nodos con vecinos en el ciclo C del tipo ci, ci+2, i ∈ [2d + 2].
– Conjuntos T ′

i : nodos con vecinos en el ciclo del tipo ci, ci+4, i ∈ [2d + 2].
En el resto de los casos, sean a, b ∈ NC(v), notamos que se forman dos ciclos, uno interno
que será de largo ∣PC

min(a, b)∣ + 3, y uno externo de largo ∣PC
max(a, b)∣ + 3.

Notamos además que ∣PC
min(a, b)∣ + ∣PC

max(a, b)∣ = 2d + 1, por lo que para cada posible
configuración de a, b, los caminos tendrán distinta paridad, esto implica que siempre
alguno de los ciclos que se forme de esta configuración será impar, y quitando del
análisis las configuraciones anteriores (conjuntos Ti y T ′

i ), tenemos que el camino mas
largo estará acotado superiormente por 2d−3, por lo que el ciclo impar más grande que
se forma es de largo 2d − 1, lo que significa que todas las configuraciones tendrán un
ciclo prohibido (el camino mas corto siempre estará acotado superiormente por 2d+3

2 ,
por lo que cualquier ciclo impar que se forme con él, será prohibido).

• En el caso de que v tenga 3 vecinos en el ciclo, notamos que si a un ciclo impar
inducido prohibido le agregamos una arista como cuerda, se formará otro ciclo impar
más pequeño dentro. Por lo que cualquier ciclo impar prohibido en el caso anterior,
también estará prohibido aquí. El único caso posible es ci,ci+2 y ci+4. A conjuntos que
sean adyacentes a dichos nodos, para i ∈ [2d + 2], los llamaremos Si.

• No pueden haber nodos de mayor grado, ya que siempre forman ciclos impares prohi-
bidos.

Observamos que todos los conjuntos Ti, T ′
i y Si son estables, debido a que cada conjunto

comparte un vecino común en el ciclo y a la prohibición de C3, con lo que quedan definidos
los conjuntos T , T ′ y S, y queda probada la afirmación (a) y que los conjuntos Ti, T ′

i y Si

satisfacen las condiciones (b), (c) y (d).

Una vez vista la estructura que rodea a C, lo que haremos es ver como se disponen los
nodos mas lejanos a C.

Afirmamos que
no existen nodos a distancia ≥ 3 de C. (4.1)

La demostración de este hecho es análoga a la Proposición 3.1.
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c4

c3
c2

c1

c0 T1 c4

c3
c2

c1

c0 T ′
0

c4

c3
c2

c1

c0 S0

Figura 4.4: Ejemplos de conjuntos estables Ti, T ′
i y Si, i ∈ [8]. Notamos que son los mismas

estructuras permitidas que el caso d = 3.

Entonces sólo existen nodos a lo más a distancia 2 de C, y es a estos nodos a los que
denominaremos como nuestro conjunto Y . A continuación veamos a que conjuntos pueden
ser adyacentes a nodos de Y .

Afirmamos que
ningún y ∈ Y es adyacente a T. (4.2)

La demostración de este hecho es análoga a la proposición 3.2, donde podemos alargar el
camino prohibido aprovechando que nuestro ciclo base C es más largo.

Por lo que los nodos en Y solo pueden ser adyacentes al conjunto T ′ ∪ S, lo cual prueba
parcialmente la condición (e). Veamos ahora la estructura dentro del conjunto Y .

A continuación afirmamos que

G[Y ] es un grafo bipartito, donde para cada componente conexa, los nodos de la
misma clase de bipartición tienen exactamente los mismos vecinos en V (G) ∖ Y. (4.3)

Si tenemos el resultado, notamos que una componente conexa de clases de biparticion
Y1, Y2, cumple que Y1, Y2 son clones con respecto a V (G) ∖ (Y1 ∪ Y2), y como el grafo G es
minimal, concluimos que cualquier componente conexa de Y es un nodo aislado o una arista,
con lo que terminamos de probar la condición (e).

No se probará (4.3) ya que es totalmente análogo a (3.3).

Estructura de adyacencia entre conjuntos S, T y T ′.

Analizaremos a continuación la forma en que nodos de los conjuntos S, T y T ′ pueden ser
adyacentes.

Sea z, z′ ∈ N(C) tal que zz′ ∈ E(G). Nuestro objetivo será ver los posibles conjuntos Ti,
T ′
i o Si, para algún i ∈ [2d+ 2] , a los cuales z y z′ pueden pertenecer. Usaremos dmin y dmax

para referirnos a dCmin(z, z′) y dCmax(z, z′)

• Si z, z′ ∈ T ′: si z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [2d + 2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,

notamos que se forman ciclos C5 para los casos cuando z′ ∈ T ′
i+2∪T ′

i+2d+1, se forman ciclos
C3 para los casos z′ ∈ T ′

i+4∪T ′
i+2d−1 y se forman ciclos C2d−1 para los casos z′ ∈ T ′

i+3∪T ′
i+2d.
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En los casos no enlazados, tenemos que los ciclos que se forman serán de largo Cdmin+4 y
Cdmax+4, mientras que dmin+dmax = 2d−7, esto significa que siempre se formará un ciclo
impar en cada configuración. Y como el ciclo impar más grande que puede formarse es
de largo 2d − 3, todos los ciclos impares que se formen están prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+2d+2.

• Si z, z′ ∈ S: si z ∈ Si, para algún i ∈ [2d + 2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,
notamos que se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Si+2 ∪ Si+2d+1 ∪ Si+4 ∪ Si+2d−1 y se
forman ciclos C2d−1 para los casos z′ ∈ Si+3 ∪ Si+2d.
Podemos descartar los casos no enlazados de manera análoga al caso anterior.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+2d+2.

• Si z, z′ ∈ T : si z ∈ Ti, para algún i ∈ [2d + 2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,
notamos que se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ T ′

i+2 ∪ T ′
i+2d+1.

En los casos no enlazados, tenemos que los ciclos que se forman serán de largo Cdmin+4
y Cdmax+4, mientras que dmin + dmax = 2d− 3, permitiendo que z′ ∈ Ti+3 ∪Ti+2d, todos los
demás ciclos impares que se formen están prohibidos (serán de largo ≤ 2d − 1).
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d ∪ Ti+2d+2.

• Si z ∈ T ′ y z′ ∈ T : si z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [2d+2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,

notamos que se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Ti ∪ Ti+2 ∪ Ti+4 ∪ Ti+2d+1.
En los casos no enlazados, tenemos que los ciclos que se forman serán de largo Cdmin+4
y Cdmax+4, mientras que dmin + dmax = 2d − 5, que hace que todos los ciclos impares que
se formen estén prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d+2.

• Si z ∈ S y z′ ∈ T : si z ∈ Si, para algún i ∈ [2d+2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,
notamos que se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ Ti ∪ Ti+2 ∪ Ti+4 ∪ Ti+2d+1.
Los casos no enlazados son análogos al caso anterior, están todos prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d+2.

• Si z ∈ S y z′ ∈ T ′: si z ∈ Si, para algún i ∈ [2d+2], si z′ pertenece a un conjunto enlazado,
notamos que se forman ciclos C3 para los casos z′ ∈ T ′

i ∪ T ′
i+2 ∪ T ′

i+4 ∪ T ′
i+2d−1 ∪ Si+2d+1,

mientras que se forman ciclos C2d−1 para los casos z′ ∈ T ′
i+3 ∪ T ′

i+2d.
Los casos no enlazados son análogos al caso z, z′ ∈ T ′, están todos prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+2d+2.

El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 4.5 Sea z ∈ T ′
i , para algún i ∈ [2d + 2], y sea z′ ∈ (T ∪ S ∪ T ′), tal que zz′ ∈ E(G),

entonces
z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+2d+2 ∪ Si+1 ∪ Si+2d+2 ∪ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d+2

Lema 4.6 Sea z ∈ Ti, para algún i ∈ [2d + 2], y sea z′ ∈ (T ∪ S ∪ T ′), tal que zz′ ∈ E(G),
entonces

z′ ∈ T ′
i+1 ∪ T ′

i+2d ∪ T ′
i+2d+2 ∪ Si+1 ∪ Si+2d ∪ Si+2d+2 ∪ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d ∪ Ti+2d+2

De lo anterior, podemos concluir el siguiente corolario.
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Corolario 4.7 Sean nodos v ∈ S ∪T ′ y w ∈ S ∪T ′ ∪T tal que vw ∈ E(G), entonces para todo
z1 ∈ NC(w) existe z2 ∈ NC(v) tal que z1z2 ∈ E(G).

Estructura de adyacencia entre S,T ′ e Y .

A continuación veremos resultados para entender exactamente la forma en que componen-
tes de G[Y ] (nodos aislados o aristas) se unen a los conjuntos T ′ y S. Definimos el conjunto
Y ∗ ⊆ Y como el conjunto de nodos aislados de G[Y ].

Sea y ∈ Y , veamos las posibles combinaciones de conjuntos Si, T ′
j a los que puede ser

adyacente, recordando que no puede ser adyacente al conjunto T por la Proposición 4.4 (e).
Es fácil ver que no existen problemas cuando y es adyacente exclusivamente a un conjunto
(sea Si o T ′

j) mediante uno o más nodos, por lo que nos concentraremos en los casos donde
sea adyacente a más de uno. Los separaremos en tres grupos para que se vea mas claramente.

Sea z, z′ ∈ N(y) ∖ Y , pero que no poseen los mismos vecinos en C. Vemos que z, z′ no
pueden ser adyacentes entre si ya que no hay C3, por lo que forman un P3 inducido. Nuestro
objetivo será ver los posibles conjuntos a los cuales z y z′ pueden pertenecer. Usaremos dmin

y dmax para referirnos a dCmin(z, z′) y dCmax(z, z′).

• Si y es adyacente solo al conjunto T ′: cuando z ∈ T ′
i , si un nodo en NC(z′) fuera

adyacente a alguno de los nodos en NC(z), se formaría un C5, por lo que los conjuntos
T ′
i+1, T ′

i+2d+2, T
′
i+3 y T ′

i+2d están descartados, al igual que T ′
i+4 y T ′

i+2d−1 que forman un
ciclo C2d−1.

Con respecto a los T ′ no enlazados, tenemos que que dmin + dmax = 2d − 7, por lo que
el ciclo interno y externo siempre tendrán paridades distintas. Se formarán los ciclos
Cdmin+5 y Cdmax+5, donde dmax ≤ 2d − 7, por lo que el tamaño máximo de los ciclos será
2d − 2, por lo que en todas las configuraciones existirá un ciclo prohibido.

Como estamos suponiendo que z′ ∈ T ′ ∖ Ti, el nodo z′ solo puede ser parte de los
conjuntos T ′

i+2 o T ′
i+2d+1.

• Si y es adyacente solo al conjunto S: cuando z ∈ Si, como se forma un P3 inducido, si
un nodo en NC(z′) fuera adyacente a alguno de los nodos en NC(z), se formaría un C5,
por lo que los conjuntos Si+1, Si+2d+2, Si+3 y Si+2d están descartados, al igual que Si+4
y Si+2d−1 que forman un ciclo C2d−1.

Con respecto a los casos no enlazados, es análogo al caso con T ′.

Como estamos suponiendo que z′ ∈ S∖Si, el nodo z′ solo puede ser parte de los conjuntos
Si+2 o Si+2d+1.

• Si y es adyacente a conjuntos S y T ′: Los argumentos para el último caso son análogos
a los anteriores y se concluye que las configuraciones posibles son Si con T ′

i , T ′
i+2 y

T ′
i+2d+1, de la misma manera, T ′

i con Si, Si+2 y Si+2d+1.

El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 4.8 Sea y ∈ Y ∩N(T ′
i ), para algún i ∈ [2d + 2] y sea z ∈ N(y) ∖ (Y ∪ T ′

i ) su vecino,
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entonces
z ∈ T ′

i+2 ∪ T ′
i+2d+1 ∪ Si ∪ Si+2 ∪ Si+2d+1.

Lema 4.9 Sea y ∈ Y ∩N(Si), para algún i ∈ [2d + 2] y sea z ∈ N(y) ∖ (Y ∪ Si) su vecino,
entonces

z ∈ T ′
i ∪ T ′

i+2 ∪ T ′
i+2d+1 ∪ Si+2 ∪ Si+2d+1.

De aquí podemos extraer unos corolarios útiles que no serán demostrados debido a que
son análogos a los Corolarios 3.12 y 3.13.

Corolario 4.10 Sea i ∈ [2d + 2], y sea y ∈ Y ∩N(T ′
i ). Sea z ∈ N(y) ∖ (T ′

i+2 ∪ T ′
i+2d+1 ∪ Y ),

entonces el conjunto NC(T ′
i ) ∩NC(z) ≠ ∅.

Esto significa que si z ∉ T ′, siempre compartirá un vecino en el ciclo C con el conjunto T ′
i .

Corolario 4.11 Sea i ∈ [2d+2], y sea y ∈ Y ∩N(Si). Sea z ∈ N(y)∖Y , entonces el conjunto
NC(Si) ∩NC(z) ≠ ∅.

Lema 4.12 Si existe i ∈ [2d+ 2] e y ∈ Y tal que y ∈ N(T ′
i ) y T ′

i+2 ∪T ′
i+2d+1 ≠ ∅, entonces y es

completo al conjunto T ′
i ∪ T ′

i+2 ∪ T ′
i+2d+1.

Observación A lo menos uno de los conjuntos T ′
i+2 y T ′

i+2d+1 es vacío.

La demostración es análoga a la del Lema 3.14.

Ahora nos enfocaremos en el conjunto Y ∖Y ∗, es decir, las componentes conexas no aisladas
de G[Y ].

Para y1, y2 ∈ Y , donde y1y2 ∈ E(G), afirmamos que

para a ∈ N(y1) ∖ Y y b ∈ N(y2) ∖ Y, ab ∉ E(G). (4.4)

Esta afirmación se prueba de manera análoga a la Afirmación 3.4.

Sean y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), ahora veremos las combinaciones posibles de conjuntos
a los que y1 e y2 pueden ser adyacentes, los cuales separaremos en 3 grupos. Sean z ∈ N(y1)
y z′ ∈ N(y2). Usaremos dmin y dmax para referirnos a dCmin(z, z′) y dCmax(z, z′).

• Si z, z′ pertenecen al conjunto T ′: Asumimos que z ∈ T ′
i , la afirmación (4.4) nos ayuda

a descartar que z′ pertenezca a T ′
i , T ′

i+4 y T ′
i+2d−1, además podemos descartar T ′

i+2 y
T ′
i+2d+1 porque se forma un C7 (y en caso de que zz′ ∈ E(G), se forma un C5).

Para el caso no enlazado, notamos que también dmin + dmax = 2d − 7, mientras que los
ciclos que ahora se formarán serán Cdmin+6 y Cdmax+6. Debido a lo anterior, siempre se
formará un ciclo impar prohibido, por lo que podemos descartarlos todos.
Con esto, concluimos que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+2d+2 ∪ T ′

i+3 ∪ T ′
i+2d. Cabe destacar que el caso T ′

i

con T ′
i+3 o con T ′

i+2d no ocurría cuando d = 3.
• Si z, z′ pertenecen al conjunto S: Asumimos que z ∈ Si, la afirmación (4.4) nos ayuda a

descartar que z′ pertenezca a Si, Si+4, Si+2d−1, Si+2 y S2d+1.
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Para el caso no enlazado, es totalmente análogo a cuando z, z′ ∈ T ′, por lo que descar-
tamos todos estos.
Con esto, concluimos que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+2d+2 ∪ Si+3 ∪ Si+2d.

• Si z ∈ S e z′ ∈ T ′: Asumimos que z ∈ Si, la afirmación (4.4) nos ayuda a descartar que z′
pertenezca a T ′

i , T ′
i+4, T ′

i+2d−1, T
′
i+2 y T ′

2d+1. Por lo que en los casos enlazados, z′ podría
pertenecer a T ′

i+1, T ′
i+2d+2, T

′
i+3 y T ′

i+2d.
Para el caso no enlazado, es totalmente análogo a cuando z, z′ ∈ T ′, por lo que descar-
tamos todos estos.
Con esto, concluimos que z′ ∈ T ′

i+1 ∪ T ′
i+2d+2 ∪ T ′

i+3 ∪ T ′
i+2d.

De manera análoga, si z ∈ T ′
i , tendremos que z′ ∈ Si+1 ∪ Si+2d+2 ∪ Si+3 ∪ Si+2d. Cabe

destacar que el caso Si con T ′
i+3 o T ′

i+2d no ocurría para d = 3.

El análisis anterior lo resumiremos en los siguientes lemas.

Lema 4.13 Sea i ∈ [2d + 2], y sean y ∈ Y ∩N(T ′
i ) e y′ ∈ Y , donde yy′ ∈ E(G), entonces

y′ ∈ N(T ′
i+1 ∪ T ′

i+2d+2 ∪ T ′
i+3 ∪ T ′

i+2d ∪ Si+1 ∪ Si+2d+2 ∪ Si+3 ∪ Si+2d)

Lema 4.14 Sea i ∈ [2d + 2], y sean y ∈ Y ∩N(Si) e y′ ∈ Y , donde yy′ ∈ E(G), entonces

y′ ∈ N(T ′
i+1 ∪ T ′

i+2d+2 ∪ T ′
i+3 ∪ T ′

i+2d ∪ Si+1 ∪ Si+2d+2 ∪ Si+3 ∪ Si+2d).

A continuación presentaremos un par de corolarios de los lemas de adyacencia.

Corolario 4.15 Sea i ∈ [2d+2], y sean y ∈ Y ∩N(T ′
i ) e y′ ∈ Y ∖N(T ′

i+3 ∪Si+3 ∪T ′
i+2d ∪Si+2d),

donde yy′ ∈ E(G). Entonces para todo v ∈ N(y′) ∖ Y y para todo c ∈ NC(v) tenemos que
c ∈ NC({ci, ci+4}).

Demostración. Directo del Lema 4.13.

Corolario 4.16 Sea i ∈ [2d+2], y sean y ∈ Y ∩N(Si) e y′ ∈ Y ∖N(T ′
i+3 ∪T ′

i+2d ∪Si+3 ∪Si+2d),
donde yy′ ∈ E(G), entonces para todo v ∈ N(y′) ∖ Y y para todo c ∈ NC(v) tenemos que
c ∈ NC({ci, ci+4}).

Demostración. Directo del Lema 4.14.

Con esto, tenemos todos los casos de adyacencia para los nodos en el conjunto Y . A
continuación definiremos algunos conjuntos de nodos que serán útiles de identificar al enunciar
el algoritmo.

Definición 4.17 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), que sean adyacentes
respectivamente a los conjuntos Si y Si+3, para i ∈ [2d + 2], se les denominará Y S

i .

Notamos que este conjunto es bipartito, de clases de bipartición NY S
i
(Si), NY S

i
(Si+3).
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c7
c6c5c4c3c2c1c0

S0 S3

y2y1

Figura 4.5: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y S
0 . Esta estructura también se encuentra en el caso

d = 3.

Definición 4.18 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), que sean adyacentes
respectivamente a los conjuntos T ′

i y T ′
i+3, para i ∈ [2d + 2], se les denominará Y T ′

i .

Notamos que este conjunto es bipartito, de clases de bipartición NY T ′
i

(T ′
i ), NY T ′

i
(T ′

i+3).

c7
c6c5c4c3c2c1c0

T ′
0 T ′

3

y2y1

Figura 4.6: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y T ′

0 .

Definición 4.19 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), que sean adyacentes
respectivamente a los conjuntos Si y T ′

i+3, para i ∈ [2d + 2], se les denominará Y ST ′

i .

Notamos que este conjunto es bipartito, de clases de bipartición NY ST ′
i

(Si), NY ST ′
i

(T ′
i+3)

c7
c6c5c4c3c2c1c0

S0 T ′
3

y2y1

Figura 4.7: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y ST ′

0 .

Definición 4.20 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y tal que y1y2 ∈ E(G), que sean adyacentes
respectivamente a los conjuntos T ′

i y Si+3, para i ∈ [2d + 2], se les denominará Y T ′S
i .

Notamos que este conjunto es bipartito, de clases de bipartición NY T ′S
i

(T ′
i ), NY T ′S

i
(Si+3)
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c7
c6c5c4c3c2c1c0

T ′
0 S3

y2y1

Figura 4.8: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y T ′S
0 .

Lema 4.21 Sea i ∈ [2d + 2], para cada conjunto Y F
i , con F ∈ {S,T ′, ST ′, T ′S}, existen

v∗i , v
∗
i+3 ∈ N(Y D

i ) tal que

NY F
i
(v∗i ) ∪NY F

i
(v∗i+3) = Y F

i .

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 3.20.
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4.1.2. Existencia de un C2d+1 y libre de C2d+3

En la siguiente subsección, intentaremos entender la estructura de un grafo (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1)-
free el cual posee un ciclo C de largo 2d+ 1 como subgrafo inducido, con el objetivo de apro-
vecharnos de esta estructura para lograr resolver el problema de 3-coloreo posteriormente.

Proposición 4.22 Sea un grafo G conexo y minimal, de la clase (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1)-free,
tal que posee un ciclo C = c0, c1, ..., c2d de largo 2d + 1 como subgrafo inducido. Tenemos que
V (G) será la unión disjunta de cuatro conjuntos de nodos, es decir,

V (G) = V (C) ∪D ∪ T ∪ Y.

Los conjuntos T y D están a distancia 1 de C, mientras que los nodos en Y están a distancia
2 de C. Además tenemos que, para todo i ∈ [2d]:

(a) Existen conjuntos estables disjuntos Ti y Di, tal que T =
2d

⊍
i=0
Ti y D =

2d

⊍
i=0
Di.

(b) Los nodos del conjunto Di, tienen exactamente un vecino en C, que es ci.
(c) Los nodos del conjunto Ti, tienen exactamente dos vecinos en C, que son los nodos

ci, ci+2.
(d) Las componentes del grafo G[Y ] son nodos aislados o aristas.
(e) Las componentes del grafo G[Y ∩N(D)] son nodos aislados.

La adición en los índices es comprendida en módulo 2d.

Demostración. Sea v ∈ V (G) adyacente a C, veamos las maneras posibles en que este nodo
puede ser adyacente al ciclo.

• El nodo v puede estar unido al c2d+1 a través de una arista. Al conjunto de nodos que
se unan con una arista al nodo ci ∈ C, para algún i ∈ [2d], los llamaremos Di.

• El nodo v puede estar unido a través de 2 aristas a C. Un caso posible es que esté unido
a los nodos ci y ci+2, para algún i ∈ [2d], ya que el ciclo impar que se forma es de largo
2d + 1. Llamaremos a los conjuntos unidos a este par de nodos como Ti.
Si definimos PC

min como el camíno más corto sobre el ciclo C que une los vecinos de v,
sin contar sus extremos (similar para PC

max), tenemos que se formarán ciclos de largo
∣PC

min∣ + 3 y ∣PC
max∣ + 3. Como ∣PC

min∣ + ∣PC
max∣ = 2d − 1, tenemos que la paridad de ambos

caminos siempre será diferente, por lo que siempre se formará un ciclo impar, y como
el camino más largo estará acotado superiormente por 2d − 3 (si no contamos los casos
ci con ci+1 que forman un triángulo y ci con ci+2 que ya sabemos que está permitido),
tendremos que cualquier ciclo impar que se forme será prohibido.

• El nodo v no puede tener 3 o más vecinos ya que, recordamos que si a un ciclo impar
se le agrega una cuerda, se formará siempre un ciclo impar más pequeño, el cual estará
siempre prohibido, por lo que a las configuraciones que son adyacentes con 2 aristas no
podremos agregarles una arista extra para volverlas factibles.
En el caso del conjunto Ti, si agregamos una cuerda interior, formariamos triángulos,
y si agregamos una cuerda al ciclo exterior, se formaría un ciclo impar de largo menor
que 2d + 1, por lo que tampoco será posible.
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Observamos que los conjuntos Ti y Di definidos anteriormente definen conjuntos estables
ya que comparten un vecino común en C y no hay C3, con lo que quedan definidos los
conjuntos D y T , y queda probada la afirmación (a) y que los conjuntos Di y Ti, para
i ∈ [2d], satisfacen las condiciones (b) y (c).

c4

c3
c2

c1

c0 T1 c4

c3
c2

c1

c0 D2

Figura 4.9: Ejemplos de conjuntos estables Ti y Di, i ∈ [6]. Estas son las mismas estructuras
permitidas que en el caso d = 3.

Una vez vista la estructura que rodea a C, lo que haremos es ver como se disponen los
nodos mas lejanos a C.

Afirmamos que
no existen nodos a distancia ≥ 3 de C. (4.5)

La demostración de este hecho es totalmente análoga a la de (3.6).

Entonces solo existen nodos a lo más a distancia 2 de C, definimos el conjunto Y como
los nodos a distancia 2 de C. Ahora pasaremos a comprender su estructura.

Afirmamos que si y ∈ Y ∩N(D), entonces

el nodo y define una componente conexa aislada del subgrafo G[Y ]. (4.6)

La demostración es análoga a (3.7), lo cual prueba (e).

Luego, solo nos queda ver el caso de los nodos en Y adyacentes solo a T , para esto tenemos
una versión análoga a (4.3).

G[Y ] es un grafo bipartito, donde para cada componente conexa, los nodos de la
misma clase de bipartición tienen exactamente los mismos vecinos en T.

(4.7)

La demostración de (4.7) es análoga a (4.3).

Finalmente, (4.7) nos permite concluir que cada componente conexa de Y es un nodo
aislado o una arista, con lo que terminamos de probar la condición (d) y concluimos.

Estructura de adyacencia entre nodos en T y D

Analizaremos a continuación la forma en que nodos de los conjuntos T y D pueden ser
adyacentes.

61



Sea z, z′ ∈ N(C) tal que zz′ ∈ E(G). Nuestro objetivo será ver los posibles conjuntos Ti o
Di, para algún i ∈ [8] , a los cuales z y z′ pueden pertenecer.

Usaremos dmin y dmax para referirnos a dCmin(z, z′) y dCmax(z, z′).

• Si z, z′ ∈ T : si z ∈ Ti, para algún i ∈ [2d], notamos que se forman ciclos C3 para los casos
z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti+2d−1.
Para los casos no enlazados, tenemos que dmin + dmax = 2d − 5 mientras que los ciclos
que se forman serán Cdmin+4 y Cdmin+4, por lo que el ciclo impar más grande que se
forme será de largo 2d− 1, implicando que todos los ciclos impares que se formen serán
prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+2d.

• Si z, z′ ∈ D: si z ∈ Di, para algún i ∈ [2d], podemos descartar los casos cuando z′ ∈
Di+2 ∪Di+2d−1 por formarse un ciclo C5.
Para los demás casos, tenemos que dmin + dmax = 2d − 1 mientras que los ciclos que se
forman serán Cdmin+4 y Cdmin+4, implicando que z′ ∈ Di+1 ∪Di+3 ∪Di+2d−2 ∪Di+2d. Los
ciclos impares que se formen para los demás casos serán prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈Di+1 ∪Di+3 ∪Di+2d−2 ∪Di+2d.

• Si z ∈ T y z′ ∈ D: si z ∈ Ti, para algún i ∈ [2d], notamos que se forman ciclos C3 para
los casos z′ ∈Di ∪Di+2.
Para los casos no enlazados, tenemos que dmin+dmax = 2d−3 mientras que los ciclos que
se forman serán Cdmin+4 y Cdmin+4, permitiendo que z′ ∈Di+3 ∪Di+2d. Los ciclos impares
que se formen para los demás casos serán prohibidos.
Esto deja como única posibilidad que z′ ∈Di+1 ∪Di+3 ∪Di+2d.

Podemos resumir el análisis anterior en los siguientes lemas.

Lema 4.23 Sea z ∈ Ti, para algún i ∈ [2d], y sea z′ ∈ (T ∪D), tal que zz′ ∈ E(G), entonces
z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+2d ∪Di+1 ∪Di+3 ∪Di+2d.

Lema 4.24 Sea z ∈Di, para algún i ∈ [2d], y sea z′ ∈ (T ∪D), tal que zz′ ∈ E(G), entonces
z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+2d−2 ∪ Ti+2d ∪Di+1 ∪Di+3 ∪Di+2d−2 ∪Di+2d.

De los lemas anteriores podemos desprender el siguiente corolario.

Corolario 4.25 Sean nodos v ∈ T y w ∈ T ∪ D tal que vw ∈ E(G), entonces para todo
z1 ∈ NC(w) existe z2 ∈ NC(v) tal que z1z2 ∈ E(G).

Estructura de adyacencia entre D,T y nodos en Y

En esta sección entenderemos las maneras en que pueden ser adyacentes los nodos y ∈ Y
a los conjuntos D,T . Es fácil ver que no existen problemas cuando y es adyacente exclusiva-
mente a un conjunto (sea Di o Ti, para algún i ∈ [2d]), por lo que nos concentraremos en los
casos donde sea adyacente a más de uno.
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Para y ∈ Y , sean z, z′ ∈ N(y) ∖ Y , supondremos que estos nodos no poseen los mismos
vecinos en C. Notamos que zyz′ es un P3 inducido ya que no hay C3. Nuestro objetivo será
ver las configuraciones posibles para z, z′.

Usaremos dmin y dmax para referirnos a dCmin(z, z′) y dCmax(z, z′).

• Si z, z′ ∈ T : Asumimos que z ∈ Ti, para i ∈ [2d]. Notamos que si NC(z′) es adyacente a
uno de los nodos en NC(z), formaríamos un C5 inducido, lo que no puede ocurrir, por
lo que descartamos los casos enlazados Ti+1, Ti+2d, Ti+3 y Ti+2d−2.
Para los casos no enlazados, tenemos que dmin +dmax = 2d−5, que es impar, y los ciclos
formados serán C5+dmin

y C5+dmax , por lo que siempre habrá un ciclo impar formado por
alguno de los 2 caminos, y todos serán de largo menor que 2d − 1, por lo que estarán
prohibidos.
Esto nos dice que z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti+2d−1, notando que y ∉ N(Ti+2) ∩N(Ti+2d−1) porque se
forma un C2d−1.

• Si z, z′ ∈ D: Asumimos que z ∈ Di, para i ∈ [2d]. Vemos que NC(z′) no es adyacente a
los nodos en NC(z), ya que formaríamos un C5 inducido, por lo que descartamos los
casos Di+1 y Di+2d.
Para los casos no enlazados, tenemos que dmin + dmax = 2d − 1, que es impar, y los
ciclos formados serán C5+dmin

y C5+dmax , por lo que cuando dmax = 2d−2 formaremos un
ciclo de largo 2d+ 3 que está prohibido, lo cual descarta los casos donde z′ pertenece a
Di+2 o Di+2d−1. Para cuando dmax = 2d − 4 no habrá problema, pero para casos donde
dmax ≤ 2d − 5 siempre se formará un ciclo de largo prohibido.
Esto nos dice que z′ ∈ Di+4 ∪Di+2d−3, notando que y ∉ N(Di+4) ∩N(Di+2d−3) porque se
forma un C2d−3.

• Si z ∈ T y z′ ∈ D: Asumimos que z ∈ Ti, para i ∈ [2d]. Vemos que NC(z′) no puede ser
adyacente a los nodos en NC(z), por lo que descartamos Di+2d, Di+1 y Di+3.
Para los casos no enlazados, notamos que dmax+dmin = 2d−3, y los ciclos que se forman
son C5+dmax y C5+dmin

, por lo que el caso donde dmax = 2d − 4 (Ti+4 y Ti+2d−1) generará
un ciclo de largo 2d+ 1 y estará permitido, pero para los demás, siempre se formará un
ciclo impar prohibido.
Esto implica que z′ ∈Di ∪Di+2 ∪Di+4 ∪Di+2d−1. De manera análoga, si z ∈Di, tenemos
que z′ ∈ Ti+2 ∪ Ti ∪ Ti+2d−1 ∪ Ti+2d−3.

Denominaremos nodos de tipo A a los y ∈ Y tal que NV (G)∖Y (y) ⊆ T , nodos de tipo B a
los y ∈ Y tal que N(y) ∖ Y ⊆D y nodos de tipo C a los y ∈ Y que posean vecinos tanto en T
como en D.

Podemos resumir el análisis anterior en los siguientes lemas.

Lema 4.26 Sea y ∈ Y , nodo de tipo A o tipo C, adyacente a conjuntos Ti y Tj distintos con
i, j ∈ [2d]. Entonces existe i∗ ∈ [2d] tal que y ∈ N(Ti∗) ∩N(Ti∗+2)

De donde se desprende inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 4.27 Sea y ∈ Y un nodo de tipo A, tenemos que para todo z, z′ ∈ N(y), existe
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v ∈ NC(z) tal que v ∈ NC(z′).

Esto significa que todos los vecinos de y tendrán un vecino común en el ciclo C.

Lema 4.28 Sea y ∈ Y nodo de tipo B o tipo C, adyacente a conjuntos Di y Dj distintos con
i, j ∈ [6]. Entonces existe i∗ ∈ [2d] tal que y ∈ N(Di∗) ∩N(Di∗+4).

Lema 4.29 Sea y ∈ Y ∩N(Di), para i ∈ [2d], un nodo de tipo C adyacente a un conjunto Tj,
para j ∈ [6]. Entonces j ∈ {i, i + 2, i + 2d − 1, i + 2d − 3}.

Debido al Lema 4.26, y no puede pertenecer a N(Ti) ∩N(Ti+2d−3), N(Ti+2) ∩N(Ti+2d−1)
ni N(Ti+2) ∩N(Ti+2d−3).

Intercambiando los roles de T y D, tendremos que si y ∈ Y ∩N(Ti), para i ∈ [2d], es un
nodo de tipo C adyacente a un conjunto Dj, para j ∈ [2d]. Entonces j ∈ {i, i+2, i+4, i+2d−1}.

Debido al Lema 3.26, y no puede pertenecer a N(Di) ∩N(Di+2), N(Di+2) ∩N(Di+4) ni
N(Di+4) ∩N(Di+2d−1).

Recordando la Proposición 3.21 (e), tenemos que los nodos de tipo B y C son nodos
aislados al ser vistos como subgrafo inducido de G[Y ], por lo que ya poseemos toda la
información necesaria de ellos con los Lemas 4.28, 4.29 y 4.29, sin embargo, los nodos de
tipo A pueden formar aristas, por lo que debemos analizar las distintas combinaciones de
adyacencia para ellos también.

Lema 4.30 Para y1, y2 ∈ Y nodos de tipo A tal que y1y2 ∈ E(G), donde y1 ∈ N(Ti) y sea
z′ ∈ N(y2) ∖ Y , para i ∈ [2d]. Entonces z′ ∈ Ti+1 ∪ Ti+3 ∪ Ti+2d−2 ∪ Ti+2d.

Debido al Lema 4.26, y2 no puede pertenecer a N(Ti+3)∩N(Ti+2d−2), N(Ti+1)∩N(Ti+2d−2)
ni N(Ti+3) ∩N(Ti+2d).

Demostración. Sea z ∈ N(y1) ∩ Ti, notamos que si z′ es adyacente a ci o ci+2, formaríamos
un C5 (incluso si no fuera inducido, la única manera que no lo sea es que zz′ ∈ E(G), lo
cual forma un C3 que también está prohibido), por lo que descartamos los casos donde z′
pertenezca a T ′

i , T ′
i+2 y T ′

i+2d−1.

Para los conjuntos no enlazados, tenemos que dmax + dmin = 2d− 5, por lo que siempre van
a diferir en paridad, y los ciclos que se formarán serán C6+dmin

y C6+dmax , cuando dmax = 2d−5
el ciclo impar que se forma será de largo 2d + 1 y no habrá problema, pero para el resto de
los casos, siempre existirá un ciclo impar de tamaño prohibido, por lo que serán descartados.

Esto hace que z′ pueda pertenecer a Ti+1, Ti+3, Ti+2d−2 y Ti+2d.

Del lema anterior se desprende el siguiente corolario directo.

Corolario 4.31 Sean y1 ∈ T ∩ N(Ti) e y2 ∈ Y nodos de tipo A donde y1y2 ∈ E(G), para
i ∈ [2d]. Entonces para todo v ∈ N(y2) ∖ Y , existe c ∈ NC(v) tal que c ∈ NC({ci, ci+2}).
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A continuación, le pondremos nombres a algunos conjuntos de nodos para llamarlos más
cómodamente al enunciar el algoritmo.

Definición 4.32 Al conjunto de nodos y1, y2 ∈ Y de tipo A tal que y1y2 ∈ E(G), que sean
adyacentes respectivamente a los conjuntos Ti y Ti+3, para i ∈ [2d], se les denominará Y A

i .

Es importante notar que cada conjunto Y A
i es bipartito, con clases de bipartición NY A

i
(Ti)

y NY A
i
(Ti+3).

c5c4c3c2c1c0

T0 T3

y2y1

Figura 4.10: Ejemplo de nodos y1, y2 ∈ Y A
0 . Esta estructura también se encuentra en el caso

d = 3.

Para estos nodos, tenemos la siguiente propiedad.

Lema 4.33 Sea i ∈ [2d], para cada conjunto Y A
i existen nodos ti ∈ Ti y ti+3 ∈ Ti+3 tal que:

NY A
i
(ti) ∪NY A

i
(ti+3) = Y A

i ,

es decir, todos los nodos de Y A
i deben ser adyacentes a ti o ti+3.

Demostración. Análogo a la demostración del Lema 3.31.

Definición 4.34 Al conjunto de nodos y ∈ Y de tipo B que sean adyacentes a los conjuntos
Di y Di+4, para algún i ∈ [2d], se les denominará Y B

i .

El caso donde el nodo y ∈ Y es adyacente respectivamente a Di y Di+2d−2 está incluido en
esta definición, ya que formarían el conjunto Y B

i∗ para i∗ = i + 2d − 2.

c4c3c2c1c0

D0 D4

y

Figura 4.11: Ejemplo de nodo y ∈ Y B
0 . A diferencia del caso d = 3, ahora son adyacentes a

conjuntos Di y Di+4, para algún i ∈ [2d].
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Definición 4.35 Al conjunto de nodos y ∈ Y de tipo C que sean adyacentes a los conjuntos
Ti y Di+4, para algún i ∈ [2d], se les denominará Y C

i , mientras que a los que sean adyacentes
a Ti y Di+2d−1 (caso simétrico) se les denominará Y

C

i .

c4c3c2c1c0

T0 D4

y1

c0 c1 c2 c3 c4

T2D0

y2

Figura 4.12: Ejemplo de nodos y1 ∈ Y C
0 e y2 ∈ Y

C

0 . Esta estructura también se encuentra en
el caso d = 3.

Para este conjunto de nodos tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.36 Sea i ∈ [2d], para cada conjunto Y C
i existen nodos ti ∈ Ti y di+4 ∈Di+4 tal que:

NY C
i
(ti) ∪NY C

i
(di+4) = Y C

i

Esto también es válido para cada conjunto Y
C

i , donde existen nodos ti ∈ Ti y di+2d−1 ∈
Di+2d−1 que cumplen N

Y
C
i
(ti) ∪NY

C
i
(di+2d−1) = Y

C

i .

Demostración. Análogo a la demostración del Lema 3.35.

Con esto, concluimos el análisis de adyacencia para el conjunto Y .

66



4.2. Algoritmo de 3-coloreo

Sea G un grafo (P2d+3,C2e−1)-free, si G es bipartito, implica automáticamente que puede
colorearse con dos colores, por lo que podemos concluir inmediatamente. En consecuencia,
nos concentraremos en el caso donde G no es bipartito. Entonces, existen ciclos impares, los
cuales deben ser ciclos C2d+3 o C2d+1 inducidos, debido a que los ciclos impares más pequeños
están prohibidos.

Gracias al Lema 3.2 y la Proposición 3.5 nos basta con determinar un algoritmo que
decida la corolabilidad de un grafo (P2d+3,C2e−1)-free que es minimal, al cual por comodidad
seguiremos llamando G.

De manera análoga a la Sección 3.2, fijamos un ciclo Ct donde t = 2d + 3 si existe algún
ciclo inducido de largo 9, en su defecto, t = 2d+1. También definiendo la paleta inicial donde
para todo v ∈ V (G), Linicial(v) = {1,2,3}, a partir de la cual, generaremos nuestra familia
de paletas {Li}i∈I , que será el resultado de pintar el ciclo Ct de todas las maneras posibles
(realizando un posterior update y descartando los coloreos que no sean factibles).

Recordamos que como identificamos el ciclo base Ct, podemos hacer uso de nuestros re-
sultados estructurales, Proposiciones 4.4 y 4.22, por lo que en nuestro grafo G podemos
identificar los conjuntos C, T , T ′, S e Y en caso de que t = 2d + 3 y en el caso contrario, los
conjuntos C, T , D e Y , donde en ambos casos el conjunto C está dado por el ciclo Ct.

Gracias al Lema 3.37, podemos reemplazar cada paleta Li con una subpaleta ideal, sin
alterar la colorabilidad de la tupla (G,Li), para todo i ∈ I.

Le entregaremos a nuestro algoritmo como entrada la tupla (G,Li), donde G es un grafo
(P2d+3,C2e−1)-free, no bipartito y minimal, y Li es una de las paletas de la familia {Li}i∈I ,
que es paleta ideal.

El objetivo será el mismo que en la Sección 3.2, intentar que nuestro problema de 3-coloreo
se reduzca a resolver un problema de 2-lista-coloreo, para así lograr concluir con el Teorema
2.3.

4.2.1. Existencia de un C2d+3

Sea (G,L) la tupla de entrada de nuestro algoritmo, donde G es un grafo (P2d+3,C2e−1)-
free donde existe un ciclo C2d+3 inducido y L es una paleta ideal. Una vez encontrado el C2d+3
inducido, también identificaremos los conjuntos de la Proposición 4.4.

A continuación veremos algunos lemas para entender como se ve una paleta ideal L en la
estructura del grafo G.

Lema 4.37 Sean L una paleta ideal e y ∈ Y ∗. Si ∣L(y)∣ = 3, entonces existe i ∈ [2d + 2] tal
que y ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).
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Demostración. Sea y ∈ Y ∗ tal que ∣L(y)∣ = 3, veamos los posibles casos.

(a) Si y ∈ N(S):
Sea s ∈ N(y) ∩ S, sin pérdida de generalidad s ∈ Si, para algún i ∈ [2d + 2].
Notamos que como ∣L(y)∣ = 3, significa que ningún nodo en N(y) puede estar pintado,
de lo contrario, el update hubiera quitado algún color de L(y). Debido a esto, los
nodos que hayan sido pintados en NC2d+3

(s) deben estar pintados del mismo color, que
denominaremos j.
Ocupamos directamente el Corolario 4.11, que dice cualquier nodo z ∈ N(y) compartirá
un vecino con s en el ciclo C2d+3, en particular con el nodo s. Además, todos los vecinos
de z en el ciclo C2d+3 están pintados del mismo color, por lo que concluimos que deben
ver el mismo color que el nodo s. Luego, tenemos que existe j ∈ L(y) tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v),

y además ∣L(y)∣ = 3, lo que es una contradicción con que L es paleta ideal, por lo que
dicha configuración no puede ocurrir.

(b) Si y es vecino de un único conjunto T ′
i , para i ∈ [2d + 2]:

Notamos que si y es adyacente a un conjunto único T ′
i , para i ∈ [2d+2], como ∣L(y)∣ = 3,

significa que ningún nodo en N(y) puede estar pintado. Debido a esto, los nodos ci y
ci+2 deben estar pintados del mismo color, que denominaremos j. Como suponemos que
N(y) ⊆ T ′

i , se cumple que existe j ∈ L(y) tal que

j ∉ ⋃
v∈N(y)

L(v),

con lo que llegamos a la misma contradicción de (a).

Luego, por el Lema 4.8, existe un i ∈ [2d + 2], tal que y ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2), con lo cual
concluimos.

A continuación analizaremos el conjunto Y ∖ Y ∗.

Con respecto a las paletas de los nodos en N(C)∖C, es importante notar que estos nodos
pueden quedar pintados debido al update, pero no necesariamente por ver dos colores distintos
en el ciclo, sino que puede ser ocasionado por nodos en V (G) ∖ C que fueron pintados, lo
cual será importante en suposiciones de lemas posteriores.

Lema 4.38 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ (Y ∗ ∪ Y S ∪ Y T ′ ∪ Y ST ′ ∪ Y T ′S), donde y1, y2 ∈ E(G), y sea L
una paleta ideal tal que ∣L(y1)∣ = 3. Si ∣L(y2)∣ = 2 y para todo v ∈ N(y2) ∖ Y se tiene que v
solo ve un color en el ciclo C, entonces existe i ∈ [2d + 2] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Demostración. La demostración es análoga al Lema 3.39.

Definiremos las mismas condiciones (CF ) y (CC) de las Definiciones 3.40 y 3.41.
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Lema 4.39 Sea y1 ∈ Y ∖Y ∗ y sea L paleta ideal. Si y1 no cumple (CF ) y ∣L(y1)∣ = 3, entonces
existe i ∈ [2d + 2] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Demostración. La demostración es análoga al Lema 3.42.

Lema 4.40 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ y sea L paleta ideal tal que ∣L(y1)∣ = 3. Si no se cumple
(CC), entonces existe i ∈ [2d+2] tal que y1, y2 ∈ Y S

i ∪Y T ′

i ∪Y ST ′

i ∪Y T ′S
i o y1 ∈ N(T ′

i )∩N(T ′
i+2).

Demostración. La demostración es análoga al Lema 3.43.

Lema 4.41 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ (Y ∗ ∪Y S ∪Y T ′ ∪Y ST ′ ∪Y T ′S), donde y1, y2 ∈ E(G) y donde no
existe i ∈ [2d + 2] tal que y1 ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2), y sea L paleta ideal tal que ∣L(y1)∣ = 3. Si

y1 cumple (CF ) y se cumple (CC), entonces ∣L(y2)∣ = 3 y y2 ∈ N(T ′
i ) ∩N(T ′

i+2) para algún
i ∈ [8].

Demostración. La demostración es análoga al Lema 3.43.

Gracias a los lemas anteriores, sabemos qué conjuntos pueden tener nodos con listas de
tamaño tres al momento de entrar al algoritmo.
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Algoritmo de 3-coloreo

A continuación veremos el algoritmo. Recordemos que el input para este algoritmo es una
tupla (G,Li∗), donde G es un grafo de la clase (P2d+3,C≤2d−1)-free, conexo y minimal, y Li∗

es una paleta ideal perteneciente a la familia {Li}i∈I .

Algorithm 3 Coloreo (P2d+3,C≤2d−1)-free
1: procedure ALGC2d+3

(G,Li∗)
2: Lf ← ∅
3: C ← ciclo C2d+3
4: for i ∈ [2d + 2] do
5: T̄ ← ti ∈ T ′

i arbitrario
6: S̄ ← v∗i y v∗i+3 del Lema 4.21 para F = S
7: S̄T ← v∗i y v∗i+3 del Lema 4.21 para F = ST ′

8: T̄ S ← v∗i y v∗i+3 del Lema 4.21 para F = T ′S
9: T̄ T ← v∗i y v∗i+3 del Lema 4.21 para F = T ′

10: end for
11: Pintamos los nodos en T̄ (T-coloreo), S̄ (S-coloreo), S̄T (ST’-coloreo), T̄ S (T’S-

coloreo) y T̄ T (T’-coloreo) de todas las maneras posibles, esto genera la familia de paletas
L, subpaletas de Li∗ .

12: for L ∈ L do
13: L← update(L)
14: if L es factible then
15: L← ideal(L)
16: Lf ← Lf ∪L
17: end if
18: end for
19: return (G,Lf)
20: end procedure

Proposición 4.42 Para toda L ∈ Lf , paletas retornadas del algoritmo, se cumple que para
todo v ∈ V (G), ∣L(v)∣ ≤ 2.

Demostración. El resultado es consecuencia directa de los lemas siguientes.

Lema 4.43 Para todo L ∈ Lf y para todo y ∈ Y ∗, ∣L(y)∣ ≤ 2.

Lema 4.44 Para todo L ∈ Lf y para todo y ∈ Y ∖ Y ∗, ∣L(y)∣ ≤ 2.

Esto debido a que es directo que los nodos en V (G) ∖ Y tienen listas de tamaño menor
estricto que tres, ya que el ciclo C2d+3 está pintado y le quita al menos un color a todos los
nodos adyacentes a él.

Ambos lemas serán probados posteriormente.

Gracias a la Proposición 4.42, podemos utilizar el Teorema 2.3 para resolver el problema
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de 2-lista-coloreo para cada paleta L ∈ Lf . Si es que logramos encontrar un 2-lista-coloreo
factible para alguna de ellas, dicho coloreo será también un 3-coloreo, por lo que el grafo será
3-coloreable y tendremos el coloreo factible. En caso de que todas las paletas sean infactibles
para el 2-lista-coloreo, entonces concluimos que el grafo no era 3-coloreable en primer lugar.

Demostración del Lema 4.43

Demostración. Sean L̂ ∈ Lf e y ∈ Y ∗, supongamos que ∣L̂(y)∣ = 3. Por el Lema 4.37, sabemos
que existe i ∈ [2d + 2] tal que y ∈ N(T ′

i ) ∩N(T ′
i+2).

Sea L ∈ Lf , podemos utilizar el Lema 4.12 directamente, tenemos que y será completo a
T ′
i , en particular, será adyacente al nodo ti ∈ T̄ que fue pintado en el T-coloreo. Esto significa

que y debió haber perdido un color en el update posterior, lo cual es una contradicción.

Demostración del Lema 4.44

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 3.47.
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4.2.2. Existencia de un C2d+1, libre de C2d+3 y prohibición de C8.

Sea (G,L) la tupla de entrada de nuestro algoritmo, dondeG es un grafo (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1)-
free donde existe un ciclo C2d+1 inducido y L es una subpaleta ideal de una paleta Li, i ∈ I.
Una vez encontrado el C2d+1 inducido, también identificaremos los conjuntos de la Proposición
4.22.

A continuación veremos algunos lemas para entender como se ve una paleta ideal L en la
estructura del grafo G.

Lema 4.45 Sean L una paleta ideal e y ∈ Y ∗. Si ∣L(y)∣ = 3, entonces existe i ∈ [2d] tal que
y ∈ Y B

i ∪ Y C
i ∪ Y C

i .

Demostración. Supongamos que existe ŷ ∈ Y ∗ tal que ∣L(ŷ)∣ = 3.

(a) Si ŷ es un nodo de tipo B. Si existe un único i ∈ [2d] tal que ŷ ∈ N(Di), notamos que al
conjunto Di le faltará un color en su lista, que es el color que tiene el nodo ci, digamos
j. Luego, j ∈ L(ŷ1) pero

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal.
Luego, por el Lema 4.28, si ŷ es adyacente a conjuntos Di y Dj, j ≠ i, entonces existe
i∗ ∈ [2d] tal que ŷ ∈ N(Di∗) ∩N(Di∗+4), es decir, ŷ ∈ Y B

i∗ .
(b) Si ŷ es un nodo de tipo C. Supongamos que existe i ∈ [2d] tal que ŷ ∈ N(Ti). Como

∣L(ŷ)∣ = 3, sabemos que Ti ve un único color en el ciclo C2d+1, llamemos a este color j.
Si ŷ ∈ N(Ti) ∩N(Di) y a la vez ŷ ∉ N((T ∪D) ∖ (Ti ∪Di)), entonces j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción con que L es paleta ideal.
Notamos que el caso cuando ŷ ∈ N(Ti) ∩ N(Di+2) e ŷ ∉ N((T ∪D) ∖ (Ti ∪Di+2)) es
simétrico al anterior, y no pueden ocurrir al mismo tiempo por el Lema 4.28.
Esto nos deja como los únicos casos posibles, si es que ŷ es nodo de tipo C, que exista
i ∈ [2d] tal que ŷ ∈ Y C

i o ŷ ∈ Y C

i .
(c) Si ŷ es un nodo de tipo A. Supongamos que existe un único i ∈ [2d] tal que ŷ ∈ N(Ti).

Como ∣L(ŷ)∣ = 3, el conjunto Ti debe ver un solo color en el ciclo C2d+1, digamos j.
Luego, j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal.
En caso de que sea adyacente a conjuntos Ti y Tj, con j ≠ i, por el Lema 4.26 tenemos
que existe i∗ ∈ [2d] tal que ŷ ∈ N(Ti∗) ∩N(Ti∗+2).
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Sabemos que tanto Ti como Ti+2 deben ver solo un color en el C2d+1, y como ambos
comparten a ci+2 como vecino, el color que ven debe ser el mismo, digamos j. Luego,
j ∈ L(ŷ) y

j ∉ ⋃
v∈N(ŷ)

L(v),

lo que es una contradicción ya que L es paleta ideal, por lo que ŷ no puede ser un nodo
tipo A.

A continuación, tenemos resultados para nodos y ∈ Y ∖ Y ∗.

Lema 4.46 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ nodos de tipo A, donde y1y2 ∈ E(G), y sea L paleta ideal.
Entonces no puede ocurrir que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 3.

Demostración. Supongamos que ∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 3. Como y1 tiene lista de tamaño 3,
los nodos en N(y1) ∖ Y no pueden estar pintados, por lo que cada uno debe mirar un solo
color en el ciclo C2d+1. Lo mismo ocurre con el nodo y2.

Sabiendo lo anterior, y haciendo uso del Corolario 4.27, tenemos que el color que mira
cada uno de los distintos conjuntos adyacentes a y1 debe ser el mismo, ya que todo par de
nodos en N(y1) debe tener un vecino común en el ciclo C2d+1, llamemos a dicho color j.
Analogamente para y2, llamemos a dicho color k.

Finalmente, haciendo uso del Corolario 4.31, concluímos que j ≠ k, por lo que

j ∉ ⋃
v∈N(y1)∖Y

L(v), k ∉ ⋃
v∈N(y2)∖Y

L(v),

lo cual es una contradicción con el hecho de que L es una paleta ideal.

Lema 4.47 Sean y1, y2 ∈ Y ∖ Y ∗ nodos de tipo A, donde y1, y2 ∈ E(G), y sea L paleta ideal.
Si y1 ∈ N(Ti), para algún i ∈ [2d], e y2 ∉ N(Ti+3)∪N(Ti+2d−2), entonces no puede ocurrir que
∣L(y1)∣ = 3 y ∣L(y2)∣ = 2.

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 3.50.
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Algoritmo de 3-coloreo y prohibición del ciclo C8.

En la presente subsección, se prohibirá adicionalmente el ciclo C8 para lograr elaborar
un algoritmo que logre encontrar un 3-coloreo factible (o concluir que no existe) en tiempo
polinomial. La razón detrás de esto es porque no fue posible desarrollar una manera de que
los nodos y ∈ Y B cumplan que ∣L(y)∣ < 3.

El algoritmo presentado a continuación recibirá de input una tupla (G,Li∗), donde G es
un grafo de la clase (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1,C8)-free, conexo y minimal, y Li∗ es una paleta ideal
perteneciente a la familia {Li}i∈I .

Algorithm 4 Coloreo (P2d+3,C2d+3,C≤2d−1,C8)-free
1: procedure ALGC2d+1

(G,Li∗)
2: Lf ← ∅
3: C ← ciclo C2d+1
4: for i ∈ [2d] do
5: Ā← ti y ti+3 del Lema 4.33
6: C̄1 ← ti y di+4 del Lema 4.36
7: C̄2 ← ti y di+5 del Lema 4.36
8: end for
9: Pintamos los nodos en Ā (A-coloreo), C̄1 y C̄2 (C-coloreo) de todas las maneras

posibles, esto genera la familia de paletas L, subpaletas de Li∗ .
10: for L ∈ L do
11: L← update(L)
12: if L es factible then
13: Lf ← Lf ∪L
14: end if
15: end for
16: return (G,Lf)
17: end procedure

Proposición 4.48 Para toda L ∈ Lf , subpaletas retornadas del algoritmo, se cumple que
para todo v ∈ V (G), ∣L(y)∣ ≤ 2.

Demostración. Es directo que los nodos en V (G)∖Y tienen listas de tamaño menor estricto
que 3, ya que el ciclo C2d+1 fue pintado, y le quita al menos un color a los nodos que son
adyacentes a él. Gracias a los Lemas 4.45, 4.46 y 4.47 sabemos que los únicos nodos en Y

que pueden tener listas de tamaño tres son los que pertenecen a Y A
i ∪ Y B

i ∪ Y C
i ∪ Y C

i para
algún i ∈ [2d]. El conjunto Y B es vacío debido a la que no pueden haber ciclos C8 inducidos.

Para los casos faltantes tenemos el siguiente lema.

Lema 4.49 Sea i ∈ [2d] y sean y ∈ Y A
i ∪ Y C

i ∪ Y C

i y L ∈ Lf . Entonces ∣L(y)∣ ≤ 2.

Demostración. La demostración sigue directamente de los Lemas 4.33 y 4.36, y de los procesos
de A-coloreo y C-coloreo en el algoritmo.
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Gracias a la Proposición 4.48 podemos utilizar el Teorema 2.3 para resolver el problema
de 2-lista-coloreo para cada paleta L ∈ Lf . Si es que logramos encontrar un 2-lista-coloreo
factible para alguna de ellas, dicho coloreo será también un 3-coloreo, por lo que el grafo será
3-coloreable y tendremos el coloreo factible. En caso de que todas las paletas sean infactibles
para el 2-lista-coloreo, entonces concluimos que el grafo no era 3-coloreable en primer lugar,
esto debido a que nuestra familia Lf contiene como subpaletas a cualquier coloreo factible.
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Capítulo 5

Complejidad

En el presente capítulo analizaremos la complejidad de los algoritmos presentados en este
trabajo. Sea d ∈ N tal que d ≥ 3.

Chequear si un grafo es bipartito puede hacerse en tiempo O(∣V (G)∣ + ∣E(G)∣). Eliminar
nodos en el proceso de reducción se puede hacer en O(∣V (G)∣4).

Sea k ∈ N fijo, para encontrar un ciclo de largo k existe la técnica de Color-Coding de
Alon, Yuster y Zwick [1], que puede encontrar el ciclo en tiempo O(∣V (G)∣ω log(∣V (G)∣)),
donde ω < 2,376 es el exponente de la multiplicación de matrices.

Una vez encontrado el ciclo base C, se pueden encontrar los conjuntos T , T ′, S, Y (en el
caso que C2d+3) o T , D, Y (en el caso que C2d+1) en tiempo O(∣V (G)∣ + ∣E(G)∣). El proceso
de reducción puede llevarse a cabo en tiempo O(∣V (G)∣+ ∣E(G)∣) debido a que sabemos que
cada componente conexa de G[Y ] que no sea un nodo aislado cumple con las hipótesis de
esta transformación.

El proceso de update de una paleta L puede ser realizado en tiempo O(∣V (G)∣ + ∣E(G)∣),
mientras que el chequeo de factibilidad de la paleta puede hacerse en O(∣V (G)∣). El coloreo
del ciclo base C se puede hacer en tiempo constante debido a que es un ciclo de largo fijo.

Encontrar una subpaleta ideal L′ de L puede realizarse en tiempo O(∣V (G)∣2).

En los Lemas 3.20, 3.31, 3.33 y 3.35 (y en los lemas 4.21, 4.33 y 4.36 que son sus similares)
se debe encontrar vecindades minimales, lo cual puede hacerse en O(∣V (G)∣2). Finalmente la
aplicación del Teorema 2.3 se puede hacer en O(∣V (G)∣ + ∣E(G)∣).

Es directo que los procesos descritos terminan, y pueden realizarse en tiempo O(∣V (G)∣4),
donde el proceso de reducción es el que afecta la complejidad total.
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Conclusión

En el presente capítulo profundizaremos netamente el por qué se prohibió un ciclo adicional
C8 en el Capítulo 4.

La razón de la prohibición fue específicamente para evitar el conjunto Y B para d ≥ 4. Donde
no se pudo encontrar un método que pudiera englobar todas las posibles configuraciones
que implicaba esta estructura. Sin embargo, es posible ser menos restrictivos y prohibir
estructuras más especificas para evitar las complicaciones, pero se decidió por prohibir el
ciclo para que la clase donde vale el resultado sea más fácil de describir.

Notamos que en el caso de un grafo (P2d+3,C≤2d−1)-free, el conjunto Y B
i se define como

los nodos en Y adyacentes a conjuntos Di y Di+4, para algun i ∈ [2d], sin embargo, cuando
d = 3, ocurre la particularidad de que al ser el ciclo base pequeño, el conjunto Y B

i puede verse
también como los nodos en Y adyacentes a conjuntos Di y Di+3, i ∈ [6], esto debido a que
dmin(Di,Di+4) = 2 y dmax(Di,Di+4) = 3 en el C7, para todo i ∈ [6].

c4c3c2c1c0c6

D0 D3

Y B
0

c1
c0c6c5c4c3c2

D3 D0

Y B
0

Figura 5.1: Ejemplo del conjunto Y B
0 visto adyacente a conjuntos de la forma Di y Di+3, para

i = 0, como también conjuntos de la forma Di y Di+4, para i = 3.

Esto es importante, debido a que para quitar un color de los nodos del conjunto Y B
i en

el caso (P9,C5,C3)-free, necesitamos armar el camino de largo 9 de la Figura 5.2, donde
y1, y2 ∈ Y B

i , d1 ∈ NDi
(y1) ∖NDi

(y2), d2 ∈ NDi
(y2) ∖NDi

(y1) y d3 ∈ NDi+3
(y2).

Notamos que este camino logra el largo necesario debido a que dmax(Di,Di+4) = 3.
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ci+5ci+4ci+3ci+2ci+1cici+6

d2d1
d3

y2
y1

Figura 5.2

Si queremos armar un camino similar en el caso (P2d+3,C≤2d−1)-free, con d ≥ 4, como la
estructura del conjunto se mantiene, necesitamos que el largo adicional del camino nos lo
proporcione el ciclo base. Sin embargo, tomando como ejemplo el caso d = 4, podemos notar
que no es posible armar el camino de largo 11. Esto es debido a que dmax(Di,Di+4) = 4 en el
C9, para todo i ∈ [8], pero necesitamos que sea al menos 5 para llegar al largo prohibido.

ci+2

ci+1
ci

ci+6

ci+5

ci+4
ci+3

Di

Di+4

Y B
i

ci+2

ci+1
cici+8

ci+7

ci+6

ci+5 ci+4
ci+3

Di

Di+4

Y B
i

Figura 5.3: En rojo el camino que define el valor dmax(Di,Di+4) para los casos d = 3 (a la
izquierda) y d = 4 (a la derecha).

El problema continua para los casos d ≥ 4, debido a que dmax(Di,Di+4) = 4 + 2(d − 4), y
para armar el camino necesitamos al menos 4 + 2(d − 4) + 1 nodos.

Debido a esto, se intentó armar caminos diferentes para llegar a las mismas conclusiones,
pero sin éxito. Recordemos que no podemos simplemente pintar el conjunto Y B de todas las
maneras posibles, ya que a priori el tamaño del conjunto es de orden O(∣V (G)∣), por lo que
se generarían una cantidad exponencial de casos de 2−lista-coloreo.

Una posible solución puede ser colorear cada conjunto Y B
i de un color en particular, de esa

manera solo hay tres casos posibles para cada uno, sin embargo, hay que tomar en cuenta que
realizando esto estamos dejando afuera todos los coloreos posibles donde existan dos nodos
en un conjunto Y B

i pintados de distinto color, por lo que podríamos estar dejando fuera de
las posibilidades al coloreo factible que queremos encontrar.

Para arreglar el problema de eliminar coloreos factibles, una opción es asegurar que el
precoloreo que estamos realizando no va a interferir con la corolabilidad del grafo. Un ejemplo
de esto, es lo que se hace con la idealización de las paletas, donde pintamos un nodo v ∈ V (G)
del color que falte en las listas de sus vecinos, de este modo, no acotamos las opciones de
coloreo para los demás nodos.
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El principio ocupado en la idealización de paletas puede verse de manera más general.

Definición 5.1 Sea un grafo G = (V,E), una paleta L y un subconjunto V ′ ⊂ V . Llamamos
L∣V ′ a la paleta sobre el grafo G[V ′] que cumple L(w) = L∣V ′(w), para todo w ∈ V ′.

Lema 5.2 Sea un grafo G = (V,E), y sea V ′ ⊂ V tal que G[V ′] es un subgrafo inducido
conexo de G y L una paleta sobre G. Sea además un coloreo factible c1 de G[V ′], subpaleta
de L∣V ′. Definimos la paleta L̄ como

L̄(v) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

c1(v) si v ∈ V ′

L(v) si v ∈ V ∖ V ′.

Decimos que se cumple la condición (CD) si para toda arista vw ∈ E donde v ∈ V ′ y
w ∈ V ∖ V ′ tenemos que L̄(v) ∩L(w) = ∅. Si se cumple (CD) entonces

Existe un coloreo factible c subpaleta de L ⇐⇒ Existe un coloreo factible c′ subpaleta de L̄.

Observación Es importante notar que si los nodos en el conjunto N(V ′) ∖ V ′ poseen listas
de tamaño uno, y la paleta L es igual a su update, entonces cualquier paleta factible de V ′

que respete L∣V ′ va a definir una paleta L̄(v) que cumpla (CD).

Demostración. Es claro que L̄ es subpaleta de L, por lo que si existe coloreo c′ subpaleta de
L̄, es directo que c′ también es subpaleta de L.

En caso de que exista c coloreo factible, subpaleta de L, entonces definimos

c′(v) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

c1(v) si v ∈ V ′

c(v) si v ∈ V ∖ V ′

Es directo que c′ es subpaleta de L̄, y es claro que cualquier arista con ambos extremos en
V ′ o V ∖V ′ cumple factibilidad. Para el caso de las aristas vw ∈ E donde v ∈ V ′ y w ∈ V ∖V ′,
como L̄(v) ∩L(w) = ∅, en particular, c′(v) ≠ c(w), con lo que concluimos.

Lo que hacemos en el proceso de idealización, es definir el coloreo sobre el nodo y como
c1. Gracias al Lema 5.2, podemos reemplazar la paleta L por L̄ sin perder la propiedad de
colorabilidad de G.

Visto de otra manera, lo que hacemos en el Lema 5.2, es separar el problema de coloreo del
grafo G inicial en dos problemas de coloreo independientes, uno donde intentamos encontrar
un coloreo factible para G[V ′] que respete L∣V ′ (el coloreo que definimos como c1) y otro
donde buscamos un coloreo factible para G[V ∖ V ′] que respete L∣V ∖V ′ .
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Para el caso de los nodos Y B, se pensó en realizar algo similar. Si suponemos que los nodos
en N(Y B

i )∩Di y en N(Y B
i )∩Di+4 no poseen vecinos fuera del conjunto Y B

i ∪C2d+1, entonces
el conjunto V ′ = Y B

i ∪N(Y B
i ) cumple con que cualquier nodo en N(V ′) ∖ V ′ posee lista de

tamaño uno, por lo que basta con que encontremos un coloreo factible para definir la paleta
L̄. Abusaremos de notación y llamaremos Di = N(Y B

i ) ∩Di y Di+4 = N(Y B
i ) ∩Di+4

Para esto, particionamos el conjunto Y B
i en los conjuntos Y 1, Y 2 e Y 3, donde un nodo

y pertenece al conjunto Y k si ∣L(y)∣ = k, para k ∈ {1,2,3}, y hacemos lo mismo para los
conjuntos Di y Di+4, particionandolos respectivamente en D1

i , D2
i y D1

i+4, D2
i+4. Además,

el conjunto Y 2 lo particionaremos en Y 2
i , Y 2

j y Y 2
k , donde y pertenece a Y 2

i si i ∉ L(y)
(análogamente para los demás conjuntos).

Los conjuntosD1
i yD1

i+4, pueden o no ser vacíos, y en caso de que no lo sean, son adyacentes
a Y 2

1 , Y 2
2 o Y 2

3 (y debido a eso estos conjuntos pierden un color de sus listas). Los conjuntos
Y 2
i , para i ∈ {1,2,3}, pueden o no ser adyacentes a los conjuntos D2

i o D2
i+4, sin embargo, los

supondremos adyacentes para situarnos en el peor caso posible.

Notamos que el conjunto V ′∖(Y 1∪D1
i ∪D1

i+4) sigue cumpliendo con que sus vecinos poseen
listas de tamaño uno, por lo que podemos redefinir V ′ y aún así mantener sus propiedades.
El conjunto V ′ se ve entonces como se muestra en la Figura 5.4.

ci+4ci+3ci+2ci+1ci

Di Di+4

Y 2
3

Y 2
2Y 2

1

Y 3

Figura 5.4: En rojo el conjunto V ′.

El problema ahora es encontrar un coloreo c1, subpaleta de L∣V ′ .

Si los nodos ci, ci+4 ∈ C2d+1 estuvieran pintados del mismo color, entonces el conjunto Y 3

hubiera sido pintado al momento de idealizar la paleta L, por lo que supondremos que ci y
ci+4 están pintados de colores distintos, i y j respectivamente.

En la Figura 5.5, podemos ver las listas asociadas a cada conjunto.
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{j, k} {i, k}

{i, j}{i, k}{j, k}

{i, j, k}

Di Di+4

Y 2
k

Y 2
jY 2

i

Y 3

Figura 5.5

Lo que haremos será pintar Y 3 del color faltante en la lista del conjunto Di+4, lo cual
modificará todas las listas del conjunto V ′ mediante el update. En la Figura 5.6 podemos ver
las listas resultantes.

{k} {k}

{i, j}{i}{j}

{j}

Di Di+4

Y 2
k

Y 2
jY 2

i

Y 3

Figura 5.6

Por último, nos basta con pintar Y 2
k de color i o j, para obtener el coloreo c1 de nuestro

conjunto V ′.

Como ninguna lista es vacía, entonces el coloreo c1 definido por estas listas es factible, y
claramente es subpaleta de L∣V ′ . Es fácil ver que si alguno de los conjuntos Y 2

i , Y 2
j o Y 2

k no
fuera adyacente a Di o Di+4, podría no haber perdido un color de su lista, pero eso no es
problema ya que c1 seguiría siendo un coloreo factible subpaleta de L∣V ′ .

Este proceso colorea satisfactoriamente el conjunto Y B
i , sin embargo, nuestra suposición

inicial fue que tanto N(Y B
i ) ∩Di como N(Y B

i ) ∩Di+4 no poseian vecinos fuera del conjunto
Y B
i ∪ C2d+1. En los casos que posean vecinos fuera, entonces nuestro grafo G[V ′] cambiará

acorde a eso.

Por cada configuración distinta se generará un grafo G[V ′] distinto, donde el problema es
que no se pudo pensar en soluciones para cada caso, por lo que una manera de encargarse de
ello es prohibir los subgrafos inducidos que no posean respuesta, y es por esto que es posible
prohibir subgrafos especificos y no necesariamente el C8.

No se ahondará más en el tema de las configuraciones debido al gran número de ellas, sin
embargo, creemos que es posible quitarle un color de las listas al conjunto Y B, y asi no tener
que restringir un subgrafo inducido adicional al P2d+3 o a los C≤2d−1, para d ≥ 4.
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