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SOBRE LA CONJETURA DE LAZER-MCKENNA EN EL CASO NO LOCAL CON
POTENCIAL SUPERLINEAL BAJO CONDICIÓN DE SIMETRÍA PARCIAL EN EL

DOMINIO: CASO CRÍTICO Y SUPERCRÍTICO

En este trabajo de tesis se presenta un estudio sobre la veracidad de la conjetura no local de
Lazer-Mckenna para un problema de tipo Ambrosetti-Prodi{

(−∆)s = g(u)− σϕ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω,
(1)

donde Ω es un subconjunto de RN con frontera C1, s ∈ (0, 1), ϕ1 es la primera función propia
del Laplaciano fraccionario (−∆)s con condición de borde Dirichlet, σ es un parámetro real
que tiende a in�nito y g(u) = |u|p, con p ∈ (1, N−m+1+2s

N−m+1−2s
) para m ∈ N a de�nir más adelante

y es super-crítico con respecto a N . Además Ω cumple una condición de simetría parcial que
será expuesta más adelante.

Más en concreto, la conjetura de Lazer-McKenna predice la existencia de un número no
acotado de soluciones a medida que σ crece a in�nito. A pesar de que la conjetura fue plan-
teada en 1981, solo hasta inicios del siglo XXI se produjeron resultados con la identi�cación
del caso N -dimensional y subcrítico como un problema de límites singulares.

Este trabajo prueba la veracidad de la conjetura para (2). Se probó en este trabajo la
existencia de una familia de soluciones indexada por un parámetro natural que presentan
concentración en una esfera m− 1 dimensional cerca de máximos locales de ϕ1.

A �n de lograr este propuesto se usó el método Lyapunov-Schmidt, el cual consiste en
buscar soluciones de la forma U + v, donde U es una función escogida adecuadamente para
lograr las propiedades buscadas. Más en concreto U resulta ser una solución fundamental
de (2) para el cual se conocen además su comportamiento asintótico. v por otro lado es
un termino de corrección que por lo general se espera que tienda a cero cuando s crece al
in�nito. Esto va muy en concordancia con los trabajos de Dancer y Yan en [13, 14, 11] y los
de Abdellaoui, Dieb y Mahmoudi en [1].
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In this thesis we study the veracity of the the non-local version of Lazer-McKenna's conjecture
for an Ambrosetti-Prodi type problem{

(−∆)s = g(u)− σϕ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω,
(2)

where Ω is a subset of RN with C1 boundary, s ∈ (0, 1), ϕ1 is the �rst eigfunction of the
fractional Laplacian (−∆)s with Dirichlet boundaryl condition, σ is also a real number that
goes to in�nity and g(u) = |u|p, with p ∈ (1, N−m+1+2s

N−m+1−2s
) for m ∈ N to be de�ned later and

is supercritial in dimension N . Ω is assumed to satisfy partial symmetry, see below for more
details.

More precisely, the Lazer-McKenna's conjecture predicts the existence of an unbounded
number of solutions when σ goes to in�nity. Although the conjecture was formulated on 1981,
the �rst results has been obtained at the beginning of the 2000's.

This work shows the validity of the conjecture for (2). We show the existence of a one
parameter family of solutions concentrating at anm−1 dimensional sphere near local maxima
of ϕ1.

In order to achieve the main goal, the Lyapunov-Schmidt method was used. This consists
on �nding solutions of the form U + v, where U is properly chosen to obtain the desired
properties. Particularly, U turns out to be a solution of (2) for which it's asymptotic behaviour
is well known. The correction term v is su�ciently small when σ tends to in�nity. This work
is inspired by the works of Dancer & Yan in [13, 14, 11] and the one by Abdellaoui, Dieb &
Mahmoudi in [1].
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Introducción

El problema

Este trabajo de tesis tiene como objetivo estudiar la conjetura no local de Lazer-McKenna
para problemas de tipo Ambrosetti-Prodi

{
(−∆)su = g(u)− σϕ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω
. (3)

donde Ω es un dominio suave de RN , s ∈ (0, 1) es un parámetro que de�ne el operador no
local (−∆)s conocido como Laplaciano fraccionario, ϕ1 corresponde de hecho a la primera
función propia de este operador con condición de bonde Dirichlet, σ es un parámetro que tiene
a in�nito. Finalmente g(u) es una no linealidad superlineal que en esta caso es g(u) = |u|p
donde p ∈ (1, N−m+1+2s

N−m+1−2s
) y también es supercrítica para N . Supondremos además que g

satisface

ĺım
t→+∞

g(t)

t
= µ > λ1 > ĺım

t→−∞

g(t)

t
= ν.

La conjetura de Lazer-McKenna (ver [23]) predice la existencia de un número no acotado de
soluciones a medida que σ crece a in�nito, µ = +∞, ν < λ1 y g no crece demasiado rápido.

Para poder trabajar con la no linealidad de este trabajo es que además se considerará la
siguiente condición de simetría parcial para el dominio Ω.

De�nición 0.1 Diremos que el dominio Ω satisface la condición (Ω) si existe m, con 1 <
m ≤ N entero y D ⊂ RN−m+1

+ talque si y = (y′, y′′) ∈ Ω, donde y′ ∈ Rm, y′′ ∈ RN−m si y solo
si (|y′|, y′′) ∈ D. Notemos que

RN−m+1
+ = {z = (z1, z2, . . . , zN−m+1) : z1 > 0} .

El trabajo se hará utilizando el método de Lyapunov-Schmidt para reducir el proble-
ma a uno �nito-dimensional. Además se buscará poder estudiar también el comportamiento
asintótico de las soluciones encontras y su concentración.
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Laplaciano fraccionario

Gran atención ha tenido recientemente el estudio de ecuaciones en derivadas parciales
con características no locales. Es un área de investigación realmente activa y amplia. Los
problemas no locales se encuentran presentes en muchas ramas de la ciencia, tales como
Análisis, Geometría diferencial, Probabilidad, Dinámica de Fluidos, Dinámica Poblacional,
Mecánica Cuántica, Biología, Teoría de Juegos y muchas otras.

En muchos de estos problemas el operador básico involucrado es el llamado �Laplaciano
fraccionario", el cual puede ser de�nido por s ∈ (0, 1) mediante

(−∆)su(x) := aN,sV.P.
∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, (4)

donde aN,s está de�nido explícitamente por

aN,s =

(∫
RN

1− cos(ξ1)

|ξ|N+2s
dξ

)−1

= 22s−1π−
N
2

Γ(N+2s
2

)

|Γ(−s)|
, (5)

y además �V.P"se re�ere al "valor principal"de�nido por

V.P.
∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy = ĺım

e→0+

∫
RN\B(x,e)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy.

La constate aN,s es tal que, se tiene las siguientes propiedades

(−∆)su→ −∆u as s→ 1− and (−∆)su→ u as s→ 0+ .

Ahora, dado s ∈ (0, 1) y Ω ⊆ RN , de�nimos Hs(Ω) como sigue,

Hs(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω) tal que

|u(x)− u(y)|
|x− y|N2 +s

∈ L2(Ω× Ω)

}
.

Si Ω = RN , entonces usando transformada de Fourier existe una de�nición alternativa del
espacio Hs(RN). Es decir, podemos mostrar que

Hs(RN) :=
{
u ∈ L2(RN) s.t. |ξ|sF(u)(ξ) ∈ L2(RN)

}
.

No es difícil mostrar que también para todo u ∈ Hs(RN)∫
RN
|ξ|2s|F(u)(ξ)|2dξ =

aN,s
2

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy, (6)

donde aN,s es la constante de�nida en (5). También, mediante un argumento de densidad,
podemos de�nir el operador Hs(RN) de�niendo

〈u, v〉Hs(RN ) := 〈(−∆)su, v〉+ (u, v)

:= V.P.

∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dx dy +

∫
RN
uv dx.

Llamamos ‖ · ‖Hs
0(Ω) la norma inducida por el producto escalar. Es claro que:

2a−1
N,s〈(−∆)su, u〉 = 2a−1

N,s‖(−∆)
s
2u‖2

L2(RN ) = ‖|ξ|sFu‖2
L2(RN ).

2



Trabajos previos

En el trabajo pionero [4], Ambrosetti y Prodi mostraron que si 0 < ν < λ1 < µ <
λ2 el segundo valor propio de −∆ en Ω con condición Dirichlet y g(t) convexa, entonces
(3) tiene exactamente dos soluciones para σ > 0 su�cientemente grande. En el caso del
problema general [2, 12, 27] probaron que, para s su�cientemente grande, existen al menos
dos soluciones de la ecuación.

Si λ2 < µ < +∞ Hofer y Solimini [21, 29] probaron que si s es su�cientemente grande,
entonces (3) tiene al menos 4 soluciones. La conjetura fue probada verdadera en el caso
unidimensinsional en [23] y por muchos otros autores posteriormente.

La conjetura de Lazer-McKenna [23] inicialmente planteó que cuando λ1 < µ < λ2 < . . . <
λn < ν < λn+1 donde {λn}n∈N son los valores propios de −∆ ordenados de forma creciente,
entonces para s su�cientemente grande (3) tiene al menos 2n soluciones. Extrapolando esto
hacia el límite cuando s va a in�nito actualmente la conjetura se entiende como sigue: (3)
tiene un número no acotado de soluciones cuando σ → +∞, si µ = +∞ y g(t) no crece
demasiado rápido.

Los resultados en torno a la conjetura de Lazer-McKenna para mas de una dimensión, no
fueron vistos si no hasta el año 2003 por Breuer, quien mostró que la ecuación (3) tiene al
menos cuatro soluciones si g(t) = t2, ξ = 0 y Ω es un rectángulo en R2, mediante métodos
numéricos.

Caso Subcrítico

Motivados por los resultados de Breuer [8] y uno de deFigueiredo en 1984 [15], Dancer y
Yan consideraron el siguiente problema{

−∆u = |u|p − σφq(y) en Ω

u = 0 sobre ∂Ω
, (7)

donde p ∈ (1, (N+2)/(N−2)) si N ≥ 3, p ∈ (1,+∞) si N = 1, 2. Probando en este caso que,
el número de soluciones tiende a in�nito si σ → +∞. Esto fue probado mediante construcción
de soluciones con peaks múltiples concentrándose cerca del máximo global de φ1 en Ω. La
no-linealidad de este caso cumple que µ = +∞ y ν = −∞, que es un caso extremo de la
conjetura, motivados por esto ultimo, Dancer y Yan consideraron también un caso en que
−∞ < ν < µ = +∞, el problema{

−∆u = up+ + λu− σφq(y) en Ω

u = 0 sobre ∂Ω
, (8)

donde u+ = máx{0, u}, N ≥ 3, p ∈ (1, (N + 2)/(N − 2)). Para la cual probaron también que
la conjetura es cierta bajo ciertas condiciones.

A continuación se enuncian los resultados obtenidos por Dancer y Yan para el caso sub-
crítico que pueden ser vistos en [13] y [14].
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Teorema 0.2 Para cualquier k ∈ N existe σ0 > 0 tal que para σ ≥ σ0 (7) tiene al menos k
soluciones distintas.

El método utilizado consistió en una reducción que permitió construir soluciones cercanas
al máximo de φ1. Esto probó la existencia de muchas soluciones, pero también permitió dar
con el per�l de estas soluciones. Claramente se puede utilizar técnicas variacionales para
probar que (7) tienes solución (como el mínimo local del funcional de energía). Entonces, es
claro que (7) tiene soluciones de tipo Paso a la Montaña. Sobre esto ultimo es que se tiene el
siguiente resultado

Teorema 0.3 Existe un σ0 > 0 su�cientemente grande, tal que, para todo σ ≥ s0, la solución
de tipo Paso a la Montaña uσ de (7) tiene la forma uσ = uσ + vσ con

(i) σ−1/puσ → −φ
1/p
1 uniformemente en cualquier subconjunto compacto de Ω.

(ii) vσ > 0 en Ω y máx
y∈Ω

vσ(y)σ−2/(3p−1) → c̄ > 0 cuando σ → +∞.

(iii) Para cualquier punto máximo de xσ ∈ Ω de vσ, salvo sub-sucesiones, cumple que xσ →
x0 ∈ ∂Ω con −∂φ1(x0)

∂n
= mı́nz∈∂Ω

(
−∂φ1(z)

∂n

)
, donde n es la normal unitaria exterior de

∂Ω en z.

(iv) Para cualquier δ > 0 pequeño, vσ(y)σ−2/(3p−1) → 0, cuando σ → +∞ uniformemente
para cualquier y ∈ Ω \Bδ(x0).

Adicionalmente si la no linealidad no cumple con que µ = +∞ y ν = −∞, Dancer y Yan
probaron que la no linealidad g(t) = tp+, para la cual µ = +∞ y ν > ∞, cumple con la
conjetura si se cumplen alguna de las siguientes condiciones:

Sean λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . . , λi ≤ . . . , los valores propios de −∆ en Ω, sujetos a una
condición de tipo Dirichlet en el borde. Asumamos además que λ y s satisfacen una de estas
condiciones:

(C1) λ < λ1 y σ > 0.

(C2) λ ∈ (λi, λi+1) para algún i ≥ 1 y σ < 0.

Teorema 0.4 Asuma que o bien (C1) o (C2) se cumple. Entonces el número de soluciones
de (8) tiende a in�nito cuando |σ| → +∞ si N ≥ 3.

Caso Crítico y Supercrítico

Un tópico clásico del análisis no lineal es el estudio de la existencia y multiplicidad de
soluciones de ecuaciones no lineales. Bajo este contexto es importante hacer la distinción entre
problemas subcríticos y crítico (o supercríticos). En los problemas subcríticos el exponente
de la no-linealidad es mas pequeño que el exponente de Sobolev y eso implica que cualquier
cota razonable sobre las seminormas de Sobolev otorgan convergencia en los espacios Lp: por
ejemplo, sucesiones minimizantes o de Palais-Smale, usualmente poseen cotas uniformes muy
naturales en las seminormas de Sobolev y esto dota al problema subcrítico de propiedades
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adicionales de compacidad que pueden llevar muchas veces a resultados de existencia mediante
métodos puramente analíticos.

Basados en su trabajo anterior Dancer y Yan estudiaron el problema (3) para casos en que
p es crítico o supercrítico. Es casi imposible construir soluciones con puntos de concentración
en este caso, sin embargo, en su trabajo Dancer y Yan buscaron otro tipo de soluciones, las
cuales vienen de variedades de dimensión superior tales que p sea subcrítico en esa dimensión
y bajo ciertos supuesto de simetría parcial en el dominio Ω lograron reproducir su resultado.

Diremos que Ω satisface la condición (Ω) si, existe un entero m, 1 < m ≤ N tal que y ∈ Ω
si y solo si (|y′|, y′′) ∈ D donde y = (y′, y′′), y′ ∈ Rm, y′′ ∈ RN−m, D es un dominio acotado
de RN−m−1

+ y
RN−m+1

+ := {z = (z1, z2, . . . , zN−m+1) : z1 > 0} .
El resultado principal del trabajo de Dancer y Yan, que puede ser visto en [11], es el siguiente:

Teorema 0.5 Supongamos que Ω satisface la condición (Ω), p ∈ (1, N−m+3
N−m−1

) si 1 < M ≤
N − 2, p ∈ (1,∞) si m = N1, N . Para cualquier entero positivo K, existes sk > 0, tal que
para s > sk el problema {

−∆u = |u|p − σφ(x), en Ω

u = 0, sobre ∂Ω
. (9)

tiene al menos k soluciones diferentes.

Otros Resultados

Otro resultado destacado sobre esta conjetura es el de M. del Pino y C. Muñoz. En su
trabajo [17] probaron la conjetura para el caso 2-dimensional con no-linealidad exponencial,
dando además propiedades asintóticas de las soluciones encontradas.

El principal resultado es el siguiente

Teorema 0.6 Dado cualquier m ≥ 1 entero y σ su�cientemente grande, existe una solución
us del problema (3), para N = 2 con g(u) = −eu tal que:

ĺım
s→+∞

∫
Ω

eus = 8πm.

Más precisamente, dado cualquier subconjunto Λ de Ω para el cual

sup
∂λ

φ1 < sup
Λ
φ1

y una sucesión s→ +∞, existe una subsucesión y m puntos ξi ∈ Λ con

φ1(ξi) = sup
Λ
φ1

tal que cuando s→ +∞

eus ⇀ 8π
m∑
i=1

δξi .
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Contra-Parte no local

Una variación en el estudio de esta conjetura fue estudiar su contra parte no local, es
decir la veracidad de la conjetura para el problema análogo en el caso del operador no local
(−∆)s que se de�nirá mas adelante. En [1] B. Abdellaqui, A. Dieb y F. Mahmoudi probaron
la conjetura para el problema

(−∆)su = g(u)− σφ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω

u > 0 en Ω

. (10)

donde (−∆)s es el operador laplaciano fraccionario, Ω ⊂ RN es un subconjunto abierto con
borde Lipschitz, σ > 0, p ∈ (1, 2∗s − 1), con 2∗s = 2N

N−2s
y φ1 es la primer función positiva del

laplaciano fraccionario con condición Dirichlet en el borde.

Su principal resultado recae en la prueba de la conjetura para el problema
(−∆)su = |u|p − σφ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω

u > 0 en Ω

, (11)

con (−∆)s el operador de�nido en (4) con la constante de�nida en (5).

Este trabajo de titulo tiene como objetivo demostrar la conjetura de Lazer-McKenna para
el análogo no local del problema (3), como hicieron B. Abdellaqui, A. Dieb y F. Mahmoudi,
pero para p supercríticos con respecto a N bajo condiciones de simetría parcial.
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Capítulo 1

Preliminares

En esta sección enunciaremos algunas propiedades y de�niciones que serán usadas en el
trabajo de tesis presentado.

1.1. El Laplaciano fraccionario

Para una función relativamente "buena", es decir, u en la clase de Schwartz de funciones
suaves y rápidamente decrecientes, la potencia s del laplaciano, para s ∈ (0, 1), puede ser
de�nida fácilmente mediante el espacio de frecuencias de Fourier. Tomando transformada de
Fourier

û(ξ) = Fu(ξ) =

∫
Rn
u(x)e−2πix·ξdx

y usando la formula de la anti-transformada

u(x) = F−1û(x) =

∫
Rn
û(ξ)e2πix·ξdξ

recordando que la derivada (por ejemplo, en la k-esima dirección) en la variable original
corresponde a la multiplicación por 2πiξk en la variable de frecuencia, es decir

∂ku(x) =

∫
Rn

2πiξkû(ξ)e2πix·ξdξ = F−1(2πiξkû)

ahora, como el operador (−∆) = −
∑n

k=1 ∂
2
k corresponde a la multiplicación por (2π|ξ|)2 en

la variable de frecuencia, esto es

−∆u(x))

∫
Rn

(2π|ξ|)2û(ξ)22πix·ξdξ = F−1((2π|ξ|)2û)

Bajo esta misma idea, no es sorprendente de�nir la potencia s del operador (−∆) como la
multiplicación por (2π|ξ|)2s en la variable de frecuencia, de sto se desprende una primera
de�nición para el laplaciano fraccionario

(−∆)su(x) := F−1((2π|ξ|)2sû). (1.1)
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Otra forma de de�nir el Laplaciano fraccionario viene de la teoría de semigrupos y el cálculo
fraccionario. Para λ > 0 usando el cambio de variable τ = λt e integración por partes, se
puede notar que ∫ ∞

0

e−λt − 1

ts+1
dt = Γ(−s)λs

donde Γ es la función Gamma de Euler. Una ves más no es sorprendente poder de�nir la
potencia s del Laplaciano reemplazando λ por el operador positivo (−∆), concluyendo que

(−∆)s :=
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

e∆t − 1

t1+s
dt

lo que nos lleva a de�nir nuevamente el laplaciano fraccionario como

(−∆)su(x) =
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

e∆tu(x)− u(x)

t1+s
dt. (1.2)

Aquí, la función U(x, t) = e∆tu(x) es la solución de la ecuación del calor ∂tU = ∆U con dato
inicial U |t=0 = u.

La equivalencia entre las dos de�niciones anteriores puede ser probada mediante cálculo
elemental, ver [1].

Las dos de�niciones anteriores son ambas de gran utilidad por sus diferentes propiedades
y la información que entregan. A pesar de esto consideraremos también otra de�nición equi-
valente a las anteriores (al menos para funciones "buenas") que es más �exible para nuestro
propósito. De�namos

(−∆)su(x) := cn,sV P

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy (1.3)

:= cn,s ĺım
r→0

∫
−Rn \Br(x)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, (1.4)

donde

cn,s :=
22ssΓ(n

2
+ s)

πn/2Γ(1− s)
.

Nuevamente la equivalencia entre (1), (2) y (3) puede ser revisada en [1].

1.2. Espacios fraccionarios de Sobolev

Sea Ω un abierto no necesariamente suave de Rn y sea p ∈ [1,+∞). Para cualquier
s > 0, de�nimos el espacio fraccionario de Sobolev W s,p(Ω) (también llamados espacios de
Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij).

Si s ≥ 1 es un entero, denotamos W s,p(Ω) como el espacio clásico de Sobolev dotado de
la norma

‖u‖W s,p(Ω) :=
∑

0≤|α|≤s

‖Dαu‖Lp(Ω)
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para todo u ∈ W s,p(Ω), donde ‖ · ‖Lp(Ω) denota la norma usual en Lp(Ω) y Dα corresponde a
la α-derivada. Esta sección esta dedicada a la de�nición de espacios de Sobolev fraccionarios,
es decir, cuando s 6∈ N.

Para s ∈ (0, 1) �jo, el espacio de Sobolev W s,p puede ser de�nido como sigue:

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) :

|u(x)− u(y)

|x− y|n+sp
∈ Lp(Ω× Ω)

}
.

El cual es dotado de la norma natural

‖u‖W s,p(Ω) :=

(∫
Ω

|u(x)|p +

∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy

)1/p

donde el término

[u]W s,p(Ω) :=

(∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp

)1/p

es la seminorma de Gagliardo de u. Cuando s > 1 y s 6∈ N, podemos reescribir s = m + σ,
donde m ∈ N y σ ∈ (0, 1). De esta forma podemos de�nimos W s,p(Ω) como:

W s,p(Ω) := {u ∈ Wm,p(Ω) : Dαu ∈ W σ,p(Ω) ∀α tal que |α| = m} .

En este caso, dotamos al espacio de la norma

‖u‖W s,p(Ω) :=

‖u‖Wm,p(Ω) +
∑
|α|=m

‖Dαu‖pWσ,p(Ω)

1/p

para todo u ∈ W s,p(Ω). Cabe destacar que el espacio W s,p(Ω) está bien de�nido y es también
un espacio de Banach para todo s > 0.

Como en el caso clásico (i.e. s ∈ N), cualquier función en el espacio de Sobolev fraccionario
W s,p(Ω) puede ser aproximada por una secuencia de funciones suaves a soporte compacto.
En este caso también, si s > 0

C∞0 (Rn)
‖·‖Ws,p(Rn)

= W s,p(Rn).

En general, si Ω ⊂ Rn, el espacio C∞0 (Ω) no es denso en W s,p(Ω), sin embargo denotamos
W s,p

0 (Ω) a la cerradura de C∞0 (Ω) con respecto de la norma ‖ · ‖W s,p(Ω), es decir,

W s,p
0 (Ω) := C∞0 (Ω)‖·‖Ws,p(Ω) .

Con esta de�nición, podemos también construir W s,p(Ω) cuando s < 0. De hecho, para s < 0
y p ∈ (1,+∞), de�nimos:

W s,p(Ω) := (W0−s, q(Ω))′

es decir, W s,p(Ω) es el espacio dual de W0−s, q(Ω) donde 1
p

+ 1
q

= 1.
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1.2.1. Propiedades de embedding

Proposición 1.1 Sea p ∈ [1,+∞) y Ω un conjunto abierto de Rn, entonces las siguientes
proposiciones son ciertas:

1. Si 0 < s ≤ s′ < 1, entonces el embedding

W s′,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

es continuo. En otras palabras, existe una constante C1(n, s, p) ≥ 1 tal que

‖u‖W s,p(Ω) ≤ C1(n, s, p)‖u‖W s′,p(Ω)

para cualquier u ∈ W s′,p(Ω).

2. Si 0 < s < 1, Ω es de clase C0,1 (i.e. con borde Lipschitz) y borde acotado ∂Ω, entonces
el embedding

W 1,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

es continuo. Es decir, existe una constante C − 2(n, s, p) ≥ 1 tal que:

‖u‖W s,p(Ω) ≤ C2(n, s, p)‖u‖W 1,p(Ω)

para cualquier u ∈ W 1,p(Ω).

3. Si s′ ≥ s > 1 y Ω es de clase C0,1 entonces el embedding

W s′,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

es continuo.

De�nición 1.2 Para cualquier s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,∞), un abierto Ω ⊂ Rn es un dominio

extendido para W s,p(Ω) si existe una constante C := C(n, s, p,Ω) tal que para toda función
u ∈ W s,p(Ω) existe Eu ∈ W s,p(Rn) tal que Eu(x) = u(x) para todo x ∈ Ω y

‖Eu‖W s,p(Ω) ≤ C‖u‖W s,p(Ω)

Cabe destacar que cualquier subconjunto abierto de clase C0,1 con frontera acotada es un
dominio extendido de W s,p(Rn).

Lema 1.3 Sea Ω un abierto deRn, y sea u ∈ W s,p(Ω) con s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞). Si existe
K ⊂ Ω compacto tal que u = 0 en Ω \ K, entonces la extensión Eu de�nida como

Eu(x) :=

{
u(x) si x ∈ Ω

0 si x ∈ Rn \ Ω

pertenece a W s,p(Rn) y
‖Eu‖W s,p(Rn) ≤ C‖u‖W s,p(Ω)

donde C es una constante positiva dependiente de n, p, s,K yΩ.

Ahora estamos listos para introducir las propiedades de embedding de W s,p. Para esto,
haremos la distinción en tres diferentes caso, estos son sp < N, sp = n y sp > n.
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Caso 1: sp < n

Teorema 1.4 Sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tales que sp < n. Entonces existe una constante
positiva C := C(n, p, s) tal que, para cualquier u ∈ W s,p(Rn),

‖u‖p
Lp
∗
s (Rn)

≤ C

∫
Rn×Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+ps
dxdy

donde las constate

p∗s :=
pn

n− sp
es conocido como el exponente crítico fraccionario. Una consecuencia directa de este resultado
es que, el espacio W s,p(Rn) está continuamente inmersionado en Lq(Rn) para cualquier q ∈
[p, p∗s]. Más aún, el embedding W s,p(Rn) ↪→ Lqloc(Rn) es compacto para todo q ∈ [p, p∗s).

En dominios extendidos Ω, se cumplen las siguientes propiedades de embedding.

Teorema 1.5 Sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tal que sp < n. Sea Ω ⊂ Rn un dominio extendido
para ws,p. Entonces existe una constante positiva C := C(n, p, s,Ω) tal que, para cualquier
u ∈ W s,p(Ω),

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W s,p(Ω)

para cualquier q ∈ [p, p∗s], en otras palabras, el espacio W s,p(Ω) está continuously embedded
en Lq(Ω) para q ∈ [p, p∗s]. Si, adicionalmente, Ω es acotado, entonces el espacio W s,p(Ω) está
compactly embedded en Lq(Ω) para cualquier q ∈ [1, p∗s).

Caso 2: sp = n

Teorema 1.6 Sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tales que sp = n. Entonces existe una constante
positiva C := C(n, p, s) tal que, para cualquier u ∈ W s,p(Rn)

‖u‖Lq(Rn) ≤ C‖u‖Ws,p(Rn)

para cualquier q ∈ [p,+∞), es decir, el espacio W s,p(Rn) está coninuously embedded en
Lq(Rn) para cualquier q ∈ [p,+∞).

Para dominios extendidos Ω, existe el siguiente resultado.

Teorema 1.7 Sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tal que sp = n. Sea Ω ⊂ Rn un dominio
extendido de Rn. Entonces existe una constante positiva C := C(n, p, s,Ω) tal que, para
cualquier u ∈ W s,p(Ω)

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W s,p(Ω)

para cualquier q ∈ [p,+∞), en otras palabras, el espacio W s,p(Ω) está continuously embedded
en Lq(Ω) para q ∈ [p,+∞). Si, adicionalmente, Ω es acotado, entonces el espacio W s,p(Ω)
está compactly embedded en Lq(Ω) para cualquier q ∈ [1,+∞).
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Caso 3: sp > n

Aquí C0,α(Ω) denota el espacio de funciones Hölder continuas dotadas de la norma estándar

‖u‖C0,α(Ω) := ‖u‖L∞(Ω) + sup
x, y ∈ Ω
x 6= y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

.

Teorema 1.8 Sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tal que sp > n. Sea Ω un espacio C0,1 de Rn.
Entonces existe una constante positiva C := C(n, p, s,Ω) tal que, para cualquiera u∈ W s,p(Ω),

‖u‖C0,α(Ω) ≤ |‖u‖W s,p(Ω)

con α := (sp− n)/p, es decir, el espacio W s,p(Ω) está continuously embedded en C0,α(Ω).

La siguiente propiedad de regularidad es valido para funciones en W s,p cuando sp > n
y Ω es un dominio extendido para W s,p sin singularidades externas. Como consecuencia del
teorema anterior, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.9 sea s ∈ (0, 1) y p ∈ [1,+∞) tal que sp > n. Sea Ω un dominio C0,1 acotado
de Rn. Entonces el embedding

W s,p(Ω) ↪→ C0,β(Ω)

es compacto para todo β < α con α := (sp− n)/p.

1.2.2. El espacio Hs(Ω)

En este apartado, nos concentraremos en el caso Hilbert p = 2, para analizar sus relación
con el Laplaciano fraccionario. Sea Ω un subconjunto abierto de Rn y denotemos

Hs(Ω) := W s,2(Ω)

para cualquier s ∈ (0, 1). Este caso es importante porque el espacio de Sobolev fraccionario
pasa a ser un espacio de Hilbert. Es decir, el producto interno sobre Hs(Ω) de�nido por:

〈u, v〉Hs(Ω) :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω×Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

para cualquier u, v ∈ Hs(Ω), induce la norma ‖ · ‖W s,p(Ω) cuando p = 2. Claramente, para
todo s ∈ (0, 1), se tiene

Hs(Rn) := W s,2(Rn) =
{
u ∈ L2(Rn) : [u]W s,2(Ω) < +∞

}
para [·]W s,2(Ω) la seminorma de�nida anteriormente.

El espacio Hs(Rn) puede ser de�nido de forma alternativa mediante una transformada de
Fourier. Precisamente, de�namos

Ĥs(Rn) :=

{
u ∈ L2(Rn) :

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dx < +∞
}
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para cualquier s > 0 y

Ĥs(Rn) :=

{
u ∈ S ′ :

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|Fu(ξ)|2dx < +∞
}

para cualquier s < 0. Es posible probar la equivalencia entre ambos espacios (el de�nido por
la norma de Gagliardo) y este.

1.2.3. Una generalización de (−∆)s.

En esta sección introduciremos una noción mas generalizada de operador integrodiferencial
de tipo no local que generaliza (−∆)s. Para cualquier s ∈ (0, 1) �jo, el operador LK dado
por

LKu(x) :=

∫
Rn

(u(x+ y) + u)x− y)− 2u(x))K(y)dy

para todo x ∈ Rn, donde el núcleo K : Rn \ {0} → (0,+∞) es una función que tiene las
siguientes propiedades

mK ∈ L1(Rn), donde m(x) := mı́n{|x|2, 1} (1.5)

y existe θ > 0 tal que K(x) ≥ θ|x|−(n+2s) para cualquier x ∈ Rn \ {0}. Es claro que, para
ejempli�car, podemos tomar K como

K(x) = |x|−(n+2s) x ∈ Rn \ {0}.

En cuyo caso, tenemos la igualdad Lk = −(−∆)s, salvo normalización.

1.2.4. Otros espacios tipo Sobolev fraccionario

En este trabajo de tesis, uno de los principales intereses sera el estudio de problemas no
locales a partir de (−∆)s con condiciones Dirichlet en la frontera mediante métodos varia-
cionales. Para este propósito, necesitaremos trabajar en un espacio de Solbolev fraccionario
adecuado: por eso, consideraremos una con�guración de análisis funcional que está inspirada
por (pero no equivalente) los espacios de Sobolev fraccionarios para poder explicitar el dato
inicial Dirichlet en la frontera mediante la formulación variacional.

Sea s ∈ (0, 1) �jo, Ω un abierto de Rn, n > 2s y de�namos el conjunto Q como

Q := (Rn × Rn) \ (CΩ× CΩ),

donde CΩ := Rn \ Ω. Más aún, sea K : Rn \ {0} → (0,+∞) una función que cumple (1.5).

El espacio Xs(Ω), es el espacio vectorial de las funciones Lebesgue-medibles de Rn a R
tales que la restricción a Ω de cualquier función en Xs(Ω) pertenece a Ls(Ω) y el mapeo

(x, y) 7→ (u(x)− u(y))
√
K(x− y) está en L2(Q, dx, dy)
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.

La norma en Xs(Ω) puede ser de�nida como:

‖u‖Xs(Ω) := ‖u‖L2(Ω) +

(∫
Q
|u(x)− u(y)|2K(x− y)dxdy

)1/2

. (1.6)

Es fácil chequear que ‖ · ‖Xs(Ω) es una norma en Xs(Ω). Notemos además que esta norma
no es igual a la norma ‖ · ‖W s,p(Ω) porque Ω× Ω está estrictamente contenido en Q.

También de�nimos

Xs
0(Ω) := {u ∈ Xs(Ω) : u = 0 c.t.p en CΩ} . (1.7)

Si, como antes, K = |x|(−n+2s), entonces los espacios tipo Sobolev fraccionarios Xs(Ω) y
Xs

0(Ω) serán denotados por Hs(Ω) y Hs
0(Ω) respectivamente.

A continuación se enuncian algunas propiedades de estos espacios y su relación con los
espacios Hs(Ω).

Lema 1.10 Sea s ∈ (0, 1) y K : Rn \ {0} → (0,+∞) que satisface (1.5). Entonces las
siguientes aseveraciones son verdaderas:

1. Si u ∈ Xs(Ω), entonces u ∈ Hs(Ω). Más aún,

‖u‖Hs(Ω) ≤ c(θ)‖u‖Xs(Ω)

donde c(θ) := máx{1, 1/
√
θ};

2. Si u ∈ Xs
0(Ω), entonces u ∈ Hs(Ω). Más aún,

‖u‖Hs(Ω) ≤ ‖u‖Hs(Rn) ≤ c(θ)‖u‖Xs(Ω),

donde c(θ) es la constante dada en a); y

3. Sea K(x) = |x|−(n+2s). Entonces

Xs
0(Ω) = {u ∈ Hs(Rn) : u = 0 c.t.p en CΩ} .

En los espacios Xs(Ω) y Xs
0(Ω), se tiene la siguiente propiedad de convergencia:

Lema 1.11 Sea {uj}j∈N una sucesión en Xs(Ω) tal que uj → u∞ c.t.p. en Rn cuando
j → +∞ y

sup
j∈N
‖uj‖Xs(Ω) < +∞.

Entonces u∞. Si, adicionalmente, uj ∈ Xs
0(Ω), para todo J ∈ N, entonces u∞ ∈ Xs

0(Ω).
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1.3. Teorema Paso de la Montaña

Muchos problemas en análisis matemático tienen que ver con la construcción de soluciones
adecuadas. La palabra �construcción� es a menudo entendida en un sentido débil, no sólo
porque las soluciones encontradas son tomadas en un sentido distribucional, sino, porque
la prueba de existencia es, de alguna manera, no constructivas ,a pesar de las propiedades
cuantitativas o cualitativas que pueden encontradas adicionalmente.

En algunos casos el problema posee una estructura variacional, esto permite generalmente
que cualquier método cuyo propósito sea probar que el funcional asociado posee un punto
crítico.

En muchos casos, las soluciones minimales no satisfacen la complejidad del problema
por si mismas. De hecho, estas soluciones suelen ser triviales. O,en algunos casos, pueden
existir otras soluciones diferentes de las minimales, las cueles pueden presentar propiedades
interesantes.

Detectar soluciones no-minimales es por supuesto, en principio, mas difícil que encontrar
minimales, dado que los métodos directos liderados por el Teorema de Weierstras (básica-
mente reduciendo a compacidad y algún tipo de continuidad) en general no son su�cientes.

Uno de las más importantes herramientas para encontrar puntos críticos de tipo no mi-
nimal es el llamado Teorema del Paso de la Montaña. Este resultado puede ser imaginado
como pensar en el funcional de energía simplemente como la elevación E de cierto punto con
respecto a la tierra.

La versión estándar del teorema de Paso a la Montaña

Teorema 1.12 Sea H un espacio de Hilbert y sea E ∈ C1(H,R). Supongamos que existen
u0, u1 ∈ H y r > 0 tal qué

ı́nf
‖u−u0‖=r

E(u) > E(u0),

‖u1 − u0‖ > r y E(u1) ≤ E(u0)

. Supongamos también que la condición de Palais-Smale se cumple a nivel c, con

c :==

∫
Γ

sup
t∈[0,1]

E(g(t)),

donde Γ es la colección de todos los posibles caminos g tales que g(0) = u0 y g(1) = u1.

Entonces E tiene un punto crítico de nivel c.

1.4. Desigualdades útiles

En lo que sigue se enumeran algunas desigualdades que podrían ser de utilidad.
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Teorema 1.13 (Desigualdad de Córdoba-Córdoba). Sea g ∈ C2(Rn) convexa. Asumamos
además que u y φ(u) son tales que (−∆)su y (−∆)sg(u) existen. Entonces se cumple lo
siguiente

(−∆)sg(u) ≤ g′(u)(−∆)su. (1.8)

La siguiente desigualdad es consecuencia de la desigualdad anterior.

Teorema 1.14 (Desigualdad de Kato). La siguiente desigualdad se cumple en el sentido de
las distribuciones

(−∆)s|u| ≤ sgn(u)(−∆)su. (1.9)

Para mas detalles revisar [10].

Ahora enunciaremos la desigualdad de Picone, que será útil para demostrar algunos lemas
técnicos.

Lema 1.15 (Desigualdad de Picone) Sea w ∈ Hs
0(Ω) tal que w > 0 in Ω y w ≥ 0 en RN .

Asumiendo que (−∆)sw = ϑ con ϑ ∈ L1
loc(RN), entonces para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω) tenemos que

an,s
2

∫∫
RN×RN

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≥

∫
Ω

(−∆)sw

w
ϕ2dx.

Ver [24] para una demostración completa.

Las siguientes desigualdades algebraicas serán de utilidad para el desarrollo de este trabajo
de tesis. Para demostraciones completas de estos resultados se puede revisar [5] y [19].

Lema 1.16 Sea α > 0, entonces existe una constante C = C(α) > 0, tal que para cualquier
a, b ∈ R+,

|(a+ b)α − aα − αaα−1b| ≤ C(b2 + aα−2 ı́nf(a2, b2)),

|aα − bα| ≤ |a− b|mı́n(α,1).

De forma más general, se tiene que

Lema 1.17 Existe una constate positiva C, tal que para cualquier (a1, . . . , an) ∈ RN ,∣∣∣∣∣|
n∑
j=1

ai|α −
n∑
j=1

|ai|α
∣∣∣∣∣ ≤ C

(∑
i 6=j

|ai|α−1 ı́nf(|ai|, |aj|)

)
.

1.5. Otras propiedades

La siguiente es una propiedad que caracteriza el Laplaciano fraccionario del producto de
funciones, ver [7].
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Proposición 1.18 Sean u y v tales que (−∆)su y (−∆)sv existen y∫
RN

|(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))|
|x− y|N+2s

dy <∞.

Entonces (−∆)s(uv) existe y está dado por

(−∆)s(uv) = u(−∆)sv + v(−∆)su− Is(u, v),

donde

Is(u, v) := CN,s

∫
RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dy, x ∈ RN .
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Capítulo 2

Reducción del problema

2.1. Existencia de soluciones y comportamiento asintóti-

co

Un primer paso necesario para aplicar el método de Lyapunov-Schmidt es encontrar una
solución base(wε), esto se hará usando el método de sub y super solución. Además de eso,
estudiaremos el comportamiento de wε pues será útil durante el desarrollo de este trabajo de
tesis.

Recordemos que en este trabajo se busca probar la conjetura de Lazer-McKenna para el
problema {

(−∆)su = |u|p − σϕ1 en Ω

u = 0 en RN \ Ω
. (2.1)

Notemos en primer lugar que (2.1) es equivalente a que wε resuelva{
ε2s(−∆)swε = |wε|p − ϕ1 en Ω

wε = 0 sobre Rn \ Ω
(2.2)

donde wε(x) = σ−
1
pu(x) y ε2s = σ

1−p
p .

Un primer resultado de existencia es el siguiente.

Teorema 2.1 Para todo ε > 0 y p ∈ (1, N−m+1+2s
N−m+1−2s

) el problema (2.2) tiene una única solución

wε que satisface 0 > wε > −ϕ
1
p

1 . Más aún, wε es creciente con respecto al parámetro ε. Esto
es, si ε1 < ε2, entonces wε1 < wε2.

Demostración. Sea u = −wε. Entonces, u es solución deε
2s(−∆)su = ϕ1 − |u|p en Ω

u = 0 sobre Rn \ Ω.
(2.3)
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De�namos además

h(y, t) =


0, t ≥ ϕ

1/p
1 (y)

ϕ1(y)− tp, 0 ≤ t < ϕ
1/p
1 (y)

ϕ1(y), t < 0.

.

Consideremos el siguiente problemaε
2s(−∆)su = h(y, u) en Ω

u = 0 sobre Rn \ Ω
. (2.4)

Es fácil chequear que cualquier solución de la ecuación es positiva (pues la función cero
es subsolución). Mediante cálculo sencillo se puede probar que φ1/p

1 (y) > 0 es supersolución
de (2.4). Usando la desigualdad de Córdoba-Córdoba (ver Teorema 1.13) notando que
g(x) = x1/p es una función cóncava pues p > 1. Entonces

(−∆)sϕ
1/p
1 = (−∆)sg(ϕ1)

≥ g′(ϕ1)(−∆)sϕ1

=
ϕ

1/p−1
1

p
λ1ϕ1 > 0

Lo que signi�ca que φ1/p
1 es supersolución pues h(y, φ

1/p
1 ) = 0. Como resultado obtenemos

entonces que la solución u de (2.4) satisface

0 < u < ϕ
1/p
1 .

Pero esto signi�ca que h(y, wε) = ϕ1(y)−wε(y)p = ϕ1(y)−|u(y)|p. Por lo tanto wε es solución
de (2.3). Por otro lado la unicidad viene gracias a que ∂h(y,t)

∂t
≤ 0 para cualquier y ∈ Ω y

t ∈ (0, ϕ
1/p
1 (y)).

Denotemos

Jε(u) =
ε2saN,s

2

∫
DΩ

|u(y)− u(z)|2

|y − z|N+2s
dz −

∫
Ω

H(y, u),

donde H(y, t) =
∫ 1

0
h(y, τ)dτ y DΩ = (RN × RN) \ (Ωc × Ωc).

Sea wε tal que
mı́n

{
Jε(u) : u ∈ H1

0 (Ω)
}

= Jε(uε).

Entonces wε es solución de (2.4). Por otro lado, Jε(u) tiene también un minimizador en Hs.
Basta entonces probar unicidad para el problema para concluir el resultado. Si no fuera así,
existen entonces dos soluciones w1 y w2 negativas, en consecuencia w1 − w2 es solución de

ε2s(−∆)s(w1 − w2) + (−1)p [wp1 − w
p
2] = 0, w1 − w2 ∈ Hs

0(Ω).

Testeando la ecuación con (w1−w2)+ se puede concluir que (w1−w2)+ = 0 y de igual forma
que (w2 − w1)+ = 0 también, lo que concluye la unicidad del problema. Para terminar, sean

ε1 < ε2, por la de�nición de ε2s = σ
1−p
p se ve que entonces w1 es supersolución de (2.2) para

ε = ε2 luego por construcción se tiene que wε2 ≤ wε1 .
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El siguiente resultado nos da el comportamiento asintótico de wε. Más precisamente se
tiene lo siguiente

Teorema 2.2 Sea wε la solución de (2.2) que se obtiene del teorema anterior, entonces
tenemos que

wε → −ϕ
1
p

1 as ε→ 0 (2.5)

uniformemente en cualquier subconjunto compacto de Ω y

wε = −ϕ
1
p

1 + ε2s (−∆)sϕ
1
p

1

ϕ
p−1
p

1

+ o(ε2s) (2.6)

donde ε−2so(ε2s)→ 0 cuando ε→ 0 uniformemente sobre cualquier compacto de Ω.

Demostración. Dado que 0 > wε > −ϕ
1
p

1 , y sabiendo que la sucesión {wε}ε es creciente por el
resultado anterior, podemos demostrar que wε → −ϕ

1
p

1 cuando ε ↘ 0 fuertemente en Lq(Ω)
para todo q <∞. Dado que ‖wε|L∞(Ω) ≤ C para alguna constante positiva C independiente

de ε, entonces siguiendo los argumentos expuestos en [25] podemos probar wε → −ϕ
1
p

1 cuando
ε→ 0, uniformemente en cualquier compacto de Ω.

Ahora, �jando x0 ∈ Ω y tomando δ su�cientemente pequeño para que Bδ(x0) ⊂⊂ Ω. Sea
w̃ ∈ Hs

0(Ω) tal que w̃ − wε ∈ Hs
0(Bδ(x0)), entonces w̃ = wε en RN \ Bδ(x0). Como wε es

mínimo global de Jε, entonces Jε(wε) ≤ Jε(w̃), es decir

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x,wε)dx

≤ ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|w̃(x)− w̃(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x, w̃)dx
. (2.7)

Notando ahora que podemos separar DΩ como sigue

DΩ = DBδ(x0) ∪ A ∪B ∪ C,

con

A = Ω \Bδ(x0)× Ω \Bδ(x0), B = Ω \Bδ(x0)× Ωc

y

C = Ωc × Ω \Bδ(x0).
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Por lo tanto

∫∫
DΩ

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy =

∫∫
DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫∫
DΩ\DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫∫
DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫∫
DΩ\DBδ(x0)

|w̃(x)− w̃(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

Lo anterior nos permite concluir entonces que

∫∫
DΩ\DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy =

∫∫
DΩ\DBδ(x0)

|w̃(x)− w̃(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

Usando (2.7), podemos concluir que

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x,wε)dx

≤ ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|w̃(x)− w̃(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x, w̃)dx
. (2.8)

Ahora, de�niendo vε = wε + ϕ
1
p

1 y w = w̃ + ϕ
1
p

1 , entonces vε = w en RN \ Bδ(x0). Reem-
plazando esto en (2.8) obtenemos

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|vε(x)− vε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

−ε2saN,s

∫∫
DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x, vε − ϕ
1
p

1 )dx

≤ ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|w(x)− w(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

−ε2saN,s

∫∫
DBδ(x0)

(w(x)− w(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

H(x,w − ϕ
1
p

1 )dx

. (2.9)
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Como

aN,s

∫∫
DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy

= aN,s

∫∫
DΩ

(vε(x)− vε(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy

−aN,s
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫
Ω

vε(−∆)sϕ
1
p

1 dx− aN,s
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

(w(x)− w(y))(ϕ
1
p

1 (x)− ϕ
1
p

1 (y))

|x− y|N+2s
dxdy

,

luego, usando (2.9) y notando que por la de�nición de vε y w se tiene que∫
Ω

vε(−∆)sϕ
1
p

1 dx =

∫
Ω\Bδ(x0)

vε(−∆)sϕ
1
p

1 dx+

∫
Bδ(x0)

vε(−∆)sϕ
1
p

1 dx

=

∫
Ω\Bδ(x0)

w(−∆)sϕ
1
p

1 dx+

∫
Bδ(x0)

vε(−∆)sϕ
1
p

1 dx,

podemos concluir

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|vε(x)− vε(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

(
H(x, vε − ϕ

1
p

1 ) + ε2svε(−∆)sϕ
1
p

1

)
dx

≤ ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|w(x)− w(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy −

∫
Bδ(x0)

(
H(x,w − ϕ

1
p

1 ) + ε2sw(−∆)sϕ
1
p

1

)
dx

,

(2.10)
es decir, vε es un mínimo del funcional de energía

J̃ε(w) =
ε2saN,s

2

∫∫
DBδ ](x0)

|w(x)− w(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

−
∫
Bδ(x0)

(
H(x,w − ϕ

1
p

1 ) + ε2sw(−∆)sϕ
1
p

1

)
dx

en el conjunto
{
w ∈ Hs

0(Ω) con w − vε ∈ Hs
0(Bδ(x0))

}
.

Para terminar, de�namos h1(x, t) = h(x, t − ϕ
1
p

1 ) + ε2s(−∆)sϕ
1
p

1 , entonces, como en [25],
h1 tiene un cero descendente tε con

tε =

(
ϕ1 + ε2s(−∆)sϕ

1
p

1

) 1
p

+ ϕ
1
p

1 = ε2s

(−∆)sϕ
1
p

1

ϕ
p−1
p

1

+ o(1)

 ,

donde, que tε sea cero descendente de una función f(·) signi�ca que f(tε) = 0 y que la
derivada por la izquierda de f en tε es negativa. Concluimos �nalmente que

vε = ε2s

(−∆)sϕ
1
p

1

ϕ
p−1
p

1

+ o(1)


y se concluye el resultado.
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2.2. Problema linealizado y de�nición de proyecciones

Un segundo paso en la aplicación del método de Lyapunov-Schmidt es obtener el operador
linealizado con respecto a la solución wε y luego encontrar soluciones al problema lineal, en
la literatura estas son por lo general llamadas proyecciones. Sea wε la única solución de (2.2)
dada por el Teorema 2.1. Buscaremos una solución u de (2.2) de la forma u = v + wε,
entonces v debe satisfacerε

2s(−∆)sv + p|wε|p−1v = fε(x, v) en Ω

v = 0 en RN \ Ω
. (2.11)

donde
fε(x, t) = |t+ wε|p − |wε|p + p|wε|p−1t. (2.12)

El problema (2.11) tiene una estructura variacional, el funcional de energia asociado es

Iε(v) =
1

2

∫
RN
ε2s|(−∆)

s
2v|2 + p|wε|p−1v2dx−

∫
Ω

Fε(x, v)dx, (2.13)

con

Fε(x, t) :=

∫ t

0

fε(x, r)dr

=
1

p+ 1
|t+ wε|p(t+ wε) +

1

p+ 1
|wε|p+1 − |wε|pt+

p

2
|wε|p−1t2. (2.14)

En lo que sigue, asumiremos que máx
z∈Ω

ϕ1(z) = 1 y de�niremos S = {x ∈ Ω : ϕ1(x) = 1}.

Ahora, mediante un cambio de variable de�nimos V (x) = v(εx + z∗), z∗ ∈ S, entonces
(2.11) se transforma en(−∆)sV = |V + wε|p − |wε|p sobre Ωε

V = 0 en Rn \ Ωε

. (2.15)

donde Ωε = {εx+ z∗ : x ∈ Ω}. Antes de pasar al límite de�namos el siguiente subespacio

Hsim =
{
u ∈ Hs

0(Ω) : u(y) = u(|y′|, y′′), con y′ ∈ Rm, y′′ ∈ RN
}
,

él cual nos permitirá concluir el resultado. Notemos además que ϕ1 ∈ Hsim (ver demostración
en el apéndice sección A), es decir, existe ϕ̄1 tal que ϕ1(y) = ϕ̄1(|y′|, y′′) que por simplicidad
seguiremos llamando ϕ1.

Consideremos el siguiente problema límite
(−∆)sU = |U + 1|p − 1, U > 0 in RN−m+1,

U(0) = máx
ỹ∈RN−m+1

U(ỹ),

U ∈ Hs(RN−m+1).

(2.16)
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En el siguiente capítulo enunciaremos que el problema (2.16) tiene única solución (salvo
translaciones) U . Además de propiedades del per�l límite y la no degenerancia del operador
linealizado.

Lema 2.3 Sea W ε,x̄(y) = U( ỹ−x̄
ε

) donde U es la solución de�nida en (2.16) y cualquier

x̄ ∈ D. Entonces W ε,x̄ satisface

ε2s(−∆)sW ε,x̄ =
∣∣W ε,x̄ + 1

∣∣p − 1 +
ε2s

Γ(−s)

∫
RN−m+1

+

U(σ |y
′|
ε
, z̄
ε
)

(4π)
N−m+1

2

∫ ∞
0

D(t)dt, (2.17)

donde

D(t) =
e−
|z̄′′−y′′|

4t

t1+s+N−m+1
2

[
σm−1|y′|mkt(|y′|, σ)

(4πt)
m−1

2

− 2|y′|e
|y′|2(1−σ)2

4t

]
con kt(r, λ) =

∫
Sm−1 e

− r
2

4t
(λẑ′−ŷ′)dẑ′.

Demostración. Recordemos queW ε,x̄(y) = U( |ỹ−x̄|
ε

), usando (1.2) podemos escribir (−∆)sw(y)
como

(−∆)sW ε,x̄(y) =
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)−W (y, 0)

t1+s
dt,

donde W es solución de la ecuación del calor∂tW −∆W = 0 en (0,∞[×Ω

W = W ε,x̄ en {0} × Ω
.

De igual forma calculemos (−∆)su, con u(ỹ) = U( |ỹ−x̄|
ε

) (Notemos que, las funciones W ε,x̄

y u están de�nidas en Rn y RN−m+1 respectivamente)

(−∆)su(ỹ) =
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

ũ(ỹ, t)− ũ(ỹ, 0)

t1+s
dt,

donde u es solución de ∂tu−∆u = 0 en (0,∞[×D

u(ỹ, 0) = U( |ỹ−x̄|
ε

) en {0} ×D
.

Notemos ahora que, W (y, 0) = U( |ỹ−x̄|
ε

) = ũ(ỹ, 0). Entonces

(−∆)sW ε,x̄(y) =
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)−W (y, 0)

t1+s
dt

=
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)− ũ(ỹ, 0)

t1+s
dt

=
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)− ũ(y, t)

t1+s
+
ũ(ỹ, t)− ũ(ỹ, 0)

t1+s
dt

1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)− ũ(y, t)

t1+s
dt+ (−∆)sU(

|ỹ − x̄|
ε

)

= H(y) + |W ε,x̄ + 1|p − 1.
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En lo que queda, veremos que forma tiene H(y). Para esto, dado queW y ũ son soluciones
de la ecuación de calor respectiva, podemos saber que forma tienen explícitamente

ũ(ỹ, t) =
1

(4πt)
N−m+1

2

∫
RN−m+1

W ε,x̄(z)e−
|z−y|2

4t dz (2.18)

y

W (y, t) =
1

(4πt)N/2

∫
RN
W ε,x̄(z)e−

|z−y|2
4t dz. (2.19)

En el caso de (2.19) podemos transformarlo en (notando u(y) = U( |ỹ−x̄|
ε

))

W (y, t) =
1

(4πt)N/2

∫
RN
u(z)e−

|z−y|2
4t dz

=
1

(4πt)N/2

∫
RN
u(z)e

−|z′−y′|2−|z′′−y′′|2
4t dz

=
1

(4πt)N/2

∫
RN−m

e−
|z′′−y′′|2

4t

∫
Rm

e−
|z′−y′|2

4t u(z′, z′′)dz′dz′′,

recordando que U ∈ Hsim. Tenemos que U(z′, z′′) = U(|z′|, z′′) y por lo tanto pasando a
coordenadas radiales

W (y, t) =
1

(4πt)N/2

∫
RN−m

e−
|z′′−y′′|2

4t

∫ ∞
0

∫
Sm−1

ρm−1u(ρ, z′′)e−
|ρẑ′−|y′|ŷ′|2

4t dẑ′dρdz′′

=
1

(4πt)N/2

∫
RN−m

e−
|z′′−y′′|2

4t

∫ ∞
0

u(σ|y′|, z′′)σm−1|y′|m
∫
Sm−1

e−
|y′|2

4t
(σẑ′−ŷ′)dẑ′︸ ︷︷ ︸

:−kt(|y′|,σ)

dσdz′′

=
1

(4πt)N/2

∫
RN−m+1

+

e−
|z′′−y′′|2

4t u(σ|y′|, z′′)σm−1|y′|mkt(|y′|, σ)dσdz′′

con σ = ρ/|y′|. De igual forma tenemos que

ũ(ỹ, t) =
1

(4πt)
N−m+1

2

∫
RN−m+1

e−
|z′′−y′′|2

4t u(σ|y′|, z′′)e−
|y′|2

4t
(1−σ)2|y′|dσdz′′. (2.20)

Computando entonces H(y) = 1
Γ(−s)

∫∞
0

W (y,t)−ũ(y,t)
t1+s dt usando las formulas exactas de W
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y ũ

H(y) =
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

W (y, t)− ũ(ỹ, t)

t1+s
dt

=
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

1

t1+s

[
1

(4πt)N/2

∫
RN−m+1

+

e−
|z′′−y′′|2

4t u(σ|y′|, z′′)σm−1|y′|mkt(|y′|, σ)dσdz′′

− 1

(4πt)
N−m+1

2

∫
RN−m+1

e−
|z′′−y′′|2

4t u(σ|y′|, z′′)e−
|y′|2

4t
(1−σ)2|y′|dσdz′′

]
dt

=
1

Γ(−s)

∫ ∞
0

1

t1+s

∫
RN−m+1

+

e−
|z′′−y′′|2

4t u(σ|y′|, z′′)
(4πt)

N−m+1
2

[
σm−1|y′|mkt(|y′|, σ)

(4πt)m−1
− e−

|y′|2
4t

(1−σ)2 |y′|
]
dσdz′′dt.

Ahora, dado que la función del lado derecho de (2.17) podría tener singularidades, nece-
sitamos modi�car W ε,x̄. Sea δ > 0 su�ecientemente pequeño. Sea η(t) ≥ 0 una función suave
tal que η(t) = 0 si t ≤ δ, η(t) = 1 si t ≥ 2δ. De�namos

Wε,x̄(y) = η(|y′|)W ε,x̄(y).

Entonces Wε,x̄ satisface

ε2s(−∆)sWε,x̄ = η(|y′|)
(
|W ε,x̄ − 1|p − 1

)
+ f̄ε,x̄(y), en Ω, (2.21)

donde

f̄ε.x̄ = ηεsH(y)− 2εs
∫
RN

(η(|y′|)− η(|z′|))
(
W ε,x̄(y)−W ε,x̄(z)

)
|y − z|N+2s

dz + ε2sW ε,x̄(y)(−∆)sη.

Ya que η = 0 para |y′| ≤ δ, no es complicado ver que f̄ε,x̄ es suave con respecto a x̄ e y,
además satisface

|f̄ε,x̄| ≤ CesW ε,x̄.

Para cualquier x̄ ∈ D, sea Pε,ΩWε,x̄ solución de
ε2s(−∆)sv + p|wε|(p−1)/pv

= η(|y′|)
(
|W ε,x̄ − 1|p − 1

)
+ p|wε|(p−1)/pWε,x̄ + f̄ε,x̄(y), en Ω

v = 0 en Rn \ Ω.

(2.22)

Es fácil ver que Pε,ΩWε,x̄ ∈ Hsim. También, usando principio del máximo y el decaimiento
polinomial de U que

|Pε,ΩWε,x̄ −Wε,x̄| ≤ CeN−m+1+2s,
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resultado que será probado en Lema 3.7. De esta forma podemos de�nir Vε,x̄ como solución
de 

ε2s(−∆)sVε,x̄ + pVε,x̄

= f̄(Wε,x̄) +O

(
(εs + |η − 1|)Wε,x̄

)
, en Ω

Vε,x̄ = 0, en RN \ Ω

(2.23)

donde f̄(t) = |t+ 1|p − 1 + pt.

Usando el Teorema (2.2) obtenemos también el siguiente resultado.

Lema 2.4 ∣∣f̄(Wε,x̄(y))− fε(x,Wε,x̄(y))
∣∣ ≤ CWε,x̄(y). (2.24)

Demostración. La demostración de este lema es una consecuencia no muy difícil del Lema

1.16.

2.3. Teorema principal

Enunciaremos en esta sección el principal resultado obtenido en este trabajo de tesis.
Recapitulando, hasta el momento encontramos una solución del problema (2.1) para la cual
conocemos además el comportamiento asintótico, junto a esto encontramos el problema linea-
lizado (2.23) para el cual caracterizamos las soluciones (usualmente llamadas proyecciones).
Nos queda entonces enunciar el teorema principal que será demostrado en el capítulo 4.

En lo que sigue de�niremos algunos espacios y herramientas a utilizar. Usando un argu-
mento de densidad es posible de�nir (−∆)su en Hs(RN) de�niendo

〈u, v〉ε =

∫
Ω

ε2s(−∆)
s
2u(−∆)

s
2v +

∫
Ω

p|wε|(p−1)/puv.

De�niendo además la norma ‖ · ‖ε inducida por el producto escalar. Podemos asumir
máx
z∈Ω

ϕ1(z) = 1 y de�nir así el conjunto S = {x̄ ∈ D : ϕ1(x̄) = 1}. Por simplicidad de�namos

Vε,x̄ = Pε,ΩWε,x̄. (2.25)

Sea también

Dk,ε =

{
ξ ∈ Dk : |ϕ1(ξj)− 1| ≤ ε1−τ ∀j = 1, . . . , k, U

(
ξi − ξj
ε

)
≤ ε1−τ , i 6= j

}
, (2.26)

donde τ > 0 es una constante pequeña. El conjunto Dk,ε no está vacío porque si tomamos
ξj ∈ D tal que

|ξj − x0| = Lε | ln ε|, |ξi − ξj| ≥
2πL

k
ε| ln ε|, i 6= j, i, j = 1, . . . , k,
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con x0 ∈ S y L > 0 su�cientemente grande, entonces (x1, . . . , xk) ∈ Dk,ε.

Sea H la completación del espacio C∞0 (Ω) ∩Hsim y sea

Eε,x,k =

{
w ∈ H :

〈
w,
∂Vε,xj
∂xjl

〉
ε

= 0, l = 1, . . . , N −m+ 1, j = 1, . . . , k

}
.

El siguiente resultado permite reducir el problema a un problema �nito dimensional.

Teorema 2.5 Sea k > 0 un entero. Entonces existe εk > 0, tal que para cualquier ε ∈ (0, εk]
(2.11) tiene una solución de la forma

ūε =
k∑
j=1

Vε,ξε,j + wε,ξ (2.27)

donde ξε,j ∈ Dk,ε, wε,ξ ∈ Eε,ξ,k y satisface

‖wε,ξ‖2
ε =

∫
RN
ε2s[(−∆)

s
2wε,ξ]

2 + p|wε|p−1wε,ξ(x)2dx = o(εN−m+1)

En el siguiente capítulo se demostrará el teorema anterior.
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Capítulo 3

Desarrollo previo

Para poder abordar de forma sencilla y ordenada la demostración del Teorema 2.5 la
siguiente sección enuncia algunos resultados previos, como son algunas propiedades de la
solución fundamental y de las proyecciones, también estudiaremos el operador linealizado, el
operador de segundo orden y el resto de la formulación variacional.

En la primera sección se estudiaran las antes mencionadas propiedades de la solución
fundamental (Us) como son su comportamiento asintótico de la función y su derivada. La
segunda sección relaciona las propiedades de Us con las proyecciones Vε,x̄ soluciones de (2.23).
Finalmente la sección tres estudiará los operadores Lε,ξ, Qε,ξ y Rε (a de�nir más adelante)
que serán útiles a la hora de desarrollar el argumento de punto �jo.

3.1. Propiedades del per�l límite

En esta sección se darán algunas propiedades sobre la solución del problema límite (2.16).
Para esto primero debemos de�nir la noción de solución fundamental.

De�nición 3.1 Diremos que 0 � Us ∈ Hs(RN−m+1) es una solución fundamental del pro-
blema (2.16) si Us resuelve (2.16) y el operador linealizado sobre Us, L := (−∆)s − p|Us −
1|p−2(Us − 1) tiene indice de Morse exactamente igual a 1; es decir L tiene solo un valor
propio estrictamente negativo(contando multiplicidad).

El siguiente teorema nos da existencia, unicidad (salvo traslaciones) y no-degenerancia de
las soluciones del problema (2.16).

Teorema 3.2 Si 1 < p < N−m+1+2s
N−m+1−2s

,entonces el problema (2.16) tiene una única solución
fundamental positiva que es radial y estrictamente decreciente en |x|. Más aún, U pertenece
a Hs(RN−m+1) ∩ L∞(RN−m+1) ∩ C2,γ(RN−m+1) para algún γ ∈ (0, 1) y satisface

|U(x)| ≤ C

1 + |x|N−m+1+2s
, ∀x ∈ RN−m+1. (3.1)
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Además, U es no degenerado en el sentido de que el operador lineal de�nido por

L := (−∆)s − p|U − 1|p−2(U − 1) (3.2)

satisface

kerL ∩ L2(RN−m+1) = Span

{
∂U

∂x1

, . . . ,
∂U

∂xN−m+1

}
.

La demostración de este resultado se incluyó en el Apéndice. La idea general es un desa-
rrollo similar al de [1, 20].

Antes se de�nió Wε,x(y), x ∈ RN−m+1 e y ∈ RN . En lo que sigue se darán algunas
propiedades sobre Wε,x. Fijando ξ ∈ Dk de�nimos para todo i = 1, . . . , N − m + 1 y j =
1, . . . , k las funciones

Zji =
∂Wε,ξj

∂ξji
.

Probamos el siguiente lema.

Lema 3.3 Existe una constante C tal que, para i = 1, . . . , N −m+ 1 y j = 1, . . . , k

|Zji| ≤ C
1

ε

∣∣∣∣ ỹ − ξjε

∣∣∣∣ν1

para cualquier

∣∣∣∣ ỹ − ξjε

∣∣∣∣ ≥ 1 (3.3)

donde ν1 = mı́n(N −m+ 2s+ 2, p(N −m+ 1 + 2s)).

Demostración. De�namos Wξj(x) = W (x− ξ), entonces

Wε,ξj(x) = W ξj
ε

(
x

ε
)

y

Zji(x) =
1

ε

∂W ξj
ε

∂ξji
(
x

ε
).

Siguiendo el desarrollo de [19] en el lema 5.2, en nuestro caso, para la función
∂W ξj

ε

∂ξji
(x
ε
),

obtenemos que ∣∣∣∣∣∂U ξj
ε

∂ξji
(
x

ε
)

∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣−ν1

.

De esta última igualdad sigue el resultado.

Ahora siguiendo la demostración del lema 5.3 en [19], obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.4 Existe una constante C positiva tal que, para todo i = 1, . . . , N − m + 1 y j =
1, . . . , k

|∇Zji| ≤ C
1

ε2

∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣ν2

para todo

∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣ ≥ 1 (3.4)

donde ν2 = mı́n(N −m+ 2s+ 3, p(N −m+ 1 + 2s)).
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La demostración de este resultado es similar a la del lema anterior.

Notemos ahora que, dado que U es una función radial, entonces se tiene que∫
RN−m+1

Z2
jidx =

∫
RN−m+1

Z2
j,l ∀i, l = 1, . . . , N −m+ 1.

Además, para ξ ∈ Dk �jo, podemos de�nir

αj :=

∫
RN−m+1

Z2
j1dx, ∀j = 1, . . . , k.

Es fácil probar, mediante un simple cambio de variable que en realidad

α := αj = α1, ∀j = 1, . . . , k.

El siguiente es un resultado de ortogonalidad para las funciones Zji.

Lema 3.5 Para todo i, n = 1, . . . , N −m+ 1 y j, l = 1, . . . , k, las funciones Zji satisfacen,∫
RN−m+1

ZjiZln = εN−m−1αδjlδin, (3.5)

donde α es el de�nido anteriormente, el cual no depende del valor de ε.

Como consecuencia de resultado anterior, tenemos la siguiente a�rmación.

Corolario 3.6 Para todo i, n = 1, . . . , N−m+1 y j, l = 1, . . . , k, las funciones Zji satisfacen,∫
D

ZjiZln = εN−m−1αδjlδin +O(εν3) (3.6)

donde ν3 = 2ν1 con ν1 el de�nido en el Lema 3.3.

Demostración. Tenemos que∫
D

ZjiZln =

∫
RN−m+1

ZjiZln

= εN−m−1αδjlδln −
∫
RN−m+1\D

ZjiZlm.

Entonces, usando (3.3), podemos estimar la ultima integral como sigue∣∣∣∣∫
RN−m+1\D

ZjiZln

∣∣∣∣ ≤ C
1

ε2

∫
RN−m+1\D

∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣ν1
∣∣∣∣x− ξlε

∣∣∣∣ν1

≤ Cε2ν1 .

Concluyendo el resultado esperado.
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3.2. Solución aproximada

Sea U la única solución radial (salvo traslaciones) del problema límite (2.16). Al igual que
antes de�niremos Wε,ξ(y) = Uε,ξ(ỹ) = U( ỹ−ξ

ε
) y Vε,ξ solución de (2.22), es necesario notar

que, en este caso las funciones tienen como dominio RN .

La presente sección busca estudiar el comportamiento de la proyección Vε,ξ con respecto
a la solución original del problema límite Uε,ξ, esto será mucha utilidad cuando se reduzca
el problema usando el método de Liapunov-Schmidt. Comenzaremos probando la siguiente
proposición

Lema 3.7 Dado el decaimiento polinomial de U , tenemos que

|Pε,ΩWε,x̄ −Wε,x̄| ≤ CεN−m+1+2s (3.7)

Demostración. De�namos v = Wε,x̄ − Pε,ΩWε,x̄, entonces v es solución de:{
ε2s(−∆)sv + p|wε|(p−1)/pv = 0 en Ω

v = Wε,x̄ en RN \ Ω
.

Ahora como v = Wε,x̄ en RN \Ω por principio del máximo y el Teorema 3.2 tenemos que:

|v| = |Wε,x̄ − Pε,ΩWε,x̄|

≤ |Wε,x̄|

=

∣∣∣∣U(
|ỹ − x̄|
ε

)

∣∣∣∣
≤ CεN−m+1+2s

Volviendo al contexto del la reducción de Liapunov-Schmidt, la solución que buscamos
será compuesta por proyecciones del problema original linealizado con respecto a la solución
wε. Sea ξ ∈ Dk, para simpli�car la notación, de�namos ahora

zji =
∂Vε,ξj
∂ξji

. (3.8)

Buscaremos entender el comportamiento de las funciones Vε,ξj , por lo que entender el
comportamiento de sus derivadas direccionales es fundamental, esto nos lleva al siguiente
resultado.

Lema 3.8 La siguiente cota se cumple. Para todo x ∈ D

|Zji − zji| ≤ Cεν1 (3.9)

para alguna constante positiva C, donde ν1 es el de�nido en Lema 3.3.
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Demostración. Aprovechandonos de lo probado anteriormente, sabemos que v = Wε,ξj−Vε,ξj
cumple la ecuación ε

2s(−∆)sv + p|wε|(p−1)/pv = 0 en Ω

v = Wε,ξj en RN \ Ω
.

Por lo tanto ∂v
∂ξji

resuelve la ecuaciónε
2s(−∆)s ∂v

∂ξji
+ p|wε|(p−1)/p ∂v

∂ξji
= 0 en Ω

∂v
∂ξji

=
∂Wε,ξj

∂ξji
en RN \ Ω

Repitiendo el argumento usado en el lema anterior, por principio del máximo concluimos
el resultado usando el Lema 3.3.

Corolario 3.9

〈zji, zln〉ε = εN−m−1Cδjlδin +O(εν3) (3.10)

donde ν3 = 2ν1 el mismo del Corolario 3.5.

Demostración. Aprovechando que Vε,ξj resuelve (2.23) podemos notar que entonces zji debe
ser solución deε

2s(−∆)szji + pzji = p|1−Wε,ξj |p−1Zji + pZji en Ω

zji = 0 en RN \ Ω
.

Testeando con zln como el resultado anterior se obtiene

〈zji, zln〉ε =

∫
Ω

(
p|1−Wε,ξj |p−1Zjizln + pZjizln

)
dx

usando (3.11) obtenemos

〈zji, zln〉ε =

∫
Ω

p|1−Wε,ξj |p−1ZjiZln + pZjiZlndx

+ Cp

∫
Ω

(|1−Wε,ξj |p−1 + 1)Zjiε
ν1dx.

Finalmente usando (3.6)
〈zji, zln〉ε = CεN−2δjlδin +O(εν3)

que es el resultado buscado.

Lema 3.10 Dado i = 1, . . . , N y j = 1, . . . , k, la siguiente desigualdad se cumple. Para todo
x ∈ D

|∇Zji(x)−∇zji(x)| ≤ Cεν2 (3.11)

para C una constante positiva y ν2 es el de�nido en Lema 3.4.
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Como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.11 Dados i, n = 1, . . . , N −m+ 1 y j = 1, . . . , k tenemos que

∥∥∥∥ ∂zji∂ξjn

∥∥∥∥ = O(εmı́n{N−m−3,ν2}) (3.12)

Ver [1] para una demostración completa de este resultado en el caso N -dimensional. El
desarrollo es igual en este caso.

3.3. Algunos lemas técnicos

En esta sección probaremos lemas previos al resultado general, los cuales harán más fácil
el desarrollo del resultado. El primer resultado nos será útil a la hora de probar la existencia
de soluciones con peaks interiores.

Lema 3.12 Sea wε única solución negativa de (2.2) y de�namos el siguiente problema de
valores propios {

(−∆)sv + p|wε|p−1v = λv en Ω

v = 0 en RN \ Ω
(3.13)

Entonces, de�niendo

λ1 = ı́nf
ϕ∈Hs

0(Ω)

ε2s‖ϕ‖2
Hs

0(Ω) + p
∫

Ω
|wε|p−1ϕ2dx∫

Ω
ϕ2dx

,

tenemos que λ1 ≥ C(p) > 0 para todo ε > 0.

Demostración. Como se hizo antes sabemos que wε = −σ−
1
pu resuelve el problema (2.2) con

wpε ≤ ϕ1 y wε → ϕ
1
p

1 cuando ε→ 0 uniformemente en cualquier compacto de Ω. Es decir

λ1 = ı́nf
ϕ∈C∞0 (Ω)

ε2s‖ϕ‖2
Hs

0(Ω) + p
∫

Ω
|wε|p−1ϕ2dx∫

Ω
ϕ2dx

.

Dado, ϕ ∈ C∞0 (Ω), usando el hecho de que |wε| > 0 y la desigualdad de Picone enunciada en
el Lema (1.15), obtenemos

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≥

∫
Ω

ε2s(−∆)s|wε|
|wε|

ϕ2dx.

Entonces

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω

|wε|p−1ϕ2dx ≥
∫

Ω

ϕ1

|wε|
ϕ2dx,
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lo que implica que

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + p

∫
Ω

|wε|p−1ϕ2dx ≥ (p− 1)

∫
Ω

|wε|p−1ϕ2dx+

∫
Ω

ϕ1

|wε|
ϕ2dx

≥
∫

Ω

(
(p− 1)|wε|p−1 +

1

|wε|
p−1
p

)
ϕ2dx.

Si tomamos ahora

C(p) = mı́n
λ>0

{
(p− 1)λp−1 +

1

λ
p−1
p

}
> 0,

es directo que

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + p

∫
Ω

|wε|p−1ϕ2dx ≥ C(p)

∫
Ω

ϕ2dx.

Es decir, λ1 ≥ C(p) y se tiene el resultado pedido.

Observación Una consecuencia del resultado anterior es

‖ϕ‖2 ≤ ‖ϕ‖ε, ∀ϕ ∈ L2(Ω),

donde ‖ · ‖2 es la norma usual de L2 y ‖ · ‖ε es la norma de�nida por el producto interno que
fue dada anteriormente.

Lema 3.13 Sea

Lε,ξ(w) :=
k∑
j=1

〈Vε,ξj , w〉ε −
∫

Ω

fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)wdx

Entonces Lε,ξ es un operador lineal acotado de Eε,ξ,k en R. Más aún

‖Lε,ξj‖ε = ε
N−m+1

2 O

(
k∑
j=1

ξm−1
j (ϕ1(ξj)− 1)q +

∑
j 6=i

U q

(
|ξi − ξj|

ε

))
donde q = mı́n(1, p− 1). En particular existe, lε,ξ ∈ Eε,ξ,k tal que

Lε,ξ(w) = 〈lε,ξ, w〉ε, ∀w ∈ Eε,ξ,k.

Demostración. Desarrollando la de�nición de Lε,ξ(w) podemos llegar a que

Lε,ξ(w) =
k∑
j=1

∫
Ω

ε2s(−∆)
s
2Vε,ξj(−∆)

s
2w + p|wε|p−1Vε,ξjw −

∫
Ω

fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)w

=
k∑
j=1

∫
Ω

ε2sw(−∆)sVε,ξj + p|wε|p−1Vε,ξjw −
∫

Ω

fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)w

=
k∑
j=1

∫
Ω

f̄(Wε,ξj)w +O((εs + |η − 1|)Wε,ξj)w + p(|wε|p−1 − 1)Vε,ξjw −
∫

Ω

fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)w
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Donde se usó el hecho de que Vε,ξj sea solución de (2.23) e integración por partes. Podemos
separar el cálculo en acotar 3 integrales

Lε,ξ(w) = p

k∑
j=1

∫
Ω

(|wε|p−1 − 1)Vε,ξjw +

∫
Ω

k∑
j=1

(f̄(Wε,ξj)− fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj))w

+
k∑
j=1

∫
Ω

O((εs + |η − 1|)Wε,ξj)w

:= L1
ε,ξ(w) + L2

ε,ξ(w) + L3
ε,ξ(w).

Usando el Teorema (2.2) y luego el Lema (3.7), además de algunas desigualdades tipo
Hölder podemos concluir

L1
ε,(ξ(w) ≤ p

K∑
j=1

∫
Ω

(ϕ
p−1
p

1 − 1)Vε,ξjw + Cε
N−m+1

2
+s

[∫
Ω

w2

] 1
2

≤ p
k∑
j=1

∫
Ω

(ϕ
p−1
p

1 − 1)(Wε,ξj + CeN−m+1)w + Cε
N−m+1

2
+s

[∫
Ω

w2

] 1
2

= p
k∑
j=1

[∫
Ω

(ϕ
p−1
p

1 − 1)2W 2
ε,ξj

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

+ ε
N−m+1

2 O(εs)

[∫
Ω

w2

] 1
2

≤ p
k∑
j=1

[∫
Ω

(ϕ
1
p

1 − 1)2 mı́n(p−1,1)W 2
ε,ξj

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

+ ε
N−m+1

2 O(εs)

[∫
Ω

w2

] 1
2

,

Ahora gracias al Lema (1.16) y al Teorema (3.2), junto con un cambio de variable radial

x′ = rx̂′ y z =
(
r−ξj1
ε
,
x′′−ξ′′j
ε

)
llegamos a que

p
k∑
j=1

[∫
Ω

(ϕ
1
p

1 − 1)2 mı́n(p−1,1)W 2
ε,ξj

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

= p
∑k

j=1

[∫
Ω

(
ϕ

1
p

1 (x′, x′′)− 1

)2q

W 2
ε,ξj

(x′, x′′)

] 1
2 [∫

Ω
w2
] 1

2

= p
k∑
j=1

[∫
Ω

(
ϕ

1
p

1 (r, x′′)− 1

)2q

U

(
r − ξj1
ε

,
x′′ − ξ′′j

ε

)2

rm−1drdx̂′dx′′

] 1
2 [∫

Ω

w2

] 1
2

= p

k∑
j=1

[
Vm−1

∫
Dε,ξj

εN−m+1
(
ϕ1(εz + ξj)

1
p − 1

)2q

U(εz + ξj)
2(εz + ξj)

m−1

] 1
2 [∫

Ω

w2

] 1
2

≤ pCε
N−m+1

2

k∑
j=1

ξm−1
j (ϕ1(ξj)− 1)q

[∫
RN−m+1

U2(z)

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

+O(ε
N−m+1

2 )

[∫
Ω

w2

] 1
2

≤ ε
N−m+1

2 O

(
k∑
j=1

ξm−1
j (ϕ1(ξj)− 1) + 1

)
‖w‖2
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donde Vm−1 corresponde al volumen de la bola m−1-dimensional. Ahora estimamos L2
ε,ξ(w),

L2
ε,ξ(w) =

∫
Ω

k∑
j=1

f̄(Wε,ξj)w − fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)w

≤
∫

Ω

k∑
j=1

f̄(Wε,ξj)w − fε(x,
k∑
j=1

Wε,ξj)w + Cε
N−m+1

2 O(εs)

[∫
Ω

w2

] 1
2

,

luego, usando (1.16), el polinomio de Taylor y Hölder podemos obtener que

∫
Ω

k∑
j=1

f̄(Wε,ξj)w − fε(x,
k∑
j=1

Wε,ξj)w

=

∫
Ω

[
|

k∑
j=1

Wε,ξj + wε|p − |wε|p + p|wε|p−1

k∑
j=1

Wε,ξj

]
w

−
∫

Ω

k∑
j=1

[
|w − 1|p − 1 + pWε,ξj

]
w

=

∫
Ω

|
k∑
j=1

Wε,ξj |pw −
k∑
j=1

∫
Ω

|Wε,ξj |pw

+ p

∫
Ω

|wε|p−1

(
k∑
j=1

Wε,ξj

)
w − p

k∑
j=1

∫
Ω

Wε,ξjw + ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2

≤
k∑
l=1

(∫Ω
|
∑k

j=1Wε,ξj |2p

k

) 1
2

−
(∫

Ω

|Wε,ξl |2p
) 1

2

 ‖w‖2

+ C

k∑
l=1

(∫Ω
(
∑k

j=1 Wε,ξj)
2

k

) 1
2

−
(∫

Ω

W 2
εξl

) 1
2

 ‖w‖2 + ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2

≤
k∑
l=1

[∫
Ω

|
∑k

j=1Wε,ξj |2p

k
− |Wε,ξl |2p

] 1
2

‖w‖2

+ C
k∑
l=1

[∫
Ω

(
∑k

j=1 Wε,ξj)
2

k
−W 2

εξl

] 1
2

‖w‖2 + ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2.
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Por lo tanto se tiene que

∫
Ω

k∑
j=1

f̄(Wε,ξj)w − fε(x,
k∑
j=1

Wε,ξj)w

≤
k∑
l=1

[∫
Ω

|
∑k

j=1 Wε,ξj |p

k
− |Wε,ξl |p

] 1
2

‖w‖2

+ C

k∑
l=1

[∫
Ω

(
∑k

j=1Wε,ξj)
2

k
−W 2

εξl

] 1
2

‖w‖2 + ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2

≤ C

[∫
Ω

|
k∑
j=1

Wε,ξj |p −
k∑
l=1

|Wε,ξl |p
] 1

2

‖w‖2

+ C

[∫
Ω

(
k∑
j=1

Wε,ξj)
2 −

k∑
l=1

W 2
εξl

] 1
2

‖w‖2 + ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2

≤ C

[∫
Ω

|
k∑
j=1

Wε,ξj |p −
k∑
j=1

W p
ε,ξj

+ (
k∑
j=1

Wξ,ξj)
2 −

k∑
j=1

W 2
ε,ξj

] 1
2

‖w‖2

+ ε
N−m+1

2 O(εs)‖w‖2

para terminar esta parte, acotemos el último término usando (1.17) para la suma con potencia
p y 2 quedando lo siguiente

[∫
Ω

|
k∑
j=1

Wε,ξj |p −
k∑
j=1

W p
ε,ξj

+ (
k∑
j=1

Wξ,ξj)
2 −

k∑
j=1

W 2
ε,ξj

] 1
2

≤ C

[∑
j 6=i

∫
Ω

(
(W p−1

ε,ξj
+Wε,ξj) ı́nf(Wε,ξj ,Wε,ξi)

)] 1
2

≤ C
∑
j 6=i

[∫
Ω

W
mı́n(p−1,1)
ε,ξj

Wε,ξi

] 1
2

≤ Cε
N−m+1

2

∑
j 6=i

U

(
|ξi − ξj|

ε

)
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Con respecto al último sumando que queda arriba. Para terminar, estimaremos L3
ε,ξ(w),

L3
ε,ξ(w) =

k∑
j=1

∫
Ω

(
(εs + |η − 1|)Wε,ξj

)
w

≤
k∑
j=1

∫
Ω

CεsWε,ξjw + C|η − 1|Wε,ξjw

≤ C

(
k∑
j=1

εs
[∫

Ω

W 2
ε,ξj

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

+
k∑
j=1

[∫
Ω

W 2
ε,ξj

]

] 1
2
[∫

Ω

w2

] 1
2

)

≤ C

(
ε
N−m+1

2
+3s

[∫
Ω

w2

] 1
2

+ ε
N−m+1

2
+2s

[∫
Ω

w2

] 1
2

)
= Cε

N−m+1
2 O(ε2s)‖w‖2

Juntando todas las estimaciones concluimos que

‖Lε,ξj‖ε = ε
N−m+1

2 O

(
k∑
j=1

ξm−1
j (ϕ1(ξj)− 1)q +

∑
j 6=i

U q

(
|ξi − ξj|

ε

))

y la existencia de lε,ξj se tiene por el teorema de Riesz.

Lema 3.14 De�namos

Qε,ξ(w, υ) := 〈w, υ〉ε −
∫

Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)wυdx. (3.14)

donde f ′ε(x, t) denota la derivada en t de fε. Entonces se tiene que

|Qε,ξ(w, υ)| ≤ C‖w‖ε‖υ‖ε.

En particular existe un operador lineal acotado Aε,ξ de Eε,ξ,k en Eε,ξ,k tal que

Qε,ξ(w, υ) = 〈Aε,ξw, υ〉, ∀w, υ ∈ Eε,ξ,k

.

Demostración. Primeramente es claro que

|〈w, υ〉ε| ≤ ‖w‖ε‖υ‖ε,

por lo que falta demostrar una cota del mismo estilo para
∫

Ω
f ′ε(x,

∑k
j=1 Vε,ξj)wυdx.

Por simple cálculo se ve que

f ′ε(x, t) = p|t+ wε|p−1 + p|wε|p−1,
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luego

∫
Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)wυdx ≤

[∫
Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)
2dx

] 1
2 [∫

Ω

w2

] 1
2
[∫

Ω

υ2

] 1
2

≤

[∫
Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)
2dx

] 1
2

‖w‖2‖υ‖2

≤

[∫
Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)
2dx

] 1
2

‖w‖ε‖υ‖ε,

donde se usó el Lema 3.12. Ahora veamos como acotar f ′ε(x,
∑k

j=1 Vε,ξj)

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj) = p

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Vε,ξj + wε

∣∣∣∣∣
p−1

+ p|wε|p−1

≤ p

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Vε,ξj

∣∣∣∣∣
p−1

+ 2|wε|p−1



≤ p

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Wε,ξj

∣∣∣∣∣
p−1

+ Cε
N−m+1+2s

2 + 2|wε|p−1


≤ p

(
k∑
j=1

C

1 +
|x̃−ξj |
ε

N−m+1+2s

+ Ce
N−m+1+2s

2s + 2|wε|p−1

)
≤ C̃

puesto que como se notó anteriormente −ϕ
1
p

1 ≤ wε < 0. Entonces se concluye el resultado
puesto que ∫

Ω

f ′ε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)
2dx ≤ C

al ser Ω acotado. Finalmente la existencia de Aε,x viene dada por el teorema de representación
de Riesz.

Será necesario más adelante que el operador Aε,ξ sea invertible, por lo que a continuación
probaremos un resultado de coercividad que nos dará la invertibilidad buscada.

Lema 3.15 Existe una constante C independiente de ε y ξ ∈ Λε,k tal que

‖Aε,ξ‖ε ≥ ‖w‖ε, ∀w ∈ Wε,ξ,k, ξ ∈ Λε,k.
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Demostración. Por contradicción, supongamos que existen εn → 0, xn ∈ Dk,ε con xj, n →
xj ∈ S para todo j = 1, . . . , k y wn ∈ Eεn,xn,k tales que

‖wn‖ = ε
N−m+1

2
n

y
‖Qεn,xnwn‖εn = o(ε

N−m+1
2 ).

Demostraremos primero qué∫
B∗εnR(xj,n)

|wn|2 = o(εN−m+1). (3.15)

Dado que wn ∈ Eεn,xn,k, ∀n entonces wn ∈ Hsim, ∀n. Luego se puede re de�nir wn como
su análogo en RN−m+1

+ y entonces de�nir w̃j,n(z) = wn(εnz + xj,n), además sea Dn = {z :
εnz + xj,n ∈ D} entonces podemos asumir que existe wj ∈ Hs(RN−m+1), tal que

Dw̃j,n ⇀ Dwj, en L
2(RN−m+1)

y
w̃j,n → wj, en L

2
loc(RN−m+1),

cuando n→ +∞.

Probemos ahora que

(−∆)swj − p|U − 1|p−2(U − 1)wj = 0 en RN−m+1, (3.16)

lo cual es equivalente a resolver∫
RN−m+1

(−∆)swjυ − p
∫
RN−m+1

|U − 1|p−2(U − 1)wjυ = 0, ∀υ ∈ C∞0 (RN−m+1). (3.17)

Notemos que derivando (2.23), con respecto a la h-esima coordenada de xj,n, podemos concluir
que〈

∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

, wn

〉
εn

=

∫
Ω

(−∆)
s
2
∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

(−∆)
1
2wn + p|wεn|p−1∂Vεn,xj,n

∂xj,n,h
wn

=

∫
Ω

(−∆)
s
2
∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

(−∆)
1
2wn + p

∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

wn + p(|wεn|p−1 − 1)
∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

wn

=

∫
Ω

f̄ ′(Wεn,xj,n)
∂Wεn,xj,n

∂xj,n,h
wn + p(|wεn|p−1 − 1)

∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

wn +

∫
Ω

O

(
∂Wεn,xj,n

∂xj,n,h

)
wn

=

∫
Ω

f̄ ′(Wεn,xj,n)
∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

wn + p(|wεn|p−1 − 1)
∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

wn +

∫
Ω

O

(
∂Wεn,xj,n

∂xj,n,h
+ εν1

n

)
wn

= εN−m
∫
RN−m+1

p
(
|U − 1|p−2(U − 1) + 1

) ∂U
∂zh

w̃j,n +O(εN−m+1)

41



Ahora como, wn ∈ Eεn,xn,k, por de�nición sabemos que〈
wn,

∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

〉
εn

= 0→
〈
wj,

∂Vεn,xj,n
∂xj,n,h

〉
εn

= 0,

todo esto nos permite concluir entonces que necesariamente, se debe cumplir (3.17), lo cual
implica entonces que wj está en el kernel de L por lo que gracias al Teorema 3.2

wj =
N−m+1∑
h=1

bh
∂U

∂xh
. (3.18)

Juntando (3.17) y (3.18) se puede llegar a que wj debe ser cero necesariamente. Esto
último nos deja concluir (3.15) puesto que∫

B∗εnR(xj,n)

|wn|2dx = εN−m+1

∫
B∗εnR(0)

|w̃j,n|2dx

y basta tomar limite en n→∞ para concluir, recordando que εn → 0 y xj,n → xj ∈ S.

Notemos ahora que

o(εN−m+1) ≥ ‖Aεn,xnwn‖εn‖wn‖εn

≥ 〈Aεn,xnwn, wn〉εn

= ‖wn‖2
εn −

∫
Ω

f ′εn(x,
k∑
j=1

Vεn,xj,n)dx

= ‖wn‖2
εn −

∫
∪kj=1B

∗
εnR

(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Vεn,xj,n)dx−
∫

Ω\∪kj=1B
∗
εnR

(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Vεn,xj,n)dx

= ‖wn‖2
εn − I1 − I2.

Estimaremos primero I1, usando la Proposición 3.7

I1 =

∫
∪kj=1B

∗
εnR

(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Wεn,xj,n)w2
ndx+O(εN−m+1+2s

n )

=
k∑
j=1

∫
B∗εnR(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Wεn,xj,n)w2
ndx+O(εN−m+1+2s

n )

=
k∑
j=1

∫
B∗εnR(xj,n)

f ′εn(x,Wεn,xj,n +
k∑
i 6=j

Wεn,xi,n)w2
ndx+O(εN−m+1+2s

n )

= εN−m+1
n

k∑
j=1

∫
B∗εnR(0)

f ′εn(x, U(y) +
∑
i 6=j

U(y +
xj − xj
εn

))w2
ndy +O(εN−m+1+2s

n )

= o(εN−m+1
n ).
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Para I2 es mucho más sencillo, notemos que el dominio de integración es Ω \ ∪kj=1BεnR(xj,n)
para el cual podemos estimar el valor de Vεn,xj,n para todo j = 1, . . . , k, esto viene de que si
y ∈ Ω \ ∪kj=1BεnR(xj,n), entonces

y ∈ Ω ∧ ‖ỹ − xj,n‖ > εnR.

De esto último podemos concluir además que

C

1 + (
‖ỹ−xj,n‖

εn
)N−m+1+2s

≤ C

1 +RN−m+1+2s
= oR(1).

Luego, se tiene que

I2 =

∫
Ω\∪kj=1BεnR(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Vεn,xj,n)wndx

=

∫
Ω\∪kj=1BεnR(xj,n)

f ′εn(x,
k∑
j=1

Wεn,xj,n)wndx+O(εN−m+1+2s)

= εN−m+1
n oR(1)

donde oR(1)→ 0 cuando R→ +∞. Juntando las dos estimaciones deI1 e I2 con la desigual-
dad anterior llegamos a que

o(εN−m+1
n ) ≥ ‖wn‖ − o(εN−m+1

n )− εN−m+1
n oR(1)

que es una contradicción.

Proposición 3.16 Para ε > 0 pequeño, existe un único wε,ξ ∈ Eε,ξ,k tal qué I ′ε(
∑k

j=1 Vε,ξj +

wε,ξ) ∈ E⊥ε,ξ,k, es decir: 〈
I ′ε(

k∑
j=1

Vε,ξj + wε,ξ), η

〉
= 0, ∀η ∈ Eε,ξ,k, (3.19)

donde Iε está de�nido en (2.13). Más aún, tenemos que

‖wε,ξ‖ε = ε
N−m+1

2 O(εs), ∀ξ ∈ Dε,k, (3.20)

y el mapeo w : ξ ∈ Dε,k → wε,ξ es C
1 con respecto a ξ.

Demostración. De�namos

J (ξ, w) = Iε(
k∑
j=1

Vε,ξj + w), ξ ∈ Dε,k, w ∈ Eε,ξ,k
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. Podemos expandir J cerda de w = 0, y obtener

J (ξ, w) = J (ξ, 0) + J ′(ξ, 0)w +
1

2
J ′′(ξ, 0)w2 +

1

6
J (3)(ξ, eta)w3

= Iε(
k∑
j=1

Vε,ξj) + Lε,ξ(w) +
1

2
Qε,ξ(w,w) +Rε(w)

= Iε(
k∑
j=1

Vε,ξj) + 〈lε,ξ, w〉+
1

2
〈Aε,ξw,w〉+Rε(w)m,

donde J ′ y otras derivadas representan la derivada con respecto a la segunda variable y

Rε(w) = −
∫

Ω

[
Fε(x,

k∑
j=1

Vε,ξj + w)− Fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)− fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)w −
1

2
f ′ε(x,

k∑
j=1

Vε,ξj)w
2

]
dx.

Demostrar (3.19) equivale a encontrar un punto crítico de J , además los puntos críticos
de J son aquellos que satisfacen

0 = lε,ξ + Aε,ξw +R′ε(w).

Gracias a la Proposición 3.15 sabemos que Aε,ξ es invertible y por lo tanto la igualdad
anterior podemos reescribirla como

w = A−1
ε,ξ(lε,ξ +R′ε(w)).

Entonces una solución a esta igualdad corresponde a un punto �jo del funcional

G(w) = A−1
ε,ξ(lε,ξ +R′ε(w)), ξ ∈ Dε,ξ, w ∈ Eε,ξ,k

además de una bola adecuada que asegure la compacidad y las propiedades que buscamos en
la solución.

Notemos que si y ∈ Ω \ ∪kj=1B
∗
δ (xj) entonces

1

1 +
(
|ỹ−xj |
ε

)N−m+1+2s
≤ εN−m+1+2s

1 + δN−m+1+2s
= εN−m+1+2sC(δ) (3.21)

si ε es su�cientemente pequeño. Además es fácil veri�car, de la misma de�nición de Rε que

|Rε(w)| ≤ C

∫
Ω

|w|p̄,

donde p̄ = mı́n(3, p+ 1). Luego para cualquier w ∈ Eε,ξ,k se tiene que∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄ =

∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−2|w|2

≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)

∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|2

≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)‖w‖ε

(3.22)
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De igual forma∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−1|η| =

∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−2|w||η|

≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)

∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w||η|

≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)‖w‖ε‖η‖ε

(3.23)

y ∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−2|η1||η2| ≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)

∫
Ω\∪kj=1B

∗
δ (xj)

|η1||η2|

≤ C(δ)ε(N−m+1+2s)(p̄−2)‖η1‖ε‖η2‖ε
. (3.24)

Dado que |wε| ≥ c0 > 0 y |y′| ≥ c0 > 0 en ∪kj=1B
∗
δ (xj), es fácil veri�car que∫

∪kj=1B
∗
δ (xj)

|w|p̄ = ε(N−m+1)/2O(ε−p̄(N−m+1)/2‖w‖p̄ε),∫
∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−1η = ε(N−m+1)/2O(ε−(p̄−1)(N−m+1)/2‖w‖p̄−1
ε )‖η‖ε

y ∫
∪kj=1B

∗
δ (xj)

|w|p̄−2η1η2 = O(ε−(p̄−2)(N−m+1)/2‖w‖p̄−2
ε )‖η1‖ε‖η‖ε.

Entonces obtenemos que

Rε(w) = eN−m+1O(ep̄(N−m+1)/2‖w‖p̄ε), (3.25)

〈R′ε(w), η〉ε = e(N−m+1)/2O(e−(N−m+1)(p̄−1)/2‖w‖p̄−1
ε )‖η‖ε, (3.26)

R′′ε(w)(η1, η2) = O(ε−(N−m+1)(p̄−2)/2‖w‖p̄−2
ε )‖η1‖ε‖η2‖ε. (3.27)

Para w1, w2 ∈ Eε,ξ,k tales que ‖w1‖ε, ‖w2‖ε ≤ e
N−m+1

2
+1, entonces usando (3.27) obtenemos

‖G(w1)−G(w2)‖ε = ‖A−1
ε,ξ (R′ε(w1)−R′ε(w2)) ‖ε

≤ C

∥∥∥∥∫ 1

0

R′′ε(tw1 + (1− t)w2)(w1 − w2)dt

∥∥∥∥
ε

≤ C máx
0≤t≤1

‖R′′ε(tw1 + (1− t)w2)‖ε‖w1 − w2‖ε

≤ Cε−(N−m+1)(p̄−2)/2 máx
0≤t≤1

‖tw1 + (1− t)w2‖p̄−2
ε ‖w1 − w2‖ε

≤ Cε−(N−m+1)(p̄−2)/2ε((N−m+1)/2+1)(p̄−2)‖w1 − w2‖ε

≤ Cεp̄−2‖w1 − w2‖ε
≤ Cεmı́n(p−1,1)‖w1 − w2‖ε.
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Ahora como mı́n(p−1, 1) > 0 pues p > 1, podemos encontrar γ > 0 su�cientemente pequeño
tal que

‖G(w1)−G(w2)‖ε ≤ Ceγ‖w1 − w2‖ε (3.28)

sea una contracción. Ahora, para cualquier w ∈ Eε,ξ,k con ‖w‖ε ≤ ε
N−m+1

2
+1, tenemos que

‖G(w)‖ε ≤ C‖lε,ξ‖ε + C‖R′ε(w)‖ε

≤ C‖lε,ξ‖ε + Cε
N−m+1

2 ε
−(N−m+1)

2
(p̄−1)‖w‖p̄−1

ε

≤ C‖lε,ξ‖ε + Cε
N−m+1

2 ε
−(N−m+1)

2
(p̄−1)ε(N−m+1

2
+1)(p̄−1)

≤ C‖lε,ξ‖ε + Cε
N−m+1

2
+p̄−1

Con respecto a ‖lε,ξ‖ε, recordemos que ξ ∈ Dε,k luego cumple que

1− ϕ(ξj) ≤ ε1−τ ∀j = 1, . . . , k

y además
Vε,ξi(ξj) ≤ ε1−τ , ∀j 6= i.

Entonces usando el Lema 3.13 se tiene que

‖lε,ξ‖ε ≤ Cε
N−m+1

2

(
k∑
j=1

(1− ϕ
1
p (ξj))

q +
∑
j 6=i

U q

(
|ξi − ξj|

ε

)
+ εs

)

≤ Cε
N−m+1

2

(
k∑
j=1

(1− ϕ
1
p (ξj))

q +
∑
j 6=i

Vε,ξi(ξj) + εs

)

≤ Cε
N−m+1

2 ε(1−τ)q,

con q = mı́n(1, p− 1), lo que nos lleva a concluir que

‖G(w)‖ε ≤ C‖lε,ξ‖+ Cε
N−m+1

2
+p̄−1

≤ Cε
N−m+1

2

(
ε(1−τ)q + εp̄−1

)
= Cε

N−m+1
2

(
ε(1−τ)q + εq+1

)
,

�nalmente notando que (1− τ)q ≤ 1 y q + 1 > 1 se tiene que

‖G(w)‖ε ≤ Cε
N−m+1

2
+1, (3.29)

para ε su�cientemente pequeño.

Juntando (3.28) y (3.29) vemos que G es una contracción desde Eε,ξ,k ∩B(0, ε
N−m+1

2
+1) en

él mismo. Con un argumento de punto �jo se obtiene que existe wε,ξ ∈ Eε,ξ,k∩B(0, ε
N−m+1

2
+1),

tal que:
G(wε,ξ) = wε,ξ.
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Notemos que en este caso ‖wε,ξ‖ε ≤ ε
N−m+1

2
+1.

Nos queda demostrar que ξ → wε,ξ es C1. Para esto de�namos

Hε(ξ, w) = w −G(w), w ∈ Eε,ξ,k.

Por lo probado antes, sabemos que Hε(ξ, w) = 0. Y por otro lado

∂wH(ξ, wε,ξ)(η) = η − A−1
ε,ξ(R

′′
ε(wε,ξ)η).

Usando el Lema 3.15 y 3.27 podemos concluir que, para ε su�cientemente pequeño, ∂wHε

es invertible como pequeña perturbación de la identidad. Entonces el resultado viene dado
por el teorema de la función implícita.
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Capítulo 4

Conjetura de Lazer-McKenna caso

no-local bajo condición de simetría

parcial en el dominio

4.1. Reducción variacional

Recordemos que estamos buscando una solución de la forma

uξ =
k∑
j=1

Vε,ξj + wε,ξ.

De�namos entonces el funcional Jε : Λε,k → R como

Jε(ξ) = Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj + wε,ξ

)
, para todo ξ ∈ Λε,k,

donde wε,ξ viene dado por (3.16).

Para simpli�car parte del trabajo a realizar, primero algunos resultados preliminares.
Primero un resultado que nos permite caracterizar los puntos críticos de Jε y Iε. Luego un

resultado que nos permite descomponer Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)
en terminos que harán más sencillo el

cálculo.

Lema 4.1 Si ε > 0 es su�cientemente pequeño, entonces ξ∗ es un punto crítico de Jε si y
solo si uξ∗ es un punto crítico de Iε.

Ver [1] para ver una demostración del lema.
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Proposición 4.2 Para cualquier entero k ∈ N, tenemos que

Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)
= CεN−m+1A

k∑
j=1

ξm−1
j1

+CεN−m+1
∑

i 6=j ξ
m−1
i1

(
B + (εs + 1)

∫
RN−m+1 U + o(1)

)
Wε,ξj(ξi)

+CεN−m+1
∑
i 6=j

ξm−1
i1

∫
RN−m+1

U2 +O(εN−m+1+2s)

, (4.1)

donde c′ es una constante, q = mı́n(p− 1, 1),

A =
1

2

∫
RN−m+1

f̄(U)U −
∫
RN−m+1

F (U) > 0

y

B =

∫
RN−m+1

(|U − 1|p − 1 + pU) > 0.

Demostración. Tenemos

Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)
=

∫
Ω

ε2s

(
(−∆)

s
2

k∑
j=1

Vε,ξj

)2

+ p|wε|p−1

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)2

−
∫

Ω

Fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)dx

=
1

2

k∑
j=1

∥∥Vε,ξj∥∥2

ε
+

1

2

k∑
i 6=j

〈Vε,ξj , Vε,ξi〉ε −
∫

Ω

Fε(x,
k∑
j=1

Vε,ξj)dx

=
k∑
j=1

Iε(Vε,ξj) +
1

2

k∑
i 6=j

〈Vε,ξj , Vε,ξi〉ε −
∫

Ω

(
Fε(x,

k∑
j=1

Vε,ξj)−
k∑
j=1

Fε(x, Vε,ξj)

)

49



Calcularemos primero Iε(Vε,ξj)

Iε(Vε,ξj) =
1

2

∫
Ω

ε2s
(
(−∆)

s
2Vε,ξj

)2
+ p|wε|p−1V 2

ε,ξj
−
∫

Ω

Fε(x, Vε,ξj)

=
1

2

∫
Ω

[
f̄(Wε,ξj) +O

(
(εs + |η − 1|)Wε,ξj

)]
Vε,ξj

+
1

2

∫
Ω

p
(
|wε|p−1 − 1

)
V 2
ε,ξj
−
∫

Ω

Fε(x, Vε, ξj)

=
1

2

∫
Ω

f̄(Wε,ξj)Vε,ξj −
∫

Ω

Fε(x, Vε,ξj)

+
1

2

∫
Ω

p
(
|wε|p−1 − 1

)
W 2
ε,ξj

+
1

2

∫
Ω

O
(
(εs + |η − 1|)Wε,ξj

)
Wε,ξj +O(εN−m+1+2s)

=
1

2

∫
Ω

f̄(Wε,ξj)Vε,ξj −
∫

Ω

Fε(x, Vε,ξj) +O(εN−m+1+2s)

=
1

2
I1 − I2 +O(εN−m+1+2s),

donde se usó que Ω es acotado, que (|wε|p−1 − 1) y es + |η − 1| también lo son para ε
su�cientemente pequeño.

Para calcular I1 usando (3.7) podemos obtener que

I1 =
1

2

∫
Ω

f̄(Wε,ξj)Wε,ξj +O(εN−m+1+2s).

Luego, usando el cambio de variable x′ = rx̂′ obtenemos y después z1 =
r−ξj
ε

y z′′ =
x′′−ξ′′j
ε∫

Ω

f̄(Wε,ξj)Wε,ξj =

∫
Ω

f̄

(
U

(
x̃− ξj
ε

))
U

(
x̃− ξj
ε

)
dx′dx′′

=

∫
Ω

f̄

(
U

(
|x| − ξj1

ε
,
x′′ − ξ′′j

ε

))
U

(
|x| − ξj1

ε
,
x′′ − ξ′′j

ε

)
dx′dx′′

=

∫
Ω

f̄

(
U

(
r − ξj1
ε

,
x′′ − ξ′′j

ε

))
U

(
r − ξj1
ε

,
x′′ − ξ′′j

ε

)
rm−1drdx̂′dx′′

= εN−m+1Vm−1

∫
Dε,ξj

(εz1 + ξj1)m−1f̄(U)Udz

= εN−m+1Vm−1ξ
m−1
j1

∫
RN−m+1

f̄(U)Udz +O(εN−m+1+2s),

donde Vm−1 corresponde al volumen de la bola en m-dimensional.
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Para estimar I2 notemos primero que por la de�nición de Fε y F , aprovechando (2.4)
obtenemos y el decaimiento polinomial de Wε,ξj∫

Ω

Fε(x,Wε,ξj) =

∫
Ω

F (Wε,ξj) +O(εN−m+1+2s).

Entonces usando los mismos cambios de variable que antes∫
Ω

F (Wε,ξj) =

∫
Ω

F

(
U

(
x̃− ξj
ε

))

=

∫
Ω

F

(
U

(
|x′| − ξj1

ε
,
x′′ − ξ′′j

ε

))
dx′dx′′

=

∫
Ω

F

(
U

(
r − ξj1
ε

,
x′′ − ξ′′j

ε

))
rm−1dx̂′dx′′

= εN−m+1Vm−1

∫
Dε,ξj

(εz1 + ξj1)m−1F (U)dz

= εN−m+1Vm−1ξ
m−1
j1

∫
RN−m+1

F (U) +O(εN−m+1+2s).

Entonces tenemos que

Iε(Vε,ξj) =
1

2
I1 − I2 +O(εN−m+1+2s)

=
1

2
εN−m+1Vm−1ξj1m− 1

(∫
RN−m+1

f̄(U)U − F (U)

)
+O(εN−m+1+2s)

= εN−m+1Vm−1ξ
m−1
j1 A+O(εN−m+1+2s)

(4.2)

Ahora veamos como estimar 1
2

k∑
i 6=j

〈Vε,ξj , Vε,ξi〉ε,

1

2

k∑
i 6=j

〈Vε,ξi , Vε,ξj〉ε

=
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

ε2s(−∆)
s
2Vε,ξi(−∆)

s
2Vε,ξj + p|wε|p−1Vε,ξiVε,ξjdx

=
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Vε,ξj + p(|wε|p−1 − 1)Vε,ξiVε,ξj +O ((εs + |η − 1|)Wε,ξi)Vε,ξj

=
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Wε,ξj + p(|wε|p−1 − 1)Vε,ξiVε,ξj

+
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

O ((εs + |η − 1|)Wε,ξi)Vε,ξj +O(εN−m+1)
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1

2

k∑
i 6=j

〈Vε,ξi , Vε,ξj〉ε

=
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Wε,ξj + p(|wε|p−1 − 1)(W 2
ε,ξi

+W 2
ε,ξj

)

+
1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

O ((εs + |η − 1|)Wε,ξi)Wε,ξj +O(εN−m+1+2s)

≤ Vm−1ε
N−m+1

2

k∑
i 6=j

∫
Dε,ξi

f̄ (U(z))U

(
z +

ξi − ξj
ε

)
(εz + ξi1)m−1 +O(εN−m+1+2s)

+
C

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

(
ϕ

1
p

1 − 1

)(
W 2
ε,ξi

+W 2
ε,ξj

)
+

1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω

O((εs + |η − 1|)Wε,ξi)Wε,ξj

≤ εN−m+1Vm−1

2

k∑
i 6=j

ξm−1
i1

(∫
RN−m+1

f̄(U) + o(1)

)
U

(
ξi − ξj
ε

)
+
εN−m+1Vm−1

2

∑
i 6=j

U2

(
ξi − ξj
ε

)(
ξm−1
i1 (ϕ

1
p

1 (ξi)− 1) + ξm−1
j1 (ϕ

1
p

1 (ξj)− 1)

)
+
Vm−1ε

N−m+1

2

k∑
i 6=j

(εs + 1)ξm−1
i1

(∫
RN−m+1

U + o(1)

)
U

(
ξi − ξj
ε

)
+O(εN−m+1+2s)

= CεN−m+1
∑
i 6=j

ξm−1
i1

(∫
RN−m+1

f̄(U) + (εs + 1)U + o(1)

)
Wε,ξj(ξi)

+CεN−m+1
∑
i 6=j

(
U2

(
ξi − ξj
ε

)(
ξm−1
i1 (ϕ

1
p

1 (ξi)− 1) + ξm−1
j1 (ϕ

1
p

1 (ξj)− 1)

))
+O(εN−m+1+2s)

.

Luego, nos queda estimar
∫

Ω

(
Fε(y,

k∑
j=1

Vε,ξj)−
k∑
j=1

Fε(y, Vε,ξj)

)
, para esto mediante la de�-

nición de Fε

∫
Ω

Fε

(
y,

k∑
j=1

Vε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε
(
y, Vε,ξj

)
=

∫
Ω

1

p+ 1

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Vε,ξj + wε

∣∣∣∣∣
(

k∑
j=1

Vε,ξj + wε

)
+

1

p+ 1
|wε|p−1

−
∫

Ω

|wε|p
k∑
j=1

Vε,ξj +
p

2

∫
Ω

|wε|p−1

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)2

−
∫

Ω

k∑
j=1

1

p+ 1

∣∣Vε,ξj + wε
∣∣p (Vε,ξj + wε

)
− 1

p+ 1

∫
Ω

|wε|p−1

+

∫
Ω

|wε|p
k∑
j=1

Vε,ξj −
p

2

∫
Ω

|wε|p−1
k∑
j=1

V 2
ε,ξj
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∫
Ω

Fε

(
y,

k∑
j=1

Vε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε
(
y, Vε,ξj

)
=

1

p+ 1

∫
Ω

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Vε,ξj + wε

∣∣∣∣∣
p( k∑

j=1

Vε,ξj + wε

)

− 1

p+ 1

∫
Ω

k∑
j=1

∣∣Vε,xßj + wε
∣∣p (Vε,ξj + wε

)

+
p

2

∫
Ω

|wε|p−1

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Vε,ξj

∣∣∣∣∣
2

−
k∑
j=1

V 2
ε,ξj


≤ C

∫
Ω

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)p+1

−
k∑
j=1

V p+1
ε,ξj

+

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)2

−
k∑
j=1

V 2
ε,ξj

≤ C

∫
Ω

(
k∑
j=1

Wε,ξj

)p+1

−
k∑
j=1

W p+1
ε,ξj

+

(
k∑
j=1

Wε,ξj

)2

−
k∑
j=1

W 2
ε,ξj

+O(ε
N−m+1+2s

2 )−
∑
i 6=j

∫
Ω

fε(Wε,ξi)Wε,ξj +
∑
i 6=j

∫
Ω

fε (Wε,ξi)Wε,ξj

Usando (1.17) en tanto el término de orden p+ 1 como 2 obtenemos:∫
Ω

Fε

(
y,

k∑
j=1

Vε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε
(
y, Vε,ξj

)
≤ C

∑
i 6=j

∫
Ω

W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

+
∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Wε,ξj +O(ε
N−m+1+2s

2 )

≤ C
∑
i 6=j

∫
Bε(ξi)∪Bε(ξj)

W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

+C
∑
i 6=j

∫
Ω\(Bε(ξi)∪Bε(ξj))

W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

+
∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Wε,ξj +O(ε
N−m+1+2s

2 )

(4.3)

Dado el comportamiento polinomial de las funciones Wε,ξi la integral de dominio Ω \
(Bε(ξi) ∪Bε(ξj)) se puede acotar, para ε su�cientemente pequeño, como∑

i 6=j

∫
Ω\(Bε(ξi)∪Bε(ξj))

(
W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

)

≤ CεN−m+1+2s.
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En el caso de Bε(ξi) ∪ Bε(ξj) notemos que para ε su�cientemente chico las bolas serán
disjuntas, por lo que podemos separar la integral en una suma, además por la de�nición
misma de las funciones Wε,ξi estas concentran en los puntos ξi por lo que se tiene que

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) = Wε,ξj , en Bε(ξi),

por lo tanto

W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

= W p
ε,ξi
Wε,ξj +Wε,ξiWe,ξj −W

p
ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

= 0.

Igual que antes,
ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) = Wε,ξi , en Bε(ξj),

en cuyo caso se tiene que en la bola Bε(ξj)

W p
ε,ξi

ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj) +Wε,ξi ı́nf(Wε,ξi ,Wε,ξj)−W
p
ε,ξi
Wε,ξj −W 2

ε,ξi
Wε,ξj

= W p+1
ε,ξi

+W 2
ε,ξi
−W p

ε,ξi
Wε,ξj −Wε,ξiWε,ξj

= W p
ε,ξi

(
Wε,ξi −Wε,ξj

)
+Wε,ξi

(
Wε,ξi −Wε,ξj

)
=
(
W p
ε,ξi

+Wε,ξi

) (
Wε,ξi −Wε,ξj

)
.

Finalmente Concluimos juntando lo anterior con (4.3) que∫
Ω

Fε

(
y,

k∑
j=1

Vε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε
(
y, Vε,ξj

)
≤ C

∑
i 6=j

∫
Ω

f̄(Wε,ξi)Wε,ξj + εN−m+1O(ε2s)

El término
∫

Ω

f̄ (Wε,ξi)Wε,ξj ya fue acotado y entonces nos queda que:

∫
Ω

Fε

(
y,

k∑
j=1

Vε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε
(
y, Vε,ξj

)
≤ CεN−m+1

∑
i 6=j

ξm−1
i1

(∫
RN−m+1

f̄(U)dz + o(1)

)
Wε,ξj(ξi)

+ εN−m+1O(ε2s).

Para termina, luego de juntar todas las estimaciones obtenemos el resultado.

Con todas las herramientas ya estudiadas podemos demostrar el Teorema 2.5.

Demostración. Primero probaremos que el problema

máx
ξ∈Dε,k

Jε(ξ), (4.4)

con Jε(ξ) = Iε(
∑k

j=1 Vε,ξj +wε,ξ) y wε,ξ la función obtenida por la Proposicion 3.16, admite
una solución ξ∗ = (ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
k) en el interior de Dε,k. Notemos en primer lugar que, por
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continuidad de Jε existe un maximizador ξ∗ ∈ Dε,k. Gracias a la Proposición 4.1 y los
Lemas 3.13 y 3.14

Jε(ξ) = Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)
+O

(
‖lε,ξ‖ε‖wε,ξ‖ε + ‖wε,ξ‖2 +Rε(wε,ξ)

)

= Iε

(
k∑
j=1

Vε,ξj

)
+ εN−m+1O(ε2s)

= CεN−m+1A

k∑
j=1

ξm−1
j1 + CεN−m+1

∑
i 6=j

ξm−1
i1

(
B + (εs + 1)

∫
RN−m+1

U + o(1)

)
Wε,ξj(ξi)

+ CεN−m+1
∑
i 6=j

U2

(
ξi − ξj
ε

)(
ξm−1
i1 (ϕ

1
p

1 (ξi)− 1) + ξm−1
j1 (ϕ

1
p

1 (ξj)− 1)

)
+ εN−m+1O(ε2s).

Sea ξ̄ ∈ Dε,k tal que
d(ξ̄, S) = eβs, |ξ̄i − ξ̄j| ≥ εβs,

donde β = q
2k
. Usando la Proposición 3.16 y Proposición 4.1 llegamos a que

Jε(ξ̄) = CεN−m+1A
k∑
j=1

ξ̄m−1
j1 + CεN−m+1

∑
i 6=j

ξ̄m−1
i1 ετ

(
B + (εs + 1)

∫
RN−m+1

U + o(1)

)
+ CεN−m+1

∑
i 6=j

ε2τ
(
ξ̄m−1
i1 ετ + ξ̄m−1

j1 ετ
)

+ εN−m+1O(ε2s).

Ahora, podemos pedir además que ξj1 ≤ 1 para todo j = 1, . . . , k si ε es su�cientemente
pequeño. De donde obtenemos que

Jε(ξ̄) = CεN−m+1A+ CεN−m+1+τ

(
B +

∫
RN−m+1

U + o(1)

)
+ CεN−m+1+3τ +O(εN−m+1+2s).

(4.5)

Finalmente como τ es su�cientemente pequeño, se concluye que

Jε(ξ̄) = CεN−m+1A+O(εN−m+1+2s). (4.6)

Como consecuencia, ξ̄ es un punto interior de Dε,k. Ahora, gracias al Lema (4.1) podemos
concluir que wε,ξ̄ es punto crítico de Iε y por lo tanto solución de (2.23). Esto concluye la
demostración del Teorema 2.5.
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Conclusión

Conclusiones

Los problemas de tipo Ambrosetti-Prodi han supuesto una gran cantidad de estudios sobre
la existencia y multiplicidad de soluciones,{

(−∆)u = g(u)− sϕ1 + h(x) en Ω

u = 0 en ∂Ω.

La conjetura de Lazer-McKenna, problema que ha sido estudiado desde 1981, y supuso casi
nulos avances, salvo en el caso radial y el unidimensional, sino hasta principios de siglo XX
con la identi�cación del caso N-dimensional y subcrítico hecha por Dancer y Yan (2006). Se
han visto muchos avances en este tema, desde los trabajos de Dancer y Yan en [13, 14, 11]
sobre la conjetura para el caso de un potencial superlineal tanto en caso subcrítico, crítico y
supercrítico. O el trabajo de del Pino-Muñoz, [17], sobre la conjetura en el caso 2-dimensional
para una no-linealidad exponencial.

El objetivo principal de este trabajo fue resuelto a cabalidad, la conjetura de Lazer-

McKenna es cierta para una función g superlineal con exponente super-crítico y bajo
condiciones de simetría parcial en el dominio. Esto es que dado cierto número entero k
cualquiera, entonces existe ε0 tal que para cualquier ε ∈ (0, ε0) el problema (2.2) tiene
una solución. Más aún, estas soluciones pueden ser encontradas de forma constructiva, pues
resolver el problema de las proyecciones corresponde a un problema lineal, dicha solución
además muestra concentración a través de una esfera m-1 dimensional.

Parece adecuado mencionar las principales herramientas que dieron lugar a los resulta-
dos expuestos a lo largo de esta tesis. Más allá de las herramientas básicas del análisis no
local, fueron el método de Lyapunov-Schmidt y las tantas caracterizaciones del laplaciano
fraccionario. Así mismo es necesario mencionar la importancia que tiene el hecho de que la
primera función propia del laplaciano fraccionario posea una representante en el espacio de
funciones simétricas bajo (Ω) pues la construcción de soluciones se hizo con respecto a una
solución fundamental que se comporta asintóticamente muy similar a ϕ1. Sobre esto mismo,
el resultado que nos permitió concluir fue el de [6] lo cual es sumamente destacable, pues el
resultado no fue publicado hasta el 2018.

56



Apéndice A

Apéndice

El objetivo principal de esta sección es probar el Teorema 3.2. Seguiremos de cerca los
argumentos de [20] tomando en consideración la perdida de homogeneidad en este caso.

Primero, enunciaremos una proposición que será de utilidad en la demostración.

Proposición A.1 Sea 0 < λ < N −m + 1, q ≤ p < l < ∞ tales que 1
l

+ 1 = 1
p

+ λ
N−m+1

.

Para h ∈ Lp(RN−m+1), de�nimos

Jλ(h)(x) =

∫
RN−m+1

h(y)

|x− y|λ
dy.

1. Jλ está bien de�nido en el sentido en que la integral es absolutamente convergente para
casi todo x ∈ RN−m+1

2. Si p > 1, entonces ‖Jλ(h)‖l ≤ cp,q‖h‖p.

3. Si p = 1, entonces |{x ∈ RN−m+1 : Jλ(h)(x) > σ}| ≤
(
A‖h‖1
σ

)l
.

Para una demostración de este resultado ver [30].

Demostración del Teorema 3.2

La demostración se hará por pasos, el primer paso analizará la existencia de la solución
radial fundamental (Us) mediante un argumento de tipo Paso a la Montaña probando primero
la existencia de soluciones radiales y �nalmente mostraremos la cota (3.1) que nos permite
entender el comportamiento asintótico de la solución fundamental. El segundo paso probará
que US es no-degenerada para el operador L en otras palabras una solución con índice de
morse distinto de cero. El tercer paso demostrará estimaciones necesarias para poder concluir
el paso cuatro que mediante un argumento de continuación similar al usado en [20] concluirá
que el resultado es cierto para cualquier s ∈ (0, 1).
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Primer paso: existencia de solución fundamental radial

Tomando en consideración la estructura de la ecuación probaremos la existencia de solu-
ciones radiales. Es claro que si U es solución del problema límite (2.16), entonces resuelve

(−∆)sU + pU = |U − 1|p + p(U − 1) + p− 1, U > 0 en RN−m+1

U(0) = máxy∈RN−m+1 U(y)

U ∈ Hs(RN−m+1).

(A.1)

De�nimos f(σ) = |σ − 1|p + p(σ − 1) + p − 1, entonces f(σ) ≥ 0 para todo σ ∈ R.
Consideremos f1(σ) = f(σ+), entonces

f1(σ) =


0 si σ < 0,

(1− σ)p − (1− pσ) si 0 ≤ σ ≤ 1,

(σ − 1)p + (pσ − 1) si σ > 1.

Si U es una solución no trivial del problema(−∆)sU + pU = f1(U) en RN−m+1

U ∈ Hs(RN−m+1),
(A.2)

usando U− como función test en (A.2), podemos notar que ‖U−‖Hs(RN−m+1) = 0, es decir
U ≥ 0. Por el principio del máximo se tiene que U > 0 en RN−m+1 y entonces resuelve (A.1).
Entonces para obtener el resultado que buscamos probaremos que (A.2) tiene una solución
radial decreciente.

De�namos el espacio

Hs
rad(RN−m+1) = {u ∈ Hs(RN.m+1) : u es radial },

entonces gracias a [16], se tiene que, para todo u ∈ Hs
rad(RN−m+1), tenemos que

|u(x)| ≤ C|x|−
N−m+1−2s

2 ‖u‖Hs
rad(RN−m+1) (A.3)

con C = C(N,m, s) es una constante positiva dependiente solo de N , m y s.

Es claro que la solución del problema (A.2) es un punto crítico del funcional J de�nido
por

J(u) =
aN−m+1,s

2

∫∫
RN−m+1×RN−m+1

(u(x)− u(y))2

|x− y|N−m+1+2s
dxdy

+
1

2

∫
RN−m+1

u2(x)dx−
∫
RN−m+1

F1(u)dx,
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donde F1(σ) =

∫ σ

0

f1(t)dt está dado por;

F1(σ) =


0 si σ < 0

1
p+1

[1− (1− σ)p+1] + p
2
σ2 − σ si 0 ≤ σ ≤ 1

1
p+1

(σ − 1)p+1 + p
2
σ2 − σ + 1

p+1
si σ > 1.

Probaremos ahora que J tiene geometría de paso de montaña.

Proposición A.2 El funcional J tiene geommetría de paso de montaña.

Demostración. Tenemos que J(0) = 0. Más aún, dado que ĺım
σ→∞

F1(σ)

σp+1
=

1

p+ 1
, tenemos la

existencia de u1 ∈ Hs
rad(RN−m+1) tal que

‖u1‖Hs
rad(RN−m+1) � 1 y J(u1)� 0.

Por otro lado, como ĺım
σ→0+

F1(σ)
σ2 = 0, entonces para todo ε > 0 podemos encontrar una

constante C(ε) tal que
F1(σ) ≤ εσ2 + C(ε)|σ|p+1.

Por lo tanto

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2

Hs
rad(RN−m+1) − ε‖u‖

2
L2(RN−m+1) − C(ε)‖u‖p+1

Lp+1(RN−m+1)
.

Para ε su�cientemente pequeño, tenemos qué

J(u) ≥ C1(ε)‖u‖2
Hs
rad(RN−m+1) − C(ε)‖u‖p+1

Hs
rad(RN−m+1)

.

Dado que 2 < p+ 1 < 2∗s, entonces se tiene que

‖u‖p+1
Lp+1(RN−m+1)

≤ C2‖u‖p+1
Hs
rad(RN−m+1)

.

Por lo tanto concluimos que

J(u) ≥ C1(ε)‖u‖2
Hs
rad(RN−m+1) − C̄(ε)‖u‖p+1

Hs
rad(RN−m+1)

.

Entonces tenemos la existencia de 0 < ρ < 1 y α(ρ) > 0 tal que si

‖u‖Hs
rad(RN−m+1) = ρ,

entonces
J(u) ≥ α(ρ).

Por lo tanto J satisface la geometría del Paso a la Montaña y la proposición es cierta.
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De�namos ahora un nivel de paso

C = ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]J(γ(t))

donde

Γ =

{
γ ∈ C([0, 1], Hs

rad(RN−m+1)) tal que γ(0) = 0, γ(1) = u1

}
.

Es claro que C > 0. Mediante el clásico teorema del Paso de la Montaña, tenemos la existencia
de una secuencia {un}n ⊂ Hs

rad(RN−m+1) tal que

J(un)→ C, y ‖J ′(un)‖(Hs
rad(RN−m+1))′ → 0, cuando n→∞. (A.4)

Probaremos que {un}n es acotado en Hs
rad(RN−m+1). Antes de probar esto, probaremos una

proposición auxiliar

Proposición A.3 Existe θ ∈ (2, θ∗), con

θ∗ = mı́n

{
2 +

1

2(p− 1)
, 2 +

2

p
,
p+ 3

2

}
, (A.5)

tal que

l(σ) =
1

θ
σf1(σ)− F1(σ) ≥ 0 para todo σ ∈ R, (A.6)

que corresponde a la condición de Ambrosetti-Rabinowitz.

Demostración. Es claro que (A.6) se cumple para σ ≤ 0. Probaremos el resto de forma separa
analizando los casos en que σ ≥ 1 y σ < 1.

Partiendo por el caso σ ≥ 1. Es claro que

l(σ) =
p+ 1− θ
θ(p+ 1)

(σ − 1)p+1 +
1

θ
(σ − 1)p − p(θ − 2)

2θ
σ2 +

θ − 1

θ
σ − 1

p+ 1

y

θl′(σ) = (p+ 1− θ)(σ − 1)p + p(σ − 1)p−1 − p(σ − 2)σ + (θ − 1)

= (p+ 1− θ)(σ − 1)p + p(σ − 1)p−1 − p(θ − 2)(σ − 1) + (θ − 1)− p(θ − 2).

Para θ > 2, usando la desigualdad de Young, se tiene que

p(θ − 2)(σ − 1) ≤ (θ − 2)(σ − 1)p + (θ − 2)(p− 1).

Ahora, escogiendo θ ∈ (2, θ∗), tenemos que (θ − 2)(p − 1) ≤ (θ − 1) − p(θ − 2) y (θ − 2) ≤
p + 1 − θ). En consecuencia l′(σ) ≥ 0 para todo σ ∈ (1,+∞). Considerando ahora que
l(1) = p−1

θ
(1− pθ

2(p+1)
) > 0 si θ ∈ (0, θ∗), concluimos que l(σ) ≥ 0 para todo σ ≥ 1.

Analizaremos ahora el caso más problemático, σ ∈ (0, 1). En este caso, usando la de�nición
de f1 y F1, se tiene que:

l(σ)) = −p+ 1− θ
θ(p+ 1)

(1− σ)p+1 +
1

σ
(1− σ)p +

θ − 1

θ
σ − p(θ − 2)

2θ
σ2 − 1

p+ 1
,
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por lo tanto

θl′(σ) = (p+ 1− θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + ((θ − 1)− p(θ − 2))− p(θ − 2)(1− σ).

Recordando que θ ∈ (2, θ∗), entonces así como en el primer caso, usando la desigualdad de
Young tenemos que

p(θ − 2)(1− σ) ≥ (θ − 2)(1− σ)p + (θ − 2)(p− 1).

Así

θl′(σ) ≥ (p+ 1− θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + ((θ − 1)− p(θ − 2))

− (θ − 2)(1− σ)p − (θ − 2)(p− 1)

≥ (p+ 3− 2θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + 2(2p− 1− θ(p− 1)).

Como θ ≤ θ∗, obtenemos que

p+ 3− 2θ > 0, y 2p− 1− θ(p− 1) > 0.

Por lo tanto, concluimos que l′(σ) > 0 para todo σ ∈ (0, 1). Usando ahora el hecho que
l(0) = 0, tenemos que l(σ) ≥ 0 para todo σ ∈ (0, 1).

Con todo esto, demostramos que l(σ) ≥ 0 para todo σ ∈ R.

Volviendo a (A.4), gracias a la proposición anterior, se tiene que

J(un)− 1

θ
〈J ′(un), un〉 ≤ C + o(1)‖un‖Hs

rad(RN−m+1).

Así (
1

2
− 1

θ

)
‖u‖2

Hs
rad(RN−m+1) ≤ C + o(1)‖un‖H2

rad(RN−m+1).

Probamos entonces que ‖un‖Hs
rad(RN−m+1) ≤ C,lo cual prueba que {un}n está acotado en

Hs
rad(RN−m+1) lo que implicará la existencia de una solución ū a la cual un converge débil-

mente.

Por lo tanto tenemos la existencia de ū ∈ Hs
rad(RN−m+1) tal que, salvo sub-sucesiones,

un ⇀ ū débilmente en Hs
rad(RN−m+1), un → ū fuertemente en Lαloc(RN−m+1) para todo

α < 2∗s y un → ū c.t.p en RN−m+1. Es claro que ū es solución débil de (A.2). Para terminar
nos queda demostrar que u > 0. Tomando en consideración (A.3) y usando el lema de Vitali,
podemos probar un → u fuertemente en Lα(RN−m+1) para todo 2 < α < 2∗s. En particular
un → u fuertemente en Lp+1(RN−m+1).

Como ĺım
σ→0+

σf1(σ)

σ3
= 0 y ĺım

σ→∞

σf1(σ)

σp+1
= 1, obtenemos la existencia de 2 < β < máx{3, 2∗s}

tal que:
σf(σ) ≤ c1σ

β
+ + c2σ

p+1
+ .

Por lo tanto, usando el teorma de convergencia dominada, tenemos que

unf(un)→ ūf(ū), fuertemente en L1(RN−m+1).
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Consecuentemente como ‖J ′(un)‖(H2
rad(RN−m+1))′ → 0 cuando n→∞, obtenemos luego de

cálculo no muy complicado que

un → ū fuertemente en Hs
rad(RN−m+1).

Por lo tanto J(ū) = C > 0 y la existencia se tiene. Tomando en consideración la estructura
radial de la solución y usando la estimación (A.3) podemos concluir que U ∈ L∞(RN−m+1)∩
H2s+1(RN−m+1).

Ahora, como f ∈ C1,γ(R) y usando un argumento de planos móviles como en [26], (también
en [18] se encuentra un ejemplo del argumento para un problema con potencial singular),
podemos probar que cualquier solución positiva del problema (A.2) es simétrica con respecto
a algún punto x0 ∈ RN−m+1.

Mostraremos ahora la cota (3.1). Para esto, primero notemos que U resuelve el siguiente
problema

(−∆)sU − pU + |U − 1|p − 1

U
= −pU, U > 0 en RN−m+1.

Entonces, de�niendo V (x) = −pU+|U−1|p−1
U

y usado las propiedades de U se puede probar que
V ∈ L∞ y que V → 0 cuando |x| → ∞. Por lo tanto usando el Lema C2 de [20] podemos
llegar a que

|U(x)| ≤ C

1 + |x|N−m+1+2s
,∀x ∈ RN−m+1.

Para obtener la regularidad de U usamos la Proposición B1 en [20] por lo tanto U ∈
C1,α(RN−m+1) para algún α ∈ (0, 1). Usando ahora que f ∈ C1,γ(R) y el Lema 4.4 de [9]
sigue que U ∈ C2,β(RN−m+1) para algún β ∈ (0, 1).

Para concluir este paso, nos queda mostrar que el índice de Morse de la solución encontrada
(U) es uno. Recordando que el operador linealizado L está dado por

L = (−∆)s − p|U − 1|p−2(U − 1),

podemos obtener mediante cálculo directo que

L(U) = −
(
(p− 1)|U − 1|pp|U − 1|p−2(u− 1) + 1|

)
< 0.

Notemos también que la solución obtenida es de tipo Paso a la Montaña, por lo tanto por
[22] (ver también [3] Remark 2.2), se tiene que el indice de Morse de U es a lo mas 1. Como
L(U) < 0 se concluye el resultado.

Segundo paso: la no-degenerancia

Probaremos que si U es una solución fundamental radial y positiva de (A.1), entonces U
es no-degenerado.
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El operador linealizado L = (−∆)s + V con V = −p|U − 1|p−2(U − 1), argumentando
como se hizo en [20] y dado que el potencial V satisface la misma condición de [20], entonces
para mostrar la no-degenerancia nos queda probar que

kerL ∩ L2
rad(RN−m+1) = {0}.

Argumentando por contradicción. Asumiremos la existencia de v ∈ kerL∩L2
rad(RN−m+1) con

v 6= 0, entonces 0 es el segundo valor propio del operador linealizado L. Como en [20], se
tiene que v cambia una vez de signo. Por lo tanto obtenemos la existencia de r∗ > 0 tal qué
v > 0 en [0, r∗) y v < 0 en (r∗,+∞).

Notemos que de un cálculo no muy difícil, obtenemos que:

L(U) = −
(
(p− 1)|U − 1|p + p|U − 1|p−2(U − 1) + 1

)
y

L(rU ′) = 2s (|U − 1|p − 1)

donde U ′ = dU
dr
. Por lo tanto

L(rU ′ +
2s

p− 1
U) = −2s

(
|U − 1|p−2(U − 1) + 1

)
.

De�niendo ahora

V1 = (p− 1)|U − 1|p + p|U − 1|p−2(U − 1) + 1 y V2 = |U − 1|p−2(U − 1) + 1,

entonces V1, V2 ∈ Im(L) y V1(r), V2(r) > 0 para todo r ∈ [0,∞). Así v ⊥ (V1 − µV2) para
todo µ ∈ R.

Escogemos ahora µ∗ = V1(r∗)
V2(r∗)

y de�nimos D(r) = V1(r)−µ∗V2(r). Es claro que D(r∗) = 0.

Probaremos que D > 0 en (0, r∗) y D < 0 en (r∗,∞). Para esto mostraremos que V1(r)
V2(r)

es
estrictamente decreciente.

Tenemos que(
V1(r)

V2(r)

)′
= U ′(r)

(p− 1)|U − 1|p−2 (|U − 1|p + p(U − 1) + p− 1)

V 2
2 (r)

.

Recordando que U > 0 en RN−m+1, entonces usando la desigualdad de Young, se tiene que
|U − 1|p + p(U − 1) + p− 1 > 0. Dado que U ′ < 0, entonces la proposición se cumple. Por lo
tanto concluimos que v(r)(V1(r)− µ∗V2(r)) ≥ 0 para todo r ∈ (0,∞) y entonces llegamos a
una contradicción con la ortoganalidad. Es decir KerL ∩ L2

rad(RN−m+1) = {0}.

Ahora probar la condición de no-degenerancia sigue los argumentos de la demostración
del Teorema 3.3 de [20].
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Tercer paso: estimaciones apriori

De�nición A.4 Diremos que para dos constantes positivas a, b, la notación a ∼ b quiere
decir que

a ≤ C1(N, s0, Us0)b y b ≤ C2(N, s0, Us0)a

donde C1 y C2 son independientes de a y b.

Proposición A.5 Las constantes (que dependen de s)

Ms =

∫
RN−m+1

|(−∆)
s
2Us|2, Ts =

∫
RN−m+1

U2
s , Ks =

∫
RN−m+1

Up+1
s

cumplen que Ms ∼ Ts ∼ Ks ≥ C

Demostración. Fijemos s0 ∈ (0, 1) y consideremos s ∈ [s0, 1), si Us es una solución del
problema (A.1), entonces usando la identidad de Pohozaev como en [28], concluimos que∫

RN−m+1

|(−∆)
s
2Us|2 + p

∫
RN−m+1

U2
s =

∫
RN−m+1

f(Us)Usdx

y

N −m+ 1− 2s

2

∫
RN−m+1

|(−∆)
s
2Us|2 +

p

2

∫
RN−m+1

U2
s = (N −m+ 1)

∫
RN−m+1

F (Us)dx.

Tomando en consideración que para todo ε > 0, existen C1(ε), C2(ε) tales que para todo
σ ≥ 0,

f(σ)σ ≤ εσ2 + C1(ε)σp+1,

f(σ)σ ≥ C2(ε)σp+1 − εσ2,

que F (σ) ≤ 1
θ
σf(σ) y usando el hecho de que∫

RN−m+1 |(−∆)
s
2Us|2 +

∫
RN−m+1 U

2
s(∫

RN−m+1 U
p+1
s

) 2
p+1

≥ S(p, s) = ı́nf
w∈Hs(RN−m+1)\{0}

∫
RN−m+1 |(−∆)

s
2w|2 +

∫
RN−m+1 w

2(∫
RN−m+1 |w|p+1

) 2
p+1

,

se cumple que Ms ∼ Ts ∼ Ks ≥ C.

Recordando que f(σ) = |σ − 1|p + p(σ − 1) + p− 1, sea 0 < t < s0 que será escogido mas
adelante, entonces

∥∥(−∆)tf(Us)
∥∥2

L2(RN−m+1)
=

∥∥∥∥ (−∆)t

(−∆)s + p
f(Us)

∥∥∥∥2

L2(RN−m+1)

≤
∥∥(−∆)t−sf(Us)

∥∥2

L2(RN−m+1)
.

Como t < s, entonces el operador (−∆)t−s viene dado por la convolución con el peso
|x|−(N−m+1)−2(s−t).

Considerando ahora que 0 ≤ f(σ) ≤ ε|σ|γ, para todo γ ∈ (1, 2), se tiene que∥∥(−∆)t−sf(Us)
∥∥2

L2(RN−m+1)
≤ C1

∥∥(−∆)t−sUγ
s

∥∥2

L2(RN−m+1)
+ C2

∥∥(−∆)t−sUp
s

∥∥2

L2(RN−m+1)
.

64



donde C1 y C2 son independientes de Us.

De�niendo ahora h1 = ((−∆)t−sUγ
s ) y h2 = ((−∆)t−sUp+1

s ), escogiendo t = s− (p−1)(N−m+1)
2(p+1)

,
gracias a la Proposición (A.1) llegamos a que∥∥(−∆)tUs

∥∥2

L2(RN−m+1)
≤ C1 ≤ ‖Up

s ‖
2

L
p+1
p (RN−m+1)

+ C2

∥∥U2
s

∥∥
L
p+1
p (RN−m+1)

.

Escogiendo ahora γ = 2p
p+1

, concluimos que

∥∥(−∆)tUs
∥∥2

L2(RN−m+1)
≤ C1 ‖Us‖2p

Lp+1(RN−m+1)
+ C2 ‖Us‖

4p
p+1

L2(RN−m+1)
≤ C1K

2p
p+1
s + T

2p
p+1
s .

Considerando también que Ks ∼ Ts, se tiene que∥∥(−∆)tUs
∥∥2

L2(RN−m+1)
≤ C3K

2p
p+1
s , t = s− (p− 1)(N −m+ 1)

2(p+ 1)
. (A.7)

Para concluir este paso, mostraremos que Ks ≤ C para todo s ∈ [s0, 1). Para la demos-
tración adaptaremos el argumento usando en [20] a nuestro caso.

Recordando que
L(Us) = f(Us)− f ′(Us)Us = −g(Us)

donde
g(σ) = (p− 1)|σ − 1|p + p|σ − 1|p−2(σ − 1) + 1.

Sea G(σ) =
∫ σ

0
g(t)dt y Ys =

∫
RN−m+1 G(Us)dx, entonces

dYs
ds

=

∫
RN−m+1

g(Us)
dUs
ds

dx = −
〈
L(Us),

dUs
ds

〉
= −

〈
L

(
dUs
ds

)
, Us

〉
.

Dado que L
(
dUs
ds

)
= −(−∆)s log(−∆)(Us), se tiene que

dYs
ds

=

〈
(−∆)s log(−∆)(Us),

dUs
ds

〉
.

Como en [20], para t = s− (p−1)(N−m+1)
2(p+1)

de�nido en (A.7), se tiene que, para todo R > 0,〈
(−∆)s log(−∆)(Us),

dUs
ds

,

〉
≤ 2(logR)Ms + 2R2s−4t log(R)

∫
RN−m+1

|ξ|4t|Ûs|2dξ.

Volviendo a (A.7), considerando que Ms ∼ Ks y escogiendo

R4t−2s = CK
2p
p+1
−1

s > r
1

4t−2s ,

concluimos que

dYs
ds

=

〈
(−∆)s log(−∆)(Us),

dUs
ds

〉
≤ C(1 + (logKs))Ks.
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Ahora dado que para todo ε > 0, |σ‖p+1 ≤ ε|σ|2 + C(ε)G(σ), podemos concluir que
Ks ∼ Ys. Así

dYs
ds
≤ C(1 + (log(Ys))Ys.

Integrando la desigualdad diferencial para s ∈ (s0, 1), obtenemos que Ys ≤ C para todo
s ∈ [s0, 1). Y el resultado buscado se tiene.

Cuarto paso: Unicidad de la solución radial

Mostraremos que el argumento de continuación elaborado en [20] puede ser aplicado en
este contexto. Notemos también que para s = 1, la unicidad es un resultado conocido en la
literatura.

De�namos el conjunto

E =
{
u ∈ L2(RN−m+1) ∩ Lp+1(RN−m+1) : u es radial

}
.

Fijando s0 ∈ (0, 1), entonces para s ∈ [s0, 1), denotamos por Us ∈ E a una solución no
negativa del problema (A.2) en el sentido débil. Es claro que Us ∈ H2s+1 ∩ C2,γ(RN−m+1) ∩
L∞(RN−m+1) y Us es radial y decreciente.

Usando la condición de no-degenerancia obtenida en el paso dos y en virtud del teorema de
la función implicita, podemos mostrar que si Us0 es una solución fundamental no degenerada
del problema (A.2), entonces existe δ > 0 y el mapeo T ∈ C1([s0, s0 + δ), E) tal que

(1) Si s ∈ [s0, s0 + δ), entonces T (s) = Us es una solución del problema (A.2).

(2) Existe ε > 0 tal que en el conjunto {u ∈ E : ‖u − Us0‖ < ε}, el problema (A.2) tiene
una única solución Us para todo s ∈ [s0, s0 + δ).

De�namos

s∗ = sup {s̄ ∈ [s0, 1) : las propiedades (1) y (2) se cumplen en el conjunto [s0, s̄)} .

La idea general es mostrar que si Us0 es una solución fundamental positiva del problema
(A.2), entonces s∗ = 1.

Notemos que gracias al Lema 8.3 en [20], podemos deducir que si Us0 > 0, entonces
Us > 0 en RN−m+1 para todo s ∈ [s0, s

∗).

Ahora tomando en consideración los estimadores obtenidos en el paso tres y siguiendo
el argumento de continuación usado en [20], podemos mostrar que si Us0 y Ũs0 son dos
soluciones fundamentales de (A.2) distintas, entonces s∗ = s̃∗ = 1. Donde s̃∗ es de�nido como
s∗ reemplazando Us por Ũs. Usando el resultado de no-degenerancia para s = 1 y como en
[20] llegamos a una contradicción. Por lo tanto el resultado de unicidad se tiene.
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Pertenencia de la primera función propia al espacio simé-

trico

Proposición A.6 Sea Ω ⊂ RN un dominio regular acotado y sea 1 < m ≤ N . Para y ∈ Ω,
de�nimos y = (y′, y′′) donde y′ ∈ Rm. Supongamos que Ω es simétrico en la dirección de y′.
Consideramos entonces la primera función propia ϕ1 que resuelve

(−∆)sϕ = λ1ϕ en Ω
ϕ > 0 in Ω
φ = 0 en RN \ Ω

entonces ϕ1 es simétrica en la dirección y′, i.e. ϕ(y′, y′′) = ϕ1(|y′|, y′′).

Demostración. Para demostrar este resultado, notemos y′ = (y′1, y
′
2, . . . , y

′
m), entonces si mos-

tramos que ϕ1 es simétrica en la dirección y′i para todo i = 1, . . . ,m concluiremos el resultado.

Si de�nimos f(x, t) = λ1t es claro que f satisface todas las hipotesis del Teorema 1 en
[6]. Así, usando el método de planos móviles se tiene que ϕ1 es simétrica en la dirección. y′i.
Como i es cualquiera, entonces ϕ1 solo depende de (|y′|, y′′).
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