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SOBRE LA CONJETURA DE LAZER-MCKENNA EN EL CASO NO LOCAL CON
POTENCIAL SUPERLINEAL BAJO CONDICION DE SIMETRIA PARCIAL EN EL
DOMINIO: CASO CRITICO Y SUPERCRITICO

En este trabajo de tesis se presenta un estudio sobre la veracidad de la conjetura no local de
Lazer-Mckenna para un problema de tipo Ambrosetti-Prodi

(_A)S = g(“) — 0y en () (1)
u=0 en RV \ Q,
donde € es un subconjunto de RY con frontera C*, s € (0, 1), ¢; es la primera funciéon propia
del Laplaciano fraccionario (—A)* con condicién de borde Dirichlet, o es un parametro real
que tiende a infinito y g(u) = |ul?, con p € (1, %:E—Efgi) para m € N a definir mas adelante
y es super-critico con respecto a N. Ademaés €2 cumple una condicién de simetria parcial que
serd expuesta mas adelante.

Més en concreto, la conjetura de Lazer-McKenna predice la existencia de un niimero no
acotado de soluciones a medida que o crece a infinito. A pesar de que la conjetura fue plan-
teada en 1981, solo hasta inicios del siglo XXI se produjeron resultados con la identificacion
del caso N-dimensional y subcritico como un problema de limites singulares.

Este trabajo prueba la veracidad de la conjetura para . Se prob6 en este trabajo la
existencia de una familia de soluciones indexada por un parametro natural que presentan
concentracion en una esfera m — 1 dimensional cerca de maximos locales de (.

A fin de lograr este propuesto se usé el método Lyapunov-Schmidt, el cual consiste en
buscar soluciones de la forma U + v, donde U es una funciéon escogida adecuadamente para
lograr las propiedades buscadas. Mas en concreto U resulta ser una soluciéon fundamental
de (2) para el cual se conocen ademés su comportamiento asintotico. v por otro lado es
un termino de correccién que por lo general se espera que tienda a cero cuando s crece al
infinito. Esto va muy en concordancia con los trabajos de Dancer y Yan en [13| 14l 1] y los
de Abdellaoui, Dieb y Mahmoudi en [I].
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DOMINIO: CASO CRITICO Y SUPERCRITICO

In this thesis we study the veracity of the the non-local version of Lazer-McKenna’s conjecture
for an Ambrosetti-Prodi type problem

(_A)S = g(“) — 0y en €} (2)
u=0 en RV \ Q,
where ) is a subset of RY with C' boundary, s € (0,1), ¢, is the first eigfunction of the
fractional Laplacian (—A)® with Dirichlet boundaryl condition, o is also a real number that
goes to infinity and g(u) = |ulP, with p € (1, %:z—ﬁfg;) for m € N to be defined later and
is supercritial in dimension N. €2 is assumed to satisfy partial symmetry, see below for more
details.

More precisely, the Lazer-McKenna’s conjecture predicts the existence of an unbounded
number of solutions when o goes to infinity. Although the conjecture was formulated on 1981,
the first results has been obtained at the beginning of the 2000’s.

This work shows the validity of the conjecture for . We show the existence of a one
parameter family of solutions concentrating at an m—1 dimensional sphere near local maxima

of (e

In order to achieve the main goal, the Lyapunov-Schmidt method was used. This consists
on finding solutions of the form U + v, where U is properly chosen to obtain the desired
properties. Particularly, U turns out to be a solution of (2)) for which it’s asymptotic behaviour
is well known. The correction term v is sufficiently small when o tends to infinity. This work
is inspired by the works of Dancer & Yan in |13, [I4) 11| and the one by Abdellaoui, Dieb &
Mahmoudi in [I].
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“Perdoname, por compararte con el Quijote, pero ello es causa de que aquel caballero
andante me infunde el mayor de los respetos. Para mi representa, ajeno a su figura, el
hombre que antepone sus ideales a su conveniencia, el hombre capaz de luchar con cualquier
molino de viento, a objeto de que los ideales de la Orden se establecieran, en la humanidad
esa es precisamente la digna imagen que has dejado en mi. Eres un ejemplo a sequir.”-

Germéan Morales

Dedicado a mi padre Orlando Nanjari Ibacache.
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Introduccion

El problema

Este trabajo de tesis tiene como objetivo estudiar la conjetura no local de Lazer-McKenna
para problemas de tipo Ambrosetti-Prodi

{(—A)su =g(u) —op; en 3)

u=0 en RV\ Q

donde € es un dominio suave de RY, s € (0,1) es un parametro que define el operador no
local (—A)* conocido como Laplaciano fraccionario, ¢; corresponde de hecho a la primera
funcion propia de este operador con condicién de bonde Dirichlet, o es un parametro que tiene
a infinito. Finalmente g(u) es una no linealidad superlineal que en esta caso es g(u) = |ul?
donde p € (1, x:z—ﬁ’:gz) y también es supercritica para N. Supondremos ademas que ¢
satisface

g(t)

lim —= =pu> A > lim - =V

t—+oco t t——00

La conjetura de Lazer-McKenna (ver [23]) predice la existencia de un namero no acotado de
soluciones a medida que o crece a infinito, y = +00, ¥ < A\; y g no crece demasiado rapido.

Para poder trabajar con la no linealidad de este trabajo es que ademas se considerara la
siguiente condicion de simetria parcial para el dominio 2.

Definicién 0.1 Diremos que el dominio Q satisface la condicion () si existe m, con 1 <
m < N entero y D C RY ™™ talque siy = (v',y") € Q, donde vy € R™ ¢ € RN=™ i y solo
st (|Y|,y") € D. Notemos que

RY=™+ = {2 = (21,29, ., 2N-ms1) : 21 > O} .

El trabajo se hara utilizando el método de Lyapunov-Schmidt para reducir el proble-
ma a uno finito-dimensional. Ademaés se buscara poder estudiar también el comportamiento
asintotico de las soluciones encontras y su concentracion.



Laplaciano fraccionario

Gran atencion ha tenido recientemente el estudio de ecuaciones en derivadas parciales
con caracteristicas no locales. Es un area de investigacion realmente activa y amplia. Los
problemas no locales se encuentran presentes en muchas ramas de la ciencia, tales como
Analisis, Geometria diferencial, Probabilidad, Dindmica de Fluidos, Dinamica Poblacional,
Mecénica Cuéntica, Biologia, Teoria de Juegos y muchas otras.

En muchos de estos problemas el operador basico involucrado es el llamado "Laplaciano
fraccionario", el cual puede ser definido por s € (0, 1) mediante

(—A)Yu(z) == ay., V.P. / @) —ul) ()

RN |x - ?J|N+25

donde ay s esta definido explicitamente por

1 — 5 , _EF(N+2S)
“N’S:</RN rf\(ﬁgsl)dg) Y )

y ademas "V.P"se refiere al "valor principal"definido por

Ve, [ M),y u(w) ~u(y) |

N o —y|Nr2s =07 JRN\B(ae) [T — Y|V T2
La constate ay s es tal que, se tiene las siguientes propiedades
(—A)Y’u— —Au ass— 1" and (—A)’u—u ass—0F.
Ahora, dado s € (0,1) y Q C RY, definimos H*(Q2) como sigue,
H*(Q) = {u e L*(Q) tal que M € L*(Q x Q)}
T —Y|*2

Si Q = RY, entonces usando transformada de Fourier existe una definicién alternativa del
espacio H*(RY). Es decir, podemos mostrar que

H¥(RY) = {u € L*(RY) s.t. |{°F(u)(&) € L*(RY)}.

No es dificil mostrar que también para todo u € H*(RY)

[ eriEeras =t [ [ B, ©)

donde ay ;s es la constante definida en . También, mediante un argumento de densidad,
podemos definir el operador H*(R”) definiendo

(1, 0) 1oy = {(— <u v)

= V.P. /RN /RN >;(’1])V%>s_v<y)) dzdy+/]RNuvda:.

mg(©) la norma inducida por el producto escalar. Es claro que:

Llamamos || - |

25 ((=A)u,u) = 2a3 [ (=A)2ullZoeny = IEFFulfz -



Trabajos previos

En el trabajo pionero [4], Ambrosetti y Prodi mostraron que si 0 < v < A} < pu <
Ao el segundo valor propio de —A en € con condicion Dirichlet y ¢(t) convexa, entonces
tiene exactamente dos soluciones para o > 0 suficientemente grande. En el caso del
problema general |2 T2, 27| probaron que, para s suficientemente grande, existen al menos
dos soluciones de la ecuacion.

Si A2 < p < +oo Hofer y Solimini [2I], 29] probaron que si s es suficientemente grande,
entonces tiene al menos 4 soluciones. La conjetura fue probada verdadera en el caso
unidimensinsional en [23] y por muchos otros autores posteriormente.

La conjetura de Lazer-McKenna [23] inicialmente plante6 que cuando A} < pp < Ay < ... <
Ap <V < A\pq1 donde {/\”}nEN son los valores propios de —A ordenados de forma creciente,
entonces para s suficientemente grande tiene al menos 2n soluciones. Extrapolando esto
hacia el limite cuando s va a infinito actualmente la conjetura se entiende como sigue: ({3))
tiene un nimero no acotado de soluciones cuando o — +o0, si 4 = +00 y g(t) no crece
demasiado répido.

Los resultados en torno a la conjetura de Lazer-McKenna para mas de una dimensién, no
fueron vistos si no hasta el afio 2003 por Breuer, quien mostré que la ecuacién tiene al
menos cuatro soluciones si g(t) = t2,£ = 0 y Q es un rectdngulo en R? mediante métodos
numeéricos.

Caso Subcritico

Motivados por los resultados de Breuer [§] y uno de deFigueiredo en 1984 [15], Dancer y
Yan consideraron el siguiente problema

{—Au = [’ — oy(y) en O

_ ; (7)
u =0 sobre 02

dondep € (1,(N+2)/(N—=2))si N > 3,p € (1,400) si N = 1,2. Probando en este caso que,
el nimero de soluciones tiende a infinito si ¢ — +o00. Esto fue probado mediante construccion
de soluciones con peaks miiltiples concentrdndose cerca del maximo global de ¢; en 2. La
no-linealidad de este caso cumple que © = 400y ¥ = —00, que es un caso extremo de la
conjetura, motivados por esto ultimo, Dancer y Yan consideraron también un caso en que
—00 < v < jt = 400, el problema

—Au=ul + X u—0cp.(y) en§ (8)
u=20 sobre 0
donde u, = méx{0,u}, N > 3,p € (1,(N +2)/(N — 2)). Para la cual probaron también que
la conjetura es cierta bajo ciertas condiciones.

A continuacion se enuncian los resultados obtenidos por Dancer y Yan para el caso sub-
critico que pueden ser vistos en [13] y [14].



Teorema 0.2 Para cualquier k € N existe oy > 0 tal que para o > oq (E)]) tiene al menos k
soluciones distintas.

El método utilizado consistié en una reduccién que permitioé construir soluciones cercanas
al maximo de ¢;. Esto prob¢ la existencia de muchas soluciones, pero también permitié dar
con el perfil de estas soluciones. Claramente se puede utilizar técnicas variacionales para
probar que tienes solucion (como el minimo local del funcional de energia). Entonces, es
claro que tiene soluciones de tipo Paso a la Montafia. Sobre esto ultimo es que se tiene el
siguiente resultado

Teorema 0.3 FExiste un oy > 0 suficientemente grande, tal que, para todo o > sq, la solucion
de tipo Paso a la Montana u, de (E)]) tiene la forma u, = u, + v, con

(i) o=y, — —gb}/p uniformemente en cualquier subconjunto compacto de §2.
(1)) v, >0 enQy méécvg(y)afz/(@*l) — ¢ >0 cuando 0 — +00.
ye
(11i) Para cualquier punto mdzimo de x, € Q de v,, salvo sub-sucesiones, cumple que r, —
g € 05 con ——%égfo) = min,cpn (—aqu)
0N en z.

w) Para cualquier § > 0 pequerio, v,(y)o /P~ = 0, cuando 0 — +oo uniformemente
Y
para cualquier y € 0\ Bs(x).

), donde n es la normal unitaria exterior de

Adicionalmente si la no linealidad no cumple con que 4 = +00 y ¥ = —o0, Dancer y Yan
probaron que la no linealidad g¢(t) = ¢4, para la cual p = +00 y v > oo, cumple con la
conjetura si se cumplen alguna de las siguientes condiciones:

Sean A1 < Ay < A3 < ..., )\ < ..., los valores propios de —A en (), sujetos a una
condicion de tipo Dirichlet en el borde. Asumamos ademéas que \ y s satisfacen una de estas
condiciones:

(Cl) )\<)\1y0>0.
(Cy) M€ (M\iy, Aip1) paraalgain i > 1y o < 0.

Teorema 0.4 Asuma que o bien (C1) o (Cy) se cumple. Entonces el nimero de soluciones
de (§) tiende a infinito cuando |o] — 400 si N > 3.

Caso Critico y Supercritico

Un topico clasico del anélisis no lineal es el estudio de la existencia y multiplicidad de
soluciones de ecuaciones no lineales. Bajo este contexto es importante hacer la distincion entre
problemas subcriticos y critico (o supercriticos). En los problemas subcriticos el exponente
de la no-linealidad es mas pequeinio que el exponente de Sobolev y eso implica que cualquier
cota razonable sobre las seminormas de Sobolev otorgan convergencia en los espacios LP: por
ejemplo, sucesiones minimizantes o de Palais-Smale, usualmente poseen cotas uniformes muy
naturales en las seminormas de Sobolev y esto dota al problema subcritico de propiedades
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adicionales de compacidad que pueden llevar muchas veces a resultados de existencia mediante
métodos puramente analiticos.

Basados en su trabajo anterior Dancer y Yan estudiaron el problema ({3)) para casos en que
p es critico o supercritico. Es casi imposible construir soluciones con puntos de concentraciéon
en este caso, sin embargo, en su trabajo Dancer y Yan buscaron otro tipo de soluciones, las
cuales vienen de variedades de dimension superior tales que p sea subcritico en esa dimensién
v bajo ciertos supuesto de simetria parcial en el dominio €2 lograron reproducir su resultado.

Diremos que € satisface la condicion (2) si, existe un entero m, 1 < m < N tal que y € )
siy solosi (|],4”) € D donde y = (v, "),y € R™ y" € R¥N=™ D es un dominio acotado
de Rffmfl y

Rf*mﬂ ={z=1(21,22,-- -, 2N_ms1) : 21 > 0}.

El resultado principal del trabajo de Dancer y Yan, que puede ser visto en [I1], es el siguiente:

Teorema 0.5 Supongamos que Q satisface la condicion (), p € (1, 3=243) si1 < M <

N —2,p € (1,00) si m = Ny, N. Para cualquier entero positivo K, ezistes s > 0, tal que
para s > sy el problema

{—Au = |ulP —oo(z), enf) (©)

u =0, sobre O)

tiene al menos k soluciones diferentes.

Otros Resultados

Otro resultado destacado sobre esta conjetura es el de M. del Pino y C. Munoz. En su
trabajo [17] probaron la conjetura para el caso 2-dimensional con no-linealidad exponencial,
dando ademaés propiedades asintoticas de las soluciones encontradas.

El principal resultado es el siguiente

Teorema 0.6 Dado cualquier m > 1 entero y o suficientemente grande, existe una solucion
u del problema (3), para N =2 con g(u) = —e* tal que:

lim e = 8mTm.
s—+00 Q

Mds precisamente, dado cualquier subconjunto A de ) para el cual
sup ¢1 < sup ¢
oA A
Y una sucesion s — 400, existe una subsucesion y m puntos & € A con

$1(&:) = sup ¢
A

tal que cuando s — +00

m
e's — 8m Z 5&.
=1

5



Contra-Parte no local

Una variacion en el estudio de esta conjetura fue estudiar su contra parte no local, es
decir la veracidad de la conjetura para el problema anélogo en el caso del operador no local
(—A)® que se definira mas adelante. En [I] B. Abdellaqui, A. Dieb y F. Mahmoudi probaron
la conjetura para el problema

(—AYu=g(u) —op1 en
u=0 en RV \ Q. (10)
u>0 en €1

donde (—A)? es el operador laplaciano fraccionario,  C RY es un subconjunto abierto con
borde Lipschitz, o > 0, p € (1,25 — 1), con 2} = NQiVQS v ¢1 es la primer funcién positiva del

laplaciano fraccionario con condicién Dirichlet en el borde.

Su principal resultado recae en la prueba de la conjetura para el problema

(—=A)Yu=|ulf —op; en
u=0 en RN\ Q, (11)
u>0 en (2

con (—A)® el operador definido en con la constante definida en ().

Este trabajo de titulo tiene como objetivo demostrar la conjetura de Lazer-McKenna para
el analogo no local del problema, , como hicieron B. Abdellaqui, A. Dieb y F. Mahmoudi,
pero para p supercriticos con respecto a N bajo condiciones de simetria parcial.



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion enunciaremos algunas propiedades y definiciones que serdn usadas en el
trabajo de tesis presentado.

1.1. El Laplaciano fraccionario

Para una funcion relativamente "buena", es decir, u en la clase de Schwartz de funciones
suaves y rapidamente decrecientes, la potencia s del laplaciano, para s € (0,1), puede ser
definida facilmente mediante el espacio de frecuencias de Fourier. Tomando transformada de
Fourier

w(§) = Fu(é) = / u(x)e ™ dy

n

y usando la formula de la anti-transformada

u(z) = F la(z) = / a(&)e*m e de

n

recordando que la derivada (por ejemplo, en la k-esima direccion) en la variable original
corresponde a la multiplicacién por 2mi&, en la variable de frecuencia, es decir

Opu(r) = / 2mi&(€)e*™ e de = F (2mi&a)

ahora, como el operador (—A) = — >}, 87 corresponde a la multiplicacion por (27[¢])? en
la variable de frecuencia, esto es

~Bu(a)) [ (2nle])a©)2 g = 7 ((2ne] o)

Bajo esta misma idea, no es sorprendente definir la potencia s del operador (—A) como la
multiplicacion por (27]€])?* en la variable de frecuencia, de sto se desprende una primera
definicién para el laplaciano fraccionario

(=A)u(e) = FH((2nlg])>a). (1.1)

7



Otra forma de definir el Laplaciano fraccionario viene de la teoria de semigrupos y el calculo
fraccionario. Para A > 0 usando el cambio de variable 7 = At e integracion por partes, se
puede notar que

o0 L —At 1

donde T' es la funcién Gamma de Euler. Una ves mas no es sorprendente poder definir la
potencia s del Laplaciano reemplazando A por el operador positivo (—A), concluyendo que

1 o At ]
—A)® = dt
= [ S

lo que nos lleva a definir nuevamente el laplaciano fraccionario como

> eAly(z) — u(x)

O /0 Dy (1.2)

Aqui, la funcion U(x,t) = e®u(z) es la solucion de la ecuacion del calor 0,U = AU con dato
inicial U|—¢ = u.

La equivalencia entre las dos definiciones anteriores puede ser probada mediante célculo
elemental, ver [1].

Las dos definiciones anteriores son ambas de gran utilidad por sus diferentes propiedades
y la informaciéon que entregan. A pesar de esto consideraremos también otra definiciéon equi-
valente a las anteriores (al menos para funciones "buenas") que es méas flexible para nuestro
proposito. Definamos

(—A)u(x) == ¢, VP /R" %d(y (1.3)
1= Co,s lim / —R™\ Br(x)%dy, (1.4)

donde
- 2253F(% + s)

Cns == 72T (1 —s)

Nuevamente la equivalencia entre (1), (2) v (3) puede ser revisada en [1].

1.2. Espacios fraccionarios de Sobolev

Sea {2 un abierto no necesariamente suave de R™ y sea p € [1,+00). Para cualquier
s > 0, definimos el espacio fraccionario de Sobolev W*P(Q) (también llamados espacios de
Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij).

Si s > 1 es un entero, denotamos W*?(€2) como el espacio clasico de Sobolev dotado de
la norma

lullwer@ =Y 1Dl

0<||<s
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para todo u € W*P(§2), donde || - || z»(q) denota la norma usual en LP(€2) y D* corresponde a
la a-derivada. Esta seccion esta dedicada a la definicion de espacios de Sobolev fraccionarios,
es decir, cuando s ¢ N.

Para s € (0, 1) fijo, el espacio de Sobolev W*? puede ser definido como sigue:

WeP(Q) == {u e LP(Q) : Jutz) = uly) LP(Q x Q)} .

o gl

El cual es dotado de la norma natural

[u(z) — u(y)’ )1/p
ullwsp) = u(x p—i—/ —— =" dxdy
lelfw-+(o (/Q| @)l axq T —y|rTP

es la seminorma de Gagliardo de u. Cuando s > 1y s € N, podemos reescribir s = m + o,
donde m € Ny o € (0,1). De esta forma podemos definimos W*P(2) como:

donde el término

WeP(Q) = {u € W™P(Q) : D% € W7P(Q) Va tal que |a| =m}.
En este caso, dotamos al espacio de la norma

1/p
lullwesiey = | lullwmo@ + S 10Ul

|a)|=m

para todo u € W*P(§2). Cabe destacar que el espacio W*P(2) esta bien definido y es también
un espacio de Banach para todo s > 0.

Como en el caso clésico (i.e. s € N), cualquier funcion en el espacio de Sobolev fraccionario
W#P (1) puede ser aproximada por una secuencia de funciones suaves a soporte compacto.
En este caso también, si s > 0

T @) 17— yrse(re),

En general, si Q C R", el espacio C§°(€2) no es denso en W*P(Q2), sin embargo denotamos
W5*(Q) a la cerradura de C§°(£2) con respecto de la norma || - |lys=»(q), es decir,

WP (Q) = O (Q)HIwsre),

Con esta definicion, podemos también construir W#P(Q2) cuando s < 0. De hecho, para s < 0
y p € (1,+00), definimos:

Wer(Q) == (Wo—s,q(Q))’
es decir, W*P(Q) es el espacio dual de Wy—s, ¢(2) donde % + % =1.
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1.2.1. Propiedades de embedding

Proposiciéon 1.1 Sea p € [1,400) y Q un conjunto abierto de R", entonces las siguientes
proposiciones son ciertas:

1. 5i0<s<s <1, entonces el embedding
WP(Q) — WP(Q)
es continuo. En otras palabras, existe una constante Cy(n,s,p) > 1 tal que
lllwsi@y < ol 5.} [l

para cualquier u € W*?(Q).
2. 8510<s<1,Q esde clase C% (i.e. con borde Lipschitz) y borde acotado OS2, entonces

el embedding
WP(Q) — W*P(Q)

es continuo. Es decir, existe una constante C — 2(n,s,p) > 1 tal que:
[ullwsr) < Can, s,p)||ullwir)

para cualquier u € WP (Q).
3. 818 >s5>1yQ esde clase C%' entonces el embedding

WP(Q) — WP(Q)

es continuo.

Definicién 1.2 Para cualquier s € (0,1) y p € [1,00), un abierto Q@ C R"™ es un dominio
extendtdo para W*P(Q) si existe una constante C == C(n, s, p, Q) tal que para toda funcion
u e W*P(Q) existe &, € WHP(R"™) tal que E,(x) = u(x) para todo x € 2 y

[Eullwari@) < Cllullwere)

Cabe destacar que cualquier subconjunto abierto de clase C%! con frontera acotada es un
dominio extendido de W*P(R"™).

Lema 1.3 Sea Q2 un abierto deR™, y sea u € W*P(Q) con s € (0,1) y p € [1,+00). Si existe
K C Q compacto tal que u =0 en Q\ K, entonces la extension &, definida como

£.(2) u(z) si x €
W(1) =
0 st zeR"\Q

pertenece a W*P(R™) y
1€ullwsn@ny < Cllullwsso)

donde C' es una constante positiva dependiente de n,p, s, IC y§2.

Ahora estamos listos para introducir las propiedades de embedding de W#P, Para esto,
haremos la distinciéon en tres diferentes caso, estos son sp < N,sp=ny sp > n.
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Caso 1: sp<n

Teorema 1.4 Sea s € (0,1) y p € [1,4+00) tales que sp < n. Entonces existe una constante
positiva C' = C(n,p, s) tal que, para cualquier u € W*P(R"),

[u(r) —u(y)
R™ xR™ |l‘ y‘
donde las constate
* bn
pe =
n — sp

es conocido como el exponente critico fraccionario. Una consecuencia directa de este resultado
es que, el espacio WP(R™) estd continuamente inmersionado en LY(R™) para cualquier q €
[p, p%]. Mds ain, el embedding W5P(R™) — Ll (R™) es compacto para todo q € [p, p%).

loc

En dominios extendidos €2, se cumplen las siguientes propiedades de embedding.

Teorema 1.5 Sea s € (0,1) yp € [1,+00) tal que sp < n. Sea Q C R™ un dominio extendido
para w*P. Entonces existe una constante positiva C' == C(n,p,s,Q) tal que, para cualquier

ue Wor(Q),
lull Loy < Cllullwsr@)

para cualquier q € [p, pt], en otras palabras, el espacio W5P(QQ) estd continuously embedded
en L1(Q) para q € [p,pt]. Si, adicionalmente, Q) es acotado, entonces el espacio W*P(Q) estd
compactly embedded en L(Q) para cualquier q € [1,pk).

Caso 2: sp=n

Teorema 1.6 Sea s € (0,1) y p € [1,+00) tales que sp = n. Entonces existe una constante
positiva C' .= C(n,p, s) tal que, para cualquier u € W*P(R")

)| zaeny < Cllullwspen

para cualquier q¢ € [p,+00), es decir, el espacio WP(R™) estd coninuously embedded en
LY(R™) para cualquier q € [p, +00).

Para dominios extendidos (2, existe el siguiente resultado.

Teorema 1.7 Sea s € (0,1) y p € [1,400) tal que sp = n. Sea @ C R™ un dominio
extendido de R™. Entonces existe una constante positiva C' = C(n,p,s, ) tal que, para
cualquier v € W*P(2)

[ullLa@) < Cllullwsr@

para cualquier q € [p,4+00), en otras palabras, el espacio W*P(Q) estd continuously embedded
en L1(Q) para q € [p,+00). Si, adicionalmente, Q es acotado, entonces el espacio WP ()
estd compactly embedded en LI(QY) para cualquier q € [1,+00).

11



Caso 3: sp>n

Aqui C%*(Q2) denota el espacio de funciones Holder continuas dotadas de la norma estandar

u(z) —u(y
lullenaey = fullimey +  sup  AE=u]
x,y € |m o y|
TF#Y

Teorema 1.8 Sea s € (0,1) y p € [1,+00) tal que sp > n. Sea Q un espacio C*' de R™.
Entonces eziste una constante positiva C' = C(n,p, s,2) tal que, para cualquiera ue W*P(2),

[ullconi) < lllullwsr@
con o= (sp —n)/p, es decir, el espacio WP(Q) estd conlinuously embedded en C**(Q).
La siguiente propiedad de regularidad es valido para funciones en W*P cuando sp > n

y €2 es un dominio extendido para W*P sin singularidades externas. Como consecuencia del
teorema anterior, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.9 sea s € (0,1) y p € [1,+00) tal que sp > n. Sea Q un dominio C%' acotado

de R". Entonces el embedding
WHr(Q) — C%(Q)

es compacto para todo < « con a:= (sp —n)/p.

1.2.2. El espacio H*(2)

En este apartado, nos concentraremos en el caso Hilbert p = 2, para analizar sus relacién
con el Laplaciano fraccionario. Sea {2 un subconjunto abierto de R™ y denotemos

H*(Q) = W**(Q)

para cualquier s € (0,1). Este caso es importante porque el espacio de Sobolev fraccionario
pasa a ser un espacio de Hilbert. Es decir, el producto interno sobre H*(2) definido por:

<U,D>Hs(Q) — /Qu(x)v(x)dx%—/ (u(m) —u(y))(v(x) _U(y))dxdy

Qx0 ]x - y’n+23

para cualquier u,v € H*(2), induce la norma || - ||ys»r@) cuando p = 2. Claramente, para
todo s € (0,1), se tiene

HY(R") = W (R") = {u € L*(R") : [u]ws2(q) < +o0}
para [-]ys2(o) la seminorma definida anteriormente.

El espacio H*(R") puede ser definido de forma alternativa mediante una transformada de
Fourier. Precisamente, definamos

H*(R"™) = {u € L*(R") : /n(l + 1€)7) | Fu(é) Pdr < +oo}
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para cualquier s > 0y

~

H*(R") == {u S /n(l + 1€17)° | Fu(é)Pdr < +oo}

para cualquier s < 0. Es posible probar la equivalencia entre ambos espacios (el definido por
la norma de Gagliardo) y este.

1.2.3. Una generalizacion de (—A)°.

En esta seccion introduciremos una nocion mas generalizada de operador integrodiferencial
de tipo no local que generaliza (—A)®. Para cualquier s € (0,1) fijo, el operador L dado
por

Cru(z) = / (ufa+9) + ) — ) — 2u(@) K (y)dy

para todo z € R", donde el nucleo K : R™\ {0} — (0,+00) es una funciéon que tiene las
siguientes propiedades

mK € L'(R™), donde m(z):=min{|z|? 1} (1.5)

y existe 6 > 0 tal que K(z) > 0|z|~"*2%) para cualquier z € R™ \ {0}. Es claro que, para
ejemplificar, podemos tomar K como

K(z)=|z|~"?) 2z e R™\ {0}.

En cuyo caso, tenemos la igualdad £, = —(—A)?*, salvo normalizacion.

1.2.4. Otros espacios tipo Sobolev fraccionario

En este trabajo de tesis, uno de los principales intereses sera el estudio de problemas no
locales a partir de (—A)® con condiciones Dirichlet en la frontera mediante métodos varia-
cionales. Para este proposito, necesitaremos trabajar en un espacio de Solbolev fraccionario
adecuado: por eso, consideraremos una configuracion de analisis funcional que esta inspirada
por (pero no equivalente) los espacios de Sobolev fraccionarios para poder explicitar el dato
inicial Dirichlet en la frontera mediante la formulaciéon variacional.

Sea s € (0,1) fijo, Q un abierto de R™, n > 2s y definamos el conjunto Q como
Q= (R"xR")\ (CQ x CN),
donde CQ == R™\ Q. Mas atn, sea K : R"\ {0} — (0, +00) una funcién que cumple (1.5).

El espacio X*(2), es el espacio vectorial de las funciones Lebesgue-medibles de R™ a R
tales que la restriccion a 2 de cualquier funcion en X*(2) pertenece a L*(£2) y el mapeo

(z,9) = (u(z) —u(y))VK(zr —y) esta en L*(Q,dx,dy)
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La norma en X*(Q2) puede ser definida como:

|

1/2
oo = ey + ) = utw) Pt - ndsdy) (1.6)

Es facil chequear que || - || xs() es una norma en X*(£2). Notemos ademas que esta norma
no es igual a la norma || - ||ws»r() porque 2 x €2 esta estrictamente contenido en Q.

También definimos

X5(Q) ={ueX*(Q):u=0 c.t.p en CQ}. (1.7)

Si, como antes, K = |z|(=""2%) entonces los espacios tipo Sobolev fraccionarios X*(Q) y

X§(82) seran denotados por H*(€2) y H(2) respectivamente.

A continuacién se enuncian algunas propiedades de estos espacios y su relacion con los
espacios H*(€2).

Lema 1.10 Sea s € (0,1) y K : R"\ {0} — (0,400) que satisface (1.5). Entonces las
stguientes aseveraciones son verdaderas:

1. Siu e X°(Q), entonces u € H*(QY). Mds ain,

]l s ) < e(0)]ullxs @)

donde () = max{1,1/V0};
2. Siue X§(Q), entonces u € H*(QQ). Mds ain,

[l s () < Ml s my < e(0)[ullxs (@),

donde c(0) es la constante dada en a); y
3. Sea K(x) = |z|~("*29). Entonces

X5Q2)={ue H(R"):u=0 c.t.p en CQ}.
En los espacios X*(Q2) y X§(2), se tiene la siguiente propiedad de convergencia:

Lema 1.11 Sea {u;}jen una sucesion en X°(Q) tal que u; — ue c.t.p. en R" cuando
J— +ooy

sup ||u; || x=(q) < +oo.
jeN

Entonces us. Si, adicionalmente, u; € X§(2), para todo J € N, entonces u., € X§(€2).
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1.3. Teorema Paso de la Montana

Muchos problemas en anélisis matematico tienen que ver con la construccién de soluciones
adecuadas. La palabra "construcciéon” es a menudo entendida en un sentido débil, no sélo
porque las soluciones encontradas son tomadas en un sentido distribucional, sino, porque
la prueba de existencia es, de alguna manera, no constructivas ,a pesar de las propiedades
cuantitativas o cualitativas que pueden encontradas adicionalmente.

En algunos casos el problema posee una estructura variacional, esto permite generalmente
que cualquier método cuyo propoésito sea probar que el funcional asociado posee un punto
critico.

En muchos casos, las soluciones minimales no satisfacen la complejidad del problema
por si mismas. De hecho, estas soluciones suelen ser triviales. O,en algunos casos, pueden
existir otras soluciones diferentes de las minimales, las cueles pueden presentar propiedades
interesantes.

Detectar soluciones no-minimales es por supuesto, en principio, mas dificil que encontrar
minimales, dado que los métodos directos liderados por el Teorema de Weierstras (bésica-
mente reduciendo a compacidad y algin tipo de continuidad) en general no son suficientes.

Uno de las mas importantes herramientas para encontrar puntos criticos de tipo no mi-
nimal es el llamado Teorema del Paso de la Montana. Este resultado puede ser imaginado
como pensar en el funcional de energia simplemente como la elevacion [E de cierto punto con
respecto a la tierra.

La version estandar del teorema de Paso a la Montana

Teorema 1.12 Sea H un espacio de Hilbert y sea €& € C'Y(H,R). Supongamos que eristen
ug,uy € H yr >0 tal qué
inf  E(u) > E(up),

[lu—uol|=r
|ur — ol >y E(ur) < E(uo)

. Supongamos también que la condicion de Palais-Smale se cumple a nivel ¢, con

¢imm / sup £(g(1)),

te(0,1]
donde I" es la coleccion de todos los posibles caminos g tales que g(0) = ug y g(1) = u;.

Entonces &€ tiene un punto critico de nivel c.

1.4. Desigualdades ttiles

En lo que sigue se enumeran algunas desigualdades que podrian ser de utilidad.
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Teorema 1.13 (Desigualdad de Cérdoba-Cdrdoba). Sea g € C*(R") convera. Asumamos
ademds que u y ¢(u) son tales que (—A)u y (—A)°g(u) existen. Entonces se cumple lo
stquiente

(=A)°g(u) < g'(u)(—A)*u. (1.8)

La siguiente desigualdad es consecuencia de la desigualdad anterior.

Teorema 1.14 (Desigualdad de Kato). La siguiente desigualdad se cumple en el sentido de
las distribuciones

(—A)|u] < sgn(u)(—A)*u. (L9)

Para mas detalles revisar [10)].

Ahora enunciaremos la desigualdad de Picone, que sera util para demostrar algunos lemas
técnicos.

Lema 1.15 (Desigualdad de Picone) Sea w € H3(2) tal que w > 0 in Q y w > 0 en RY.
Asumiendo que (—A)*w =19 con 9 € L}, (RY), entonces para todo ¢ € C§°(Q) tenemos que

_ 2 —A)S
2 JJrvspy |z —y|NEE w

Ver [24] para una demostracion completa.

Las siguientes desigualdades algebraicas seran de utilidad para el desarrollo de este trabajo
de tesis. Para demostraciones completas de estos resultados se puede revisar [5] y [19].

Lema 1.16 Sea o > 0, entonces existe una constante C' = C(«) > 0, tal que para cualquier
a, b < R+,
(@ + b)* — a® — aa® 'b| < C(b* + a® 2 inf(a?, b?)),

|aa . ba’ < |CL . b|m1’n(a,1).

De forma mas general, se tiene que

Lema 1.17 Eziste una constate positiva C, tal que para cualquier (ay, ..., a,) € RY,
n n
DTS SINHELT) wE TNy
j=1 j=1 i#]

1.5. Otras propiedades

La siguiente es una propiedad que caracteriza el Laplaciano fraccionario del producto de
funciones, ver [7].
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Proposicion 1.18 Sean u y v tales que (—A)*u y (—A)%v existen y

/ |(u(z) — u(y))(v(z) — v(y))|

|z — y| N

dy < oo.
Entonces (—A)*(uv) existe y estd dado por
(—A)’(uww) = u(=A)°v + v(—=A)*u — I(u,v),

donde

L) Ca / (ulx) ~ u(@) o) ~v@)

o oy
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Capitulo 2

Reducciéon del problema

2.1. Existencia de soluciones y comportamiento asintoti-
co

Un primer paso necesario para aplicar el método de Lyapunov-Schmidt es encontrar una
solucion base(w,), esto se hara usando el método de sub y super solucion. Ademas de eso,
estudiaremos el comportamiento de w, pues sera util durante el desarrollo de este trabajo de
tesis.

Recordemos que en este trabajo se busca probar la conjetura de Lazer-McKenna para el
problema

—A)su = |ulP — Q
(—A)Yu=|ulf —op; en | (2.1)
u=0 en RV \ O
Notemos en primer lugar que (2.1)) es equivalente a que w, resuelva
e2(=A)w, = |w.P — o1  en Q (2.2)
w. =0 sobre R™ \
_1 1-p
donde w.(z) =0 ru(z) ye* =07 .

Un primer resultado de existencia es el siguiente.

1 N—m+142s

, N_m+1_25) el problema tiene una unica solucion

Teorema 2.1 Paratodoe > 0yp € (
1
w. que satisface 0 > w. > —py. Mds ain, w. es creciente con respecto al pardmetro . Esto
es, st €1 < €g, entonces Wy, < We,.
DEMOSTRACION. Sea u = —w,. Entonces, u es solucion de
e (—=AYu=¢; —|uP enQ

(2.3)
u=20 sobre R™ \ Q.
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Definamos ademas Y
0, t> " (y)

h(y,t) =S ei(y) — 17, 0<t<o"(y).

p1(y), t<0.
Consideremos el siguiente problema
e (—=A)*u = h(y,u) enQ
. (2.4)
u=>0 sobre R™ \

Es facil chequear que cualquier solucion de la ecuacion es positiva (pues la funcion cero

es subsolucion). Mediante calculo sencillo se puede probar que gb}/ P(y) > 0 es supersolucion
de (2.4). Usando la desigualdad de Cordoba-Cordoba (ver Teorema [1.13)) notando que
g(x) = z'/P es una funcién céoncava pues p > 1. Entonces

(A" = (=A)°g(1)

> g'(¢1)(=A)"p

1/p—1
Spl/p

A1 >0

Lo que significa que qﬁi/p es supersolucion pues h(y,gb}/p) = 0. Como resultado obtenemos
entonces que la solucion u de (2.4) satisface

0<u< g’

Pero esto significa que h(y, w.) = v1(y) —we:(y)? = ¢1(y) — |u(y)|P. Por lo tanto w. es solucion
de (2.3). Por otro lado la unicidad viene gracias a que %

te (0,0/"(y)).

< 0 para cualquier y € Q y

Denotemos

S lu(y) —
€ = 7 H )
Jo(u) 2 /m ly — ZIN“S / -
donde H(y,t) = [ h(y,7)dr y DQ = (RN x RN)\ (Q° x Q°).

Sea w, tal que
min {J.(u) 1 u € Hy(Q)} = Jo(ue).

Entonces w. es solucion de (2.4]). Por otro lado, J.(u) tiene también un minimizador en H*.

Basta entonces probar unicidad para el problema para concluir el resultado. Si no fuera asi,

existen entonces dos soluciones w; y wo negativas, en consecuencia w; — ws es solucion de
e (=A)* (wy — wy) + (1P [w} — wh] = 0,w; —wy € H(K).

Testeando la ecuacion con (w; —ws)y se puede concluir que (w; —wy)y = 0y de igual forma

que (we — wq)y = 0 también, lo que concluye la unicidad del problema. Para terminar, sean

.. 1-p .,
g1 < €9, por la definicion de €2 = 07 se ve que entonces w; es supersolucion de 1) para
€ = &9 luego por construccioén se tiene que w,, < wy,. [l
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El siguiente resultado nos da el comportamiento asintotico de w.. Mas precisamente se
tiene lo siguiente

Teorema 2.2 Sea w. la solucion de (2.2) que se obtiene del teorema anterior, entonces
tenemos que

1

w, — —@! ase —0 (2.5)

uniformemente en cualquier subconjunto compacto de €2 y
+ o(e%) (2.6)

donde e~ *0(e*) — 0 cuando € — 0 uniformemente sobre cualquier compacto de 2.

1
DEMOsSTRACION. Dado que 0 > w. > —¢7{, y sabiendo que la sucesion {w. }. es creciente por el
1

resultado anterior, podemos demostrar que w,. — —9015 cuando € \, 0 fuertemente en L9({2)
para todo ¢ < co. Dado que ||w.|z=q) < C para alguna constante positiva C' independiente
1

de &, entonces siguiendo los argumentos expuestos en [25] podemos probar w. — —gpf cuando
e — 0, uniformemente en cualquier compacto de €.

Ahora, fijando zy € Q y tomando ¢ suficientemente pequeno para que Bs(zg) CC 2. Sea
w € H(Q) tal que w — w. € HE(Bs(xp)), entonces w = w. en RY \ Bs(zy). Como w, es
minimo global de J., entonces J.(w.) < J.(w), es decir

g? aNs jwe(2) — we(y)? /
dxdy — H(x,w.)dx
=, rx—yrws e )
A T .
y— H(z,w)dx
Dq |'r - |N+25 BS(xO)

Notando ahora que podemos separar Dg como sigue

Dq = DB(s(xo) UAUBUC,

con

A =Q\ Bs(xo) x Q\ Bs(zo), B =Q\ Bs(xo) x Q°

C = Q° x Q\ Bs(ao).
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Por lo tanto

|w5 // |7~Ua wé( )|
d dy = dxdy
//DQ Ifc—le“S Dy ooy \x—y\N“

dudy = // [2le) ~ D)L g,
Do\Dgj (a) |z =y

Do\Dpg(xq) |JZ— yl
jwe(z) —we(y)[?
dxdy
//DBJ(IO) Iw — y| N

~ ~ 2
w(x) — W
+// [(z) Ngy dxdy
Da\Dp; (aq) |z — y|

Lo anterior nos permite concluir entonces que

// ’ws( ) we(y )|
Do\Dpy(z) |$ - 1/|N+2

Usando (2.7)), podemos concluir que

2

— )l dxdy — / H(z,w.)dx
Bs(xo0)

5 aNs// |w€
D |I_?J|N+2

8 CLNS//
Dps(0)

1

— a(y)|” / N
dxdy — H(x,w)dx
y|N+2 Bs(wo) ( )

1

Ahora, definiendo v. = w. + ¢} y w = W + ¢}, entonces v. = w en RY \ Bs(xy). Reem-

plazando esto en (2.8)) obtenemos

e aNS// V= (1) — ve(y )|
D, (o) ‘:L‘—y‘N+2

[ <v5<x>—ve<y>><¢%<x>—¢%<y>>dxdy_ [ - ohas
D (g Bs (o)

|z —y| N2

- aNS //D yINEQ)|2

<w<x> — () (o} (x) -

Bs(z0)

=g =

¥

|{L‘ _ y|N+2s
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Como

o [l ) @) = el W),

|x _ |N+2s
Bs(zo) 1
Ua — Ve y))(@f( ) 90{) (y))
— an. dxd
= an, //DQ |x_ |N+251 1 ray
. // (velw) = v () = 0f W)
Do\Dg;, | |z — y|NH2s

A ot de (w(z) — we))(F () = $ W),
= [ et N’S//DQ\DBM o — g ey

zg)
luego, usando (2.9) y notando que por la definicion de v. y w se tiene que

1 1 1
[oaretae= [ wayepaes [ u-ayeid
Q Q\Bs(zo) Bs (o)

1 1
= / w(—=A)’pfdx + / ve(—A) ot de,
Q\Bs (o) B (o)
podemos concluir

8 aNs |U€ _U€< )’2 / ( 7 2
dxdy — H(xz,v. — @) + e v.(—A) ol | da
//D o oA . 1 )

(zo
2 1 1 ,
5 aNS // NJ(r2>| dxdy — / (H(x,w — o)+ EZSw(—A)scpf> dx
Dyt 1T YN Bs(@0)
(2.10)

s =

es decir, v. es un minimo del funcional de energia

2o & aNs w(y)?
Je(w) // |x = |N+2S dxdy
Dpg)(x0)

- / (H(:r, w—pl)+ €2sw(—A)s<ﬂf) dx
Bs (o)

en el conjunto {w € H§(QY) conw — v, € Hg(Bg(a:O))}.

1
Para terminar, definamos hy(z,t) = h(z,t — @7 ) + &% (—A)*p?, entonces, como en [25],

h1 tiene un cero descendente t. con

ST LI ey
= (o eare ) vof = | S0 Lo
901p
donde, que t. sea cero descendente de una funcion f(-) significa que f(¢.) = 0 y que la
derivada por la izquierda de f en t. es negativa. Concluimos finalmente que

1
—A)SpP
528 ( >§01+

y se concluye el resultado. O]
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2.2. Problema linealizado y definiciéon de proyecciones

Un segundo paso en la aplicacion del método de Lyapunov-Schmidt es obtener el operador
linealizado con respecto a la soluciéon w. y luego encontrar soluciones al problema lineal, en
la literatura estas son por lo general llamadas proyecciones. Sea w, la tnica solucion de ([2.2))
dada por el Teorema Buscaremos una solucién u de de la forma u = v + w,,
entonces v debe satisfacer

e (=A)v + plw|P v = fo(z,v)  en Q
. (2.11)
v=0 en RV \ Q

donde
fe(z, t) = |t + w|P — |we|P +p|w5\p_1t. (2.12)

El problema (2.11)) tiene una estructura variacional, el funcional de energia asociado es

1 s
I.(v) = —/ e®|(=A)z2v]* + plw P v?dx — / F.(xz,v)dz, (2.13)
2 Jrv Q
con
(z,t) / fe(z,m)
1 D -
ST —— |t 4+ w[P(t + we) + F‘wsv)ﬂ [we Pt + 5 Jwel? 2, (2.14)

En lo que sigue, asumiremos que még( ¢v1(2z) = 1 y definiremos S = {z € Q: p1(z) = 1}.
ze
Ahora, mediante un cambio de variable definimos V(x) = v(ex 4 2%), z* € S, entonces
(2.11) se transforma en
(—A)PV = |V +w|P — |w|P  sobre )
. (2.15)
V=0 en R™\ €,
donde Q. = {ex + 2*: x € Q}. Antes de pasar al limite definamos el siguiente subespacio

Hgim = {u € H{(Q) :u(y) = u(ly'|,y"), con ¢ eR™y"eR"},

¢l cual nos permitira concluir el resultado. Notemos ademés que ¢ € Hyg;,, (ver demostracion
en el apéndice seccion A), es decir, existe ¢y tal que ¢1(y) = ¢1(|y/],y") que por simplicidad
seguiremos llamando ;.

Consideremos el siguiente problema limite
(=AU = |[U+1P—1, U>0 in RV-m+
v) = max U@), (2.16)

U c H5<Rme+1)'
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En el siguiente capitulo enunciaremos que el problema (2.16)) tiene unica solucion (salvo
translaciones) U. Ademas de propiedades del perfil limite y la no degenerancia del operador
linealizado.

Lema 2.3 Sea W_5(y) = U(¥ =2) donde U es la solucion definida en y cualquier
T € D. Entonces Ww—g satisface

2s Iy\ z
2s( s o ~ r € c 'e
(=AY Wez = |W.z+1] 1+—1—‘(—s) /RNW = m+1/ D(t (2.17)

donde

1=y - . /
D(t) = —— [" 1yl kt(ly’l,O)_Q‘ylleW]

tl+s+7]"*g’l+1 (47t) m-1

7‘2 s/ ~
con ky(r,\) = mefl e~ w1y,

DEMOSTRACION. Recordemos que W, z(y) = U(‘g il) usando 1} podemos escribir (—A)%w(y)

como W( 0)
- Y,
tlts dt’

(=) Wealy)

donde W es solucién de la ecuacion del calor

oW — AW =0 en (0,00[x2

W=W.; en {0} x Q

De igual forma calculemos (—A)*u, con u(g) = U(
y u estan definidas en R" y RY="*! respectivamente

y:”‘) (Notemos que, las funciones W ;

_ 1 *u(y,t) — a(y,0)
—A)® = dt
( ) U(y> F(—S) /0 t1+s ’
donde u es solucién de

Ou—Au=0 en (0, 00[xD

w(g,0) = U=y en {0} x D

Notemos ahora que, W (y, 0) = U(EZ=2) = (5, 0). Entonces

(—~AYW.aly) = 1 /°°W<y’t>‘W< 0 4

tl—i—s
W y7 - U(y, 0) dt
t1+s
tl—l—s t1+s

=H(y>+|Wa,:z+1lp—1-
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En lo que queda, veremos que forma tiene H (y). Para esto, dado que W'y @ son soluciones
de la ecuacion de calor respectiva, podemos saber que forma tienen explicitamente

. 1 — ek
Wt = e [ Weala)e (219
(4mt)™ =2 RN—m+1
y
1 = _ == y\z
W(y,t) = )V / W.z(2)e” dz. (2.19)
En el caso de 1) podemos transformarlo en (notando u(y) = U(‘g;ﬂ))
W . 1 _IZ*yIQd
(y,t) = AN Jon u(z)e” T dz
1 _‘Z/_y/|2_‘z//_y//‘2
= W /RN u(z)e 4t dz
. 1 e_lzuztyu\Q €_|Z/ztyl|2u(zl z//)dzldzl/
C(4rt)N2 Jonm m ’ ’
recordando que U € Hg;p,. Tenemos que U(Z,2") = U(|2'],2") y por lo tanto pasando a

coordenadas radiales

1 Z | g ez — \y ly'|2 /)
W(y,t) = )72 /RN . / /Sm 1 2"e” dz'dpdz

1 12 Lt W (g .
T (drt)N2 /szme " /0 u(aly'|, ") y'| /Sm1 e dz' dodz

-~

—ke(ly'],0)

1 _‘Z//7 //|2 — m
= W\/RN_T”'H e u(oly|,2")o™ Ny Mki(ly'], o) dodz"
y

con o = p/|y|. De igual forma tenemos que

o 1 _‘Z//7 //|2 _‘ /|2 B
u(y,t) = —Nm+l/ € 4ty U(U|@/‘,Z”)e y4t (1 0)2‘y/‘d0'd2//. (220)
(4rt) RN —m+1
Computando entonces H(y) = r( y I LA yttfﬂu W:H) 7t usando las formulas exactas de W
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W y7 - U(?/; )
/ t1+s dt

1 oo 1 1 _ Izlliy//‘Q . Y L / §
N * ; " "k ,o)dodz
F(—S)/o thts [(47Tt)N/2 /M_mﬂe u(aly'l, 2")o™ |y " k(Y] o)

1 =" —y""|2 ’ " lv|2 1 2, Iy
——Nmﬂ/ e” w u(oly|,2")e w7y |dod2" | dt
(4mt)™ 2 RN—m+1

//‘2

1 /oo / 1t (a|y'| ”> O.m—1|y/‘mkt<|y/”0-> —e ‘y4/t2( -
) i 47rt)N ol (4rt)m—1

dodz"dt.

[]

Ahora, dado que la funcion del lado derecho de (2.17)) podria tener singularidades, nece-
sitamos modificar W ;. Sea § > 0 sufiecientemente pequefio. Sea 7(t) > 0 una funcion suave
tal que n(t) = 0sit <d,n(t) =1sit>24. Definamos

Wea(y) = n(ly')Wes(y).

Entonces W, ; satisface

e (=A) Wea = n(ly']) (Wea — 11" = 1) + fea(y), en Q, (2.21)

oo — e H(y) — 22 /RN ((ly'D) =n(1=D) (Wealy) =Wea(2) | TV () (A,

’y _ Z’N—I—Qs

Ya que = 0 para |y'| < §, no es complicado ver que fsj es suave con respecto a T e y,

ademaés satisface )
|f€i’| < OesWs,a‘:-

Para cualquier z € D, sea P. oW, ; solucion de
(= A)" + plu] 0 V/r
=0(ly') ((Wez = 1P = 1) + plwe|P"PWez + foaly),  en Q (2.22)
v=0 en R™\ Q.

Es facil ver que P. oW, ; € Hy;y,. También, usando principio del méximo y el decaimiento

polinomial de U que
|P€,QW5,JE - We,£| S CeN_m+1+2S7

26



resultado que sera probado en Lema . De esta forma podemos definir V, ; como solucion
de
528(—A)8V5,55 +pVegz

= f(W.z) + 0<(gs + - 1\)Wm>, en (2.23)
Vez =0, en RV \ Q
donde f(t) = |t + 1P — 1 + pt.

Usando el Teorema (2.2)) obtenemos también el siguiente resultado.

Lema 2.4 B
|FWea(y) — fo(z, Wea(y))| < OWes(). (2.24)

DEMOSTRACION. La demostracion de este lema es una consecuencia no muy dificil del Lema

.16 O

2.3. Teorema principal

Enunciaremos en esta seccion el principal resultado obtenido en este trabajo de tesis.
Recapitulando, hasta el momento encontramos una soluciéon del problema para la cual
conocemos ademas el comportamiento asintotico, junto a esto encontramos el problema linea-
lizado para el cual caracterizamos las soluciones (usualmente llamadas proyecciones).
Nos queda entonces enunciar el teorema principal que serd demostrado en el capitulo [4]

En lo que sigue definiremos algunos espacios y herramientas a utilizar. Usando un argu-
mento de densidad es posible definir (—A)%u en H*(RY) definiendo

(u,v)e = / e (—A)su(—=A)2v + / plwe| P~ Pyy.
Q Q
Definiendo ademas la norma || - ||. inducida por el producto escalar. Podemos asumir
még( ©1(2) = 1y definir asi el conjunto S = {Z € D : ¢1(z) = 1}. Por simplicidad definamos
ze
Veg = PoWes. (2.25)

Sea también

& —&;
£

Die={ee Dt lag) - < vi =1kt (S58) ez, o)

donde 7 > 0 es una constante pequenia. El conjunto Dj . no esta vacio porque si tomamos
& € D tal que

2n L ) L
|§; — x| = Le |Inel, |& — & ZT€|IH€” i#j,4,7=1,...k,
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con o € S'y L > 0 suficientemente grande, entonces (1, ...,7) € Dy,

)

Sea H la completacion del espacio C§°(§2) N Hy;, ¥ sea

OVez, ,
E..r=qweH:(w, ~2 ) =0,l=1,.... N—m+1,57=1,..., k.
6l’jl c

El siguiente resultado permite reducir el problema a un problema finito dimensional.

Teorema 2.5 Sea k > 0 un entero. Entonces existe e, > 0, tal que para cualquier € € (0, €]
tiene una solucion de la forma

k
e =Y Ve, +wWeg (2.27)
j=1
donde & ; € Dy, weg € B¢ y satisface

Hw&ﬁ”? = /N 528{(_A)%w67§]2 + plws’pilwsg(l’ydaj = O(€N7m+1>
R

En el siguiente capitulo se demostrara el teorema anterior.
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Capitulo 3

Desarrollo previo

Para poder abordar de forma sencilla y ordenada la demostraciéon del Teorema la
siguiente secciéon enuncia algunos resultados previos, como son algunas propiedades de la
solucion fundamental y de las proyecciones, también estudiaremos el operador linealizado, el
operador de segundo orden y el resto de la formulacion variacional.

En la primera seccién se estudiaran las antes mencionadas propiedades de la solucién
fundamental (Us) como son su comportamiento asintotico de la funcion y su derivada. La
segunda seccion relaciona las propiedades de Us con las proyecciones V ; soluciones de .
Finalmente la seccién tres estudiara los operadores L. ¢, Q.¢ v R. (a definir mas adelante)
que seran ttiles a la hora de desarrollar el argumento de punto fijo.

3.1. Propiedades del perfil limite

En esta seccion se daran algunas propiedades sobre la solucion del problema limite (2.16)).
Para esto primero debemos definir la nocién de solucién fundamental.

Definicion 3.1 Diremos que 0 S U, € H¥(RN"™) es una solucion fundamental del pro-
blema st Us resuelve y el operador linealizado sobre Us, L = (—A)® — p|Us —
1/P~2(U, — 1) tiene indice de Morse exactamente igual a 1; es decir L tiene solo un valor
propio estrictamente negativo(contando multiplicidad).

El siguiente teorema nos da existencia, unicidad (salvo traslaciones) y no-degenerancia de
las soluciones del problema ([2.16]).
Teorema 3.2 Si 1 < p < %:z—ﬂfg‘:,entonces el problema liene una unica solucion
fundamental positiva que es radial y estrictamente decreciente en |x|. Mds ain, U pertenece
a HS(RY=mth) 0 Loo(RY =™+ 0 C27 (RN =™ para algin v € (0,1) y satisface

V@) < — 2

N—m+1
S TF e Ve e R . (3.1)
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Ademds, U es no degenerado en el sentido de que el operador lineal definido por

L= (=A)—plU—-1P*U-1) (3.2)
satisface
ou ou
2 mN—m+1y _
kerL N L*(R )—Span{axl,...,ax]v_mﬂ}.

La demostracion de este resultado se incluyd en el Apéndice. La idea general es un desa-
rrollo similar al de [1, 20].

Antes se definio W..(y), z € R¥"™"! ¢ y € RY. En lo que sigue se daran algunas
propiedades sobre W_ .. Fijando ¢ € D* definimos para todoi =1,...,N—m+1y j =
1,...,k las funciones

7. OWee,
T0g

Probamos el siguiente lema.

Lema 3.3 FEuriste una constante C tal que, parat=1,.... N—m+1yj=1,....k

11 —¢& | i £
|Z;i] < C- y_fj para cualquier y=& >1 (3.3)
el € €
donde v = min(N —m + 2s + 2,p(N —m + 1 + 2s)).
DEMOSTRACION. Definamos We, (z) = W (z — &), entonces
x
Weg, () = W, (2)
' ow.
1 S x
7. - = (=
W)= e (2)
oW,
Siguiendo el desarrollo de [19] en el lema 5.2, en nuestro caso, para la funcion T (%),
obtenemos que
6U§7J T T — 5] -
~(2)|<C
85% € 9
De esta ultima igualdad sigue el resultado. O

Ahora siguiendo la demostracion del lema 5.3 en [19], obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.4 FExiste una constante C' positiva tal que, para todoi =1,... N —m+ 1y j =
1,...,k
v

.I'—gj

3

para todo

1 x—&;
\VZj;;| < 05_2 TJ

>1 (3.4)
donde vo = min(N —m + 2s + 3,p(N —m + 1 + 2s)).
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La demostracién de este resultado es similar a la del lema anterior.

Notemos ahora que, dado que U es una funciéon radial, entonces se tiene que

/ Zfidx:/ Z3Vill=1,...,N—m+1.
RN—m+1 RN—m+1 ’
Ademas, para £ € D fijo, podemos definir
a; ::/ Zfldx, Vi=1,... k.
RN*'rrH»l

Es facil probar, mediante un simple cambio de variable que en realidad

a=qo;=a, Vj=1,... k.

El siguiente es un resultado de ortogonalidad para las funciones Z;.

Lema 3.5 Para todoi,n=1,...,.N—m+1yjl=1,...k, las funciones Z;; satisfacen,

/ Z5iZm = N7 ad 16, (3.5)

RN —m-+1

donde « es el definido anteriormente, el cual no depende del valor de €.

Como consecuencia de resultado anterior, tenemos la siguiente afirmacion.

Corolario 3.6 Paratodoi,n=1,..., N—m+1yj,l=1,... Kk, las funciones Zj; satisfacen,

/ ZiiZim = N a0, + O(72) (3.6)
D
donde v3 = 2vy con vy el definido en el Lema [3.3.

DEMOSTRACION. Tenemos que

/ZjiZln:/ ZjiZln
D RN-—m+1

= €N_m_1045jl(sln — / ZjiZlm~

RN—m+1\D

Entonces, usando (3.3), podemos estimar la ultima integral como sigue

1 _ ¢ _
/ ZjiZ | < 0—2/ ik P ot
RN—m«H\D 9 RN—WH»I\D

€ €
< Ce™,

21 21

Concluyendo el resultado esperado. O]
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3.2. Solucién aproximada

Sea U la tinica solucion radial (salvo traslaciones) del problema limite (2.16). Al igual que
antes definiremos W, ¢(y) = U.¢(9) = U(2) y Vg solucion de 1) es necesario notar

g
que, en este caso las funciones tienen como dominio R”.

La presente secciéon busca estudiar el comportamiento de la proyecciéon V. ¢ con respecto
a la solucion original del problema limite U, ¢, esto serd mucha utilidad cuando se reduzca
el problema usando el método de Liapunov-Schmidt. Comenzaremos probando la siguiente
proposicion

Lema 3.7 Dado el decaimiento polinomial de U, tenemos que

’PE,QWEJJ o WE@’ S Cngm+1+2s (37)

DEMOSTRACION. Definamos v = W, ; — P. oW, z, entonces v es solucién de:

e2(—A)*v + plw|PVPy =0 en Q

Ahora como v = W,z en RV \ Q por principio del méximo y el Teorema tenemos que:
’U| = ‘WE,E - PE,QWs,a‘c|

S |We,a':|

j—z

]

Volviendo al contexto del la reduccién de Liapunov-Schmidt, la soluciéon que buscamos
serd compuesta por proyecciones del problema original linealizado con respecto a la solucion
w.. Sea & € D¥, para simplificar la notacién, definamos ahora

(3.8)

Buscaremos entender el comportamiento de las funciones V. ¢, por lo que entender el
comportamiento de sus derivadas direccionales es fundamental, esto nos lleva al siguiente
resultado.

Lema 3.8 La siguiente cota se cumple. Para todo x € D

para alguna constante positiva C', donde vy es el definido en Lema |3.3|

32



DemOSTRACION. Aprovechandonos de lo probado anteriormente, sabemos que v = W e, — V. ¢,
cumple la ecuacion

e2(—A)*v + plw.|PVPy =0 en Q

v=MWeg, en RNV \ Q

v
9ji

Por lo tanto resuelve la ecuacién

825(—A)5% +p|w5|(p*1)/p% =0 en

J
8’() o 6WE§J

v Weg; N
% = o5 en RV \ Q

Repitiendo el argumento usado en el lema anterior, por principio del maximo concluimos
el resultado usando el Lema 3.3l O

Corolario 3.9
<Zji7 Zln>€ = é‘N_m_lCéjl(Sm + O(€y3> (310)

donde v3 = 2vy el mismo del Corolario [3.5]

DEMOSTRACION. Aprovechando que V. ¢, resuelve (2.23) podemos notar que entonces zj; debe
ser solucion de

828(—A)52ﬂ + iji = p’l — Ws,ﬁj ’p_IZji + pZ]z en Q

2i =0 en RV \ Q

Testeando con z;, como el resultado anterior se obtiene
(2jis 2in), = / (PIL = Weg 1" Zjizin + pZjizan) da
Q
usando (3.11)) obtenemos

(Zji> 2in) . = /p|1 — Wep, ‘p_lzjiZln +pZiZpdx
Q

+ Cp/(|1 - W87§j |p—1 —+ 1)ij‘€V1d$.
Q
Finalmente usando (3.6])
<Zji, Zln>€ = C€N_2(5jl5m + O(Eys)

que es el resultado buscado. O

Lema 3.10 Dadoi=1,...,N yj=1,...,k, la siguiente desigualdad se cumple. Para todo
xeD
\VZji(x) — Vzj(z)| < Ce™ (3.11)

para C una constante positiva y vo es el definido en Lema [3.4)

33



Como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.11 Dadosi,n=1,...,.N—m+1yj=1,...,k tenemos que

Ver [1] para una demostracion completa de este resultado en el caso N-dimensional. El
desarrollo es igual en este caso.

azﬂ

dafL| ! 8rnl'n{N—WL—S,l/g} 3.12
Zon |~ o | (512

3.3. Algunos lemas técnicos

En esta seccion probaremos lemas previos al resultado general, los cuales haran més facil
el desarrollo del resultado. El primer resultado nos sera til a la hora de probar la existencia
de soluciones con peaks interiores.

Lema 3.12 Sea w. dnica solucion negativa de (2.2) y definamos el siguiente problema de
valores propios

(—A)*v + plwfP~ v =X en

(3.13)

v =0 enRY\Q

Entonces, definiendo
, ||90||H9 +pr |w€|p ! de
A1 = inf 5 ;
pEHS () fQ p2dw
tenemos que Ay > C(p) > 0 para todo € > 0.

DemosTRACION. Como se hizo antes sabemos que w. = —o ru resuelve el problema (12.2)) con

1
w? < ¢y w. = 7 cuando € — 0 uniformemente en cualquier compacto de 2. Es decir

M= fuf e®|lg %{g(ﬂ) +pr we [P~ p?*dx
peC(Q) Jo p2da

Dado, ¢ € C§°(£2), usando el hecho de que |w.| > 0y la desigualdad de Picone enunciada en

el Lema (|1.15]), obtenemos

2s —A)*
2SaN3// - 2)| dxdyZ/g ( )|w8|gﬁ2d$
Dg |x— R Q ||

2saNS// )Pd dy+/’w€’p 1 2dx>/ 1 902d$>
Da |37—y|N+23 o [we|
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lo que implica que

2SaNs// N+2)| dxdy—l—p/\w P12 > (p— 1) /’ws|p 1 2dgc+/ V1 p2dax
p—1 1 2
> [ | (p = D™ + — | ¢?da.
Q [we| P

C(p) = min {(p — DI 4 31} >0,

A>0 P

Si tomamos ahora

es directo que

2SaNS// N+2)| dxdy +p/ lw [P~ p?dx > C’(p)/gonx.
Dq |9C— | Q Q

Es decir, \; > C(p) y se tiene el resultado pedido. O]

Observacidén Una consecuencia del resultado anterior es

lellz < llelle, Voo € L*(9),

donde || - [|2 es la norma usual de L? y || - || es la norma definida por el producto interno que
fue dada anteriormente.

Lema 3.13 Sea

B

k
Z e W _/fE(x7Z‘/57§j)wdx
Q =

Jj=1

Entonces L. ¢ es un operador lineal acotado de F. ¢ en R. Mds ain

k
ILeglle =" #70 (Z g7 pi (&) -1+ DU (!@ - &-I))

=1 i
donde ¢ = min(1,p — 1). En particular eziste, l.¢ € E. ¢ tal que
L&g(ll)) = <l57£, 'UJ)E, Yw € Ez—:,&,k-

DEMOSTRACION. Desarrollando la definicion de L. ¢(w) podemos llegar a que

Lee(w) & (—A)5 Vo, (~A)iw + plu P Vo gw / foo va

.
Il
—

I
N
S~

\

k
z—:ij"i_p’ws’p sﬁj /fs QTaZVng
7j=1

k
F(Weg Jw + O((e + [ — 1)Weg, Jw + p(lweP™ — 1)Veg w0 — / Folr, S Ve Jw
j=1

<.
Il

I
M- 1
S~
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Donde se uso el hecho de que V¢, sea solucion de (2.23) e integracion por partes. Podemos
separar el calculo en acotar 3 integrales

k k
w0 =p> [ (w1 s@w+/2 Wee)) = fo( 3 Veg

23 / O((= + In — 1)Weg, Ju

= Ll (w) + L2 (w) + L . (w).

Usando el Teorema (2.2) y luego el Lema (3.7), ademéas de algunas desigualdades tipo
Holder podemos concluir

1
2
<pZ/ —1)Vegw+ Ce™ 2““[/@02}
Q

1
2
<pZ/ Wee, + Ce™™ MYy 4 Qe Bt [/ wg]
Q

[ p=1 2 12 " 12
:pz /(gplp —1)*w? } [/w2 e T O {/uﬂ
j=1 /€ Q Q
k [ l 1 % [ % N—m+1 I %
<p>0| [t -vpmeonowz | ] s o | [ w2,
= Lo L/ L/

Ahora gracias al Lema ((1.16)) y al Teorema ({3.2)), junto con un cambio de variable radial
llegamos a que

R g 2?”—5’-'
=rt'yz= (—’ﬁﬂ, —L
€ I

1 1
1 2 2
3 [fieh oo ][]

=p3 [fg (901;' (', 2") = 1)2q W2, (ﬂf’,x”)] % [Jow?]

N|=

E T 1 2q r— 5'1 7 — 5/./ 2 ) % , %
= p r, IEH -1 U J , J ) ,r,m— drdi’das” |:/ w :|
29 [ (efoaan 1) o (8 Q
= N 1 1 24 :
:PZ Vm—l/ en Tt (@1(5Z+§j)p _1) Ulez +&)*(ez + &)™ [/w }
=1 De; Q

N|=

SpCeN_ngifgm_l we - [ ee)] w?]é )| [ ]
<ot (2@ e —1>+1> ol
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donde V,,,_; corresponde al volumen de la bola m — 1-dimensional. Ahora estimamos Lg,g(w),

L ¢(w) /Zf )W — fo( ZVE&
= /QZ FWeg)w = fo(o, Z Wee o+ C="5 0(c) [ / wZ] g

luego, usando (|1.16]), el polinomio de Taylor y Holder podemos obtener que

k
553 w — fe 7ZW€,§j)w

[|Zng]+w€|” w4 gl S W |0

j=1

S—
\ HMw

=

J=1

/ S Weslro - Z / Weg P
=1

=

k k
— N—m+1
+p/ |w€|p ! (E :”&Q) w_pE :/ [[57§jw+€ 2 O(€S>Hw”2
Q : : Q
Jj=1 J=1

i (ff"zf 1W€§J'Q> (/ |Wg,@|2p)é ]l

=1

; Wee)?) ? : o
w03 | (BT () o+ 70l

1
k k 2 2
[ Weg [
SZ[/Q S Wl

=1

1
2

(Zk: Wé,ﬁj)g N—m+1 s
[P W | e+ O

k

+CY

=1
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Por lo tanto se tiene que

\

k
f efjw fe( Z a@)w
=1

1
S W 2
[/ LIS gl |l
Q

l
(h Weg,)? Nemtr
||l + O ull

p

k
+CY
=1

1
k k 2
| [ war - omear| i
j=1 =1

k K 2
N—m+1 s
Q(Z Weg,)* = ZWf&] [wlla + 772 0@ w2
=1

D=

k k k k
AT ADSUBTED SRRV DA DUEA U
j=1 j=1 j=1 j=1

N—m+1
2

para terminar esta parte, acotemos el altimo término usando ([1.17)) para la suma con potencia
p vy 2 quedando lo siguiente

1
2

k k k k
[/Q | Z WE@J‘ "= Z szj - (Z W5 5] Z 85] <C Z/ ng_jl + Wfafj) fnf(WE@, W&Ei))]
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 J#i
1
<CZ|:/Wm1np 1,1) g§1:|2
J#i
Nemii & — &l
<Ce 2 MU (TJ)

J#

38

N|=



Con respecto al tltimo sumando que queda arriba. Para terminar, estimaremos L? £(w),

L () Z/ & 4 I — 1)Wee, ) w

k
< Z/QC%SWE@QU +Cln — 1|W, e,w
j=1

7j=1
1
<C et {/ w2] ) T B {/ wZ} i
Q Q
N—m+ 2s
=Ce 2 0(”)|wl2

Juntando todas las estimaciones concluimos que

|Leglle =™ (Z&m Hule) — 1)+ YU (I{, : @|>>

J#i
y la existencia de [. ¢, se tiene por el teorema de Riesz. O
Lema 3.14 Definamos
k
Qee(w,v) = (w,v). — / fi(x, ZVE@.)wvdm. (3.14)
Q -
7j=1

donde f!(x,t) denota la derivada en t de f.. Entonces se tiene que

|Qeg(w, )| < Cllwlc[[v]..

En particular existe un operador lineal acotado A, ¢ de E. ¢y en E. ¢y tal que

Qee(w,v) = (Acew, v), Yw,v € E, ¢,

DEMOSTRACION. Primeramente es claro que

[(w, v)e| < [[wllellv]le,
por lo que falta demostrar una cota del mismo estilo para [, f/(z, Z?Zl Ve g, Jwuda.
Por simple calculo se ve que

fl(z,t) = plt + we P + plwe |7,
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luego

=

k [ k ] 3 >
/f;(x,zvsygj)wvdxg /f :U,ZV@ [/ wQ} [/ Uz}
Q =1 i Q j=1 i Q Q

. 1k

< / F S Ve, lwll2 o,

Q j=1 i

. 1

< / fia. Y Ve V|l

donde se us6 el Lema [3.12] Ahora veamos como acotar f!(z, Zle Vee,)

p—1

k
fé(l’,z 76] :5] + We +p’w5’p_1
j=1
k p—1
<p Z Va,gj + 2’w€|p_1
j=1
2 p—1
<Sp(|[DoWegy|  +Ce 5 42
j=1

k N—m+1+42s
C —1m S
<p (Z— + e E +2|wf’pl)
j_

T—¢&
11 |6J‘
<C~'

puesto que como se noté anteriormente —3015 < w. < 0. Entonces se concluye el resultado
puesto que

k
/ F(w, 3 Vg e < C
Q o

al ser {2 acotado. Finalmente la existencia de A, , viene dada por el teorema de representacion
de Riesz. O

Serd necesario méas adelante que el operador A, sea invertible, por lo que a continuacién
probaremos un resultado de coercividad que nos dara la invertibilidad buscada.

Lema 3.15 Eriste una constante C' independiente de € y & € Ay, tal que
|Acelle > |lwlle, Yw € Wegr, & € Acp.
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DemosTRACION. Por contradiccién, supongamos que existen €, — 0, x, € Dy con z;,n —
x; € Sparatodo j=1,....kyw, € E,, ,,  tales que

N—m+1
[wnll = n *

N—m+1
2

||Q5n,$nwn||5n - 0(6 )

Demostraremos primero qué

/B 2 = 0N+, (3.15)

:nR(J»’j,n)

Dado que w,, € E., 4,k Vn entonces w, € Hg,, Vn. Luego se puede re definir w, como
su andlogo en RY ™™ y entonces definir 1@;,,(2) = w,(e,2 + 2;,), ademas sea D, = {z :
enz + xjn, € D} entonces podemos asumir que existe w; € H*(RN "™+ tal que

Di;,, = Dwj, en L*(RN-H)

N—m+1
w]n — wj, €n LZOC(R )7

cuando n — +oo0.

Probemos ahora que
(=AY w; — p|lU — 1P2(U — N)w; = 0 en RV, (3.16)

lo cual es equivalente a resolver

/ (—A)*wjv —p/ U = 172U — Dwjv =0, Yo € CRN"™1). (3.17)
RN m—+1 RN*'mA»l

Notemos que derivando (2.23), con respecto a la h-esima coordenada de z; ,,, podemos concluir
que

Verajm
a Y wn
Ljmn,h

3‘/ 1 ov. ..
= [ (=A)2 —6" B (—A) 2wy, + plwe, [Py,
/Q( )? a?}fgnh (=4) p|a ! OTjn.n 5V
. _A)S YVen,xjn _A 1 w, En,Tjn N A p—1 1 En,Tjn N
- [ axm (= )b o, 4, P — 1)

f En,Tj n En: ann + p(|we,, p—1 _ 1 #wn + / O ( n, J,n) w,
/ " J n,h (| ’ ) al'jm’h Q axj,n,h

oV, .. oW, ..
877,7:0 n -1 En,Tjmn En,sTjn
/ f an,xjn Wy, + p(|we, [P = 1) ) = wy, + / O ) == +ey | wy
Ljn,h Ljn,h Q Ljn,h

/ (|U 12U —1) +1) 8—ijn + 0N
RN-m+1 6zh ’
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Ahora como, w,, € E., ;, &, por definicién sabemos que

<U}n7 a‘/&n7$j,n> _ 0 N <w]7 8‘/&‘717553}71> — 07
a$j7n7h En a$j7n7h En

todo esto nos permite concluir entonces que necesariamente, se debe cumplir (3.17)), lo cual
implica entonces que w; estd en el kernel de L por lo que gracias al Teorema

N—-m+1
ou
h=1

Juntando (3.17) y (3.18)) se puede llegar a que w; debe ser cero necesariamente. Esto
altimo nos deja concluir (3.15) puesto que

J,

5nR(zJ}7l)

w, [*dx = N7 / ;.| *da
s r(0)
y basta tomar limite en n — oo para concluir, recordando que ¢, = 0y x;,, = z; € S.

Notemos ahora que

N—m+1>

0(6 Z ||A5na$nwn||5n||wn”€n

> <A5n,$nwn7 wn>5n

k
= JJuwal?, - / 3 Vs, )
Q i

— w2, — / £ Vi, )z /
Uk B Z 7 O\Uk_

=1 6nR(QCj,n) j=1 gnR(x] n) j=1

= llwall?, = 1y = L.

Estimaremos primero [;, usando la Proposicién

k
- | 5 3 Wy e+ O(EY4172)
uk_\B

5—1BZ, r(Tjn) j=1

12,0 S 0 Wy Jwd + O 142)

- Z/ Wan,:cjn + Zngl‘zn) de + O( N— m+1+2s)

anR (2, n) i#j
— N m—HZ/ 6 +ZU ))U) dy—|—0( N— m+1+2s>
enr (0 i#]
= o(e=m T,
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Para I es mucho mas sencillo, notemos que el dominio de integracion es Q \ Ué?:lBgnR(asj,n)
para el cual podemos estimar el valor de V,, .. para todo j =1,... k, esto viene de que si
y € Q\ UV B, r(zj,), entonces

,n

Y€ QA7 —zjnl > enR.

De esto ultimo podemos concluir ademéas que

C C 1)
~ =o0 .
14+ (Hy_xjy'nH)N—mJ,-lJ,_Qs = 1+ RN-m+1+2s R

En

Luego, se tiene que

12 = / f/'n ($7 ‘/;nvx" 7L)wndx
Q\U;?:lBsnR(Ij,n) : Z "

/ & fs/n (l’, Wen,xj,n)wndﬂ? + O(gN*m+1+2s)
U1 Be, r(25,n)

j=1
=) " op(1)

donde og(1) — 0 cuando R — +oo. Juntando las dos estimaciones del; e Iy con la desigual-
dad anterior llegamos a que

o(en ™) = Jlwnll = o(ey ™) — ) 7" og(1)

que es una contradiccion. O

Proposicién 3.16 Para € > 0 pequeno, existe un inico w.¢ € E. ¢, tal qué Ié(Z?Zl Vee, +
Wee) € EXe ., es decir:

k
<]é(z ‘/g’fj + w&"é'), 77> =0, Vn € E67£7k’ (319)
j=1

donde 1. estd definido en (2.13). Mds ain, tenemos que

N—m+1

[weglle =2 O(%), V& € De, (3.20)

y el mapeo w : £ € Do — wee es C con respecto a €.

DEMOSTRACION. Definamos

k
T w) =LY Vee, +w), £ € Dejy,w € E- gy

=1
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. Podemos expandir J cerda de w = 0, y obtener

T(Ew) = T6,0)+ T (€ 0w + 576,00 + 5TV (E cta)u?
- 1
- IE(Z ‘/E’gj) + Lgé('LU) + §Q€,£<w7 w) + Rg(w>
j=1

k
1
=LY Veg,) + (oo w) + 5 (Acgw, w) + Re(w)m

donde J’ y otras derivadas representan la derivada con respecto a la segunda variable y

k k
Refw) == [ |F zvsgﬁw P, 3 Vag) = o Yo Ve = 5, 30 Vag J?
j=1 j=1

7=1
Demostrar (3.19)) equivale a encontrar un punto critico de J, ademas los puntos criticos
de J son aquellos que satisfacen

0= l575 + Aajfw + R;(w)

Gracias a la Proposiciéon sabemos que A, ¢ es invertible y por lo tanto la igualdad
anterior podemos reescribirla como

w= A7} (le + R.(w)).
Entonces una soluciéon a esta igualdad corresponde a un punto fijo del funcional
G(w) = A;g(le,f + ng(w)), 5 S D&g,w S E&g,k
ademas de una bola adecuada que asegure la compacidad y las propiedades que buscamos en
la solucion.
Notemos que si y € Q\ U¥_, Bj(z;) entonces
1 8N—m—i—l—i—?s

= =T 3.21
14 (Iy I7|>N—m+1+25 1 4 §N-—m+142s (9) ( )

si € es suficientemente pequeno. Ademas es facil verificar, de la misma definiciéon de R, que

mwwsc/mm
Q

donde p = min(3,p + 1). Luego para cualquier w € E. ¢, se tiene que

/ \wﬁ:/ w2l
O\US_, B () Q\UE_, B ()

< C(é)E(Nm+l+28)(p2)/ |w|2 (3.22)

S C((S)g(N—m+1+25)(ﬁ—2) ||U)||5
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De igual forma

/ wl ) = | 0l 2full
O\UE_, Bj (z;) Q\UE_, B ()

< c(@ev e | ol 623
~ Q\U B (z;)
< OB ).

/ P2 2] sc<5>e<N-m“+25><ﬁ-2> / nl
Q\UF_, B} (z) Q\US_, By (z)) : (3.24)
< C(0)eWmHIT29(E=2)| 1, || ||772||e
Dado que |w.] > ¢o >0y [y/| > co >0 en UY_, B;(z;), es facil verificar que
/ |w]P = N TmHEDRO (e PN =D g |12),
uk B*(IJ)
/ [Pty = Wm0 (- DN D 2]y )
Uk B*(%)
y

/ [wlP~2imny = O(e™ @D [272) |y ||| ] .
ur_, B}

k
j=1B5(25)

Entonces obtenemos que

Re(w) = N7 HO(eP NVl |2), (3.25)
(RL(w),m)e = N DRO (e (D@02 | [274) .. (3.26)
RY(w)(m,n2) = O(e™ D@27l |272) [y | [ o | (3.27)

Para wy, wy € E. ¢ tales que [Jwy ||, [|[wa]. < ¢" 5 entonces usando (3.27) obtenemos
G (w1) — Gwa)|l- = [ Azg (RL(w1) — Ri(ws)) ||

1
0

€

<C maX | R (twy + (1 — t)ws)]|]Jwy — wal|c

0<t<

< g~ W-mt1)(p—2)/2 0n<1?<x ltwy + (1 — t)ws||P 2wy — wal|.

< Csf(N7m+1)(ﬁ72)/2€((N7m+1)/2+1)(ﬁ72)le o w2||E

S C&Tﬁ_Zle — U}QHE

S Ogmin(p—l,l)le . w2“5-
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Ahora como min(p—1,1) > 0 pues p > 1, podemos encontrar 7 > 0 suficientemente pequeno
tal que
|G (w1) = G(ws)]|e < Ce7[jwr — wy- (3.28)

., . N—m +1
sea una contraccion. Ahora, para cualquier w € E_ ¢ con ||w|. <e , tenemos que

IG(w)le < Cllleglle + ClIRA(w)le

T

< CHlagHg +Ce 2

Noguel  —(Nomtl) (p1) (=g +1) (p-1)

< Cllig]l + 0=

N—m+1 +p71

SCWE’&”E—FC% 2

Con respecto a ||l.¢||-, recordemos que £ € D, luego cumple que
—p(&) <e'TTVi=1,...,k

y ademas
Vee, (&) <e'™, V) £

Entonces usando el Lema se tiene que

k
Ileelle < O™ (Z (1—pr(E))+ Y U (‘& c §J|) +58>
J=1

J#

(R

Il
i

S CEN—;n+1 <

(1—or (&)1 + Y Vee (&) + )

J J#i

N—m+1

<Ce 2 gl

con ¢ = min(1,p — 1), lo que nos lleva a concluir que

IG(w)|le < Cllee]| + Ce™ 2 P71

N—m+1
2

< Ce (5(1_T)q + et
_ CgN 72n+l (g(l—T)q —|—EQ+1) ,

finalmente notando que (1 —7)g < 1y ¢+ 1> 1 se tiene que

N—m+41
5 =+1

|G(w)]|s < Ce (3.29)

para ¢ suficientemente pequeno.

Juntando (3:28) v (B:29) vemos que G es una contraccion desde E. ¢ N B(0,e™ 2 +1) en

él mismo. Con un argumento de punto fijo se obtiene que existe w. ¢ € E. ¢ ,NB(0, 5%"‘1)7
tal que:
G(weg) = Wee.
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Notemos que en este caso ||w. ¢l < gt

Nos queda demostrar que & — w, ¢ es C''. Para esto definamos
Ho(é,w) =w—G(w), we E.¢y.

Por lo probado antes, sabemos que H.(£,w) = 0. Y por otro lado

OuwH (&, weg)(n) =1 — AZ¢ (R (weg)n).

Usando el Lema y podemos concluir que, para e suficientemente pequeno, 0,H.
es invertible como pequena perturbaciéon de la identidad. Entonces el resultado viene dado
por el teorema de la funcién implicita. O]
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Capitulo 4

Conjetura de Lazer-McKenna caso
no-local bajo condicién de simetria
parcial en el dominio

4.1. Reduccion variacional

Recordemos que estamos buscando una solucion de la forma

k
Ug = Z ‘/&,fj + We ¢
j=1

Definamos entonces el funcional J. : A.; — R como

k
J-(§) = 1. (Z Ve, + U)Qg) , para todo £ € A,

j=1

donde w, ¢ viene dado por (3.16]).

Para simplificar parte del trabajo a realizar, primero algunos resultados preliminares.

Primero un resultado que nos permite caracterizar los puntos criticos de J. y I.. Luego un
k

resultado que nos permite descomponer I, (Z Va@) en terminos que haran mas sencillo el
j=1
calculo.

Lema 4.1 Si e > 0 es suficientemente pequeno, entonces £ es un punto critico de J. si y
solo si ug- es un punto critico de I..

Ver [I] para ver una demostracion del lema.
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Proposicion 4.2 Para cualquier entero k € N, tenemos que

k k
I <Z %,Ej) _ CngerlAZg;rlLfl

j=1 j=1

+ONTHNT L ERTH (B4 (€ 4 1) fanoman U +0(1) Weg, (&)

+C€N—m+lz iT_l /RN . U2 +O(€N—m+l+2s)
] -

donde ¢ es una constante, ¢ = min(p — 1, 1),

DEMOSTRACION. Tenemos

k

(4.1)

k k 2 2 k
]e (Z va{j) _ /9625 ((_A)Z ZVS’&> +p|w€|p_1 <Z ‘/ng) — LFa(x,Z%’§j>d$
j=1 j=1 =1

J=1

1 1<
- 52 H‘/E’EJH: + §Z<‘/57§]'"/€7£i>5 _/
7j=1

k
Fs(l‘, Z Vf:‘,ﬁj)dJ:
i#] Q =1

k k k
1
= E IE(‘/&EJ') +3 § <‘/57€j7‘/51£i>5 _/ F6(x7 E :‘/575]') -
=1 25 @ i=1
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Calcularemos primero I.(V ;)

1 s s 2 _
L) = 5 [ (050 4w V2 = [ R

—5 | [F0Vg) + O (€ In = 1DWeg))] Vi,

1 p—1 2
+§ p(|w6| _1) ‘/g,gj - F6($7‘/67§j>

Q Q

1 _
5 f(W€,§j)‘/;7§j - FE('x? VE,&j)
2 Ja Q
1 B 1 s —-m s
+ 3 / D (|we|P 1 1) nygj + 3 / O ((6 + |n — 1])W5,5j) Wee, + O(eN—m+1+2s)
Q Q
1 £ —m S
5/ FWee,)Vee, — / F.(x, V) 4 O(eN-m12s)
Q Q

1
= 5L — L+ O ),

donde se us6 que € es acotado, que (|w.[P"™' — 1) y e® + |p — 1| también lo son para e
suficientemente pequeno.

Para calcular I; usando (3.7) podemos obtener que

1 r —m s
I, = §/Qf<W57§j)W57§j + O(SN +1+2 )

Luego, usando el cambio de variable 2’ = r2’ obtenemos y después z; = —

/]F(Wagj)WE@ = / f(U (@)) U (f—ggj) dz' dz"
Q Q
_ / JF (U (‘37’ - fjl’ z" — 5}/)) U (|$| - fjl’ a" — §},) da' da”
Q € € € €
— / 7 (U (7" - fjl’ " — 5}’)) I (7" — 5]‘1’ z" — 5}') g g
Q € € € €

=Nty / (ez1+ &) HF(U)UA2
D

€,&5

:éTN_m+1Vm_1 ;}1/ fT(U)UdZ+O(€N_m+1+2S),
]RN—'rrH—l

donde V,,,_; corresponde al volumen de la bola en m-dimensional.
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Para estimar I, notemos primero que por la definicion de F. y F, aprovechando ({2.4)
obtenemos y el decaimiento polinomial de W,

/ Fo(x, Wa,gj) = / F(Wa@,) + O(EN—m+1+25)‘
Q Q

Entonces usando los mismos cambios de variable que antes

_ 5—&))
FW.e)= | F(U[Z=
/Q (Weg,) /Q ( ( .
_ / F (U ('Il‘ —&n 7 53])) d'da”
Q € g
:i/F(U<T_@ExW_g))w1wfmﬂ
Q € €

= 8Nﬁerl‘/mfl / (521 + éjl)milF(U)dZ
De,

— EN—m—l—le_l ;711—1/ F(U) + O(gN—m-i-l-i-Qs)‘
RN—m+l
Entonces tenemos que

1
15(‘/875]') - 511 — IQ =+ O(gN—m-‘rl-‘rZs)

— 18N7m+1vm71£j1m -1 (/ JE(U)U . F(U)) + O(€N7m+1+2s> (4.2)
2 RN-—m+1

N— 1 -1 N— 1+2
= VT €A 4 O (NI

k
Ahora veamos como estimar % E (Vegss Ve e

i#j
1 k
3 D (Ve Ve, )e
Gl
1 k
=33 [ AL AVl Vi Vi o

i#£]
k
1 f - S
530 [ TV Veg el = Ve Vg, + O (4 In = L)Weg) Vi
i#j 78
1. [ o
~2 Z/ FWee)Weg, + p(lwe™" = 1)Veg, Ve,
i#tj 7O
k:j
L —-m
53 [0 + = 1Weg) Veg, + O )
i#j
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1 k
5 Z<V€,£i7 v€7§j>s

Z#J

:—Z/f ) Wee, + plluclr™ — (W2, + W2, )
Z#J

1 Z/o £ 4 |y — 1)Wag,) Weg, + OV 4142%)

i#£]
< qugN mt1 Z/ Fwnu (z+ &i —§j> (62 + &)™ 4 O(N-mH1+29)
S&Z

L Z/( %_1) Z/O (€ 4 = 1) Weg )W,

i#] i#]
iy * -
B mHVV ;g | /R W) +10(1)) & 85)1
%U (525) (@ ele - v+ grevhe - 1)
+Vm‘+]v_m+l ;(5 +1)&r (/RNWH U+o(1)> (& - gﬂ) O(eN-mH1+2)
=cer o g (£ / o F0) + (18 U+ ol1) ale
e m;(U( ) (e ehe) - D+ g 6) - D) ) + o

k k
Luego, nos queda estimar / (Fs(y, Z Vee,) Z Fo(y, Veg, ) , para esto mediante la defi-
(9] .
7=1 7j=1

nicion de F;

i 1
-1
(JZ:; ‘/'57£j + w5> —+ m ’welp

k 1 k
Z Veg, +w:

k
FE Y, ‘/Eyfj) - FE (yu‘/;-:ﬁj) :/—

/Q ( JZ:; JZ:; Qp+1 7=1

k » k 2

-1
—/Q|wa|pz‘/;,§j+§/Q|QUa|p (Z‘/E,fj)
J=1 j=1

/Zp_i_l‘vﬁvﬁj—i_w&‘p(v&ﬁj—i_wf _—/’ we | '

k k
p -1
o [ dovig =5 [ v,
Q = Q =
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£,&; + We

[ 5 -t

Jj=1

k
(g
j=1
p_i_l/z“/axﬁ _I'wa (‘/agj‘i‘wa)

p p-1
+2/Q|w€\

k k 2 k
= O/ (Z Ve - Z Vazgl + (Z Vaﬁj) - Z Vf@_
Q

j=1 j=1

Usando ([1.17) en tanto el término de orden p + 1 como 2 obtenemos:

k k
/QF5 <?J7ZVE,§]-) - ZF€ (y’ V&Ej)
. —

<Cy / P if(Weg,, Weg,) + Weg, inf(Weg,, Weg,) — WP Weg, — Wee Weg,
i#j

Nomi1tas
+ Z / f € Ez 5 &5 + O( )
i#j
<C Z/ ng 1nf(Wa,§m We,Ej) + We,&' fnf(W&Ei? WS,EJ‘) - szz Ws’fj o Wa’EiWE’Ej
Z?é] BE(&Z)UBE(gj)
+C Z/ ng 1Ilf(W€,§i7 We,ﬁj) + WE,&' inf(W€7§i7 We,£j) o WifiWa’gj B WaéiWE{j
itg Y ON(Be(&)UBe(&5))

N— m+1+29

+Z/f e )Weg, +0( )

i#J
(4.3)

Dado el comportamiento polinomial de las funciones W, la integral de dominio €2\
(B:(&) U B.(&;)) se puede acotar, para € suficientemente pequeno, como

> / (Wg& f(Wee, Wee,) + Weg, if(Weg,, Wee,) — WE Wee, — WE@VVE@)
7,753 Q\ Bs 51 UBE §J

S CvgN—m—i—l—i—Qs‘
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En el caso de B.(&) U B-(§;) notemos que para ¢ suficientemente chico las bolas serdn
disjuntas, por lo que podemos separar la integral en una suma, ademés por la definicién
misma de las funciones W, ¢, estas concentran en los puntos & por lo que se tiene que

mf(Wee,, Wee,) = Wee,, en B.(&),
por lo tanto
Wf’{i mf(Wee,, Wee,) + Wee, mf(Wee,, Wee,) — Wf’&Wagj — WeeWe,
= WEIZ&W&@ + WeeWee, — WS&WE@ — WeeWee,
= 0.

Igual que antes,
l/Ilf(Wa@, Ws,gj) == W&gi, en Be(fj>,

en cuyo caso se tiene que en la bola B.(&;)

Wp@_ fnf(WE,&, Ws’gj) + WE’& I/Hf(WE,&, We,ﬁj) — Wg& We,ﬁj — WEZ@WE@}

£
1
- Wsz + Wzéi - Wgﬁiwﬁ@ - WE, z‘WE»Ej
=Wl (Weey = Wegy) + Wee, (Wee, — Weg,)

_ (ng& +Weg) Wee, — Weg,) -

Finalmente Concluimos juntando lo anterior con (4.3) que

k k
/ F. (?J, Z Va,§j> — Z F, (y, Va,gj) < CZ/ f(Wa@)Wa,gj + N7 O (%)
@ i=1 i=1 ¢

i

El término / f(Weg) W, va fue acotado y entonces nos queda que:
o .

k k
/ F. (y, Zm) =D F(yVeg) SOV g ( / fU)dz + 0(1>> Weg (&)
@ j=1 j=1 i RN
+ €N7m+10(€23).
Para termina, luego de juntar todas las estimaciones obtenemos el resultado. ]

Con todas las herramientas ya estudiadas podemos demostrar el Teorema

DEMOSTRACION. Primero probaremos que el problema

méx J.(§), (4.4)

geDE,k

con J.(§) = IE(Z§:1 Vee, +wee) vy wee la funcion obtenida por la Proposicion [3.16} admite
una solucion & = (£7,&5,...,&;) en el interior de D, ;. Notemos en primer lugar que, por
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continuidad de J. existe un maximizador £* € D, . Gracias a la Proposicién E y los

3
Lemas 3.13) y [3.14]
k
(Z 5@>+o I elllleelle + el + R ()

k
— Ia (Z %,@-) +€N—m+10(€25)
7j=1
k
— C N—m+1A m—l C N—-—m+1 m—l B s 1 /
€ ; g1 +Ce Zgzl +(€ + ) RN—mt1

i

Ut o<1>) Wee (&)

ree i v (S28) (i) - 0+ g 6) - ) + 50,

i#]
Sea £ € D, j, tal que B -
d(€> S) = 6587 ’61 - 5]‘ 2 5687
donde 8 = 2. Usando la Proposicién y Proposicién llegamos a que
k —
J(§) = CNTAY G+ GV Y g (B vy [ Us o<1>)
j:l Z#] RN-—m+1
CEN—m—i—lZEQT(_ﬁz 1€T+ m 1 7') +€N m+10( 25)
i#]

Ahora, podemos pedir ademés que &;; < 1 para todo j =1, k si € es suficientemente

pequeno. De donde obtenemos que

J.(€) = CeNTmH A 4 N T (B + / U+ 0(1)> 4 QNI (N -mi2s
Rmeﬁ»l
(4.5)

Finalmente como 7 es suficientemente pequeno, se concluye que

Jg(é) — OngerlA 4 0(8N7m+1+25). (46)

Como consecuencia, £ es un punto interior de D, j. Ahora, gracias al Lema (4.1) podemos
concluir que w, ¢ es punto critico de I. y por lo tanto solucion de (2.23). Esto concluye la
O

demostracion del Teorema [2.5]
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Conclusi6n

Conclusiones

Los problemas de tipo Ambrosetti-Prodi han supuesto una gran cantidad de estudios sobre
la existencia y multiplicidad de soluciones,

(—A)u = g(u) — sp1 + h(z) en Q
uw=0 en 0f).

La conjetura de Lazer-McKenna, problema que ha sido estudiado desde 1981, y supuso casi
nulos avances, salvo en el caso radial y el unidimensional, sino hasta principios de siglo XX
con la identificacion del caso N-dimensional y subcritico hecha por Dancer y Yan (2006). Se
han visto muchos avances en este tema, desde los trabajos de Dancer y Yan en [13| 14} [11]
sobre la conjetura para el caso de un potencial superlineal tanto en caso subcritico, critico y
supercritico. O el trabajo de del Pino-Munoz, [17], sobre la conjetura en el caso 2-dimensional
para una no-linealidad exponencial.

El objetivo principal de este trabajo fue resuelto a cabalidad, la conjetura de Lazer-
McKenna es cierta para una funciéon g superlineal con exponente super-critico y bajo
condiciones de simetria parcial en el dominio. Esto es que dado cierto ntimero entero k
cualquiera, entonces existe gy tal que para cualquier ¢ € (0,g0) el problema tiene
una solucién. Mas atn, estas soluciones pueden ser encontradas de forma constructiva, pues
resolver el problema de las proyecciones corresponde a un problema lineal, dicha soluciéon
ademés muestra concentracion a través de una esfera m-1 dimensional.

Parece adecuado mencionar las principales herramientas que dieron lugar a los resulta-
dos expuestos a lo largo de esta tesis. Méas alla de las herramientas basicas del anéalisis no
local, fueron el método de Lyapunov-Schmidt y las tantas caracterizaciones del laplaciano
fraccionario. Asi mismo es necesario mencionar la importancia que tiene el hecho de que la
primera funcién propia del laplaciano fraccionario posea una representante en el espacio de
funciones simétricas bajo (£2) pues la construccion de soluciones se hizo con respecto a una
solucion fundamental que se comporta asintéticamente muy similar a ;. Sobre esto mismo,
el resultado que nos permitié concluir fue el de [6] lo cual es sumamente destacable, pues el
resultado no fue publicado hasta el 2018.
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Apéndice A
Apéndice

El objetivo principal de esta seccién es probar el Teorema Seguiremos de cerca los
argumentos de [20] tomando en consideracion la perdida de homogeneidad en este caso.

Primero, enunciaremos una proposiciéon que sera de utilidad en la demostracion.

+ >\

.l 1
Proposicion A.1 Sea 0 <A< N-m+1,q<p <l < oo tales que ; +1 = N -

Para h € LP(RN="1) " definimos

1
p

- h(y)
nw@ = [y

1. Jy estd bien definido en el sentido en que la integral es absolutamente convergente para
casi todo v € RNV-m+1

2. Sip>1, entonces || JJx(h)]li < cpqllbllp-

I
8. Sip=1, entonces |{x € R¥N=™%1: J\(h)(x) > o}| < <A||h||1> _

o

Para una demostracion de este resultado ver [30].

Demostracion del Teorema

La demostracion se hard por pasos, el primer paso analizara la existencia de la soluciéon
radial fundamental (Uy) mediante un argumento de tipo Paso a la Montana probando primero
la existencia de soluciones radiales y finalmente mostraremos la cota que nos permite
entender el comportamiento asintético de la solucion fundamental. El segundo paso probara
que Ug es no-degenerada para el operador L en otras palabras una solucién con indice de
morse distinto de cero. El tercer paso demostrara estimaciones necesarias para poder concluir
el paso cuatro que mediante un argumento de continuacion similar al usado en [20] concluira
que el resultado es cierto para cualquier s € (0, 1).
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Primer paso: existencia de solucién fundamental radial

Tomando en consideracion la estructura de la ecuacién probaremos la existencia de solu-
ciones radiales. Es claro que si U es solucion del problema limite (2.16)), entonces resuelve

(=AU +pU =U—~1P+p(U—-1)+p—1, U >0 en RN-mF!
U(0) = mis e U(y) (A1)
U € H3(RN-m+1),
Definimos f(o) = |0 — 1|P + p(0c — 1) + p — 1, entonces f(o) > 0 para todo o € R.
Counsideremos fi(0) = f(o4), entonces
0 st o <0,
filo) =4 (1 —0)P = (1—po) si0 <o <1,

(0 —1)P+ (po—1) sio>1

Si U es una solucién no trivial del problema

(=AU +pU = f1(U) en RN-m+1
A2
U c ]_Is(IRmeJrl)7 ( )

usando U_ como funcion test en (A.2), podemos notar que |[U_||gs@n-m+1y = 0, es decir
U > 0. Por el principio del maximo se tiene que U > 0 en RY="*! y entonces resuelve (A.1)).
Entonces para obtener el resultado que buscamos probaremos que tiene una solucién
radial decreciente.

Definamos el espacio

s
Hrad

RV = fu € H¥(RY™H1) : 4 es radial },

entonces gracias a [16], se tiene que, para todo u € H? ,(RYN=™"1) tenemos que

rad

N—m+1—2s

u(z)] < Cla|™

u‘ Hﬁ‘ad(RNf'm+1) (AS)

con C'= C(N,m, s) es una constante positiva dependiente solo de N, m y s.

Es claro que la soluciéon del problema (A.2]) es un punto critico del funcional J definido
por

s = e ff (ula) —u)?

2 Nem+1yRN—m+1 ’I — y]N_m+1+25

1
+—/ u2(:1c)dx—/ Fi(u)dzx,
2 RN—m+1 RN—m-H
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donde Fi(o) = / fi(t)dt esta dado por;
0

0 sto0<0
Fi(o) = ]ﬁ[l—(l—a)p“'l]—}—gaQ—a s10<o<1
(o= 1P 480 —o+ g sio> L

Probaremos ahora que J tiene geometria de paso de montana.

Proposicion A.2 Fl funcional J tiene geommetria de paso de montana.

F 1
DEMOSTRACION. Tenemos que J(0) = 0. Més atn, dado que lim o) _

= t 1
Jim U = oy fenemos la
(RV=m+1) tal que

. . s
existencia de u; € H; ,

lwillgs @yv-miny>1 y  J(u) <O0.

Fi(o) _
o2

Por otro lado, como lim 0, entonces para todo € > 0 podemos encontrar una

o—0t
constante C(¢) tal que

Fi(0) < eo® + C(e)|ofPt.
Por lo tanto

1 1
T 2 Sl av-meny = €lulagn-meny = CEON

Para e suficientemente pequeno, tenemos qué

p+1
Hﬁad (RmeJrl) .

J(u) = Ci(e)]ul

%{jad(RN*mH) = C(g)|lul

Dado que 2 < p+ 1 < 2}, entonces se tiene que

1 1
lullZots @—miny < Callullfs, gv-mi,

Por lo tanto concluimos que

p+1
Hs, (RN-m+1):

J(u) = Ci(e)]ul

vy — C@
Entonces tenemos la existencia de 0 < p < 1y a(p) > 0 tal que si

”UHHﬁad(RN—mH) =P

entonces
J(u) > a(p).

Por lo tanto J satisface la geometria del Paso a la Montana y la proposicion es cierta.
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Definamos ahora un nivel de paso

C=1inf mix
vET te[0,1]J(7(t))

donde
r— {7 € (0. 1], H2y(RY-™1))  tal que 7(0) = 0,7(1) = u}

Es claro que C' > 0. Mediante el clasico teorema del Paso de la Montana, tenemos la existencia

de una secuencia {u,}, C HS ,(RY=™1) tal que

J(un) = C, y [ (un) (s, @v-meryy — 0, cuando n — oo. (A.4)

Probaremos que {u,}, es acotado en HS ,(RV=™%1), Antes de probar esto, probaremos una

rad
proposicion auxiliar
Proposicion A.3 Eziste 0 € (2,0%), con
1 2 p+3
6" = min 2+—,2+—,—}, A5
STl (45)
tal que
1
l(o) = 50]}(0) — Fi(0) > 0 para todo o € R, (A.6)

que corresponde a la condicion de Ambrosetti- Rabinowitz.

DEMOSTRACION. Es claro que (A.6) se cumple para o < 0. Probaremos el resto de forma separa
analizando los casos en que 0 > 1y o < 1.

Partiendo por el caso o > 1. Es claro que

_pt+1-—40

s p0—2) , -1 1
AR -

1
Y T | —
(c—1) +0(U ) 55 O + 7 )

0l'(0) = (p+1—0)(c = 1)’ +p(o = 1)’ = p(o —2)o + (§ — 1)
=(p+1=0)(c—1)F+p(oc -1 =p(@—2)(c —1)+ (0 — 1) — p(d —2).

Para 6 > 2, usando la desigualdad de Young, se tiene que
p(O—2)(c—1)< (0 —2)(c—1)P+(0—2)(p—1).

Ahora, escogiendo 6 € (2,6%), tenemos que (0§ —2)(p—1) < (@ —1)—p@ —2)y (0 —2) <

p+ 1 —0). En consecuencia ['(c) > 0 para todo o € (1,+00). Considerando ahora que

(1) =211 - 2(;;;_‘21)) > 0si 6 € (0,6%), concluimos que (o) > 0 para todo o > 1.
Analizaremos ahora el caso mas problematico, o € (0, 1). En este caso, usando la definicion

de f; y Fi, se tiene que:

-1 p(0—2) , 1

p+1—06 1
T T (1=l (1 — 5P — —
9(p+1)( o) +0'( oy + 0 ° 20 p+1

l(0)) =
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por lo tanto
(o) =(p+1=0)1—0)’+p(6 —2)(1—0)+ (6 —1) —p(f - 2)) = p(6 —2)(1 - o).

Recordando que 6 € (2,60*), entonces asi como en el primer caso, usando la desigualdad de
Young tenemos que

p@—=2)(1—-0)=(0—-2)1—0)"+(0—-2)(p—1).
Asi

0'(c) > (p+1—-0)(1—0o) +p@—2)(1—0)+((0 —1) —p(0 —2))
—(0-2)1-0)’=(0-2)(p—1)
>(p+3-20)1—0)P+pl—2)(1—0)+2(2p—1—0(p—1)).

Como 6 < #*, obtenemos que
p+3—-20>0, y 2p—1—0(p—1)>0.

Por lo tanto, concluimos que I'(c) > 0 para todo o € (0,1). Usando ahora el hecho que
[(0) = 0, tenemos que (o) > 0 para todo o € (0,1).

Con todo esto, demostramos que [(o) > 0 para todo o € R. O]

Volviendo a (|A.4), gracias a la proposicion anterior, se tiene que

() — %u'(un), ) < T+ 0(1)|u|

(5-7)M

Probamos entonces que [[u, ||z @v-m+1) < Cllo cual prueba que {u,}, estd acotado en
HE (RY=™F1) 1o que implicard la existencia de una solucion 4 a la cual u,, converge débil-

mente.

Hﬁ‘ad(RNf'm+1) .

Asi

?—Iﬁad(RN—m“) <C+ O(l)HunHHfad(RN*erl)-

Por lo tanto tenemos la existencia de v € H?

s J(RYT™H) £al que, salvo sub-sucesiones,
u, — u débilmente en H? ,(RN=™t1) v, — 4 fuertemente en L

@ (RN=m+1) para todo
a <2ty u, — uct.p en RY"™ Eg claro que @ es solucion débil de . Para terminar
nos queda demostrar que u > 0. Tomando en consideracién y usando el lema de Vitali,
podemos probar u, — % fuertemente en L%(RN~""1) para todo 2 < a < 2. En particular
u, — U fuertemente en LPTH(RN-mF1)

o PO afi(o)
Como I, =25 =0 Jin, =

= 1, obtenemos la existencia de 2 < f < méx{3, 2}}

tal que:

of(0) < c10? + oot

Por lo tanto, usando el teorma de convergencia dominada, tenemos que

Upn f(uy) — @f(1), fuertemente en L'(RY="F1).
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Consecuentemente como [|J'(un)|| (2, @n-m+1)y — 0 cuando n — oo, obtenemos luego de
calculo no muy complicado que

u, — @ fuertemente en H? (RN -+,
Por lo tanto J(u) = C' > 0 y la existencia se tiene. Tomando en consideracién la estructura
radial de la solucion y usando la estimacion ([A.3) podemos concluir que U € L®(RN="1)n
H2sHL(RN -

Ahora, como f € C*(R) y usando un argumento de planos méviles como en [26], (también
en [18] se encuentra un ejemplo del argumento para un problema con potencial singular),
podemos probar que cualquier solucién positiva del problema es simétrica con respecto
a algin punto z, € RNV-m+1,

Mostraremos ahora la cota (3.1). Para esto, primero notemos que U resuelve el siguiente
problema

11
(—A)°U — Pt |UU | = —pU,U >0 en RN ™1,

Entonces, definiendo V' (z) = w y usado las propiedades de U se puede probar que
V e L* y que V — 0 cuando |z| — oo. Por lo tanto usando el Lema C2 de [20] podemos
llegar a que

C

|U(CL’)| < 1+ [z N-mt1+2s

N— 1
Vo € RN-m+,

Para obtener la regularidad de U usamos la Proposiciéon B1 en [20] por lo tanto U €
Che(RN=mF1) para algtin o € (0,1). Usando ahora que f € CY7(R) y el Lema 4.4 de [9)
sigue que U € C%P(RN=™*1) para algiin 8 € (0,1).

Para concluir este paso, nos queda mostrar que el indice de Morse de la solucién encontrada
(U) es uno. Recordando que el operador linealizado L est4 dado por

L= (=A) —plU — 12U — 1),
podemos obtener mediante calculo directo que
LU)==(p-D|U=1PPplU = 1" (u— 1) + 1) < 0.
Notemos también que la soluciéon obtenida es de tipo Paso a la Montana, por lo tanto por

[22] (ver también [3] Remark 2.2), se tiene que el indice de Morse de U es a lo mas 1. Como
L(U) < 0 se concluye el resultado.

Segundo paso: la no-degenerancia

Probaremos que si U es una solucion fundamental radial y positiva de (A.1)), entonces U
es no-degenerado.
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El operador linealizado L = (—A)* +V con V = —p|U — 1[P73(U — 1), argumentando
como se hizo en [20] y dado que el potencial V' satisface la misma condicion de [20], entonces
para mostrar la no-degenerancia nos queda probar que

kerL N L?

rad

RY™41) = {0},

Argumentando por contradiccion. Asumiremos la existencia de v € ker LN L2, ,(RYN="F1) con

v # 0, entonces 0 es el segundo valor propio del operador linealizado L. Como en [20], se
tiene que v cambia una vez de signo. Por lo tanto obtenemos la existencia de r* > 0 tal qué
v>0en[0,7%)y v <0en (r*,400).

Notemos que de un calculo no muy dificil, obtenemos que:

LOU)==(p-DIU =1 +p|U —=1PP*(U - 1) + 1)

L(rU")=2s(JU =17 = 1)
donde U’ = %. Por lo tanto

2s

L(rU +

NO:—%QU—H“%U—D+1)

Definiendo ahora
Vi= (0= DU = 1P+ p|U = 1P = 1)+ 1y Vo = [U = 1P 20 = 1) + 1,

entonces Vi, Vo € Im(L) y Vi(r),Va(r) > 0 para todo r € [0,00). Asi v L (V; — uVh) para
todo p € R.

Escogemos ahora p* = “28; y definimos D(r) = Vi(r) — u*Va(r). Es claro que D(r*) = 0.

Vi(r)
Va(r)

Probaremos que D > 0 en (0,7*) y D < 0 en (r*, 00). Para esto mostraremos que es

estrictamente decreciente.

Tenemos que

Vi)' g (0= DU~ P20 1P 4 p(U — 1) +p - )
Qam)‘U() V()

Recordando que U > 0 en RY~™*1 entonces usando la desigualdad de Young, se tiene que
U —-1P+p(U —1)4+p—1> 0. Dado que U’ < 0, entonces la proposicion se cumple. Por lo
tanto concluimos que v(r)(Vi(r) — p*Va(r)) > 0 para todo r € (0,00) y entonces llegamos a

una contradiccion con la ortoganalidad. Es decir KerL N L2 ,(RY=™t1) = {0}.

Ahora probar la condiciéon de no-degenerancia sigue los argumentos de la demostracion
del Teorema 3.3 de [20)].
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Tercer paso: estimaciones apriori

Definicién A.4 Diremos que para dos constantes positivas a,b, la notacion a ~ b quiere
decir que
a < C1(N,s0,Us)b y b < Cy(N,s0,Us)a

donde Cy y Cy son independientes de a y b.

Proposiciéon A.5 Las constantes (que dependen de s)

M, = (=A)2UL%, T, :/ U2, K, = urtt
RN-—m+1 RN-—m+1

RN—m+l

cumplen que My ~T, ~ Ky > C

DemOsSTRACION. Fijemos so € (0,1) y consideremos s € [so, 1), si Us es una soluciéon del
problema ((A.1)), entonces usando la identidad de Pohozaev como en [28], concluimos que

/ (—AULP +p / U2 = / F(U)U.da
]RN—m+1 RN—m+1 RN—m+1

N — 1—-2 s
mE S/ |(—A)2US\2+Z—’/ U? = (N—m+1)/ F(U.)dz.
2 RN-—m+1 2 RN—-m+1 RN—-m+1

Tomando en consideracion que para todo € > 0, existen C(g), Cy(e) tales que para todo
o >0,

flo)o < eo? + Ci(e)oP™,
f(o)o > Cy(e)o?™ — eo?,

que F(o) < éaf(a) y usando el hecho de que

fRN_m+1 ’(_A>%Us|2 + f]RN_'"H'l US2 > S(p S) — fnf fRN—m+1 ‘(—A)%’U}P _'_ fRN—wH—l w2
(fRmeH Ug—&—l)ﬁ - ’ weHs (RN —m+1)\ {0} (fRN—m+1 ’w’erl)ﬁ )
se cumple que M, ~ Ty, ~ K, > C. 0

Recordando que f(o) =0 — 1P +p(c —1) +p—1,sea 0 <t < 59 que serd escogido mas
adelante, entonces

(=4)

cay

3 [CV i (A] y

LQ(RN—M+1)

[CNTTCATNN

Como t < s, entonces el operador (—A)'™* viene dado por la convolucion con el peso
|x|7(me+l)72(sft)'

Considerando ahora que 0 < f(0) < ¢|o|?, para todo v € (1,2), se tiene que
s 2 a2 |2
||(_A)t f(US)HLQ(Rmequ) S Cl H(_A)t U;/HLQ(]RN*WI#»l) + 02 ||(_A)t U5HL2(RN—m+1) .
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donde C] y C5 son independientes de Us.
Definiendo ahora hy = ((—A)'75U7) y hy = ((—A)*UPT), escogiendo t = s—(plggév—ﬂ’;””,
gracias a la Proposicion (A.1]) llegamos a que

=AY Us Gaggrmreny < C1 < NUZIP o +C U2 e

(RN-m+1) (RN—m+1)

Escogiendo ahora v = concluimos que

p+1’

2p_ 2p_

p+1 p+1 p+1

”( U HL2 RN—m+1) <C ||U ||Lp+1(RN m1) + ||U ||L2 RN —m+1) < CIKST + T80
Considerando también que K ~ T, se tiene que

(p— DN =m+1)

)
2(p+1)

2p_
H<_A)tUSHiQ(RN—m+1) < C3Ksp+1a t=s— (A?)

Para concluir este paso, mostraremos que K, < C para todo s € [sg, 1). Para la demos-
tracion adaptaremos el argumento usando en [20] a nuestro caso.

Recordando que

donde
g(o)=p—1)|o =1 +plo —1P2(c — 1) + L.

Sea G(o) = [ g(t)dt y Yy = [on— s G(Us)da, entonces

dyY, du.

- L U\ /, (dU,
.k <L(Us), d8>_ <L( ds),Us>.

Dado que L (%) = —(—A)*log(—A)(Uy), se tiene que

e~ (o)), ).

Como en [20], para t = s — %V—Jrlmm definido en -, se tiene que, para todo R > 0,

<(—A)510g(—ﬁ)(Us), dUS,> < 2(log R)M, + 2R*>™* 10g(R)/ K3

ds RN-—m+1
Volviendo a (A.7), considerando que My ~ K, y escogiendo
a2 1 1
R4 — Ok ' s puts

concluimos que

= (o tog-a)0), 57 ) £ €+ fog KK,



Ahora dado que para todo € > 0, |o||P™ < ¢|o]? + C(e)G(0), podemos concluir que
K, ~Y,. Asi

dY

ds

< O(1+ (log(Y,))Y..

Integrando la desigualdad diferencial para s € (sg, 1), obtenemos que Y; < C para todo
s € [so,1). Y el resultado buscado se tiene.

Cuarto paso: Unicidad de la solucién radial

Mostraremos que el argumento de continuacion elaborado en [20] puede ser aplicado en
este contexto. Notemos también que para s = 1, la unicidad es un resultado conocido en la
literatura.

Definamos el conjunto
E={ue X RN L RY7) : u es radial } .

Fijando sy € (0,1), entonces para s € [sg, 1), denotamos por U, € E a una soluciéon no
negativa del problema (A.2)) en el sentido débil. Es claro que U, € H?*t1 N C%7(RYN -1 n
L®(RN=mF1) v U, es radial y decreciente.

Usando la condicion de no-degenerancia obtenida en el paso dos y en virtud del teorema de
la funcién implicita, podemos mostrar que si Uy, es una solucion fundamental no degenerada
del problema (A.2)), entonces existe & > 0y el mapeo T' € C*([s¢, s0 + 9), E) tal que

(1) Sis € [so,s0+0), entonces T'(s) = U, es una solucion del problema (A.2).

(2) Existe ¢ > 0 tal que en el conjunto {u € E : ||[u — Uy, || < €}, el problema (A.2) tiene
una tdnica solucion Uy para todo s € [sg, s + 0).

Definamos

s* =sup{s € [so,1) : las propiedades (1) y (2) se cumplen en el conjunto [so, 5)} .

La idea general es mostrar que si Uy, es una solucion fundamental positiva del problema
(A.2]), entonces s* = 1.

Notemos que gracias al Lema 8.3 en [20], podemos deducir que si Uy, > 0, entonces
U, > 0 en RY=™FL para todo s € [sq, s*).

Ahora tomando en consideracion los estimadores obtenidos en el paso tres y siguiendo
el argumento de continuacion usado en [20], podemos mostrar que si Uy, y U, son dos
soluciones fundamentales de distintas, entonces s* = §* = 1. Donde §* es definido como
s* reemplazando U, por U,. Usando el resultado de no-degenerancia para s = 1 y como en
[20] llegamos a una contradiccion. Por lo tanto el resultado de unicidad se tiene.
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Pertenencia de la primera funcién propia al espacio simé-
trico

Proposicién A.6 Sea Q C RY un dominio reqular acotado y sea 1 < m < N. Para y € Q,
definimos y = (y',y") donde y' € R™. Supongamos que Q) es simétrico en la direccion de y'.
Consideramos entonces la primera funcion propia p1 que resuelve

(=A)Pp =X en{)
p >0 in Q)
¢ =0 en RV \ Q

entonces p1 es simétrica en la direccion ', i.e. (v, y") = e1(|V'|,y").

DEMOSTRACION. Para demostrar este resultado, notemos ' = (v}, ¥4, - - ., Y., ), entonces si mos-
tramos que ¢ es simétrica en la direcciéon y; para todo i = 1, ..., m concluiremos el resultado.

Si definimos f(x,t) = At es claro que f satisface todas las hipotesis del Teorema 1 en
[6]. Asi, usando el método de planos moviles se tiene que ; es simétrica en la direccion. y,.
Como i es cualquiera, entonces ¢; solo depende de (|y/|,y"). O
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