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DETERMINACIÓN DEL DAÑO EN LAS VIBRACIONES DE PANELES
COMPUESTOS AUXÉTICOS

Los materiales auxéticos son aquellos materiales que presentan un módulo de Poisson negati-
vo, esto es que al ser sometidos a tensión o compresión en la dirección longitudinal, presentan
el mismo comportamiento en la dirección transversal. Por lo general presentan buenas pro-
piedades mecánicas en cuánto a absorción de impactos, rigidez, resistencia a fractura, entre
otras, lo que los hace ideales para ser utilizados en materiales compuestos tipo sándwich en
aplicaciones estructurales, en la industria automotriz, aeroespacial, etc.

Es por lo anterior y sumado al desarrollo reciente en los procesos de manufactura, que este
último tiempo se ha puesto mucho énfasis en este tipo de materiales, buscando reemplazar a
los compuestos sándwich tradicionales.

En este trabajo de título se busca identificar daño por delaminación en paneles compuestos
auxéticos de tipo honeycomb, para lo cual se crea un modelo de elementos finitos al cual se
le agrega delaminación, la cual consiste en modelar pérdida de contacto entre las pieles y
el núcleo. Para determinar este daño se analizan los modos de vibración y se comparan los
modos con y sin daño utilizando herramientas de análisis modal.

Se logra obtener los modos de vibración de un panel sandwich auxético en los casos sin
y con delaminación, y se observa el cambio en los modos debido a la delaminación añadida.
También se comparan estos modos con los de un panel sandwich no auxético y se concluye
que el daño por delaminación afecta de una forma similar a ambos modelos. A partir de los
modos de vibración con delaminación se logra detectar el daño.
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Introducción

En la naturaleza, los cuerpos sólidos tienen un comportamiento que tiende aproximada-
mente a conservar el volumen, es decir, al ser comprimidos o traccionados en una dirección
tienden a expandirse o contraerse respectivamente en las direcciones laterales. Este compor-
tamiento se puede apreciar en la Figura 1. Sin embargo, se puede raramente encontrar en la
naturaleza, o bien crear por procesos industriales, cuerpos que presenten un comportamiento
contrario al esperado en el rango elástico, esto técnicamente se conoce como que presentan
un módulo de Poisson negativo. A este tipo de materiales se les conoce como materiales au-
xéticos y tienen propiedades muy interesantes entre las cuales destacan una alta resistencia al
impacto, son livianos y presentan un buen comportamiento en flexión, lo que los hace ideales
para ser utilizados en la industria aeroespacial, automotriz y militar por nombrar algunas.

Figura 1: Comportamiento de un cuerpo elástico típico en tracción con módulo de Poisson
positivo. En línea punteada se muestra la forma original del cuerpo antes de ser deformado
[1]

Si bien se han realizado estudios modales en paneles sándwich con delaminación, lo inno-
vador de este trabajo es ocupar un material auxético, los cuales están en reciente auge.
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Objetivos

El objetivo general de este trabajo de título es evaluar el cambio en los modos de vibración
de este tipo de materiales al sufrir daño por delaminación, específicamente en un panel sand-
wich de núcleo auxético con forma de panal (auxetic honeycomb core). Para dicho propósito
se plantean los siguientes objetivos específicos.

• Desarrollar un modelo geométrico y posterior modelo de elementos finitos en ANSYS
basado en diseños existentes.
• Obtener los modos de vibración libre (sin restricciones de apoyos) para el panel auxético

sin delaminación y con delaminación añadida.
• Observar el efecto de la delaminación en los modos de vibración
• Utilizar herramientas de análisis modal para la detección de daño.
• Analizar la validez de los resultados y contrastarlos con estudios similares encontrados

en la literatura
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Capítulo 1

Antecedentes

1.1. Materiales compuestos tipo sándwich
Las estructuras sándwich consisten principalmente de dos placas delgadas llamadas pieles

(sheets), las cuales están unidas a un núcleo (core) de un material distinto por lo general,
utilizando para esto una capa de adhesivo. Por lo general las pieles son de algún metal o
algún material con buenas propiedades mecánicas y el núcleo de algún material liviano.

A continuación se muestra un esquema de un material compuesto tipo sándwich.

Figura 1.1: Estructura típica de sándwich [2]

Por lo general se cumple que el espesor del núcleo es entre 10 y 100 veces el espesor de las
pieles.

El núcleo puede ser llenado completamente por material con baja densidad (bulk material)
como se aprecia en la Figura 1.2a o bien con un material más denso pero con espacios llenados
por aire (non-bulk material). Este último es el caso más típico para el material del núcleo,
el cual a su vez se puede clasificar en si es que tiene una forma irregular, como lo son las
espumas, o si es que tiene un patrón regular, en el que se repite una celda unitaria (periodic
cellular cores). En este último caso también destacan dos clasificaciones. La primera consiste
en que el núcleo está conformado por prismas, ya sean hexagonales, triangulares, cuadrados,
etc (prismatic architecture), los cuales pueden estar orientados perpendiculares (out-of-plane)
o paralelos (in-plane) al plano de las pieles. En la Figura 1.2b se aprecia un tipo prismático.
La segunda clasificación se puede observar en la Figura 1.2c y consiste en que el núcleo
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tiene forma de enrejado/entramado de barras (lattice-truss architecture), lo que hace una
geometría más compleja. Es en este tipo de núcleos para materiales sándwich, en los que se
basa este trabajo. [3]

(a) Estructura típica de sándwich
con núcleo llenado por completo
por material

(b) Núcleo tipo prismático, en es-
te caso la configuración es perpen-
dicular al plano de las pieles

(c) Núcleo tipo enrejado

Figura 1.2: Tipos de estructuras sándwich según su núcleo [3]

Se puede encontrar en la naturaleza materiales que cumplen con la definición anteriormente
dada de un material tipo sándwich, entre los que destacan los tallos de las plantas, alas
de aves, huesos y dientes, entre otros. En cuanto a aplicaciones destacan en las áreas de
construcción y aeroespacial, pero también se encuentran en la áreas automotriz, en barcos,
sistemas de energía eólica por nombrar algunas. Su amplio uso es debido a que combinan
las buenas propiedades mecánicas de los materiales que conforman las pieles y el núcleo,
permitiendo por ejemplo la disminución del peso en una estructura, al usar un material con
baja densidad en el núcleo. Por lo general estos materiales compuestos presentan una buena
rigidez a flexión, además de ser livianos y de tener un buen aislamiento térmico debido a la
baja conductividad del núcleo.

1.2. Materiales Auxéticos
Para comprender los materiales auxéticos es necesario primero entender el coeficiente o

módulo de Poisson, el cual es una constante que caracteriza cómo se deforma un material
en sus direcciones laterales al ser deformado longitudinalmente y viene dado por la siguiente
ecuación:

εlateral = −νεlongitudinal (1.1)

En donde ν es el módulo de Poisson, mientras que ε representa la deformación que viene
definida por

ε =
∆L

L
(1.2)

Por lo general esta constante se encuentra entre 0,2 y 0,5 para los materiales elásticos
isotrópicos, sin embargo, en raras ocasiones esta constante puede tomar valores negativos,
caso en el cual se denomina material auxético. Teóricamente según la teoría de la elasticidad,
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por consideraciones termodinámicas de la energía de deformación, un material isotrópico
puede tener un módulo de Poisson con valores entre -1 y 0,5.[4]

Se pueden encontrar materiales que naturalmente se comportan de forma auxética como
las piritas, zeolitas (tipo de mineral microporoso), carbon pirolítico, rocas con microgrietas
y estructuras de membrana, entre otros. [5, 6] Los materiales auxéticos no llamaban la aten-
ción hasta que Lakes (1987) [4] descubrió que se pueden manufacturar fácilmente espumas
poliméricas auxéticas a partir de espumas convencionales, al aplicar compresión volumétrica
en conjunto con calor en un rango específico de temperaturas.

Existen muchas geometrías que dan lugar a estructuras con comportamiento auxético,
entre ellas destacan estructuras reentrantes, quirales y unidades rotatorias, entre otros. Es
necesario destacar que el comportamiento auxético se debe a la geometría de estas estructuras
y no es propia del material que las conforma.

Las estructuras reentrantes corresponden a la modificación de geometrías convencionales,
en las cuales las geometrías convexas se transforman en cóncavas al modificar sus ángu-
los apuntando hacia adentro, y por esto toma el nombre de reentrante. Para clarificar este
concepto a continuación se muestran algunas estructuras reentrantes.

(a) Estructura de doble fle-
cha

(b) Panal de abeja de estre-
lla

(c) Hexágono estructural re-
entrante

(d) Estructura formada por
malla de rombos (lozenge
grid)

(e) Estructura formada por
malla de cuadrados

(f) Estructura de ligamentos
sinusoidales

Figura 1.3: Estructuras reentrantes [6]

Una de las estructuras reentrantes más estudiadas es la de hexágono, también denominada
de panal de abeja auxético (auxetic honeycomb), la cual se muestra a continuación.
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Figura 1.4: Comportamiento auxético de estructura reentrante hexagonal [8]

Ésta geometría se puede lograr para estructuras en 2D y 3D. Las estructuras 3D se basan
en la misma figura de hexágono reentrante, y pueden ser principalmente de dos tipos, uno
formado por láminas y otro por puntales (struts).

(a) Estructura laminar hexagonal reen-
trante [5]

(b) Estructura hexagonal reentrante de
barras [9]

Figura 1.5: Principales tipos de estructuras hexagonales reentrantes o de panal de abeja
auxético

Las estructuras quirales están formadas por unidades quirales básicas que consisten en liga-
mentos rectos unidos a nodos con formas geométricas, principalmente rectángulos y círculos.
La estructura completa se forma al unir las unidades quirales básicas. El término quiral hace
referencia a que su imagen especular no puede ser sobrepuesta por medio de rotaciones y tras-
laciones, es decir, no tienen simetría reflexiva. En este tipo de estructuras el comportamiento
auxético se logra debido a que al aplicarse una fuerza externa los ligamentos se envuelven o
desenvuelven de los nodos.

(a) Estructura laminar
hexagonal reentrante

(b) Estructura hexago-
nal reentrante de ba-
rras

Figura 1.6: Estructuras quirales de panal de abeja [6]
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Por último destaca el modelo de unidades rotatorias, el cual consiste en la unión articu-
lada de varias unidades geométricas rígidas o semi-rígidas en vértices seleccionados. Estas
figuras son por lo general cuadrados, rectángulos o triángulos. A continuación se muestra
una estructura de cuadrado rotatorio y su comportamiento auxético al ser sometido a una
carga, el cual es debido al pivote de las figuras geométricas alrededor de sus vértices.

(a) Estado relajado (b) Estado bajo tensión

Figura 1.7: Estructuras de cuadrado rotatorio [7]

También se han manufacturado materiales auxéticos poliméricos, principalmente en forma
de espumas, en los cuales el comportamiento auxético se ve a nivel macromolecular. Cabe
destacar que se han diseñado polímeros con comportamiento auxético a nivel molecular pero
aún no se han sintetizado.

La manufactura de los materiales auxéticos en general no se ha masificado ya que el
interés en este tipo de materiales se ha desarrollado en el último tiempo, pero se puede
decir de manera general que los materiales auxéticos poliméricos se pueden manufacturar
a partir de espumas convencionales (no auxéticas), en cuyo caso las propiedades mecánicas
resultantes son en gran medida empíricas. Los materiales auxéticos de panal de abeja de tipo
laminar (prismático) se manufacturan a través del corrugado de laminas de metal, las cuales
son posteriormente unidas por soldadura. Por último las estructuras de panal de abeja de
tipo enrejado se pueden crear utilizando manufactura aditiva, principalmente Electron Beam
Melting y Selective Laser Sintering.

Las principales características que comparten los materiales auxéticos se resumen a con-
tinuación.

1.2.1. Principales características y propiedades

• Livianos: Debido a su porosidad/permeabilidad, por lo general son materiales livianos.
• Absorción de energía por impacto: Esta es una de las principales características de

estos materiales, sobretodo si se compara con materiales convencionales. Permite la
adecuada absorción de impactos pequeños, por lo que puede ser ocupado en la industria
aeroespacial. [9]
• Resistencia a la indentación: Los materiales auxéticos presentan una compensación de

la presión aplicada localmente, al contrario de los materiales convencionales, lo que se
traduce en una elevada dureza. La propiedad anterior se aprecia en la siguiente figura.
[8]
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(a) Material no auxético (b) Material auxético

Figura 1.8: Comportamiento frente a indentación de un material estándar en comparación a
un material auxético [8]

Además la ecuación que justifica la proposición anterior es:

H ∝ [
E

(1− ν2)
]γ (1.3)

Donde H es la dureza, E el módulo de Young, ν el módulo de Poisson y γ una constante
que vale 1 o 2/3 dependiendo del tipo de distribución asumido para la presión. La
justificación viene dada en que para sólidos isotrópicos en 3D el valor límite superior
que puede obtener el módulo de Poisson es 0.5 (el módulo de corte debe ser positivo)
y por lo tanto mientras más se acerque a -1 este valor, mayor es la dureza.
• Resistencia al corte: El módulo de corte se relaciona con el módulo de Poisson y con el

módulo de Young a través de la siguiente ecuación.

G =
E

2(1 + ν)
(1.4)

Por lo tanto se desprende que a valores negativos de ν se obtengan grandes valores para
G.
• Resistencia a la fractura: Estos materiales tienen una baja propagación de grietas, ade-

más de que estas requieren mayor energía para ser expandidas. Cuando estos materiales
son sometidos a una tensión tienden a expandirse debido a la expansión de las celdas
unitarias, por lo tanto cuando una grieta se forma, la expansión de las celdas tienden
a cerrarla.
• Absorción acústica.
• Comportamiento sinclástico: Al ser sometido a flexión estos materiales tienden a for-

mar domos, lo que es conocido como comportamiento sinclástico. Cuando un material
está sometido a flexión presenta un campo de esfuerzos de compresión por un lado y
de tracción por otro lado, al ser este un material auxético, se compensan estos esfuer-
zos debido a la expansión del material en tracción y a la contracción del material en
compresión. Lo anterior se observa en la siguiente figura.
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(a) Comportamiento anticlástico
de materiales convencionales

(b) Comportamiento sinclástico
de materiales auxéticos

Figura 1.9: Comportamiento frente a flexión de materiales tradicionales en contraste a ma-
teriales auxéticos [8]

• Permeabilidad variable: Debido al comportamiento estructural de estos materiales se
puede decir que tienen una permeabilidad variable, que se reduce al estar en contrac-
ción y aumenta al estar en tensión. Este comportamiento puede ser aprovechado en la
creación de filtros. A continuación se esquematiza la permeabilidad variable.

Figura 1.10: Variación de la permeabilidad con el tamaño de la celda [8]

• Memoria de forma: Se ha demostrado que algunas espumas auxéticas tienen memoria de
forma, lo que quiere decir que al ser deformadas plástica o semi-plásticamente pueden
volver a su estado original luego de ser sometidas a ciertas temperaturas durante un
período de tiempo, sin comprometer las propiedades mecánicas.
• Comportamiento tribológico: Debido a las propiedades combinadas de una mayor du-

reza y una resistencia a la fractura se desprende que estos materiales pueden tener
un mejor comportamiento tribológico, es decir, una mayor resistencia a la fricción y
al desgaste. Se ha probado en algunos materiales un aumento de la resistencia a la
abrasión.
• Alta rigidez flexural.
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Lo anterior, junto a las mejoras recientes en los procesos de manufactura, sobretodo en ma-
nufactura aditiva, hacen a estos materiales ideales para aplicaciones en núcleos de sándwich.
Además, los materiales auxéticos se pueden encontrar en las siguientes aplicaciones.

Tabla 1.1: Aplicaciones de materiales auxéticos [6]

Área Aplicaciones
Textil Fibras auxéticas, hilos, tejido funcional, tejidos con color cambiante

Industrial
Fibras de reforzamiento, filtros de aire, empaquetaduras, mallas, cuerdas,
filtros, remaches, sellos, cojines de asiento, amortiguadores, absorbedores
de sonido, material para empaquetar

Aerospacial Partes curvas, nariz cónica de avión, panel de las alas

Protección Cascos para choques, chalecos antibalas, canilleras, rodilleras, guantes,
parachoques de auto.

Medicina
Vendaje, almohadilla presión para heridas, hilo dental, baso sanguíneo
artificial, piel artificial, suturación quirúrgica, banda elástica para músculos
y ligamentos

Sensores Hidrófonos, dispositivos piezoeléctricos, sensores en miniatura

1.3. Paneles compuestos auxéticos de panal de abeja
Los compuestos de panal de abeja auxéticos son similares a los convencionales, pero en

vez de tener una forma hexagonal, los lados que están inclinados se introducen en el polígono,
convirtiéndolo en un polígono cóncavo, conocido como estructura reentrante. Al ángulo que
forman estos lados con los lados horizontales se le llama ángulo reentrante. A continuación
se presenta una imagen de un tipo panal de abeja.

Figura 1.11: Estructura auxética tipo honeycomb [5]
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Su comportamiento auxético se puede esquematizar en la siguiente figura.

(a) Deformación bajo compresión (b) Deformación bajo tensión

Figura 1.12: Comportamiento de la celda de panal de abeja auxética bajo compresión y
tensión [10]

Se puede encontrar una relación monótona creciente entre las propiedades mecánicas de los
panales de abeja auxéticos con una disminución del módulo de Poisson, por lo que el módulo
de Poisson se convierte en un parámetro que permite evaluar fácilmente las características
de un diseño en una primera instancia. Dependiendo de las dimensiones de la celda unitaria
y del ángulo reentrante, puede cambiar el módulo de Poisson y por ende las propiedades de
flexión y de absorción de impacto.

Se puede obtener el coeficiente de Poisson para la celda unitaria de la estructura auxética
reentrante de panal de abeja, mostrada en la Figura 1.5b a partir de las siguientes relaciones.
[9]

νzx = −
( L

2

Et2
+ 6

5G
)cosθ(α− cosθ)

L2sin2θ
Et2

+ 6sin2θ
5G

+ 4α
E

(1.5)

νxz = − sin2θ

cosθ(α− cosθ)
(1.6)

En las ecuaciones anteriores L es el largo reentrante, α es la razón entre la altura de la
celda y el largo reentrante, E es el módulo de Young, G es el módulo de Poisson, t es el ancho
de los puntales que forman el núcleo y νij, es el coeficientes de Poisson de la deformación
transversal en la dirección i por la deformación axial en la dirección j.

Por último es necesario caracterizar la delaminación, que será el tipo de daño agregado en
la simulación. Esta consiste en la separación de la unión existente entre el núcleo y las pieles,
y puede ocurrir debido a defectos de manufactura, como un pegado incompleto o burbujas de
aire que quedan atrapadas en el proceso de curado para el caso de placas laminares. También
se puede deber a impactos en alguna mantención o en servicio. O bien se puede deber a la
absorción de agua en sándwich con núcleos celulares, a la desgasificación (outgassing) en los
núcleos de espumas por la exposición directa al sol o a un régimen de sobrecarga y elevada
temperatura. [11]
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La delaminación es uno de los principales mecanismos de falla en los materiales compuestos
tipo sándwich, ya que una vez producida se propaga y puede gatillar otros tipos de daño como
generar arrugas en las placas, grietas en el núcleo y en conjunto terminar derivando en la falla
de la placa sándwich. Debido a lo anterior es muy importante una correcta identificación de
la delaminación en los materiales compuestos tipo sándwich.

1.4. Modos de vibración
Los modos de vibración son las formas principales en las que vibra un sistema natural-

mente, es decir, sin forzamiento ni amortiguamiento, sujeto solo a condiciones iniciales ya
sea de desplazamiento o velocidad. La ecuación de movimiento de un sistema con múltiples
grados de libertad viene dada por:

Mẍ+Kx = 0 (1.7)

En donde M es la matriz de masa del sistema, y K es la matriz de rigidez. Para resolver
esta ecuación diferencial en forma matricial, se puede premultiplicar la ecuación 1.7 por la
inversa de la matriz de masa y se puede asumir una solución de la forma x = uejωt, con e el
número de Euler, j la unidad imaginaria y ω una constante positiva, por lo que al reemplzar
se obtiene:

(M−1K − ω2I)uejωt = 0 =⇒ (M−1K − ω2I)u = 0 (1.8)

El término ejωt es distinto de cero para cualquier valor de t, por lo que se puede eliminar
de la ecuación con lo que se obtiene un problema de vectores y valores propios (Eigenvalue
problem). Para resolver este problema se debe imponer que la matriz M−1K − ω2I no sea
invertible, para así no obtener la solución trivial u=0. Al imponer esta condición se tiene
que:

det(M−1K − λI) = 0 (1.9)

Con λ = ω2. Lo anterior es una ecuación de polinomio característico, en la que el polinomio
tiene n soluciones reales mayores a 0, donde n es el número de grados de libertad del sistema.
Para casos en que no hay restricciones de desplazamiento, aparecen modos de cuerpo rígido
asociados a una frecuencia igual a 0. Para cada valor propio (cero del polinomio) existe un
vector propio el cual se debe obtener reemplazando el valor propio en la ecuación 1.8. A la raíz
de los valores propios se les llama frecuencias naturales del sistema, y la primera frecuencia
natural (la primera frecuencia mayor a cero) es denominada frecuencia fundamental. Los
vectores propios asociados a los valores propios se les llama modos de vibración, y tienen
magnitud arbitraria debido a que si u es solución a la ecuación 1.8, αu también lo es, con α
un número real.

Los modos de vibración presentan una propiedad interesante que es la ortogonalidad de
la modos de vibración con la matriz de masa y de rígidez. Lo anterior se expresa para dos
modos arbitrarios ur y us de la manera siguiente:

uTrMus = 0 r 6= s (1.10)
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uTrMus 6= 0 r = s (1.11)

Cómo se mencionó anteriormente los modos de vibración tienen una magnitud arbitraria, y
por norma general se normalizan con respecto a la matriz de masa de modo que el producto
de la ecuación 1.11 sea 1 para cada modo de vibración. Al realizar esta normalización, el
mismo producto pero con respecto a la matriz de rigidez entrega el valor propio asociado al
vector propio que se está multiplicando.

P TMP = I =⇒ P TKP = ω2 (1.12)

en donde P corresponde a la matriz formada por los modos de vibración, es decir, P =
{u1, u2, ..., un } . La matriz I es la matriz identidad de dimensión n y ω2 viene siendo una
matriz diagonal formada por el cuadrado de las frecuencias naturales asociadas a cada modo
de vibración.

Se puede hacer una transformación en las coordenadas de los grados de libertad llamada
transformación nodal de la forma x=Py, con lo que junto al premultiplicar por P T y aprove-
chando la normalización de los modos de vibración, la ecuación de movimiento dada en 1.7
queda de la forma:

P TMPÿ + P TKPy = 0 =⇒ ÿ + ω2y = 0 (1.13)

El proceso recién realizado permitió desacoplar el sistema de ecuaciones diferenciales ori-
ginal de la ecuación 1.7, por lo que se obtienen n ecuaciones diferenciales desacopladas que
se pueden resolver por separado.

1.5. Método de elementos finitos
El método de elementos finitos es una técnica numérica empleada para resolver ecuaciones

diferenciales asociadas a problemas con geometrías complicadas. En este método se subdivide
la estructura en varias partes, no intersectantes entre si, llamadas elementos finitos, los cuales
presentan puntos representativos denominados nodos, que pueden estar adentro del elemento
finito o bien en un extremo, caso en el cual puede ser compartido por otro elemento de
la estructura. Luego se calculan los desplazamientos en los elementos a partir de utilizar
interpolación en los desplazamientos de los nodos (desplazamientos nodales).

Al proceso de dividir la estructura en elementos finitos se le conoce como discretización
y al resultado de este proceso se le conoce como malla. El poder de este método radica
en discretizar problemas complejos para analizarlos parte por parte y obtener soluciones
aproximadas pero precisas independiente de la geometría siempre y cuando se escoja un
mallado adecuado.

El origen del método de elementos finitos no está bien esclarecido, Courant fue el primero
en sugerirlo en 1943 pero su trabajo como matemático aplicado fue ignorado hasta que
ingenieros lo desarrollaron independientemente. Los trabajos anteriores a la década del 50’
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no tenían mucho valor práctico debido a que no había un desarrollo de los computadores.
En 1956 se ocupó por primera vez para análisis estructural de aviones. Más adelante en la
decada de los 60’ se amplió el uso del método para diversos problemas de ingeniería y ciencia
aplicada (elasticidad, conducción de calor, etc.). [12]

El método de elementos finitos resuelve un modelo matemático que idealiza el problema
real que se desea resolver. Hay dos categorías principales de modelos matemáticos, de pa-
rámetro agrupado (lumped-parameter models) y basados en mecánica continua (continuum-
mechanics-based models), enfocados a sistemas discretos y continuos respectivamente. Para
sistemas continuos la respuesta está dominada por ecuaciones diferenciales, a diferencia de
los sistemas discretos que tienen como respuesta un conjunto de ecuaciones algebraicas. La
solución exacta de estas ecuaciones diferenciales cumpliendo las condiciones de borde solo es
posible en modelos muy simples, y por lo general se deben ocupar procedimientos numéricos
que en esencia transforman el modelo continuo en uno discreto. Este modelo matemático
se puede plantear en forma directa (diferencial) o en forma variacional (integral), también
denominada forma débil. La primera es la aproximación que utilizaron los matemáticos para
abordar el problema independientemente de los ingenieros, los cuales a su vez ocuparon la
aproximación variacional, al considerar un punto de vista más físico, hasta que en la decada
del 60’ se dieron cuenta que ingenieros y matemáticos estaban resolviendo el mismo problema
pero desde distintas aproximaciones. El planteamiento variacional tiene las ventajas de que
las ecuaciones de equilibrio se pueden obtener al considerar el aporte de cada elemento a la
energía total, para luego invocar el principio estacionario que en esencia genera automática-
mente la interconectividad de los elementos, es por esto y otras ventajas que la aproximación
variacional es la base del método de elementos finitos.[13] En la aproximación variacional se
plantea el principio de estacionaridad de un funcional, que para problemas estructurales este
funcional bien puede ser la energía total del sistema, lo que se traduce en:

Π = U −W (1.14)

δΠ = 0 (1.15)

en donde U es la energía de deformación yW es la energía potencial de las cargas externas.

Es necesario notar que para un problema en específico pueden existir varios funcionales
apropiados, pero una vez que se define un funcional para una clase de problemas este es
aplicable para deducir las ecuaciones diferenciales para cualquier problema de esa clase, por
ejemplo el principio de mínima energía es aplicable para los problemas de teoría de elasticidad
lineal.

Ahora bien, para resolver la formulación de estos problemas, los procedimientos clásicos
son el método de los residuos ponderados (weighted residual method) y el método de Ritz.
El principio de ambos métodos es el mismo, asumir que la solución de la variable de estado
es una suma ponderada de funciones de prueba linealmente independientes (trial functions),
las que representan una aproximación de la solución, y que inducen un error que debe ser
minimizado. Lo anterior se explícita en las ecuaciones 1.16, 1.17 y 1.18. La ecuación 1.16
muestra el planteamiento general de la EDO que define el problema. En 1.17 se muestra la
aproximación usando las funciones de prueba fi con sus coeficientes αi en modo general. La
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ecuación 1.18 muestra el error inducido al reemplazar la aproximación que se muestra en 1.17
en el problema original 1.16.

L2m[φ] = r (1.16)

φ ≈
∑
i

αifi (1.17)

R = r− L2m

[∑
i

αifi

]
(1.18)

L2m corresponde al operador diferencial que define la ecuación diferencial en tanto que φ es
la variable de estado (desplazamiento, temperatura, etc), r es la función forzante y R es el
error introducido al reemplazar la aproximación el cual se busca minimizar.

Dentro de los métodos de residuos ponderados destacan el método de Galerkin y de mí-
nimos cuadrados principalmente, que se diferencian en la forma en que minimizan los coefi-
cientes que acompañan las funciones de prueba. La diferencia entre el método de residuos
ponderados y de Ritz es que el primero es aplicado en la formulación diferencial, mientras
que el segundo en la variacional. En la forma diferencial las funciones de prueba deben cum-
plir todas las condiciones de borde, mientras que en la variacional solo deben cumplir las
condiciones de borde esenciales, lo que permite una elección más fácil de las funciones de
prueba.

Para imponer restricciones en el modelo, existen dos métodos ampliamente utilizados, el
método de los multiplicadores de Lagrange, y el método de penalización.

El principio de desplazamientos virtuales ( o trabajos virtuales) es la base de la formu-
lación del método de elementos finitos, para aplicaciones estructurales, y es equivalente a la
aproximación variacional y a la diferencial.

Este principio establece que si sometemos un cuerpo a cualquier desplazamiento virtual
arbitrario que satisfaga las condiciones de borde esenciales (geométricas), entonces el trabajo
virtual realizado por las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo es igual al trabajo virtual interno
realizado por los esfuerzos internos del cuerpo, lo que se expresa a continuación como:

∫
V

εT τdV =

∫
V

UTfBdV +

∫
S

UST

fSdS +
∑
i

U iT f i (1.19)

El término a la izquierda corresponde a el trabajo virtual interno mientras que el tér-
mino derecho de la igualdad es el trabajo virtual externo, εT corresponde a las deformaciones
relacionadas a los desplazamientos virtuales, τ son los esfuerzos virtuales, UT son los despla-
zamientos virtuales, f son las fuerzas. El índice T representa la traspuesta de una matriz, el
índice B hace relación al cuerpo y S a la superficie. La sumatoria corresponde a las fuerzas
puntuales y desplazamientos virtuales en los puntos donde son aplicadas tales fuerzas. Las
integrales son evaluadas en todo el volumen del cuerpo.

El supuesto más grande del método corresponde a que los desplazamientos en un elemento
se obtienen a partir de los desplazamientos en los nodos.
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u(m)(x, y, z) = H(m)(x, y, z)Û (1.20)

En la ecuación 1.20, H(m)(x, y, z) corresponde a la matriz de interpolación asignada al ele-
mento m, la cual se debe definir para cada elemento y está formada por las funciones de
interpolación y muchos ceros para que los desplazamientos en un elemento sean debidos ex-
clusivamente a los desplazamientos en los nodos que pertenecen a ese mismo elemento. En la
ecuación 1.20 u(m)(x, y, z) son los desplazamientos continuos adentro del elemento mientras
que Û son los desplazamientos nodales.

A partir de los desplazamientos se pueden obtener las deformaciones simplemente deri-
vando la ecuación 1.20.

ε(m)(x, y, z) = B(m)(x, y, z)Û (1.21)

En este caso ε corresponde a las deformaciones y B(m)(x, y, z) es una matriz que se obtiene
a partir de H(m)(x, y, z) luego de derivar y combinar linealmente en forma adecuada.

Luego los esfuerzos se obtienen a partir de las deformaciones según la ley de esfuerzo-
deformación

τ (m) = c(m)ε(m) + τ I(m) (1.22)

En donde c representa la ley de esfuerzo-deformación del material y que puede variar según
el elemento y τ I(m) es el esfuerzo inicial que puede estar en el cuerpo.

El hecho de calcular las deformaciones a partir de los desplazamientos continuos permite
satisfacer el requerimiento de compatibilidad, es decir, al deformarse el cuerpo no habrán bre-
chas entre los elementos. El requerimiento de equilibrio (satisfacer las ecuaciones diferenciales)
se satisface en un sentido global, pero en un sentido local se cumplirá aproximadamente. Sin
embargo a medida que se tenga una mejor malla y se cumplan los requisitos de convergencia
se puede llegar a satisfacer el equilibrio localmente en un elemento.

Luego al reemplazar las relaciones 1.20, 1.21 y 1.22 en el principio de desplazamientos
virtuales, aprovechando la linealidad de la integral y a partir de manipulaciones matemáticas
se obtiene:

KU = R (1.23)

R = RB +RS +RC −RI (1.24)

K =
∑
m

(∫
V (m)

B(m)T c(m)B(m)dV (m)

)
(1.25)

RB =
∑
m

(∫
V (m)

H(m)T fB
(m)

dV (m)

)
(1.26)
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RS =
∑
m

(∫
V (m)

HS(m)T

fS
(m)

dS(m)

)
(1.27)

RI =
∑
m

(∫
V (m)

B(m)T τ I
(m)

dV (m)

)
(1.28)

RC = F (1.29)

La matriz HS(m)T representa la matriz de interpolación en una superficie del elemento m en
donde actúe una fuerza superficial fS(m) y que se obtiene de reemplazar las coordenadas de
esa superficie en la matriz H(m)T del mismo elemento m. En la ecuación 1.29 F es un vector
que lista las fuerzas puntuales que aparecen en el sistema.

Lo expuesto anteriormente es válido para un análisis estático, mientras que para un análisis
dinámico se debe tener en cuenta el principio de D’alembert al considerar las fuerzas de
D’alembert (o inerciales) en las fuerzas de cuerpo fB. Esto es:

fB
(m)

= f̃B
(m) − ρü(m) (1.30)

En donde ü(m) se obtiene directamente de la relación 1.20, es decir, ü(m) = H(m)Ü . De lo
anterior se obtiene la relación para un análisis dinámico y una definición para la matriz de
masa del sistema.

MÜ +KU = R (1.31)

M =
∑
m

∫
V (m)

ρ(m)H(m)THTdV (m) (1.32)

En donde ρ es la densidad del cuerpo.

La obtención de las matrices de rigidez y de masa de esta forma es denominada el método
de rigidez directo (direct stiffness method), en el que el ensamble de la matriz de rigidez (o de
masa) del sistema se realiza sumando las matrices de rigidez de cada elemento. El problema
de este procedimiento radica en que las matrices de rigidez de cada elemento son de la misma
dimensión de la matriz global de rigidez, y tienen muchos ceros, por lo que en la práctica
se ocupa una forma más eficiente, que consiste en considerar matrices de rigidez elementales
compactas y ensamblarlas por medio de arreglos de conectividad.

1.5.1. Análisis modal

En análisis modal, se buscan las frecuencias naturales y los modos de vibración asociados
a la estructura, para lo cual se debe resolver un problema de valores propios generalizado
(generalized eigenvalue problem), el cual se presenta a continuación.

Kφ = λMφ (1.33)

En donde K es la matriz de rigidez, M la matriz de masa y λ y φ son los valores y vectores
propios a encontrar que nos entregarán las frecuencias naturales y los modos de vibración
respectivamente.
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En la aproximación tradicional para resolver el problema de valor propio generalizado
se busca transformar este en un problema de valor propio estándar, para luego resolverlo
con alguno de los muchos métodos disponibles (método QR, Jacobi, etc). Para realizar esta
transformación se puede descomponer la matriz M con factores de Choleski. Esta resolución
es poco eficiente computacionalmente, por lo que en la práctica se ocupan métodos iterati-
vos, como iteración de vectores (inversa, hacia adelante, cocientes de rayleigh), método de
iteración polinomial (explícita, implícita), secuencias de Sturm, métodos de transformación.
Si se deseará resolver directamente calculando los ceros del polinomio característico, también
se debería ocupar iteración para un grado del polinomio mayor o igual a 4, por lo que estos
métodos son equivalentes, en el sentido de que se debe iterar para encontrar la solución. En
la práctica para problemas de grandes dimensiones se deben combinar estos métodos para
encontrar una solución eficientemente. Para la elección de los vectores iniciales se puede usar
el método de Lanczos.

Además de los métodos nombrados anteriormente se destaca el método de bloques de
Lanczos que está basado en el método clásico de Lanczos pero aplicado a un bloque de
vectores, éste método es el usado por ANSYS para la obtención de los valores y vectores
propios.
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Capítulo 2

Metodología

2.1. Desarrollo del modelo
Para el modelo de elementos finitos se utilizará el software ANSYS Workbench 19.2. El

principal modelo para el panel compuesto sandwich será de tipo enrejado-entramado de panal
de abeja auxético, el cual se basa en el diseño A3 del artículo "Design of auxetic sandwich
panels for structural applications". [9] Además del modelo de panel sándwich auxético se
diseña una estructura no auxética basada en este diseño, para poder comparar resultados.

Los pasos a seguir son diseñar la geometría, para luego definir el mallado y finalmente
obtener los modos de vibración.

Al definir el mallado se define el contacto entre la placa superior y el núcleo, etapa a partir
de la cual se agrega la delaminación, por lo que se obtienen finalmente cuatro modelos, el
modelo auxético con delaminación y sin delaminación así como el modelo no auxético con
delaminación y sin delaminación. Posterior al análisis se repite este análisis para el modelo
auxético con delaminación pero disminuyendo el área delaminada.

Con respecto a la geometría se utilizó el editor de geometría Design Modeler para su
diseño, debido a que es el editor por defecto de ANSYS Workbench por lo que presenta
mayor información disponible para su aprendizaje.

El procedimiento para definir la geometría es en primer lugar diseñar la geometría 2D de
una cara de la celda unitaria en el editor Design Modeler, y al ser simétrica la celda unitaria,
se replica esta cara en los distintos planos de la celda. Se decidió no utilizar un modelo CAD
para evitar problemas de incompatibilidad al importarlos en ANSYS. La celda unitaria y sus
dimensiones se muestran a continuación en las Figuras 2.1 y 2.2.
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Figura 2.1: Boceto 2D de la celda unitaria del modelo auxético de panel honeycomb

No se agrega la dimensión general horizontal para no restringir el modelo, pero esta co-
rresponde a 2 · 3, 75 sin 75 ≈ 7, 244[mm]

(a) Celda unitaria del modelo auxético dise-
ñado

(b) Celda unitaria tipo honeycomb obtenida
original de [9]

Figura 2.2: Vista isométrica de la celda unitaria. En la parte central de la figura se puede
encontrar la forma observada en la Figura 1.12, la cual se repite en cada dirección

Para la sección transversal de las barras se considera un cuadrado de 1x1 [mm]. El proceso
de manufactura considerado es de Electron Beam Melting (EBM) y se utiliza como material
polvo de Ti-6Al-4V, tanto para las placas como para el núcleo.

20



A continuación se detallan las propiedades del material.

Tabla 2.1: Propiedades del Ti-6Al-4V [14]

Densidad [ kg
m3 ] 4430

Módulo de Young [GPa] 113,8
Coeficiente de Poisson 0,342
Módulo de corte [GPa] 42,399
Esfuerzo de fluencia [MPa] 880
Esfuerzo último de tracción [MPa] 950

Con estas definiciones se puede obtener el coeficiente de Poisson de la celda basado en las
ecuaciones 1.5 y 1.6, con lo que se obtiene un valor de :

νzx = −0, 198 νxz = −4, 462

Notar que se obtiene para νxz un valor menor a -1, lo que es perfectamente posible ya que
la estructura no es isotrópica y es más bien transversa isotrópica.

La siguiente etapa en la definición de la geometría corresponde a replicar la celda unitaria
en las direcciones X, Y y Z, para así formar un panel tipo sándwich. Esta celda se replica
9x2x9 respectivamente, teniendo en cuenta que la dirección vertical corresponde al eje Y en
este modelo. Por lo tanto las dimensiones de la placa corresponden a 65,2 x 65,2 y 12,118
mm. Posterior a replicar la celda unitaria se genera en el mismo modelo geométrico las placas
superior e inferior de espesor 0,5 [mm] y del mismo material que el núcleo. Además se define
la sección transversal de las barras del núcleo, la cual corresponde a una sección cuadrada de
lado 0,5 [mm]. El modelo geométrico 3D se aprecia en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Vista isométrica de la geometría del modelo auxético

No se impusieron condiciones de borde ni solicitaciones, debido a que se realizará un análi-
sis modal. Al no tener condiciones de borde los primeros 6 modos de vibración corresponderán
a los modos de cuerpo libre. Además se considera que la estructura no tiene esfuerzos resi-
duales iniciales.

Posteriormente se genera el mallado de forma semiautomática, para el cual se considera
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cada barra como un elemento tipo beam debido a que presentan un ancho y profundidad mu-
cho menores en comparación al largo, además de presentar una sección transversal uniforme.
Para las placas superior e inferior se consideran elementos tipo shell también por considera-
ciones geométricas, ya que tienen un espesor despreciable en comparación a las dimensiones
de largo y ancho, ocupar elementos sólidos 3D no es eficiente debido a la razón de aspecto
que deben cumplir para obtener soluciones numéricas. Además se debe tener en cuenta que
estos elementos permiten una mayor eficiencia computacional y están en correspondencia con
los elementos encontrados en la literatura. [10, 15]

El mallado de las placas y del núcleo se realiza de manera independiente, es decir, los
elementos no comparten nodos, y para la unión de ambos elementos se ocupan pares elementos
de contacto, unión denominada “contact-paired”. Se ocupan elementos tipo “target” y tipo
“contact”, de los cuales los primeros se asignan a la superficie de la placa, y los segundos
se asignan a los nodos de los extremos de los elementos beam que van unidos a la placa.
Este es el tipo de contacto más simple, debido a que no permite la separación en el contacto
(gap) y tampoco permite deslizamiento, es decir, no incluye fricción en su formulación. Este
tipo de contacto denominado “bonded” se puede pensar como que los elementos que están en
contactos están pegados. También se puede modelar este contacto permitiendo que ambas
superficies compartan nodos y para una malla lo suficientemente fina los resultados son los
mismos. El contacto entre cada celda unitaria formada por barras es de este tipo, es decir,
compartiendo nodos. En ANSYS este tipo de unión es denominada “Shared Topology”.

A continuación se presenta una tabla con la información resumida de los elementos utili-
zados en el modelo.

Tabla 2.2: Elementos utilizados en el modelado

Tipo de elemento Nodos por elemento Cantidad de elementos
BEAM188 2 3820
SHELL181 4 12800
CONTA175 1 333
TARGE170 1 12800

BEAM188 es un elemento viga en 3D con dos nodos basado en la teoría de Timoshenko,
es decir la sección transversal de la viga permanece plana y sin distorsión después de la
deformación. Este elemento presenta 6 grados de libertad en cada nodo, correspondientes a
3 traslaciones y 3 rotaciones en los ejes principales. Se recomienda para vigas delgadas, y se
puede utilizar lo siguiente como criterio:

GAL2

EI
> 30 (2.1)

En donde el miembro de la izquierda de la inecuación es la razón de esbeltez (slenderness
ratio) formada por el módulo de corte G, el área transversal A, el módulo de Young E y el
segundo momento de área I. Para la viga más corta del modelo, de un largo de 3,75 [mm] se
obtiene una razón de esbeltez de 260, por lo que este elemento es adecuado y no se requieren
elementos más sofisticados.
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Figura 2.4: Geometría del elemento BEAM188, se aprecian los nodos I y J, mientras que el
punto K es para dar orientación al elemento [16]

SHELL181 es un elemento cascarón basado en la teoría de Mindlin-Reissner, se recomienda
su uso para superficies delgadas, es de 4 nodos con 6 grados de libertad por cada nodo.

Figura 2.5: Geometría del elemento SHELL181, se aprecian los nodos I, J, K y L. [16]

Además se utilizan los elementos de contacto CONTA175 en conjunto con TARGE170
para definir el contacto entre los elementos shell y beam. Los elementos son emparejados
entre ellos por medio de una serie de constantes reales compartidas.
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El elemento CONTA175 corresponde a un nodo el cual se sitúa sobrepuesto de las su-
perficies de contacto. En el caso de unión entre beam y shell, la superficie de contacto es el
nodo extremo del elemento beam y la superficie objetivo es la del elemento shell. Además
este elemento permite la separación de la unión bonded para modelar la delaminación en una
interfaz. [16]

Figura 2.6: Se aprecia que el elemento CONTA175 corresponde a un único nodo [16]

El elemento TARGE170 puede adoptar distintas formas pero en general tiene una geome-
tría igual a la del elemento al cual se sobrepone, en este caso adopta la forma de un cuadri-
látero. Se puede pensar el elemento TARGE170 como una entidad geométrica que detecta
cuando uno o más elementos de contacto emparejados se mueven dentro de los segmentos del
elemento objetivo. [16]

Figura 2.7: Se aprecia el par de contacto TARGE170-CONTA175, en este caso la forma del
elemento TARGE170 es de un triángulo [16]
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El mallado final se muestra a continuación, y el análisis de convergencia a partir del cual
se escoge este mallado se justifica en el Capítulo 3.

(a) Mallado del núcleo (b) Mallado de las placas superior e inferior

Figura 2.8: Mallado de núcleo y de las pieles

Figura 2.9: Mallado de la estructura

El diseño del modelo no auxético se basa en la misma celda unitaria pero se cambia
la característica reentrante, es decir, el ángulo A27 de la Figura 2.1, pasa a ser de 105o,
correspondiente al ángulo A18 de la Figura 2.10. Al cambiar el ángulo cambia la altura de la
celda, por lo que cambian también las dimensiones generales.

A continuación en la Figura 2.10 se muestra el bosquejo 2D del modelo no auxético con
sus dimensiones, la celda unitaria y el modelo completo del panel no auxético de panal de
abeja.

Figura 2.10: Boceto 2D de la celda unitaria del modelo de panel no auxético
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Este modelo 2D da origen a la celda unitaria 3D mostrada en la Figura 2.11, la cual se
obtiene de la misma forma que la celda unitaria del modelo auxético mostrada en la Figura
2.2.

Figura 2.11: Celda unitaria del modelo no auxético

Finalmente se obtiene el panel completo replicando la celda unitaria en las direcciones X,
Y y Z, el cual se aprecia junto con las dimensiones generales en la Figura 2.12.

Figura 2.12: Modelo geométrico no auxético y sus dimensiones generales
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Con propósito de demostrar el comportamiento auxético del modelo, se decide realizar un
análisis estático simple para ambos modelos y contrastarlos. El análisis estático corresponde
a someter ambos paneles a un soporte empotrado en la placa inferior y a una solicitación de
fuerza distribuida en la superficie superior equivalente a 1 MPa. Los resultados cualitativos
de las deformaciones se muestran a continuación en las Figuras 2.13 y 2.14.

Figura 2.13: Deformación bajo carga uniforme del panel auxético

Figura 2.14: Deformación bajo carga uniforme del panel no auxético

Se puede apreciar que la Figura 2.13 presenta un comportamiento auxético debido a que
al comprimirse en una dirección, se comprime también en las direcciones laterales. El efecto
contrario ocurre en la Figura 2.14 la cual presenta un comportamiento no auxético típico.
También se aprecia en ambas figuras la condición de borde empotrada para la placa inferior.
Es necesario resaltar que este comportamiento solo se presenta en el rango elástico.

Se definieron dos formas de contacto entre la superficie superior y el núcleo, mientras que
para la superficie inferior el contacto es el mismo en ambos casos, con todas las barras unidas
a la placa inferior.

La primera forma consiste en un contacto en toda la superficie, es decir, sin delaminación
añadida, mientras que en la segunda se agrega delaminación en el centro en forma circular
con un radio aproximado de 15,3 [mm2] y con un área de 734,75 [mm2] de un total de 4251
[mm2] equivalente a un 17,28% de la superficie superior. Se elige esta forma de delaminación
porque es la más común debido a un impacto. En estricto rigor el área no es un círculo debido
a que las uniones entre el núcleo y la piel son discretas, por lo que la figura que se forma es
un octágono.
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Una vez realizado el análisis para este daño, se repite el análisis en forma resumida, para
una delaminación menor equivalente al 8,6 % del área de la placa superior, solo aplicado en
el modelo auxético.

(a) Todos conectados (b) Delaminación en el centro

Figura 2.15: Contactos modelados

Figura 2.16: Zona de delaminación
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Capítulo 3

Resultados obtenidos

Se encuentran los primeros 16 modos de vibración de la estructura, la cual no está sometida
a apoyos en ningún lado, por lo que los primeros 6 modos son los de cuerpo rígido y por lo
tanto, los resultados se centran en los siguientes 10 modos. Para encontrar con precisión los
modos de vibración se realiza un análisis de convergencia de malla en las placas del panel
sándwich.

Para obtener el mallado adecuado se utiliza el modelo del panel auxético sin delaminación,
una vez se encuentre el mallado adecuado y aprovechándonos de las similitudes geométricas
de ambos modelos, este mallado será utilizado en el modelo no auxético. Como parámetro
de convergencia se utiliza la frecuencia de los modos, es decir, se obtienen los modos y
las frecuencias a partir de una malla gruesa, para luego refinarla aumentando el número de
elementos, aproximadamente al doble y con la nueva frecuencia obtenida calcular la diferencia
relativa, para repetir este proceso hasta que esta diferencia sea menor a un 2% para todos los
modos. El refinamiento del mallado se hace homogéneamente, es decir, todos los elementos
tienen aproximadamente el mismo tamaño. Es necesario destacar que se utiliza la frecuencia
como parámetro ya que utilizar los modos es más complicado porque son vectores que cambia
la cantidad de elementos al cambiar la malla, por lo que no es fácil cuantificar la diferencia
entre una malla y otra, sin embargo se observa cualitativamente que los modos no cambiaban
de forma al refinar la malla, sólo cambia el orden en que son presentados, lo cual tiene
mucho sentido porque se ordenan de menor a mayor según las frecuencias, las cuales al ser
recalculadas si varían su valor. También es necesario destacar que el estudio de convergencia
de malla se hizo para los elementos de las placas y no para los elementos del núcleo, ya que
se observa que no es necesario ocupar más de un elemento para cada barra.

A continuación se presenta el análisis de convergencia realizado resumido en una tabla.
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Tabla 3.1: Análisis de convergencia de malla

Para calcular la diferencia se ocupa la siguiente fórmula:

Diferencia =
FrecuenciaNueva− FrecuenciaAnterior

FrecuenciaAnterior
(3.1)

Para calcular adecuadamente la diferencia, se debe tener en cuenta el cambio en el orden
de los modos debido al cambio en la frecuencia, lo cual ocurre cuando las frecuencias de los
modos están cercanas, cómo lo es en el caso de los modos 8 y 9, y 12, 13 y 14.

Al obtener los modos de vibración ocurre un fenómeno de solapamiento entre la placa
con delaminación y el núcleo, esto debido a las condiciones de contacto entre ambos. La
condición de delaminación impuesta es de no contacto, aunque en la práctica el contacto
que mejor modelaría la situación es el tipo de contacto sin fricción (frictionless) en el que se
permita un contacto abierto, es decir, se impida la penetración pero a la vez se permita la
separación y se permita también un deslizamiento sin fricción. Sin embargo el análisis modal
es en si un análisis lineal, cómo se vio en el Capítulo 2, es la solución a un problema de valor
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propio en el que la matriz de rigidez y de masa son constantes en el tiempo, pero al agregar
este tipo de contacto se agregan no linealidades debidas al cambio en el área de contacto en
el tiempo. Si bien se puede modelar con el contacto tipo sin fricción al resolver el modelo,
este cambia automáticamente a una condición de no contacto, ya que solo considera las
condiciones iniciales. Una solución más precisa a la delaminación sería un análisis dinámico
de respuesta libre.

Figura 3.1: Solapamiento entre el núcleo y la placa superior

Con motivo de un mejor análisis se obtienen también los primeros 10 modos de vibración
de una placa circular con el borde empotrado, con las mismas dimensiones y material que el
sector delaminado. Los resultados se presentan en la sección de Anexos.
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3.1. Modos de vibración de panel auxético

3.1.1. Caso sin delaminación

A continuación se presentan los modos de vibración de la placa superior de los paneles
auxéticos sin delaminación ordenados de menor a mayor según su frecuencia, la cual va desde
1700,7 [Hz] hasta 4064,4 [Hz].

Figura 3.2: Modo 7. Frecuencia 1700,7 Hz

Figura 3.3: Modo 8. Frecuencia 2429,8 Hz
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Figura 3.4: Modo 9. Frecuencia 2454,2 Hz

Figura 3.5: Modo 10. Frecuencia 2786,4 Hz

Figura 3.6: Modo 11. Frecuencia 2786,7 Hz
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Figura 3.7: Modo 12. Frecuencia 3525,2 Hz

Figura 3.8: Modo 13. Frecuencia 3525,4 Hz

Figura 3.9: Modo 14. Frecuencia 3588,2 Hz

34



Figura 3.10: Modo 15. Frecuencia 3826,9 Hz

Figura 3.11: Modo 16. Frecuencia 4046,4 Hz
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3.1.2. Caso con delaminación

A continuación se presentan los modos de vibración de la placa superior de los paneles
auxéticos con delaminación ordenados de menor a mayor según su frecuencia, la cual va desde
1051 [Hz] hasta 3460 [Hz].

Figura 3.12: Frecuencia 1051 Hz

Figura 3.13: Modo 8. Frecuencia 1694,6 Hz
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Figura 3.14: Modo 9. Frecuencia 2140,7 Hz

Figura 3.15: Modo 10. Frecuencia 2142,6 Hz

Figura 3.16: Modo 11. Frecuencia 2416,6 Hz
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Figura 3.17: Modo 12. Frecuencia 2483,4 Hz

Figura 3.18: Modo 13. Frecuencia 2774,5 Hz

Figura 3.19: Modo 14. Frecuencia 2774,5 Hz
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Figura 3.20: Modo 15. Frecuencia 3356 Hz

Figura 3.21: Modo 16. Frecuencia 3460 Hz
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3.2. Modos de vibración de panel no auxético
En esta sección se presentan los modos de vibración de la placa superior de los paneles

no auxéticos sin delaminación ordenados de menor a mayor según su frecuencia, la cual va
desde 2760 [Hz] hasta 6400,1 [Hz].

3.2.1. Caso sin delaminación

Figura 3.22: Modo 7. Frecuencia 2760 Hz

Figura 3.23: Modo 8. Frecuencia 3920,2 Hz
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Figura 3.24: Modo 9. Frecuencia 3956,1 Hz

Figura 3.25: Modo 10. Frecuencia 4479,9 Hz

Figura 3.26: Modo 11. Frecuencia 4480 Hz
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Figura 3.27: Modo 12. Frecuencia 5081,7 Hz

Figura 3.28: Modo 13. Frecuencia 5082 Hz

Figura 3.29: Modo 14. Frecuencia 5280,1 Hz
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Figura 3.30: Modo 15. Frecuencia 5716,3 Hz

Figura 3.31: Modo 16. Frecuencia 6400,1 Hz
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3.2.2. Caso con delaminación

Se presentan a continuación los modos de vibración de la placa superior de los paneles
no auxéticos con delaminación ordenados de menor a mayor según su frecuencia, la cual va
desde 1052,3 [Hz] hasta 4436,9 [Hz].

Figura 3.32: Modo 7. Frecuencia 1052,3 Hz

Figura 3.33: Modo 8. Frecuencia 2155,8 Hz

44



Figura 3.34: Modo 9. Frecuencia 2156,8 Hz

Figura 3.35: Modo 10. Frecuencia 2747,8 Hz

Figura 3.36: Modo 11. Frecuencia 3391,9 Hz
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Figura 3.37: Modo 12. Frecuencia 3601,8 Hz

Figura 3.38: Modo 13. Frecuencia 3882,6 Hz

Figura 3.39: Modo 14. Frecuencia 3918,1 Hz
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Figura 3.40: Modo 15. Frecuencia 4138,4 Hz

Figura 3.41: Modo 16. Frecuencia 4436,9 Hz
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Por consideraciones de espacio, las imágenes de los modos de vibración de las placas
inferiores del modelo con delaminación se adjuntan en la sección de Anexos. Para el caso sin
delaminación los modos en las placas superior e inferior son iguales por lo que no es necesario
mostrar dichos modos.

Con respecto a los modos de vibración obtenidos, se destaca en primer lugar que los modos
de vibración obtenidos para el caso sin delaminación son los mismos que se encuentran en la
literatura para una placa cuadrada delgada. [17, 18]

Se puede notar que los casos sin delaminación entre el modelo auxético y el modelo no
auxético son muy parecidos, salvo que el orden de los modos 14 y 15 están intercambiados,
como se puede apreciar al comparar las Figuras 3.9 y 3.10 con las Figuras 3.29 y 3.30. El
orden correcto corresponde al obtenido en el caso auxético. Las diferencias de las frecuencias
entre los modos 14 y 15 no es pequeña, por lo que al refinar aún más la malla no se arreglaría
este cambio en el orden. Las frecuencias del modelo auxético se encuentran entre 1700 [Hz]
y 4050 [Hz] mientras que para el modelo no auxético varían desde 2700 [Hz] a 6400 [Hz],
siendo estas ultimas bastante mayores que las primeras. Esto puede ser debido en parte al
comportamiento no auxético de la estructura o bien a la diferencia en la geometría, ya que
el modelo no auxético presenta una distancia entre placas mayor que el modelo auxético. Se
puede apreciar que hay dos pares de modos que tienen prácticamente la misma frecuencia y
además tienen la misma forma, estos modos se muestran en las Figuras 3.5 y 3.6, 3.7 y 3.8
para el modelo auxético, 3.25 y 3.26, 3.27 y 3.28 para el modelo no auxético. Esto es debido
a la simetría de la placa cuadrada.

Se puede observar que ocurre un desfase al comparar los modos de vibración entre el caso
sin delaminación con el caso con delaminación, tanto para el modelo auxético como para
el modelo no auxético, ya que por ejemplo los modos 7 y 8 mostrados en las Figuras 3.2
y 3.3 corresponden a los modos 8 y 11 de las Figuras 3.13 y 3.16 esto es debido a que al
agregar delaminación aparecen nuevos modos, como lo son los de las Figuras 3.12, 3.14, 3.15,
3.20 entre otros. Además ocurre un desfase en las frecuencias (shift), que en general tiende a
disminuir las frecuencias de vibración de los modos, lo que ya ha sido observado en paneles
sándwich tradicionales al agregar delaminación. [11]

En los nuevos modos que aparecen al agregar delaminación se observa como es excitada
la parte de delaminación y el resto de la placa se mantiene sin deformarse a simple vista,
es decir, en estos modos solo se excita el área delaminada. Al comparar las Figuras 3.12,
3.14, 3.15, 3.20 con las Figuras 3.69, 3.70, 3.71 y 3.72, se observa que se presentan los mismos
modos de una placa circular empotrada, lo que es esperable ya que al agregar la delaminación
el sector circular puede vibrar sujeto a las uniones con el núcleo, y al ser de tipo bonded,
tiene los mismos grados de libertad que una unión empotrada. Se observa también que los
modos de vibración de una placa circular que aparecen en la delaminación son los primeros
cuatro modos, es decir los de frecuencias más bajas, lo que concuerda con lo esperado.

Aparte de los modos en los que se excita principalmente la zona delaminada aparecen
modos en los que se observa una mezcla entre el modo normal sin delaminación y el modo de
una placa circular. Ejemplos de estos modos son las Figuras 3.17, 3.18, 3.19 y 3.21, además
se puede notar levemente en la Figura 3.16. El modo 8, Figura 3.13, no muestra a simple
vista presencia de la delaminación, lo que tiene sentido ya que en este modo se intersectan
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líneas nodales de cero desplazamiento en el centro, es decir, la zona central no se excita. Lo
mismo ocurre para el caso de la Figura 3.16, salvo que al tener una mayor frecuencia natural
se aprecia una leve participación del modo 4 de una placa circular (Figura 3.72) en las zonas
cercanas al centro de la placa.

Lo mismo que ocurre para el modelo auxético se observa para el modelo no auxético, salvo
que para el modelo no auxético al presentar frecuencias naturales más elevadas se aprecia
que aparece también el modo 6 de la placa circular. Basta comparar las Figuras 3.38, 3.40
con la Figura 3.74.

Para poder emparejar cuantitativamente los modos de vibración entre ellos es necesario
ocupar una herramienta denominada Modal Assurance Criterion (MAC).

3.3. Modal Assurance Criterion
El MAC es un indicador estadístico, análogo a la función de coherencia en procesamiento de

señales, que permite correlacionar los modos de vibración, puede ser utilizado para comparar
aquellos obtenidos experimentalmente con los obtenidos analíticamente. En este trabajo se
utiliza únicamente comparando modos obtenidos analíticamente.

El MAC entre dos vectores (modos)
−→
φA y

−→
φB se calcula de la siguiente manera.

MAC(
−→
φA,
−→
φB) =

( −→
φA

t ·
−→
φB

||
−→
φA|| · ||

−→
φB||

)2

(3.2)

El resultado del MAC es un escalar entre 0 y 1, en donde 0 indica que no hay corres-
pondencia entre los modos y 1 representa que si hay consistencia. En general este método
se utiliza sobre dos conjuntos de vectores que son los modos que se quieren comparar, y da
como resultado una matriz, en donde cada componente es el MAC entre un par de vectores.
Es necesario destacar que en el caso de trabajar con modos de vibración experimentales estos
pueden tener componentes complejas, en cuyo caso la formulación es la siguiente [18]:

MAC(
−→
φA,
−→
φB) =

|
−→
φA

H ·
−→
φB|

(
−→
φAH ·

−→
φA)(
−→
φBH ·

−→
φB)

(3.3)

En donde el superíndice H representa la matriz hermitiana (transpuesta conjugada).

Este método no demuestra ortogonalidad, ya que en ningún momento se ocupa la matriz
de masa o de rigidez. Además al ser un indicador estadístico se requiere que los modos tengan
una gran cantidad de elementos para que no ocurra sesgo.

A continuación se presentan los MAC’s obtenidos a partir del caso con delaminación y sin
delaminación de la placa superior e inferior de los paneles auxético y no auxético.
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Tabla 3.2: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para la placa
superior del panel sándwich auxético

Tabla 3.3: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para la placa
inferior del panel sándwich auxético

Tabla 3.4: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para ambas
placas del panel sándwich auxético
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Tabla 3.5: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para la placa
superior del panel sándwich no auxético

Tabla 3.6: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para la placa
inferior del panel sándwich no auxético

Tabla 3.7: Matriz de MAC entre el caso con delaminación y sin delaminación para ambas
placas del panel sándwich no auxético
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Tabla 3.8: Matriz de MAC para comparar los modelos auxético y no auxético en el caso sin
delaminación

Tabla 3.9: Matriz de MAC para comparar los modelos auxético y no auxético en el caso con
delaminación

Además de las matrices de MAC mostradas anteriormente se realizaron las matrices de
MAC para cada conjunto de modos sobre si mismo, para ver si hay algún tipo de acoplamiento
entre los modos y se obtuvieron matrices muy cercanas a una matriz Identidad con valores
muy cercanos a cero en los elementos fuera de la diagonal, que es lo esperado debido a que
los modos de vibración son linealmente independientes. Estos resultados no aportan mucho
valor al análisis por lo que no se agregan en este trabajo.

Con respecto al modelo auxético, de las Tablas 3.2, 3.3 y 3.4 se obtiene que los modos 8,
11, 12, 13, 14 y 16 con delaminación se corresponden con los modos 7, 8, 9, 10, 11 y 12 del
caso sin delaminación teniendo en cuenta el modelo auxético. Análogamente de la Tablas 3.5,
3.6 y 3.7, se puede observar para el modelo no auxético que los modos 10, 14 y 16 del caso
con delaminación se corresponden a los modos 7, 8 y 11 del modelo sin delaminación.

Se puede observar al comparar las Tablas 3.2 y 3.3 que la delaminación afecta negativamen-
te en el emparejamiento de algunos de los pares de modos sin delaminación-con delaminación,
como lo son el par 9-12,10-13,11-14 y 12-16, sin embargo para el los pares de modos 7-8 y
8-11 no se aprecia un cambio significativo lo que corrobora lo observado anteriormente de-
bido a que estos modos no excitan en gran parte la zona central. También se aprecia que
aparecen valores altos de MAC entre los pares 10-10, 11-9 y 16-15. Este fenómeno se debe a
que para los modos en que se excita solamente la parte delaminada y no se presenta el modo
combinado entre placa cuadrada y circular, la placa inferior si presenta un modo de placa
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cuadrada, pero muy levemente excitado como se puede apreciar al comparar la Figura 3.62a
con las Figuras 3.15 y 3.5.

Sin embargo este efecto desaparece al considerar ambas placas simultáneamente como lo
muestra la Tabla 3.4 indicando que el modo de la placa superior tiene una mayor ponderación
sobre la estructura to tal que el de la placa inferior, es decir, las Tablas 3.2 y 3.4 son muy
similares entre si. Además es curioso notar que los modos que aparecen en la Tabla 3.3 que
presentan un MAC considerable (cercano a 0,6) no están correlacionados a ningún modo, esto
es, los modos 9, 10 y 15 de la placa con delaminación, modos en los que se excita solamente
la parte central.

Además para el modo 7 con delaminación no aparece ningún modo asociado.

Con respecto al modelo no auxético, se observa en primera instancia que son menos los
pares de modos emparejados que el modelo auxético, ya que para el modelo auxético de los 10
modos se emparejan 6 de estos, en cambio para el modelo no auxético se emparejan apenas
3. Se observa nuevamente al tener en cuenta solo las placas inferiores que aparecen valores
altos de MAC duplicados en la Tabla 3.6 que no aparecen en las Tablas 3.5 y 3.7. Estos
valores altos se asocian con el fenómeno recientemente estudiado, por lo que no participan
en el emparejamiento de modos y se deben descartar. Notar que los modos que no presentan
un emparejamiento según el MAC se corresponden con los modos en los que solo se excita la
parte delaminada. Es decir los modos de las Figuras 3.32, 3.33, 3.34, 3.36, 3.37, 3.38 y 3.41.

Si la delaminación no afectara a los modos de vibración se obtendría MAC’s idénticos a
una matriz identidad. En general se puede observar que las matrices obtenidas con los MAC’s
son en cierto modo parecidas a una matriz identidad, pero desfasadas hacia abajo debido a
los nuevos modos que aparecen.

Al comparar los modelos no auxético con auxético en la Tabla 3.8 se comprueba lo obser-
vado en la sección 3.2, esto es que los modos de vibración obtenidos sin delaminación son los
mismos salvo la permutación que ocurre para los modos 14 y 15, es decir, la matriz es casi
una identidad.

Luego observando la Tabla 3.9 se destaca que la gran mayoría de modos se encuentran
correlacionados y esta correlación es única. Los modos que no se encuentran correlacionados
son los modos 12,13 y 16 de la placa auxética y los modos 12,13 y 15 de la placa no auxética.

En la Tabla 3.8 no se observa el comportamiento similar a una matriz identidad y más
bien se presentan los emparejamientos entre los modos de una forma más desordenada.

Una vez se emparejan los modos de vibración y se correlacionan correctamente los distintos
modelos, para poder compararlos numéricamente se deben normalizar tomando en cuenta las
diferencias de magnitud y fase. Para esto se usa la herramienta conocida como Modal Scale
Factor (MSF).

El Modal Scale Factor es un escalar que representa en cuanto hay que ampliar o disminuir
un modo de vibración para que se asemeje lo más posible a otro modo y se define de la
siguiente manera:
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MSF (
−→
φA,
−→
φB) =

−→
φA

T ·
−→
φB

||
−→
φB||2

(3.4)

Al igual que para el MAC para el caso en que se tienen modos de vibración de variable
compleja la versión general y correcta del MSF es:

MSF (
−→
φA,
−→
φB) =

−→
φB

H ·
−→
φ∗

A
−→
φBH ·

−−→
φ∗

B

(3.5)

El superíndice T representa la transpuesta, mientras que el símbolo * indica el conjugado
del vector y el superíndice H es la matriz hermitiana. [18]

Se puede calcular entonces el Modal Scale Factor entre los modos emparejados (para los
modos que no tienen una buena correlación modal, el Modal Scale Factor no tiene sentido).
Una vez estos modos están ponderados por el MSF, se pueden restar y así obtener las dife-
rencias entre ambos, que es en el fondo obtener lo que hace que su MAC no sea un 1 exacto.
El resultado de esta diferencia se presenta en la siguiente sección.
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3.4. Diferencia de modos emparejados sin delaminación
y con delaminación

3.4.1. Modelo auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.42: Diferencia entre los modos 7 sin delaminación y 8 con delaminación del modelo
auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.43: Diferencia entre los modos 8 sin delaminación y 11 con delaminación del modelo
auxético
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(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.44: Diferencia entre los modos 9 sin delaminación y 12 con delaminación del modelo
auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.45: Diferencia entre los modos 10 sin delaminación y 13 con delaminación del modelo
auxético
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(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.46: Diferencia entre los modos 11 sin delaminación y 14 con delaminación del modelo
auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.47: Diferencia entre los modos 12 sin delaminación y 16 con delaminación del modelo
auxético
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3.4.2. Modelo no auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.48: Diferencia entre los modos 7 sin delaminación y 10 con delaminación del modelo
no auxético

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.49: Diferencia entre los modos 8 sin delaminación y 14 con delaminación del modelo
no auxético
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(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.50: Diferencia entre los modos 11 sin delaminación y 16 con delaminación del modelo
no auxético

Se aprecia de las Figuras 3.42, 3.43, 3.44, 3.45, 3.46, 3.47, 3.48, 3.49 y 3.50 la presencia
de la zona delaminada en forma circular. Se logran observar los primeros modos de una
placa circular empotrada. Se obtiene que para todas las diferencias encontradas la mayor
diferencia se encuentra en el centro, por lo que esa es la zona con la delaminación. Además
en la Figura 3.44 se observa que la diferencia se presenta en toda la placa, por lo que si se
analizara únicamente este emparejamiento podría conducir a errores, esto es debido a que el
MAC entre ambos es el menor de los emparejamientos realizados. Es por esto que se deben
comparar todas las diferencias entre emparejamientos para poder concluir la zona delaminada.
Por último se observa en la Figura 3.50 patrones irregulares, no se observa un modo de placa
circular en específico aunque es similar a los modos de frecuencias más elevadas.

3.5. Caso con delaminación reducida
Con motivo de ampliar el análisis, se repite el estudio realizado en las secciones 3.3 y

3.4, pero aplicado a una delaminación en un área inferior a la modelada anteriormente,
equivalente al 8,6 % de la superficie total de la placa superior. Una delaminación menor con
forma aproximadamente circular no es posible en este modelo, ya que daría lugar a una forma
cuadrada debido a las uniones discretas entre el núcleo y la placa.

Se observa en primer lugar que los modos observados son los mismos, y se obtienen nueva-
mente modos donde se excita únicamente la parte delaminada, modos combinados en donde
se puede apreciar la delaminación y modos combinados en donde la delaminación se aprecia
levemente debido a que la parte central no es excitada.

A continuación se presentan los modos en donde se logra apreciar el daño. Los modos 7,
9, 11, 12 y 16 no se presentan, debido a que corresponden a los modos sin delaminación ya
presentados anteriormente.
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Figura 3.51: Modo 8. Frecuencia 1997,6 Hz

Figura 3.52: Modo 10. Frecuencia 2507,8 Hz

Figura 3.53: Modo 13. Frecuencia 3455,3 Hz

60



Figura 3.54: Modo 14. Frecuencia 3455,9 Hz

Figura 3.55: Modo 15. Frecuencia 3615,1 Hz

Las frecuencias aumentan levemente con respecto al caso con daño en un área mayor, pero
este aumento es despreciable.

Además en este modelo se obtiene solo un modo en el cual se excita únicamente la parte
delaminada, el cual se aprecia en la figura 3.51 a diferencia del modelo anterior en el cual
aparecían cuatro de este tipo, 3.12, 3.14,3.15, 3.20.

Nuevamente se emparejan los modos con delaminación con los sin delaminación y una
vez emparejados se utiliza el MSF para restar los modos y encontrar las diferencias. Para
evitar redundancia y exceso de información innecesaria no se adjunta el MAC realizado con
los modos sin delaminación, y solo se adjunta la diferencia obtenida.

Los modos correctamente emparejados corresponden a los de las Figuras 3.53, 3.54, 3.55
con los de las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9. De este emparejamiento de modos se obtiene la diferencia
la cual es presentada a continuación.
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(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.56: Diferencia entre los modos 12 sin delaminación y 13 con delaminación

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.57: Diferencia entre los modos 13 sin delaminación y 14 con delaminación

(a) Vista isométrica (b) Vista de planta

Figura 3.58: Diferencia entre los modos 14 sin delaminación y 15 con delaminación
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Se pueden observar en las Figuras 3.56, 3.57 y 3.58 formas similares a las de las Figuras
3.45, 3.46 y 3.44. Se tiene entonces que la delaminación aún es observable para un daño del
8,6 %, salvo que para una menor cantidad de modos, en comparación con el caso anterior.
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Conclusión

Se obtiene un modelo de elementos finitos tanto para un modelo auxético, como para
uno no auxético, usando en ambos elementos tipo beam y shell basados en la teoría de
Timoshenko y de Mindlin-Reisner respectivamente. Este modelo se justifica con un estudio
de convergencia del mallado.

Se obtienen los modos de vibración libre del panel sándwich auxético y se comparan con
los esperados de una placa cuadrada no auxética obtenidos de la literatura y se observa para
el caso sin delaminación, que son los mismos.

Para agregar delaminación al modelo se desconectan elementos en el centro del núcleo con
la placa superior en forma circular, formando un área equivalente aproximadamente al 17% de
la placa cuadrada. Sin embargo al realizar el análisis modal con la delaminación modelada de
esta forma se omite el contacto entre la placa y el núcleo que podría ocurrir eventualmente en
la vibración de la estructura, por lo que ocurre solapamiento. Esto es debido a que el análisis
modal es en sí un análisis lineal y para agregar este efecto no lineal de contacto, se podría
realizar un análisis dinámico de perturbación como lo recomienda V. Burlayenko [11] usando
elementos de resorte no lineales (de tipo piecewise).

Una vez agregada la delaminación se observan los modos de vibración con delaminación
añadida, tanto para el modelo auxético como para el modelo no auxético. Se observa que los
modos de vibración con delaminación se presentan en tres formas principalmente, la primera
son modos en los que se excita principalmente la zona delaminada por sobre el resto de la
placa, la segunda muestra una mezcla de modos de placa circular y de placa cuadrada y la
tercera son modos en los que la zona delaminada no se ve excitada. Esto también es observado
en [11]. Además se observa que la delaminación añadida no cambia los modos de vibración
de la placa cuadrada de una forma impredecible, esto es, al agregar delaminación los cambios
son identificables en los modos ya que se presentan en la zona delaminada y no en toda la
placa.

Se utilizan herramientas de análisis modal como lo son el MAC (Modal Assurance Crite-
rion) y el MSF (Modal Scale Factor) para poder analizar los modos vibración. Con el MAC
se logran emparejar los modos de vibración entre los distintos casos y con el MSF se logran
escalar los modos de vibración una vez emparejados. Una vez emparejados y escalados los
modos se restan para obtener la diferencia entre estos modos, la cual es causada por la dela-
minación. Al observar la resta de los modos se presenta el cambio en los modos de vibración
principalmente en la zona central, correspondiente a la zona delaminada, esto siempre que se
realice correctamente el emparejamiento de los modos.
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Al comparar el modelo auxético con el no auxético se tiene en primer lugar que para el
modelo no auxético sin delaminación se obtienen los modos de vibración correctos pero con
una permutación entre los modos 14 y 15. Además en el caso con delaminación se obtienen
distintos resultados que para el caso auxético debido probablemente a que el modelo no
auxético presenta frecuencias naturales mayores. Se observa que la delaminación afecta en
mayor medida los modos del modelo no auxético, aunque la diferencia entre ambos modelos
no es directamente atribuible a que un modelo es auxético y el otro no, y podría atribuirse
en parte a la diferencia geométrica entre ambos modelos, ya que el modelo no auxético tiene
un mayor espesor del núcleo y por ende se comporta menos como una placa.

Por otro lado se observa que para el caso con delaminación reducida, el daño sigue siendo
observable en los modos de vibración, pero este es detectable en una menor cantidad de
modos.

A pesar de obtener distintos resultados para el caso auxético y no auxético, se presenta el
mismo fenómeno para ambos, en el que tres tipos principales de modos se presentan.

Para estudiar en mayor profundidad el efecto de la delaminación se plantea aumentar el
espesor de las placas, ya que un mayor espesor aumentaría la rigidez flexural de la placa, por
lo que es probable que el cambio en los modos de vibración sea menos identificable. También
se plantea variar el tamaño, forma y cantidad de delaminación añadida para estudiar en más
profundidad la detección de daño.

No se observa que la propiedad del material de ser auxético afecte en los modos de vibra-
ción, tanto para el caso sin delaminación como para el caso con delaminación.
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Anexos

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.59: Modo 7, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.60: Modo 8, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.61: Modo 9, placa inferior
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(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.62: Modo 10, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.63: Modo 11, placa inferior

(a) Frecuencia 2483,4 Hz (b) Modelo no auxético

Figura 3.64: Modo 12, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.65: Modo 13, placa inferior
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(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.66: Modo 14, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.67: Modo 15, placa inferior

(a) Modelo auxético (b) Modelo no auxético

Figura 3.68: Modo 16, placa inferior

Figura 3.69: Modo 1 de placa circular
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Figura 3.70: Modo 2 de placa circular

Figura 3.71: Modo 3 de placa circular

Figura 3.72: Modo 4 de placa circular
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Figura 3.73: Modo 5 de placa circular

Figura 3.74: Modo 6 de placa circular

Figura 3.75: Modo 7 de placa circular
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Figura 3.76: Modo 8 de placa circular

Figura 3.77: Modo 9 de placa circular

Figura 3.78: Modo 10 de placa circular
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