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Resumen

Sea « la colineacién de orden tres del plano proyectivo PG(2,¢%) (con ¢ potencia de algtin primo impar)
inducida por el automorfismo de orden tres de GF(¢%), con la que construimos el plano proyectivo de Figueroa
de orden ¢° asociado a «. En este plano analizamos las condiciones que deben cumplir ciertas polaridades
ortogonales que conmutan con « y sus 6valos asociados. También analizamos ciertas polaridades unitarias
en el plano de Figueroa que conmutan con « y sus unitales asociados. En particular obtenemos que el pedal
de un punto exterior al Unital de Figueroa estd contenido en una recta. Por ultimo, el pedal de un punto
exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz formado por cénicas, es un arco en PG(2,¢?). A través de
la herramienta computacional SAGE, elaboramos ejemplos afines a lo estudiado en la tesis.
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1. Introduccion

En esta tesis estudiamos las polaridades ortogonales y unitarias del Plano de Figueroa, por ejemplo,
las polaridades ortogonales que forman las conicas del unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = 0, y
las polaridades unitarias que forman el unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con a = 0. Para esto segui-
remos la linea de investigacién de Hamilton y de Resmini [5] y Cherowitzo [4], para g potencia de primo impar.

Dada la colineacién de orden tres o del plano desarguesiano PG(2, ¢®), inducida naturalmente a través del
automorfismo de orden tres del cuerpo finito GF(¢%), demostramos que la polaridad ortogonal de PG(2, ¢3),
representada por la matriz identidad, conmuta con «. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad
ortogonal del Plano de Figueroa Fig(q®) y que sus puntos absolutos forman un évalo en Fig(q®). Ademas,
estudiamos la correspondencia entre los puntos de la cénica formada por los puntos absolutos de la polaridad
ortogonal en PG(2,¢%) y los puntos del évalo formado por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en
Fig(q®).

Por otro lado, dada la colineacién de orden tres o del plano desarguesiano PG(2,¢%), inducida natural-
mente a través automorfismo de orden tres del cuerpo finito GF(¢%), demostramos que si a € GF(¢*)* y
r € GF(¢?) la polaridad ortogonal del plano desarguesiano PG(2, %), representada por la matriz

0

0
0

o O Q
N~

1
-1

conmuta con «. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad ortogonal del Plano de Figueroa
Fig(q®) y que sus puntos absolutos forman un évalo en Fig(¢°®). Ademds, estudiamos la correspondencia
entre los puntos de la cénica formada por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en PG(2,4°) y los
puntos del 6valo formado por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en Fig(q%).

También, dada la colineacién « anteriormente mencionada, si b — v’ € GF (¢*)* la polaridad unitaria de
PG(2,4°%), representada por la matriz

e(b—bq“‘) 0 0
0 0 —e]>
0 e O

conmuta con a. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad unitaria de Fig(q®) y que sus puntos
absolutos forman un unital en Fig(q®%). Ademéds, estudiamos la correspondencia entre los puntos del unital
formado por los puntos absolutos de la polaridad unitaria en PG(2,¢%) y los puntos del unital formado por
los puntos absolutos de la polaridad unitaria en Fig(q°).

Adicionalmente, en Fig(q®) estudiamos el pedal de un punto exterior al Unital de Figueroa, el cual
demostramos que estd contenido en una recta. En PG(2,¢?) estudiamos el pedal de un punto exterior al
unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = b7, el cual demostramos, de forma alternativa a lo expuesto
en [1], que es un arco.

Con la finalidad de comprender las estructuras geométricas, tanto en el plano desarguesiano como en el
plano de Figueroa, elaboramos rutinas a través del programa SAGE para obtener ejemplos y no ejemplos de
los contenidos que estudiamos en esta tesis.

La tesis se encuentra dividida en 5 capitulos y un anexo. El primer capitulo, llamado Preliminares, esta
compuesto por toda la teoria previa necesaria para entender esta tesis, sea esta: definiciones, teoremas, lemas,
corolarios, observaciones, etc. El segundo capitulo, llamado Ovalos en el Plano de F igueroa, se separa en dos
secciones, la primera donde demostramos que los puntos absolutos de la polaridad representada por la matriz
identidad forman un évalo en el plano de Figueroa, y la segunda donde demostramos que para a € GF(q?)*
y r € GF(q?) los puntos absolutos de la polaridad ortogonal p, , forman un évalo en el plano de Figueroa.
En el tercer capitulo, llamado Unitales ortogonales de Buekenhout-Metz, con a = 0, en el Plano de Figueroa,



demostramos que para b— v’ € GF (¢*)* los puntos absolutos de la polaridad unitaria p, forman un unital en
el plano de Figueroa. En el cuarto capitulo, llamado Pies de tangencia en el Unital de Figueroa, demostramos
que los pies de tangencia de un punto exterior al Unital de Figueroa estan contenidos en una recta. Por otro
lado, demostramos que existe un caso donde los puntos de tipo III de 7 () y los puntos de tipo III de 7o (%)
se corresponden bajo la funcién Su. En el quinto capitulo, llamado Pies de tangencia en el unital ortogonal
de Buekenhout-Metz, con b = b?, demostramos, de una forma distinta a la expuesta en [1], que los pies de
tangencia de un punto exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = b4, forman un (g + 1)-arco.
Por 1ltimo, en Anexo, a través de rutinas SAGE, elaboramos ejemplos y no ejemplos afines a cada capitulo.



2. Preliminares

En este capitulo se plasman definiciones y teoremas necesarios para el desarrollo de esta tesis. La mayoria
de ellos aparecen en [2] y [7] o son enunciados y demostrados por el autor.

2.1. Conceptos Algebraicos

Para este trabajo hemos considerado algunos conceptos algebraicos importantes a usar, como el cuerpo
donde nosotros trabajamos, la notacion de norma que usamos y lemas que son de utilidad para el desarrollo
de la tesis.

Sea GF(q%), con a € N, el cuerpo con ¢* elementos, donde ¢ = p™ con p primo, y n € N. En esta tesis
trabajamos sobre el cuerpo GF(¢%), que lo representamos de la siguiente forma

GF(®) ={a+eb|abec GF(¢*), € =we GF(¢*)},
donde € es el elemento primitivo de la extensién GF(¢%)/GF(¢%).

Es importante recalcar que para esta tesis hemos considerado a p primo impar, lo que implica que ¢ es
una potencia de algin primo p, con p > 2.

Sea L = GF(q™) una extensién finita del cuerpo K = GF'(q). Como L/K es una extensién de Galois, si
x estd en L, entonces la norma de x es el producto de todos los conjugados de z, es decir,

2 n—1 " =1
Npg(x) =z 2?27 -2 =T,

En adelante, para el uso de la norma sélo necesitamos extensiones cuadraticas de los cuerpos anteriormente
mencionados, es por esto que para simplificar la notacién ocuparemos la siguiente definicién.

Definicién 2.1. La norma de un elemento x € GF(q?) sobre GF(q) la escribiremos como
N(z) =z - 27 = 29T
A partir de la Teoria de Cuerpos Finitos, nosotros hemos demostrados los siguientes lemas.
Lema 2.2. Sea x € GF(q?). (x — 2%)? es un cuadrado de GF(q) si y sélo si x € GF(q).

Demostracion. Sea x € GF(q?). Si (x — 27)? es un cuadrado de GF(q) entonces existe y € GF(q) tal que

y? = (z — 29)2. Luego, tenemos que y = +(x — x9), entonces x — 29 € GF(q). Por ende, tenemos que

x—x? = (x —x9)9, es decir, x — 27 = 27 — x, lo que implica que z = z?. Por lo tanto, x € GF(q).

Si z € GF(q), tenemos que (z — x9)? = 0. Por lo tanto, (z — 29)? es un cuadrado de GF(q). O
Lema 2.3. Sea b€ GF(q%). Sib—b? ¢ GF(q?) entonces (b—b7")2 no es un cuadrado de GF(q3).
Demostracién. Supongamos que (b—b?")? es un cuadrado de GF(¢®). Entonces, por Lema 2.2, b € GF(¢®).

Luego, b — b’ = 0, lo cual es una contradicciéon debido que, por hipétesis, b — ba’ ¢ GF(g?). O

2.2. Planos Proyectivos

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos principalmente sobre dos planos proyectivos, sean estos: Plano
Desarguesiano y Plano de Figueroa. Es por esto que previamente definimos lo que es un plano proyectivo y
mostramos sus caracteristicas.



Definicién 2.4. Un plano proyectivo m es un conjunto de objetos, llamados puntos, y de subconjuntos de
puntos, llamados rectas, tal que

1. dos puntos distintos son incidentes con una unica recta comin,
2. dos rectas distintas son incidentes con un unico punto en comin,
3. existen cuatro puntos tal que tres de ellos no son incidentes a una recta comin.

A un plano proyectivo 7 lo podemos denotar por (P, L, I), donde P es el conjunto de puntos de m, L es
el conjunto de rectas de 7 e I la incidencia en 7.

Los planos en los cuales trabajamos se les denomina Planos Proyectivos Finitos, es decir, se componen
de una cantidad finita de puntos y de rectas. En el siguiente teorema enunciamos la cantidad de puntos y de
rectas que contiene este tipo de plano.

Teorema 2.5 (ver [2], Teorema 1.9). Sea ™ un plano proyectivo finito. Entonces existe un entero n > 2,
llamado orden de 7, tal que

1. cada recta de ™ contiene exactamente n + 1 puntos,
2. cada punto de 7 estd en exactamente n + 1 rectas,
3. el mimero de puntos en m es n®> +n+1,

4. el nimero de rectas en m es n? +n + 1.

Definicién 2.6. Sean m y mo planos proyectivos. Un isomorfismo de w1 a 7o es una biyeccion « de los
puntos y rectas de w1 a los puntos y rectas de mo, respectivamente, tal que preserva incidencia, es decir, si P
es un punto de m y | una recta de 7w se tiene que

PLl < P*I,1°,

donde I e Iy son las incidencias en 1 y we, respectivamente.

Si m = me, entonces un isomorfismo de w1 en si mismo es llamado una colineaciéon o un automorfismo
de 7.
2.2.1. Plano Proyectivo Desarguesiano

Sea II = PG(2, q) el plano proyectivo desarguesiano o cldsico de orden ¢ construido de la siguiente manera.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién 3 sobre GF(q), donde los puntos de II son los subespacios de
dimension 1 de V' y las rectas de II son los subespacios de dimensién 2 de V.

Un punto P de II estd denotado por
P =a,b,c,

donde (a,b,c) € GF(q)? genera el subespacio que define P.
Una recta [ de II estda denotada por

=1y |,
z

donde (z,y,z) € GF(q)* es un vector ortogonal (usando el producto punto estdndar) al subespacio de
dimensién 2 que define [.



Definicion 2.7.

1. La recta I que pasa por los puntos P y Q la escribiremos por | = PQ), y estd dada por el producto
vectorial usual P X Q.

2. El punto P que estd contenido en las rectas | y m lo escribiremos por P =1 N'm, y estd dado por el
producto vectorial usual | X m.

La incidencia I en II estd dada por la contencién natural de la teoria de conjuntos. Asi,

x
Pll — Pel < J[a b |y | =0 < axr+dby+cz=0.
z

Observacion 2.8. Por Teorema 2.5, las siguientes propiedades de plano proyectivo se mantienen en I1:
1. Cada recta de Il contiene exactamente g+ 1 puntos.
2. Cada punto de Il estd en exactamente g + 1 rectas.

3. El niimero de puntos, y el mimero de rectas, en II son ¢*> +q + 1.

Teorema 2.9 (ver [7], Teorema 2.8). El grupo de colineaciones de II es el grupo inducido por las trans-

formaciones semi-lineales no singulares del espacio vectorial de dimensidn tres sobre GF(q), denotado por
PT'L(3,q).

2.2.2. Plano de Figueroa

Consideremos « la colineacién de orden tres de PG(2,¢%) definida por

a: [z,y, 2] — [29,y7, 29

T x?
y | = | v
z 21

Usando esto, particionamos los puntos de II en tres categorias:
(a) P es de tipoIsi P = P = P,
(b) P esde tipo Il si P, P*, y P son puntos (distintos) colineales,
(c) P esdetipo Illsi P, P%,y P*” 10 son colineales.

r Yy oz
Como en [9], para cuestién de cdlculos, definimos m(z,y,z) = | 9 y?9 29 | y observamos:
2 oyt

(a) P =[x,y,z] es de tipo I siy sélo si det m(x,y,2) =0, x =2, y=y?y z = 2%
(b) P =lz,y,z] es de tipo II si y sblo si det m(z,y,2) =0y xz #ax? o0y #£yl oz # 2%
(¢) P =lx,y,z2] es de tipo III si y sélo si det m(x,y, z) # 0.

Observacién 2.10 (ver [5]). También podemos decir que P es de tipo II si y sdlo si

P#P* y P*.(PxP*=0.



oy

° ° ° .
P=pt=p* P P P
° L] ,
P P
(a) Puntos de tipo I. (b) Puntos de tipo II. (c) Puntos de tipo III.

Figura 1: Tipos de puntos en II.

A partir de la categorizacién de los puntos de II, denotamos los siguientes conjuntos:
1. Pr={Pell | Pdetipol},

2. Py ={P€Il| P de tipo II },

3. Ps={P €lIl| P de tipo IIT }.

De la misma forma, particionamos las rectas de II en tres categorias:
(a) les de tipo I si | =1 =[*"
(b) L es de tipo IT si I, 1%, y I*” son rectas (distintas) concurrentes,

(c) lesdetipo Il sil, 1%y 1°° no son concurrentes.

l: Z" = l(lZ
7 \

o Iz

(a) Rectas de tipo L. (b) Rectas de tipo II. (c) Rectas de tipo III.

Figura 2: Tipos de rectas en II.

T z 27 27
De forma andloga, para cuestién de calculos, definimos m | y | = |y y? yq2 y observamos:
z PR e
x x
(a) l=1| y | esdetipolsiysdlosidetm| y | =0, z=a% y=ylyz=2%
z z



[z ] x
(b)l=| vy | esdetipoIlsiysflosidet m| y | =0yz#aloy#£yloz+#2z%
= z
[ 2 ] x
(c)l=]y | esdetipolll siysélosidet m | y | #0.
z z

Observacién 2.11 (ver [5]). También podemos decir que l es de tipo II si y sdlo si
L£1% y (Ix1%)-1° =0.
A partir de la categorizacién de las rectas II, denotamos los siguientes conjuntos:
1. L ={lell|ldetipol},
2. Lo={leIl|ldetipoIl},
3. Lg={le€Il|lde tipoIII }.

Observacién 2.12. Si P I | entonces P* I 1*. Esto pues « es una colineacién del plano PG(2,q¢%), en
particular, conserva incidencia.

En el siguiente lema y teorema, anunciamos la cardinalidad de algunos conjuntos importante para el
analisis de nuestro trabajo.

Lema 2.13 (ver [8], Lema 2.1). La cantidad de puntos, y por ende de rectas, de cada tipo son:
Pl =[L1]=¢*+q+1,
Po| = [L2] = (¢* = @)(¢* + g+ 1),
Ps| = |£3] = ¢* (g — 1)*(g + 1).

Observacién 2.14 (ver [8]). La estructura dada por Iy = (P, L1,1) es un subplano de PG(2,¢%) de orden
q inducido por el conjunto de puntos fijos de «, en otras palabras, Iy = PG(2,q).

Teorema 2.15 (ver [8], Lema 2.1). El nimero de puntos de cada tipo que son incidentes con una recta de
cada tipo, estd resumido en la siguiente tabla.

Recta de tipo I || Recta de tipo II || Recta de tipo III

Puntos de tipo I q+1 1 0
Puntos de tipo II @ —q q® @P+qg+1
Puntos de tipo III 0 ¢ - ¢ P —-q¢—q

Tabla 1: Cantidad de puntos de cada tipo que son incidentes con una recta de cada tipo.

Observacién 2.16 (ver [8], Lema 2.1). La dualidad del Teorema 2.15 también es vdlida.



Dada la categorizacion de los puntos y rectas de 11, definimos la siguiente funcién que relaciona los puntos
de tipo III de IT y las rectas de tipo III de II.

Definicion 2.17. Definimos la biyeccion involutiva p entre Ps y L3 como
i Py PP’
L 1N1
Para cuestion de cdlculos, por Definicion 2.7, describimos
PP =P x PY oy = x
A partir de la Definicién 2.17, observamos que:

= Todo punto de tipo III estd determinado por una recta de tipo III, es decir, si P € Pj, este estd
determinado por una l € L3 como P =[N [*". De igual forma, toda recta de tipo III esta determinada
por un punto de tipo III, es decir, si [ € L3, esta estd determinada por un P € P3 como [ = PP®.

= Si P es un punto de tipo III, entonces las rectzas PP, 2P‘XP‘12 y PP son de tipo III. Si [ es una recta
de tipo III, entonces los puntos [ NI%, I*NI* y INI* son de tipo III.

Definicién 2.18. Sean P € P yl € L, definimos la incidencia de Figueroa Ix como

IPIPY,  si Pyl son ambos de tipo II1.
Plrl <
PIl, siP olmnoesdetipo Il

Dada la definicién de incidencia de Figueroa, describimos un nuevo conjunto de rectas de tipo III. Para
I € L3, definimos el conjunto de puntos ix = (I\P3) U{P € Ps | P Ir I} y con esto el conjunto £ =
{lr |1l € L3} A partir de esto, definimos el siguiente plano proyectivo.

Definicién 2.19 (ver [2],[5] o [8]). Se define el Plano de Figueroa de orden ¢* como Fig(q®) = (P, L7, IF),
donde el conjunto de rectas es L7 = (L \ L3) U L] .

Notamos que los puntos de tipo III de PG(2,¢?) son también los puntos de tipo III de Fig(q®). Por otro
lado, las rectas de tipo I1I de PG(2,¢®) son reemplazadas por las rectas de tipo III de Fig(q®). Por ende, en
Fig(q®) la incidencia cambia para los puntos de tipo III con las rectas de tipo IIL

Teorema 2.20 (ver [3]). El grupo de colineaciones de Fig(q®) es PUL(3,q)x < o >.

A partir del Teorema 2.9, nos damos cuenta que el Plano desarguesiano y el Plano de Figueroa no tienen
el mismo grupo de colineaciones. Luego, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.21 (ver [6], Teorema 5). Fig(¢®) no es un plano proyectivo desarguesiano.

2.3. Polaridades

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con dos polaridades en los planos proyectivos anteriormente
mencionados, sean estas: Polaridad Ortogonal y Polaridad Unitaria. Es por esto que previamente definimos
lo que es una polaridad y mostramos sus caracteristicas.

Sea m = (P, L,I) un plano proyectivo. Una polaridad p de m es una biyeccién, de orden dos, entre el
conjunto de puntos y el conjunto de rectas, y viceversa, tal que para P € P y [ € L se cumple que

PIl < I°1P"*.



Teorema 2.22 (ver [7], Teorema 2.29). Si p es una polaridad de PG(2,q) entonces p puede ser representado
como

p: P A(P?)
L (17) A7
donde A € PTL(3,q) y ¢ € Aut(GF(q)) tal que A= (A)? y ¢* = 1.

La polaridad del teorema anterior la podemos clasificar en dos tipos. Si ¢ = 1, entonces a p se le llama
polaridad ortogonal, y puede ser representada por una matriz simétrica A. Si ¢ es un automorfismo involutivo
de GF(q), entonces a p se le llama polaridad unitaria o hermitiana, y puede ser representada por una matriz
hermitiana A.

Definicién 2.23. Un punto P es absoluto si y sélo si P I PP y, de la misma forma, una recta l es absoluta
sty solo si 1P I 1.

Lema 2.24 (ver [7], Lema 12.1). Sea p una polaridad del plano proyectivo w. Entonces un punto absoluto
estd en exactamente una recta absoluta, dualmente, una recta absoluta tiene exactamente un punto absoluto.

Proposicién 2.25. Sea P un punto absoluto de una polaridad p y o € Aut(w). Si p conmuta con o entonces
P% es un punto absoluto de p.

Demostracion. Sea P un punto absoluto de una polaridad p, es decir, P I P”. Luego,

PIPf <— P*]Pr* Observacion 2.12
<~ P> P°P.

Por lo tanto, P es un punto absoluto de p. O

2.4. Cobnicas

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con dos subestructuras geométricas generadas por los puntos
absolutos de una polaridad ortogonal, sean estas: Conicas, en el caso de un plano desarguesiano, y Ovalo, en
el caso del plano de Figueroa. Es por esto que previamente definimos lo que es cada una y mostramos sus
caracteristicas.

Un k-arco en un plano proyectivo de orden ¢, es un conjunto de k puntos donde cualquier trio de puntos
no son colineales. A un (g + 1)-arco se le denomina dvalo; un évalo es un arco maximal, es decir, es el arco
con la cantidad méxima de puntos.

Teorema 2.26 (ver [7], Teorema 12.6). Sea p una polaridad de un plano proyectivo de orden q. Si p tiene
exactamente ¢ + 1 puntos absolutos entonces los puntos absolutos de p forman un dvalo.

Una cdnica € en PG(2,q) es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen alguna ecuacién ho-
mogénea (no cero) de grado 2.

Teorema 2.27 (ver [10]). Todo dvalo en PG(2,q) es una cdnica.

Entonces, observamos que si ¢ es una cénica en PG(2, q), tenemos que toda recta de PG(2, q) intersecta
a ¢ en exactamente 0, 1 o 2 puntos. A partir de esto, definimos lo siguiente.

Definicién 2.28. Las rectas de PG(2,q) serdn llamadas exteriores, tangentes o secantes a la cdnica € de-
pendiendo de si no intersectan a €, si intersectan a € en 1 o si intersectan a € en 2 puntos, respectivamente.

Lema 2.29. Los puntos absolutos de una polaridad ortogonal de PG(2,q) forman una cdnica.



Demostracion. Sea p una polaridad ortogonal de PG(2,q). Por Teorema 2.22 tenemos que si A = (a;;) €
PT'L(3, q) es simétrica entonces los puntos absolutos [z, y, 2] de p satisfacen la ecuacién homogénea

a112? + axy® + aszz® + 2a127y + 2a1372 + 2a23yz = 0,

la cual es de grado 2.
Por lo tanto, los puntos absolutos de p forman una cénica. O

Lema 2.30 (ver [7], Lema 2.35). Sea % una cdnica formada por los puntos absolutos de una polaridad
ortogonal de PG(2,q). Una recta intersecta a € en exactamente un punto si y sdlo si la recta es absoluta.

Por el lema anterior y Lema 2.24, las rectas tangentes a una cénica % formada por los puntos absolutos
P de una polaridad ortogonal p son las rectas P*.

A continuacién damos ejemplos de cénicas, las cuales estudiamos en el Capitulo 3.
Ejemplo 2.31. Dos ejemplos de cénicas son:

1. El conjunto
€ = {[v.y.2] € PG(2,9) | #* +y” +2* = 0},

es una conica en PG(2,q).

2. Para a € GF(q?) tal que N(a) no es un cuadrado en GF(q), el conjunto
%, = {[z,y,2] € PG(2,¢%) | az® —yz + 712> =0} = {[z,a2® + 1, 1] | 2 € GF(¢*)} U{[0,1,0]},
donde r € GF(q), es una cénica en PG(2,q?) (ver [2]).

En el Capitulo 3 también observamos que las conicas del Ejemplo 2.31 son conjuntos de puntos absolutos
de una polaridad ortogonal.

Lema 2.32. Sea € una conica formada por los puntos absolutos de una polaridad ortogonal p de PG(2,q%).
Si p conmuta con « entonces € no contiene puntos de tipo I

Demog157‘acz'6n,2 Supongamos que existe un punto P de tipo II contenido en %. EI;tOIlCGS, por Proposicién
2.25, P* y P estdn contenidos en %. Luego, existe una recta [ tal que P, P* y P* € [, por ser P un punto
de tipo II, lo cual es una contradicciéon ya que € es una cénica. Por lo tanto, ¥ no contiene puntos de tipo
1I. O

Proposicién 2.33. Una polaridad ortogonal p de PG(2,q%) que conserva puntos y rectas de tipo I, restringida
a los puntos y rectas de tipo I, es una polaridad de 1.

Demostracion. Como p es una polaridad de PG(2,¢%), tenemos que p es una funcién biyectiva de orden 2 en
PG(2,¢%) y P11l <= I 1 P?, en particular para P y [ de tipo I debido a que conserva puntos y rectas de
tipo I. Por lo tanto, p es una polaridad en IIj. O

Definicién 2.34. Llamaremos py a la polaridad ortogonal p restringida a Ilg.
Corolario 2.35. Los puntos absolutos de la polaridad pg forman una cénica en Ilj.
Demostracion. Por Observacion 2.14 y Lema 2.29, la polaridad pg genera una cénica en Ilj. O

Por Lema 2.32 y Corolario 2.35, podeos observar que una cénica ¢ contenida en PG(2,¢®) formada por
los puntos absolutos de una polaridad ortogonal que conmuta con « tiene ¢ 4+ 1 puntos de tipo I y ¢% — ¢?
puntos de tipo III.
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Definicién 2.36. Sea € una cdénica contenida en PG(2,q) y Q un punto no contenido en €. Los puntos de
€ que estdn en una recta tangente que pasa por Q, los llamaremos pies de tangencia de €.

Lema 2.37 (ver [4]). Sea € una cénica en PG(2,q). Si dos tridngulos, tales que sus lados son tangentes a
€, estdn en perspectiva desde un punto, entonces los pies de tangencia estan en perspectiva desde el mismo
punto.

Lema 2.38. Si una cénica € es el conjunto de los puntos absolutos de una polaridad ortogonal p, entonces
los pies de tangencia de Q estan contenidos en la recta QP para todo Q ¢ €.

Demostracion. Sea P un punto absoluto y P? la recta tangente a € por P. Sea P # Q € PP y m; las rectas

que pasan por @, distintas de P”, que son tangentes a € en mf. Sea m;; = mfm?, asi my; = m; Nm;.
Entonces, m;; = Q, para todo ¢ # j. Por otro lado, como @ € P*, entonces P € Q”. Por ende, m{ y P € Q*

para todo i. Por lo tanto, los pies de tangencia de @) estan contenidos en la recta Q°. O

Lema 2.39. Sea Q ¢ €. Sila recta QP es secante, entonces los puntos donde corta a € son pies de tangencia

de Q.

Demostracion. Sean Py y Py € QP N'€, por lo tanto Py, P, € Q°, entonces PPy = Q° < PP NPy = Q.
Como Pi, P, € €, son puntos absolutos de p. Luego, P{ y P} son rectas tangentes a ¢ que pasan por Q.
Por lo tanto, P; y P> son pies de tangencia de Q. O

Observacién 2.40. Dado un punto QQ ¢ €, los pies de tangencia de Q en € son dos si QP es una recta
secante a € .

2.5. Unitales

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con otras tres subestructuras geométricas, sean estos: Unital
Clasico, Unital ortogonal de Buekenhout-Metz y Unital de Figueroa. Es por esto que previamente definimos
lo que es cada uno y mostramos sus caracteristicas.

Un unital de orden n, contenido en un plano proyectivo 7 de orden n?, es un conjunto de n® + 1 puntos
tal que toda recta de m lo intersecta en 1 o en n + 1 puntos.

Definicién 2.41. Sea U un unital contenido en un plano proyectivo m de orden q°. Las rectas de  serdn
llamadas tangentes o secantes al unital U dependiendo de si intersectan a U en 1 o en q+ 1 puntos, respec-
tivamente.

Teorema 2.42 (ver [7], Teorema 12.12). Sea p una polaridad de plano proyectivo de orden n?. Si la cantidad
de puntos absolutos de p es n® + 1 entonces el conjunto de puntos absolutos forman un unital.

Teorema 2.43 (ver [2], Teorema 2.3). Sea U un unital de PG(2,q?). Entonces, por cada punto de PG(2,q?)\
U pasan q + 1 rectas tangentes a U y q> — q rectas secantes a U.

A partir del teorema anterior, definimos los puntos de tangencia de las rectas que pasan por un punto
exterior a un unital.

Definicién 2.44. Sea U un unital contenido en un plano proyectivo m de orden ¢> y Q un punto no contenido
en U. Los g+ 1 puntos de U, que estdn en una recta tangente que pasa por @, son llamados pies de tangencia
de Q. Denotamos el conjunto de pies de tangencia de Q por 1o(U) y lo llamaremos el pedal de Q.

Definicién 2.45. Sean U; y Us unitales contenidos en un plano proyectivo w. Uy es equivalente a Us si
existe o € Aut(m) tal que UY = Us.
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2.5.1. Unital Clasico

Un unital cldsico o hermitiano U en PG(2,q?) es un conjunto de ¢+ 1 puntos absolutos de una polaridad
unitaria de PG(2,¢?) tal que cada recta de PG(2,¢?) intersecta a U en exactamente 1 o ¢ + 1 puntos.

Ejemplo 2.46. El conjunto
H = {[z.y,2] € PG(2,¢°) | N(z) + N(y) + N(z) = 0},
es un unital cldsico en PG(2,q?).

Teorema 2.47 (ver [7], Teorema 2.48). Una recta intersecta a U exactamente en un punto si y sélo si la
recta es absoluta (y es la imagen del punto donde intersecta a U).

Teorema 2.48 (ver [2], Corolario 2.4). SeaUd un unital contenido en PG(2,q?). El pedal de Q estd contenido
en una recta de PG(2,¢%), para todo Q € PG(2,¢*) \U.
2.5.2. Unital ortogonal de Buekenhout-Metz
Para a,b € GF(q?) tal que 4N (a) + (b — b%)? es un no cuadrado de GF(q), el conjunto
Uap = {[z,az® + bN(2) +1,1] | z € GF(¢°), r € GF(q)} U {[0,1,0]},
es un unital, llamado unital ortogonal de Buekenhout-Metz, en PG(2,q?).

Teorema 2.49 (ver [2], Teorema 4.7). Sea U, un unital ortogonal de Buekenhout-Metz. Entonces, Uy es
cldsico si y sélo si a = 0.

Teorema 2.50 (ver [2], Teorema 4.19). Sea U, ¢ un unital ortogonal de Buekenhout-Metz. Entonces

Ua,O = U %T;

reGF(q)
donde ¢, = {[x,azx* +r,1] | x € GF(¢*)} U {[0,1,0]}.

Teorema 2.51 (ver [2]). Sean U, y Uy 1 unitales ortogonales de Buekenhout-Metz contenidos en PG(2, ¢?).
Ua,p es equivalente a Uy sty s6lo st

(a',0) = (™70, 07" o + u),
donde v € GF(q)*, v € GF(¢*)*, u € GF(q) y T € Aut(GF(¢?)).
Corolario 2.52. El unital Ugp, con b= b7, es equivalente al unital Ug .

Demostracion. Sib=b? seescogev=1,7v=1,u=—by7 =1y tenemos que (a,0) = (a"y?v,b"yI v+ u).
Por lo tanto, U, 3, con b = b9, es equivalente a U, . O

Observacién 2.53. Por Teorema 2.51 y Corolario 2.52, b = b si y sélo si el unital Uy p es una union de
conicas.

Teorema 2.54 (ver [2], Teorema 4.18). Sea U, un unital ortogonal de Buekenhout-Metz no cldsico. Sea
Q € PG(2,¢%) \ Uayp. Entonces, el pedal de Q estd contenido en una recta de PG(2,q?) si y sélo si Q € I,
0
donde lo la denotamos por la recta | 0
1

Teorema 2.55 (ver [1], Teorema 4). Sea Q ¢ lo, y a # 0. Entonces, las rectas de PG(2,q¢?) intersectan a
7Q(Uap) en exactamente 0, 1, 2 o 4 puntos.
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2.5.3. Unital de Figueroa

Para formar el Unital de Figueroa debemos tener una extensién cubica de cuerpos, para inducir una
colineacién de orden tres que defina el plano de Figueroa, y a su vez una extensiéon cuadréatica de cuerpos,
para inducir una polaridad unitaria. Es por esto que trabajamos sobre el plano proyectivo PG(2,¢%), para
definir la colineaciéon « y la polaridad unitaria 3.

Consideremos « la colineacién de orden tres de PG(2,¢%) definida por

a: [x,y,z] — [qu,yqz,zqz]

2

x zd
q2
Yy ” Y s
2
z 24

con la que construimos el plano proyectivo de Figueroa Fig(q®) (ver Subseccién 2.2.2).

Sea la polaridad unitaria 8 de PG(2,¢%) representada por la matriz identidad I3, es decir,

_xqa
e
Bilzy,z] = | y
3
24
r [ 3 3 3
y }_> qu 7yq 7Zq:|?
2 L

donde sus puntos absolutos forman, en PG(2,¢%), el unital clasico
H={lz,y,2] € PG(2.¢°) | [a,y.2] - [0y, 2" = 0} = {[w,9,2] € PG(2.¢°) | & T 447 T 427+ = 0}

Lema 2.56 (ver [8], Lema 4.1). La restriccion de 8 a Ilg = (P1, L1,1) es una polaridad unitaria en I1y. Sus
puntos absolutos forman un unital en 1.

Lema 2.57 (ver [5], Lema 3).
1. Todo punto P de Fig(q®) tiene el mismo tipo que la recta P5.
2. Toda recta | de Fig(q®) tiene el mismo tipo que el punto 1°.
3. Para todo punto P de tipo III, PP* = PHS5,
4. Para toda recta l de tipo III, 1PH = M5,
Teorema 2.58 (ver [5]). B es una polaridad unitaria de Fig(q®). Por lo tanto, Fig(q®) contiene un unital.

Definicién 2.59 (ver [8]). Llamaremos a % el Unital de Figueroa al unital determinado por la polaridad 3
en Fig(q®) (usaremos Br cuando sea necesario comentar que estamos viendo la polaridad 3 en Fig(q®)).

Observacién 2.60 (ver [8]). El nimero de puntos de cada tipo en % son:
L \%NPil=¢+1,
2. |% NPa| = (¢* + 1)(q — D¢’
3. \u NP3l = (¢*+1)(¢* = 1)g*.

Lema 2.61 (ver [8], Lema 3.1). El conjunto de puntos de tipo III de H y el conjunto de puntos de tipo IIT
de U son disjuntos.

Lema 2.62 (ver [8], Lema 3.2). Sea l una recta de tipo III. Sil es Br-absoluta entonces | es B-no-absoluta,
es decir, | intersecta a H en exactamente ¢> + 1 puntos de tipo III.
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2.5.4. Correspondencia entre los puntos de tipo III de H y los puntos de tipo III de %
Sea P un punto de tipo III, definimos la funcién

p: Py — P
P PP

donde la funcién ¢ es la composicién de las funciones 8 y u, es decir, ¢ = o .
Por otro lado, como 8 y p son funciones biyectivas, ¢ es biyectiva. Ademads, ¢ es una funcién de orden
dos ya que 8 y p son funciones de orden dos que conmutan.

Teorema 2.63. Sea P un punto de tipo III de H, entonces PP* es un punto de tipo III de % . En otras
palabras, o(HNP3) = % N Ps.

Demostracion. Sea P un punto de tipo III contenido en #, entonces

PI PP «— PPV Iz P Lema 2.57
— PP, (P“B)ﬁ B es de orden 2
= P Iz (PP)7 Lema 2.57
Luego, PP" est4 contenido en % . O
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3. Ovalos en el Plano de Figueroa

En este capitulo, a partir de Hamilton y de Resmini [5], complementado con Cherowitzo [4], demostramos
que los puntos absolutos de las polaridades ortogonales determinadas por las matrices

1 00 a 0 0
ILi=(0 1 0| yMer=(0 0 —3],
0 0 1 0 -+ r

2

para a € GF(¢*)* y r € GF(¢?) en el caso de M, ., forman un évalo en el plano proyectivo de Figueroa.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(3°) elaboramos ejemplos afines
a lo que estudiamos en este capitulo. Para la polaridad determinada por I3, presentamos y explicamos un
ejemplo en Anexo A. Para la polaridad determinada por M, ,, exponemos ejemplos al final de este capitulo
y también los presentamos en Anexo B.

3.1. Polaridad ortogonal representada por la matriz I3

Sea p la polaridad ortogonal de PG(2,¢?%), definida como

X
p:lz,y,2l = | ¥y
z
X
y | =y, 2l
z

donde sus puntos absolutos forman, en PG(2,¢%), la cénica
€ ={[zx,y,2] € PG(2,¢®) | [z, y,2] - [2,y, 2" = 0} = {[z,y,2] € PG(2,¢%) | #* +4* + 2% = 0}.
Teorema 3.1. La polaridad p y la colineacion o (ver Subseccion 2.2.2) conmutan.

Demostracion. Sea [z,y, z] un punto de PG(2,¢?), entonces

r [e3

T

[z,y,2]"" = | y
z

Por lo tanto, [x,y, z]?* = [z, y, 2]*".
De manera similar, podemos probar para una recta de PG(2,¢?).

Por lo tanto, p y a conmutan. O

Lema 3.2. La polaridad ortogonal p preserva tipo de punto y tipo de recta en Fig(q®).
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Demostracion. Sea [z,y, z] un punto en Fig(q?).
Si [z,y, 2] es un punto del tipo I entonces [x,y, 2] = [z, y, 2]*. Luego, tenemos

[l‘, Y, Z]p = [.2?, Y, z]ap
= [z,y, 2]"*. Por Teorema 3.1

Por lo tanto, [z,y, z]? es una recta de tipo L.

Si [x,y, 2] es un punto del tipo IT entonces, por Observacién 2.10, tenemos que

[x7y72]a2 : ([x,y,z} X [$7y72]0‘) =0.

Luego,
2 2 2
o7,y 2] - (2] [, 7, 27) = 0
yz9 — zyd
— [29,y%,29 | z2?—227 | =0
zy? — yxd
yzq - qu ’ 2 2 2P
— | za?—x29 . [mq Jyd 29 } =0 p es una polaridad ortogonal de PG(2,¢*)
zy? — yx?
27
— [yz? — zy?, za? — x2? xy? — yai] - qu =0
2
24

— ([xayaz]p X [xvyaz]pa) ' [xayvz]paz =0.

Por lo tanto, [z,y, 2]? es una recta de tipo II.

Dado que p es una polaridad del plano PG(2,¢?), en particular es una funcién biyectiva entre los puntos
y las rectas de éste. Por otro lado, con lo demostrado anteriormente, p lleva puntos de tipo I en rectas de
tipo I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, p lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

De manera similar podemos probar que toda recta [ € Fig(¢*) es del mismo tipo que el punto I”.

Por lo tanto, la polaridad ortogonal p conserva tipo de puntos y tipo de rectas en Fig(q?). O
Lema 3.3. Para todo punto P de tipo III, se tiene que PHP = PPH,

Demostracion. Sea [z,y, z] un punto de tipo III. Entonces tenemos

2\ P
[%%]W—(x% wy,])
(wq,y 2] x {xq27yq2,zq2])p

yqzq _ quq
quq xqzq
quq _ yqxq

2 2 2 2
|:qu‘1 _Z(I Z‘qu — x99 ,quq —yq.’lfq
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x x?
= yq X yqz
| 21 e
r T @ T a2
=Y X[y
K 2
F e
=Y
L Z -
=[z,y, 2]
Por lo tanto, [z,y, z|*? = [z, y, z]°*. O

Corolario 3.4. Para toda recta l de tipo III, se tiene que [P = [PF,
Demostracion. De manera similar a la demostracién del Lema 3.3. O
Teorema 3.5. p es una polaridad ortogonal de Fig(q?).

Demostracion. p es una funcién biyectiva ya que es una polaridad ortogonal de PG(2,¢?). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta [ en Fig(q®) se cumple que

Plrl < I’ Ir P*.

Sean P un punto y I una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

Plrl < PII Definicién 2.18
— [P I P° p es una polaridad en PG(2, ¢*)
<~ I’ I P’ Lema 3.2 y Definicién 2.18

Sean P y [ de tipo III, entonces

Plrl < [*IP* Definicién 2.18
= PrP T IMP p es una polaridad en PG(2,¢%)
<~ PPH T PH Lema 3.3 y Corolario 3.4
<~ I’ Ir P’. Definicién 2.18
Por lo tanto, p es una polaridad ortogonal de Fig(q®). O

Definicién 3.6. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad ortogonal p en Fig(q®) lo deno-
minaremos por O.

Lema 3.7. O es el conjunto de los puntos de tipo I y de tipo II de € y los puntos de tipo Il son tales que
sus imdgenes bajo p son rectas tangentes a € .

Demostracion. Dado que O es el conjunto de los puntos absolutos de la polaridad p en Fig(q®), lo podemos
escribir como

O ={P € Fig(¢®)|P Ir P"}
={P € Fig(¢*)|P € PLUP,, P Ir P’} U{P € Fig(¢*)|P € Ps,P Ir P"}
={P € Fig(¢’)|P € PyUP,, P I PP} U{P € Fig(q*)|P € P3, P"" I P"}
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={P € Fig(¢®)|P € PLUP,, P € €} U{P € Fig(¢’)|P € Ps, P** I P"}
= {P P UPg’P S ‘f} U {P c 733’ P* tangente a %}

Entonces, los puntos de tipo Iy de tipo II de O son los punto de tipos I y de tipo II de € y los puntos
de tipo III de O son tales que sus imagenes bajo u son rectas tangentes a €. O

Corolario 3.8. Si P es un punto de tipo III contenido en O, entonces PP es una recta tangente a €.

Demostmcio;n, Si P € O es un punto de tipo III, entonces P* es una recta tangente a %. Por Definicién 2.17,
PF = PY“P® es una recta tangente a ¢ . O

Corolario 3.9. El conjunto O no contiene puntos de tipo II.

Demostracion. Por Teorema 3.1 y Lema 2.32, la polaridad p no tiene puntos absolutos de tipo II, por lo cual
la cénica % no contiene puntos de tipo II. Por Lema 3.7, O no tiene puntos de tipo II. O

Observacién 3.10. Por Teorema 8.7, O y € comparten los puntos de tipo I y sus puntos de tipo Il estin
en correspondencia (ver la Subseccién 3.1.1). Por lo tanto, |O| = |€| = ¢* + 1.

Lema 3.11. Toda recta de Fig(q®) intersecta a O en a lo mds dos puntos.

Demostracion. Por Teorema 2.15, las rectas de tipo I de Fig(g®) sélo contienen puntos de tipo I y de tipo
II. Por Corolario 3.9, las rectas de tipo I intersectan a O sélo en puntos de tipo I, pero los puntos de tipo I
de O son los mismos puntos de tipo I de €, entonces una recta de tipo I de Fig(q®) intersecta a O en a lo
mas dos puntos.

Supongamos que existe una recta [ de tipo II de Fig(¢®) que intersecta a O en tres puntos, sean estos P,
P2 y Pg. ) .

Supongamos que P; es de tipo I y P5, P53 de tipo III. Entonces, Ps*, Ps* , P$y P§* también son puntos de
O.Como P, y Py estanenl, Ps'y Pg estanen [* y P§‘2 y sz estan en 1% . Por otro lado, I, [¢ y 19° concurren

en P;. Por lo tanto, los tridngulos |:P2, Ps, PQO‘Q} y [Pg, Py, Pfﬂ estan en perspectiva desde P;. Por Corolario

3.8, los lados de los tridngulos son tangentes a ¢, sean estos puntos de tangencia Py, (P§* )", (PQD‘Z)W’, PP
(P y (PS*)#°. Luego, por Lema 2.37, los tridngulos {PQW, (P e, (PQO‘Z)W’} y [Pé‘p, (Pg)me, (P:?Q)"p}
estdn en perspectiva desde el punto Pi, es decir, P; es colineal con Py* y Py* (Ps)r? y (P$)#) y con
(Pf)“p y (P§2)“p, por lo que es una contradiccién debido que una recta intersecta a ¢ en a lo mds dos
puntos. ) ) )
Supongamos ahora que P;, P, y P53 son puntos de tipo III. Entonces, P{*, Py, Ps', Ps* , P§'y P también
son puntos de O. Como Py, P, y Ps estanen !, P{*, Ps* y P5* estdnen I, y Pf‘2, PQO‘2 y P3a2 estén en 1%, Por
otro lado, [, [¢ y 1%” concurren a un punto @ de tipo I, por ser [ una recta de tipo II (suponemos @ ¢ € sino
estamos en el caso anterior). Por lo tanto, los tridngulos [Pl, Pr, Pf‘z}7 [Pg, Pg, Pf‘z} y |:P3, Pg, Pg‘f} estan
en perspectiva desde Q. Por2 Corolario 3.8, los ladozs de los tridngulos son tz;ngentes a %, sean estos puntos de
tangencia PJ?, (P )iP, (P )0, PyP, (Pg ke, (Ps”)1e, PP (P )PPy (P§)#*. Luego sin perder generalidad,

por Lema 2.37, los tridngulos {Pl”p, (PP, (Pf’z)“p} y {PQ”’), (Pg )PP, (PfQ)“p} estdn en perspectiva desde
el punto @, y los tridngulos [pr, (Ppryre, (Pl"z)“”} y [Pglfp, (P ke (sz)”f’} estdn en perspectiva desde el

punto @, es decir, Q es colineal con P{"” y Py’ (Pf)HP y (P§)HP, (Plaz)“f’ y (sz)“”, Py PP (PP y
(P§)H*. y con (Pf‘z)“p y (Pélg)“p. Asi, tenemos que @, P/"” y P}'* son colineales al igual que Q, P{"" y P§",
entonces P}, P} y P§'” son colineales, por lo que es una contradiccién debido que una recta intersecta a ¢
en a lo mas dos puntos. Por lo tanto, una recta de tipo II de Fiig(¢q®) intersecta a O en a lo mas dos puntos.

Supongamos que existe un recta [ de tipo III en Fig(q®) que intersecta a O en tres puntos de tipo III,
sean estos P, P, y Ps, entonces

P, Irl, conie{l,2,3} < I*IP!' coniecf{l,23}.
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Luego, [* tiene tres pies de tangencia en ¢, debido a que P! son rectas tangentes a ¢, lo cual, por el Lema
2.39, es una contradiccién. Por lo tanto, una recta del tipo III en Fig(q3) intersecta a O en a lo mas dos
puntos.

Por lo tanto, toda recta de Fig(q®) intersecta a O en a lo mas dos puntos. O

Teorema 3.12. O es un dvalo en Fig(q?).
Demostracion. Por Lema 3.11 o Teorema 2.26, y Observacién 3.10, el conjunto O es un évalo en Fig(¢®). O
Proposicion 3.13. No hay puntos en comun entre los puntos de tipo I1I de € y los puntos de tipo 111 de O.

Demostracion. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en € y (92 Como P € O, tenemos
que P* es una recta tangente a :ﬁ Por otro lado, como P € ¥, tenemos que P%, P* pertenecen a %. Luego,
por Definicion 2.17, P* = P*P“". Por lo tanto, P* es una recta secante a ¢, lo cual es una contradiccién. [

3.1.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de ¥ y los puntos de tipo III de O
Definicién 3.14. Sea P un punto de tipo III, definimos la funcion

©: 7)3 —>7D3
P — PPH,

Observacién 3.15. Como p y p son funciones biyectivas, ¢ es biyectiva.
Teorema 3.16. La funcion ¢ lleva los puntos de tipo III de € en los puntos de tipo III de O.

Demostracion. Sea P un punto de tipo III contenido en %, entonces

P11 PP <— PPl [y PV Lema 3.2
< PPl [x (PHP)P p es de orden 2
< P Ix (PPH)P. Lema 3.3
Luego, PP esta contenido en O. O
P P2 Ps

Figura 3: Correspondencia entre los puntos de tipo III de € (azul) y los puntos de tipo III de O (rojo).

Corolario 3.17. O = {P € PLUP:|P € €} U{P*" € Fig(¢*)|P € P3 contenido en ¢}.

Demostracion. Por Teorema 3.16, los puntos de tipo III de O son los puntos PP* tales que P es un punto de
tipo III de %. O
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Definicién 3.18. Sea p: PG(2,¢%) — Fig(¢®) la funcion definida por
@‘PIUP2 =1Id y ¢|773 = -

Observacién 3.19. Por Teorema 3.16, obtenemos que (%) = O.

3.2. Polaridad ortogonal representada por la matriz M, ,

De forma similar a lo que hemos expuesto en la Seccién 3.1, analizamos la siguiente polaridad.

Sea pq. la polaridad ortogonal de PG(2,¢°), definida por

X
Pa,r: [x7ya Z] = Ma,r : Yy
V4
x
y | ey, 2] M)
z

donde a € GF(¢%)* y r € GF(¢").
Los puntos absolutos de la polaridad p, , forman, en PG(2,¢%), la cénica

Car ={[z,y,2] € PG(2,¢%) | [z, y, 2] - [z, y, 2] = 0} = {[z,a2® + r,1] | = € GF(¢°)} U {[0,1,0]}.

Teorema 3.20. La polaridad p, , y la colineacion a (ver Subseccion 2.5.3) conmutan siy sélo sia € GF(q?)*
yr e GF(¢?).

T2
Demostracion. Sea [z1,y1,21] un puntoy | y» | una recta, contenidas PG(2,°%). Si apy, = pa,r, tenemos
22
las siguientes dos igualdades:
q2 2 q2
ar] a? x]
2 2
z{ _ 2y
T2 - T2
2 2
2 q 5 2 q
rz] — 4 rT 2] — 8-

2 2
q q
T 2 2 2 T 2 2 2 2
2 | _ %2 q q q
. ,—dryd — 223 —2yd ] = [aqz’_équ ys — 228 —2yd

Entonces, a = a?, con a # 0, y r = r?". Por lo tanto, a € GF(¢>)* yr € GF(¢?).

Ahora asumimos que a € GF(¢?)* y r € GF(¢?), en este caso tenemos que

ap @ ? P
[T1,y1, 21] %P =[] ,yf 2] ]7*r
r 2
ari

2
_Z
2
2 q
| vt 4 |
4
a? xq
_z
= 2
4
[ rT s —
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a
axry
— _Z
2

rz — 4

= [z1,y1, 2],

zp 1P q°
€T 2 2 2
Yo = [;,47”1/3 — 22§ ,2y31
22
T 4 o
= [724, —4r? yo — 22, —2y2}
ad
€T o
= {*2, —4rys — 229, —22/2}
a
Zo Pa,r
= y2 .
22
Por lo tanto, p,» y o conmutan. O

Lema 3.21. Sia € GF(¢*)* yr € GF(¢?), entonces la polaridad ortogonal p, ., preserva tipo de punto y
tipo de recta en Fig(q®).

Demostracion. Sea [z,y, z] un punto en Fig(q®).

Si [z, vy, z] es un punto de tipo I entonces [z,y, z] = [z,y, 2]*. Luego, tenemos

[(E, Y, Z]paﬂv = [.’ﬂ, Y, Z}Oépa,r

= [z,y, 2] e Por Teorema 3.20

Por lo tanto, [z,y, 2] es una recta de tipo I.

Si [z,y, 2] es un punto del tipo IT entonces, por Observacién 2.10, tenemos que
2

[x’yWZ]Ot : ([x,y,z] X [x»y7z]a) =0.

Luego,

[zq4,yq4,zq4} ~ ([z,y,Z] X [qu,qu,ZfD =0

r 2 2

4 4 4 yzq2 - qu2

s [zq,yq,zq}- 2xd — 24 =0
xyq2 - qu2

r e q Parr
e | pg® g . [wq4,yq4, qupa,r =0 pa.r €s una polaridad de PG(2,¢°%)
xyq2 - qu2
- ) az?
= vt — 2yt ,—4r (zxq2 — :rzqz) -2 (xyq — quz) -2 (quQ — xzq2>] S =0
L a Tzq B y;4



2 ax?
ar [ -2 | — a2’ (—E> . _z =0
2 2 W 2
rz? — -
— ([fE, Y, Z]P@,r X [fE, v, Z]P(L,'ra) . [fE, v, Z]P@,raz =0.

Por lo tanto, [x,y, 2] es una recta de tipo II.

Dado que p, , es una polaridad del plano PG(2, ¢%), en particular es una funcién biyectiva entre los puntos
y las rectas de éste. Por otro lado, con lo demostrado anteriormente, p, , lleva puntos de tipo I en rectas
de tipo I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, p,_, lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

T
Sea | y | una recta en Fig(q%).
z
«
x T T
Si | y | es una recta de tipoI entonces | vy | = | ¥ . Luego, tenemos
z z z
x Pa,r r T 1 &Pa,r
Y =Y
z | 2 ]
r T q Pa,r&
=]y Por Teorema 3.20
L Z -
T Pa,r
Por lo tanto, | y es un punto de tipo I.
z
T
Si | y | es una recta de tipo II entonces, por Observacién 2.11, tenemos que
z
« oz2
x x T
y | x|y Yy =0
z z z
Luego,
z xq2 {L‘q4
y | x|y gyt | =0
z 24 e
4
q
[ 2 2 2 2 2 2 v 4
= |yz? — 2yt za? —x2?  xy? —qu}- yi | =0
L Z‘14
r xq4 Pa,r
4 @ @ a0 @ @ 2]’ ; 6
= | y? . [yz — 2yt zx? —ax2? jxy?! —yx } =0 Pa.r €s una polaridad de PG(2,¢")
4
24
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a (yzq2 — zyq2)
q* 2 2
= |yt 220 gy _ () =0
¢ ? (zrq27:vzq2)
T (xyq2 — qug) -
-, [ (—dry — 22) (—quz) — (—4ryq2 — 22’12) (—2y)
x4 4 4 4 2 2
= 7,747"34‘7 — 227, =2y1 ] . %(7234) -z (72yq ) =0
L 2 2 a?
I 2 (—4ryq — 224 ) — T (—dry — 22)
_ 2
T Pa,r T Pa,r T Pa,r&
= |y Y X |y = 0.
R z z
T Pa,r
Por lo tanto, | y es un punto de tipo II.
z

Dado que p, - es una polaridad del plano PG(2,¢%), en particular es una funcién biyectiva entre las rectas
y los puntos de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, p, - lleva rectas de tipo I en puntos de ti-
po Ly lleva rectas de tipo II en puntos de tipo II. Por lo tanto, p, - lleva rectas de tipo III en puntos de tipo III.

Por lo tanto, si a € GF(¢?)* y r € GF(g?), entonces la polaridad p, . conserva tipo de puntos y de rectas
en Fig(q%). O

Lema 3.22. Sia € GF(¢?)* yr € GF(q?) entonces, para todo punto P de tipo III, se tiene que PHPer =
PPa,rk

Demostracion. Sea [z,y, z] un punto de tipo III. Entonces tenemos
2\ Pa,r
[, 2o = ([, 21 x [2,9,2)°7)

2 2 2 4 4 4 Pa,r
— q q q q q q
= ([a7" 57" 2] x [ar" 7", 2]

r q2 q4_ q2 q4 Pa,r
Yz Yy
= | g — g4 ydt
xq2yq4_yq2xq4
r 2 4 2 4
9 9" _ a4
Yyt z zZty 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
= |7/, —Ar (272 2727 ) =2(2zT y? —yTa? ), 227 27 — 7 21
a
- 2 4
ax? ax?
2 4
= _zr % 2zt
2 . 2 “
q _ Y q _ Y
| rz 5 rz 5
r 1@ (12
ax ax
— _z _z
= 2, X 2,
L rz — 7 rz — 3
- K
ax
_ _z
= 5,
L TF— 2 |
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Por lo tanto, [z, y, 2]*Per = [x,y, 2] ert. .

Lema 3.23. Sia € GF(¢*)* yr € GF(q?) entonces, para toda recta l de tipo III, se tiene que [#Par = [Park,

T
Demostracion. Sea | y | una recta de tipo III. Entonces tenemos
z
2\ Pa,r
a,r r [e% [e%
P " "
Y = Y X1y
z z z
B 2 4 Pa,r
x4 x4
2 4
= qu X yQ4
24 24
2 4 2 2 4 2 4 2 2 _a]Pa,r
:[yq L R L s R AL YL mq}
r 2 4 2 4
ayd 24" — 29yt
2 4
- (xq yq _y(I xq )
B 2
2 4 2 4
%, ¢t @ gt (zq zd —zd 29 )
r (9: y? —y?x ) B
r 2 4
q q
xT 2 2 2 x 4 4 4
= | —, —dry? — 227  —2y9 ] X l, —dry? — 229 —2y1 ]
a a
2
re o T o
=|—, —4dry — 2z, —Qy] X {7, —4dry — 2z, —Qy}
La a
€T H
= [7, —4ry — 2z, —Qy]
a
2 P
=19
z
o .
Por lo tanto, | y =1|vy O
z z

Teorema 3.24. Sia € GF(¢*)* yr € GF(q?), entonces pa., es una polaridad ortogonal de Fig(q®).

Demostracion. p,,, es una funcién biyectiva ya que es una polaridad ortogonal de PG(2,¢%). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta [ en Fig(q®) se cumple que

P Izl <= [Por [z PPor,

Sea P un punto y I una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

Plrl < P11 Definicién 2.18
> [Por ] PPer pa.r €s una polaridad en PG(2,¢°%)
< [Por [x PPar. Lema 3.21 y Definicién 2.18

Sean P y [ de tipo III, entonces

Plrl < I1"1PH Definicién 2.18
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& PHPar [ [HPar pa.r €s una polaridad en PG(2,¢°%)

<= PParh [ [Parhk Lema 3.22 y Lema 3.23
< [Por [y PPor, Definicién 2.18
Por lo tanto, p, - es una polaridad ortogonal de Fig(g%). O

Definicién 3.25. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad ortogonal pa ., en Fig(q®) lo
denominaremos por Oq .

Lema 3.26. O, , es el conjunto de los puntos de tipo Iy de tipo II de €, y los puntos de tipo III son tales
que sus imdgenes bajo p son rectas tangentes a 6y .

Demostracion.

Our ={P € Fig(q®)|P Ir PP}
={P € Fig(¢°)|P € PLUP2, P Ir P**} U{P € Fig(¢°)|P € P, P Ir PP*"}
={P € Fig(¢°)|P € PLUP,, P I P’} U{P € Fig(¢°)|P € Ps, PP~ I P"}
={P € Fig(¢°)|P € PLUP,, P € 6,,} U{P € Fig(¢°)|P € Ps, P**=r I P"}
= {P e Py U’Pg’P € %”} u {P € P3| P* tangente a ‘5(”} .

Entonces, los puntos de tipo I y de tipo II de O, son los puntos de tipo I y de tipo II de %, , y los
puntos de tipo III de O, , son tales que sus imagenes bajo u son rectas tangentes a %. O

Corolario 3.27. Si P es un punto de tipo III contenido en O, ,, entonces PP es una recta tangente a
Car-

Demostracion. Si P € O, es un punto de tipo III, entonces P* es una recta tangente a %, ,.. Por Definicién
2.17, P* = PP es una recta tangente a G, v O

Corolario 3.28. El conjunto O, , no contiene puntos de tipo II.

Demostracion. Por Teorema 3.20 y Lema 2.32, la polaridad p,,, no tiene puntos absolutos de tipo II, por lo
cual la cénica €, , no contiene puntos de tipo II. Por Lema 3.26, O, , no contiene puntos de tipo II. O

Observacién 3.29. Por Lema 3.26, €, y Oq,r comparten los puntos de tipo Iy sus puntos de tipo III estan
en correspondencia (ver la Subseccion 3.2). Por lo que |Oq | = |€u,r| = ¢° + 1.

Lema 3.30. Toda recta de Fig(q®) intersecta a O, en a lo mds dos puntos.

Demostracion. Por Teorema 2.15, las rectas de tipo I de Fig(q®) sélo contienen puntos de tipo I y de tipo
II. Por Corolario 3.28, las rectas de tipo I intersectan a O, , sélo en puntos de tipo I, pero los puntos de tipo
I de O, , son los mismos puntos de tipo I de %, ., entonces una recta de tipo I de Fig(q®) intersecta a O, ,
en a lo mas dos puntos.

Supongamos que existe una recta [ de tipo II de Fig(q®) que intersecta a O, , en tres puntos, sean estos
Py, Pyy Ps. , ,

Supongamos que P; es de tipo I y P», P53 de tipo III. Entonces, Ps', Ps*, P y Pg* también son pun-
tos de O,,,. Como P y P3 estan en I, Py' y P§* estan en [* y P§‘2 y P3“2 estan en [*°. Por otro lado, I,
“y 1%° concurren en P,. Por lo tanto, los tridngulos [PQ,PQO‘,PSZ] y {Pg,Pf,sz} estdn en perspectiva
desde P;. Por Corolario 3.27, los lados de los tridngulos son tangentes a %, ,, sean estos puntos de tan-
gencia Py*", (P§)HPar (Pg” yHpa.r, Py (P )HPar y (Pg”)1Pe.r . Luego, por Lema 2.37, los triangulos

{P;p“”", (Pg)HPar, (PQO‘Q)W’W‘} y {P;p“'r, (Pgy)Hpar, (P?jf)’“’“} estdn en perspectiva desde el punto Pj, es
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decir, P; es colineal con Py**" y PyP*r (Pg)reer y (P§)FPer |y con (Pg Yrpar y (P )HParr por lo que es
una contradiccién debido que una recta intersecta a €, en a lo mas dos puntos.

Supongamos ahora que P, P, y P3 son puntos de tipo III. Entonces, P, Pf‘z, Ps, P2°‘27 Py P?f“2
también son puntos de O, ,. Como P, P> y P; estdan en [, P*, Ps' y P5' estan en [*, y P1a2, PQO‘2 y
P3f‘2 estén en [*°. Por otro lado, I, I* y 1°° concurren a un punto @ de tipo I, por ser [ una recta de ti-

po II (suponemos @ ¢ %, sino estamos en el caso anterior). Por lo tanto, los tridngulos {PhPf‘,Pf‘Q},
|:P2,P2a,Pé12j| y {P&P:?,P?f‘q estan en perspectiva desde ). Por Corolario 3.27, los lados de los tridngu-

los son tangentes a ¢, ., sean estos 2puntos de tangencia P{"*", (Pg)HPar, (P yupa.r, NP (PgyHPar,
(P Ywpar  PYPer (PgyHPar v (P§C)MPar. Luego sin perder generalidad, por Lema 2.37, los tridngulos
{P{m“, (Pp)Hpar (Pf“Q)“pW} y {P;pa'r7 (Psy)Hpar (P20‘2)“p“v"} estdn en perspectiva desde el punto Q, y

los tridngulos [Plﬂp""r7 (Pp)Hpar (Pf”Q)“pav*} y [P;Lp""r, (Pg)Hpar (Pi)?‘z)””a”‘ estan en perspectiva desde el

punto @, es decir, Q es colineal con P["*" y PyP®" (Pf)#rar y (Pg)iPar, (Plaz)’“’av" y (sz)“”a"", Py

y PYPer, (Ppypear y (Pg)reer, y con (PRY)aear y (Pg")uear Asi, tenemos que Q, P{"*" y Py**" son
colineales al igual que Q, Plup’” y P;p“’r, entonces P{‘p‘”, P2”p‘” y P?’fp“’” son colineales, por lo que es una
contradiccién debido que una recta intersecta a %, , en a lo més dos puntos. Por lo tanto, una recta de tipo
I de Fig(q®) intersecta a O, en a lo més dos puntos.

Supongamos que existe un recta [ de tipo III en Fig(¢®) que intersecta a O, . en tres puntos de tipo III,

sean estos Py, P, y P3, entonces
P, Irl, conie{l,2,3} < " IP!' coniecf{l,23}.

Luego, [* tiene tres pies de tangencia en %, ,, debido a que P/ son rectas tangentes a %, lo cual, por el
Lema 2.39, es una contradiccién. Por lo tanto, una recta de tipo III de Fig(q®) intersecta a O,,r en a lo mas
dos puntos.

Por lo tanto, toda recta de Fig(¢®) intersecta a O, , en a lo mds dos puntos. O
Teorema 3.31. O, , es un dvalo en Fig(q®).

Demostracion. Por Lema 3.30 o Teorema 2.26, y Observacién 3.29, el conjunto O, , es un 6valo en Fig(q®).
O

Proposicién 3.32. No hay puntos en comin entre los puntos de tipo III de €, y los puntos de tipo III de
Oa,r.

Demostracion. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en €, ¥y Oq,r. Como P € O,
tenemos que P* es una recta tangente a 6, ,.

Por otro lado, como P € %,,, tenemos que P%, pe’ pertenecen a %, ,. Luego, por Definicién 2.17,
PH = pPape” Por lo tanto, P* es una recta secante a %, ,, lo cual es una contradiccion. O

Definicién 3.33. Sea p, la polaridad ortogonal p,, con a € GF(q%) tal que N(a) no es un cuadrado en
GF(¢®) yr € GF(¢%).

Observacién 3.34. Los puntos absolutos de las polaridades p, forman las cdnicas 6, (ver Teorema 2.50 o
Ejemplo 2.81).

Corolario 3.35. Si a € GF(¢?)* tal que N(a) no es un cuadrado en GF(q®) y r € GF(q), entonces los
puntos absolutos de la polaridad ortogonal p, forman un évalo en Fig(q®).

Demostracién. Por Teorema 3.31, si a € GF(¢?)* y r GF(q¢?) los puntos absolutos de la polaridad p,
forman un 6valo en Fig(q%). Por Definicién 3.33, p, estd caracterizado por a € GF(q°) tal que N(a) no es
un cuadrado en GF(¢3) y r € GF(q®), entonces si a € GF(¢?)* tal que N(a) no es un cuadrado en GF(q%)
y r € GF(q), los puntos absolutos de p, forman un évalo en Fig(q®). O
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3.2.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de %, , y los puntos de tipo III de O, ,
Definicién 3.36. Sea a € GF(¢?)* yr € GF(q?). Sea P un punto de tipo III, definimos la funcion
Ya,r: Ps— Ps
P — PPark,
Observacién 3.37. Como p,,r y jt son funciones biyectivas, g es biyectiva.
Teorema 3.38. La funcion g, . lleva los puntos de tipo III de 6, , en los puntos de tipo Il de O, ;.

Demostracion. Sea P un punto de tipo III contenido en %, entonces

P [ PPer <= PParh [, Pk Lema 3.21
= PParh [g (PHPar)Per Pa,r €s de orden 2
iy PPari [ (PPari)Per Lema 3.22
Luego, PP*r# estd contenido en O, ,. O
P1 P Ps

Figura 4: Correspondencia entre los puntos de tipo III de %, (azul) y los puntos de tipo III de O, , (rojo).

Corolario 3.39. O,, = {P € P U Pz‘P € ‘5(”} U {P"“’v”‘ € Fig(qﬁ)’P € P3 contenido en %w}.

Demostracion. Por Teorema 3.38, los puntos de tipo III de O, , son los puntos PP« * tales que P es un
punto de tipo III de %, ;. O

Definicién 3.40. Sea @, : PG(2,¢%) — Fig(q®) la funcion definida por

@a,7‘|771U772 =1d ) Qpa,r|7’3 = PLa,r-

Observacion 3.41. Por Teorema 3.38, podemos obtener que cpa,r(‘ga,r) =04,

3.3. Ejemplos

En este capitulo hemos demostrado que si a € GF(¢*)* y r € GF(q?), los puntos absolutos de la polaridad
pa,r forman un 6valo en Fig(g%), pero ;qué sucede cuando la polaridad p, , estd definida a partir a ¢ GF(q?)
or ¢ GF(¢*)?

En base la programacién en SAGE del Anexo B, presentamos dos ejemplos en PG(2,3°), uno donde la
polaridad p, , esté definida por un a ¢ GF(3?) y otro donde esté definida por un r ¢ GF(3?).

La cantidad de a que no estéan contenidas en GF(3?) es de 720 y la cantidad de a que no estdn contenidas

en GF(3%), pero donde N(a) no es un cuadrado de GF(3%), es de 360. Por otro lado, la cantidad de r que
no estéan contenidos en GF(3?) es de 720.
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3.3.1. Para r ¢ GF(3?%), los puntos absolutos de p,, no forman un 6valo en Fig(3%)

Por efecto de la cantidad de posibilidades a y r, de forma aleatoria elegimos un a € GF(3%)*, pero con
N(a) no cuadrado de GF(3%), y un r € GF(3%) \ GF(3), para presentar lo que sucede con las polaridades
asociadas a las conicas vistas en el Teorema 2.50 y Ejemplo 2.31.

La cantidad de a € GF(3?)*, pero con N(a) no cuadrado de GF(3%), es 4y de r € GF(33)\ GF(3) es 24.
Luego, a partir de lo anterior, definimos las polaridades ortogonales p, , donde a = 2¢® + 2¢3 + ¢ + 2¢ + 2
(c es el elemento primitivo de la extensién GF(3%)/GF(3)) y r € GF(3%)\ GF(3) , por lo que tenemos 24
polaridades p,  distintas. En la siguiente tabla resumimos la cantidad de los puntos de cada tipo contenidos
en Go,r-

’ Cantidad de r | Puntos de tipo I en %, \ Puntos de tipo Il en %, , \ Puntos de tipo III en %, ‘

18 1 45 684
6 1 117 612

Tabla 2: Cantidad de los puntos de cada tipo contenidos en 4, ;.

Dado lo anterior, observamos que hay dos tipos de r donde la estructura de tipo de punto de %, , es
distinta.

Para observar la primera clase de la tabla, definimos la polaridad ortogonal p, , donde a es el mismo que
escogimos anteriormente y r = ¢* + 2¢® + 1.

Gaw = {[7, (26" +26° + 7 + 20+ 2) - 2” + (¢* +2¢° +1),1] | 2 € GF(3°)} U{[0,1,0]},
la cual contiene:
1. 1 punto de tipo I.
2. 45 puntos de tipo II.
3. 684 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de p,  en Fig(3%), los cuales forman el conjunto

Cayr = {P € Fig(3°) | P IxP"}
={PePiUPy | PIPPoryU{Pe€Ps|PIPPoryPloré¢3yU{P€&Ps|P Iy PPy Plor e L3}
={PeP UPy | PIPPor}U{P€Ps|PIPloryPPor¢ L3} U{P € Pg|PPort TPty PPorec L3},
el cual contiene:
1. 1 punto de tipo I.
2. 45 puntos de tipo II.
3. 36 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p, , no es una recta de tipo III.
4. 288 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p,,, es una recta de tipo III

Por ende, p, , no preserva puntos de tipo Il y |%, | = 370. Por lo tanto, %, , no es un évalo en Fig(3%)
al no tener la cantidad de 3% 4+ 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en mas de dos
puntos a €, es de 8694, lo cual también justifica que €, no es un évalo en Fig(3%) debido a que si fuera
évalo, toda recta de Fig(3°) no debe intersectarlo en més de 2 puntos.
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Para observar la segunda clase de la tabla, definimos la polaridad ortogonal p, , donde a es el mismo que
escogimos anteriormente y r = 2¢® + 2¢* + 1.

G = {[x, (2% + 25+ +2c+2) -2+ (2¢° +2c* +1),1] | 2 € GF(3%)} U {[0,1,0]},
la cual contiene:
1. 1 punto de tipo I.
2. 175 puntos de tipo II.
3. 612 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de p,, en F i9(3%), los cuales forman el conjunto

Gur ={P € Fig(3°%) | P IzP’"}
={PecPiUPy | PIPPer}U{PcPs|PIPPoryPPor¢ 33 U{PEPs|PIr PoryPPorc 3}
={PeP,UPy, | PIPPer}U{PEPs|PIPPery PPor ¢ L3} U{PE&Psy|PPort [ PPy PPar € L3},

el cual contiene:
1. 1 punto de tipo I.
2. 117 puntos de tipo II.
3. 108 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p, , no es una recta de tipo III.

4. 720 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p,,, es una recta de tipo III.

Por ende, p,_, no preserva puntos de tipo 111 y |%, .| = 946. Por lo tanto, €, , no es un évalo en Fig(3%)
al no tener la cantidad de 3% + 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en més de dos
puntos a €g,» es de 1044, lo cual también justifica que €5 no es un évalo en Fig(3%) debido a que si fuera
évalo, toda recta de Fig(3°) no debe intersectarlo en mas de 2 puntos.

3.3.2. Para a ¢ GF(3?), los puntos absolutos de p,, no forman un évalo en Fig(3°)

Por efecto de la cantidad de posibilidades a y r, de forma aleatoria elegimos un a € GF(35) \ GF(3%)
pero con N(a) no cuadrado de GF(3%) y un r € GF(3), para presentar lo que sucede con las polaridades
asociadas a las conicas vistas en el Teorema 2.50 y Ejemplo 2.31.

A partir de lo anterior, definimos la polaridad ortogonal p, , donde a = 2¢% +2c¢t + 3+ 2+ 2c (cesel
elemento primitivo de la extensién GF(3%)/GF(3)) y r = 2.
Los puntos absolutos de p, , forman la cénica

Gor = {[x, (25 +2c* + 3+ +20) - 22 +2,1] | z € GF(3%)} U {[0,1,0]},
la cual contiene:
1. 2 puntos de tipo 1.
2. 40 puntos de tipo II.

3. 688 puntos de tipo III.
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A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de p, . en Fig(3%), los cuales forman el conjunto

Cay ={P € Fig(3%) | P IzPP*"}
={PePiUPy | PIPPryU{Pe€Ps|PIPPryPPorg¢g3tU{PePs|P Iz PPoryPlorc L3}
={PePiUPy | PIPPeryU{Pe€Ps|PIPPryPPor¢ L3} U{P¢cPy|Plart ] Pty PPorc L3}
el cual contiene:
1. 2 puntos de tipo L.
2. 40 puntos de tipo II.
3. 48 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p, , no es una recta de tipo III.
4. 544 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p,,, es una recta de tipo III.

Por ende, p, , no preserva puntos de tipo III y \%| = 634. Por lo tanto, % no es un 6valo en Fig(3°%)
al no tener la cantidad de 3% 4+ 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo IT que intersectan en més de dos
puntos a €, es de 4024, lo cual también justifica que %, , no es un 6évalo en Fig(3°®) debido a que si fuera
évalo, toda recta de Fig(3%) no debe intersectarlo en més de 2 puntos.
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4. Unitales ortogonales de Buekenhout-Metz, con a = 0, en el
Plano de Figueroa

En este capitulo, a partir de Hamilton y de Resmini [5], hemos demostrado que los puntos absolutos de
la polaridad unitaria determinada por la matriz

e(b—bq3) 0 0
My, = 0 0 —el>
0 e O

donde ¢ es elemento primitivo de la extensién GF(¢°%)/GF(¢®) y b € GF(¢°)\ GF(¢?), forman un unital en
el plano proyectivo de Figueroa si b — be’ e GF(¢%)*.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(3%) elaboramos un ejemplo afin
a lo que estudiamos, el cual exponemos al final de este capitulo y también lo presentamos en Anexo C.

4.1. Polaridad unitaria representada por la matriz M,

Sea pp la polaridad unitaria de PG(2,¢%), definida como
27
po: [w,y, 2] = My | 4@

3

24
z 3 3 3

—1
y |~ {xq ,yd ,zq]'Mb .
z

Por el Lema 2.2, los puntos absolutos de la polaridad p;, forman, en PG(2, ¢%), el siguiente unital ortogonal
de Buekenhout-Metz

Uop =A{[z,y, 7] € PG(2,¢°) [z, y, 2]-[x,y, 2] = 0} = {[gg’bxq3+1+r, 1] |z € GF(¢°%) y r € GF(¢*)}U{[0,1,0]}.

Teorema 4.1. La polaridad py y la colineacion « (ver Subseccion 2.5.3) conmutan si y sdlo si b — bt €
GF(¢*)".
T2

Demostracion. Sea [r1,y1,21] un punto y | y2 | una recta, contenidas PG(2,q%). Si apy, = ppa, tenemos
2

0] o)
e (1) - e (1)
()" e (o)’
() () @) | () () @)

e(b—bqs)’ € € e(b—b‘ls)qw € P

las siguientes dos igualdades:

e(b—bff’)
e-(y?

[SEEISY

Entonces, b — b7 = (b—b7")9" con b — b?° # 0. Por lo tanto, b— b?" € GF(¢?)*.
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Ahora asumimos que b — v’ € GF (¢*)*, tenemos que

2 2 2
(21,91, 21]% = [2§ ,yf , 27 |*

_ q4 @
€ (b — bqs) :L"l]
— 3
—ezg
L eyt
r «
¢ (b - bff’) !
= —ezf
3
ey!
= [xlv Y1, Zl]pba'
— 3 3 3 -
apy 2\ 4 2\ ¢ 2\ 4
- () -(#) ()
Y2 - 3\ )
o e (b—be) € €
- 3 q2 3 q2 3 42:
() -(#) (&)
e (b — bqs) ’ € ’ €
r 3 3 3 [e3 .
_ | —7 Y3
e(d-be*)t € €
r 3 3 3
% —m oy
€ (b — qu) "€ €
r To Pox
= y2
- 22
Por lo tanto, pp y o conmutan. O

Lema 4.2. Sib—b? € GF(q*)* entonces la polaridad unitaria py preserva tipo de punto y tipo de recta en
Fig(q°) -

Demostracion. Sea [z,y, z] un punto en Fig(q®).
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Si [x,y, 2] es un punto de tipo I entonces [z, vy, z] = [z, ¥y, 2]*. Luego, tenemos

[CE, Y, Z]pb = [1’, Y, Z]apb
= [z,y, 2" Por Teorema 4.1

Por lo tanto, [x,y, z]?* es una recta de tipo L.

Si [z,y, 2] es un punto de tipo II entonces, por Observacién 2.10, tenemos que

2

[x’yWZ]Ot : ([x,y,z] X [x».%z]a) =0.

Luego,
[xq4,yq4,zq4] : ([x,y,Z] X [xqz,yqz),zqz}) =0
[ yzt — 2yt
4 4 4
= [ch,yq,zq}- 22t —zz7 | =0
:cyq2 - yx‘12
r yzqz _ quz T Py
Pb
= | zd — g2 . [xq4,yq47 zq‘l} =0 pp es una polaridad de PG(2,¢%)
2 2
zy? — yad
3
3 4\ 4
i 2 2\ 2 2\ ¢’ 2 2\ ¢’ E(b_bq> l.q)
(yzq — zy? ) (a:yq —yxd ) (zxq —xz9 ) NG
<~ E(b—bq3) y T c ) 6 : —€ <Zq . =0
L . (yq4)q
- 3 3 3 3 3
yqs (ZQQ)‘J 7Zq3 (yqz) xqs (yq2)q *ng (zq‘z)q Zq3 (qu)q 7$q3 (Zqz)q
<~ y ’
e(b—be) € €

3

€ (b - bq3) (xq4)q
—€ (zq4)qs =0
€ (yq4)q3
qd



= ([z,y,2)7 x [2,9,2)*) - [2,, 2] = 0.

Por lo tanto, [z,y, 2]?* es una recta de tipo II.
Dado que pj es una polaridad del plano PG(2,¢%), en particular es una funcién biyectiva entre los puntos
y rectas de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, p; lleva puntos de tipo I en rectas de tipo

I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, p, lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

T

Sea | y | una recta en Fig(q®).
z
«
x T x
Si | y | es una recta de tipo I entonces | vy | = | vy . Luego,
z z z
T Pb r T 7 “Po
Y =Y
z | 2]
B T 7 P
=y . Por Teorema 4.1
L Z -
T Po
Por lo tanto, | vy es un punto de tipo I.
z
x
Si | y | es una recta de tipo II entonces I?*, por Observacién 2.11, tenemos que
z
(0% a2
x x x
y | x|y Y =0
z z z
Luego,
2 qu xq4
y | x| ¢y yq4 =0
z e La*
4
q
2 2 2 2 2 2 v 4
— {yzq — 2yt zx? —x2? ay? —qu}- y4 =0
za'
B $q4 Pb
Pb
= yq4 : [yzq2 — zyq27zxq2 — xzq27:ryq2 — qu2} =0 pp es una polaridad de PG(2,¢%)
21
] 3 2 2 ¢
- N q:s . qs €<b,bQ>(yzq ,ZyQ)
(=) () ()
e(b—be")’ e e ey yx
3




3 3
qu (Zq2)q 72"13 (yq2>q

r q* q 2
(xqg) (qu) (yq3) :cqs (qu)qg_yq:S (mq2>q3
<~ vy R — = =0
€ (b — b7 ) € ez?gbqu ) .
L i qui(qu)q _qui(zq‘l)q
L (b—ba”)
- 3 q4 q4 s q4 -
(=) () () oy
= — , 24
e(b—be")’ € e(b—b")" € €
r T PbOf2 T Pb P&
<= Y Y X =0.
| 2 z z
T Pb
Por lo tanto, | y es una recta de tipo II.

z

Dado que py, es una polaridad del plano PG(2,¢%), en particular es una funcién biyectiva entre las rec-
tas y los puntos de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, p;, lleva rectas de tipo I en puntos
de tipo I y rectas de tipo I en puntos de tipo II. Por lo tanto, p; lleva rectas del tipo IIT en puntos del tipo III.

Por lo tanto, si b — b? € GF(¢*)* la polaridad p, conserva tipo de punto y tipo de recta en Fig(¢®). O

Lema 4.3. Sib—b? € GF(q*)* entonces, para todo punto P de tipo III, se tiene que PHPv = PPoi,

Demostracion.

@, 2 = (29,207 % 9,2

Pv

(]« [ ]

yd* 0" — % yd’
2 4 2 4

= | g _ pd® e
2 4 2 4
2?ytt — gy g

(ytf L0* _ d° yq4)q

€ (b - bqa)




B 2 4
e<b—bq3) (mqg)q e(b—bq3) (mqs)q
2 4
= —€ (an ! X —€ (zq3 !
2 4
(v) 1)
- 2
¢ (b VA e R (b ) et 17
= —e2 X —ezd
L ey’ i ey’
i 6<b—b‘13)xq3 1"
= —ez4
L ey?’ i
=[x, y, z]"*".

Lema 4.4. Sib—b? € GF(q*)* entonces, para toda recta | de tipo III, se tiene que [FP> = [Pk,

x
Demostracion. Sea | y | una recta de tipo III. Entonces,
z
2\ Pb
b r « «
P x T
Y = Y XY
z z z
qu LL’q4 Pb
2 4
= yq2 X y‘Z4
24 29

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 47Pb
:{yqzq _quqyquq —xqzq,quq _yqxf;{}

i 3 2 4 2 4 ¢
e(b—bq ) (yq P yq)
3
= e (Iquq“ — oy zq“)q

2 4 2 4\ 4
e(zq z? — x4 zq)

36



Teorema 4.5. Sib—b? € GF(¢?)* entonces py es una polaridad unitaria de Fig(q®).

Demostracion. py es una funcién biyectiva ya que es una polaridad unitaria de PG(2,¢%). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta [ en Fig(q®) se cumple que

Plrl < [P Ir PP,

Sea P un punto y [ una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

Plrl < PI1I Definicién 2.18
<[ I P™ pp es una polaridad en PG(2,¢°%)
< [P* Ix P®. Lema 4.2 y Definicién 2.18

Sean P y [ de tipo III, entonces

Plrl < I*1PH Definiciéon 2.18
<= PHPY ] PP py es una polaridad en PG(2,¢°%)
<= Prek ] [PeH Lema 4.3 y Lema 4.4
< [P I PP®. Definicién 2.18
Por lo tanto, p, es una polaridad unitaria de Fig(q%). O

Definicién 4.6. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad unitaria py en Fig(q®) lo deno-
minaremos por Up p.

Lema 4.7. Uy es el conjunto de los puntos de tipo Iy de tipo II de Uy y los puntos de tipo III son tales
que sus imadgenes bajo (1 son rectas tangentes a Uy .

Demostracion.
Uop = {P € Fig(q6)| P Ir Ppb}
={P € Fig(¢°)| P PyUP,, P Ir P} U{P € Fig(¢°)| P € Ps, P Ir P}
={P € Fig(¢°)| P € PLUP2, P Ir P} U{P € Fig(¢®)| P € Ps, PP* I P"}
={P € Fig(¢®)| P € PLUP2, P €Uy} U{P € Fig(¢°®)| P € Ps, P** I P"}
= {P e P UPg’ Pe Uo,b} U {P S P3| P" tangente a UO,b} .

Entonces, los puntos de tipo I y de tipo II de Uy 3 son los puntos de tipo I y de tipo II de Uy p y los puntos
de tipo III de Uy son tales que sus imagenes bajo u son rectas tangentes a Uy p. O

Observacion 4.8. Por Lema 4.7, Uy y Uy, comparten los puntos de tipo I y de tipo I, y sus puntos de
tipo III estdn en correspondencia (ver la Seccion 4.1.1). Por lo que [Uop| = |Uop| = ¢° + 1.

Teorema 4.9. Uy, es un unital en Fig(q®).

Demostracion. Por Observacién 4.8, tenemos que Uy | = ¢° + 1. Luego, por Teorema 2.42, tiene la cantidad
méxima de puntos absolutos de una polaridad unitaria. Por lo tanto, Uy j, es un unital en Fig(g°). O
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Proposicién 4.10. No hay puntos en comin entre los puntos de tipo III de Uy, y los puntos de tipo III de
Z/{O,b-

Demostracion. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en Uy y Upp. Como P € Uy,
tenemos que P¥ es una recta tangente a Up .

Por otro lado, como P € Upy, tenemos que P?, po’ pertenecen a Upyp. Luego, por Definicién 2.17,
PH = pap” Porlo tanto, P* es una recta secante a Uy p, lo cual es una contradiccién. O

4.1.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de U, ; y los puntos de tipo III de U{,

Definicién 4.11. Sea b— b7 € GF(q*)*. Sea P un punto de tipo III, definimos la funcion

Yy - 'Pg — 733
P — PPei,

Observacién 4.12. Como py y (v son funciones biyectivas, @y es biyectiva.
Teorema 4.13. La funcion oy lleva los puntos de tipo III de Uy en los puntos de tipo III de Uy .

Demostracion. Sea P un punto de tipo III contenido en Uy, entonces

P I PP* «— PPt [y P Lema 4.2
= PP [ (PFPE)PY pp es de orden 2
& PrE Ix (PP Lema 4.3
Luego, PP** estd contenido en U . O

Corolario 4.14. Uy, = { PePu 772|P € onb} U {P”b“ € Fig(q6)| P € P53 contenido en onb},

Demostracion. Por Teorema 4.13, los puntos de tipo III de Uy, son los puntos PP tales que P es un punto
de tipo III de Up 3. O

Py Py Py

Figura 5: Correspondencia entre los puntos de tipo III de Uy, (azul) y los puntos de tipo III de Uy (rojo).

Definicién 4.15. Sea py: PG(2,4¢%) — Fig(q®) la funcién definida por

Polpyup, = Id y @plps = b

Observacién 4.16. Por Teorema 4.13, podemos obtener que @y (Upp) = Uo p.
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4.2. Ejemplo

En este capitulo hemos demostrado que si b—b?’ € GF (¢%)* los puntos absolutos de la polaridad p, forman

un unital en Fig(q®), pero ;qué sucede cuando la polaridad p;, estd definida a partir b — be’ ¢ GF(q?)?
En base a la programacién en SAGE del Anexo C, presentamos un ejemplo en PG(2,3%) donde una

polaridad p, esté definida por un b — b’ ¢ GF(q?).

La cantidad de b tales que b — b3° 1o est4 contenido en GF(3?%) es 648 que, por Lema 2.3, son los mismos
b tales que b— %" no estd contenido en GF(3?), pero donde (b— b33)2 no es un cuadrado de GF(3%) (también

comprobamos mediante programacién).
4.2.1. Para b— b3 ¢ GF(3%) los puntos absolutos de p, no forman un unital en Fig(3°)

Por efecto de la cantidad de posibilidades b, elegimos de forma aleatoria un b tal que b — b3° no estd
contenido en GF(3%) y asf observamos lo que sucede con las polaridades asociadas a los unitales ortogonales
de Buekenhout-Metz Up .

A partir de lo anterior, definimos la polaridad unitaria p, donde b = ¢® + 2¢* + ¢3 + ¢ (c es el elemento
primitivo de la extension GF(35)/GF(3)).
Los puntos absolutos de p, forman el unital

Uop = ([, (& + 24 + & +¢) -2 4 r1] | 2 € GF(3%) y r € GF(3%)} U{[0,1,0]},
la cual contiene:
1. 4 puntos de tipo L.
2. 2400 puntos de tipo II.
3. 17280 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de p, en Fig(3%), los cuales forman el conjunto

Uoy = {P € Fig(3°) | P IrP™}
={PePiUPy | PIP*}U{PePs|PIP"yP"¢L3}U{PEP;|PIrP"yP"cLs}
={PcPUPy | PIP*}YU{PEPs|PIP"yP"¢&L3}U{PcPs|Pr'[P'yP"cLs}

el cual contiene:

1. 4 puntos de tipo 1.
2. 2400 puntos de tipo II.
3. 1920 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p, no es una recta de tipo III.

4. 384 puntos de tipo III tales que su imagen bajo p;, es una recta de tipo III.

Por lo que tenemos que |Up | = 4708. Por lo tanto, Up » no es un unital en Fig(3°) al no tener la cantidad
de 3° 4+ 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que no intersectan ni en 1 ni
en 3% + 1 puntos a U, es de 63520, lo cual también justifica que Upp no es un unital en Fig(3°%) debido a
que si fuera unital, toda recta de Fig(3%) debe intersectarlo en 1 o en 3% + 1 puntos.
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5. Pies de tangencia en el Unital de Figueroa

En este capitulo demostramos que los pies de tangencia de un punto en el Unital de Figueroa estan
contenidos en una recta. Ademés, determinamos bajo qué circunstancias los pies de tangencia de un punto
en los unitales H y % estédn en correspondencia bajo S.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(3%) elaboramos ejemplos afines
a lo que estudiamos en este capitulo, los cuales presentamos y explicamos en Anexo D.

Lema 5.1. Si un unital U contenido en un plano proyectivo m de orden ¢ es el conjunto de los puntos
absolutos de una polaridad unitaria B, entonces los pies de tangencia de Q estdn contenidos en la recta QP

para todo Q ¢ U.

Demostracion. Para demostrar el lema basta probar que los puntos que estan en Q°N U son pies de tangencia
de Q.

Sea @ un punto no contenido en el unital ¢/. Por lo tanto, @ es una recta secante a I en g + 1 puntos.
Sean P; y P, dos puntos distintos de Q% N, por ende P; P, = Q?, entonces Plﬁ npl= Q. Como P, P, €
U, tenemos que son puntos absolutos de (3, por lo tanto Pf y Pf son rectas tangente a U en P y P»
respectivamente. Luego, P; y P> son pies de tangencia de Q. O

Observacién 5.2. Como % es el conjunto de puntos absolutos de la polaridad unitaria 3 de Fig(q®) (ver
Subseccion 2.5.3), los pies de tangencia de un punto Q ¢ % estdn contenidos en la recta QP.

Teorema 5.3. Si Q un punto exterior tanto del unital cldsico H como del unital de Figueroa % , entonces
la recta que contiene a los pies de tangencia de @, tanto los pies contenidos en H como los pies contenidos
en U , estd representada por Q.

Demostracion. Sea Q ¢ H U % . Por Lema 5.1, los pies de tangencia de @ en H estén contenidos en la recta
QP. Por otro lado, por Lema 5.1, los pies de tangencia de @ en U estdn contenidos en la recta Q7. O

Observacién 5.4. 7o(%) estd contenida en la recta QP de Fig(q®) para todo Q ¢ HU % .

Observacion 5.5. La recta que contiene los pies de tangencias de QQ que estin en H y que contiene los pies
de tangencia de Q que estdn en U, estdn representadas cada una por QP pero son rectas distintas ya que la
incidencia de puntos es distinta. Es por esto que las diferenciaremos por QP y QP7 , respectivamente.

Observacién 5.6. Los puntos de tipo I y de tipo II de QP son los mismos puntos de tipo Iy de tipo II de
QB]—'.
Proposicion 5.7. Sil es una recta S-absoluta de tipo III entonces | es una recta Sr-no-absoluta.

Demostracion. Sea | es una recta S-absoluta de tipo 111, por ende [ es una recta tangente a H.
Por otro lado, [ tiene dos opciones:

(1) ser una recta tangente a %,
(2) ser una recta secante a % .

Supongamos que se cumple la opcién (1), esto quiere decir que [ es una recta Sz-absoluta. Por Lema 2.62,
entonces [ es una recta f-no-absoluta, lo cual es una contradiccién. Luego, [ es una recta secante a %, es
decir, [ es una recta Sr-no-absoluta. O

Proposicién 5.8. Sea P € 7q(H) punto de tipo III. PP € 7o(%) si y sélo si Q Ix PH.

Demostracion. Si PPF € 7o(% ) entonces PB1 es pie de tangencia de Q, pero (PB”)B es tangente a % en
PBE_Por lo tanto, Q Ir P*.
Como P € 7g(H), en particular P € H. Por Teorema 2.63, tenemos que PP* € %/. Por lo tanto,

pPr = (PW)B es tangente a % en PP* y como Q Ix P*, tenemos que PP € 7o(%). O
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P1 P2 P3

Figura 6: Proposicién 5.8.

Observacion 5.9. Los pies de tangencia de tipo III de QQ contenidos en H y % estdn en correspondencia
por Bu siempre y cuando se cumpla Proposicion 5.8.
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6. Pies de tangencia en el unital ortogonal de Buekenhout-Metz,
con b= b1

En este capitulo demostramos, de forma alternativa a la realizada por Abarzia, Pomareda y Vega [1], que
los pies de tangencia de un punto exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz U, 5, con a # 0y b = b9,
forman un (g + 1)-arco.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para PG(2,3%) elaboramos un ejemplo
afin a lo que estudiamos en este capitulo, el cual presentamos y explicamos en Anexo E.

Teorema 6.1. Sea Q ¢ U, o Uls. Las rectas de PG(2,q?) no intersectan a 7q(U, ) en 4 puntos.

Demostracion. Por Teorema 2.50, tenemos que U, g = U 6. Sean 6,, y 6,, conicas distintas contenidas
reGF(q)
en Uy o tal que Q ¢ U, 0 Ul tenga pies de tangencia tanto en la cénica ,, como en la cénica &, .
Sea p, la polaridad ortogonal asociada a %, donde r € GF(q). Por Observacién 2.40, tenemos que
QP NG, ={P, P}y Q2 N6,, = {Ps, P,}. Supongamos que Py, P», P3 y P, son puntos colineales. Por
lo tanto, Py P, = P3P,. Luego, si Q = [z, y, 2] tenemos que

QP = QP2 = [z,y, 2|/ = [x,y, 2]

ax ax
z _ _z
= 2 v | 2y
rz—4 Toz — 5
ST =T
& Cry = Gry.
Lo cual contradice la suposicién de que 6, # €,,. Por lo tanto, P;, P>, P3 y P; no son colineales. O

Corolario 6.2. Sea Q ¢ U, o Ulx. Las rectas de PG(2,q?) intersectan a 7q(Ua0) en 0, 1 o 2 puntos.

Demostracion. Por Teorema 2.55, si Q ¢ U, o0 U I, entonces las rectas de PG(2,¢?) intersectan a 70(Ua0)
en exactamente 0, 1, 2 o 4 puntos. Por Teorema 6.1, las rectas no pueden intersectar en 4 puntos a 7¢(Uq,0)-
Luego, las rectas intersectan a 7q(Ug o) en 0, 1 o 2 puntos. O

0,1,0 @ e

Figura 7: Pies de tangencias de () sobre las cénicas %, de U, o.

42



Observacién 6.3. Como existen g+ 1 rectas tangentes que pasan por un punto exterior a Uy o, 7q(Ua0) es
un (¢ + 1)-arco en PG(2,4?), para todo Q ¢ Uao U lso.

Observacién 6.4. 7¢(Uy ) no estd contenida en €,, para cualquier r € GF(q).
Teorema 6.5. 79(U,), con b =17, es un (¢ + 1)-arco para todo Q ¢ Ugp U loo.

Demostracion. Por Teorema 2.51, U, 4, es equivalente a U, o ya que b = b?. Luego, por Corolario 6.2, 7q(Uq ),
con b= b7, es un (¢ + 1)-arco para todo Q ¢ Uy p Uls.
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A. Ejemplo Seccion 3.1

En este anexo presentamos un cédigo de programaciéon en SAGE que muestra para Fig(3%) un ejemplo
de la Seccién 3.1.

A.1. Los puntos absolutos de p forman un 6valo en Fig(3°)

En la siguiente secuencia demostramos que los puntos absolutos de la polaridad p en Fig(3°%), como

observamos en el Teorema 3.12, forman un Gvalo.
Para iniciar la programacién definimos el cuerpo donde trabajamos. Sea K6:= GF(3%) y c es el elemento

primitivo de la extensién GF(3%)/GF(3).

sage: q=3
sage: K6.<c>=GF(q~6)

Definimos PGI:= Py, PGII:= Py y PGIII:= Ps.

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x==x"(q"2) and y==y~(q"2)]+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x"(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q"2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q~4))!=(y-y~(q"2))*(
x-x7(q"4))]

Definimos C:= %. Se definen CI, CII y CIII como los puntos de tipo I, de tipo II y de tipo III de ¥,
respectivamente.

sage: C=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x"2+y~2+1==0]+[(x,1,0) for x in K6 if x~2+
==0]

sage: CI=[p for p in C if p[0]==p[0]~(q~2) and p[1]l==p[1]1~(q~2)]

sage: CII=[p for p in C if (p[0]l-p[0]1~(q~2))*(p[11-p[11~(q~4))==(p[1]1-p[11°(q~2))*(p[O
1-p[01°(q~4)) and (p[0]!=p[0]1°(q~2) or pl[1]!=pl[1]1~(gq~2))]

sage: CIII=[p for p in C if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[1]1-(q~4))!=(p[1]1-p[11~(q~2))*(pl
0]-p[0]1~(q~4))]

sage: len(CI),len(CII),len(CIII)

(10, 0, 720)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. La cénica € contiene 10 puntos de tipo L.

2. La cénica % no contiene puntos de tipo II.
3. La cénica € contiene 720 puntos de tipo III.

Definimos mu y pol como las funciones p y p, respectivamente.

sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1"(q"4),1))
uw=u.cross_product (w)
return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)
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sage: def pol(p):
return p

Definimos CFI, CFII y CFIII como los conjuntos de puntos absolutos de p de tipo I, de tipo II y de tipo
III en Fig(3%), respectivamente. Definimos CF:= O.

sage: CFI=[p for p in PGI if pol(p) [0]*p[0]+pol(p) [1]1*p[1]+pol(p) [2]*p[2]==0]

sage: CFII=[p for p in PGII if pol(p) [0]*p[0]+pol(p) [1]1*p[1]+pol(p) [2]*p[2]==0]

sage: CFIII=[p for p in PGIII if mu(pol(p)) [0]*mu(p) [0]+mu(pol(p)) [1]*mu(p) [1]+mu(pol(
p)) [2] *mu(p) [2]==0]

sage: CF=CFI+CFII+CFIII

sage: len(CF)

730

A partir de lo anterior, observamos que O contiene 730 puntos.

Definimos rectas como el conjunto de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en mas de dos puntos
a 0.

sage: rectas=[]
sage: for 1 in PGI+PGII:
CFIinterl=[p for p in CFI if 1[0]*p[0]1+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CFIIlinterl=[p for p in CFII if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CFIIIinterl=[p for p in CFIII if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]
if len(CFIinterl)+len(CFIIinterl)+len(CFIIIinterl)>2:
- rectas.append((1,len(CFIinterl),len(CFIIinterl),len(CFIIIinterl)))
sage: len(rectas)

0

Dado lo anterior, observamos que no existen rectas de tipo I y de tipo II que intersecten en més de dos
puntos a O.

Definimos rectasF como el conjunto de rectas de tipo III que intersectan en mas de dos puntos a O.

sage: rectasF=[]
sage: for 1 in PGIII:
CFIIlinterlF=[p for p in CFII if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
e CFIIIinterlF=[p for p in CFIII if mu(1) [0]*mu(p) [0]+mu(1) [1]*mu(p) [1]+mu(1) [
2] *mu (p) [2]==0]
if len(CFIIinterlF)+len(CFIIIinterlF)>2:
- rectasF.append((1,len(CFIIinterlF),len(CFIIIinterlF)))
sage: len(rectasF)

0

A partir de lo anterior, observamos que no existen rectas de tipo III que intersecten en més de dos puntos
a 0.
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Dado que O tiene 3+ 1 puntos y que no existe recta en Fig(3°) que lo corte en mas de dos puntos, queda
demostrado que O es un 6valo en Fig(3°).

A.2. No hay puntos en comiin entre €y O en Fig(3%)

En la siguiente parte de la programacién demostramos que no existen puntos de tipo III en comtun entre
% y O, como observamos en el Lema 3.13.

Definimos Inter como los elementos que tienen en comin ¢ y O.

sage: Inter=[p for p in CFIII if p in CIII]
sage: len(Inter)

0

A partir de lo anterior, observamos que no existen puntos de tipo III en comin entre € y O.

A.3. Los punto de tipo III de % estan en correspondencia con los puntos de
tipo III de O en Fig(3)

En la siguiente parte de la programaciéon demostramos que los puntos de tipo III de O son imagenes de
los puntos de tipo III de ¥ bajo pp, como observamos en el Teorema 3.16.

sage: set(CFIII)==set([mu(pol(p)) for p in CIII])

True

Dado lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de % estan en correspondencia bajo up con los
puntos de tipo III de O.
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B. Ejemplos Seccién 3.2

En este anexo presentamos un cédigo de programacién en SAGE que muestra para Fig(3%) un “no
ejemplo”, donde no se cumple a € GF(3%)* y r € GF(3), los cuales exponemos en la Seccién 3.3.

B.1. Para unr € GF(3%)\ GF(3), los puntos absolutos de p,, no forman un évalo
en Fig(3°%)

En la siguiente secuencia mostramos que los puntos absolutos de la polaridad p, ., con a € GF(3?)* y
r ¢ GF(3) no forman un 6valo en Fig(3°).

Para iniciar la programacién definimos el cuerpo y sus subcuerpos en los cuales trabajamos. Sean K6
= GF(3%), K3:= GF(3?), K2:= GF(3?) y K1:= GF(3). Donde GF(3%) = GF(33)/(z% + 1).

sage: gq=3

sage: K6.<c>=GF(q"6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x"2+1).factor()

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: Kl=[x for x in K6 if x==x"q]

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x7(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q~2))]1+[(x,1,0) for x in K6 if x != x7(q"2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q~2))*(y-y~(q~4))!'=(y-y~(q~2))*(
x-x7(q"4))]

Defining c2
Defining c3

Definimos noc como el conjunto de todos los elementos no cuadrados de GF(33).

sage: def nocuadrados(F):

C=[k"2 for k in F]
return [k for k in F if not k in C]
sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que a3+ no es cuadrado de

GF(3%),ae€ GF(3*) y b=0.

sage: I=[(a,0) for a in K6 if a==a"(q"2) and a"(q~3+1) in noc]
sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index] [0]

sage: b=I[random_index] [1]
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(2%c™5 + 2%c”3 + ¢c”2 + 2*%c + 2, 0)

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge a = 2¢® + 2¢3 + ¢ + 2¢ + 2.

Definimos K:= GF(3%) \ GF(3)

sage: K=[f3(x) for x in K3 if x!=x"ql

En la siguiente parte de la secuencia analizamos la cantidad de puntos (por tipo) en %,, por cada
r e GF(3%)\ GF(3).

Definimos Cr:= %,,,. Definimos CrI, CrII y CrIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo Il y de
tipo III de €, respectivamente.

sage: for r in K:

Cr=[(x,a*xx"2+b*x"(q"3+1)+r,1) for x in K6]+[(0,1,0)]

CrI=[p for p in Cr if p[0]==p[0]1~(q~2) and pl[i1l==p[1]1°(q~2)]

CrII=[p for p in Cr if (p[0]-pl[0]1~(q~2))*(p[1]l-p[1]1-(q~4))==(p[1]1-p[11~ (g~
2))*(p[0] -p[01°(q"4)) and (p[0]!=p[0]1~(q~2) or p[1l!=p[1]1°(q~2))]

CrIII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[11~(q~4))'!'=(p[1]-p[1]1~(q
‘2))*(p[0] -p[0]1~(q~4))]

(r,len(CrI),len(CrII),len(CrIII))

(2%c™5 + 2xc™4 + 2, 1, 117, 612)

(c™4 + 2%c™3 + 2, 1, 45, 684)

(2%c™5 + 2xc™4 + 1, 1, 117, 612)

(c™5 + 2*%c”™4 + 2%c~3, 1, 45, 684)
(2xc"5 + ¢c™4 + ¢”3 + 2, 1, 45, 684)
(2%xc™5 + 2%c”3 + 2, 1, 45, 684)

(c™5 + 2%c™4 + 2%c~3 + 2, 1, 45, 684)
(2%c~4 + ¢c~3, 1, 45, 684)

(2%c™5 + 2*xc~4, 1, 117, 612)

(2%c™5 + 2*c™3 + 1, 1, 45, 684)
(2%c~5 + 2%c~3, 1, 45, 684)

(c”4 + 2%c™3 + 1, 1, 45, 684)

(c5 +c™4 + 1, 1, 117, 612)

(2%c™4 + ¢c”3 + 1, 1, 45, 684)

(c’5 +c™4 + 2, 1, 117, 612)

(2%c”5 + ¢4 + ¢~3, 1, 45, 684)

(c™5 + 2%c”™4 + 2%c~3 + 1, 1, 45, 684)
(c”5 + ¢c™3 + 1, 1, 45, 684)

(2¥c”5 + c”4 + ¢c"3 + 1, 1, 45, 684)

(c™4 + 2%c~3, 1, 45, 684)
(¢c°5 + ¢4, 1, 117, 612)
(c5 + ¢c"3 + 2, 1, 45, 684)
(c™5 + ¢c~3, 1, 45, 684)
(2%c™4 + ¢c~3 + 2, 1, 45, 684)

Definimos polpunto como la funcién p, . (para punto).
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sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1°(q~2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1"(q"4),1))
uw=u.cross_product (w)
- return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)
sage: def polpunto(p):
if K6((r*p[2])-K6(p[1]1/2))!=0:
e return (K6((axp[0]1%*2)/(2xr*p[2]-p[1]1)),K6((-p[2]1)/(2*r*p[2]-p[1]1))
,1)
else:
if K6(-p[1]1/2)!=0:
return (K6((axp[0]*2)/(-p[1]1)),1,0)
else:
return (1,0,0)

from random import randrange
random_index = randrange(len(X))
r=K[random_index]

r

c™4 + 2xc”3 +1

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge r = ¢* + 2¢® 4+ 1, el cual es un r de la
primera clase.

Definimos N como el conjunto de P € Ps tales que PP+r € L3 y NN como el conjunto P € Ps tales que
Ppar & L.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]
sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos CrF1, CrF2, CrF3 y CrF4 como los conjuntos de puntos p, ,r-absolutos de tipo I, de tipo II,
que estan en N y que estan en NN, respectivamente. También definimos CrF como el conjunto de puntos
Pa,rF-absolutos.

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p)) [0]*mu(p) [0]+mu(polpunto(p)) [1]1*mu(p) [1]+mu
(polpunto(p)) [2]*mu(p) [2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p[
2]==0]

sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*
p[2]==0]

sage: CrFi=[p for p in PGI if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p
[2]==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q"6+1

(1, 45, 36, 288, False)

Definimos rectas como el conjunto de todas las rectas de tipo I y de tipo II tales que cortan al conjunto
de puntos p, ,r-absolutos en mas de dos puntos.
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sage: rectas=[]
sage: for 1 in PGI+PGII:
CrFlinterl=[p for p in CrF1 if 1[0]*p[0]1+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CrFIlinterl=[p for p in CrF2 if 1[0]*p[0]+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CrFIIlinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]
if len(CrFIinterl)+len(CrFIIinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:
rectas.append((1,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

sage: len(rectas)

1044

Por otro lado, observamos la segunda clase.

from random import randrange
random_index = randrange(len(X))
r=K[random_index]

r

2%xc”5 + 2%c™4 + 1

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge r = 2¢® + 2¢* + 1, el cual es un r de la
segunda clase. Luego, repetimos el algoritmo anterior.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]
sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p)) [0]*mu(p) [0]+mu(polpunto(p)) [1]*mu(p) [1]+mu
(polpunto (p)) [2]*mu(p) [2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p[
2]==0]

sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*
p[2]==0]

sage: CrFi=[p for p in PGI if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p
[2]==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q"6+1

(1, 117, 108, 720, False)

sage: rectas=[]

sage: for 1 in PGI+PGII:
CrFlinterl=[p for p in CrF1 if 1[0]*p[0]1+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CrFIlinterl=[p for p in CrF2 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]
CrFIIlinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]
if len(CrFIinterl)+len(CrFIIlinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:

.. rectas.append((1l,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

sage: len(rectas)
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B.2. Parauna € GF(3%)\GF(3?), los puntos absolutos de p,, no forman un évalo
Fig(3%)

En el siguiente ejemplo demostramos que los puntos absolutos de la polaridad p, ., con un a ¢ GF(3%) y
un r € GF(3) no forman un évalo en Fig(3%).

sage: q=3
sage: K6.<c>=GF(q~6)
sage: R.<x>=K6[]
sage: (x"2+1).factor()
sage: L=K6.subfields()
sage: K2,f2=L[1]
sage: K3,f3=L[2]
sage: K2.inject_variables()
sage: K3.inject_variables()
sage: Ki=[x for x in K6 if x==x"q]
sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x == x°(q"2)]1+[(1,0,0)]
sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x"(q"4)) and (x !'= x7(q72) or y != y°(q"2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x != x7(q"2)]
sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q~4))!=(y-y~(q"2))*(
x-x7(q"4))]
sage: def nocuadrados(F):
C=[k"2 for k in F]
o return [k for k in F if not k in C]
sage: noc=[£3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Defining c2
Defining c3

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que a3’ *1 1o es cuadrado de
GF(3%),a¢ GF(3?) y b=0.

sage: I=[(a,0) for a in K6 if a'!=a"(q"2) and a~(q~3+1) in noc]
sage: len(I)

360

A partir de lo anterior, observamos que la cantidad de a que cumplen las condiciones anteriormente
mencionadas es 360.

sage: from random import randrange
sage: random_index = randrange(len(I))
sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index] [0]

sage: b=I[random_index] [1]

(2%c™5 + 2*%c™4 + c"3 + c”2 + 2%c, 0)
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sage: from random import randrange
sage: random_index = randrange(len(K1))
sage: r=K1[random_index]

sage: T

2

Dado lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge a = 2¢® +2c* +c +c2 +2cy r = 2.

sage: Cr=[(x,alpha*x”2+r,1) for x in K6]+[(0,1,0)]

sage: CrI=[p for p in Cr if p[0] == p[0]1°(q"2) and p[1] == p[1]1~(q~2)]

sage: CrII=[p for p in Cr if (p[0]-pl[0]1-(q~2))*(p[1]1-p[11°(q~4))==(p[1]1-p[11°(q~2))*(p
[0]-p[0]1~(q~4)) and (p[0] !'= p[0]1~(q~2) or pl1lt= p[1]1~(q~2))]
sage: CrIII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[1]1~(q~4))!'=(p[1]1-p[1]1~(q~2))*(
pl01-p[01~(q~4))]

sage: (len(CrI),len(CrII),len(CrIII))

(2, 40, 688)

Definimos polpunto como la funcién p, , (para punto).

sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1"(q"4),1))
uw=u.cross_product (w)
e return (uw[0]/uw([2],uw[1]/uw([2],1)
sage: def polpunto(p):
if K6((r*p[2])-K6(p[11/2))!=0:
return (K6((a*xp[0]%2)/(2*rxp[2]-p[1]1)),K6((-p[2])/(2*r*p[2]-p[1])),1

else:
if K6(-p[1]1/2)1=0:
return (K6((a*xp[0]*2)/(-p[1]1)),1,0)
else:
return (1,0,0)

Definimos N como el conjunto de P € Ps tales que PP+r € L3 y NN como el conjunto P € Ps tales que
Ppar & L.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]
sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos CrF1, CrF2, CrF3 y CrF4 como los conjuntos de puntos p, ,r-absolutos de tipo I, de tipo II,
que estan en N y que estan en NN, respectivamente. También definimos CrF como el conjunto de puntos
Pa,rF-absolutos.

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p)) [0]*mu(p) [0]+mu(polpunto(p)) [1]1*mu(p) [1]+mu
(polpunto (p)) [2]*mu(p) [2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p[
2]==0]
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sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]1*p[1]+polpunto(p) [2]*
p[2]==0]

sage: CrFi=[p for p in PGI if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]1*p[1]+polpunto(p) [2]*p
[2]1==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q"6+1

(2, 40, 48, 544, False)

sage: rectas=[]

sage: for 1 in PGI+PGII:
CrFlinterl=[p for p in CrF1 if 1[0]*p[0]+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CrFIlinterl=[p for p in CrF2 if 1[0]*p[0]+1[11*p[1]1+1[2]*p[2]==0]
CrFIIIinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]
if len(CrFIinterl)+len(CrFIIlinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:

- rectas.append((1,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

sage: len(rectas)

4024
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C. Ejemplo Capitulo 4

En este anexo presentamos un cédigo de programacién en SAGE que muestra para Fig(3%) un “no

ejemplo” donde no se cumpla que b — b3 GF(3%)*, el cual exponemos en la Seccién 4.2.

C.1. Paraun b—b*" ¢ GF(3?), los puntos absolutos de p, no forman un unital en

Fig(3°)

En la siguiente secuencia mostramos que los puntos absolutos de la polaridad pp, con b tal que b — b3’ ¢

GF(3%), no forman un unital en Fig(3°).

Definimos e como el elemento primitivo de la extensién GF(3%)/GF(3%), en otras palabras e:= e.

sage: q=3
sage: K6.<c>=GF(q~6)
sage: R.<x>=K6[]
sage: (x"2+1).factor()
sage: e=(c”5 + c"3 + 2xc”2 + ¢)
sage: L=K6.subfields()
sage: K2,f2=L[1]
sage: K3,f3=L[2]
sage: K2.inject_variables()
sage: K3.inject_variables()
sage: Kl=[x for x in K6 if x==x"q]
sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]
sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x"(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q"2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]
sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q~4))!=(y-y~(q"2))*(
x-x7(q"4))]
sage: def nocuadrados(F):
C=[k~2 for k in F]
o return [k for k in F if not k in C]
sage: noc=[£3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Defining c2
Defining c3

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que (b— ()33)2 no es cuadrado

de GF(3%), b — b3’ ¢ GF(3%) y a = 0. Se define IT como el conjunto determinado por los pares ordenados

(a

b) tal que b—b3" ¢ GF(3%) y a = 0.

sage: I=[(0,b) for b in K6 if (b-b"(q~3))!=(b-b~(gq~3))"(q"2) and (b-b~(q~3))"2 in noc]
sage: II=[(0,b) for b in K6 if (b-b~(q~3))!=(b-b"(q"3))"(q"2)]
sage: (len(I),len(II),I==II)

(648, 648, True)

A partir de lo anterior, observamos que la cantidad de b que cumplen las condiciones anteriormente

mencionadas es 648 y son los mismos b quienes las cumplen. Esto era de esperar por Lema 2.3.
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sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index] [0]

sage: b=I[random_index] [1]

sage: es_admisible(I[random_index] [0],I[random_index] [1])

(0, c°5 + 2%xc™4 + ¢c"3 + c)

Dado lo anterior, de forma aleatoria el programa escoge b = ¢ + 2¢* + ¢ +c.

Definimos U:= U . Definimos UI, UII y UIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo II y de tipo
I1T de Uy, respectivamente.

sage: U=[(x,a*xx"2+b*x"(q"3+1)+£f3(r),1) for x in K6 for r in K3]+[(0,1,0)]

sage: UI=[p for p in U if p[0]==p[0]~(q~2) and p[1]l==p[1]~(q~2)]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]-p[11~(q~4))==(p[1]1-p[11°(q~2))*(p[O
1-p[01°(q~4)) and (p[0]!=p[0]1~°(q~2) or pl[1]!=pl[1]1~(gq~2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]~(q~2))*(p[1]1-p[1]1°(q"4))!=(p[1]-p[1]1~(q~2))*(pl
0]-p[0]1~(q~4))]

sage: (len(UI),len(UII),len(UIII))

(4, 2400, 17280)

Definimos polpunto como la funcién p, (para punto).

sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1"(q"4),1))
uw=u.cross_product (w)
.. return (uw[0]/uw[2],uw([1]/uw[2],1)
sage: def polpunto(p):
if (exp[1]1°(q~3))!=0:
ce return ((ex(b-b~(q~3))*p[0]1~(q~3))/(exp[1]1°(q~3)), (—exp[2]~(q~3))/(expl[1l
17(q"3)),1)
.. else:
if (-e*p[2]~(q~3))!=0:
return ((ex(b-b~(q~3))*p[0]1~(q~3))/(-exp[2]~(q~3)),1,0)
else:
return (1,0,0)

Definimos N como el conjunto de P € P35 tales que PP € L3 y NN como el conjunto P € Pj3 tales que
pPre ¢ Ls.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]
sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos UF1, UF2, UF3 y UF4 como los conjuntos de puntos ppr-absolutos de tipo I, de tipo II, que
estan en N y que estan en NN, respectivamente. Definimos UF como el conjunto de puntos absolutos de p;, en
Fig(3%).
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sage: UF4=[p for p in N if mu(polpunto(p)) [0]*mu(p) [0]+mu(polpunto(p)) [1]*mu(p) [1]+mu(
polpunto (p)) [2]*mu(p) [2]==0]

sage: UF3=[p for p in NN if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]1*p[1]+polpunto(p) [2]*p[2
1==0]

sage: UF2=[p for p in PGII if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p
[2]==0]

sage: UF1=[p for p in PGI if polpunto(p) [0]*p[0]+polpunto(p) [1]*p[1]+polpunto(p) [2]*p[
2]==0]

sage: UF=UF1+UF2+UF3+UF4

sage: (len(UF)==q~9+1,len(UF1),len(UF2),len(UF3),len(UF4))

(False, 4, 2400, 1920, 384)

conjunto de puntos pr-absolutos ni en 1 y ni en 3% 4 1 puntos.

Definimos rectas como el conjunto de todas las rectas de tipo I y de tipo II tales que no cortan al

sage: rectas=[]
sage: for 1 in PGI+PGII:

UFlinterl=[p for p in UF1 if 1[0]*p[0]+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]

UF2interl=[p for p in UF2 if 1[0]*p[0]+1[1]1*p[1]1+1[2]*p[2]==0]

UF3interl=[p for p in UF3 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]+1[2]*p[2]==0]

UF4interl=[p for p in UF4 if 1[0]*p[0]+1[1]*p[1]1+1[2]*p[2]==0]

if len(UFlinterl)+len(UF2interl)+len(UF3interl)+len(UF4interl)!=1 and len(UF
11nterl)+len(UF21nterl)+1en(UF31nterl)+1en(UF41nterl)' =q~3+1:

rectas.append((1l,len(UFlinterl),len(UF2interl),len(UF3interl),len(UF4int

erl)))
sage: len(rectas)

63520
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D. Ejemplos Capitulo 5

En este anexo presentamos un cédigo de programacion en SAGE que muestra ejemplos de la colinealidad
de pies de tangencia en H y %, dado un punto exterior @ de tipo I, de tipo II y de tipo III.

D.1. Los pies de tangencia de un punto (), de tipo I, sobre % son colineales en
PG(2,3%)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto @, de tipo I, en % son
colineales en Fig(3°) y la recta que contiene a tales puntos es Q%7 .

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q~6)

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q~2))*(x
-x7(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q~2))]1+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q~4))!'=(y-y~(q~2))*(
x-x"(q"4))]

Definimos U:= H. Se definen UI, UII y UIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo II y de tipo III
de H, respectivamente.

sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x~(q~3+1)+y~(q~3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i
n K6 if x~(q~3+1)+1==0]

sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]~(q~2) and p[1l==p[1]1~(q~2))]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[11~(q~4))==(p[1]-p[1]1~(q~2))*(p[O
1-p[0]1~(q~4)) and (pl[0]!=p[0]~(q~2) or p[1]!=p[1]1~(q~2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[1]1°(q~4))!=(p[1]-p[1]1~(q~2))*(pl
0]-p[01~(q~4))]

Definimos polpunto como la funcién 8 (para punto).

sage: def polpunto(p):
if p[21°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]~(q~3)/p[2]1°(q~3)),K6(p[1]1~°(q~3)/p[2]1"(q"3)),1)
else:
if p[11°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]1~(q~3)/p[1]1°(q~3)),1,0)

else:

e return (1,0,0)

sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]~(q~4),1))
uw=u.cross_product (w)
return (uw[0]/uw([2],uw[1]/uw[2],1)

Definimos UIIIF como el conjunto de puntos de tipo III en % . Definimos UF:= % .
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sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

(True, (¢c™5 + c™3 + 2*%c™2 + c + 2, c’5 + c™3 + 2xc™2 +c + 2, 1))

UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]
UF=UI+UII+UIIIF

from random import randrange
random_index = randrange(len(PGI))
p=PGI[random_index]

p not in U+UIIIF,p

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo I a Q = (¢® +¢3 +2c® + ¢+ 2,¢° +
A +2%+c+2,1).

Definimos H1, H2 y H3 como el conjunto de rectas de tipo I, de tipo II y de tipo III que pasan por @,

respectivamente.
sage: H1=[1 for 1 in PGI if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H2=[1 for 1 in PGII if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H3=[1 for 1 in PGIII if p[0]*1[0]+p[1]*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: len(H1),len(H2),len(H3)
(10, 720, 0)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. Existen 10 rectas de tipo I que pasan por Q.

2. Existen 720 rectas de tipo II que pasan por Q.

3. No existen rectas de tipo III que pasan por @ (esto es claro pues no hay rectas de tipo III que pasen
por un punto de tipo I).

Definimos T1, T2 y T3 como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes a H, respectivamente.

sage: T1=[1 for 1 in H1 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: T2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: T3=[1 for 1 in H3 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(4, 24, 0)

Dado lo anterior, observamos que:

1. Existen 4 rectas de tipo I que pasan por @) y son tangentes a H.

2. Existen 24 rectas de tipo II que pasan por ) y son tangentes a H.

3. Como no existen rectas de tipo III que pasan por @), no existen rectas de tipo III que pasan por Q y
que sean tangentes a H.

Definimos A1, A2 y A3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de T1, T2 y T3, respectivamente.
Definimos A:= ¢ (H).
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sage: Al=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A2=[p for p in U for t in T2 if pl[OI*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A=A1+A2+A3

sage: len(Al),len(A2),len(A3)

(4, 24, 0)

A partir de lo anterior, observamos que:
1. Existen 4 puntos de tipo I que son pies de tangencia de @ en H.
2. Existen 24 puntos de tipo II que son pies de tangencia de @@ en H.

3. No existen puntos de tipo III que sean pies de tangencia de @ en H.

sage: PGI=set (PGI)
sage: Tl=set(T1)
sage: for t in PGII-T2:
S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
if len(S)>2:
print(t,len(S))

((2%c™B + 2%C™3 + c™2 + 2%c + 2, 2%c”5 + 2%c”3 + c”2 + 2%c + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la tnica recta que contiene a todos los puntos de 7o (#) es

265 +2¢3 +c2 +2c+2
20 +263 + 2 +2c+2 |,
1

¥ que no existe otra recta que contenga més de 2 puntos de 7o (H).

Como @ es un punto exterior de HU% que no tiene pies de tangencia de tipo III, entonces 7 (H) = 7o (% ).

sage: polpunto((2*c™5 + 2%c”3 + c”2 + 2%c + 2, 2xc”5 + 2*%c”3 + ¢c”2 + 2%c + 2, 1))

(cB+c3+2c’2+c+2,c5+c’3+2c”2+c+ 2, 1)

A partir de lo anterior, observamos que Q” es la recta que contiene los puntos de To(H) y QP7 es la recta
que contiene los puntos de 7o (%).

D.2. Los pies de tangencia de un punto (), de tipo II, sobre % son colineales en
PG(2,3%)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto @, de tipo II, en % son
colineales en Fig(3°) y la recta que contiene a tales puntos es Q%7 .

sage: q=3
sage: K6.<c>=GF(q~6)
sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
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r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]
sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x"(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q~2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]
sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q~2))*(y-y~(q~4))'=(y-y~(q~2))*(
x-x"(q"4))]
sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x"(q"3+1)+y~(q~3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i
n K6 if x~(q~3+1)+1==0]
sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]~(q~2) and p[1]==p[1]1~(q~2))]
sage: UII=[p for p in U if (p[0]-pl[0]1~(q~2))*(p[11-p[11~(q~4))==(p[1]1-p[11°(q~2))*(p[O
1-p[01°(q~4)) and (p[0]!=p[0]1°(q~2) or pl[1]!=pl[1]1~(gq~2))]
sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[1]1-(q~4))!=(p[11-p[11~(q~2))*(pl
01-p[01~(q~4))]
sage: def polpunto(p):
if p[21°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]~(q~3)/p[2]1°(q~3)),K6(p[1]1~°(q~3)/p[2]1°(q"3)),1)
else:
if p[11°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]1~(q~3)/p[1]1°(g~3)),1,0)
else:
o return (1,0,0)
sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]~(q~4),1))
uw=u.cross_product (w)
o return (uw[0]/uw([2],uw[1]/uw[2],1)
sage: UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]
sage: UF=UI+UII+UIIIF
sage: from random import randrange
sage: random_index = randrange(len(PGII))
sage: p=PGII[random_index]
sage: p not in U+UIIIF,p

(True, (c”4 + c™3 + 2%c™2 + c, 2*%c™5 + ¢c”3 + 2*%c”2, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo Il a Q@ = (¢* + ¢ +2¢2 +¢,2¢® + ¢ +
2¢%1).

sage: H1=[1 for 1 in PGI if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H2=[1 for 1 in PGII if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H3=[1 for 1 in PGIII if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: len(H1),len(H2),len(H3)

(1, 81, 648)

A partir de lo anterior, observamos que:
1. Existe 1 recta de tipo I que pasa por Q.
2. Existen 81 rectas de tipo II que pasan por Q.

3. Existen 648 rectas de tipo III que pasan por Q.
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sage: T1=[1 for 1 in H1 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: T2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: T3=[1 for 1 in H3 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(0, 0, 28)

Dado lo anterior, observamos que existen sélo 28 rectas de tipo III que pasan por ) y son tangentes a H.

sage: Al=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A2=[p for p in U for t in T2 if p[0I*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A=A1+A2+A3

sage: len(Al),len(A2),len(A3)

(0, 0, 28)

A partir de lo anterior, observamos que existen sélo 28 puntos de tipo III que son pies de tangencia en H.

sage: PGII=set(PGII)
sage: T2=set(T2)
sage: for t in PGII-T2:
S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t [1]+p[2]*t[2]==0]
if len(S)>2:
print(t,len(S))

((2%c™b5 + 2%c™4 + ¢c™3 + c™2 + 2%c, 2*xc”5 + 2*c™4 + ¢c"3 + ¢c”2 + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la dnica recta que contiene a todos los puntos de 7o () es
288 +2c* + B+ 2+ 2¢
20+ 2+ 3+ +2 |,
1

y que no existe otra recta que contenga mas de 2 puntos de ¢ (’H)

Definimos TF1, TF2 y TF3 con TF3F como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes a %,
respectivamente.

sage: TF1=[1 for 1 in H1 if len([s for s in UF if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==
1]

sage: TF2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in UF if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==0])==
1]

sage: TF3=[1 for 1 in H3 if len([s for s in UI+UII if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==
D==1]

sage: TF3F=[1 for 1 in H3 if len([s for s in UIIIF if mu(l) [0]*mu(s) [0]+mu(1l) [1]*mu(s)
[1]+mu(1l) [2] *mu(s) [2]==0])==1]

sage: len(TF1),len(TF2),len(TF3),len(TF3F)

(O’ O’ O) 28)
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A partir de lo anterior, observamos que existen sélo 28 rectas de tipo III que pasan por ) y son tangentes

a .

Definimos AF1, AF2, AF3 y AF3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de TF1, TF2, TF3 y
TF3F, respectivamente. Definimos AF:= 7o (% ).

sage: AF1=[p for p in UF for k in TF1 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF2=[p for p in UF for k in TF2 if p[0]*k[0]+p[1]xk[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3=[p for p in UI+UII for k in TF3 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3F=[p for p in UIIIF for k in TF3F if mu(k) [0]*mu(p) [0]+mu(k) [1]*mu(p) [1]+mu(k
) [2]*mu (p) [2]==0]

sage: AF=AF1+AF2+AF3+AF3F

sage: len(AF1),len(AF2), len(AF3), len(AF3F)

(O’ O’ O) 28)

Dado lo anterior, observamos que existen sélo 28 puntos de tipo III pies de tangencia de % .

sage: TF2=set(TF2)
sage: for t in PGII-TF2:
SF=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
if len(SF)>2:
print (t,len(SF))

((2%c™B + 2%c™4 + ¢c"3 + c”2 + 2%c, 2*xc”5 + 2*%c™4 + ¢c"3 + ¢c”2 + 2, 1), 28)

A partir de lo anterior, observamos que la tnica recta que contiene a todos los puntos de 7o (%) es
265 +2c* + A3+ 2+ 2¢
20+ 2+ 3+ +2 |,
1

¥ que no existe otra recta que contenga més de 2 puntos de 7o (%).

sage: polpunto((2*c™5 + 2%c”4 + c¢"3 + ¢c”2 + 2%c, 2%c”5 + 2*xc”4 + ¢c"3 + ¢c"2 + 2, 1))

(c™4 + ¢c™3 + 2%c™2 + c, 2*xc”5 + ¢c™3 + 2xc”2, 1)

Dado lo anterior, observamos que Q? es la recta que contiene los puntos de TQ(H) y QP7 es la recta que
contiene los puntos de 7¢(%).

sage: set(AF3F)==set([mu(polpunto(s)) for s in A3])

False

A partir de lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de 7g(?) no estdn en correspondencia bajo
pf con los puntos de tipo III de 7o (%).
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D.3. Los pies de tangencia de un punto (), de tipo III, sobre % son colineales

en PG(2,35)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto @, de tipo III, en % son

colineales en Fig(3°) y la recta que contiene a tales puntos es Q%7 .

sage: q=3
sage: K6.<c>=GF(q~6)
sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q~2)1+[(1,0,0)]
sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
-x7(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q~2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]
sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q~2))*(y-y~(q~4))'=(y-y~(q~2))*(
x-x"(q"4))]
sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x"(q~3+1)+y~(q~3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i
n K6 if x~(q~3+1)+1==0]
sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]~(q~2) and p[1l==p[1]1~(q~2))]
sage: UII=[p for p in U if (p[0]l-pl[0]1~(q~2))*(p[1]1-p[11~(q~4))==(p[1]1-p[11°(q~2))*(p[O
1-p[01°(q~4)) and (p[0]!=p[0]1°(q~2) or pl[1]l!=pl[1]1~(gq~2))]
sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]~(q~2))*(p[1]1-p[1]1-(q~4))!=(p[1]1-p[11~(q~2))*(pl
0]-p[0]1~(g~4))]
sage: def polpunto(p):
if p[21°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]~(q~3)/p[2]1°(q~3)),K6(p[1]1~°(q~3)/p[2]1°(q"3)),1)
else:
if p[11°(q~3)!=0:
return (K6(p[0]1~(q~3)/p[1]1°(gq~3)),1,0)
else:
- return (1,0,0)
sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1~(q~4),1))
uw=u.cross_product (w)
e return (uw[0]/uw([2],uw[1]/uw[2],1)
sage: UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]
sage: UF=UI+UII+UIIIF
sage: from random import randrange
sage: random_index = randrange(len(PGIII))
sage: p=PGIII[random_index]
sage: p not in U+UIIIF,p

(True, (c™5 + 2%c™2 + ¢ + 1, 2*%c”5 + 2%c™3 + 2*xc™2 + ¢ + 2, 1))

2c

w

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo Il a Q@ = (¢® + 2¢? + ¢ + 1,2¢% +
+2c2 +c+2,1).

Definimos H3F como el conjunto de rectas de tipo III incidentes a Q en Fig(3°).

sage: H1=[1 for 1 in PGI if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H2=[1 for 1 in PGII if p[0]1*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
sage: H3=[1 for 1 in PGIII if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]+*1[2]==0]
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sage: H3F=[1 for 1 in PGIII if mu(l) [0]*mu(p) [0]+mu(l) [1]*mu(p) [1]+mu(1) [2]*mu(p) [2]==

0]
sage: len(H1),len(H2),len(H3),len(H3F)

(0, 91, 639, 639)

A partir de lo anterior, observamos que:
1. No existen rectas de tipo I que pasan por Q.
2. Existen 91 rectas de tipo II que pasan por (), con la incidencia usual.

3. Existen 639 rectas de tipo III que pasan por @, con la incidencia de Figueroa.

Ti=[1 for 1 in H1 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]

sage:
sage: T2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]
sage: T3=[1 for 1 in H3 if len([s for s in U if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==1]

sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(0, 3, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen rectas de tipo I que pasan por ) y son tangentes a H (esto es claro pues no hay rectas de
tipo I que pasen por un punto de tipo III).

2. Existen 3 rectas de tipo II que pasan por @ y son tangentes a H.

3. Existen 25 rectas de tipo III que pasan por () y son tangentes a H.

sage: Al=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A2=[p for p in U for t in T2 if p[OI*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
sage: A=A1+A2+A3

sage: len(Al),len(A2),len(A3)

(0, 3, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen puntos de tipo I que sean pies de tangencia de @ en H.
2. Existen 3 puntos de tipo II que son pies de tangencia de @) en H.

3. Existen 25 puntos de tipo III que son pies de tangencia de @) en H.

sage: PGIII=set(PGIII)
sage: T3=set(T3)
sage: for t in (PGIII-T3):
S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]=*t[1]+p[2]*t[2]==0]
if len(8)>2:
print(t,len(S))
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((c™4 + c”2 + 2%c + 1, c™2 + 2%c + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la tnica recta que contiene a todos los puntos de 7o () es

A4+ +2e+1
2 +2c+2 ,
1

y que no existe otra recta que contenga més de 2 puntos de 7o (H).

Definimos TF3 como el conjunto de rectas de H3F que son tangentes en puntos de tipo I o de tipo IT a %
y TF3F como el conjunto de rectas de H3F que son tangentes en puntos de tipo 11T a % .

sage: TF1=[1 for 1 in H1 if len([s for s in UF if s[0]*1[0]+s[1]x1[1]+s[2]*1[2]==0])==
1]
sage: TF2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in UF if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0])==

1]
sage: TF3=[1 for 1 in H3F if len([s for s in UI+UII if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==

0])==1]

sage: TF3F=[1 for 1 in H3F if len([s for s in UIIIF if mu(l) [0]*mu(s) [0]+mu(1l) [1]*mu(s
) [11+mu (1) [2]*mu(s) [2]==0])==1]

sage: len(TF1),len(TF2),len(TF3),len(TF3F)

(0, 3, 0, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen rectas de tipo I que pasan por @) y sean tangentes a % (esto es claro pues no hay rectas de
tipo I que pasen por un punto de tipo III).

2. Existen 3 rectas de tipo II que pasan por ) y son tangentes a % .
3. No existen rectas de tipo III que pasan por @) y sean tangentes en puntos de tipo I o tipo II a %.

4. Existen 25 rectas de tipo III que pasan por @ y son tangentes a % .

sage: AF1=[p for p in UF for k in TF1 if p[0]*k[0]+p[1]1*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF2=[p for p in UF for k in TF2 if p[0]*k[0]+p[1]xk[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3=[p for p in UI+UII for k in TF3 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3F=[p for p in UIIIF for k in TF3F if mu(k) [0]*mu(p) [0]+mu (k) [1]*mu(p) [1]+mu(k
) [2]*mu (p) [2]==0]

sage: AF=AF1+AF2+AF3+AF3F

sage: len(AF1),len(AF2), len(AF3), len(AF3F)

(O’ 3! O, 25)

Dado lo anterior, observamos que:
1. No existen puntos de tipo I que sean pies de tangencia de @ en % .
2. Existen 3 puntos de tipo II que son pies de tangencia de Q) en % .

3. No existen puntos de tipo I o II que sean pies de tangencia, de @), de rectas de tipo III.

4. Existen 25 puntos de tipo IIT que son pies de tangencia de ) en % .
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sage: TF2=set(TF2)

sage: TF3F=set (TF3F)

sage: for t in (PGIII-TF3F):

S2=[p for p in AF2 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

S3F=[p for p in AF3F if mu(t) [0]*mu(p) [0]+mu(t) [1]*mu(p) [1]+mu(t) [2]*mu(p) [2

if len(S2)+len(S3F)>2:
print (t,len(S2)+1len(S3F))

((c™4 + c”2 + 2%c + 1, c™2 + 2%c + 2, 1), 28)

A partir de lo anterior, observamos que la tnica recta que contiene a todos los puntos de 7o (%) es
A +ct4+2e4+1

2 +2c+2 ,
1

¥ que no existe otra recta que contenga mas de 2 puntos de 79(%).

sage: polpunto((c™4 + c™2 + 2%c + 1, ¢"2 + 2%c + 2, 1))

(c™5 + 2%c™2 + ¢ + 1, 2%c”™5 + 2%c™3 + 2*xc™2 + ¢ + 2, 1)

Dado lo anterior, observamos que Q? es la recta que contiene los puntos de TQ(H) y QP es la recta que
contiene los puntos de 7 (%).

sage: set(AF3F)==set([mu(polpunto(s)) for s in A3])

False

A partir de lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de 7g(#) no estdn en correspondencia bajo
pf3 con los puntos de tipo III de 7o (%).
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E. Ejemplo Capitulo 6

En este anexo presentamos un codigo de programaci(’)an en SAGE que muestra un ejemplo donde los pies
de tangencia de un punto @ en un unital U, j, con b = b*", como demostramos en el Teorema 6.5, forman un
arco en PG(2,3%).

E.1. Pies de tangencia de sobre un U, en PG(2,3°)

En el siguiente ejemplo mostramos que los pies de tangencia sobre un unital U, ¢ de un punto exterior @)
forman un 28-arco en PG(2,3°).

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q~6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x72+1).factor()

sage: b=c”5 + c”3 + 2%c”2 + c

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: Ki=[x for x in K6 if x==x"(q)]

sage: def nocuadrados(F):
C=[k"2 for k in F]

e return [k for k in F if not k in C]

sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

sage: I=[(a,0) for a in K6 if (4*a”(q~3+1)) in noc]

sage: len(I)

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index] [0]

sage: b=I[random_index] [1]

sage: def polpunto(p):

if K6((£3(r)*p[2])-K6(p[1]1/2))!=0:

- return (K6((a*p[0]1%2)/(2*%£3(x)*p[2]-p[11)),K6((-p[2])/(2%£3(xr)*p[2]-

pl11)), 1)

e else:

if K6(-p[11/2)!=0:

return (K6((a*xp[0]1*2)/(-p[1]1)),1,0)

else:

. return (1,0,0)

sage: def mu(v):
u=vector ((v[0]~(q~2),v[1]1"(q"2),1))
w=vector ((v[0]~(q~4),v[1]1"(q"4),1))
uw=u.cross_product (w)
return (uw[0]/uw([2],uw[1]/uw[2],1)

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x"(q"2) and y==y~(q"2))]1+[(x,1,0) fo
r x in K6 if x==x"(q"2)]1+[(1,0,0)]
sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q"2))*(y-y~(q"4))==(y-y~(q"2))*(x
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-x~(q"4)) and (x!=x"(q"2) or y!=y~(q~2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x"(q"2)]
sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x"(q~2))*(y-y~(q~4))!'=(y-y~(q~2))*(
x-x7(q"4))]

Defining c2
Defining c3
(c’6 +c”2+2, 0)

De forma aleatoria, el programa escoge a = c® + ¢ + 2 y forzamos b = 0.

Definimos U:= U, g.

sage: U=[(x,a*xx"2+b*x"(q"3+1)+£f3(r),1) for x in K6 for r in K3]+[(0,1,0)]
sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(PGII))

sage: p=PGII[random_index]

sage: p not in U,p

(True, (2%c™5 + c™4 + 2*%c™3 + 2, 2*%c™b + 2*%c™4 + 2%c™3 + 2*c™2 + ¢ + 1, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo IT a @ = (2¢° + ¢* + 2¢3 + 2,2¢° +
2¢t +2¢3 +2¢* +c+1,1).

Definimos H1, H2 y H3 como el conjunto las rectas de tipo I, de tipo II y de tipo III que pasan por @,
respectivamente.

Definimos T1, T2 y T3 como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes a U, o, respecti-
vamente.

Definimos A1, A2 y A3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de H1, H2 y H3, respectivamente.

Definimos F como el conjunto de todos los pies de tangencias de Q) en U, .

sage: F=[]
sage: for r in K3:
Cr=[(x,a*x"2+f3(r),1) for x in K6]+[(0,1,0)]
H1=[1 for 1 in PGI if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]+p[2]%1[2]==0]

H2=[1 for 1 in PGII if p[01%1[0]1+p[1]1*1[1]+p[2]*1[2]==0]
H3=[1 for 1 in PGIII if p[0]*1[0]+p[1]1*1[1]1+p[2]*1[2]1==0]
. Ti=[1 for 1 in H1 if len([s for s in Cr if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0]
)==1]
. T2=[1 for 1 in H2 if len([s for s in Cr if s[0]*1[0]+s[1]1*1[1]+s[2]*1[2]==0]
)==1]
. T3=[1 for 1 in H3 if len([s for s in Cr if s[0]*1[0]+s[1]*1[1]+s[2]*1[2]==0]
)==1]

Al=[e for e in Cr for t in T1 if e[0]l*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]
A2=[e for e in Cr for t in T2 if e[0]*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]
A3=[e for e in Cr for t in T3 if e[0]*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]
len(A1),len(A2),1len(A3)
for £ in A1+A2+A3:

F.append(f)

sage: len(F)
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28

A partir de lo anterior, observamos que |7g(Uy0)| = 28 = 3% + 1.

sage: rectas=[]

sage: for t in PGIII or PGII or PGI:
S=[p for p in F if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]
if len(S)>2:

e rectas.append((t,len(S)))

sage: len(rectas)

0

Dado lo anterior, observamos que las rectas que intersectan a 7(Ug0) no lo hacen en més de dos puntos.

Por lo tanto, 7o (U,,0) es un 28-arco en PG(2,3°).

69



Referencias

1]

[2]

N. Abarzta, R. Pomareda, and O. Vega. Feet in orthogonal-Buekenhout-Metz unitals. Adv. Geom.,
18(2):229-236, 2018.

Susan Barwick and Gary Ebert. Unitals in projective planes. Springer Monographs in Mathematics.
Springer, New York, 2008.

Lynn M. Batten and Peter M. Johnson. The collineation groups of Figueroa planes. Canad. Math. Bull.,
36(4):390-397, 1993.

William E. Cherowitzo. Ovals in Figueroa planes. J. Geom., 37(1-2):84-86, 1990.

Marialuisa J. de Resmini and Nicholas Hamilton. Hyperovals and unitals in Figueroa planes. Furopean
J. Combin., 19(2):215-220, 1998.

Ral Figueroa. A family of not (V, I)-transitive projective planes of order ¢, ¢ # 1(mod3) and ¢ > 2.
Math. Z., 181(4):471-479, 1982.

Daniel R. Hughes and Fred C. Piper. Projective planes. Springer-Verlag, New York-Berlin, 1973. Gra-
duate Texts in Mathematics, Vol. 6.

Man Wa Hui and Philip P. W. Wong. Non-classical polar unitals in finite Figueroa planes. J. Geom.,
103(2):263-273, 2012.

Julia M. Nowlin Brown. Some partitions in Figueroa planes. Note Mat., 29(suppl. 1):33-43, 2009.

Beniamino Segre. Ovals in a finite projective plane. Canadian J. Math., 7:414-416, 1955.

70



	Introducción
	Preliminares
	Conceptos Algebraicos
	Planos Proyectivos
	Plano Proyectivo Desarguesiano
	Plano de Figueroa

	Polaridades
	Cónicas
	Unitales
	Unital Clásico
	Unital ortogonal de Buekenhout-Metz
	Unital de Figueroa
	Correspondencia entre los puntos de tipo III de Ha y los puntos de tipo III de Uf


	Óvalos en el Plano de Figueroa
	Polaridad ortogonal representada por la matriz I3
	Correspondencia entre los puntos de tipo III de C y los puntos de tipo III de Ov

	Polaridad ortogonal representada por la matriz Mar
	Correspondencia entre los puntos de tipo III de Car y los puntos de tipo III de Oar

	Ejemplos
	Para rnot, los puntos absolutos de rhora no forman un óvalo en Fig
	Para anot, los puntos absolutos de rhoar no forman un óvalo en Fig


	Unitales ortogonales de Buekenhout-Metz, con a=0, en el Plano de Figueroa
	Polaridad unitaria representada por la matriz Mb
	Correspondencia entre los puntos de tipo III de U0b y los puntos de tipo III de Uf0b

	Ejemplo
	Para bnot los puntos absolutos de rhob no forman un unital en Fig


	Pies de tangencia en el Unital de Figueroa
	Pies de tangencia en el unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con bin
	Anexo
	Ejemplo Sección 3.1
	Los puntos absolutos de ro forman un óvalo en Fig6
	No hay puntos en común entre C y Ov en Fig6
	Los punto de tipo III de C están en correspondencia con los puntos de tipo III de Ov en Fig6

	Ejemplos Sección 3.2
	Para un rnot, los puntos absolutos de roar no forman un óvalo en Fig6
	Para un anot, los puntos absolutos de ro no forman un óvalo Fig6

	Ejemplo Capítulo 4
	Para un bnot, los puntos absolutos de rhob no forman un unital en Fig6

	Ejemplos Capítulo 5
	Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo I, sobre Uf son colineales en PG(2,36)
	Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo II, sobre Uf son colineales en PG(2,36)
	Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo III, sobre Uf son colineales en PG(2,36)

	Ejemplo Capítulo 6
	Pies de tangencia de sobre un Ua0 en PG(2,36)


