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RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS DE VALOR DE FRONTERA
CONSIDERANDO NUEVAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS NO
LINEALES PARA MATERIALES PIEZOELECTRICOS

En el presente trabajo se estudian nuevas ecuaciones constitutivas no lineales para cuerpos
electroelasticos que no son de Green, donde la deformacion y polarizaciéon son funciones
explicitas del esfuerzo y el campo eléctrico, especificamente para el caso isotropico y de
pequenas deformaciones. Estas ecuaciones, a diferencia de otras anteriormente planteadas
por Rajagopal y Bustamante, consideran el cumplimiento de las leyes de la termodinamica
para el caso en que no existe cambio de entropia ni de temperatura en el material.

A estas nuevas relaciones constitutivas se les asocia una funcion isotropica, tal que se
permita describir tanto el fenémeno de strain limiting a grandes esfuerzos, como el de la sa-
turacion de la polarizacion para campos eléctricos elevados. Se procede a realizar un fitting de
las ecuaciones con datos experimentales de las curvas de deformacién-esfuerzo del compues-
to ferroeléctrico BiFeOs, v las curvas de polarizacién-campo eléctrico del compuesto PLZT
8/60/40, acoplando asi los fendmenos mecanicos y eléctricos de ambos materiales. Con esto,
se obtienen los valores numeéricos de los coeficientes de las ecuaciones constitutivas.

Una vez realizado el ajuste experimental para la obtencién de resultados numeéricos, se
resuelven dos problemas homogéneos (variables independientes de la posicion), para luego
resolver cuatro problemas de valor de frontera no homogéneos unidimensionales (donde las
variables independientes del modelo estan en funciéon de la posicion): el primero corresponde
a una cascara esférica inflada bajo campo eléctrico radial, y los otros tres para un tubo
cilindrico inflado bajo campo eléctrico radial (i) en ausencia de corte, (ii) con corte axial
(iii) y con corte circunferencial. Los problemas anteriores se resuelven usando el solver de
ecuaciones diferenciales sobre componentes unidimensionales del programa COMSOL 5.3a.

Los resultados numéricos muestran como las distintas componentes de las variables mecé-
nicas y eléctricas varfan a distintas presiones internas y potenciales eléctricos aplicados a las
fronteras de las geometrias esféricas y cilindricas. En los casos con presencia de corte, se varia
el corte aplicado a la frontera interna para evaluar el efecto de este en las otras variables.
Se observa en el caso esférico que el modelo no converge a presiones mayores de 55[MPal, y
para el caso cilindrico a presiones de 30|[MPal, ambas geometrias evaluadas en todo momento
con radios internos de 5[cm| y externos de 12[cm|. Por su lado, los problemas convergen para
potenciales eléctricos menores a 150[kV].

Se evidencia ademés el fenémeno de strain limiting y de saturaciéon de la polarizacion en
los resultados para cada uno de los problemas planteados, algo que los modelos lineales no
logran captar.
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Capitulo 1

Introduccion

Los materiales piezoeléctricos son aquellos que al ser deformados por la aplicaciéon de
alguna carga externa (ya sea de traccién o compresion), generan un potencial eléctrico V' entre
algunas de sus fronteras, dependiendo de la deformaciéon de la microestructura del material,
por acumulacion de cargas inversas en fronteras opuestas. De manera inversa, al aplicar un
campo eléctrico sobre el material (generalmente de bastante intensidad), se pueden observar
deformaciones, dependiendo del sentido y direccion del campo aplicado. Esta propiedad fue
descubierta por primera vez en 1880 por los hermanos Curie mientras investigaban cristales de
cuarzo y turmalina [I], y ha sido ampliamente estudiada experimentalmente. Hoy en dia, este
tipo de materiales encuentran diversas aplicaciones, como es el “energy harvesting” |2}, 13, 4]
para energizar sistemas auténomos de bajo voltaje, impresiones con tecnologia Inkjet [5],
deteccion y produccion de sonido [6], entre otras.

Generalmente, los modelos matematicos utilizados para describir las interacciones elec-
troelasticas de medios continuos (piezoeléctricos en este caso), trabajan partiendo de la base
que los esfuerzos y una las variables eléctricas, son funciones explicitas de las deformaciones
y otra variable eléctrica [7, 8, [0, T0]. Muchos de estos modelos constitutivos se obtienen de
la derivacion de un potencial escalar W (energia de deformacion), razén por la que estos
modelos se les denomina cuerpos elésticos de Green, y tienen la forma:

s
oOF

donde S es el segundo tensor de Piola-Kirschhoff y F' es el tensor gradiente de deformacion. No
obstante, Rajagopal afirma que no es necesario suponer que las esfuerzos son funciones de las
deformaciones, y propone relaciones constitutivas implicitas como un modelo més general |11,
12, [13]. A partir de estas relaciones implicitas y suponiendo que el gradiente de desplazamiento
es muy pequeno (y por tanto, también la deformacion), se pueden obtener expresiones para
la deformacion linealizada o infinitesimal en funcion del esfuerzo [I4](o sea, no son cuerpos
elasticos de Green), siendo estos modelos de especial utilidad para modelar materiales fragiles,
es decir, que presentan pequenas deformaciones a un rango arbitrario de cargas. Un claro
ejemplo de estos materiales son los policristales ferroeléctricos [15], las cuales son materiales
bastante fragiles, por lo que son capaces de soportar solo pequenas deformaciones antes de
llegar a la falla en pruebas de traccion/compresion, a carga relativamente altas.



Las ecuaciones constitutivas no lineales que se estudian en el presente trabajo, planteadas
por Bustamente para el caso isotropico y de pequenas deformaciones [16], son de la forma:

6(07E> = ;(O',IE), IP<U>]E) = §(0'7E)7

donde tanto la deformaciéon € como la polarizacion del material P se suponen como funciones
del esfuerzo o y el campo eléctrico E. Estas ecuaciones son propuestas considerando el cum-
plimiento de las leyes de termodinamica aplicadas a materiales no disipativos, y se utilizan
en este trabajo para resolver cuatro problemas de valores de frontera unidimensionales: para
un caso esférico y tres casos de geometria cilindrica; uno sin corte, otro con corte telescopico,
y otro con corte circunferencial.

1.1. Objetivo general

Resolver de forma numérica cuatro problemas de valor de frontera no homogéneos, utili-
zando las ecuaciones no lineales propuestas por Bustamante.

1.2. Objetivos especificos

e Encontrar una funcién isotrépica Il tal que permita describir los fenémenos de “strain
limiting” v de saturacion de la polarizacion.

e Lograr un buen fitting de las ecuaciones constitutivas con datos experimentales.

e Evidenciar los fenémenos de “strain limiting” y de saturacion de la polarizacion en los
resultados numeéricos de los problemas.

e Encontrar los rangos de convergencia para algunos parametros para la resolucién nu-
mérica de los problemas de valor de frontera.

e Llegar a posibles aplicaciones practicas que puedan basarse en algunos de los resultados
obtenidos.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Polarizacion en Ceramicos Piezoeléctricos

Un fenémeno que ocurre al aplicar un campo eléctrico a un material con propiedades pie-
zoeléctricas, es la aparicion de una polarizacion eléctrica interna producto de la reorientacion
de los distintos los dipolos eléctricos dentro del material. Esta presenta una curva de satura-
cion con respecto al campo eléctrico aplicado, por lo que resulta cada vez mas dificil seguir
polarizando al material (ver figura 2.1 [17]). Por otro lado, esta tiende a mantenerse distinta
de cero luego de quitar el campo eléctrico externo, determinada por el nivel de saturacion
que sufre el material (ver figura 2.1). A este fenomeno se le conoce como histéresis eléctrica.
Para eliminar la polarizacion remanente (Pg) debe invertirse la polaridad del campo eléctrico
inicial a un valor determinado Eq [17]. A este campo eléctrico necesario E¢ se le denomina
campo eléctrico coercitivo . Al superar este campo eléctrico coercitivo, es posible polarizar
el material con polaridad opuesta. Sin embargo, lo anterior no es siempre cierto, debido a
que se puede revertir la polarizaciéon de un material con campos eléctricos menores al campo
coercitivo por prolongados periodos de tiempo, por lo que un factor determinante es el tiempo
en que E es aplicado [17].

Polarization (uClem™®)

-850
=300 =200 =100 0 100 200 300
Elecinc field (kKvfcm)

Figura 2.1: Histéresis de la polarizacion eléctrica (P —E)



Asimismo, al aplicar un campo eléctrico externo E sobre una ceramica piezoeléctrica, se
obtienen deformaciones € en forma de extension y/o compresion dependiendo del estado de
polarizacion en el que el material se encuentra y la magnitud del campo E. Esta deformacion
no solo depende de la magnitud del campo eléctrico, sino que también de la prolongacion
a la que este campo eléctrico se aplica [I7]. Esto se debe a que la deformacion no ocurre
instantaneamente en el momento que se le aplica un campo eléctrico, por lo que toma un
tiempo llegar a la deformacion de equilibrio correspondiente. Es por esta razon, que cuando
se aplican campos eléctricos oscilantes a un piezoeléctrico, la magnitud de las deformaciones
disminuyen a medida que aumenta la frecuencia de oscilacion del campo eléctrico tal como
lo demuestra la figura (2.2).

# 015 1
| - . -
E _ - \
w— & 0.1 1 " .
('_--..\m "- .,__...-—-—\'
" ) """-\.M" ...-l"".—-‘-
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\ /)? ~0.05 A \ /
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- o1 He -0.15 -
- = 0.1 Hz Electric field (kV/cm)

Figura 2.2: Curvas de histéresis € — & a distintas frecuencias de excitacion en muestra de
BiFeO:;.

Por su lado, las deformaciones de compresion y extension no son iguales, de hecho, en las
curvas de histéresis con forma de mariposa como la de la figura 2.2 [I8|, se puede observar a
0.1 [Hz] (caso mas similar al cuasiestatico que se analizan en los problemas de los capitulos
posteriores) que cuando la deformacion tiene valores negativos (compresion), esta aumenta
con una mayor pendiente que cuando la deformacion se mueve por valores positivos (ex-
pansion), para el caso en particular del BiFeOj [18]. Existen algunas ceramicas compuestas,
como por ejemplo el PNZST 43/6/2, donde la compresion inducida por campos eléctricos
es practicamente nula, y solo se observa expansion, por lo que la curva de histéresis € — E
quedaria como la de la figura 2.3 [19)].

Cabe destacar que para los alcances de este trabajo, se trabaja solamente con problemas
que no tienen oscilaciones, es decir, con el caso cuasiestatico, por lo que la aplicacion del
campo eléctrico se supone a una frecuencia igual a cero.
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Figura 2.3: Curva de histéresis de e — E en muestra de PNZST 43/6/2.

2.2. Cinematica del continuo

Sea X el vector de posicion inicial de una particula X en un cuerpo % con la configuracion
de referencia k,.(#), y « el vector de posicion de la misma particula X perteneciente al
mismo cuerpo % en una configuracion k(%) en un tiempo posterior t, se representa a la
cinematica del cuerpo 4 en la figura 2.4 [20], donde por simplicidad de notacion, B, = Kk,.(A)
y By = ki(AB).

X

Ex '
i P : L e
[ s

E,

Figura 2.4: Esquema de la cinemdtica de un cuerpo continuo

Considerando el caso en que x se mida desde el mismo sistema de coordenadas utilizado
para describir la configuracion de referencia k,(%), el vector p que separa ambos origenes
(E1, Es, E3) v (eq,es,e3) seria igual a 0, lo que permite definir al vector de desplazamiento u
de la forma:

u=x—X. (2.1)



Bajo el supuesto de que el cuerpo & se considera como un continuo, se define a la fun-
cion de mapeo X de una particula X en un tiempo t, o sea, x = X (X, ), y se supone lo
suficientemente suave como para que todas sus derivadas existan y sean considerables. La
anterior notacion de X es posible suponiendo el caracter biyectivo entre la particula X y su
respectivo vector de posicion inicial X. Con lo anterior, se define al tensor de segundo orden
F, llamado gradiente de deformaciéon, como:

oxX

Derivando a (2.1) por la posicién inicial X, se obtiene la relacion entre el gradiente de
desplazamiento V,u y el gradiente de deformaciéon F

ou
=V,u=F —1, 2.3
X (2.3)
donde I es la matriz identidad, y el subindice r indica que se deriva con respecto a la confi-
guracion de referencia. Por tltimo, se define al tensor de segundo orden derecho de Cauchy-
Green, tensor de deformacion de Lagrange Saint-Venant y a la deformacion linealizada [20],
respectivamente como:

1 1
C=F"F, E=2 (C—-1), e=3 [V,u+V,u']. (2.4)

Importante es recordar que el tensor de deformacion e esté definido por la derivada del
vector desplazamiento u respecto a la configuracion de referencia. A partir de la expresion
(2.4)3 nacen las ecuaciones que relacionan las componentes matriciales de la deformacion con
las componentes vectoriales del desplazamiento, que en coordenadas cilindricas [2I] tendrian
la forma

ou, 10uy wu, ou,
Err = or 5 Ego = ;W 77 €2z = 9z s (2 5)
" 2 \r 00 or r )’ =2\ r 00 0z )’ =2\ 0z or )’

y por su lado en coordenadas esféricas [21], serian

ou, 1 Oug 10uy  u,
Err = 87”7 6002T81H¢ 80+_+_C0t¢, €¢¢:Ta¢ ?,
1 1 Ou, Oup 1wy lﬁur
D) (rsin¢ 20 " ar 7) ’ e = (7" o ) (26)

. 1 1 8U¢ 18%9 Ug
005 (rsimb 00 +'r’ oo 1 o td))

donde el 0 es el dngulo azimutal, y ¢ es el dngulo polar (o colatitud).



2.3. Tensor de esfuerzos

El vector de esfuerzos de Cauchy t(x,n), se define como densidad de fuerza de superficie
(medida en MPa) en @, en una superficie con normal n. Esta superficie puede ser tanto la
frontera 028 como un corte de interno de un cuerpo 4. En la figura 2.5 [20] se puede apreciar
que para un mismo punto x, existen diversos vectores t dependido de la orientacion de su
respectivo corte, ergo su dependencia de n es importante.

Figura 2.5: Vector de densidad de fuerza t en distintos cortes.

De esta forma, se define al tensor de esfuerzos de Cauchy T como:

Tn =t(x,n).

Se puede escribir este tensor de forma explicita en funciéon de una base vectorial ey, ey, e3
de coordenada cartesianas:

Ty Ty Tis
T= |T5 Ty Ty,
T31 T30 Ti3

donde interpretacion fisica de sus componentes queda clara en el volumen diferencial de la
figura 2.6 [20], y cuyos componentes T; con i = j son los esfuerzos normales a las direcciones
del sistema de coordenadas, e i # j son los esfuerzos de corte sobre las distintas caras del
volumen diferencial con normal e;.

Por temas de convencion en el tema, a partir de este punto se utiliza o para aludir a T .

En general este tensor es simétrico, pero para cuerpos electroeldsticos bajo la influencia
de campos eléctricos y polarizacion, este tiende a ser asimétrico [16], segin la ecuacion:

o' =0 +PRE-E®P, (2.7)

donde E y P son los vectores de campo eléctrico y polarizacion eléctrica respectivamente.



Figura 2.6: Esquema de esfuerzos en cubo diferencial.

2.4. FEcuaciones de la electrostatica

Al trabajar con cuerpos electroelasticos, los cuales normalmente poseen propiedades die-
léctricas, uno debe verificar que sus interacciones eléctricas con campos electromagnéticos
cumplan con las leyes de Maxwell. Para los fines de este trabajo, se supone la no existencia
de cargas eléctricas libres ¢, por lo que la densidad de corriente eléctrica J = 0, y ademas no
se consideraré la aplicacion de campos magnéticos externos, por lo que el campo magnético
B, la induccién magnética H y la magnetizacion M también se consideran campos vectoriales
nulos. Con esto, las ecuaciones de Maxwell quedan resumidas como

V xE =0,

2.8

V-D=0 = V- -(P+¢E)=0, (28)
donde en (2.8), se utiliza la definicion vectorial del desplazamiento eléctrico, y €, es la permi-
tividad eléctrica del vacio. Por otra parte, cuando se analiza el comportamiento de cuerpos
electroelésticos, es importante considerar ademés las condiciones de continuidad en sus fron-
teras con el entorno (el cual se supone como vacio), donde que cumple que

n x [[E]] =0, n - [[P]] + eon - [[E]] = 0, (2.9)

donde [[E]] se considera como la diferencia entre el campo eléctrico exterior E° y el interior
E!, v n es la normal de la superficie de la frontera del cuerpo.



2.5. Ecuacion de equilibrio

Al trabajar con cuerpos electroelésticos, las fuerzas producto de los esfuerzos internos, de
las interacciones electro elasticas y las fuerzas de cuerpo, deben coincidir con la fuerza neta
del sistema (ver [22]), es decir

dive + grad(E)P + f — px = 0,

donde div es el operador de divergencia, grad es el gradiente, f son las fuerzas de cuerpo no
eléctricas (peso por ejemplo), X es el vector aceleracion del cuerpo y p es la densidad del
cuerpo en la configuracion actual. Suponiendo que no existen fuerzas de cuerpo y que las
deformaciones son cuasi-estaticas, tenemos que f y X son nulos por lo que resulta:

— grad(E)P = dive. (2.10)

Para las aplicaciones de esta ecuacion de equilibrio en los problemas del siguiente capitulo,
es de gran utilidad conocer su forma vectorial de en coordenadas cilindricas, considerando
un campo eléctrico solo radial en funcién del radio, o sea, E = E,e,, tal que

—a]ET]P’ _ Ooy, N 1 0oy, N 00, N 1 (Gor — O20)
or" or r 00 9, 0T o)
ETPQ 60',,9 1 60'99 60'29 1
_ 1 1 211
r or r 00 0z + r (070 + 00r) ( )
_ Jo,. N 100y, Oo,, 1

0= or r 00 0z mdd

y en esféricas, donde por temas de brevedad, se considera el caso simétrico del tensor o en
las coordenadas r, ¢ y 0

OE, 0o, 100y, 1 Jdoy, cos ¢

__IP)T’ - . . r 2 T - )
or or r O0¢ rsin¢ 00 rsin gba o+ (20 Ts6 = 090)
E, P, 0o,y 1004 1 0Oogy 3 cos ¢
- — - 2o, — w9, 2.12
r or + r 0¢ rsin¢ 00 + 7’0 ¢t rsin ¢ (76 = o00) ( )
ET]P)Q . 80T9 1 8%9 1 80’99 3 2 cos gb
r o Or * r 0p  rsing 06 * rar9+ rsin¢09¢’

donde ¢ es el angulo polar, € es el azimutal, y también se supone un campo eléctrico mera-
mente radial en funcién solo del radio E = E,e,.

2.6. Leyes de la termodinamica

Para cuerpos continuos electroelasticos bajo campos eléctricos, la primera ley de la ter-
modinamica es [16]
pU = tr(oeVv) — divQ + pr + ¢ + pf - v, (2.13)

donde U es la energia interna por unidad de masa, Q es el campo vectorial del flujo de calor,
r es la generacion de calor del cuerpo por unidad de masa, v es el campo de velocidades del
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cuerpo, y ¢, esta definido por ¢, = p</—1)]P’> -E. Por su lado, la energia libre de Helmholtz 1)

se define como

Yv=U-0s—E- (%P>, (2.14)

donde 6 es el campo escalar de temperatura. Se define al segundo tensor de esfuerzos de Piola-
Kirchhoff, y las contrapartes Lagrangianas del flujo de calor, campo eléctrico y polarizacion
respectivamente como

S=JFoF T, Q'=JF'Q, E'=F'E, P'=JF'P, (2.15)

donde J = det(F') > 0. Utilizando estas definiciones, junto con (2.4)y y (2.14) en (2.13), se
puede reformular la primera ley de la termodinamica como

Pr (¢ + s+ es’) oty (SE) +divQt — pr +PL-E” =0, (2.16)

donde p, = Jp es la densidad del cuerpo en la configuracion de referencia. La segunda ley de
la termodinémica, utilizando las mismas variables Lagrangianas de (2.15), es

— pr <@D + 05) _E P + tr <SE> — %grad@ QY >o0. (2.17)

2.7. Ecuaciones Constitutivas

Para empezar con el planteamiento de las ecuaciones constitutivas (basado en [16]), es
importante recalcar que se supone que no existen cambios de temperatura, que no hay trans-
ferencia de calor, ni tampoco generacién de calor. Al no haber disipaciéon de energia, la
primera y segunda de ley de la termodinamica (2.15) y (2.17) terminan siendo las mismas, o
sea

P — tr <SE) YPL.E =0 (2.18)

Una forma bastante general para describir a cuerpos electroelasticos, es la relaciéon cons-
titutiva tensorial implicita de la forma

S(S,E,E* P") =0, (2.19)

donde § es una relaciéon implicita de segundo orden. Complementando a la relacién de ante-
rior, se tiene a la ecuacion constitutiva vectorial implicita

&(S,E,E" PY) =0, (2.20)
donde & es una relacion implicita vectorial.

A partir de la primera ley de la termodinamica, suponiendo que la energia libre de Helm-
holtz v es de la forma ¢ = ¥(S, E,EL,PL), y aplicando la regla de la cadena al derivar con
respecto al tiempo, (2.18) quedaria en nataciéon indicial como

W W N s 00\, O
Pr 6‘8@5 Saﬂ + (Saﬂ Pr aEa5> Eaﬂ <Pa + pr 8]EI& Ea Pr P:=0. (221)
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Considerando el caso en que el gradiente del desplazamiento es pequeno, es decir, |V, u| ~
0(5),86 < 1, se tiene que por (2.3), E~¢e, S~o,Ex ~E,P* ~Py p, ~ p. Lo anterior
junto con (2.4)3 implica ademas que |e| es pequeno, lo que permite modificar a la relacion §F
a

mijkl(U,E,P)ékl = %ij(O',E;]P)- (2-22)

Suponiendo que 2! existe, se puede llegar a un tensor explicito ’Af para €

e = §(o,E,P). (2.23)

Asimismo, considerando |V,u| ~ O(4),d < 1y a (2.23), la relacion vectorial implicita &
pasa a tener la forma
d(o,EP)=0. (2.24)

Al tomar el caso en que la magnitud de la polarizacion es pequena, o sea |[P| ~ O(0),0 < 1
se puede utilizar el mismo procedimiento utilizado para obtener la relacion explicita (2.23)
en la relacion implicita (2.24), obteniendo asi

P (0.E). (2.25)
con lo que la relacion explicita para € (2.23) pasa tomar la forma

e = f(o,E). (2.26)

Por otro lado, al suponer que la magnitud de la polarizacion es pequena, la expresion (2.7)

puede aproximarse a 07 = 0 +PQE -~E®P ~ o, lo que posibilita la aplicaciéon de simetria
en las ecuaciones (2.11) y (2.12) para la ecuacion de equilibrio (2.10).

Suponiendo la existencia de los potenciales II(o,E) y T (o, E), tales que:

(o, E)
oo’

Y (o, E)

e =1{(o,E) = B

P=§(o.E) = (2.27)

Con las ecuaciones explicitas (2.25) y (2.26), la energia libre Helmholtz podria expresarse
de la forma v (o, E), con lo que la primera ley de la termodindmica expresada en (2.21) se
simplificaria en notacion indicial a

o | MY\
_ paTijO'IJ + 0ij€ij — (Pl + p(‘)TE) El =0. (228)

Utilizando (2.27) y la regla de la cadena para obtener & en términos de 1T en (2.28), se

obtiene
o 9\ . 011 ASAY
P90y ) Y — o P | Bi = 2.2

<8Uij80kl OH paO'U) Tij + (ao-klg]Ei Okl aEl paEl> i 07 ( 9)
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cuyas soluciones no triviales salen a partir de

9211 o o211 oY oy
T g —p—— =0 —_— Oy — — — =0. 2.30
8aij80kl Tk pé)aij ’ (‘%klﬁEi Tkl 8E1 p@El ( )
Integrando (2.30)s con respecto al campo eléctrico E, se obtiene
y oll(o,E y
toB) = T o E) + (o). (2:31)

aO'kl

Asimismo, integrando a (2.30); con respecto al tensor de esfuerzos o, se obtiene

oll(o,E)

(90'1]'

W(U?E) = 0Oij - ﬁ(O',]E) + @(E% (2'32)

por lo que reemplazando (2.32) en (2.31) se consigue finalmente

T(o,E) = li(0,E) 4+ {() — ¢(E). (2.33)

Si consideramos al potencial II(o,E) como una funcion isotrépica I(Iy, Iy, I3, Iy, I5, I)
respecto a las invariantes I, r = [1,2, 3,4, 5, 6] definidas como

(2.34)

Entonces de (2.27);, recordando la simetria de o y derivando a la funcion II(1y, ..., I)
utilizando la regla de la cadena y las invariantes definidas en (2.34), se obtiene la ecuacion
constitutiva explicita

e =ILI+ 1o + 1302+ I;EQE + 14 [E® (6E) + (6E)  E], (2.35)
donde los coeficientes 11, = g—lfi. Con el fin de no imponer que T ademas sea isotropica con
otras invariantes, se supone que la funcion g(E) = 0, por lo que de (2.33) se tiene g% = ‘g%.
Por lo anterior, y a partir de (2.27)s usando el mismo procedimiento utilizado para obtener
(2.35), se llega a la ecuacion constitutiva explicita para la polarizacion

P=2 <ﬁ4]E 4 IT,0E + ﬁﬁo—QE) . (2.36)
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2.8. Funcién isotrépica II para ecuacién constitutiva

Para que las ecuaciones constitutivas anteriores tengan sentido, es importante elegir una
funcién isotropica que pueda hacer que estas describan correctamente las interacciones elec-
troelésticas de materiales reales.

Una tendencia comin que presentan los materiales piezoeléctricos en general, es la satu-
racion de la polarizacién con respecto a la aplicacion de campo eléctrico sobre ellos. Este
comportamiento en una curva P — [E se aproxima bastante a la forma de tanh(z). Por tanto,
se busca una funciéon que derivada, de la forma de tanh(EE), y que tenga la presencia de algin
coeficiente interno y externo que ajuste la amplitud de la curva, como lo seria en este caso
ln[cosh(%)]moml. De esta misma forma se buscan las demés relaciones segtun la forma de
las distintas invariantes.

A partir de una funcién isotrépica propuesta anteriormente por Ortiz y Bustamente [23],
y con la adicién de unas pequenas modificaciones (en especifico una traslacion vertical y
horizontal para la polarizacion con la adiciéon de los coeficiente my y ms), se utiliza la siguiente
funcién a lo largo del desarrollo de esta memoria:

§ h 1
(L, I, Iy, I5) = —a | I — S — 1+ ul + g11y)
(11, 1o, I, I5) {06[1 /0 1+ Alw?) ] L2} (90 + g114)

(2.37)
VI —
+1n |:COSh (—W)] momy —+ mg\/_ + I4 =+ %15

m1 2

donde ¢ es la permitividad eléctrica en el vacio, «a, 3,7, t, go, g1, Mo, M1, M2, M3,y ¥ ¢ son
coeficientes cuyos valores se determinan mediante un fitting con datos experimentales reali-
zado en el proximo capitulo. La expresion anterior ademas de permitir modelar las curvas de
saturacion P — [, posibilita modelar al fenémeno de “strain limitting” a grandes esfuerzos.

Con todo lo anterior, y a partir de la expresion constitutiva explicita (2.35) y de la funciéon
isotropica (2.37), se pueden obtener las expresiones expandidas generales para cada compo-
nente de la deformaciéon e

enn = a(go+ g1ls) m -1+ \/% + EO;]E?,
€90 = (g0 + g114) m -1+ \/% + 602C1E§,
g3z = a (9o + g114) m -1+ \/% + EOQQE?a,
g1z =a(go + g114) \/% + 602<1E1E2,
€o3 = a(go + g114) \/% 6026 EoE,
YOo13 €5C1

EEs.

e13 = a(go + 9114) 9.7 5
9
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Por su lado, las expresiones explicitas generales para cada componente de la polarizacion
a partir de la ecuacion constitutiva (2.36) y la funcion isotropica (2.37), quedan como

P, =E, {Qagl {/ I1+—\/1—|—2sz} +Co}
0 1‘1‘5( )
_HE {m_;+_t (\/_ mz)}—keogl <011E1+012E2—|—013E3),
Vi
dw—]l—i-—\/l-l-QL[z} +C0}

nonfonl[ i

2)°
{m3 ( )}—l—eC(aE—l—aE—i—aE)
L oG1 (012l +- 099l + 023kE3)

P3:E3 {2@91 |:/O mdw—h—k—vl—l—%b] +<0}

m m \/]_—m
* {w— + o e (T)}+c (015E1 + 02482 + 033s)
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Capitulo 3

Fitting de [T a datos experimentales

Para obtener resultados numéricos en los problemas de valor de frontera del capitulo 4,

se necesitan determinar los parametros de la funciéon II mediante la realizaciéon un fitting de
curva con datos experimentales.

Los primeros datos experimentales son facilitados por el Profesor Ali Akbari-Fakhrabadi
[24], los cuales relacionan la magnitud de deformacion porcentual de unas barras de ferrita
de bismuto (BiFeOj3) con respecto al esfuerzo aplicado sobre estas en [MPa] (ver figura 3.1).
La ferrita de bismuto es conocida por ser un material multiferroicos [25] 26], sin embargo

los datos provistos no consideran las interacciones eléctricas que existentes al deformar las
barras.

Deformacion vs Esfuerzo (BiFeQ3)

01

Deformacion [%]

15 20 5 £l 35 40 45

Esfuerzo [MPa]
Figura 3.1: Deformacion porcentual vs esfuerzo en [MPa/ en barras de BiFeOs.

Debido a lo anterior, y a la dificultad de encontrar datos experimentales que interrelacio-
naran las propiedades elasticas y eléctricas del mismo material, se decide conseguir datos de
las interacciones eléctricas P — [E de otro material con propiedades piezoeléctricas, y realizar
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un fitting que acople ambos fenémenos. Dicho esto, los segundos datos experimentales son
cortesia del Dr. Ajeet Kumar (Universidad de Hyderabad) [27], y relacionan la magnitud de
la polarizacién lograda en [uC/cm?| sobre un disco circular del compuesto PLZT 8/60/40
de 1 [mm| de espesor, segin la magnitud del campo eléctrico externo aplicado en [kV/cm]|
(figura 3.2).

Polarizacion vs Campo Eléctrico (PLZT)

Polarizacion [uC/em2]

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Campo Eléctrico [kv/cm]

Figura 3.2: Polarizacion de la ldmina de PLZT vs campo eléctrico externo aplicado.

Importante es aclarar que los datos de Kumar se realizaron a partir de una lamina de PLZT
8/40/60 no polarizada inicialmente, esto para eliminar la influencia de campos eléctricos
coercitivos y la apariciéon del fenémeno de histéresis.

Otra acotaciéon importante es que los parametros que se obtienen del fitting de estos datos
no corresponden a los coeficientes de un material real en particular, debido a que derivan del
comportamiento eléctrico del PLZT 8/40/60 y de las propiedades ferroelasticas de la ferrita
de bismuto. Dado a que este trabajo no tiene como objetivo describir a un material real en
especifico, lo anterior no es un problema.

Se procede planteando un problema lo suficientemente sencillo como para obtener expresio-
nes explicitas de la deformacion y la polarizacion en funciéon de un esfuerzo y campo eléctrico.
Esto requiere que el problema sea homogéneo, es decir, que ni el esfuerzo ni el campo eléctrico
estén en funcion de la posicién. Teniendo en cuenta que las condiciones de ambas pruebas
experimentales fueron realizadas sobre geometrias cilindricas, donde la deformaciéon-esfuerzo
medidos son axiales, al igual que el campo eléctrico aplicado a los discos en las pruebas de
Kumar, se propone como problema homogéneo la extension axial de una barra, bajo esfuerzo
0, y campo eléctrico E, axiales, con lo que de (2.34)-(2.37) se obtiene la deformacion

]_ /yo-o 2 60C1 2
coma | — 1) L2 (g + i E?) + “OIE2, 3.1
<<1 I Bo-gb) ) /—1 T LO'g (gO g1 ) 9 ( )

16



y la polarizacion

oo 1
]P’Z:mg—i—]Eo{2ag1 {/ —dw—oo+z 1+LO’2:| +Co+eog“100}
0 L

L+ Bl E (3.2)
+my tanh <°—2> .

my

Notar la inclusion de dos nuevos coeficientes mo y ms a la funciéon I1. Esto se debe a que
tal como se puede apreciar en la grafico de la figura 3.2, la polarizaciéon presenta una curva
convexa a valores pequenos del campo eléctrico. Esta curva no se puede obtener usando la
funcion tanh no trasladada, debido a que esta funcion es convexa solo para valores negativos
de su argumento. Debido a esto, para permitir un mejor ajuste, se traslada verticalmente
hacia arriba a la funcién con el coeficiente mz > 0 y horizontalmente hacia la derecha con el
coeficiente moy > 0.

Debido a que no hay fenémenos de histéresis, una condiciéon que la inclusiéon de estos
parametros debe cumplir, es que la polarizacion sea nula cuando no haya un campo eléctrico
aplicado. Evaluando la ecuacion (3.2) en cero e imponiendo que P,, se tiene

ms = —mg tanh <—m2) : (3.3)

ma

por lo que en realidad solo se esta agregando un parametro o sea msy. Por comodidad, se sigue
expresando (3.3) simplemente como mj3 en futuras ecuaciones.

El ajuste anterior sin embargo conlleva a otro problema. En la practica, la curva P — E
de materiales piezoeléctricos resulta siempre ser antisimétrica, es decir, que para una misma
magnitud del campo eléctrico pero con polaridad opuesta, debiera provocar la misma polari-
zacion, pero también con polaridad opuesta. Al agregar los coeficientes anteriores, esta curva
deja de ser anitisimétrica. Para volverla antisimétrica, se propone

Oo 1 ,y
e S e R R

E, — E
+ [mg -+ mg tanh (O—mQ)} r(E,) + [—mg -+ mg tanh <ﬂ)} r(—E,),
ma

ma

(3.4)

donde r(z) es la funcion Heavyside (escalon). Notar que la funcion Heavyside no se aplica a la
expresion completa, ya que el primer término de (3.4), al estar todo multiplicado por E,, ya
cumple la condicidon de asimetria, y como es sabido, la suma de dos funciones antisimétricas,
resulta en una funciéon antisimétrica.

La antisimetria no debe existir necesariamente en la curva de deformacion vs. esfuerzo,
dado a que los materiales generalmente presentan distintas curvas de compresion y expansion
(rocas, ceramicas, cristales, cemento, etc.).

De esta forma, las expresiones a ajustar son (3.1) para los datos de la figura 3.1, y (3.4)
para los de la figura 3.2.
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Para el caso de la deformacion, esta se evaliia en ausencia de campo eléctrico, por lo que
la expresion (3.1) se reduce a

1 Yo,

— 4+
(1+ 802’ V1 + 02

£.. = Qg (3.5)

Para el caso en que el esfuerzo en la componente axial o, se considera como inexistente,
como es el caso para la toma de datos experimentales de la figura 3.2, se tiene que de (3.4),
la polarizacién queda expresada como

2 E, —
P, = ( Qo + CO) E, + {mg -+ mg tanh (—7712):| r(E,)
L my

E
+ {—mg + mg tanh (ﬂ)} r(—=E,).

(3.6)

Se procede a realizar un ajuste manual, es decir, probando con numerosas combinaciones
de parametros que permitan minimizar el error del ajuste. Esto en un comienzo no es dificil
con las expresiones (3.5) y (3.6) debido a que no consideran los efectos acoplados del esfuerzo
y el campo eléctrico. La tnica dificultad inicial son los parametros que juegan un rol tanto
para (3.5) como para (3.6), como es el caso de a, vy ¢.

Con lo anterior, se llega a las curvas de ajuste azules de las figuras 3.3 y 3.4. En la primera,
el ajuste logrado de la curva e — o el ajuste de la curva P—[E presenta una desviacion estandar
de solo 0.56 [uC'/cm?], lo que representa solo un 1.6 % de polarizacion de saturacion de la

muestra.

0,2

—a—Experimental 5train

—s—Caloulated Strain

0 5 10 15 20 75 30 35 40 45
Stress [MPal

Figura 3.3: Ajuste de curva € — o (naranjo) a datos experimentales (azul).
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o i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Electric Field [kV/cm]

Figura 3.4: Ajuste de curva P —E (naranjo) a datos experimentales (azul).

Una vez realizado este fitting preeliminar de cada curva por separado, se procede a incluir el
efecto acoplado de las variables independientes E y o. Esto implica la modificacion de algunos
parametros ya determinados anteriormente, con el fin de que tanto los efectos del esfuerzo en
la curva P—IE, como los del campo eléctrico en la curva e—o, tengan sentido fisico en lo posible.
Por ejemplo, al existir un campo eléctrico positivo en la curva de deformacion, este puede
aumentar o disminuir el efecto del esfuerzo (dado a que no se conoce la microestructura de un
material isotropico, por lo que no existen planos de de preferencia del efecto piezoeléctrico),
por lo que se acepta cualquier de las dos. Sin embargo, este efecto debe tener concordancia
entre el que el esfuerzo tiene en la polarizacion.

Por ejemplo, si el campo eléctrico disminuye la deformacién para un determinado esfuerzo,
el esfuerzo por su lado debe disminuir la polarizaciéon para un campo eléctrico determinado
o viceversa, considerando un cuerpo isotropico.

Por un lado, es sabido que la ferrita de bismuto (BiFeO3) bajo campos eléctricos positivos,
resulta en una expansion (o sea en una deformacion e,, positiva) de las laminas, por lo que
se puede partir de la base que el campo eléctrico contribuye de forma positiva junto con
el esfuerzo a la deformacion. De la misma forma, se observa que a esfuerzos positivos, la
polarizacion del PLZT 8/40/60 aumenta, por lo que se puede inducir que existe la misma
relacion constructiva para la polarizacion eléctrica de ambas variables. Esta contribucion se
puede regular con un signo positivo del parametro (i, el cual segiin su magnitud, ajusta la
incidencia del campo eléctrico en la deformacion, y del esfuerzo en la polarizacion.

Otra consideraciéon importante al momento de interrelacionar los graficos de fenémenos
mecanicos y eléctricos, es que los valores de la deformacién o de la polarizacion no se disparen
al probar con campos eléctricos o esfuerzos que se encuentren dentro del rango de operacion
normal de los materiales. Tal como se puede ver en los datos experimentales de la ferrita de
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bismuto de la figura 3.1, el rango de esfuerzos al que se puede someter para este material es
hasta los 40 [MPal, por lo que se espera que el grafico de la polarizacion tenga un aumento
mesurado en estos niveles de esfuerzo, es decir, que no aumente en més de 5 [uC'/cm?]
la polarizaciéon de saturacién. Lo mismo para el caso del PLZT, donde la polarizacion de
saturacion se alcanza casi por completo a los 25 |kV/em| de campo eléctrico, por lo que
se espera que esto no genere que la curva de deformacion se dispare por sobre los 0.66 %,
méxima deformaciéon alcanzada para el BiFeOs en la préactica y bajo condiciones especiales.

De esta forma se llega a los siguiente parametros:

Tabla 3.1: Pardmetros del fitting de datos experimentales.

’ Parametro H Valor ‘

o} 22

g 0,01 [1/MPa?]

b 0,55

5 0,13 [1/MPa]

. 0,001 [1/MPa?]

% 0,0035

0 1,5%10°
mo 14,5 [uC'/em?

my 3 [kV/em]

Mo 13 [kV/em)]

ms 14,49500612 [uC'/em?]
Co 0,14 [uC/EVem]

G 13

€o 8,85x107° [uC/kV cm)

En cuanto a las unidades de medida de los parametros cabe destacar que algunos (o, go, g1
y (1) no permiten que un ajuste dimensional correcto, por la falta de sentido fisico que tienen
(esto dado a que la funcion isotropica es simplemente una ecuacion de ajuste), por lo que se
pueden crear contantes unitarias de ajuste dimensional para poder adecuar las unidades de
medida de las ecuaciones. Notar que la permitividad eléctrica en el vacio €, estd aumentada
por 107 veces, debido a que el cambio de unidades de medida

r
—} — 8,85 x 1077 [ﬂ] ,

m kVem

€, = 8,85 x 10712 {

para que de esta forma, el campo eléctrico puede expresarse en [kV/em] y la polarizacion
en [uC/em?], que son las medidas utilizadas para medir estos fenémenos en la practica para
estos materiales.

Con todo lo anterior, se logran los graficos de las figuras 3.5 y 3.6, en lo cuales se puede
observar como varfan las variables dependientes P, y €., en funcién de ambos, el campo
eléctrico E, y el esfuerzo o,,.

Tal como se puede apreciar en la figura 3.5, la existencia de un campo eléctrico aumenta
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el efecto que genera la deformacion para un esfuerzo determinado. Este efecto se ve acelerado
a medida que aumenta el campo eléctrico llegando rapidamente a una deformacion de 0.23 %
a los 100 [kV /cm], sin la presencia de esfuerzos aplicado sobre el material. Esta aceleracion
en el aumento de la deformacion a medida que aumenta el campo eléctrico se debe a que en
la expresion de la deformacion (3.1) al hacer el esfuerzo cero, se obtiene

€, = E"QQ 2, (3.7)

donde la relacion €., — E, es cuadratica. Esto no coincide con datos experimentales obtenidos
bibliografia, ya que las curvas ¢, — [E, para ceramicas BiFeOgs, generalmente crean una curva
que se asimila a una funcién de raiz cuadrada cuando la ceramica no esta polarizada para
deformaciones positivas (ver figura 2.2).

E3 —
-‘ —
[ 0 __,‘ —
£ 0,25 P - e —
bt __..-"F - =
m n el
0,2 -
.E “f‘ ——
O - -~
= - -
0,15 — 0 [kV/fem]
— - 5 [kVW/cm]
01 — - 10 [kKV/cm]
———-15 [kKv/cm]
os [ A | e 20 [KW/cm]
0
0 5 10 15 20 75 30 35 40 45

Vertical Traction Stress [MPa]

Figura 3.5: Curva €., — 0., bajo distintos valores del campo eléctrico azxial IE,.

Sin embargo, para otros materiales como lo es para la ceramica ferroeléctrica compuesta
PNZST 43/6/2, esta relacion cuadratica puede resultar bastante precisa (ver figura 2.3),
considerando lo simétrica que es su curva con respecto al eje de las ordenadas, ademés de
tener exactamente una forma parabdlica siempre positiva es decir, que el campo eléctrico no
genera compresion en el material, sino que solo extension, tal como lo describe la expresion

(3.7).
Por su lado, en la figura 3.6, se puede apreciar como la curva de polarizacién en funcion

del campo eléctrico aplicado varia cuando se le aplican esfuerzos externos distintos. Los
efectos del esfuerzo en la polarizacién se pueden ver més en el rango de saturacion eléctrica

21



del material. Esto se debe a que la ecuacion constitutiva (2.36) tiene una relacion directa
con el campo eléctrico, por lo que cuando E, es cero, independientemente del esfuerzo que se
aplique, el material no se polariza. Es por esto, que a medida que el campo eléctrico aumenta,
asimismo lo hace la influencia del esfuerzo o.,. A diferencia del efecto que genera el campo
eléctrico en las curvas € — o, el efecto que genera el esfuerzo en la polarizacion si depende
del signo de o,, debido a la expresion (3.4). Es por esto, que a esfuerzos de extension, se
tiene que la polarizaciéon aumenta ligeramente en los rangos de saturacion, y para esfuerzos
de compresion, la polarizacion disminuye.

a5

40

—
PPTTIILL bt —_——
3 S —— -

30

75
—— 0 [MPa]

— . 25 [MPa]
— -50[MPa]
-—=-75 [MPa]
....... 100 [MPa]
— - -25 [MPa]
— --50 [MPa]
----- 75 [MPal
....... -100 [MPa]

20

15

Polarization [uC/cm2]

10

L

Electric Field[kV/cm]

Figura 3.6: Curva P, — E, bajo de influencia de distintos valores del esfuerzo azial o, .

22



Capitulo 4

Problemas de valor de frontera
unidimensionales

En este capitulo se utilizaran las ecuaciones constitutivas postuladas en la secciéon anterior
para la resolucion de problemas de valor de frontera unidimensionales, tanto para casos homo-
géneos, como para problemas no homogéneos. Cuando se habla de un problema homogéneo,
se alude al caso en donde los valores de o y E no dependen de la posicion.

Para todos los problemas de este capitulo se supone el caso isotropico de las respectivas
geometrias, que el gradiente del campo de desplazamiento es pequeno |V, u| ~ O(9),0 < 1y
también la polarizacion [P| ~ O(),d < 1, con el fin de que las ecuacion constitutivas (2.35)
y (2.36) tengan sentido.

4.1. Problemas homogéneos

4.1.1. LAmina en tracciéon axial y bajo campo eléctrico axial

El primer problema a resolver es el de una ldmina de seccion cuadrada de lados a y espesor
axial h, en traccion axial constante o, y bajo un campo eléctrico axial constante E,, por lo
que el tensor de esfuerzos y el vector del campo eléctrico tendrian respectivamente la forma:

o =0,e35% €3, E = Eoeg. (41)

Utilizando las ecuaciones constitutivas (2.35) y (3.36), el tensor de deformacion linealizada
y el vector de polarizacion tendrian la forma

g = ﬁlI + |:f.[20'0 + ﬁga'g + ﬁ5E(2) + QﬁﬁgoEi] e3 ¥ es, (42)

P = QEO |:ﬁ4 + ﬁ50’0 + 1!.[60'3] es, (43)

por lo que la polarizaciéon se genera solo en la orientacion es, y las componentes Py y Py son
nulas. La deformacion del cuerpo ademas es solo de compresion y /o extension, ya que no hay
existen deformaciones angulares (de corte) €19, €13 0 €a3.
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Figura 4.1: Ldmina de seccion cuadrada en traccion vertical y bajo campo eléctrico vertical.

Ocupando las invariantes clasicas de (2.34), utilizando (4.1), estas tienen la forma:

. L= ‘% L =E, I;=0,E2 Is=0E2 (4.4)

S w

L = Oy, I, =

NSNS

Considerando la funcioén isotropica ﬁ([l, I, 14, I5) de (2.37) se puede ignorar de aqui en
adelante las invariantes I3 y Ig, por lo que los términos de las ecuaciones constitutivas (2.35)
y (2.36) que acompanan a los coeficientes 11, y IT4 se hacen cero. Con lo anterior y utilizando
(4.4) se pueden obtener que los componentes explicitos de € son:

1
= = _— 1 E2
€11 =€ =« ((1 T+ Bo?) ) (go + 0 o) ;

1 Y0,
E—— 4+
<(1+ﬁ03b) ) 1+ 102

y asimismo, con la polarizacion se obtiene

(g0 + 91 E2) + “S1E2,

€33 — (v
2

o 1 Y myo Eo — My
P3:TI’L3+EO {20(91 |:/0 mdu}—go—f—z 1+L0'3:| —f—E%Otanh (m—l) +C0+€0<10'0}.
(4.6)

Para la evaluacion de todas estas expresiones de (4.5) y (4.6), se utilizan los valores de
parametros obtenidos del fitting del capitulo anterior, resumidos en la tabla 3.1.
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Resultados del problema

En primer lugar, los resultados que se presentan a continuaciéon se muestran evaluando
las componentes de la deformacion y la polarizacion de forma gréafica, para asi resolver al
problema para varios valores del esfuerzo de traccion o, y del campo eléctrico aplicado E,.

Si se observan de forma detenida las expresiones para la deformacion vertical €33 y la
polarizacion vertical P3, es posible percatarse de que los graficos que se obtendrian, serian
idénticos a los conseguidos en las figuras 3.5 y 3.6 del fitting por lo que para evitar redun-
dancia, no se incluiran.

Para la deformacion perpendicular al esfuerzo (y campo eléctrico en este caso) €11 y €92
se obtiene el gréfico de la figura 4.2 a partir de la expresion (4.5);.

0

— 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
-

—' 0,005 —0 [kV/cm]

P — - 5 [kV/em]

— =10 [kV/cm
o -0,01 ; ]
— ----15 [kV/cm]
-

....... 20 kV Cm
f= [kv/em]
o -0,015
| -

]
w
‘™ -0,02
=t
[
(o)
I~
‘T -0,025
(e
I
-0,03

Vertical Traction Stress [MPa]

Figura 4.2: Deformacion longitudinal €11 y €29 en funcion del esfuerzo perpendicular o,,
evaluado para distintas magnitudes de campo eléctrico. La linea continua muestra el caso en
ausencia de campo eléctrico.

Analisis de los Resultados

Se puede observar de la figura 4.2, como las deformaciones longitudinales perpendiculares
al esfuerzo de tracciéon o, son de compresion, lo cual tiene sentido fisico para materiales
que posean un coeficiente de Poisson positivo, como es el caso general para la mayor parte
de los materiales. Por un lado, la figura 3.5 muestra que las deformaciones verticales e33
son positivas, y mayores a medida que aumenta el campo eléctrico, mientras que en las
deformaciones transversales €11 y €22 (figura 4.2), el aumento del campo eléctrico disminuye
la compresion transversal del material, por lo que a mayor campo eléctrico E, aplicado,
mayor es el aumento de volumen de la lamina. Esto se puede comprobar calculando el cambio
volumétrico de la lamina en dos campos eléctricos distintos.
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El factor de aumento volumétrico para este caso, se obtiene usandose la siguiente expresion:

€33 €11 \?
<1 + 100> (1 + 100) ’
donde se divide por 100 dado a que las deformaciones obtenidas son porcentuales (por los
datos experimentales ocupados). Por ejemplo, a 35 [MPa| y a 0 [kV /cm], el factor de aumento
volumeétrico segun las deformaciones de los gréficos de las figuras 4.2 y 3.5, es de solo 1.0015,
mientras que a la misma magnitud de traccién con un campo eléctrico de 20[kV /cm]|, se ob-
tiene un factor de aumento volumétrico de 1.0035. Es decir, si la lamina tuviese las siguientes
medidas
a = 50[cm), y h = 1[em)]

esta aumentaria su volumen de 2500 [cm?] a 2503,75 [cm?] sin campos eléctricos, y a 2508,75
[cm?] con la presencia de un campo eléctrico de 20 [kV/cm].

Por otro lado, la polarizacion se comporta tal como aparece en el grafico de la figura 3.6,
donde se puede apreciar que la traccion o, solo empieza a tener efecto en la polarizacion
de la ldmina, cuando esta se encuentra bajo el efecto de campos eléctricos cercanos a los de
saturacion, es decir, por sobre los 18 [kV /cm| aproximadamente. Usando el ejemplo anterior
(E,=20 |kV/cm|, 6,=35|MPa|), se alcanza una polarizacion de 32,5|uC/cm?], ligeramente
mayor a los 31,5[uC/cm?] que se obtendrian sin un esfuerzo externo.

4.1.2. Prisma en traccion y bajo campo eléctrico perpendicular

Se tiene un prisma definido en el volumen descrito por,
(4.7)

donde L4, Ly, L3 son los largos del prisma en las direcciones Cartesianas e, e,, €3 respec-
tivamente. Sobre esta se aplica un esfuerzo de traccién y un campo eléctrico homogéneo
perpendicular de la forma:

o =o0,.e3® es, E = E, cos(d)e; + E, sin(a)eq, (4.8)

donde & (para diferenciarlo del coeficientes «) es un angulo cualquiera en el plano e; — e
entre el vector del campo eléctrico y la direccion e, (ver figura 4.3). Utilizando (4.8) en las
ecuaciones constitutivas (2.35) y (2.36), se tiene obtiene las siguientes expresiones para la
deformacion y la polarizacion respectivamente:

e = I T + Iyo,e5 @ e3 + [5E2[cos?(d)e; @ ) + sin?(d)e; @ e,

4.9

+ cos(@) sin(@){e; ® es + es @ e }], (4.9)

P = 2I1,E, [cos(ct)e; + sin(d)ey] . (4.10)
Por su lado las invariantes quedan como:
o2

Il = 0Oy, IQ == 70, I4 == Eg, I5 =0. (411)
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Lol

Figura 4.3: Prisma en traccion o, bajo campo eléctrico perpendicular E,, con dngulo & con

respecto a la direccion e;.

A partir de la expresion tensorial de la deformacion € en (4.9);, se pueden obtener las
componentes explicitas de la deformacion, las cuales quedan como:

1 2 €Glo 2/
E11 =« ((1—[——60'31)) — ].) (g(] + gl]Eo) + TEO COS (Oé),
1 2 €0Cl o . 2o
(4.12)

€19 = %Ei cos(a) sin(a),

1 Y0,
S T I
((1+503b) ) 1+ 102

Igualmente para la polarizacion P, a partir su expresion vectorial en (4.9)s, se obtienen su

€33 = ( (90 + glE?,) .

dos componentes no nulas:
P, = E, cos(d) 4 2 / L w4 LT 0| + T Moy (B
=[E, cos( « ——dw -0, + — Lo2 — 4+ —tanh | ——— ,
! 5 o 1+ B(w?)? L E, E, my 0

. o 1 m m E,—m
IP’Q:EOsm(oz){Qozgl [/0 de—ao—k% 1+L0’§} +E:+E:tanh (m—12) —i—(o}.
(4.13)
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Resultados del problema

A partir de las ecuaciones explicitas de la deformacion e y polarizacion P obtenidas en las
ecuaciones (4.12) y (4.13) respectivamente, se obtienen los siguientes gréficos:

——0 [kV/cm] (30°)
0,2 — - 5 [kV/cm] (30°)
— -10 [kV/cm] (30°)
= ----15 [kV/cm] (30°)
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- — - 5 [kV/cm] (80°)
— — -10 [kV/cm] (807)
£ -—- 15 [kV/cm] (80°)
© 01 e e 20 [kv/cm] (80°)
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= T e
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0 @ T ———
N T T ——
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0 —_ .l | T
I 0 SREERETS oo S i
0 5 10 e e S T - g e () 45
-0,05

Vertical Traction Stress [MPa]

Figura 4.4: Deformacion longitudinal €11 en funcion del esfuerzo perpendicular o,, y evaluado
en distintas magnitudes de campo eléctrico en dngulos & = 30° (lineas azules) y & = 80°
(lineas rojas). La linea sdlida oscura muestra el caso en ausencia de campo eléctrico.
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Figura 4.5: Deformacion longitudinal e95 en funcion del esfuerzo perpendicular o,, y evaluado
en distintas magnitudes de campo eléctrico en dngulos & = 30° (lineas azules) y & = 80°
(lineas rojas). La linea solida oscura muestra el caso en ausencia de campo eléctrico.
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Horizontal Shear Strain 12 [%]

50

Vertical Electric Field [MPa]

Figura 4.6: Deformacion de corte (o angular) €15 en funcion del campo eléctrico E,, evaluado
para distintos valores del dangulo &. En rojo aparece la curva cuando & = 45°, donde la
deformacion de corte es mdxima.
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Figura 4.7: Deformacion longitudinal £33 en funcion del esfuerzo o,, y evaluado en distintas
magnitudes de campo eléctrico. En linea continua estd el caso en ausencia de campo eléctrico.
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Figura 4.8: Polarizacion Py en funcion del campo eléctrico E,, y evaluado para distintas
magnitudes del esfuerzo de traccion o,. También se incluye la evaluacion en dngulos & = 30°

(lineas azules) y & = 80° (lineas rojas). Las lineas continuas muestran el caso en ausencia
de esfuerzo de traccion.
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Figura 4.9: Polarizacion Py en funcion del campo eléctrico E,, y evaluado para distintas
magnitudes del esfuerzo de traccion o,. También se incluye la evaluacion en dngulos & = 30°

(lineas azules) y & = 80° (lineas rojas). Las lineas continuas muestran el caso en ausencia
de esfuerzo de traccion.
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Analisis de los Resultados

Observando los graficos de las figuras (4.4) y (4.5), es claro notar que cuando no hay
campo eléctrico, tanto la deformacion longitudinal €11 y €99 son negativas, es decir, que en
esas direcciones el material se comprime. Esto corresponde lo observado en la mayoria de
los materiales, debido a que el material tiende a mantener el mismo volumen, y al estar
estirandose en la direccion es, debe encogerse en las direcciones ortogonales. Sin embargo,
a medida que el campo eléctrico aumenta, estas deformaciones transversales al esfuerzo se
vuelven paulatinamente positivas, lo cual indica que la aplicaciéon de un campo eléctrico E,
ortogonal al esfuerzo de traccion o,, genera un aumento del volumen del prisma, parecido
a lo que ocurria en el problema anterior. Sin embargo, no es igual al caso anterior, dado
a que las deformaciones ortogonales al esfuerzo €17 y €99 en este caso aumentan incluso
cuando o, es cero, lo que evidencia que el campo eléctrico E, tiene la capacidad de deformar
longitudinalmente un material sin la ayuda de esfuerzos externos, solo en las direcciones
paralelas a este.

Prueba de lo anterior es que en el grafico de la figura 4.7, la deformaciéon longitudinal
e33 (ortogonal al campo eléctrico E,), no se ve afectado por el campo eléctrico en ausencia
de esfuerzos externos o,. No obstante, algo interesante ocurre al ver el efecto que tiene el
campo eléctrico en la deformacion ortogonal e33; al aumentar el campo eléctrico, la defor-
maciéon longitudinal transversal £33 disminuye su magnitud. También ocurre lo mismo en el
problema anterior en las direcciones ortogonales, pero en ese caso reduciendo la deformacion
de compresion. De esta forma se puede deducir que en las direcciones ortogonales al campo

De las figuras (4.4) y (4.5) también se puede ver que mientras mayor sea el alineamiento
del campo eléctrico E, en una determinada direccién, mayor sera el aumento de la extension
longitudinal en esa direcciéon. Podemos ver como a medida que el angulo & aumenta, dismi-
nuye el aumento de la deformacion longitudinal en la direcciéon e, y aumenta en la direccion
€s.

Por otro lado, se evidencia la presencia de una deformacién angular (o de corte) €12 la
cual solo esta en funciéon del campo eléctrico E,, o sea, es completamente independiente del
esfuerzo aplicado. Se ve que esta deformacion de corte alcanza su maximo cuando el angulo
« es igual a 45° y disminuye hacia cero se acerca a 0° o 90°. El aumento de esta deformacion
de corte es cuadratico con respecto al aumento de la magnitud del campo eléctrico E, a un
angulo fijo distinto de 0° o 90°.

Por tltimo, en los graficos de las figuras 4.8 y 4.9, se aprecia el paralelismo que existen entre
el campo eléctrico E y la polarizacion P; cuando el angulo & disminuye, la componente del
campo eléctrico en e; aumenta, en la misma proporcion que la polarizacion Py, y disminuye
en la direccion ey y viceversa. Bajo estas condiciones entonces, el campo eléctrico es incapaz
de crear una componente del polarizacion en la direccién ortogonal (e3 en este caso).
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4.2. Problemas no homogéneos

4.2.1. Inflado de una cascara esférica bajo campo eléctrico radial

Se tiene una cascara esférica de radio interno r; y externo r, se infla con presion interna
P, donde para este problema, el tensor de esfuerzos se supone como:

o(r) = o (r)e, @ e, +op(r)eg @ ep + ops(r)es @ eq. (4.14)

Figura 4.10: Cdscara esférica de radio interno ry y externo r, inflada con presion P.
Por su lado, el campo eléctrico aplicado es meramente radial, por lo que su forma seria:
E(r) = E.(r)e,, (4.15)
y el vector desplazamiento también se supone como meramente radial:

u(r) = u.(r)e,. (4.16)

A partir de las ecuaciones (2.5), de la forma del esfuerzo en (4.14) y del desplazamiento
en (4.16), las componentes del tensor de deformacion e cumplen
_ du, Uy

_ e, = 417
T €06 = €6 = (4.17)

87‘1”

y las ecuaciones de equilibrio en coordenadas esféricas (2.11) quedan como:

dE, do,, 1
— ?PT = ar + ;(ZO'W — Ogp — O'gg), Ogpp = 000, (418)
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con lo que usando (4.18)3 en (4.18); se obtiene

dE, do,, 2
— ?PT = ar + ;(O’,«,« — 0'99), (419)

la cual, al multiplicar por 72, se pueden reordenar los términos tal que

dE. do,., 1
2 o P, = r? gr + 210, —2rogy = Oy = o

d(r?c,,) rdE,
— P,. 4.2
dr 2 dr (4.20)

Usando la ecuacion de Maxwell en coordenadas esféricas para el desplazamiento eléctrico
(2.8)2, para este caso se obtiene que:

1 d[r?(P, + &,E,)] C
- = = P.=——¢E 4.21
r2 dr 0 o2 Eobir: ( )

donde C' es una constante de integracion a la que se le pueden asignar valores mas adelante.
Reemplazando (4.21) en (4.20) se puede expresar ogg en términos de o, y E,:

1 d(r?o,,) rdE, (C’ )

Og9p = 5 - 50]Er

— 4.22
2r dr +2 dr \ r? ( )

Por su lado, las invariantes ya no quedan tan simples como en los problemas homogéneos,
sino que son funciones del radio:

2

g
I — 2 ]’ _ _rr 2
1 Opr + 099, 2 9 +0997 (423)
I, = Er27 ]5 = UTTETQ'

Utilizando I1(I1y, Iy, 1Ty, IT5), (4.14) y (4.15) en la ecuaciones constitutiva (2.35), se obtiene
e =111+ ﬁQU(r) + 115K, %e, ® e, (4.24)

lo cual desglosado en los componentes del tensor, usando (2.37), se llega a

1 Yo €oG1
2 T o 2
5rr:a(90+glET)|:Tﬁl—12b_l+ 1+2L12] 9 E.”,

' o } | (4.25)

E—— T
1+ pI% V142,

goo = a (go + 91E,”) [

Asimismo con la polarizacion y usando la ecuacion constitutiva (2.36), se llega a la tnica
componente del vector de polarizacion:

h 1 Y mo ET — My
]Pr = ms3 + Er {20&91 |:/ ———dw — [1 + -1+ 2L12:| + E—tanh (—) + CQ + eoglarr} .
0 ¢ r

1+ B(w?)? my Lo
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Implementacién en COMSOL

Para la solucion del problema usando COMSOL 5.3a, es necesario tener en cuenta que
para la solucion del problema estacionario, deben definirse cuales serén las variables indepen-
dientes a utilizar. En lo posible, es importante poder definir todas las variables en funcion
de estas variables independientes para poder definirlas como output en el programa. Para
este problema, es conveniente utilizar a o, y [E,. como variables independientes, debido a que
(4.22) deja a 049 en funcion de ambas, con lo que el resto de las variables (I1,15,14, €., €09 ¥
P,) también quedan correctamente definidas en funcién de las mismas.

Por otro lado, es importante considerar que el PDE solver (Partial Differential Equation
Solver) requiere que la ecuaciones a resolver se formulen de la siguiente forma

0%u ou
ea—s +de—+V-I'=
‘ot Mot f
donde u es la variable independiente, e, y d, son los coeficientes de masa y de amortiguamiento
respectivamente, I' es una funcion a la que se le aplica el operador de divergencia, y f es una
funcion cualquiera en funcién de la variable independiente o dimensional r de forma explicita.

Para las aplicaciones de este problema, la ecuacion anterior se simplifica, ya que se trata
de un caso estacionario cuasi-estatico, por lo que las derivadas temporales son iguales a cero.
Por otro lado, al tratarse de un problema unidimensional, la divergencia de I' pasa a ser
simplemente la derivada de I' con respecto a la tnica variable dimensional del problema, o

sea, el radio r. Por lo que la ecuacién a aplicar quedaria de la forma:
dr
&=t
,

Ademas, dado a que se tienen dos incognitas (o, y E,.), se requieren de dos ecuaciones de
la forma anterior. Una resulta ser bastante directa a partir de (4.17), obteniéndose

d(e’:‘gg?“)
dr

= &pr

por lo que se tiene que I' = gggr v que f = &,.,..

La segunda ecuacion nace a partir de las dos expresiones de la polarizacién obtenidas es
decir igualando a (4.26) con (4.21),, de lo cual se obtiene

C h 1
- =E, { 2ag / —2dw—[1+1\/1+2L[2 + (o + €C100 + €
o 14+ p(w?) L

r
E, —

+ms + mg tanh (—mQ) .
my

Si igualamos el lado derecho de la expresion a I'; entonces la derivada del lado izquierdo
debiera ser f, es decir



Otra consideracion que debe tomarse en cuenta al ingresar el problema a COMSOL es que
el solver PDE interno de COMSOL presenta problemas para resolver ecuaciones diferenciales
menores al segundo orden. Por tanto, se supone la existencia de un potencial ¢(r) (potencial
eléctrico medido en [kV]) en funcién meramente del radio, tal que

do(r
E - 3¢
dr
con lo que se asegura una la formulacion de una ED de segundo orden. De este forma, la
segunda variable independiente E,.(r), pasa a ser ¢(r).

Por otro lado, se necesitan de dos valores de frontera para cada incognita. Para el caso
del esfuerzo radial o,, se usan dos condiciones de frontera de Dirichlet:

O-’I"I‘<Ti) = _P7 0-7’7’(7“0) = 07

donde en el interior, la presion es P, y provoca un esfuerzo de compresion. Para el caso del
esfuerzo en la frontera exterior de la céscara, se supone que la esfera se encuentra en el vacio,
por lo que no existe ninguna distribucion de fuerza, y por tanto, el esfuerzo normal radial es
cero.

Para el caso del campo eléctrico (o ¢ para esta implementacion), es importante suponer
que los electrodos que lo generan estan completamente adheridos a las superficies interna y
externa de la cascara esférica, para de este modo, evitar la consideraciéon de las ecuaciones de
Maxwell de frontera en vacio. Para controlar las magnitudes del campo eléctrico de la misma
forma que se haria, es decir controlando el voltaje de los electrodos, se deben proponer dos
condiciones de Dirichlet:

¢(Ti> = 07 ¢(To> - ¢oa

donde el valor en si de cada una no influye en el comportamiento de E,, ya que importa el
cambio (diferencia de potencial) entre los valores de ambas fronteras. Al fijar en el manto
interno del tubo un potencial nulo, la diferencia de potencial serda simplemente el valor ¢,
que se le asigne la frontera externa. De esta forma se deja al problema completo bien definido
para el solver.

Finalmente, para la evaluacion de los resultados, se usan los siguientes parametros geo-
métricos y eléctricos fijos:

ri = 5[em), r, = 12[cm)], C =20[uC].

Al fijarse en la ecuacion (4.21) la constante de integracion C dividida por el radio al
cuadrado debiese ser igual al desplazamiento eléctrico ID. Por tratarse de un campo radial en
coordenadas esféricas, por ley de Gaus, C tiene la forma:

o= e

- I
4me,

donde Q es la carga libre, y € = 8,85 x 1073[uC /kVem| es la permitividad eléctrica del BiFeOs
[26].
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Resultados del Problema
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Figura 4.11: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para cdscara de radios r; = 5[cm| y r, = 12[em], con C' = 20[uC|, ¢, = —25[kV]
con presion (a) P = 8MPa), (b) P = 20[M Pal, (¢) P = 40[M Pa] y (d) P = 55[M Pa).
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Figura 4.12: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio normalizado
r/ri, para cdiscara de radios r; = blem] y r, = 12[em], con C' = 20[uC], ¢, = —25[kV] con
presion (a) P = 8[MPa], (b) P =20[MPa], (¢) P=40[MPa] y (d) P = 55|M Pa].
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Figura 4.13: Campo eléctrico (azul) y polarizacion (violeta) en funcion del radio normalizado

r/ri, para cdscara de radios r; = blem] y r, = 12[em], con C' = 20[uC], ¢, =

—25[kV] con

presion (a) P = 8[M Pal, (b) P = 20[M Pal, (c) P =40[M Pal] y (d) P = 55[M Pa].
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Figura 4.14: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para cdscara de radios r; = 5[cm| y r, = 12[cm], con C = 20[uC], P = 30[M Pa]

con voltage (a) ¢,
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—95[kV] y (d) &,

—150[kV].
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Figura 4.16: Campo eléctrico (azul) y polarizacion (violeta) en funcion del radio normalizado
r/ri, para cdiscara de radios r; = blem] y r, = 12[em], con C' = 20[uC], P = 30[M Pa] con
voltajes (a) ¢, = —25[kV], (b) ¢po = —50[kV], (c) o = =95[kV] y (d) ¢, = —150[kV].
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Analisis de los resultados
Efectos de la variaciéon de la presion interna P

En los graficos de las figuras 4.11-4.13, se muestra como se ven afectadas distintas com-
ponentes de la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion)
a medida que aumenta la presion interna P de la cascara, estando expuesta a un voltaje fijo
de 25[kV].

Al observar los graficos de la figura 4.12, se puede observar como la componente radial
del esfuerzo o, se ajusta a los parametros de frontera impuestos como condiciones de borde,
es decir, cuando la presion P aumenta, de la misma forma lo hace la compresion radial en
r = r; adoptando la misma magnitud, y aproximéndola suavemente a cero a medida que
llega al radio externo de la cascara. Por su lado, la componente circunferencial del esfuerzo
099, toma en todo momento valores positivos, lo que indica que el material en todo momento
esté en traccion tangencial. Esto coincide con la analogia de un globo que esta siendo inflado,
donde la traccion tangencial ogy “quiere” disminuir la superficie del globo (“quiere” contraer
el globo). A medida que la presion interna P aumenta, lo hace cada vez en mayor medida
la traccion circunferencial, empezando en 5,9|MPa| a presion interna inicial P = 8[MPa),
y llegando rapidamente a los 98MPa| a una presion interna P = 40[MPal. En el gréfico
(d) de hecho, la traccion se dispara a magnitudes de los 350[MPa| para P = 55|MPal,
momento en el cual el programa empieza ya a tener problemas de convergencia para llegar
al la curva suave de ogg. A mayores magnitudes de la presion, el problema no converge
(muy probablemente por el aumento explosivo de oggy). Se ve sin embargo, que a cualquier
presion P el esfuerzo circunferencial a medida que se aproxima al radio externo de la cascara,
se aproxima suavemente a una presion distinta de cero, menores a ~ 5[MPal. Esto tiene
sentido, ya que en la realidad, tanto las superficies externas como las internas se encuentran
en constante traccion.

Interesante son los resultados expuestos en los graficos de la figura 4.11, en los cuales
tanto la deformacion radial e, como la circunferencial €9 muestran un comportamiento de
strain limiting. La deformacion radial toma valores negativos (lo que significa que el espesor
de la cascara disminuye), como es de esperar, debido al esfuerzo radial de compresion. A
medida que aumenta el esfuerzo de compresion debido al aumento en la presion interna, la
deformacion de compresion radial también aumenta, hasta llegar a -0.14 %, valor que alcanza
a presiones de 20[MPa] y mantiene incluso hasta llegar a presiones de 55[MPal. Por su lado,
la deformacién circunferencial 49 también alcanza su valor maximo de 0.14 % a presiones de
40[MPa|, manteniéndolo también a los 55|MPal, considerando incluso el explosivo aumento
del esfuerzo circunferencial para radios cercanos a “r;”. En cuanto al comportamiento de
las deformaciones ¢, v €49 a lo largo del espesor de la cascara, es bastante anédlogo al sus
respectivos esfuerzos; ambos disminuyen suavemente a medida que se aproximan al radio
externo.

En los gréficos de la figura 4.13, puede observarse que las variables eléctricas del problema,
E, v P, no se ven mayormente afectadas por el aumento de la presion. A medida que au-
menta la presion, el campo eléctrico radial aumenta ligeramente, desde los 6|kV /cm| a unos
8|kV /cm]|, y consecuentemente, también lo hace la polarizacion radial, desde 0,95[uC/cm?]
a 1[uC/cm?|, todo esto a un mismo voltaje externo aplicado ¢ = —25kV. A pesar de que
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esto sea un aumento muy pequeno, es interesante ver que una variable independiente del
modelo como es el esfuerzo radial o,,., puede afectar en el comportamiento de otra variable
independiente, como el campo eléctrico, hecho que ocurre en la realidad para cerdmicas pie-
zoeléctricas. Esto es algo que en los problemas homogéneos no es posible apreciar. Notar que
la relacion P, — E, de los graficos corresponden a los ordenes de magnitud obtenidos en el
fitting (ver figura 3.6).

Efectos de la variacion del voltaje aplicado ¢,

Los gréficos de las figuras 4.14-4.16 muestran como varian las distintas componentes de
la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion) a medida se
aumenta el voltaje aplicado a directamente a las caras internas y externas de la cascara
esférica, estando inflada a una presion 30| MPal.

Al observar los gréaficos de la figura 4.15, el esfuerzo radial o, no se ve afectado mayor-
mente afectado por el aumento del voltaje, debido a que sus valores de frontera estan fijos,
por lo que solo disminuye ligeramente la concavidad de con la que une ambos valores. El
caso del esfuerzo circunferencial ogg por su lado muestra un cambio bastante méas notorio,
disminuyendo drésticamente su magnitud en la cara interna de la céscara (de 35,5|MPal para
¢, = —25kV] a 5|MPa| para ¢, = —150[kV]), y aumentando ligeramente sus valores en la
cara externa de la céscara (de 4,8 MPa| para ¢, = —25[kV] a 11|MPa| para ¢, = —150[kV]).

Como era de esperar al aumentar el voltaje, se aumenta también el campo eléctrico radial
aplicado E,, y por tanto los valores de la polarizaciéon radial P,. De esta forma se puede
apreciar como claramente se llega a saturar la polarizacion del material, dado a que a —95[kV]|
el campo eléctrico varia entre las caras de la cascara solo 0,24[kV /cm]| (de 13,5[kV/cm]| a
13,74|kV /cm|) para generar una variacion de 0,6[C/cm?| en la polarizacién, mientras que
a —150[kV], el campo eléctrico debe variar 3,4|kV/cm| (de 18[kV/cm| a 21,4|kV/cm]) para
generar el mismo cambio en la polarizacion. Esto guarda concordancia con lo visto en los
datos experimentales del PLZT, ya que a los —150[kV] se alcanzan los 21,4|kV /cm| de campo
eléctrico, niveles a los cuales la polarizacion del material debiese empezar a saturarse (con
valores por sobre los 30[uC/cm?]), tal como ocurre en el grafico (d). Por otro lado, el hecho
que la polarizacion varfe siempre exactamente 0,6{uC/cm?| a lo largo del espesor de la céscara,
esta completamente determinado por el valor de la constante C, dado a la ecuacion (4.21).

Debido a este aumento en el campo eléctrico causado por el aumento del voltaje aplicado,
las deformaciones de compresion radial o,, disminuye y pasan paulatinamente a ser de ex-
tension (pasan a ser positivas), esto a pesar de que los esfuerzos radiales sean de compresion
(ver figura 4.14). Esto concuerda con lo observado en los problemas homogéneos, donde las
deformaciones paralelas al esfuerzo pasan a aumentar en extension sobreponiéndose al efecto
del mismo esfuerzo en esa direcciéon. Para el caso de la deformacion circunferencial gy, se
puede ver que la deformacion de extension disminuye, sin embargo, sin pasar a ser negativa, o
sea, de compresion (ver figura 4.14). Esto también concuerda con lo observado en el problema
homogéneo del prisma en extension (ver figura 4.7), donde el campo eléctrico disminuye las
deformaciones de extension ortogonales a ¢él, sin llevarlas a ser negativas.
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4.2.2. Inflado y extension de tubo cilindrico y bajo campo eléctrico
radial

Se define a un tubo de radio interior r; y exterior r,, bajo una presion interna P, y sufriendo
una extension axial lineal como muestra la figura (4.17)

(A, — 1z 4

Figura 4.17: Cdscara esférica de radio interno r; y externo r, inflada con presion P.

donde se supone que el largo del tubo L es mucho mayor a su diametro exterior r,, es
decir, r, < L. Con esto se mantiene unidimensional al problema, dado que al considerar
L como comparable con las otras dimensiones del tubo, implicaria la consideracion de las
condiciones de frontera de las caras planas del tubo, incorporando a z como segunda variable
dimensional.

Con lo anterior, se puede suponer que el vector desplazamiento tiene la forma:
u(r, z) = u,(r)e, + (A — 1)ze,, (4.27)

donde A es la razon entre el largo final y el inicial, por lo que debe ser mayor a cero y mayor
a la unidad en el caso de una extension. Suponiendo que no existen esfuerzos de corte y que
el tensor de esfuerzos solo depende de la posicién radial, entonces o queda

o(r)=o,(r)e. e, + og(rieg@ey+ 0..(re, @e,. (4.28)
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Ademas, se supone para este problema también un campo eléctrico radial, definido como:

E(r) = E.(r)e,. (4.29)

Considerando las ecuaciones de relacion deformacion-desplazamiento (2.5), se tiene que
las componentes de la deformacion € se relacionarian con el desplazamiento de la forma

du, Uy
_ U L=A—1 4.30
dr ) €00 r ) € ( )

Epp =

En base a las ecuaciones de equilibrio en cilindricas (2.11) y al tensor de esfuerzos de

(4.26), se obtiene

dE, do,, 1

_Pr = —\Oprr — ) 4.31
dr dr + r (o 700) ( )

y despejando ogg de (4.31) se obtiene

d(ro..) N dE,
dr " dr

P,. (4.32)

Ogg =

Utilizando la ecuacion de la divergencia del desplazamiento eléctrico de Maxwell (2.8)2 en
coordenadas cilindricas, se tiene que

1d[r(P, 4 €,E,
LB+ el)] 0 Pr:g_soEra (4.33)

r dr

donde C es una constante que se determina con condiciones de borde de E,. Al reemplazar
(4.33) en (4.32), se obtienen el esfuerzo normal circunferencial ogy en funcion de o, y E,:

d(ro,.) dE, /C
— — —¢E, . 4.34
700 dr tr dr ( T ¢ ) ( )

Las invariantes relevantes de (2.34), es decir Iy, Iy y I, quedan como:

1
Iy =0 4 099 + 0., I, = 5 (afr + 039 + Uzz) , I, =E2 (4.35)

Con la ecuacion constitutiva para la deformacion (2.35) y la funcion isotropica (2.37), se
llega a que las componentes de € son

1 Yo €,C1
2 rr o 2
fwza(gﬁglEr)[Tmb—“ 1+MJ 3 o

! —E@Lﬁ (4.36)

— — 1+
1+ BI# V1420,
1 YO,
£ = (go+ @R | —— — 1+ ——
(90 + 9 )L+5Eb ¢L+m5}
y realizando lo mismo con (2.36) se llega la expresion de la tnica componente de la polariza-
cion:

I E
Pr:mg—{—Er{Qle [/ 1+5( 2 dw—[1+ \/1+2L12}+tanh( 2)@+§0+60(10TT}.
0

ET‘
(4.37)

oo = o (90 + 11 E,7) {
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Implementacién en COMSOL

Para este problema la cantidad de variables independientes serédn tres, debido a que en
este caso se considera ademés el esfuerzo axial. Por tanto, se tiene al esfuerzo radial o,,., al
campo eléctrico E, y al esfuerzo axial o, como las variables independientes. En estricto rigor,
0., podria dejarse como funcién explicita de o, v E,, despejandola a partir de la ecuacion
(4.36)3 v (4.30)3, y asi, dejar el problema con dos variables independientes. Sin embargo,
debido a que el despeje algebraico puede resultar un poco engorroso como para ingresarlo al
programa, se opta por la opcién de dejarlo como tercera variable independiente. Debido a
esto se requiere de la incorporacion de una tercera ecuacion diferencial para definir de forma
completa al problema.

Para la determinacion del esfuerzo radial o,,, se trabaja la ecuacion (4.30) multiplicando
ambos lados por r y derivando en r. Esto se iguala a (4.30);, con lo que se obtiene la primera
ecuacion diferencial
d(&ggr)

dr

67‘7‘ -

Considerando la formulacion de las ecuaciones que impone el PDE solver,

0*u ou
“orr Mot f
y no olvidando que el problema es uno cuasi-estatico (derivadas temporales nulas) y unidi-
mensional (operador de divergencia V- pasa a actuar como derivada en r), se asignan las
igualdades

I'= €goT, f = Epp-

Las condiciones de borde para o,, deben considerar las presiones a las que esta sometido
el tubo, es decir, la presion manométrica P del interior, y la presion atmosférica, la cual es
cero al también considerarla manométrica. Dado a que la presion actia sobre las superficies
de forma perpendicular a estas, por equilibrio de Cauchy en la frontera se debe cumplir que

0-7‘7‘<Ti) = _P7 O-TT(TO) = 07

donde ambas son condiciones de borde de Dirichlet. Nuevamente, es importante notar que el
signo negativo de la cara interior, debido a que la presion interna tiende a comprimir al tubo.

Para el caso del campo eléctrico, se supone nuevamente la existencia de un potencial
eléctrico ¢ tal que

con el fin de usar este potencial como variable independiente (en vez de E,.), para asegurar que
la ecuacion diferencial resultante para su determinacion, quede de segundo orden o superior.
Este potencial ¢(r) ademés de tener un proposito matematico para la determinacion del
campo eléctrico E,, puede interpretarse como la diferencia de potencial eléctrico medido en
[kV] entre ambas caras.
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La ecuacion se obtiene igualando (4.33) a (4.37), y pasando sumando el término €,E, de
(4.33) hacia el otro lado

C h 1 —
? :Er {2&91 {/O md&)-[l—F% 1—|—2L[2} +C0+€o<10'rr—|—60}

E, —
+ms + mg tanh (—W) .
my

Si se iguala I' a todo el lado derecho de esta ecuacion, la derivada del lado izquierdo de la
misma deberfa igualarse a f, es decir

C

r2’
con lo que quedaria lista la ecuacion de diferencial para el campo eléctrico.

Se supone, al igual que en el problema anterior, que los electrodos causantes del campo
eléctrico externo E, estdn completamente adheridos a las caras del tubo, ya que en caso
contrario, se deberia entrar a utilizar las ecuaciones de frontera de Maxwell. Con lo anterior
en mente, se parte suponiendo que el potencial ¢ en el manto interno del tubo pasa a ser
nulo, es decir,

¢(7”i) =0,

donde el valor que toma en esta frontera no importa en mayor medida, dado a que lo
que realmente afecta al valor del campo eléctrico E, es la diferencia de potencial entre dos
puntos. Para el borde externo también se utiliza una condicién de borde de Dirichlet, con el
fin de que el potencial eléctrico ¢, pueda usarse como pardmetro, evaluando la respuesta del
material para distintos voltajes:

¢(ro) = do.

En el caso del esfuerzo axial o.., la ecuacion diferencial se obtiene de a igualar los valores
de €., de las ecuaciones (4.30)3 y (4.36)3, es decir,

1 YO, ]

- _ 1_|_ P oA
1+ BI% V1 + 2,

)\—1:04(90+91]Er2) [

Si se deriva esta ecuacion a ambos lados, pueden relacionar directamente los términos de
la férmula cuasi-estatica y unidimensional del programa de la forma

1 . YO,
1+ pBI VI+2L|’

donde en otras palabras I' es simplemente igual a la deformacion axial ... Por tdltimo, para
el esfuerzo axial .., al igual que para el campo eléctrico, es 1til suponer la existencia de un
potencial € (que no tiene ninguna interpretacion fisica real, sino que representa una magnitud
meramente matematica para la determinaciéon numérica de o,,) tal que

dQ(r)

O-zz(r) = T3

dr

F:a(go+glEr2) |: f:O7
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debido a que solo asi, la ecuaciéon diferencial resultante para el esfuerzo axial pasa a ser de
segundo orden. De esta forma, la tercera variable independiente del problema pasaria a ser
el potencial auxiliar Q(r).

Al igual que para el campo eléctrico, se debe asociar a este potencial una condicién de
frontera de Dirichlet, y otra de Neumann, de la forma

Q(’f’i) = O, F(To) = 5zz(ro) =A— ]-7

donde es indispensable que la segunda tenga esta forma, debido a que sino, el parametro de
A quedaria inutilizado, dejando mal definido al problema. Para la seccion de resultados, se
utiliza una extension

A = 1,0003,

lo que implica una deformacion de extension porcentual €., de un 0.03 % fijo para toda la
extension del radio.

Finalmente, para la evaluacion de los resultados, se usan los siguientes parametros geo-
métricos y eléctricos fijos:

ri = 5[em], r, = 12[cm], C = 5[uC/em).

Al fijarse en la ecuacion (4.33) la constante de integracion C' dividida por el radio debiese
ser igual al desplazamiento eléctrico . Por tratarse de un campo radial en coordenadas
cilindricas, por ley de Gaus, C' tiene la forma:

O Ao

2me,’

donde ), es la carga por unidad de longitud, y € = 8,85 x 1073[uC/kVem| es la permitividad
eléctrica del BiFeOs [26].
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Resultados del Problema
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Figura 4.18: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[cm|, con C = 5[uC/em), ¢, = —15[kV]
con presion (a) P = 5[M Pal, (b) P = 15[M Pal, (¢) P = 22[M Pa] y (d) P = 30[M Pa).
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Figura 4.19: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio normalizado

r/ri, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[em], con C' = 5[uC'/em], ¢,

—15[kV] con

presion (a) P = 5[MPa], (b) P = 15[MPa], (¢) P =22[MPa] y (d) P = 30[M Pa].
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Figura 4.20: Campo eléctrico (azul) y polarizacion (violeta) en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5lem| y r, = 12[em], con C = 5[uC/em], ¢, =
presion (a) P = 5[M Pal, (b) P =15[M Pal, (c) P =22[M Pal] y (d) P = 30[M Pa].
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Figura 4.22: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[em] y r, = 12[em|, con C = 5[uC'/em], P = 16[M Pa]
con presion (a) ¢, = —10[kV], (b) ¢po = =B0[kV], (¢) ¢po = —90[kV] y (d) ¢, = —150[kV].
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Figura 4.23: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em], P = 16[M Pa] con
presion (a) ¢, = —10[kV], (b) ¢o = =50[kV], (¢) ¢o = —90[kV] y (d) ¢, = —150[kV].
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Figura 4.24: Campo eléctrico (azul) y polarizacion (violeta) en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5lem| y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em], P = 16[M Pa] con
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Figura 4.25: Esfuerzo (rojo) y deformacion (azul) axial en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em], P = 16[M Pal] con
presion (a) ¢, = —10[kV], (b) ¢, = —=B0[kV], (¢) ¢, = —90[kV] y (d) ¢, = —150[kV].
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Analisis de los resultados
Efectos de la variacion de la presiéon interna P

En los graficos de las figuras 4.18-4.21, se muestra como se ven afectadas distintas com-
ponentes de la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion)
a medida que aumenta la presion interna P del tubo, estando expuesta a un voltaje fijo de
15kV].

Al ver las figuras 4.18 y 4.19, se puede afirmar que el comportamiento de las componentes
radiales y circunferenciales del esfuerzo y de la deformacion se comportan de forma bastante
similar a los aumentos de presion. Por un lado, el esfuerzo radial o,, en la cara interna del
tubo, adopta la misma magnitud de la presiéon interna y disminuye suavemente hasta cero a
medida que se acerca al manto externo del tubo, tal como se le impone en como condiciones
de frontera. Por su lado, el esfuerzo circunferencial ogg en la cara interna del tubo aumenta
explosivamente a medida que aumenta la presion interna, tanto asi, que a solo una presion
interna de 30[MPal, se llega a los 700[MPa|. A presiones mayores que 30|MPal, el problema
deja de converger probablemente a este aumento radical. Sin embargo, estos valores para
el esfuerzo circunferencial son muy probablemente errores de convergencia, por lo que sus
valores reales se esperarfan mucho menores (del orden de magnitud de ~ 100[M Pa) en la
cara interna del tubo a una presion de 30 [MPal, siguiendo la parte suave de la curva en
(d)). Analogamente, las deformaciones radial ¢, y circunferencial egy de la figura 4.18, mues-
tran nuevamente un comportamiento de “strain limiting’, ya que sus respectivas magnitudes
aumentan hasta un -0.1 % para el caso de la compresion radial, y un 0.22 % para la exten-
sion circunferencial, valores que alcanzan ya a presiones internas de 15[MPal, manteniéndolos
hasta los 30[MPa|, a pesar del drastico aumento de ogy.

Si se comparan las presiones requeridas para lograr que el programa no converja, entre el
caso de la cascara esférica y del tubo, se puede afirmar que claramente el caso de la cascara
esférica soporta mayores presiones considerando los mismos radios r; y r,.

Observando los gréficos de la figura 4.20, se puede ver como tanto el campo eléctrico E,
como la polarizaciéon radial P, solo sufren un muy ligero aumento a medida que crece la
presion interna P, para radios cercanos a la cara interna del tubo. En la cara externa del
tubo las variables eléctricas se mantienen practicamente iguales, debido a que cerca del manto
exterior, los esfuerzos radiales o, y g9y son bastante bajos, independientemente de la presion
P. Es muy similar a lo ocurrido en el caso de la cascara esférica, demostrando nuevamente,
que el modelo es capaz de permitir que el esfuerzo aplicado, influencie el campo eléctrico, a
pesar de que el voltaje que lo genere, se mantenga constante (en 15[kV| para este caso).

En la figura 4.21 puede verse como la deformacion axial €., se mantiene fija en un 0.03 %
independientemente de la presion interna P, tal como se le impone en el planteamiento del
problema. Sin embargo, para que esta deformacion se mantenga fija, el esfuerzo axial o,
debe se distinto de cero, y en efecto, se puede apreciar como la tracciéon axial aumenta
dréasticamente de 4,39|MPa| para P = 5|MPa|, a 36|MPa| para P = 22|MPal, para mantener
la extension axial porcentual del tubo invariante en radios cercanos al manto interno. Esta
traccion disminuye a medida que se acerca a la cara externa del tubo, debido a que los
esfuerzos radiales y circunferenciales para esos radios, son bastante menores.
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Efectos de la variacion del voltaje aplicado ¢,

Los graficos de las figuras 4.22-4.25 muestran como varfan las distintas componentes de
la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion) a medida se
aumenta el voltaje aplicado a directamente a los mantos interno y externo del tubo, estando
inflado a una presion interna de 16[MPal].

Prestando atencién a los graficos de la figura 4.23, puede verse que a medida que el voltaje
¢, aumenta, el esfuerzo radial o,, mantiene los mismo valores impuestos como condiciones
de borde (de 16|MPa] para la cara interna y de 0[MPa| para la cara externa), sin embargo, la
concavidad con la que une estos valores de borde a través del espesor del tubo disminuye. De
hecho, a un voltaje de 150[kV], la variacion del esfuerzo radial en funciéon del radio, es casi
lineal. Para el caso de la esfuerzo circunferencial g9, se ve que a mayor voltaje ¢,, menor
es la traccion en la cara interna del tubo (siendo de 55[MPa| para ¢, = 10[kV], y llegando
a 7,5|MPa| para ¢, = 150(kV]), y mayor lo es en la cara externa (siendo de 8MPa| para
o, = 10[kV], y llegando a 24[MPa| para ¢, = 150[kV]). Esto implica que a mayor voltaje
aplicado, la traccion circunferencial del tubo se “traslada” a hacia afuera del tubo.

Por su lado, en la figura 4.22 se observa como la deformacion radial ¢,,. pasa gradualmente
de ser de compresion, a extension, esto debido a que es la direccion paralela en la que aumenta
el campo eléctrico aplicado a medida que crece el voltaje (ver desarrollo del campo eléctrico en
figura 4.24). Lo anterior concuerda con lo analizado en los problemas anteriores. Por su lado,
la deformacién circunferencial €4y disminuye para radios cercanos a 7; (de un estiramiento
de un 0.22% para ¢, = 10[kV], a un 0.04 % para ¢, = 150[kV]) debido a que se encuentra
ortogonal al aumento del campo eléctrico. En contraste con esto, para radios cercanos a r,, la
deformacion de traccion se mantiene fija en 0.08 % para voltajes menores a 90[kV], y aumenta
fuertemente a 0.14 % cuando el voltaje es de 150[kV]. A voltajes por sobre los 90kV], tanto la
deformaciéon radial como la deformacion circunferencial son positivas, por lo que el aumento
del voltaje (y consecuentemente el aumento del campo eléctrico), generan que el volumen
del tubo aumente, hecho que ratifica lo descrito en el anélisis del problema de la lamina en
traccion (ver seccion 4.1.1).

Tal como era de esperar, un aumento en el voltaje implica un aumento en el campo
eléctrico E,., y por tanto también un aumento en la polarizacion radial P,. del tubo, lo cual
se evidencia en la figura 4.24. Nuevamente, se puede ver como el modelo logra devolver una
clara saturacion de la polarizacion radial del material cuando el campo eléctrico alcanza
magnitudes por sobre los 20(kV /cm|, donde a ¢ = 150[kV], una variacion del campo eléctrico
de 5,5[kV/cm| varfa a la polarizacion en 0,55[uC/cm?], mientras que a ¢ = 90[kV], una
variacion del campo eléctrico de tan solo 0,16|kV /cm| (de 12,8|kV /cm] en el radio externo a
12,96|kV /cm] en el radio interno), genera la misma variacion en la polarizacion del material.
Los niveles de la polarizacion cuando esta saturada en el grafico (d), coincide con los niveles
obtenidos del fitting realizado en la figura 3.6, es decir, por sobre los 31[uC/cm?|.

En la figura 4.25, se puede apreciar como la deformaciéon axial €,, se mantiene fija en
0.03 % como se le impuso. Lo interesante, sin embargo, es la forma en que cambia el esfuerzo
axial 0., para mantener fijo ese estiramiento, a medida que aumenta el potencial eléctrico.
A bajos voltajes, el esfuerzo axial alcanza los 14|[MPal en el radio interior, y disminuye
rapidamente hasta 4,1|MPa| a medida que se acerca al radio exterior. A medida que aumenta
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el voltaje a 90[kV], por ejemplo, se observa como el esfuerzo axial en la cara interna disminuye
a 5,6|MPal en la cara interior, y en la cara externa aumenta a 4,9|MPa|, un comportamiento
muy similar a lo observado en el esfuerzo circunferencial ogg. Es similar, pero no idéntico, ya
que el esfuerzo axial alcanza un minimo de 4.6|MPa| (a 90[kV]) dentro del espesor del tubo,
especificamente a un radio normalizado de 1.5. La razon de esto se debe probablemente a la
influencia compartida que tienen los esfuerzos ortogonales en las invariantes [; e I, junto
con la del campo eléctrico en la deformacion axial, la cual o,, trabaja por mantener.
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4.2.3. Inflado y extensién de tubo cilindrico y bajo campo eléctrico
radial, con corte telescépico

Tomando la misma geometria anterior, se considera el caso en que, ademas del inflado con
presion P, exista corte longitudinal debido a un esfuerzo de corte por arrastre 7, en el manto
interior del tubo (ver figura 4.26), por lo que se supone esta vez un tensor de la forma

o(r)=o.(r)e,®e.+op(reg@ey+o..(re. e, +0,.(r)(e,Re, +e, ®e,.), (4.38)
donde también se supone un campo eléctrico radial, definido por un potencial ®(r) tal que

E(r) =E.(r)e,. (4.39)

----------
-~ S,

{
E Ewm

\"

________

Figura 4.26: Tubo de radio interno a y externo b con presion interna P, desplazamiento axial
restringido en borde externo y corte longitudinal.

Para este caso tampoco supone un desplazamiento azimutal ug, y la extension deja de
suponerse lineal como el caso anterior, tal que

u(r) = u.(r)e, + u,(r)e,. (4.40)
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Segun las ecuaciones de la deformacion linealizada para cilindricas (2.5), se tiene que las
componentes de la deformacién cumplen que

~ 1ldu,
C2dr’

du, Uy

rr ) = 22 =0, rz 4.41
€ ar €00 , € € ( )

Por su lado, usando (4.38) y (4.39) en las ecuaciones de equilibrio para coordenadas
cilindricas (2.11), se llega a

dE, do,, 1

e bl _

dr r dr + T(O-rr 099)7
do,, 1 d(o,.7)

—Urz - — =0 - rz —
dr +r0 dr ?

(4.42)

K
r Y

donde K es una constante que puede determinarse facilmente utilizando la condiciéon de borde
o..(r = a) = 1,, obteniendo a partir de (4.42):

o (1) = Too (4.43)

A su vez, para dejar ogy en funcion de E, y o,.., lo despejamos de la ecuacion (4.42);, y
reordenando algunos de sus términos se llega a
d(o,T) dE,

= P,. 4.44
700 dr tr dr ( )

Usando la ecuacion de Maxwell de la divergencia del desplazamiento eléctrico (2.8), para
coordenadas cilindricas, se obtiene:

1d[r(P, + &,E
1P+ 2B Przg_goEm (4.45)

r dr

donde C' es una constante de integracion, a la cual més adelante se le puede asignar algin
valor arbitrario, al igual que en los problemas anteriores. Reemplazando (4.45) en (4.44), se
obtiene la finalmente la expresion para ogg:

d(oy,1) dE, /C
= — —g,E, |. 4.4
09 ar +r dr ( €o r) ( 6)

A partir de las invariantes (2.34), las relevantes para este caso quedan como

O-Er 0-30 ng 2 2
[1:Urr+090+azza [2: 9 —|—7—|— 9 +Urz7 I4I]ET . (447)
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Con la ecuacion constitutiva para la deformacion (2.35) y las funcion isotropica 11, las
expresiones para cada componente de € quedan como

1 YOrr EoCl 2
Erp = Q + Er2 — — 1+ E’r7
(90 + 11,7 {1 ¥ BI7 VT mJ 2
1 V000
5092a90+91]ET2 |:—_1+—:|7
1 YO 2z
Erz = (X + Er2 —— 1+ )
(90 + #E,") {1+51§b 1—|—2L[2:|
VOrz

Ery = & (gO + glEr2) \/ﬁ)

donde, a diferencia del caso sin ningun tipo de corte, se puede apreciar la apariciéon de la
deformacion angular ¢,.. Asimismo, y bajo el mismo procedimiento, las componentes de la
polarizaciéon quedan como:

h 1 Y ET — Mo mo
]P)r =ms3+ Er 20&91 ; mdw - Il + Z \V4 1+ 20[2 + tanh Tl —-— + C(] + €0CIUTT s

E,
Pz - EOCIO-TZET7
(4.49)

donde se puede ver la aparicion de una polarizacion axial, no vista antes en el caso sin corte.

Implementacién en COMSOL

Este problema requiere de la utilizacién las mismas tres variables independientes que el
problema anterior, es decir, el esfuerzo radial o,,., el campo eléctrico E,., y el esfuerzo axial
0., donde estos dos tltimos requieren de la utilizacion de un potencial auxiliar que permita
que sus respectivas ecuaciones diferenciales sean de segundo orden para su resoluciéon. Lo
anterior se debe a que la adicion del corte axial (o telescopico), no implica la adiciéon de una
nueva variable independiente, dado a que a partir de las ecuaciones de equilibrio dindmico y
el dato de frontera del planteamiento del problema permiten llegar a la expresion explicita
de 0,, en (4.43). De esta forma, la componente axial de la polarizacion P, en (4.49), queda
solo en funcién del campo eléctrico E, a determinar.

De la misma manera que en los problemas anteriores, la forma cuasiestatica y unidimen-
sional del problema en la cual se ingresan las ecuaciones diferenciales al programa queda
€omo

dr
5_(]2

donde r es la tnica variable dimensional del problema.

Para el esfuerzo radial o,.., se usan las ecuaciones (4.41); y (4.41),, a partir de las cuales
se obtiene la relacion
d(é‘gg’/’ )

dr
de donde directamente se puede obtener I' = ggyr v f = €., con lo que queda lista la ecuacion
diferencial para la determinacion del esfuerzo radial o,,.. Las expresiones explicitas para la

= &rry
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deformacion radial €., y circunferencial £49 que se ingresan, estan en las ecuaciones (4.48);
y (4.48)y respectivamente. De esta forma, la ecuacion diferencial queda completamente en
funcion de las variables independientes ya mencionadas desde un comienzo.

Considerando por su lado las condiciones de frontera planteadas para el problema, se
imponen las siguientes condiciones de borde de Dirichlet para el esfuerzo radial

0-7"7"(7"1) = _P7 Urr(ro> - 07

donde a la presion interna P se le antepone el signo negativo, debido a que la los vectores de
fuerza superficial apuntan hacia dentro del material. Por su lado, en el exterior del tubo se
supone que la presiéon simplemente es cero.

Para el campo eléctrico se supone la existencia de un potencial eléctrico ¢ radial, tal que

as(r)
E.(r)=——""—=,
r(7) dr
donde el signo negativo antepuesto es para que este potencial tenga la misma definicién fisica
del potencial eléctrico medido en [kV] a partir del campo eléctrico. Este potencial se utiliza
por tanto como variable independiente en vez del campo eléctrico, para que la ecuaciones
diferencial resultante quede de segundo orden. Igualando las expresiones para la polarizacion

radial P, (4.45) y (4.49), se llega la siguiente expresion

C h 1 —
? :Er {2&91 [/0 mdw—ll—F% 1—|—2L[2:| +<U+eo<10rr+€o}

E, —
+ms3 + mg tanh (—W) .
my

Si se deriva a ambos lados en r, se puede designar a todo lo del lado derecho como I, y la
derivada del lado izquierdo como f, o sea

C
f:_ﬁa

con lo que quedaria definida la segunda ecuacion diferencial para la resolucion del problema.
Tal como en los problemas anteriores, dado a que la variable independiente se trata de un
potencial, se define una condiciéon de borde de tipo Dirichlet para el radio interno del tubo,
donde el potencial lo definimos nulo, es decir,

P(r;) = 0,

donde el valor no importa, sino que la tasa de cambio de este valor a lo largo del radio r. Para
el borde externo se define otra condicion de borde de tipo Dirichlet, para asi poder manipular
los voltajes a los que se somete al tubo como un parametro de evaluacion, de la forma

¢(ro) = do.

Estas condiciones de borde para el potencial eléctrico ¢ estdn planteadas bajo la misma
suposicién de los problemas anteriores, es decir, que los electrodos que aplican el campo
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eléctrico al material, estan completamente adheridos a las caras interna y externa del tubo,
evitando asi los efectos de borde cuando campos eléctricos cambian de medio. Bajo este
supuesto, el problema ya queda bien definido para las variables eléctricas.

Por ultimo, para la determinacion del esfuerzo axial .., también es necesaria la utilizacion
de un potencial auxiliar 2 (carente de significado fisico relevante), tal que

_ dQ(r)
0.2(r) = P

lo cual permite que la ED resultante termine siendo de segundo orden. De esta forma, §2
queda definida como la tercera variable independiente.

Igualando las expresiones para la deformacion axial €., de (4.41)3 y (4.48)3, se obtiene que

1 YO 2z

—_1+— ,
1+ BI% V1+ 2,

la cual al derivar a ambos lados en 7, se puede igualar a I' (lado derecho) y f = 0. En otras
palabras I se iguala a la deformacion axial ... Al igual que para el caso del potencial eléctrico
¢, a {2 se le impone en la frontera interior del tubo una condiciéon de borde de Dirichlet nula:

0=« (g[) + glErQ)

Q(T’i> =0.

Para el manto externo del tubo se impone una condiciéon de borde de Neumann, tal que
[(ry) = €,.(r,) =0,

en donde claramente se toma en cuenta la inexistencia de deformacién axial para el problema.
Con esto, se define por completo la tercera ED necesaria para la resoluciéon numérica del
problema.

Finalmente, para la evaluacion de los resultados, se usan los siguientes parametros geo-
métricos y eléctricos fijos:

ri = 5[em], r, = 12[cm], C = 5[uC/em).
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Resultados del problema
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Figura 4.27: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[cm|, con C = 5[uC/em), ¢, = —15[kV]
con presion (a) P = 3[MPa, (b) P =12[MPal, (¢) P =20[MPa| y (d) P = 30[M Pa).

9 . 9 . , ;
L | 25P\ {25
g_ —orr _3 —orr
6L ot | | 20 ott [ 120
E 5F 45 E 15f 115
= 4 14 = 10+ 110
& 3t 13 9 | _
[ 2r 12 o 5 5
] 1r 11 ]
or 0
af {1
2} 12
-3 . . 43 . .
1 5 2 1 15 2
(a) Normalized Radius (b) Normalized Radius
701 : . 70 650 ' 3650
il ] coo} —or {200
sof| att | {50 5ooj ott | 1500
— | — 450 {450
g A\ 40 & 00" 1400
Z 30 130 Z 350 1350
P i i @ 300(] {300
e 20 20 g 20l {250
& 10f 110 & 2000 {200
of 0 150»\ {150
100} | 1100
-10f {10 50r | {50
or 0
220 . . 420 —— I |
1 1

()

1.5 2
Normalized Radius

(d)

1.5 2
Normalized Radius

Figura 4.28: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em], ¢, = —15[kV] con
presion (a) P = 3[M Pal, (b) P =12[M Pal, (¢c) P =20[M Pal] y (d) P = 30[M Pa].
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Figura 4.29: Campo eléctrico (azul) y polarizacion radial (violeta) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[cm|, con C = 5[uC/em), ¢, = —15[kV]
con presion (a) P = 3[MPal, (b) P = 12[M Pal, (¢) P =20[M Pa] y (d) P = 30[M Pa).
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Figura 4.30: Deformacion azial (azul) y corte axial (verde) azial en funcion del radio normali-

zado r/ri, para cdscara de radios vy = 5[em] yr, = 12[em]|, con C' = 5[uC/em), ¢,

C15[kV]

con presion (a) P = 3[MPal, (b) P = 12[M Pal, (¢) P = 20[M Pa] y (d) P = 30[M Pa).
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Figura 4.31: Esfuerzo azial (azul) y de corte axial (verde) axial en funcion del radio normali-
zado r/ri, para cdscara de radios vy = 5[em| yr, = 12[em)|, con C' = 5[uC/cm]|, ¢, = —15[kV]
con presion (a) P = 3[MPa, (b) P = 12[M Pal, (¢) P =20[MPa] y (d) P = 30[M Pa).
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Figura 4.32: Polarizacion azxial (rojo) en funcion del radio normalizado r/ri, para cdscara
de radios r; = 5[em] y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em)|, ¢, = —15[kV] con presion (a)
P =3[MPa), (b) P=12[MPal, (¢) P=20[MPa) y (d) P = 30[MPa).
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Figura 4.33: Defor. radial (azul) y circunferencial (verde) vs. radio normalizado r/ri, para
tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[cm|, con C = 5[uC'/em], P = 12[M Pa] con presion (a)
b0 = —100kV], (8) 6, = —40[kV], (c) 6, = —8O0[KV] y (d) &, = —140kV].
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Figura 4.34: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) vs. el radio normalizado r/r;,
para tubo de radios r; = 5[em] y r, = 12[em], con C' = 5[uC/ecm|, P = 12[M Pa] con presion
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Figura 4.38: Polarizacion azial (rojo) en funcion del radio normalizado r/r;, para tubo de
radios r; = blem] y r, = 12[em], con C = 5[uC/em], P = 12[M Pa] con presion (a) ¢, =
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Figura 4.40: Polarizacion azial (rojo) en funcion del radio normalizado r/r;, para tubo de
radios r; = 5[em| y r, = 12[em], con C = 5[uC/em], P = 10[M Pa] con presion (a) 7, =
5[{MPal, (b) 1, = 15[M Pa), (c) 7, = 25[M Pa] y (d) 1, = 35[M Pal.
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Figura 4.41: Defor. y esfuerzo axial (azul), defor. y esfuerzo de corte axial (verde) vs. radio
normalizado r/r;, para tubo de radios r; = 5lcm| y ro, = 12[em], con C = 5[uC/em], P =
10[M Pa)] con presion (a) 7, = b[M Pal, (b) 7, = 15[M Pal, (c¢) 7, = 25[M Pa] y (d) 7, =
35[M Pal.

Analisis de los resultados
Efectos de la variacion de la presiéon interna P

En los graficos de las figuras 4.27-4.32, se muestra como se ven afectadas distintas com-
ponentes de la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion)
a medida que aumenta la presion interna P del tubo, estando expuesta a un voltaje fijo de
15[kV] y a un esfuerzo de corte axial interno 7, = 3[MPa].

Al ver las graficos de las figuras 4.27 y 4.28, el aumento de la presiéon interna P tiene el
mismo efecto en las deformaciones y esfuerzos radiales y circunferenciales observado para el
caso del tubo inflado sin la presencia de corte axial 7,; a medida que la aumenta a presion,
el esfuerzo de compresion radial ¢, aumenta en la misma magnitud en el radio interno, y la
traccion circunferencial ogg lo hace en mayor medida, aumentando drasticamente para radios
cercanos al manto interior del tubo. Las deformaciones radiales y circunferenciales obtenidas
en la figura 4.27, dejan en evidencia un claro efecto de “strain limiting”, ya que, por una
lado la deformacion de compresion radial e, no supera el -0.1 % a partir que alcanza a los
12|[MPa] de presion interna, y por otro lado, la deformacion de estiramiento circunferencial
no supera el 0.18 % que alcanza a la misma presion, a pesar del radical aumento del esfuerzo
circunferencial.

En los graficos de la figura 4.29, se puede ver como tanto el campo eléctrico E,, como
la polarizacion P, aumentan ligeramente a medida que aumenta de la presion interna P del
tubo, a pesar de mantener un potencial eléctrico constante (¢, = 15[kV]). Cuando la presion
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interna es de 3[MPal, el campo eléctrico en la cara interna del tubo es de 4,5[kV /cm]| y
con una polarizacion radial de 0,65[uC/cm?|, valores que, cuando la presion interna llega a
30[MPa], aumentan a 8|kV /cm| para campo eléctrico, y 0,65[uC/cm?| para la polarizacion.
Este pequeno aumento de la polarizacién en comparacion con el del campo eléctrico, se debe a
que a pequenos campos eléctricos (menores a los 10 [kV /cm]), al material le cuesta polarizarse
(ver grafico de la figura 3.6). No menos importante es el hecho de como el esfuerzo aplicado,
puede influir en las magnitudes del campo eléctrico, a pesar de que ambas son variables
independientes en el modelo constitutivo de planteado en las ecuaciones (2.35) y (2.36). Esto
es un hecho importante, dado a que en la practica esto es algo que ocurre.

Por su lado, viendo las figuras 4.30 y 4.31, la deformacién ¢, el esfuerzo axial o, se
comportan también muy similar a lo observado en el caso del tubo inflado en ausencia de
corte; la deformacion axial se mantiene nula a cualquier presion (figura 4.30), tal como el
planteamiento lo indica, y el esfuerzo axial de tracciéon aumenta a medida que en drastica-
mente cerca de la cara interna del tubo (figura 4.31), con tal de evitar que el material se
estire longitudinalmente. Tal como se dedujo del problema en ausencia de corte, se observa
que el esfuerzo axial o,, reacciona de forma muy similar al esfuerzo circunferencial gy, tanto
a los cambios de presion como a los del potencial eléctrico (como también se vera en este
problema). Esto ocurre debido a que ambos esfuerzo longitudinales son ortogonales tanto al
campo eléctrico aplicado E, y al esfuerzo radial o, generado por P. Es similar a lo observado
en el caso homogéneo de la lamina en tracciéon, pero no idéntico, dado que que en este caso
€., # g9, ya que la geometria del problema es distinta.

También en las figuras 4.30 y 4.31, se puede apreciar como las variables mecanicas de corte
del problema, es decir, la deformacion de corte axial €,, (figura 4.30) y el esfuerzo de corte
telescopico o,, (figura 4.31), se ven afectadas por una presion creciente en el material. El
esfuerzo de corte o,,, como es de esperar, se mantiene invariante, debido a que su expresion
analitica (4.43), esta solo en funcion del radio 7 y del corte interno del tubo 7,. Més interesante
es la variacion de la deformacion de corte axial, la cual disminuye a radios cercanos al manto
interno a medida que la presion P aumenta (de 0.028 % para una presion de 3[MPa] a 0.012 %
para P = 20[MPa|). Especificamente a partir de una presion interna de 20|[MPa| puede verse
como la deformacion de corte alcanza un maximo de 0.018 % a r/r; = 1,25.

Por ultimo, en la figura 4.32, se aprecia la existencia de una muy pequena polarizacion
axial P, la cual solo es provocada por la existencia del esfuerzo de corte axial en el tubo,
dado a que en el caso anterior, esta componente de la polarizacion es inexistente. Esto lleva a
deducir, que la apariciéon de una componente de la polarizacion ortogonal al campo eléctrico
que lo crea, es solo posible en la presencia de algin esfuerzo de corte en la geometria. Al au-
mentar la presion interna de 3|MPa| a 30|MPa/, la polarizacion axial P, aumenta ligeramente
de 0,015[uC/cm?] a 0,028[uC/cm?|, debido tnicamente al hecho de que el campo eléctrico
también crece ligeramente, dado a la ecuacion (4.49).

Efectos de la variacion del voltaje aplicado ¢,

Los gréficos de las figuras 4.33-4.38 muestran como varian las distintas componentes de
la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion) a medida se
aumenta el voltaje aplicado a directamente a los mantos interno y externo del tubo, estando
inflado a una presion interna de 12|MPal y a un esfuerzo de corte axial interno 7, = 3|MPa].
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Tal como ocurre en el caso sin corte telescopico, al aumentar el potencial eléctrico aplicado
al manto interno y externo del tubo de 10[kV| a 150[kV], puede verse (en la figura 4.35) como
el campo eléctrico E, aumenta como consecuencia directa, de 4,5[kV/cm| a 22,2]kV/cm]
en el radio interno del tubo. Asi como aumenta el campo eléctrico [E,, también lo hace la
polarizacion, la cual llega a saturarse a los 31,5[uC/cm?|, cuando el campo eléctrico sobrepasa
los 19[kV /em)] (ver grafico (d) de la figura 4.35), a un potencial eléctrico de 140[kV].

Debido a este aumento en el campo eléctrico, en la figura 4.33, la deformacion radial €.,
pasa de ser de compresion (—0,08 % a ¢, = 10[kV]), a una de traccion (0,19 % a ¢, = 140[kV]),
dado a que esta deformacion es paralela a direcciéon de aumento del campo eléctrico, tal como
ha ocurrido en los casos anteriores. Por su parte, la deformacion de tracciéon circunferencial
egg disminuye de 0,18 % para un potencial eléctrico ¢, = 10[kV], a 0,02% a un voltaje
o, = 140[kV]. Esto se debe a que a que esta deformacion es ortogonal al aumento del campo
eléctrico, al igual como ha ocurrido tanto en los casos homogéneos, como en los no homogéneos
ya analizados. De hecho en el grafico (d) de la figura 4.34, la deformacion circunferencial egg
cercana al manto interior del tubo, disminuye por debajo de la que se alcanza en el borde
externo de 0,12 %, donde el campo eléctrico es menor.

En la figura 4.34, se puede apreciar como el esfuerzo radial de compresion o, se mantiene
con sus respectivos valores impuestos a pesar del creciente voltaje aplicado, pero disminuye
la concavidad con la que llega desde los —12|[MPa] en el borde interno de tubo, a 0[MPa]
en el externo. El esfuerzo de tracciéon circunferencial oy en cambio, disminuye en el borde
interno del tubo (de 28] MPa| para ¢, = 10[kV], a 3|MPa| para ¢, = 140[kV]) y aumenta en el
externo (de 6|MPa| para ¢, = 10[kV], a 17,5|MPa| para ¢, = 140[kV]). Se puede decir en otras
palabras, que el aumento del voltaje (y por ende del campo eléctrico), que “traslada” tanto el
esfuerzo de traccion circunferencial gy, como la deformacién de estiramiento circunferencial
ggp hacia el exterior del tubo.

De las figuras 4.36 y 4.37, se observa que la deformaciéon axial €,, se mantiene en cero
como se le impone por enunciado del problema, mientras que el esfuerzo de tracciéon axial o,
disminuye de 2,1[MPa| a 0,2[MPa| en la cara interna del tubo, al crecer el potencial eléctrico
de 10[kV] a 80[kV]. Sin embargo, aumenta sus valores a radios cercanos al borde exterior del
tubo (de 0,6]MPa| para ¢, = 10[kV], a 1,8 MPa| para ¢, = 140[kV]). Esto efecto que tiene el
incremento del potencial eléctrico sobre el esfuerzo axial es bastante similar al que tiene sobre
el esfuerzo circunferencial, que es el de “trasladar” la magnitud de los esfuerzos de traccion
ortogonales al campo eléctrico hacia afuera del tubo.

En la figura 4.36 se ve también como a medida que aumenta el potencial eléctrico aplicado,
la deformacion de corte axial €,, aumenta ligeramente en r/r; = 1, desde 0,02 % a un 0,024 %
para potenciales eléctricos de 10[kV] a 80[kV] respectivamente, no obstante, manteniéndose
igual en el borde exterior del tubo a 0,012 %. Esta tendencia cambia sin embargo, cuando el
potencial eléctrico llega a los 150[kV] se ve que tanto en el borde externo como en el interno,
la deformacion de corte disminuye ligeramente. Se desconoce la razéon de este cambio de
tendencia. Por su lado, el esfuerzo de corte axial o,, en la figura 4.37 no cambia, debido su
expresion analitica esté solo en funciéon del radio r y del corte axial interno 7,.

Por tltimo, de la figura 4.38, se aprecia que la polarizacion axial P, aumenta a medida que
crece el potencial eléctrico aplicado, de 0,015|uC/cm?| para ¢, = 10[kV] a 0,075[uC/cm?]
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para ¢, = 140[kV] para el borde interno del tubo. Este aumento es entendible, ya que la
polarizacion axial P, es directamente proporcional el campo eléctrico aplicado.

Efectos de la variaciéon del corte axial interno aplicado 7,

En los graficos de las figuras 4.39-4.41, se muestra como se ven afectadas distintas compo-
nentes de la deformacion, esfuerzo y polarizacion axial P, a medida que aumenta la presion
interna P del tubo, estando expuesta a un voltaje fijo de 20[kV| y a una presion interna
P = 10|MPa]. Se debe notar que los valores a los que se varia 7, son extremos para este
tipo de materiales, por lo que solo se evalian para ver como responden las otras variables en
funcién del corte telescopico.

En la figura 4.39, de puede ver como el aumento del corte 7, no genera practicamente nin-
gin cambio apreciable en el esfuerzo de compresion radial o,.., y genera una leve disminucion
de la deformacion de compresion radial .. (de —0,08 % para 7, = 5[M Pa] a —0,05% para
7, = 35[M Pal). Para el caso del esfuerzo de traccion circunferencial ogg, se contempla un
aumento desde los 23[MPa] a los 27[MPa| para el borde interno del tubo, en contraste con
la ligera disminucion de la deformacion circunferencial e49 de 0,16 % a 0,11 % para el radio
interno del tubo.

Por su lado, la polarizacién axial P, vista en la figura 4.40 sufre un claro aumento en
su magnitud (la cual sigue siendo bastante pequena incluso a 7, = 35[M Pal) desde los
0,024[C/cm?| para 7, = 5[M Pa] hasta 0.17[uC/cm?| para 7, = 35[M Pal. Esto era claro,
considerando que esta componente de la polarizacion es directamente proporcional al esfuerzo
de corte o,., el cual, debido a su forma analitica, también aumenta de forma proporcional al
esfuerzo de corte interno 7,, tal como se puede observar en la figura 3.41.

Finalmente, en la figura 4.41 permite ver como el esfuerzo axial ¢,, aumenta ligeramente
a medida que crece 7,, desde 1,5[MPal a 3,9|MPa]. esto se debe a que al crecer el esfuerzo de
corte o, el valor de la invariante I, lo que tiene a hacer negativa a la deformacion axial ¢,
y por otro lado, la invariante I, también aumenta, lo que disminuye la contribucion de o,
para mantener a la deformacién axial fija en cero (ver ecuacion (4.48)3). Es por esto que o,
debe aumentar para evitar que el tubo se estire longitudinalmente.
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4.2.4. Inflado y extension de tubo cilindrico y bajo campo eléctrico
radial, con corte circunferencial

Se tiene un tubo de las mismas geometrias anteriores, bajo la misma presiéon P, bajo una
extension axial lineal y el mismo campo eléctrico radial (4.50) para los casos anteriores, pero
esta vez considerando un esfuerzo de corte circunferencial 0,9 debido a una torsiéon 7, en el
manto interior (ver figura (4.42)), con lo que el tensor de esfuerzos o (r) queda como:

o(r)=o,(re,. e, +og(regRey+ o..(re, e, +0,4(r) (e, Reg+eyRe.) (4.50)

(A; — 1)z -

Figura 4.42: Tubo de radio interno r; y externo r, inflado con presion P, con extension axial
Ay corte de azimutal.

Por su lado, al considerar un corte circunferencial, se debe tener en cuenta la existencia
del desplazamiento en la direccién de ey, por lo que el desplazamiento u queda como:

u(r, z) = u(r)e, +up(r)eg + (A — 1)ze,, (4.51)

por lo que utilizando las ecuaciones de relacién deformacion-desplazamiento (2.5) en (4.51),
se obtiene que las componentes de € quedan descritas como

du, Uy 1 (duy g
rr ) = zz:)\_la ==\ —1. 4.52
) dr T © 079 < drr ) (4.52)
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Usando las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cilindricas (2.11) con la expresion
general del esfuerzo o (4.50) y la forma radial del campo eléctrico, se tiene

dE, do,, 1 E.Py dog
P. — it _ _ — +20.9. 4.53
dr =" dr T(UTT 790); r dr " r0 ( )

De (4.53); se puede despejar oyg, y reordenando algunos términos, se llega a

d(oT) N dE,
dr " dr

P,. (4.54)

Ogg =

Asimismo, usando la ecuacién de Maxwell de la divergencia del desplazamiento eléctrico,
se tiene que
1d[r(P, + &,E,)]
r dr
donde C, al igual que en casos anteriores, se puede asignar algin valor para obtener resultados
en COMSOL. Reemplazando (4.55) en (4.54), se obtiene finalmente la expresion de oy

d(or)  dE, [C
= — —g,E, |. 4.
O¢0 dr +r dr ( Eo 7“) ( 56)

=0 = P, = c_ &oE,, (4.55)
T

Observar que, a diferencia del problema anterior, donde el esfuerzo de corte era en direccion
axial, en este caso el corte circunferencial 0,9 no se puede expresar analiticamente como una
funcion explicita de la variable dimensional r, debido a que en (4.53)y el lado derecho de
la ecuacién tiene como término a una componente circunferencial de la polarizacion, la cual
no es nula. Debido a esto, serda necesario relacionar esta ecuaciéon con la expresion para la
polarizacion circunferencial Py que resulte de la ecuacion constitutiva (2.36).

La invariantes relevantes de (2.34) para este caso quedan como:

Ozr 0-39 O-gz 2 2
Il :O'M—FO'QQ—FO'ZZ, [2: 9 +7—|— 9 —|—O'T9, [4:ET . (457)

En base a estos cambios, las expresiones constitutivas para la deformacion (2.35), resul-
tarian en las mismas a las llegadas para el caso sin corte (4.36), solo con la adicion de la
componentes de deformaciéon angular

1 YOrr EOCI 2
Erp = + ET2 — 7w LT ET ’
a(go g1 ) {1_1_5[126 1—|—2LIJ 2
1 V000
g9 = a (g0 + 1 B2 [—_14'—}’
09 (90 g1 ) 1+ BI2 1+ 2l (4.58)
1 YO 2
Erz = +9iE°) | — 1t ———| -
o (90 + 91,7 LJFBJ?’ 1+2LIJ
YO ro

Erg = (90 + glEr2) \/ﬁ

Para la polarizacion, se tiene que la componente radial resulta tener la misma expresion
a la del caso sin corte (4.37), sin embargo con distinto valor, ya que I, es distinta. Ademaés,
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debido a la existencia de corte circunferencial, aparece una componente de la polarizacion en
esta misma direccion, tal que

I
! 1 E, —
P, =m3+E,. < 2aq, / —dw—[1+1\/1+2[/12 + tanh —r @+(0+60C10rr ,
o 1+ B(w?)b L my

E,
PQ = 6oCl UTGET .
(4.59)

Al reemplazar la expresion para la polarizacion circunferencial (4.59)s en (4.53)9, y traba-
jando un poco la ecuacion resultante, se obtiene

d(o,e1?)

i (4.60)

2
- 6oCl OTGET =

Implementacion en COMSOL

Para este problema, se hace necesario agregar una variable independiente més, ademés de
las utilizadas en los problemas anteriores, siendo esta el esfuerzo de corte circunferencial o,¢.
Es asi como se pasa a tener cuatro variables independientes; el esfuerzo radial o,,, el campo
eléctrico E,, el esfuerzo axial o, y el corte circunferencial 7,4, todas en funciéon del radio r.

Para determinar el esfuerzo radial o,,., al igual que en todos problemas anteriores, las
ecuaciones de la relacion deformacion-desplazamiento (4.52); y (4.52)9, de las cuales, al igua-
lar la derivada del desplazamiento radial u, con respecto al radio r, se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial

d(&@@?‘)

dr
donde las expresiones explicitas para la deformacion radial €., y la circunferencial £g9 estan
descritas en (4.58); y (4.58)y respectivamente. Con esto la ED queda definida en funciéon

solo de las variables independientes ya mencionadas. De esta forma, se asocia a las entradas
COMSOL, I'y f, como

8’!‘7‘ -

I' = epor [ =¢&m.

Para los valores de frontera del esfuerzo radial, se ocupan dos condiciones de borde de
Dirichlet:
Urr(ﬁ) = _P7 Jrr(ra> = 0’
dado que la presion interna P genera una esfuerzo de compresion en el manto interno del

tubo, y se supone que en el exterior no existe presion.

Para el campo eléctrico se supone la existencia de un potencial eléctrico ¢, el cual posee
la interpretacion de potencial eléctrico clasico medido en [kV] y que se define como:

ET(T) = _%Sﬂ):

donde el signo negativo se adiciona para coincidir con la definicién clasica del potencial
eléctrico como el negativo de la integral de camino del campo eléctrico. Para llegar a la
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segunda ecuacion diferencial del problema, se igualan ambas expresiones para la polarizacion
radial P, (4.55) y (4.59)1, con lo que se obtiene

C——E 2ag /1 dw I—i—7 14+ 2uls| + (o + €610 + €
J— r o . — — L € J'I‘ €

E, —
+ms + mg tanh (—mg) .
my

Al derivar ambos lados, se obtiene la ecuaciéon diferencial unidimensional estatica de para
COMSOL, donde el lado derecho de la ecuacién iguala a I' y f queda igual a la derivada del
lado izquierdo, es decir

C
f=-=

Al potencial eléctrico ¢ se le asocian dos condiciones de borde de Dirichlet de la forma:

¢(ri) = O, ¢(7’0) = ¢07

donde ¢, es un valor de potencial eléctrico en la cara externa del material en [kV] el cual se
utiliza como parametro para obtener distintos campos eléctricos. Para que las condiciones de
borde eléctricas anteriores tengan sentido, debe suponerse que los electrodos, que generan el
voltaje aplicado al tubo, estan completamente adheridos al manto exterior e interior, para
asi evitar la utilizacion de condiciones que impliquen el cambio del vector de desplazamiento
eléctrico al pasar de un medio a otro (donde la susceptibilidad eléctrica varia).

Para el esfuerzo axial o, también se utiliza un potencial auxiliar (carente de sentido fisico
relevante), con el fin de dejar su respectiva ecuacion diferencial como de segundo orden. Este
potencial supone de la forma
oo (r) = dQ(r)’

dr
con lo que se asegura que la ED resultante a continuacion, termine siendo de segundo orden.
Para llegar a esta ecuacion, se iguala la definicion de la deformacion axial ., obtenida a partir
de las ecuaciones de relacion deformacion-desplazamiento (4.52), a la expresion explicita
obtenida desde las ecuaciones constitutivas (4.58)z, con lo que se llega a

1 o

—_— =l .
1+ pI# V1420

0=« (g(] + glErz)

Derivando a ambos lados, obtenemos la tercera ED del problema, donde el lado derecho
puede designarse como I" (por lo que seria igual a deformacion axial €,,), y f quedaria igual
a 0. En cuanto a las condiciones de borde de la ecuacién para el potencial €2, se designa una
de Dirichlet para la cara interna del tubo igual a cero, y una de Neumann para el manto
exterior del tubo, tal que

Q(’f’i) = O, F(T’O) =€y = 0,

con lo que queda completamente definida la tercera ecuaciéon necesaria para la resoluciéon del
problema.
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Por ultimo, para la determinacion del esfuerzo de corte circunferencial 0,9, se deben utilizar
la expresion obtenida en (4.60). Al pasar sumando lo de al lado izquierdo de la igualdad, hacia

el derecho se obtiene
d(oer)

0= dr

+ GOCI O-TB]E’z‘
Al derivar a ambos lados, se obtiene la cuarta y ultima ED del problema, donde las
entradas de COMSOL, I' y f, quedan como

d(UrgT')

F:
dr

+ 60{10-7’0]}372«7 f =0.

Notar que la ED diferencial resultante ya es de segundo orden, por lo que la utilizacién
de un potencial auxiliar no es necesaria. En cuanto a las ecuaciones de borde del problema,
se usan dos condiciones de borde de Dirichlet, tales que

aro(ri) = To, a0(r0) = 0,

donde 7, es un esfuerzo de corte circunferencial conocido, el cual se usa como parametro de
evaluacion en la seccion de resultados.

Finalmente, para la evaluacion de los resultados, se usan las siguientes parametros geo-
métricos y eléctricos fijos:

i = 5[em), r, = 12[em)], C = 1[uC].

Una excepcion ocurre en los tres ultimos graficos, donde se usa C' = 5[ C/cm)|, con el fin
de comparar el efecto del aumento de 7, con el problema anterior en igualdad de condiciones.
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Resultados del Problema
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Figura 4.43: Deformacion radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio norma-

lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[em] y r, = 12[cm|, con C = 1[uC/em], ¢,

—20[kV]

con presion (a) P = 4[M Pa), (b) P = 12[M Pal, (¢) P = 18[M Pa] y (d) P = 24[M Pa).
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Figura 4.44: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) en funcion del radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5lem| y r, = 12[em], con C' = 1[uC/em], ¢, = —20[kV] con
presion (a) P =4[MPa], (b) P = 12[MPa], (¢) P = 18[M Pa] y (d) P = 24[M Pa].

74



3.4 ]

335 0.47
= 53 10.46 _ _

. m o~ o
§ 32 045 g § 5
> 313 1044 S 3 S
X 3.1 i () x~ (@)
= 0.43 3 = 3
S 305 2 > 2
2 3 10.42 ¢ o c
i 2-298 H10.41 8 ic 2
2 285 104 8 2 =
R o» 5§ E
w53 {038 & [ o

2.65 40.37

2?5'2 : . 0.36 2.5k \ . 0.35

1 5 ) 1 1.5 2
(a) Normalized Radius (b) Normalized Radius

3.8 4.2 T 30.45

7 i
= or 10 ~ = | 1043 §
S Saf 143§ § 38 loa2 E
£ 33 40.42 g 2 36r —J041 g
- 32F 141 = = 34 —Erjjo4 3
':E, 3.1F 10.4 o -lqz" 32k N\ N [T 14039 o
5 3k 1039 % o —Pr[1038 &
T 1938 5 g 3 1037 %
s 27 I3 & g 28 o368

2.6F lo3s 2.6F 10.35

2.5; . | : 54k . . 40.34

1 15 2 1 1.5 2
(C) Normalized Radius (d) Normalized Radius

Figura 4.45: Campo eléctrico (azul) y polarizacion radial (violeta) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[cm| y r, = 12[cm|, con C = 1[uC/em), ¢, = —20[kV]
con presion (a) P = 4[MPa, (b) P = 12[M Pal, (¢) P = 18[M Pa| y (d) P = 24[M Pa).
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Figura 4.46: Defor. axial (azul) y de corte circunferencial (verde) en funcion del radio nor-
malizado r/r;, para cdscara de radios i = blem] y r, = 12[em], con C' = 1[uC/em)],
¢o = —20[kV] con presion (a) P = 4[MPa|, (b) P = 12][MPal, (¢) P = 18|M Pa} y (d)
P = 24[MPad.
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Figura 4.47: Esfuerzo axial (azul) y de corte circunfer. (verde) en funcion del radio normali-
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Figura 4.48: Polarizacion circunferencial (rojo) en funcion del radio normalizado r/ri, para
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—20[kV] con presion
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Figura 4.49: Defor. radial (azul) y circunferencial (verde) vs. radio normalizado r/ri, para
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Figura 4.50: Esfuerzo radial (azul) y circunferencial (verde) vs. el radio normalizado r/r;,
para tubo de radios r; = 5[em] y r, = 12[em], con C' = 1[uC/em|, P = 16[M Pa] con presion
(a) po = =20[kV], (b) o = —60[kV], (c) o = =90[kV] y (d) ¢o = —140[kV].
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Figura 4.52: Defor. axial (azul) y de corte circunferencial (verde) vs. el radio normalizado
r/ri, para tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[em], con C' = 1{uC/cm], P = 16[M Pa] con
presion (a) ¢, = —20[kV], (b) ¢po = —60[kV], (c) ¢, = —90[kV] y (d) ¢, = —140[kV].
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Figura 4.53: Esfuerzo axial (azul) y corte circunferencial (verde) en funcion del radio norma-
lizado r /7, para tubo de radios r; = 5[cm] y r, = 12[cm|, con C = 1[uC'/em], P = 16[M Pa]
con presion (a) ¢, = —20[kV], (b) ¢, = —60[kV], (¢) ¢po = —90[kV] y (d) ¢, = —140[kV].
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Figura 4.54: Polarizacion circunferencial (rojo) en funcion del radio normalizado r/ri, para
tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[cm|, con C' = 1[uC'/em], P = 16[M Pa] con presion (a)
b0 = —20[kV], (b) 6, = —60[kV], (c) 6, = —90[kV] y (d) &, = —140[kV.
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Figura 4.55: Defor. y esfuerzo radial (azul), Defor. y esfuerzo circurf. (verde) vs. radio norma-
lizado r/r;, para tubo de radios r; = 5[cm] y r, = 12[em], con C' = 5[uC/em|, P = 10[M Pa]
con presion (a) 7, = 5[M Pal, (b) 7, = 15[M Pal, (c¢) 17, = 25[M Pa} y (d) 7, = 35[M Pal.
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Figura 4.56: Polarizacion circunferencial (rojo) en funcion del radio normalizado r/ri, para
tubo de radios r; = 5[em| y r, = 12[em], con C = 5[uC/em], P = 10[M Pal] con presion (a)
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Figura 4.57: Defor. y esfuerzo azial (azul), Defor. y esfuerzo de corte circunferencial (verde)
vs. radio normalizado r /1, para tubo de radios r; = 5[cm] y r, = 12[cm], con C' = 5[uC/cm),
P = 10[M Pa] con presion (a) 17, = 5|M Pal, (b) 17, = 15[M Pal, (¢) 7, = 25[M Pa] y (d)
7, = 35| M Pa].

Analisis de los resultados
Efectos de la variaciéon de la presiéon interna P

En los graficos de las figuras 4.43-4.48, se muestra como se ven afectadas distintas com-
ponentes de la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion)
a medida que aumenta la presion interna P del tubo, estando expuesta a un voltaje fijo de
20[kV] y a un corte circunferencial interno de 5[MPa].

Al observar la figura 4.44, el tanto el esfuerzo de compresion radial o, como el de traccion
circunferencial ogy aumentan en magnitud a medida que la presiéon interna del tubo crece
tal como en los problemas anteriores. La compresion radial o,.. aumenta con los mismos
valores de la presion interna dado a las condiciones de frontera impuestas por el problema,
mientras que la traccion circunferencial oy crece en mayor medida (desde los 6|MPa] para
P =4|MPa| hasta 78| MPa| para P =24|MPal), especialmente para radios cercanos al manto
interior del tubo. A pesar de este explosivo aumento de tracciéon tangencial, la deformacion
circunferencial £49 no aumenta de 0,2%, valor que alcanza ya una presion interna de solo
18|MPa] (ver figura 4.43), lo que es clara evidencia una vez més de que el modelo puede
describir el fenomeno de “strain limiting” para materiales ceramicos. Lo mismo ocurre con la
deformacion de compresion radial ¢,,., la cual empieza aumentando desde un —0,035 % para
P =4|MPa| hasta los —0,12 % para P =18|MPal, valor que no supera en magnitud incluso a
P =24|MPa).

Exactamente como en los casos anteriores para el tubo, el aumento de presion interna
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provoca un leve crecimiento en la magnitudes de las variables eléctricas E, y P, a pesar de que
el potencial eléctrico tenga un valor fijo de 20[kV| (ver graficos de la figura 4.45). Este aumento
sin embargo no es suficiente como para elevar el campo eléctrico lo suficiente como para que
la polarizacién radial del material llegue a saturarse. Sin embargo, esta interdependencia
incluso de las variables “independientes” del modelo constitutivo o y E, son importantes, ya
que es un fenémeno tipico de materiales ferroeléctricos en la préctica.

Por otro lado, dado a que la deformacion axial €, esta fija en 0,03 % (figura 4.46), un au-
mento de la presion interna P, implica necesariamente un aumento en el esfuerzo de traccion
axial o,,, tal como se puede ver en la figura 4.47. Este aumento se debe a que, al aumentar la
presion interna, aumentan también los esfuerzos radiales y circunferenciales, lo que aumenta
tanto a la invariante I; como I,. El aumento de la primera invariante tiende a hacer que
la deformacion axial €,, se haga de compresiéon, mientras que el incremento de la segunda
invariante, pondera cada vez menos la contribuciéon positiva de la tracciéon axial o,, sobre
€.., es por esto que el esfuerzo axial necesariamente debe aumentar para los radios donde el
los otros esfuerzos longitudinales aumentan, con el fin de evitar que la extension longitudinal
del tubo aumente (ver ecuacion (4.58)3).

Observando la figura 4.47, el efecto que tiene el incremento de la presiéon interna P en
el esfuerzo de corte circunferencial 0,9 es practicamente inexistente. Sin embargo, en la fi-
gura 4.46, se ve como la deformacion de corte circunferencial €, disminuye de 0,045 % para
P =4|MPa], a 0,018 % para P =24|MPa], en el radio interior del tubo. Para esta tltima
presion, la deformacion de corte alcanza un maximo de 0,025 % dentro del espesor del tubo,
aproximadamente a r/r; = 1,2. Se desconoce la razén de esta anomalia en el corte circunfe-
rencial del tubo.

Finalmente, dado a que un aumento de la presion genera un ligero crecimiento en la mag-
nitud del campo eléctrico E,, la polarizacion circunferencial Py también aumenta ligeramente,
tal como se puede observar en los graficos de la figura 4.48. Esta componente de la polari-
zacion es bastante pequena, aumentando desde los 0,019[uC/cm?| para P =4[MPal, a los
0,024[uC/cm?| para P =24|MPa]. Generalmente, un campo eléctrico es incapaz de generar
una polarizaciéon en un sentido ortogonal en al mismo, siendo esto solo posible en presencia
de un esfuerzo de corte perpendicular al campo eléctrico, como lo es 0,9 en este caso.

Efectos de la variacion del voltaje aplicado ¢,

Los gréficos de las figuras 4.49-4.54 muestran como varian las distintas componentes de
la deformacion, esfuerzo y variables eléctricas (campo eléctrico y polarizacion) a medida se
aumenta el voltaje aplicado a directamente a los mantos interno y externo del tubo, estando
inflado a una presion interna de 16|MPal, y a sometido a un corte circunferencial en la cara
interna del tubo de 7, = 5[M Pa]

Al igual que en los problemas anteriores, la figura 4.49 evidencia una vez maés, que a
medida que se incrementa el potencial eléctrico ¢,, la deformaciéon de radial €., pasa de ser
de compresion a ser de traccion (de —0,1% para ¢, = 20[kV], a 0,14 % para ¢, = 140[kV] en
r =1;), a pesar de los valores negativos (de compresion) del esfuerzo radial o, (ver figura
4.50). Para el caso de la deformacion circunferencial eg9, se puede ver como su magnitud
de traccion también disminuye, drasticamente, desde 0,18 % a ¢, = 20[kV], a 0,03 % para
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¢o = 140[kV]| en el radio interior del tubo. Sin embargo, nunca pasa de ser un esfuerzo de
compresion. Por otra parte, la deformacion circunferencial cerca del borde externo del tubo
T, €xperimenta un aumento en la deformacion desde 0,06 % para ¢, = 20[kV], a 0,11 % para
¢, = 140[kV]. Dado a que, ambas deformaciones son positivas (junto con la deformacion axial
e.. fija en 0,03%), se puede confirmar que al aumentar el voltaje al que se somete al tubo,
aumenta el volumen del tubo.

En la figura 4.50, se puede apreciar como el esfuerzo radial .. no se ve mayormente
afectado por el aumento del voltaje aplicado. Lo tnico que cambia, es la que la concavidad
de la curva con la que la compresion o, llega de —P = —16[MPa| a 0[MPa| (desde la cara
interna hasta la externa del tubo) disminuye, asimilandose cada vez mas a una recta. El
esfuerzo circunferencial ogy en cambio, disminuye drasticamente para radios cercanos a 77y,
desde 30|MPa| para ¢, = 20[kV|, a 5|MPa| para ¢, = 140[kV], y aumenta su magnitud para
radios cercanos al borde externo r,, desde 6|MPal a 18 [MPa|. De esta forma, y al igual que
en los problemas no homogéneos anteriores, se puede afirmar que el aumento del voltaje,
desplaza hacia el borde externo, tanto las deformacion circunferencial, como el esfuerzo de
traccion circunferencial.

Logicamente, un aumento en el potencial eléctrico ¢,, genera un directamente un in-
cremento directo en la magnitud del campo eléctrico E, (dado a que las distancias de las
caras internas y externas del tubo se mantienen préacticamente iguales) el cual pasa desde los
3,7|kV /cm| para ¢, = 20[kV], a unos 21,2[kV /cm]| para ¢, = 140[kV| en r = r;, aumentando
consigo a la polarizacion radial P, desde valores cercanos a cero, hasta magnitudes donde se
satura, es decir, por sobre los 31[uC/cm?| (ver figura 4.51). Esta saturacion se hace evidente,
al ver que para conseguir un cambio de 0,11[uC/cm?| para la polarizacion a ¢, = 140[kV],
se requiere de una variacion de 2,8|kV /cm| por parte del campo eléctrico, mientras que a
®o = 90[kV], para generar un mismo cambio en la polarizacion P, se requiere de un cambio
de solo 0,07[kV /cm]| en el campo eléctrico.

Al contemplar los graficos de la figura 4.52, tanto la deformaciéon axial ., como la defor-
macién de corte circunferencial €,¢ se mantienen invariantes al aumentar el potencial eléctrico
¢o. El primero debido a que se impone como condicién de borde que sea igual 0,03 %.

Por su parte, en la figura 4.53, se observa que a medida que aumenta el potencial eléctrico
0., €l esfuerzo de traccion axial se traslada hacia el borde externo, al igual que el otro
esfuerzo ortogonal al campo eléctrico, el circunferencial ggy. Es decir, que disminuye para
radios cercanos a r; (de 7[MPa| para ¢, = 20[kV], a 5|MPa| para ¢, = 140[kV]), y aumenta
para radios cercanos al manto externo del tubo en r, (de 4 MPa] para ¢, = 20(kV], a 6.5|MPal
para ¢, = 140[kV]). Lo anterior permite deducir, que un aumento en el campo eléctrico genera
un traslado de los esfuerzos longitudinales ortogonales al mismo, hacia el borde externo del
tubo. Por su lado, el esfuerzo de corte circunferencial 0,9 se mantiene invariante, al igual que
su respectiva deformacion de corte €, frente a cambios en el voltaje aplicado. Este esfuerzo
de corte toma el valor de 7, impuesto en la frontera interior, y se aproxima suavemente hacia

0[MPal.
Finalmente, en la figura 4.54, se puede ver como la polarizaciéon circunferencial Py aumenta

a medida que el voltaje aplicado ¢, se incrementa (de 0,02[uC/cm?| para ¢, = 20[kV], a
0,12[uC/cm?| para ¢, = 140[kV]). Lo anterior se debe a que la polarizacion circunferencial
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es directamente proporcional al campo eléctrico radial (ver ecuacion (4.59),).

Efectos de la variaciéon del corte circunferencial interno aplicado 7,

En los graficos de las figuras 4.55-4.57, se muestra como se ven afectadas distintas compo-
nentes de la deformacion, esfuerzo y polarizacion circunferencial Py a medida que aumenta
la presion interna P del tubo, estando expuesta a un voltaje fijo de 20[kV] y a una presion
interna P = 10|MPal. Para la evaluacion, se utilizan valores de 7, fuera de los limites apli-
cables en la practica para ceramicas piezoeléctricas, y tiene como objetivo ver el efecto que
tiene su aumento en las distintas variables del problema tinicamente.

En la figura 4.55, se aprecia como el esfuerzo y deformacion radial, o, y €,,, no presentan
mayores efectos frente al aumento del esfuerzo de corte 7, circunferencial interno. En contraste
con lo anterior, se ve como las componentes circunferenciales de la deformacion y del esfuerzo,
Opo Y €pp Si se ven afectadas ligeramente afectadas. La deformacion circunferencial decrece
de 0,14 % para 7, =5|[MPal a 0,11 % para 7, =35[MPa| en r = r;. Por su parte, el esfuerzo
circunferencial aumenta de 22[MPa| para 7, =5[MPa]| a 30|MPa| para 7, =35|MPa| en r = r;.
Todo esto debido mas que nada al aumento de las invariantes I; e Is.

Como era de esperar, en la figura 4.56, la polarizacion circunferencial Py aumenta a medida
que el esfuerzo de corte circunferencial interno 7, crece (de 0,03[#C/cm?] para 7, = 5|MPal,
a 0,22[uC/cm?| para 7, = 35[kV]), dado a que por la ecuacion (4.59)s, Py es directamen-
te proporcional al esfuerzo de corte circunferencial o,9. Este esfuerzo claramente aumenta
en la figura 4.57, a medida que crece 7,, debido a la condiciéon de borde impuesta en la
implementaciéon del problema.

Por ultimo, en la figura 4.57, dado a que la deformacién axial ., se mantiene fija en un
0,03 %, el aumento del esfuerzo 7, genera un aumento del esfuerzo de traccion axial o,, (de
5,5|MPal para 7, = 5|MPal, a 12 [MPa| para 7, = 35|MPa|, en r = ;). Esto se debe a la
misma razén que para el problema anterior (para el caso donde 7, era un esfuerzo de corte
axial interno), donde un incremento de 7, genera un aumento en la magnitud del esfuerzo
de corte circunferencial 0,9, y por ende, un aumento de las invariantes I; e I5. La primera
invariante hace que ¢,, tienda a ser negativo, y la segunda hace que la contribucion de o,
para mantener a la deformacion ¢, fija, sea menor, lo que obliga al esfuerzo axial a aumentar
cuando aumenta 7,, con el fin de evitar que el tubo se siga estirando.

Si se observa bien, en los dos tltimos problemas, para el caso en que se varia el esfuerzo
de corte interno 7,, se utilizan los mismo parametros de presion interna P, de coeficiente C
y de voltaje ¢,, con el fin de diferenciar los efectos del aumento de 7, cuando es de corte
circunferencial, a cuando es de corte axial. Sin embargo, no se encuentran mayores diferencias
entre los efectos de una y la otra.
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Capitulo 5

Conclusiones

Tal como se propone desde el comienzo del trabajo, las nuevas ecuaciones constitutivas
planteadas en 2.35 y 2.36, fueron utilizadas para la resoluciéon por métodos numéricos de
diversos problemas para materiales que no son de Green elasticos, considerando tanto defor-
maciones y campos homogéneos, como no homogéneos en geometrias esféricas y cilindricas.

En los problemas homogéneos 4.1.1 (lamina en traccion paralela al campo eléctrico) y 4.1.2
(prisma en traccion ortogonal al campo eléctrico), se puede ver como los campos eléctricos
tienden a disminuir las magnitudes de las deformaciones ortogonales a este (ver figuras 4.2
y 4.7). Es decir, cuando las deformaciones ortogonales a E son de compresion, disminuye la
compresion, y lo mismo cuando son de traccion. Dado que disminuye la magnitud, cuando
la deformacion ortogonal es 0 (debido a la ausencia de esfuerzos o,), el campo eléctrico es
incapaz de generar un cambio en la deformaciéon del material en esa direccion. Sin embargo,
el campo eléctrico es capaz de aumentar las deformaciones paralelas a este, trasladando las
curvas de deformacion de forma positiva incluso en ausencia de esfuerzos o, de traccion o
compresion (ver figuras 3.5, 4.4 y 4.5). Por tanto, el campo eléctrico puede por si solo, estirar
al material solo en las direcciones paralelas a este.

Tanto en el caso esférico como en los cilindricos, al aumentar la presién interna P, tanto
los esfuerzos de compresion radial o,,., como los de traccion circunferencial ogg aumentan,
especialmente para radios cercanos al borde internos de las geometrias esféricas y cilindricas.
Sin embargo el aumento de la tracciéon circunferencial a radios cercanos a r; se disparan
drasticamente a medida que aumenta la presion, siendo este aumento mas pronunciado en
las geometrias cilindricas. Por lo mismo, los problema para el tubo dejan de converger a
presiones por sobre los 30[MPal, mientras que para el caso esférico, esto ocurre recién a los
55|MPa| (ver figuras 4.12, 4.19, 4.28 y 4.44).

A pesar del aumento explosivo en los esfuerzos circunferenciales ogg y el aumento gradual
pero no despreciable de los esfuerzos radiales o,, a medida que aumenta la presién interna
P, tanto en el caso esférico como en los cilindricos, las magnitudes de las deformaciones
radiales ¢, y circunferenciales gy a partir de valores de P medios, dejan de aumentar,
evidenciando un claro comportamiento de strain limiting (ver figuras 4.11, 4.18, 4.28 y 4.43).
Esto es un resultado bastante relevante considerando que modelos lineales clasicos para este
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tipo de materiales no logran describir este tipo de comportamientos.

Un resultado que se ve también tanto en geometrias esféricas como cilindricas, y que quizas
pueda pasar desapercibido, es que el aumento de presion interna P genera también un ligero
pero apreciable aumento del campo eléctrico a un potencial eléctrico fijo (ver figuras 4.13,
4.20, 4.29 y 4.45). Esto resalta la interdependencia que tienen variables del esfuerzo (generado
por P) y el campo eléctrico, a pesar de que en el modelo sean las variables “independientes” del
modelo. Esto tiene sentido, ya que el material en la realidad no distingue entre causalidades
o consecuencias, sino que todas las variables van de la mano, y se interrelacionan. Por otro
lado, este resultado podria tener aplicaciones bastantes interesantes, como por ejemplo la de
manoémetros para piping sin parte moéviles, donde aumentos en la presion hidrostéatica dentro
de la caneria generarfan una variaciéon en el potencial medido por electrodos adheridos al
manto externo e interno del tubo.

Dado a que en los problemas del tubo cilindrico se les impone una deformaciéon axial
e.. fija, el esfuerzo axial 0., debe aumentar a radios cercanos a r; a medida que la presion
interna P crece (ver figuras 4.21, 4.31 y 4.47), dado a que el esfuerzo de compresion radial
0., también aumenta, y este tiende a estirar axialmente al material, por lo que o, crece para
evitar eso.

Ahora bien, el aumento del potencial eléctrico aplicado ¢, sea cual sea el problema,
siempre resulta en un aumento de la intensidad del campo eléctrico E, (dado a que el
espesor de la cascara esférica o del tubo no varia). Esto implica que la polarizacion ra-
dial P, también aumente (ver figuras 4.16, 4.24, 4.35 y 4.51). Sin embargo, lo més impor-
tante de estos resultados, es que puede apreciarse como a potenciales de ¢, = 140[kV],
la polarizacién radial muestra una clara saturacion, hecho que con modelos constitutivos li-
neales no es posibles percibir.

El efecto que tiene el aumento del potencial en las componentes del esfuerzo depende si son
ortogonales al campo eléctrico E, o no. Por ejemplo, los esfuerzos de traccion circunferencial
ogg (caso esférico y cilindricos) y axial o, (solo caso cilindrico), los cuales son ortogonales al
aumento del campo eléctrico, disminuyen sus magnitudes en el borde interno r;, y aumentan
para la frontera externa r,. Es otras palabras, el aumento del potencial ¢,, “traslada” los
esfuerzos de traccion ortogonales al campo eléctrico hacia el exterior de la cascara o tubo
(ver figuras 4.15, 4.23, 4.25, 4.34, 4.37, 4.50 y 4.53). Para el esfuerzo paralelo al aumento
del campo eléctrico, es decir la compresion radial o,.,., se tiene que sus valores extremos no
varian debido a las imposiciones del problema, no obstante, la curva con la que une ambas
condiciones de frontera disminuye en concavidad, volviéndose cada vez mas recta a medida
que ¢, aumenta (ver figuras 4.15, 4.23, 4.34, y 4.50).

Por su lado, las deformaciones de compresion radial €., y elongacion circunferencial egg
varfan tal como ocurre con los problemas homogéneos a medida que el voltaje, y por en-
de, el campo eléctrico aumenta: las deformaciones ortogonales al campo eléctrico, o sea los
estiramientos g9 en este caso, disminuyen de magnitud sin pasar a ser de compresion. Por
su parte, las deformaciones paralelas al aumento del campo eléctrico, o sea las compresiones
radiales €, en este caso, aumentan su valor, trasladandose a valores positivos, o sea de es-
tiramiento a partir de voltajes de 90[kV| (ver figuras 4.14, 4.22, 4.33 y 4.49). Esto significa
que el incremento del voltaje sobre el tubo o cascara, aumenta el volumen del cuerpo.
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Por ultimo, bastante obvia (por las expresiones analiticas), pero a la vez, interesante es la
aparicion de componentes de la polarizaciéon ortogonales al campo eléctrico radial aplicado
[E, solo en los casos donde se incluye una componente de corte en la cara interna al tubo
cilindrico. Para el caso en que el corte es telescopico (o axial), aparece una componente de
polarizacion axial P, y para cuando el corte el circunferencial, aparece una componente Py
ambas aumentando cuando el potencial eléctrico o el corte interno 7, aumenta (ver figuras
4.38, 4.40, 4.54 y 4.56). A pesar de que las magnitudes de estas componentes son muy pe-
quenas (incluso a presiones internas P y potenciales eléctrico muy elevados), estos resultados
podrian tener interesantes aplicaciones en caso de que en la practica puedan ser detectados o
més bien, medidos. Por ejemplo al poder medir la polarizacién axial P, en una caneria de un
material piezoeléctrico, podria calcularse el caudal que genera el esfuerzo de corte telescopico
T, correspondiente a la polarizacion medida. Para el caso, de la polarizacion circunferencial
Py, en caso de poder medirse, podrian calcularse torsiones de ejes ajustados en el manto
interno de una camisa piezoeléctrica concéntrica.

Para terminar, a modo de sintesis, se puede concluir el presente trabajo afirmando que:

e La totalidad de los problemas de valores de frontera fueron resueltos por métodos numé-
ricos en el solver unidimensional de COMSOL 5.3a, donde en algunos casos particulares
se observan problemas numeéricos a altas presiones.

e Se logra llegar a un fitting acoplado que se ajusta bastante bien a los datos experimen-
tales tanto para fendémenos mecénicos del BiF'eOs, como para fenémenos eléctricos del
PLZT 8/60/40.

e Dada una geometria de r; =5[cm| y 7, =12[cm|, los limites de convergencia estan
definidos por presiones internas de 55|MPa| para el caso esférico, y de 30[MPa| para los
problemas del tubo cilindrico. Para el caso del potencial eléctrico, todas las intensidades
bajo 150[kV]| convergen sin problemas.

e Los resultados obtenidos variando la presion interna P, demuestran tanto en las geo-
metrias cilindricas como esféricas, un claro comportamiento de “strain limiting” en las
deformaciones radiales de compresion o,.., vy en las de estiramiento circunferencial gy
a medida se disparan sus esfuerzos internos respectivos, algo que modelos lineales no
logran plasmar en resultados.

e Por su parte, el aumento del potencial eléctrico permite apreciar como el aumento
de la polarizacion radial se satura, fenémeno que no puede ser captado por modelos
constitutivos lineales.

e El aumento del potencial eléctrico, y por tanto, del campo eléctrico, provoca en todas
las geometrias una expansion volumétrica del material.

e Al aumentar la presion interna de un tubo, se incrementa levemente la intensidad del
campo eléctrico, lo cual puede ser aplicado para el uso de manémetros sin piezas moéviles
para la medicién de presion hidrostatica en sistemas de piping.

e En caso de poder medir la polarizacion circunferencial generada por el corte circun-
ferencial interno de un tubo, los resultados obtenidos podrian ser utilizados para el
calculo de torsiones de ejes ajustados al interior de un tubo piezoeléctrico.

e En caso de poder medir la polarizaciéon axial creada por un corte telescopico interno,
los resultados podrian ser utilizados para el calculo de caudales dentro de una caneria.
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