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POR KRIGING

Los metamateriales exhiben propiedades excepcionales que no se encuentran de forma
natural en materiales corrientes, propiedades que derivan principalmente de su geometria
estructural y no de su composiciéon material. En este trabajo se realiza un analisis explorato-
rio sobre una estructura tipo voladizo-en-masa, para el diseno de un metamaterial capaz de
suprimir vibraciones en un amplio rango de frecuencias, a partir de las resonancias locales
que generan los voladizos en el interior de su estructura. Para esto, se propone el diseno
de una celda bidimensional conformada por una matriz cuadrada de vigas, sobre la cual se
empotran elementos en voladizo. Se lleva a efecto una optimizacién topolégica de la celda
con el objetivo de encontrar aquellas variables de diseno que maximicen la amplitud de una
banda de frecuencias en donde se produzca una disminucién considerable de la respuesta
de vibratoria. Con este objetivo, se aplica un algoritmo de optimizacién basado en modelos
sustitutivos o metamodelos, los cuales permiten reemplazar la funcién objetivo del problema
por una funcién estimada que es obtenida a través de procesos Gaussianos. Para modelar la
estructura, la celda es discretizada mediante elementos finitos tipo viga, usando la teoria de
Euler-Bernoulli. Por otro lado, en virtud del Teorema de Bloch se exploran los diagramas de
dispersién de la onda sobre la celda en un sistema periddico infinito y, a partir de ellos, se
identifican band gaps fonoénicos, es decir, rangos de frecuencia en donde las vibraciones no
pueden ser propagadas. Los resultados obtenidos muestran que existe una relacion directa
entre las frecuencias de resonancia caracteristicas de los voladizos de la estructura y la apa-
riciéon de band gaps fonénicos. La presencia de band gaps fonénicos es verificada sobre un
panel finito conformado por la unién de repeticiones de la celda, sobre la que se demuestra
que los modos locales generan la aparicién de antiresonancias en la funcién de respuesta en
frecuencias, confirmando asi la participaciéon de modos locales en la formacién de band gaps
fondnicos.
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Introduccion

Antecedentes Generales

Los metamateriales son una novedosa clase de materiales artificiales que exhiben com-
portamientos excepcionales que no se manifiestan naturalmente en materiales corrientes.
Contrario al pensamiento intuitivo, las propiedades que los metamateriales desarrollan, pro-
vienen de su estructura disenada y difieren de las del material empleado en su composicion.
Este concepto permite a los ingenieros pensar fuera de las restricciones impuestas por los
materiales convencionales y desarrollar nuevas tecnologias.

Inicialmente, los metamateriales comenzaron a ser estudiados durante el tratamiento de
ondas electromagnéticas. Los resultados experimentales mostraron que sobre estructuras com-
puestas por unidades periddicas, es posible inhibir la propagacién de ondas electromagnéticas.
De forma andloga, la propagacién de ondas mecanicas a través de un medio peridédico exhibe
band gaps fondénicos, que corresponden a rangos de frecuencia donde una vibracién es inca-
paz de transmitirse. Este fenémeno proviene de la contribucion de cada unidad periédica que
conforma al metamaterial, al igual que las propiedades de un material corriente son conse-
cuencia de su estructura atémica a nivel microscépico. Con esta idea en mente, se denominan
cristales fénonicos a aquellas estructuras que cuentan con una geometria periddica, con la
cual es posible manipular las vibraciones mecéanicas.

La optimizacién topologica de cristales fonénicos fue introducida por Sigmund & Jen-
sen [14], quienes desarrollan esta técnica como un proceso de discretizacién de la celda pe-
riddica en multiples elementos, cuyas propiedades, como la densidad y rigidez, son tratadas
como variables de diseno, que a través de una funciéon objetivo y restricciones adecuadas,
pueden ser ajustadas para amplificar el rango de frecuencias de supresién de vibraciones.

Motivacion

Los cristales fononicos destacan por ser estructuras que previenen la propagacién de on-
das en rangos especificos de frecuencias, caracteristica que puede ser explotada en distintos
campos. Es posible, por ejemplo, minimizar la respuesta vibratoria sobre los bordes de un
panel, convirtiéndolo en un filtro de frecuencias til para aisladores actsticos y protectores
de vibraciones. Por otro lado, es posible maximizar la respuesta de una area especifica de la
estructura, evitando que la vibracién se propague hacia otras zonas, lo que se conoce como
guias de frecuencia. Una manera efectiva de disenar estos materiales es anadir resonadores
de masas en su interior, provocando que la energia de las vibraciones sea contrarrestada a
través de resonancias locales de la estructura.

La motivacion principal de este trabajo es explorar la capacidad que tienen los materiales
periodicos que incorporan resonadores internos de masa, para desarrollar bandas de supresion
de vibraciones, ya que a través de éstos se podria concebir un modelo ajustable para respon-



der a rangos de vibracion deseados, realizando modificaciones sobre la rigidez o la masa del
resonador.

Para estudiar la influencia de resonadores en el comportamiento vibratorio de un cristal
fonodnico, se propone el modelo de estructura periddica representada en la figura 1, el cual
consiste de una matriz de vigas sobre la cudl se anaden elementos en voladizo.

V

7\

Figura 1: Modelo de diseno de la estructura periédica con resonadores integrados.

Objetivos
Objetivos Generales

Disenar y optimizar un panel bidimensional de metamaterial conformado por una estruc-
tura periédica dotada de resonadores locales, con el fin de suprimir vibraciones en un amplio
rango de frecuencias

Objetivos Especificos

» Determinar la estructura de bandas de frecuencias del modelo de celda unitaria.
= Analizar los modos de vibracion de la estructura y sus modos locales de resonancia.

= Formular la funcién objetivo y definir el dominio de diseno del problema de optimizacion
topoldgica.

= Generar y refinar un modelo predictivo de la respuesta vibratoria de la estructura
mediante modelos de Kriging,

= Validar el diseno de celda periodica sobre un panel finito bidimensional.

Alcances

El presente trabajo comprende el modelamiento numérico y la simulacién de la estructura
idealizada que se muestra en la figura 1. Ademds se incluye una revision tedrica de los



mecanismos de propagacién de ondas al interior de estructuras con geometrias periddicas.
Por otro lado, la resolucién del problema de maximizacién del band gap esta basado en la
optimizaciéon mediante modelos sustitutivos (Searching Surrogate Models [15]), por lo tanto,
la implementacién de otros métodos de optimizacién topoldgica no seran abordados en el
estudio.



1. Antecedentes

1.1. Metamateriales

Los metamateriales corresponden a una novedosa categoria de materiales compuestos (no
homogéneos), que se obtienen artificialmente a través de una arquitectura arbitraria que es
disenada de forma inteligente. De este modo, las propiedades que el metamaterial manifiesta
provienen directamente de la posicion y la geometria que ocupan sus componentes dentro de
la estructura, que por lo general consiste en una matriz primaria con inclusiones de un ma-
terial secundario. A diferencia de los materiales compuestos comunes, en los metamateriales
las inserciones de las segundas fases ocupan posiciones estratégicas, definiendo patrones que
se repiten de forma periédica. Con esto, es posible obtener propiedades globales que difieren
completamente de las propiedades propias de cada componente [16].

A través de la geometria de un metamaterial es posible controlar las interacciones con
ondas electromagnéticas o mecanicas, junto con la anisotropia y la densidad del material,
logrando propiedades excepcionales y de interés para el desarrollo de nuevas tecnologias [17].
Un ejemplo ampliamente reconocido corresponde al uso de las interacciones entre resonadores
opticos y ondas electromagnéticas, para disenar metamateriales con permeabilidad magnética
y permitividad eléctrica negativas y, en consecuencia, generar una superficie con indices de
refraccién negativa [18].

En particular, las estructuras que son disenadas para responder a la radiacion electro-
magnética se denominan metamateriales electromagnéticos, metamateriales 6pticos o cris-
tales fotonicos. De forma andloga, las estructuras que interactian con ondas mecanicas se
denominan metamateriales eldsticos, metamateriales acisticos o cristales fononicos.

1.2. Cristales Fononicos

Los cristales fonénicos son metamateriales dotados de una arquitectura periddica, la cual
impide las propagaciones de ondas actsticas o eldsticas en ciertos regimenes de vibracion
(determinados por la direccién de propagacion y frecuencia de la onda). El concepto teérico
de los cristales fononicos fue abordado por primera vez hace dos décadas, a través de una
comparativa con los cristales foténicos [19], y a partir de ese momento se han estudiado en
profundidad factores como el tipo de material constituyente, el tamano y el espaciado, que
determinan el comportamiento de las ondas mecdanicas a través de estas estructuras.



(a) Cristal unidimensional (b) Cristal bidimensional (c) Cristal tridimensional

Figura 2: Cristal fondnico con periodicidad en diferentes dimensiones [1]

La periodicidad de la estructura puede ser desde una hasta las tres dimensiones del es-
pacio, como se muestra en la figura 2. Por otro lado, las escalas de tamano cubren ordenes
de magnitud desde nanémetros hasta metros. Ademas, los cristales fondnicos suelen estar
hechos de una combinacién de materiales (fases) sélido-sélido o sélido-fluido. Asi, desde el
punto de vista del tipo de onda, los cristales fononicos pueden ser actisticos con una matriz
fluida; o elasticos con una matriz sélida elastica. Los mecanismos de propagacién de onda
dependen del tipo de material en donde se transmite la energia, de modo que en el primer
grupo corresponde a ondas de presién que viajan a través de un fluido (por ejemplo aire), y en
el segundo, a distorsiones eldsticas a través de un cuerpo sélido (por ejemplo deformaciones
sobre una viga).

Al modelar a los cristales fonénicos como una red periddica infinita, es posible determinar
bandas de frecuencias en donde no se transmiten ondas mecanicas, denominados band gaps
fononicos. Es por este motivo que las principales aplicaciones de los cristales fonénicos estan
ligadas a la aislacién actustica y la supresion de vibracidnes. Teoricamente, una onda elastica,
cuya frecuencia se encuentra dentro de un band gap fonoénico, serd completamente reflejada
por la estructura; de lo cual se desprende la posibilidad de construir espejos no absorbentes de
ondas elasticas y cavidades libres de vibraciones que podrian ser ttiles en sistemas mecanicos
de alta precisién, como guias y filtros de frecuencias [20].

Un ejemplo tipico de estos sistemas consiste de un conjunto de cilindros paralelos idénticos
sumergidos en agua, para los que se comprueba la presencia de band gaps fonénicos [2]. En
el estudio citado se consideraron ondas propagandose en la direccién normal a los cilindros,
reduciendo asi el problema a dos dimensiones (figura 3).



(a) Estructura del cristal (b) Simulacién de la presién acustica
fondénico al interior de la guia de ondas

Figura 3: Arreglo de cilindros de acero en una placa rigida de acero perforada periédicamente

[2].

1.2.1. Band Gaps Fonénicos

La insercién de segundas fases produce la dispersion y la reflexion de la onda, ya sea actusti-
ca o elastica, al interior del material primario, de modo que en la interfase de la estructura se
produciran interferencias, que en algunos casos podrian ser destructivas. Las interferencias
son favorecidas a través de la periodicidad de la red del cristal fondnico, permitiendo que
en ciertas direcciones existan rangos de frecuencias para las cuales una onda es capaz de
propagarse (banda de paso), mientras que en otros rangos no sera posible debido a interfe-
rencias destructivas (banda de detencién) [4]. De manera particular, se denomina band gap
completo o band gap fondnico, si existe un rango de frecuencias en donde la onda es incapaz
de propagarse en cualquiera de las direcciones. Esta propiedad se puede identificar a través
de diagramas de banda, que representan graficamente las superficies de dispersion de la onda
en cristales fonénicos infinitos. En la figura 4 se muestra el diagrama de bandas calculado
para el arreglo de cilindros de la figura 3, para el cual se identifica la presencia de un band
gap del orden de 100[Hz|. El eje de las abscisas representa las direcciones de propagacién
de onda y el eje de las ordenadas las frecuencias con la que una onda se propagaria en esa
direccion. De esta forma, una vibracion con una frecuencia que se encuentre dentro del band
gap, no cuenta con direcciones admisibles para propagarse.

En la practica, los cristales fonénicos son estructuras finitas, por lo que se debe examinar
la transmisibilidad de las vibraciénes. En la figura 5 se presenta el espectro de transmisién
de energia entre dos puntos del arreglo de barras de acero (figura 3), donde se comprueba
que en el rango comprendido por el band gap se produce una supresion de vibraciones.

El ancho en frecuencias del band gap se puede modificar variando la periodicidad y la
proporcién de las fases en la estructura, y utilizando materiales con constantes elasticas dis-
pares. Por esta razon, un enfoque actual de estudio consiste en la aplicacion de técnicas de
optimizacién topoldgica como proceso de diseno de estructuras periddicas que generen band
gaps en rangos deseados de frecuencia y que maximicen la supresion de vibraciones.
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Figura 4: Diagrama de bandas de un cristal fonénico [2].
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Figura 5: Espectro de transmision a través del arreglo de cilindros en agua. El recuadro
muestra la seccién transversal del cristal fonénico [2].

1.2.2. Estructuras Celulares Periédicas

Las estructuras celulares periddicas son aquellas que se obtienen del teselado de una celda
unitaria que estd formada por un arreglo de vigas o barras [21], con una configuracién de
celda de dos dimensiones (figura 6a) o tres dimensiones (figura 6b). Gracias a estas estruc-
turas es posible obtener una alta resistencia y rigidez especificas, una densidad relativa baja,
control de la transferencia de calor y una mayor absorcién de energia mecéanica [22], motivo
por el que son usadas en metamateriales.



10 mm
(a) Celda cuadrada 2D [23] (b) Celda 3D con estructura de octeto [24]

Figura 6: Muestras de estructuras celulares de diferentes topologias.

El desempernio y las propiedades de las estructuras celulares dependen de factores como
la topologia de las celdas; nimero de celdas; cantidad de ligaduras (uniones de elementos);
parametros geométricos, incluido el espesor del los elementos y el tamano de la celda; ca-
racteristicas del material propio de la estructura y del proceso de fabricacion; asi como las
condiciones de borde y de carga [23]. Es por esta razén que el ajuste de la topologia y el
tamano de la celda permiten manipular las propiedades caracteristicas del material celular
para lograr los requisitos de aplicacion deseados.

Ademas de las propiedades efectivas mencionadas, se ha demostrado que en celdas pe-
riédicas bidimensionales cuadradas y en geometrias de panales (honeycomb) triangulares y
hexagonales se observan band gaps fondnicos completos [21]. Es por ello que una de las
posibles aplicaciones ingenieriles de estas estructuras es la composiciéon de paneles para la
aislacion del sonido y la supresion de vibraciones [25].

1.3. Cristales Ideales

Los cristales ideales se construyen repitiendo la misma unidad estructural o motivo, infi-
nitamente en el espacio. La estructura de cualquier cristal puede describirse en términos de
una red cristalina conformada por puntos de red y vectores red. Es este concepto el que da
nombre a los cristales fonénicos.

Una red cristalina es un arreglo periédico y regular de puntos discretos (puntos de red o
nodos) en el espacio. Para el caso bidimensional, se define a través de dos vectores que deben
satisfacer la condicion de que para cualquier posicion r del cristal, la distribucion de puntos
es exactamente la misma que cuando es observada desde otro punto r. Esta propiedad se
enuncia matematicamente como:

I =r+ ax; + bxe (1.1)
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Figura 7: Estructura cristalina para un arreglo bidimensional.

Donde x; y x2 son los vectores de red, y a y b son ponderadores enteros en el intervalo
|—00, +00[. Las operaciones de traslacién sobre un cristal se realizan desplazéndolo por una
cantidad T, tal como se muestra en la figura 7, de modo que se cumpla lo siguiente:

T = ax; + bx, (1.2)

Donde T es el vector desplazamiento entre los puntos final (T) e inicial (r). Los vectores de
red también se denominan vectores de traslacién primitivos, ya que el espacio definido entre
ellos corresponde a la minima drea posible de una celda que puede usarse como patron bésico
de la estructura completa. Por lo tanto, la magnitud de los vectores x; y Xs representan a
la periodicidad espacial del cristal en sus respectivas direcciones. En el caso de estructuras
atémicas cristalinas bidimensionales, existen 5 posibles arreglos, denominadas redes de Bra-
vais (ver figura 8).

Algunas redes cristalinas son descritas en términos de una celda unitaria no primitiva.
Esto significa que los puntos de red no solo se encuentran en los bordes del area definida
por los vectores de base de la red, si no que también existen nodos en el interior de ella. Las
celdas unitarias no primitivas se usan porque describen la simetria y contienen la informa-
cion cristalografica completa de la red, permitiendo realizar simplificaciones numéricas. En
este trabajo se utiliza la celda unitaria para modelar redes infinitas de cristales fononicos,
aplicando condiciones de periodicidad en los bordes de la celda unitaria.
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1.3.1. Red Reciproca

Los vectores de red o vectores primitivos de la red cristalina, matematicamente definen a
través de su combinacién lineal un subespacio geométrico denominado red directa, a partir
del cual es posible construir una red secundaria denominada red reciproca. La red reciproca
es 1util para estudiar fenémenos fisicos de comportamiento ondulatorio sobre las estructuras
cristalinas. Por ejemplo, el espacio reciproco obtenido de las redes de Bravais(figura 8) co-
rresponden a las direcciones del cristal en las que se produce difraccién.

Para determinar la red reciproca de forma gréafica, se deben considerar a la familia de
planos paralelos y orientados de forma que atraviesen al menos tres puntos de la red asociada
a un cristal tridimensional. Como resultado, la distancia interplanar sera caracteristica de
cada subconjunto de planos. Andlogamente, para el caso de una estructura asociada a una red
bidimensional, se utiliza al conjunto de rectas paralelas que atraviesan al menos dos puntos
de la red directa. Una vez que son identificadas los planos o las rectas pertenecientes a una
familia, se proyecta sobre algtin punto arbitrario que pertenezca a todos los subconjuntos,
un vector normal a cada plano (recta en el caso 2-D), y con una magnitud igual al inverso
de la distancia interplanar (entre rectas en el caso 2-D) caracteristica, tal como se muestra
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en la figura 9. Los extremos de estos vectores (flechas azules en la figura 9) forman también
una red periddica de puntos, que por esa propiedad de reciprocidad recibe el nombre de red
reciproca [3].

Figura 9: Construccién de algunos puntos de la red reciproca a partir de la red directa [3].

La red reciproca se expresa matematicamente a través de la funcién delta de Kronecker:

e s Jlsii=y

Donde x; representa a los vectores de red directa y X} a la base vectorial de la red recipro-
ca. A partir de la ecuacién 1.3, se deduce que cada vector de la red directa se puede emparejar
con un vector perpendicular de la base de la red reciproca.

Para estudiar la respuesta vibratoria de un cristal, la red reciproca habitualmente se es-
cala por una magnitud de 27, con el fin de poder expresar las coordenadas del vector onda
en funcién de la misma base vectorial de la red reciproca. De este modo, la base de la red
reciproca representa todas las direcciones posibles de propagacion de la onda, mientras que la
distancia entre los puntos de red reciproca representa la transmisién completa de un ciclo de
oscilacién a través de la celda (longitud de onda equivalente al tamano de la celda). Por esta
propiedad, la red reciproca también se denomina espacio — k. En la figura 10 se muestran
el espacio reciproco formado por una red cuadrada y hexagonal, junto con sus relaciones
geométricas.

11



™ . b, T
L
a 2
¥=90 ¥=190 a
[ ] . a] [ ] b- b|.
i
® ) * L] L] [ ]

a

(a) (b)

Figura 10: Celdas unitarias cuadrada y hexagonal representadas en (a) red real; (b) red
reciproca [1].

1.3.2. Zona Irreductible de Brillouin

Las zonas de Brillouin son geometrias tinicas de una red cristalina, generadas por la in-
terseccion de los planos de Bragg en el espacio reciproco. Los planos de Bragg en una red
reciproca bisectan a los vectores que unen a dos puntos de red adyacentes, como se muestra
en la figura 11. La primera zona de Brillouin corresponde a la celda unitaria trazada por los
planos de Bragg de mayor proximidad al punto de origen. Luego, los planos ubicados en el
segundo lugar mas cercano crean la segunda zona de Brillouin, y sucesivamente las siguientes
zonas hasta el infinito.

° ® ° o\ ° ° e e ° ° ®
° °

e e « —I> ¢ °® —

/ e e o

° ° ® / °

° ®
Brillouin zone / Brillouin zone
(a) Red cuadrada (b) Red hexagonal

Figura 11: Primeras zonas de Brillouin en planos bidimensionales.
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La importancia de la primera zona de Brillouin (de ahora en adelante BZ), radica en la
aplicacion del teorema de Bloch para imponer condiciones de periodicidad sobre su contorno.
En una estructura cristalina, la relaciéon de dispersion de cualquier tipo de onda también es
peridédica y BZ es el espacio de repeticion mas pequeno que existe dentro de ella, de modo
que, para un cristal infinitamente grande, si la relacion de dispersion de una onda esta defi-
nida en BZ, entonces quedara definida a través del espacio reciproco por completo [26].

Generalmente se utilizan topologias de celda tales que al superponer BZ con la celda
unitaria, sea posible identificar simetrias horizontales, verticales y oblicuas al mismo tiempo.
En estos casos, la secciéon de menor tamano trazada por los ejes de simetria al interior de BZ
se denomina zona irredutible de Brillouin o zona de maxima simetria. Esto permite reducir
el problema de caracterizacién de la onda sobre toda la estructura, al recorrido de la onda
sobre el perimetro de la zona de maxima de simetria. En el esquema de la figura 12, se mues-
tran las zonas irreductibles de Brillouin para una red cuadrada y hexagonal, con condiciones
impuestas de simetria, indicando sus geométricas con la celda unitaria.
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Figura 12: Zona irreductible de Brillouin de celdas unitarias cuadradas y hexagonales en el
espacio reciproco [4].

1.4. Mecanismos de Propagacion de una Onda Elastica

En una estructura atémica cristalina ideal y libre de defectos, los atomos estdn en cons-
tante movimiento alrededor de sus posiciones de equilibrio. Sin embargo, los atomos de un
solido no pueden moverse de forma independiente, si no que estan acoplados al movimiento de
los atomos vecinos a través de enlaces quimicos. Cuando un atomo se desplaza de su posicién
de equilibrio, ejerce una fuerza sobre los dtomos vecinos, haciendo que se desplacen. Estos a
su vez provocan que sus vecinos se muevan y el resultado final es la creacion de un fonén,
es decir, una onda de distorsion reticular que se propaga a través del sélido. Esté fenomeno
se reproduce de forma analoga a macro escala en los cristales fonénicos. En las estructuras
celulares periddicas, los nodos de la celda unitaria se encuentran unidos por elementos sélidos
que transmiten esfuerzos de compresion y de corte desde un extremo a otro, y a partir de
este 1ltimo extremo, se transmiten los esfuerzos hacia las uniones vecinas.
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1.4.1. Funcién de Onda Plana

En un medio sélido homogéneo y continuo, las vibraciones se propagan a través de una
onda plana eldstica, denominada asi por que sigue una direccion unica y con una frecuencia
constante. La direccion de propagacién se representa a través del vector de onda k, mientras
que el vector u(r,t) indica la magnitud y direccién del desplazamiento instantdneo de un
elemento volumétrico posicionado en r. Si el vector de onda y el vector desplazamiento son
paralelos, la onda plana es longitudinal (figura 13a). Por el contrario, si son perpendiculares
entonces la onda es transversal (figura 13b).
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(b) Propagacién de una onda elédstica transversal

Figura 13: Propagacién de ondas longitudinales y transversales en un sélido cristalino de dos
dimensiones. Las ondas se propagan horizontalmente con el vector de onda k.

La propiedad distintiva de las ondas mecanicas a través de materiales sélidos homogéneos,
es que se pueden propagar al mismo tiempo ondas eldsticas longitudinales y transversales,
donde cada una es independiente de la otra y presentan velocidades de propagacion diferentes.
La velocidad con la que una onda plana longitudinal se propaga a través de un sélido se denota
por c;, y la velocidad de propagacién de una onda plana transversal se denota por cp. Las
ondas elasticas longitudinales y transversales que se propagan a una frecuencia w al interior
de un sélido homogéneo se describen a través de la funcién de onda plana [1]:
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uL(r, t) = Re [uLO ei(ikr—wt)] (14)

ur(r,t) = Re [ug e ®7 ] (1.5)

Donde up(r,t) y ur(r,t) son los vectores de desplazamiento instantédneo transversal y
longitudinal respectivamente; i es la unidad compleja; k es el vector de onda; Re es la parte
real de la expresion; y urg y urzg las amplitudes del vector desplazamiento. También es posible
expresar las ecuaciones 1.4 y 1.5 en funcién del periodo de oscilacién (T') y la longitud de
onda ('), a través de las relaciones siguientes:

27

W= (1.6)

27
kl=— L.

Ademas, la propagacion de ondas elasticas al interior de un sélido homogéneo cumple con
las ecuaciones de onda eléstica:

1 9*u
VQ ur = a atZT (18)
1 (92uL
2 uy, = a 8t2 (19)

Reemplazando la funcién de onda plana (ec. 1.5 y 1.4) en la ecuacién de onda eldstica
(ec. 1.8 y 1.9) se obtiene la relacién que existe entre el vector de onda (k) y la frecuencia (w):

W

k=1lk|l=— para ondas transversales (1.10)
Cr

k=lk| = d para ondas longitudinales (1.11)
CrL

A las ecuaciones 1.10 y 1.11 se les denomina como relacién de dispersién de una onda
elastica plana. Las velocidades de propagacion dependen de las propiedades mecanicas del
medio sélido, cumpliendo con las siguientes relaciones:

_ F
cp = \ﬂ (1.12)
A+ 2p
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Donde p es la densidad y p y A son los parametros de Lamé, que son dos constantes elasti-
cas que caracterizan por completo el comportamiento elastico lineal de un sélido isotrépico
en pequenas deformaciones. Estos parametros se relacionan implicitamente con el médulo de
elasticidad (E) y el coeficiente de poisson (v) del material a través de las siguientes férmulas:

Ev

A= (1+v)(1—2v) (1.14)
"= z(ﬂ ) 1)

En sélidos no homogéneos, como es el caso de los cristales fonénicos binarios solidos-
solidos, para determinar el comportamiento de la onda elastica e identificar band gaps fononi-
cos se necesitan cinco parametros independientes y caracteristicos de la topologia de celda
unitaria: Ao/, fia/ i, p2/p1s pr2/ My f; donde Aj, g, pj con j = 1,2 denotan a los pardme-
tros de Lamé y a la densidad de los materiales 1 y 2, mientras que f es la fraccién de volumen
ocupado por el segundo material al interior del primero [20]. Se debe destacar que los co-
eficientes de Lame que describen a los materiales constituyentes no son siempre cantidades
reales y constantes, si no que podrian ser nulos o incluso dependientes de la frecuencia. En
cristales fonénicos de matriz fluida, si el liquido es un fluido normal (como el agua), entonces
w1 = 0y por lo tanto, las ondas acusticas transversales son suprimidas (solo se transmiten
esfuerzos de compresion). Sin embargo, este no es el caso de un fluido visco-elastico [27].

1.4.2. Relacién de Dispersion

Atun si se consideran materiales constituyentes para un cristal fonénico que cuenten con
parametros caracteristicos reales y positivos, la relacién entre la frecuencia (w) y el vector de
onda (k) es mucho més compleja de obtener que para los sélidos homogéneos. Para determi-
nar la relacién de dispersion de un sélido homogéneo se utilizan las ecuaciones 1.10 y 1.11
dependiendo del tipo de onda (longitudinal o transversal). En contraposicién, la relacién de
dispersién de los cristales fonénicos se obtiene a través de una funcién w = w (k). La relacién
de dispersién w = w (k) es relevante para los cristales fondnicos, ya que permite explorar de
forma grafica la presencia de band gaps, a través de diagramas de bandas, como en el ejemplo
de la figura 4.

1.4.3. Teorema de Bloch

El teorema de Bloch expresa que el cuadrado del médulo de la funcién de onda (|¥ (r, t) |2),
sobre un nodo perteneciente a un arreglo periédico, es invariante respecto de la posicion del
nodo. Por lo que, si se denomina a R como la periodicidad de la red asociada a los vectores
primitivos de la celda unitaria que la conforma, se cumple la siguiente relacion:

U(r+R,t)=V(r,t)e? (1.16)

| (r+ R, t)° = |0 (r, 1)) (1.17)
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En la ecuacién 1.16, s puede tomar cualquier valor real mientras que i representa a la
unidad imaginaria. Aplicando el teorema de Bloch, es posible describir las funciones de onda
de una red completa a través de una unica celda, imponiendo sobre ella las condiciones de
borde de periodicidad senaladas por la ecuacién 1.16.

En cristales fonénicos infinitos tipo solido-sélido, las ondas elasticas no se propagan como
ondas planas, sino que se propagan como ondas de Bloch. Es importante destacar que, en
el caso mas general, una onda de Bloch elastica que se propaga dentro de un cristal no
homogéneo, no es transversal ni longitudinal. La onda mecanica de Bloch, que se propaga
con un vector de onda (k), se representa mediante la férmula:

u (r,t) = Re [f (r) e'ter 0] (1.18)

Donde fi es una funcion vectorial periddica especifica para cada vector de onda (k), que
modula a la sinusoide del término de la exponencial compleja. Ademas, la funcién vectorial
presenta el mismo periodo espacial que el cristal fonénico, satisfaciéndose la siguiente relacién:

fie (r) = fic (r + R) (1.19)

Es comun expresar el teorema de Bloch (ec. 1.18) reagrupando los términos espaciales y
temporales con el fin de visualizar las propiedades de periodicidad de la onda:

u (r,t) = Re [uy (r) e &1 (1.20)
uy (r) = fy (r) ™" (1.21)

De esta forma, la relacién de dispersion w (k) puede obtenerse de forma numérica reem-
plazando la ecuacién 1.20, en la ecuacién de onda elastica (ec. 1.8 y ec. 1.9):

7+ (0 70+ pd W) 4 g (0~ 208) 7 w0) = —p @) 0y (122

Donde j representa el j-ésimo componente del espacio cartesiano; uy (r) es el vector de
desplazamiento espacial y su proyeccién sobre los ejes cartesianos es uj; p = p (r), ¢ = cr (1)
y ¢, = cg, (r) son, respectivamente, la densidad y las velocidades transversal y longitudinal,
que describen las propiedades mecanicas de un cristal fonénico.

La solucién de la ecuacion 1.22 también determina la deflexion o los vectores de desplaza-

miento espacial uk (r), y en consecuencia, la deflexién instantédnea uy (r, ) de la onda elastica
de Bloch al interior del cristal fonénico.
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1.4.4. Propagacion de Ondas Elasticas en Cristales Fondnicos

De acuerdo con la ecuacién 1.22, en medios sélidos que combinen propiedades de materia-
les distintos, la solucion de la funcion de onda de Bloch se encuentra en alguno de los casos
siguientes:

» En cristales fonénicos unidimensionales (o en capas), las componentes del vector de des-
plazamiento o deflexiéon ux = [u,(r), u,(r), u.(r)], son completamente independientes.
Por lo tanto, las ondas elasticas pueden propagarse como ondas de Bloch longitudina-
les 0 como ondas de Bloch transversales con un vector de onda (k) perpendicular a las
capas, tal como se muestra en el esquema de la figura 14.

Incident elastic waves

;

k;
Transverse

LA
G)—t-ﬂikllllli

Longitudinal

Figura 14: Cristal fonénico unidimensional e infinito. La estructura periédica alterna capas
de dos materiales sélidos de propiedades constitutivas distintas [1].

= En cristales fonénicos bidimensionales, las componentes del vector de desplazamiento
(uy) pertenecientes al plano definido por el cristal se encuentran acopladas, mientras
que la deflexion perpendicular al plano es independiente. De este modo, las ondas
elasticas pueden propagarse como ondas de Bloch acopladas al interior del plano (in-
plane elastic Bloch waves), o como ondas de Bloch transversales fuera del plano (out-
of-plane transverse elastic Bloch waves).

= En cristales fonénicos tridimensionales las componentes del vector de desplazamiento
(ug) por lo general se encuentran acopladas, por lo que las ondas eldsticas no se pro-
pagan de forma longitudinal ni transversal.

1.4.5. Sistemas Discretos y Estructuras Celulares

Las estructuras celulares como las mostradas en la figura 6, pueden ser modeladas como
una coleccion de elementos lineales cuyas uniones pueden ser representadas directamente
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como los nodos de una red directa. En la figura 15 se ejemplifica una estructura celular
bidimensional con un arreglo de tipo panal de abeja triangular, donde sus uniones conforman
los puntos de una red directa. Utilizando la notacién de la seccién 2.3., si r es punto arbitrario
de la red, el punto ubicado en la j-ésima posicion se expresara como:

ry =T+ a;X1 + bjXa (1.23)

NINININININININININ
NAANNNNDNININININY]
ININININININININININ
NAANNININININININY]
NINININININININININ
\VAVAVAVAVAVAVAVAYAVi
NINININININININININ
NANNNINIDNININININY]
ININININININININININ
DA ANNNINININININY]

Figura 15: Estructura celular tipo panal triangular: (a) representacién de la estructura; (b)
representacion en la red directa y red reciproca, senalando la zona irreductible de Brillouin [4].

Donde x; y x2 son los vectores de red directa. Por lo tanto, cualquier posicién de un nodo
en la red directa se puede representar mediante el par de coordenadas (a;,b;), donde a; y b;
son numeros enteros.

Aplicando el teorema de Bloch, se puede remplazar la expresién 1.23 en las ecuacion 1.20:

wy, (15) = fic (v + a;x3 + bjxg) eFTelk (@ thx) (1.24)

En virtud de la propiedad 1.19, la ecuacién 1.24 es equivalente a:
Uy (rj) = ux (r) eik~(ajx1+ij2) = uy (r) ei(ajk1+bjk2) (125)
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La expresion final de la ecuacion 1.25 muestra que el desplazamiento de un nodo desde
su posicién de equilibrio no depende de su ubicacion espacial en la red periddica, si no que
depende de los componentes del vector de onda (ky, ka) proyectados sobre los vectores de red,
tal como lo plantea el teorema de Bloch. Examinando el término de la exponencial compleja
se pueden realizar las siguientes distinciones si se reagrupan los términos reales y complejos:

ikl =ik- X1 = 61 + iEl (126)

ikz =ik - Xg = (52 + i€2 (127)

donde la parte real § y la parte compleja € se denominan constantes de atenuacién y de
fase, respectivamente. El coeficiente § es una medida de atenuacién de la onda mientras se
propaga desde una celda hacia otra, mientras que el coeficiente de fase indica la diferencia de
fases entre celdas contiguas. Para el caso de ondas que se propagan sin atenuacién, el coefi-
ciente de atenuacion es 0 y las componentes del vector de onda se reducen a los coeficientes
de fase |k1| =€y ’k2‘ = €9.

La aplicacion del teorema de Bloch directamente sobre los puntos de red, permite dis-
cretizar el problema de caracterizacién de la onda, ya que en este caso se determinan las
deflexiones puntuales de la estructura, permitiendo expresar la funcion de onda a través de
un sistema de ecuaciones lineales. Por lo tanto, es posible analizar a la celda unitaria de
una material celular como el de la figura 15 a través de elementos finitos lineales de forma
equivalente a como se analiza el comportamiento dindmico de estructuras, y luego, a través
del teorema de Bloch, caracterizar al material por completo.

La aplicacién de métodos de elementos finitos (FEM) para obtener las funciones de dis-
persion de la onda, se puede extender al cdlculo de estructuras mas complejas para discretizar
cristales fondnicos de medios continuos [5]. Sin embargo, dependiendo de la exactitud y el ran-
go de discretizacion deseados, y la cantidad de valores propios buscados, el costo en términos
computacionales puede ser considerable. Este costo se multiplica dependiendo de la cantidad
de vectores de onda computados. En la figura 16a se muestra un modelo de elementos finitos
para una celda unitaria rectangular 2-D compuesta de una matriz y una fibra (zona oscure-
cida). En la figura 16b se muestra una celda cuadrada genérica que ha sido discretizada para
un arreglo periédico 2-D.

Los grados de libertad (u) del modelo discretizado se pueden agrupar dependiendo de si
se ubican en los bordes de la celda, tal como se senala en la figura 16. Los grados de libertad
al interior de la celda se definen como desplazamientos internos (uy), mientras que en el borde
se definen como desplazamientos de interfase (ua):
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Figura 16: Representacion de una celda unitaria 2-D discretizada, agrupando las ubicaciones
de sus grados de libertad [5].

Donde:

|

Ug

}:

ur,
Uur
up
ur
ur,
urs
URB
urr
URT
U

(1.28)

= uy, y ur corresponde al vector de desplazamientos de los puntos pertenecientes al borde
izquierdo y derecho de la celda, respectivamente.

= ug y ur corresponde al vector de desplazamientos de los puntos pertenecientes al borde
inferior y superior de la celda, respectivamente.

= UpB, URB, ULt V Urr corresponden a los desplazamientos de los puntos esquina, en
el siguiente orden: inferior izquierdo, inferior derecho, superior izquierdo y superior

derecho

= uj corresponde al vector de desplazamientos de los puntos internos de la celda.
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Aplicando las condiciones de periodicidad de la ecuacién 1.25 en los bordes, se obtienen
las siguientes relaciones:

uR = uLel(kLXxl)
ur = uBel(k-Lyxz)
URB — uLBe‘(k'LXxl) (129)

i(k-Ly%2)

ULt = uLB®
URT = uLBel(k'(LXX1+LYY2))

A partir de las relaciones que existen entre los grados de libertad, es conveniente definir
un vector que sintetice la informacion de todos los nodos, ya que algunos grados de libertad
pueden ser expresados en funcion de otros:

— ~ - [ E -
ur, 1 0 0 0
uRr Iei(k'LXﬁl) 0 0 0 i
up 0 I 0 0 ~—
ur 0 Iei(kLy2) 0 0 UL
up | = 0 0 I of | (1.30)
URB 0 0 Tei(k-Lx%) o| |"LB
upr 0 0 Tei(kLy%z) 0 U
URT 0 0 Ieik-(Lx®a+Lyy2))
| Usr i L O O 0 I_

Donde P es la matriz de transformacion que contiene las condiciones de borde de perio-
dicidad, mientras que u es el vector reducido de los grados de libertad del problema.

1.5. Estructura de Bandas de Frecuencias

La ecuacién 1.22 involucra a las propiedades constitutivas de los materiales del cristal
fonénico (p, cr,cr), junto con tres términos notables: el desplazamiento espacial respecto de
la posicién de equilibrio (uy) ; el vector de onda (k) y la relacién de dispersién (w (k)). In-
dependientemente del niimero de dimensiones de la periodicidad de la estructura, siempre es
necesario resolver un problema de valores y vectores propios (auto valores y auto vectores),
para encontrar dos de los tres términos senalados, es decir, al menos uno de ellos debe ser
conocido.

Generalmente, se aplica la técnica de la relacién de dispersiéon, que consiste en realizar
un barrido de vectores de onda (k) a través del contorno de la zona irreductible de Brillouin
y evaluarlos en la matriz de transformaciéon de la ecuacién ecuacion 1.30. Luego, se calculan
los valores propios del problema y en consecuencia, las frecuencias naturales de la estructura.
En el caso de cristales bidimensionales, k se obtiene como:

(1-k)Z si 0<k<l1 (1-k)Z si 0<k<l
ke=¢(k—1)% si 1<k<2;k,= 0 st 1<k<2 (1.31)
x st 2<k<3 (k—2)T si 2<k<3
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Figura 17: Estructura de bandas en cristales bidimensionales [6].

Donde k, y k, son los componentes del vector de onda k = (k;, k), k es un factor que
se encuentra en el intervalo ]0,3] y a es la periodicidad de la red, A través de este método,
se pueden graficar las frecuencias naturales en funciéon de el vector de onda usado para
calcularlas, es decir, se representa graficamente la relaciéon de dispersién de la onda. A este
tipo de representacién se le denomina estructura de bandas de frecuencias o diagrama de
bandas de frecuencias. La figura 17 (¢) y (d) muestran los diagramas de bandas calculados
sobre un cristal bidimensional cuadrado y hexagonal, respectivamente. En el ejemplo, se
encuentra destacado un rango de frecuencias que no esta asociado a ningtin vector de onda, lo
cual indica que no existen vibraciones con frecuencias dentro de ese rango que sean capaces de
propagarse, tal como se discute en la seccién 2.2.1. Es decir, se denota un band gap fondnico.
La magnitud del band gap Aw se obtiene a partir de la distancia en frecuencias de dos bandas
adyacentes:

Aw =min {w (k),,,} — méx {w(k),} (1.32)

A partir de la ecuacion 1.32, se define el band gap medio, como la frecuencia central del
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rango comprendido por el band gap:

min {w (k), ., } + méx{w (k),}
2

Por otro lado, se denomina band gap relativo 1 al coeficiente que entrega una medida
adimensial de la magnitud del band gap:

w =

(1.33)

ey min (e, } - mix o (),)
& " min{w (k)4 )+ mix{w k), }

(1.34)

La ventaja de evaluar el vector de onda sobre la zona irreductible de Brillouin es que se
aprovechan las simetrias internas de la celda unitaria, para caracterizar el comportamiento
vibratorio en toda la red cristalina, sin tener que evaluar todas las direcciones de propagacion,
ya que las soluciones también son simétricas. En el ejemplo de la figura 17, ambas geometrias
de red presentan simetrias horizontales, verticales y oblicuas al mismo tiempo, de modo que
el vector de onda k se evalia a través del recorrido delimitado por I' - X — M — T".

1.6. Analisis Modal de Estructuras Periddicas

En un sistema de multiples grados de libertad, como es el caso de un modelo discretizado,
el comportamiento vibratorio se puede estudiar a través de la ecuacion de movimiento en su
forma matricial:

Mi+Cu+Ku=f (1.35)
donde:
s M: es la matriz de masas.

s K: es la matriz de rigidez.

C: es la matriz de amortiguacién.

f: es el vector de fuerzas.

= u: es el vector de grados de libertad.

La dimension de las matrices aumenta conforme aumentan los grados de libertad del
sistema. En la figura 18 se ilustran ejemplos de distintos sistemas y sus grados de libertad
representativos: (a) Sistema de dos masas y resortes con amortiguamiento; (b) sistema masa-
resorte que puede rotar sobre su eje; (c) arreglo periddico de masas y resortes en un plano
bidimensional.

Para medios continuos, las matrices M, C y K pueden ser obtenidas a través de elemen-
tos finitos (seccién 1.8) o a través del método de diferencias finitas. Esto significa que una
celda unitaria de un medio peridodico puede ser vista como un componente estructural sin
condiciones de contorno. Suponiendo una respuesta armonica en el tiempo y despreciando el
amortiguamiento, la solucién de la ecuacién de movimiento es:
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Figura 18: Representacion de sistemas con miltiples grados de libertad [7] [8].
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(K —w’M)u=f

Para investigar la propagacion de una onda a través de las celdas de toda la red periddica,
se aplica la condicién de periodicidad premultiplicando la ecuacién 1.36 por la traspuesta
Hermitiana (superindice ™) de la matriz de transformacién del teorema de Bloch (ec.1.30):
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P" (K — w’M) Pu = P"'f (1.37)

Donde u = Pu. A partir de esta transformacion, en el caso bidimensional se obtienen las
siguientes ecuaciones en coordenadas reducidas:

K (ki, ko) = PUKP (1.38)

M (kq, ko) = PTMP (1.39)
donde K y M son las matrices globales de rigidez y masas en coordenadas reducidas, y

k; y ko las componentes del vector de onda. Si se consideran condiciones de propagacién de
onda libre (f = 0), se obtiene la siguiente ecuacién de autovalores:

P" (K — w*M) Pii = D (k. ka,w) @ =0 (1.40)

donde D es la matriz de rigidez dindmica del sistema, a partir de la cual se pueden extraer
las frecuencias naturales reales y los modos de vibracién.

1.6.1. Funcion de Respuesta en Frecuencias

La funcién de transferencia se obtiene a partir de la ecuacién de movimiento (ec. 1.35)
evaluada en el dominio de Laplace, asumiendo condiciones iniciales nulas:

(M {s*} + C{s} + K) X {s} = F {s} (1.41)

que se puede escribir como :

Z {s} X {s} = F {s} (1.42)

donde s es un numero complejo y Z {s} la matriz de rigidez dindmica. Invirtiendo la
matriz Z {s} y acotando el dominio de s al espacio imaginario (dominio de frecuencias), se
obtiene la matriz funcién de respuesta en frecuencias (FRF):

X {iw}

Hiiw} = 550

(1.43)

Esta iltima expresion permite comparar la magnitud de la respuesta (salida) y la magni-
tud de excitacién (entrada). En la figura 19 se muestra la FRF del sistema de dos masas de la
figura 18a evaluada sobre la masa 1. Los peaks se producen a las frecuencias de resonancias
del sistema global. Por otro lado, las caidas de frecuencia se denominan antiresonancias y son
propiedades locales de la estructura que se observan analizando distintos grados de libertad.
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Figura 19: Funcion de respuesta en frecuencias de un sistema de dos masas y resortes con
amortiguamiento [7].

Sobre un sistema de multiples grados de libertad, cada frecuencia (w) evaluada obtiene
una matriz H, , {iw} diferente. La notacién en los subindices indican que la FRF corresponde
a la respuesta del p-ésimo grado de libertad cuando se ejerce una excitacion en el grado de
libertad g-ésimo. Ademas, por propiedades de simetria se cumple que:

X {iw} X, {iw}
F,{iw} F,{iw}
La FRF es una medida de transmisibilidad de un forzamiento arménico entre dos grados

de libertad de un sistema, por lo tanto, es posible usarlo para cuantificar la supresion de
vibraciones y localizar band gaps.

H,, {iw} =H,, {iw} = (1.44)

1.7. Resonancias Locales en Cristales Fononicos

Las resonancias locales o modos locales se producen cuando un nodo se desplaza de for-
ma independiente de la estructura, a causa de un forzamiento arménico que es cercano a la
frecuencia natural del nodo. De acuerdo con [6] y [28], la presencia de modos locales promue-
ve la aparicién de band gaps en frecuencias relativamente bajas, del orden de 1[kH z]. Esto
ocurre porque la energia cinética de la onda es absorbida por el resonador, obteniendo como
resultado una onda evanescente. Cuando la frecuencia es igual a la frecuencia natural de la
masa resonante, tedéricamente es posible almacenar la energia cinética de la vibracion. En la
figura 20(a) se muestra una celda unitaria conformada un nicleo denso con un revestimiento
flexible, al interior de una matriz rigida, de modo que el la masa del niicleo se comporta como
el resonador mostrado en 20(b).

El sistema de la figura 20 se denomina sistema masa en masa (Mass-in-mass System) [29],
el cual manifista propiedades efectivas negativas en ciertos ragos de frecuencias. Matemati-
camente, la masa efectiva m. ;s del volumen ocupado por el sistema masa en masa se calcula
a partir de la conservacién del momento:

meffill = m1i11 + mgﬁg (145)
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Figura 20: Cristal fonénico 2-D con resonadores internos [6]: (a) Composicién de la celda
unitaria; (b) Representacion idealizada del sistema.
Por otro lado, las ecuaciones de movimiento del sistema son :
miy + ka(u; —u) =F (1.46)
Moty + ka(uy —uy) =0 (1.47)

Donde F es un forzamiento arménico de frecuencia w. Reemplazando las soluciones de la
ecuacién de movimiento en 1.45 se obtiene que:

ko 1
Merf =M1 + My —— =m1 +m 1.48
1f 1 2k2—m2w2 1 21_W_§ ( )
ws
Donde wy = 2—22 es la frecuencia natural del resonador. A partir de la ecuacién 1.48, se

pueden identificar tres posibles situaciones:

» w < ws lo que implica que la masa efectiva es positiva y los desplazamientos de ambas
masas estan en fase (modo acustico).

= w = wy por lo que my entra en resonancia y se comporta como un absorbedor de
vibraciones. En este caso, la fuerza de restitucion eldstica del resonador iguala al for-
zamiento externo, por lo que no hay desplazamiento de la envoltura del resonador y la
masa efectiva tiende a infinito.

= w > wy lo que implica que las masas oscilan en desfase (modo éptico) favoreciendo
la supresion de la onda. Se debe destacar que para valores superiores y cercanos a la
frecuencia de resonancia, la masa efectiva se vuelve negativa. Por lo que la onda es
completamente inhibida.

L. Driemeier et al. [6] analiza las resonancias locales de un cristal como el de la figura
20 combinando distintos materiales. En este estudio, se comprueba que se producen band
gaps fondénicos cuando la masa efectiva es negativa. Ademas determina que la amplitud del
bandgap es favorecida principalmente por la fracciéon ocupada por el nticleo al interior de la
matriz, su densidad y su rigidez. Por otra parte, observa que al aumentar la rigidez de la
matriz o su densidad, el band gap se reduce.
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De cuerdo con [9], los sistemas masa en masa son analogos a un sistema voladizo en masa
(Cantilever-in-mass system, ver figura ). En la figura 22 se muestra el disenio de una viga
con resonadores en forma de voladizos, que esta compuesta por un material inico, el cual es
capaz de mitigar las ondas a la frecuencia de resonancia disenada.

Figura 21: Equivalencia entre celdas unitaras tipo masa en masa y celdas voladizo en masa [9]

hy my
— fi——
—
Ly ke
(4
m;

(a)

Figura 22: Viga de metamaterial con resonadores en forma de voladizos [9]: (a) Geometria de
la celda unitaria; (b) Simulacién de elementos finitos del modelo voladizo en masa durante
la propagacion de ondas.

1.8. Elementos Finitos

Los elementos finitos constituyen un método para modelar medios continuos a través de
un numero discreto de elementos, y son utilizados en este trabajo para modelar el diseno de
la celda unitaria. Estos pueden ser de tres tipos [7]:

» Elementos unidimensionales (linea; figura ).
» Elementos bidimensionales (planos)
» Elementos tridimensionales (sélidos).

De forma general, los desplazamientos nodales (1) de cualquier tipo de elemento finito se
vincula a su desplazamiento interno (u(x)) a través de funciones de forma (N (z)), qué son
caracteristicas de cada elemento:

u(z)=N(2)d (1.49)



Elementos Elementos Elementos
unidimensionales bidimensionales tridimensionales

Resorte, barra, viga, etc. Membrana, placa, etc. Sélidos, fluidos, temperatura, etc.

(a) (b) ()

Figura 23: Familias de elementos finitos [7].

Donde x corresponde a las coordenadas espaciales del elemento. A partir del desplaza-
miento espacial, la deformacion se define como:

e(x)=B(x)0 (1.50)
B (z) = DN (z) (1.51)
donde D es un operador diferencial espacial.

Las matrices de rigidez (K) y de masas (M) se calculan respectivamente como:

K= / B'HB dV (1.52)
\%

M = / pN™N dV (1.53)
\%4

Donde H anade las propiedades constitutivas del material, p es la densidad y V' el volumen
de control.

1.8.1. Meétodos Matriciales

Los métodos matriciales de rigidez hacen referencia al método de calculo de elementos
finitos aplicados a estructuras de barras o vigas (elementos lineales) que se comportan de
forma elastica y lineal. En el caso de una viga analizada desde la perspectiva bidimensional,
cada nodo cuenta con 3 grados de libertad: desplazamiento horizontal, vertical y rotacional.
De acuerdo con la teoria de Euler-Bernoulli, los desplazamientos axiales y transversales deben
cumplir con las siguientes relaciones respectivamente:

0% (x,t)

R . (1.54)
o (x,t)

BI=—— 5= =0 (1.55)
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Figura 24: Elemento viga 2-D de Euler-Bernoulli.

Donde u(z,t) es el desplazamiento longitudinal y v (x,t) la deflexién transversal; x co-
rresponde al parametro espacial comprendido en el intervalo definido por los nodos i y j
de acuerdo con la viga de la figura 24. Al integrar las ecuaciones 1.54 y 1.55 respecto a la
variable espacial, se obtienen respectivamente:

u(z,t) =c (t) x4+ ca (1) (1.56)

v(x,t) =d (t)2® +do (t) 2* + ds (t) v+ dy () (1.57)

Donde las constantes de integracion son valores dependientes del tiempo, que deben cum-
plir con las condiciones de borde del problema:

u(0)=u;(t) u(l)=uy(t)

v (0,1) = vy (1) g—z (0,2) = 0, () (1.58)
vl =va(t) 22(0,1)= 0 ()

Donde [ representa a la longitud del elemento viga. A partir de las condiciones de borde
se deducen las componentes de los desplazamientos nodales:

u; (t) = Cy
u (1) =1l + ¢
0y (1) = = [3 (01 (1) — 0 (£)) — 1 (6, (1) + 05 (1))

(1.59)

Reemplazando estas igualdades en las ecuaciones 1.56 y 1.57, se obtiene una aproximacién
de las deflexiones de la viga:

uy () (1.60)



$2 3 T $2 1'3

CC2 3 £E2 .1'3

+ {372 + 2?—3} vy (t) + 1 {_1_2 + l—g} 0, (1)

Los factores que multiplican a los desplazamientos nodales corresponden a las funciones
de forma. Utilizando las expresiones 1.52 y 1.53 para la matriz de rigidez (K) y de masas
(M) se obtiene:

u; U; 91 u; U, 6]-
(ALZ g o AR 9 0]
gl 0 12 6L 0 —12 6L
K="3| 0 6L 412 0 6L 2L2 (1.62)
AL g 0 AR 0 0
0 -12 —6L 0 12 —6L
| 0 6L 2I* 0 —6L 4L?]
u; U; 01 u; U, 6]'
(140 0 0 70 0 0 ]
0 156 22L 0 54 —13L
pAL 2 2
2=l 0 220 412 0 13L -3L (1.63)
40 179 g 0 140 0 0
0 54 13L 0 156 —22L
0 —13L 3L 0 —22L 4L*

Para expresar los desplazamientos en un sistema de coordenadas globales, a las matrices
K y M se les aplica la transformacién de la matriz de rotacién (R):

K =R'KR (1.64)
M = R'MR (1.65)
u; U; 91 l,Ij ’Uj 9]'
[cosae —sina 0 0 0 0 ]
sinaw cosa 0 O 0 0
R = 0 0 10 0 0 (1.66)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cosa —sinao
i 0 0 0 0 sina cosa ]

Donde K y M son las matrices globales de rigidez y masas. Es importante sefialar que los
elementos tipo viga, estan definidos en término de un eje neutral, y el espesor del elemento
solo se considera de manera indirecta, ya que se asumen como elementos delgados. Sin em-
bargo, en la préctica el espesor puede ser un factor de error importante. Esto se ejemplifica
en la figura 25, donde se muestra la unién de 90° entre dos vigas [10].
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Figura 25: Unién rigida de dos vigas en 90° [10].

1.9. Optimizaciéon Topolégica

La optimizacién topoldgica es un método matematico que selecciona los parametros de
diseno asignados a un material que ha sido discretizado, de modo que se maximice una res-
puesta deseada. Convencionalmente el material es representado a través de elementos finitos y
las propiedades de cada elemento estan sujetas a valores en un intervalo definido, permitiendo
que cada elemento se transforme en una variable de diseno (dominio de diseno). El dominio
de diseno engloba parametros geométricos, propiedades mecanicas y fisicas del material, por
lo que es ampliamente usado en problemas de diseno estructural.

. = VAK{F’AK{VAK{

Figura 26: Esquematizacién de las tres categorias de optimizacion estructural [11]: (a) Opti-
mizacién de tamano; (b) Optimizacién de forma; (¢) Optimizacién topoldgica.

De acuerdo con [11], los problemas de diseno estructural pueden ser resueltos en tres
niveles de optimizacion. En primer lugar se encuentra la optimizaciéon del tamano, que busca
asignar espesores, densidades o dreas de seccion transversal a los elementos que conforman
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una estructura. Por otro lado, se define la optimizacién de forma, que consiste en modificar
la forma del contorno definido por la estructura, es decir, la forma de los componentes corres-
ponde al dominio de diseno. Finalmente, se define a la optimizacion topoldgica como aquella
que involucra la determinacion de propiedades, tales como la cantidad, ubicacién y forma de
agujeros, y la conectividad entre los elementos. En la figura se muestran las soluciones ob-
tenidas de distintos niveles de optimizacion estructural aplicados sobre la misma estructura
inicial.

Si bien la optimizacién topolédgica se encuentra dentro del marco de la optimizacién es-
tructural, se ha extendido el concepto para referirse a la solucién de disenos de materiales
que involucran procesos fisicos, como el diseno de cristales foténicos y fonénicos [14] [30].

1.9.1. Declaraciéon del Problema de Optimizacion

El objetivo principal de la optimizacién topoldgica en esta investigacion, consiste en de-
terminar la estructura 6ptima de la celda unitaria, que desarrolle el band gap de mayor
extension posible, es decir, se debe maximizar la distancia entre dos bandas adyacentes n y
n + 1. Matematicamente esto se expresa como:

mix {Aw = min {w (), } - mix w (1), }}

sa  (K(k) - wM(k)u=0 Yk e [T, X, M,T] (1.67)

Donde k se evalia a través de un barrido en las direcciones I'y X, M, I', correspondientes
a la zona irreductible de Brillouin. En la literatura también existen otras formas de enunciar
el problema de optimizacién, como maximizar el band gap relativo n (ec. 1.34) o directamente
la diferencia entre valores propios min {w (k)? 1} — méx {w (k)i} [4].

Yi et al. [31] anade una nueva restriccién a la ecuacién 1.67, con el fin de maximizar un
band gap que quede centrado en una frecuencia objetivo w;:

_ {min {w (k)n+1} — max {w (k)n}}

Wy

g (k)

En este trabajo se prefiere usar la declaracién 1.67 para maximizar el band gap generado
entre las bandas n y n + 1, escogiendo arbitrariamente a la banda n como aquella que se
encuentra proxima a la primera resonancia local de la celda unitaria.

(1.68)

1.10. Aplicaciéon de Metamodelos

En esta seccién se abordara el uso de metamodelos o modelos de la superficie de respuesta
(Response Surface Modeling), en el contexto de la prediccién de bandas de frecuencia de un
diseno periodico de vigas en dos dimensiones. La construccién de un metamodelo permite
reproducir los resultados que se obtienen de simulaciones costosas, como las relaciones de
dispersion (w(k)) de una onda elastica, las deformaciones de una estructura modelada a
través de elementos finitos, o el desempeno de un proceso complejo que no cuenta con una
forma explicita de su funcién de salida [32] [13]. A continuacién se presenta la formulacién
matematica del Kriging, que es un tipo de modelo de regresiéon para estimar la respuesta de
un punto en base a sus coordenadas espaciales.
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1.10.1. Modelamiento por Kriging

El Kriging, también llamado proceso Gaussiano, es un método de interpolacién que per-
mite estimar la superficie de respuesta de una funcién, a través de una cantidad reducida de
simulaciones, que son evaluadas sobre puntos generados de forma aleatoria (o pseudoalea-
toria), dentro del espacio formado por los pardmetros de la funcién. El modelo de Kriging
consiste en la correccion de un modelo de regresiéon polinomial de bajo orden, utilizando
una funcién de correlacién espacial, que estima la similitud de dos puntos en el espacio de
pardmetros [13]. En la figura 27 se encuentra la superficie de respuesta obtenida a partir del
modelo de Kriging para un sistema de 2 parametros.

Figura 27: Modelo de Kriging para estimar la superficie de respuesta [12].

En la figura 27 los puntos de color negros corresponden al conjunto de dominio de diseno
o diseno experimental. Expresado en forma general, se define al conjunto de N puntos de
disefio como S = {s™} con i = {I,..., N}, donde cada punto punto s”) cuenta con una
dimensiéon de n-parametros. De acuerdo con la definicién del modelo de Kriging, la respuesta
de una funcién vectorial Y (s) : R — IR" evaluada sobre el punto s cumple con lo siguiente:

Y (s)=BF(s)+ Z(s) (1.69)

El primer término a la derecha de la igualdad representa a una base de p funciones
polinomiales de la forma f,, : IR" — IR, que estan siendo ponderadas por un coeficiente de
regresion [, donde [ = {1,....,7} y m ={1,...,p}.

fi(s)
F(s) = : (1.70)
fp (s)
Bia o Bip
B={Bmt=1|: . (1.71)
Bra 0 Brp
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El segundo término Z (s) proviene de la suposicién de una distribucién gaussiana de media
cero, que cumple con una funciéon de covarianza dada por:

Z(s)=| : (1.72)

Ea(s9), 4 (s9)] = o2 (0,55 (1.73)

Donde o7 es la varianza del [-ésimo componente de la respuesta Y (s). El término R (9, s sl ))
corresponde a un modelo de correlacién que satisface la siguientes condiciones:

= Dos puntos ubicados en la misma posicion tienen una correlacién igual a la unidad.

= Dos puntos que se encuentran infinitamente separados tienen una correlacién nula.

La forma general del modelo de correlacién se enuncia en la ecuacién 1.74, donde la
funcién R, de la pitatoria se denomina funciéon de correlacién o kernel.

n

R (6, s, s(j)) = H Ry, (Hk, st — s,gj)> (1.74)

i=1

Las funciones de correlacién son dependientes de distancia euclidiana de los puntos com-
parados, donde el subindice n indica la n-ésima componente (o pardmetro) del punto s. En
el anexo 6.1 se encuentran algunas funciones de correlacion basicas. La forma mas habitual
de la funcién de correlacion es la funcion exponencial generalizada:

R = ﬁexp [—Gk (s,(j) - Slgj)>A} = exp [z”: —0 (SS) — s,(cj))A] (1.75)
k=1 k=1

Donde § = [0y, ,60,] T y X son pardmetros desconocidos del modelo que deben ser ajus-
tados. Ademds, A debe pertenecer al intervalo [1,2]. Se debe destacar que el ponderador 6
indica la importancia del k-ésimo parametro, es decir, mientras mayor sea 6, menor es la
influencia del parametro k. Por otro lado, A determina si la funcién es suave. Por ejemplo,
cuando A = 2 la funcién es infinitamente diferenciable (se vuelve una funcién gaussiana). En
cambio, cuando A = 1, se vuelve una funcion lineal en distancias cercanas a 0. En las figuras
28a y 28b se observa el efecto de los parametros 6, y A respectivamente, sobre un problema
unidimensional.
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Correlation function
Correlation function

Figura 28: Funcion de correlacién exponencial generalizada evaluada con diferentes hiper-
pardametros [13].

Para determinar los parametros 6 y A 6ptimos, de acuerdo con [12] se debe encontrar el
estimador de maxima verosimilitud:

1
min {¢(9) - \RWO—} (1.76)
donde |R| corresponde al determinante de la matriz de correlacién R, cuyos componentes
se obtienen a partir de la ecuacién 1.74:

R(sW,sM) R(sW,s®) ... R(sW,s™)
- R(s®.s0) R(s? s®) ... R(s? s®

R =% (0,s",sY) = (s :>S ) (s :’S ) ) (s :S ) (1.77)
R(s™,s0) R (s™),s@) . R(S(NS,S<N>)

Junto con la matriz de correlacion R, también se define el vector de correlacion r, como
aquel que se obtiene al evaluar un punto en una ubicacién nueva:

R (s, s)
R (s?,s)

r="%(0,s"s) = (1.78)

R (s™)s)
Luego, definiendo a F como la matriz de evaluaciones de las funciones de regresién poli-

nomial de los N puntos de diseno, la matriz de parametros de regresion 3 se puede calcular
como:

8" = (FTR™'F) " FTR'A (1.79)
fi (S(l) fo (S(l) f (S(l))
fi (5(2)) fo (3(2)) - (5(2))

para m = {1,--- ,p} (1.80)
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Donde g*T = B, B2, -+ Bip) conl = {1,--- r} son las filas de la matriz de coeficientes

2) ...

de regresion B,y A = [s(l), s( sV )}T es el vector que contiene los puntos de diseno. La

varianza asociada o? estd dada por:

0% = % (A—F3)"R' (A -F3") (1.81)

Por tanto, de acuerdo con [12], el mejor predictor lineal insesgado de una ubicacién nueva
se puede obtener de la siguiente manera:

Gi(s) = £(s) B +r(s)"R (A—FB) (1.82)
En la ecuacion 1.82, cada una de las matrices y vectores deberan ser recalculados para

. ;. C ~ A~ ~ 1T .
estimar la componente [-ésima de la respuesta Y = [§1, 92, ,¥,] . Para determinar los

parametros y coeficientes del modelo, en el presente estudio se utiliza el toolbox de Matlab
DACE, desarrollado por Sondergaard et al. [12].

1.10.2. Bisquea de 6ptimos en Metamodelos (Searching Surrogate Models)

La funcion objetivo del problema de maximizacion del band gap planteado en la ecuacion
1.67 puede ser estimada a través de un modelo de Kriging:

mix {7y (x) = Aw}

S.a X S X S Xub (183)

Donde x;, v X, son los limites inferiores y superiores de las variables de diseno. Es po-
sible mejorar la prediccion del modelo anadiendo nuevos puntos a la muestra de datos. A
este procedimiento se le denomina refinamiento de la muestra (sample-point-refinement) y
a las reglas que se usan para determinar nuevos puntos, criterio de llenado (infill criteria) [15].

El criterio utilizado en este trabajo consiste en resolver el problema de optimizacion
planteado en 1.83 mediante un algoritmo de busqueda de éptimos locales de descenso del
gradiente. Las variables de disenio 6ptimas encontradas son evaluadas numéricamente a través
del modelo de elementos finitos para encontrar su respectivo valor real. Si el error que existe
entre ellos se encuentra por debajo de un limite, se puede dar por teminada a la rutina de
optimizacién. En el caso contrario, los puntos evaluados son anadidos a la muestra y el modelo
de Kriging es reconstruido. Este criterio de muestreo se denomina Searching Surrogte Model
(SSM) y es aplicable a cualquier tipo de metamodelo, obteniendo resultados favorables para
la exploracién local de una regién de interés en el espacio de diseno [15].
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2. Formulacion

En esta seccion se detalla la formulacién del problema de optimizacién para producir
una estructura que maximice la supresion de vibraciones. Se entregara una descripcién de
la geometria de la celda unitaria a analizar y el dominio de diseno explorado. También se
abordaran los aspectos relevantes del proceso de modelamiento a través de elementos finitos
y de la generacion del modelo sustitutivo.

2.1. Geometria de la Celda Unitaria

Se escoge un disefio que permita estudiar las resonancias locales de un cristal fondénico e
identificar la presencia de band gaps. En este estudio, el cristal fonénico se modela como un
panel bidimensional, conformado por una matriz y resonadores internos. La celda unitaria
cuenta con una geometria cuadrada y en su interior se anaden vigas en voladizo, obtenien-
do un sistema tipo voladizo en masa (cantilever-in-mass system). El esquema de la celda
unitaria se presenta en la figura 29. Las etiquetas sobre el esquema indican Los parametros
geométricos de la celda. Por otro lado, los parametros de material dependen directamente
de la composicién de la celda, influyendo en la rigidez y las resonancias internas que puedan
ocurrir en la estructura.

En la figura 29 se puede observar que la celda unitaria se descompone en otras cuatro
celdas interiores, cada una formada por un marco cuadrado de vigas unidas rigidamente, y
por un conjunto de ocho voladizos organizados en pares, que se encuentran empotrados en las
esquinas del marco. De esta forma, cada voladizo tiene una inclinacién caracteristica respecto
de las vigas horizontales y verticales que lo rodean. La longitud del voladizo también es un
parametro propio de éste, junto con su espesor, su densidad y su rigidez. Ademas, sobre el
extremo de cada voladizo se delimita un receptaculo sobre el cual es posible anadir masas al
sistema. Por lo tanto, la celda unitaria queda completamente definida cuando los siguientes
parametros son conocidos:

= La longitud de la celda unitaria L.. Debido a que la geometria es cuadrada, la periodi-
cidad horizontal y vertical son equivalentes, es decir, L, = L, = L..

= Las longitudes {Lgf)}, inclinaciones {Q(i)} y masas suspendidas {m%)} coni={1,---,32}

de los 32 voladizos.

» Las propiedades de material como la densidad { p(j)}, el médulo de elasticidad {E(j)}
y la seccion transversal {A(j )}, con j = {1,---,44}, de los 32 voladizos y los 12 bordes.
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Figura 29: Estructura parametrizada de la celda unitaria.

2.2. Imposicion de Simetria

En la seccion de antecedentes se discutio la importancia de que existan simetrias internas
en la celda unitaria, con el objetivo de enlazar sus bordes contrapuestos a través de la ley de
Bloch, reduciendo asi el calculo de las bandas de frecuencias a la zona irreductible de Brillouin.

Con el fin de poder aplicar la ley de periodicidad, se imponen sobre la celda unitaria
simetrias con respecto a un eje vertical, un eje horizontal y los ejes diagonales, que se in-
tersectan en el centro de la celda, de modo que las propiedades geométricas y de material
pertenecientes a alguna de las secciones triangulares restantes, es suficiente para recrear la
celda completa, tal como se grafica en la figura 30. Esta corresponde a la zona irreductible
de Brillouin o de maxima simetria.

NN
/)

N7
W

A

Figura 30: Simetrias internas de la celda.
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2.3. Dominio de Diseno

A continuacién se detalla el dominio de diseno sobre el cual se efectia la optimizacién
topoldgica de la celda unitaria.

Los parametros geométricos determinan el tamano de la celda, la longitud e inclinacién
de los voladizos, y la magnitud de las masas agregadas en los extremos libres del voladizo.
De forma arbitraria se impone que la longitud de la celda es de L. = 150[mm]|, de modo que
entre dos uniones rigidas entre vigas existird una longitud de L = 75[mm]. Por otro lado,
se impone que la longitud del voladizo L, pueda variar entre un tercio y un medio de la
longitud L del marco: L, € [%L, %L} = [25 , 37.5][mm]. El angulo entre los voladizos y el
marco también se acota al rango 6 € [10, 35°]. Finalmente, las masas anadidas a los extremos
del voladizo se evalian entre el rango [0, 0,0196][kg]. Esta eleccion se realiza considerando
como limite superior a la masa de un cubo de 1[cm?®] de tungsteno. Se debe notar que dentro
de la zona de maxima simetria solo se deben definir las propiedades geométricas de cuatro
voladizos.

Por otra parte, las propiedades de material se escogen en funcién de dos alternativas:
aluminio o tungsteno. Las propiedades de ambos materiales se reportan en la tabla.. hacer
tablita de materiales. Como parte de los parametros de material, se incluye seccion transversal
del elemento evaluado. Se consideran dos didmetros posibles: dy = 4[mm] y d; = 8[mm]. De
este modo, un punto de diseno se define a través de la siguiente combinacion de parametros:

@) = <L§1),L§2),L§3), LW, 6V 6® g3 ) mR),m;%mEi’),m%))

1 2 2 3 4 4 5 5
X(M) <p(Al)W? EI(M),W’ P(Az),w> EEU)W’ P(Al)vw Eiu),Wa P(Al),Wa Eiu)mm P(Al)Wa Eﬁxl),w>

PO s ED AN AD 4G A AG) A(e))

Donde el superindice ) indica al elemento al que se vincula la propiedad y x(&) y yM)
son los vectores que detonan los parametros geométricos y de material respectivamente. La
densidad y el moédulo de elasticidad no pueden ser combinados por separado, ya que son
intrinsecos del material elegido.

Cuadro 1: Propiedades mecanicas del Aluminio 6061 y Tungsteno.

Propiedad Aluminio Tungsteno
Médulo de elasticidad £ 68.9[GPa]  411,0|G Pa]
Densidad p 270044 1930024
Coeficiente de Poisson v 0.33 0.28

2.4. Modelo de Elementos Lineales

Indirectamente se ha caracterizado a la celda unitaria a través de las secciones que se
ubican entre las uniones de su estructura, asignando una combinacién de propiedades a cada
una. De modo que cada secciéon se modela como un elemento finito tipo viga, usando las
ecuaciones 1.62 y 1.63. Luego, es posible determinar las matrices globales ensambladas de
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rigidez K (x) y de masas M (x), que dependen directamente de la combinacién de parametros
evaluada x. En el caso particular de los elementos en voladizo, la adicién de masas sobre sus
extremos se modela como masas puntuales indeformables, de modo que la matriz local de

masas de un elemento voladizo como el de la figura3l se obtendra como:

u; v; 0; u; v; 0;
140 +mp 0 0 70 0 0 ]
DAL 0 156+ mp 22L, 0 54 —13L,
M, = Pefvbe | 2L, 4L 0 13L, —3LZ (2.1)
410 70 0 0 140 0 0
0 54 13L, 0 156 —22I,
0 ~13L, -3L2 0 -22L, 4L? |

El movimiento de las masas suspendidas implica que el elemento en voladizo se deflecta.
Es por ello que para describir los modos de vibracion de la estructura, es necesario subdividir
sus elementos, permitiendo asi analizar desplazamientos nodales intermedios. Esto se conoce
como refinamiento de malla.

Figura 31: Elemento viga en voladizo

2.5.

El panel conformado por la celda unitaria se modelara como una estructura peridédica
infinita. Para esto, se aplican las condiciones de borde del teorema de Bloch en su forma
matricial para estructuras de dos dimensiones (ec. 1.30), evaluando vectores de onda que se
encuentren en el perimetro de la zona de maxima simetria. Luego, las frecuencias naturales
w v los modos fundamentales de vibracién w se obtienen resolviendo la siguiente ecuacion de
valores y vectores propios:

Imposicion de Periodicidad

chx,ky) (K (x) = w’M (X)) P, )@ =0 (2.2)

2.6.

La solucién de la ecuacién 2.2 entrega un conjunto de frecuencias naturales w (x, k) y
vectores modales u (x, k) que dependen del punto de disefio x y del vector de onda k. Man-

Formulacion del problema de Optimizacion
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teniendo fijo el punto de diseno x, por cada vector de onda k se obtiene una lista de valores
propios, que al ser ordenada de forma ascendente, perite hacer el seguimiento de los valores
propios, observando una posicion especifica de la lista, en funciéon de las componentes del
vector de onda. De esta forma, el término w, (k) indica la evolucién de la frecuencia natural,
asociada al valor propio ubicado en la n-ésima posicién del listado. A partir de la ecuacién
1.32, un band gap (Aw) se identifica cuando la diferencia entre dos bandas adyacentes es
positiva. De acuerdo con esta definicién, la declaracién del problema de optimizacién para la
celda unitaria, es la siguiente:

méx {Aw = min {w k), } —méx{wk),}}
sa (K(k)—-w’™M(k)u=0vke[l,X,M,I]

1 1
chgL() L. i=][1,---,4]; L. = 75[mm)]

Op <09 <0, O =10% O, = 35°
0<m) <mu  muw =0,0196[kg]

Ay <AV <Ay j=1[1,--,6];

Ap = A(d = 4mm)); Ay = A(d = 8mm))

()
0< X () <1

(2.3)

Donde los subindices [b y ub indican los limites inferiéres y superiores de la propiedad.
L,, 0, mg indican respectivamente la longitud, la inclinacion y las masas anadidas de los
elementos en voladizo. Por otro lado, A indica las secciones transversales de cada viga, inclu-
yendo vigas conectadas y vigas en voladizo, y x(,s) indica el tipo de material de la estructura,
de manera que la densidad p y el modulo de elasticidad E se extraen interpolando entre las
propiedades del aluminio y el tungsteno:

p = (pw — rhoa)Xr) + pai (2.4)
E = (Ew — Ex)Xn) + Eal (2.5)

Donde los subindices Al y W denotan las propiedades del aluminio y el tungsteno, res-
pectivamente.
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3. Metodologia

El desarrollo de este trabajo se puede organizar en tres etapas.La primera corresponde a
generacion de la muestra de datos experimentales, a través de la simulacién de la estructura
periédica compuesta por resonadores. La segunda etapa corresponde a la preparacion de un
modelo predictivo para buscar en él puntos locales éptimos de diseno; Finalmente, se valida
el diseno de la celda unitaria a través de la simulacion de una estructura finita. La descripcion
de cada uno de estos procesos se detalla a continuacion. Ademads, en la figuras 32 y 33 se
incluye el diagrama de flujo de las actividades detalladas.

3.1. Generacion de Muestras y Simulacion

En primera instancia se programa en Matlab un modelo de elementos finitos tipo viga
representativo del diseno de la celda unitaria estudiada, con el cual sea posible calcular
su estructura de bandas, de acuerdo con la formulacién establecida en el capitulo 3. El
procedimiento adoptado para obtener los diagramas de banda es el siguiente:

1. Seleccionar los pardmetros de diseno (>_) de la celda primitiva con resonadores de
voladizo.

2. Aplicar una malla de elementos finitos tipo viga para discretizar el modelo y obtener
las matrices de rigidez (K) y masas (M) de la estructura.

3. Aplicar el teorema de Bloch sobre los bordes de la celda y obtener las matrices de
rigidez (K) y masas (M) en dimensiones reducidas.

4. Fijar las constantes de fase para restringir las componentes del vector de onda (ky, k2)
al perimetro de la zona irreductible de Brillouin y resolver la ecuaciéon de valores y
vectores propios.

5. Comprobar si las relaciones dispersion de la onda w (D, k) estédn asociadas a un modo
local de la estructura

Se consideran distintos refinamientos (subdivisiones) del modelo para el paso 2. y, en
base al tiempo de procesamiento y a la precision del modelo, se selecciona el refinamiento
que mejor se adapte a las condiciones del problema. Para comparar la exactitud de cada
refinamiento, se usa de referencia el cambio en la amplitud en frecuencias de un band gap
detectado en el diagrama de bandas.
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Posteriormente, se utiliza el refinamiento de malla seleccionado para efectuar la simula-
ciéon de miultiples puntos de diseno, y generar una muestra de datos. Con el fin de obtener
una muestra representativa, se utiliza la técnica de muestreo Latin Hypercube Sampling
(LHS) [15], que consiste en evaluar puntos de manera aleatoria con una distribucién unifor-
me al interior del dominio de diseno. El parametro de salida, o respuesta al punto de diseno,
corresponde a la distancia en frecuencias (ec. 1.32), que se produce entre dos bandas adya-
centes a la primera frecuencia de resonancia local encontrada.

Este trabajo pretende estudiar los band gaps que se produzcan a causa de resonancias
internas de la estructura. Por lo tanto, a partir del modelo de elementos finitos, se iden-
tifican las frecuencias naturales w (>, k) asociadas a los modos de vibracién locales de las
masas suspendidas (paso (5)), es decir, modos en los que los desplazamientos nodales (u)
de la estructura son nulos, excepto por los nodos ubicados en los elementos en voladizo.
Este proceso se realiza para cada punto de diseno. Una vez que se ha identificada la frecuen-
cia de resonancia local, se calcula la distancia que existente entre las bandas adyacentes a ella.

El resultado final de esta etapa permite asociar a los parametros de entrada, que corres-
ponden a los propiedades de material y de geometria discutidos en la secciéon 2, con un valor
de salida, que representa al band gap fondénico desarrollado por la estructura.

I
Espacio de disefio L Definicion de celda unitaria |
! i

4

Disefio experimental LHS [ -7 ----------- oo

h

Analisis de elementos finitos W Eefinamiento de malla X
|

k.

Aplicacion de CB. de Bloch

i

Barrido en IBZ

Andlisis modal

h A

Identificar band gaps

Figura 32: Diagrama de flujo para la etapa de generaciéon de muestras y simulacién.
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3.2. Construccion del Metamodelo de Kriging

A partir de la muestra generada, se utiliza el toolbox de Matlab DACE, desarrollado
por Sondergaard et al [15], para generar un modelo de estimacién directa de las distancias
entre bandas adyacentes a la resonancia local, y en consecuencia, que sustituya el modelo de
elementos finitos y anélisis modal desarrollado anteriormente. El modelo predictivo utilizado
en este trabajo corresponde al metamodelo de Kriging.

En primera instancia se utiliza una porcién del 70 % de los datos de muestra para ge-
nerar metamodelos de Kriging en base a diferentes combinaciones de modelos de regresion
y funciones de correlacién, disponibles en el anexo 6.1 . El 30 % restante se evalia sobre
los modelos generados, y se compara la prediccion entregada con el valor real calculado, a
través del indice de aciertos (Index of Agreement, [oA), con el objetivo de escoger a uno
de ellos. Posteriormente, se aplica la metodologia de refinamiento bi-level, reportada por ZH
Han & KS Zhang [15], quienes proponen a este método como una alternativa para resolver
problemas de optimizacion basados en metamodelos.

El método bi-evel consiste en mejorar la precision del modelo sustitutivo a través de
actualizaciones en la muestra de datos. Una vez que el modelo de Kriging es generado, se
procede a buscar los minimos (o méximos) locales del modelo a través de un algoritmo de
optimizacién por gradiente. Las puntos encontradas son evaluadas numéricamente en la si-
mulacién de elementos finitos y luego son anadidos a la muestra de datos. La muestra con
datos nuevos es usada para generar un nuevo metamodelo de Kriging, para luego repetir la
busqueda de minimos locales. Este procedimiento se repite iterativamente hasta que el error
entre el punto 6ptimo del metamodelo y su valor real calculado a través de la simulacion
de elementos finitos sea inferior a un limite. Esta técnica de actualizaciéon de la muestra con
puntos éptimos locales se deomina

3.3. Validaciéon

Una vez que el modelo de Kriging ha sido refinado hasta su convergencia, el punto mini-
mo (0 méximo) encontrado puede considerarse como una aproximacién del éptimo global
del problema, por tanto, genera el band gap de mayor rango encontrado. A partir del punto
6ptimo, se deducen los parametros de diseno de la celda, que se utiliza para generar un panel
periddico bidimensional con una cantidad finita de celdas unitarias.

Para corroborar la presencia de un rango de supresion de vibraciones, se simula la fun-

cion de respuestas en frecuencias entre dos puntos extremos del panel que se ubican en las
direcciones comprendidas por la zona irreductible de Brillouin.
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Figura 33: Diagrama de flujo para la metodologia de optimizacién.
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4. Resultados

4.1. Refinamiento de Malla

Para este apartado, se considera realizar el analisis de refinamiento del modelo de elemen-
tos finitos implementado sobre la estructura de una celda unitaria. A modo de referencia,
se examina el cambio en los diagramas de bandas obtenidos para un diseno en particular,
en funcion de la cantidad de subdivisiones de elementos que conforman su estructura. En
la figura 34 se encuentra el modelo utilizado para la celda unitaria, donde los elementos de
igual color comparten las mismas propiedades de material. Los pardmetros de material y
geométricos se resumen en la tabla 2. Para el calculo de los diagramas de banda se utiliza el
método de barrido de vectores de onda w(k), el cual se encuentra descrito en la seccién 1.5.
Las condiciones de refinamiento evaluadas son las siguientes: (a) Vigas sin subdivisiones; (b)
2 subdivisiones por viga; (c) 4 subdivisiones por viga; (d) 10 subdivisiones por viga.

Cuadro 2: Parametros de disefio evaluados sobre la celda unitaria.

Elemento
1 2 3 4 5 6
Longitud
I 75 [mm] 75 [mm] 37,5 [mm] 37,5 [mm] 37,5 [mm] 37,5 [mm]
;“Chna‘:lon 0° 45° 35° 145° 125 235°
Masa
- ; ; 0,01 [kg] 001 [kg 001 [kg 0,01 [ke]
R
;:S)lametro 8 [mm)] 8 [mm)] 4 [mm] 4 [mm] 4 [mm)] 4 [mm]
];enS‘dad 19300 [22] 19300 [24] 2700 [X4] 2700 [X4] 2700 [£4] 2700 [%4]
Médulo de
Young & 4110 [GPa] 4110 [GPa] 63,9 [GPa] 689 [GPa] 68,9 [GPa 680 [GPa)
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Figura 34: Modelo de celda unitaria.
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Figura 34: Diagrama de bandas obtenido a través de distintos refinamientos de malla.
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Figura 35: Band gap sobre la banda n = 8. Acercamiento sobre malla (b).

La tabla 3 resume los tiempos de procesamiento de cada refinamiento y la cantidad
de valores propios (y modos normales) encontrados para cada uno. Ademds, se compara la
magnitud de un band gap identificado sobre la banda n = 8, generado entre el rango 650[H z]-
700[H z|. La figura 35 muestra un acercamiento a la zona sobre el diagrama obtenido usando
el refinamiento (b) de 2 subdivisiones.
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Cuadro 3: Desempeno del modelo de elementos finitos empleando refinamiento distintos.

Refinamiento  Tiempo Cantidad de Valores Cantidad total de Band Gap

Propios < 10 [kHz] valores propios banda n =9
Sin refinamiento 9,2 [s] 67 108 49,93 [Hz|
2 subdivisiones 17,52 [s] 78 228 48,93 [Hz]
4 subdivisiones 87,02 [s] 78 468 48,92 [Hz]
10 subdivisiones 1202,71 [s] 78 1188 48,92 [Hz]

4.2. Optimizacién del Dominio de Diseno

En este apartado se reporta la resolucién del problema de maximizaciéon del band gap,
utilizando el método de optimizacién mediante metamodelos de Kriging. Las variables de
diseno consideradas se encuentra detallada en el capitulo 3.

4.2.1. Muestra de Datos Experimentales

Se selecciona el refinamiento de malla (b), de modo que cada elemento difinido por la
union rigida de vigas es dividido en dos. Los puntos de disenio se escogen de acuerdo con el
ensayo LHS.

0.15 e - - #
o +* *
0.1
)
-l
] # #
=23
-l
0.05
a3 ¥ a
0 S ! 4
0 0.05 0.1 0.15
Lx=Lc

Figura 36: Modelo de elementos finitos de la celda unitaria de estudio genérica.
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4.2.2. Entrenamiento del Metamodelo de Kriging

Se utiliza el 70 % de una muestra de 1000 datos para construir 9 modelos predictivos
de Kriging creados a partir de la combinacién de distintas funciones de regresién (contan-
te, lineal y cuadratica) y funciones de correlacion (exponencial, exponencial generalizada y
gaussiana). El porcentaje restante se usa para construir los variogramas de la figura 38. La
métricas IoA de cada modelo generado se reporta en la tabla 4.

En la figura 37 se muestra la convergencia del algoritmo de actualizacion del modelo pre-
dictivo (ver seccién 3.2), aplicado a un metamodelo de Kriging de segundo orden con una
funcion de correlacién exponencial generalizada. En la tabla 5 se registran los valores maxi-
mos encontrados para el band gap en cada generacién, junto con los valores promediados el
error asociado al modelo.
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Figura 37: Estabilizacion del modelo de Kriging para para la estimacion del band gap 6ptimo.

Cuadro 4: Indice de aciertos (IoA) de modelos de Kriging con diferentes funciones de regresién
y correlacion.

Funcién de Correlacién
Exponencial Exponencial Generalizada Gaussiana
(COSSE(EG()) 0,246 0,029 0,098
O&Sf;ﬁ 0,404 0,397 0,405
(Cuagfgteigs 0,636 0.636 0,636
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Figura 38: Variograma experimental de modelos de Kriging con distintas funciones de regre-

sion y correlacion.
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Cuadro 5: Prediccién del modelo de Kriging en cada iteracion.

Iteracién

1 2 3 4 5
Maximo Aw [Hz]  4440,18 4976,42 6332,14 6333,13 6331,62
Promedio Aw [Hz] 20,48 166,94 428,79 759,06  1034,68
RMSE [Hz] 2387,17 1217,52 1369,13 1227,09 876,00

6 7 8 9 10
Méximo Aw [H z] 6334,08 6334,08 6334,07 6334,07 6334,07
Promedio Aw [Hz] 1306,70 1752,70 1859,53 2118,18 2337,17
RMSE [H z] 929,85  1307,36 1227,12 1171,40 1367,78

11 12 13 14 15
Méximo Aw [H 2] 6334,08 6334,61 6334,64 6334,81 6334,85
Promedio Aw [Hz] 2412,88 2507,06 2619,32 2736,95 2848,56
RMSE [H z] 1183,46 1010,76 1349,92 1021,79 921,34

4.2.3. Celda Unitaria Optimizada

Las propiedades del punto maximo local encontrado se reportan en la tabla 6. La repre-
sentacion de la celda unitaria y el diagrama de bandas obtenido se muestran en la figura 39.
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Figura 39: Diagrama de bandas de la celda unitaria optimizada.



Cuadro 6: Parametros de la celda unitaria optimizada.

Elemento
1 2 3 4 5 6
Longitud
L 75 [mm] 75 [mm] 25 [mm] 25 [mm] 25 [mm] 25 [mm]
;nchnacmn 0° 450 350 145° 125° 260°
Tl\r;Iasa ) _ 0,0 [kg] 0,0 [kg] 0,0 [kg] 0,0[kg]
R
glametro 4 [mm)] 4 [mm] 8 [mm] 8 [mm] 8 [mm] 8[mm]
Densidad o700 [24] 2700 [24] 19300 [£4] 19300 [£4] 19300 (4] 19300 [£]

P
Médulo de 68,9 [GPa] 68,9 [GPa] 411,0 [GPa] 411,0 [GPa] 411,0 [GPa] 411,0 [GPa]

Young F
Cuadro 7: Band gap observado sobre la celda peridédica optimizada
Band Band gap absoluto Band gap medio Band Gap Relativo
anda Aw [kHz] @ [kHz] n
n=20 6,33 6,63 0,96
n=28 1,68 10,96 0,15

4.3. Analisis Modal

En este apartado se revisan los modos de vibracion obtenidos sobre la estructura periédica
infinita conformada por la celda unitaria optimizada. La figuras 40, 41 y 42 muestran, de
forma organizada los modos caracteristicos asociados a las primeras relaciones de dispersién
de la onda cuando el vector de onda se localiza en los puntos I', X y M del espacio reciproco.

NI T \ 7
,,,,,,, Vo .
= < T = e
z ZEa RN
(a) Modo 1 (b) Modo 2 (c¢) Modo 3 (d) Modo 4

Figura 40: Primeros modos obtenidos para un vector de onda situado en el punto I' del
espacio-k.
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Figura 41: Primeros modos obtenidos para un vector de onda situado en el punto X del
espacio-k.
(a) Modo 1 ) Modo 2 ) Modo 3 ) Modo 4
Figura 42: Primeros modos obtenidos para un vector de onda situado en el punto M del
espacio-k.

Las frecuencias naturales asociados a los modos anteriores se encuentran en la tabla 8.
Ademas se detecta para la frecuencia w = 8, 27[k H z] una serie de modos de vibracién locales

de las vigas

en voladizo.
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Figura 43: Frecuencia de resonancia local indicada en el diagrama de bandas.
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(a) (b) (©) (@

Figura 44: Modos locales de vibracion.

Cuadro 8: Frecuencia local de resonancia y frecuencias naturales de los primeros modos de
dispersion sobre I', M y M.

Vector de onda Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4

k wy (k) [Hz] wo (k) [Hz] ws (k) [Hz] ws(k) [Hz]
k=T 0,074 0,074 137,97 137,97
k=X 74,87 82,80 321,51 368,07
k=M 340,183 414,88 414,88 476,77

Resonancia Local : 8.27 [kHz|

4.3.1. Modos caracteristicos de la viga en voladizo

Para comprobar los modos de resonancia local de la estructura, se obtienen los primeros
modos de vibracién una viga en voladizo con las mismas propiedades que las de la celda
unitaria. La figura 45 muestra los primeros 4 modos propios de vibracién. Las frecuencias
caracteristicas se encuentran en la tabla 9.

(a) Modo 1 (b) Modo 2 (¢) Modo 3 (d) Modo 4

Figura 45: Primeros modos obtenidos de un elemento en voladizo.

Cuadro 9: Primeras frecuencias naturales de elemento en voladizo.

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
827 [kHz] 4734 [kHz] 5223 [kHz| 165,37 [kHz]
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4.3.2. Panel Finito

En esta seccién se simula la funcion de respuestas en frecuencias de un panel conformado
por unidades ensambladas de la estructura de celda optimizada. Se consideran tres arreglos
de 3x3, 5x5 y 10x10 paneles, sobre los que se imponen condiciones de apoyo simple en sus
4 esquinas y una condicion de carga armoénica unitaria sobre el punto medio de uno de sus
extremos. En la figura 46 se encuentra un esquema del sistema evaluado para un arreglo
bx5. Las figuras 47 y 48 muestran los resultados obtenidos para el recorrido de la onda en
direccién hacia el punto medio del borde derecho (I' — X) y hacia el punto medio del borde
superior (I' = M), respectivamente. Sobre los gréficos obtenidos, se encuentra sombreada la
zona comprendida por el band gap en el diagrama de bandas. También se indica la frecuencia
local de resonancia con una linea vertical punteada.

i MO
%ﬂiiiiiiiiii
OB OB ASOR A OT A

i

i

Figura 46: Ensamble 5 x 5 de la celda unitaria optimizada con apoyo simple en las esquinas
y una excitacién armonica unitaria en el medio del borde izquierdo.
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Figura 47: Funcion de respuesta en frecuencias en la direccion I' — X de distintos ensam-
blajes. La leyenda u, v y # indica respectivamente el desplazamiento horizontal, vertical y

angular.
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Figura 48: Funcién de respuesta en frecuencias en la direcciéon I' — M de distintos ensam-
blajes. La leyenda u, v y € indica respectivamente el desplazamiento horizontal, vertical y

angular.
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5. Discusion y Analisis

5.1. Anadlisis de Refinamiento de Malla

Los resultados obtenidos dan cuenta de la capacidad del teorema de Bloch para mode-
lar de forma efectiva la respuesta vibratoria en medios periddicos. En primera instancia, el
modelo de celda unitaria con resonadores ha sido discretizado a través de elementos lineales
usando la formulacién de elemento viga de Euler-Bernoulli, imponiendo condiciones de borde
de periodicidad infinita. Los resultados de la figura 34 muestran los diagrama de bandas ob-
tenidos para una misma celda, pero construidos a partir de un nimero distinto de elementos.
En todos los diagramas de bandas es posible detectar un band gap entre 650[Hz] y 700[H z].

De acuerdo con la cantidad de elementos en que sea subdividida la celda, mayor es la capa-
cidad del modelo para representar la respuesta vibratoria en frecuencias altas, sin embargo,
el tiempo de cémputo se incrementa, tal como se aprecia en la tabla 3. Las subdivisiones
aplicadas sobre la celda muestran que un tratamiento sin refinamiento no considera todos los
primeros modos de vibracién caracteristicos de la celda. Esto se comprueba por la cantidad
de valores presentes en el rango inferior a 10[kH z|, donde se contabilizan menos valores pro-
pios y, por lo tanto, algunas bandas de frecuencia son suprimidas. Este problema se soluciona
al usar mallas de 2 elementos por viga en adelante. Las bandas de frecuencia no varian de
forma considerable al utilizar mallados de mayor refinamiento, por lo que un mallado de 2
elementos por viga es suficiente.

5.2. Analisis de Metamodelos

Utilizando la malla formada por dos elementos por viga (figura 36) se construye una mues-
tra de datos distribuida usando el método LHS (Latin Hypercube Sampling). Cada punto de
diseno esta asociado a la funcién objetivo del problema de estudio, que consiste en determinar
las distancias entre bandas de frecuencias adyacentes a una frecuencia de resonancia local de
la estructura. De esta forma, se construye la relacion de entrada y salida de datos que es in-
corporada en la construccién de metamodelos de diferentes érdenes y funciones de correlacion.

La tabla 4 contiene las valoraciones de exactitud de cada combinacion probada en una
segunda muestra. Se utiliza como métrica de cada modelo al indice de aciertos (Index of
Agreements), el cual es un indice adimensional que indica en una escala desde 0 a 1 la pre-
cision de un modelo, siendo 1 el valor de un ajuste perfecto.
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Se puede comprobar a través de los variogramas presentados en la figura 38, que el orden
del polinomio de regresiéon tiene mayor incidencia sobre la calidad del modelo, por lo que em-
plear polinomios de segundo orden es la opcién més adecuada. Por otro lado, para modelar
la correlacién que existe en cada pardametro fueron seleccionadas las funciones de correlacion
exponencial, gaussiana y exponencial generalizada. De acuerdo con [12], una funcién de co-
rrelacion gaussiana es adecuada para modelar procesos infinitamente diferenciables, mientras
que para comportamientos lineales es usual que una funcién de correlacién exponencial posea
un buen ajuste. Por otra parte, la funciéon de correlacién exponencial generalizada presenta
una dualidad entre estos dos grupos, puesto que si el pardmetro de su exponente es 1 se
transformara en una funcién exponencial, y si su exponente es 2 correspondera a la funcion
de correlacion gaussiana. La funcién objetivo del estudio tiene un caracter no lineal y no se
puede asegurar que exista un comportamiento tnico de correlacién en todas las direcciones
del espacio de parametros. Es por este motivo que se selecciona a la funcién exponencial ge-
neralizada, ya que cuenta con la versatilidad para ajustarse a ambos tipos de comportamiento.

5.3. Analisis de Optimizacién mediante Metamodelos

Los metamodelos creados utilizando funciones de regresion de segundo orden y funciones
de correccién exponencial generalizada son usados sobre la rutina de optimizacion expuesta
en la seccion 3.2, donde se usa el método de descenso de gradiente para buscar maximos
locales del modelo. El grafico 37 muestra el incremento del valor méximo del band gap en-
contrado en cada iteracién, el cual se estabiliza en 6,33[kHz| presentando solo pequenas
mejoras a partir de la quinta iteracién. Sobre el grafico se incluye una barra que indica el
error cuadrético medio (RMSE) en dimensiones de frecuencia, entre el valor estimado de un
punto local maximo y su valor real calculado. El promedio de los maximos locales aumenta,
lo que indica que con cada iteracién mas puntos se localizan préximos a un maximo local
conocido. Por lo tanto se determina que el valor maximo encontrado por el modelo es una
aproximacién suficiente al maximo global del problema.

5.4. Celda Unitaria ()ptima

El diseno éptimo, mostrado en la figura 39, acorta y ensancha a las vigas en voladizo,
mientras que en la matriz de soporte ocurre lo contrario. Se asigna a las vigas en voladizo los
pardmetros de material de mayor rigidez y densidad (tungsteno) mientras que a la matriz se
le asignan propiedades del material menos rigido y més liviano (aluminio). Esto indica que la
solucion éptima tiende a magnificar la frecuencia natural de los voladizos, ya que al aumentar
su seccion transversal y disminuir su longitud, se maximiza la rigidez. Esto se evidencia con
el hecho de que las masas agregadas sobre su extremo son suprimidas.

El resultado obtenido sugiere una relacion directa entre la amplitud del band gap y las
propiedades de rigidez y masa que determinan las frecuencias caracteristicas de las vigas en
voladizo, con lo cual se explicaria que las variables de diseno seleccionadas sean aquellas cotas
que magnifican la frecuencia natural de los resonadores. Si bien, la geometria de la estructura
esta disenada para combinar voladizos con propiedades distintas, el maximo local encontrado
satisface a la funcion objetivo planteada en el problema, el cual consiste en maximizar una
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unica banda de frecuencias. Si se optara por generar multiples band gaps distribuidos en un
rango de frecuencias, es probable que las variables de diseno se ajusten de un modo tal que
las vigas si presentarian diferencias.

El diagrama de bandas obtenido muestra que dentro del intervalo 0-12[kHz| se exhiben
dos band gaps fonénicos, abarcando una una extension total por sobre los 6[kHz|. También
se aprecia sobre el diagrama de la figura 43 a una banda de dispersién que se mantiene cons-
tante a la frecuencia de 8.27[kHz|, y que se encuentra dentro del rango comprendido por el
primer band gap. La derivada en un punto sobre la linea de dispersion indica la velocidad de
propagacién de la onda de Bloch, de modo que un valor constante indicaria que la onda no
se esta propagando. Por otro lado, los modos de vibracién asociados a esa frecuencia no se
ven afectados por la magnitud del vector de onda. De este modo, la frecuencia observada es
independiente de la longitud de onda y la direccién de propagacién y, en cambio, puede ser
atribuida a una propiedad propia de la estructura. Esto puede ser verificado a través de la
representacion de los modos normales de vibracién.

5.5. Analisis Modal

Cuando el vector de onda es localizado en I" (figura 40 a) y b)) se pueden comprobar los
modos de estado rigido del sistema. Por otra parte los modos que se observa en ¢) y en d) son
equivalentes por la simetria de la celda. En el caso particular de la frecuencia de 8.27[kHz], se
detecta la presencia de modos locales de la estructura, donde solo participan del movimiento
sus elementos internos en voladizo. Algunos de ellos se reportan en la figura 44. Por lo tanto,
es posible relacionar la generacién del primer band gap fonénico a la aparicion de un modo de
resonancia local. Teéricamente, las vibraciones que se acercan a la resonancia local se propa-
gan en modo Optico, es decir, la vibracién es transferida a la resonancia interna provocando
la cancelacién de ésta. Este fendmeno puede ser observado en el andlisis de la respuesta en
frecuencias (figuras 47 y 48), sobre el cual se detecta la formacién de antiresonancias cuando
se alcanza a la frecuencia del modo local detectado. Por otra parte, la tabla— muestra que la
frecuencia de 8.27[kHz| coincide con la primera frecuencia natural de las viga en voladizo por
si solas, lo cual indica que existe una relacion entre las propiedades locales de los voladizos y
la formacion de band gaps.

5.6. Analisis sobre Paneles Finitos

Las funciones de respuesta en frecuencias de las figuras 47 y 48 son obtenidas sobre paneles
con diferente nimero de ensamblajes, corroborando asi la capacidad de la estructura para
minimizar la respuesta vibratoria. Se observa que en medida que son agregadas mas celdas al
ensamblaje, la transmision de vibraciones disminuye. A partir de un arreglo de 5x5 se verifica
una reduccién de la respuesta vibratoria a una escala de amplitudes inferiores a 1072° para
las frecuencias que se encuentran dentro del rango comprendido por los band gaps. Es decir,
el rango de supresion se asemeja al band gap observado sobre el diagrama de bandas de la
celda y es bastante preciso para modelar el comportamiento del arreglo de 5 x 5 celdas. Tanto
en la direcciéon I' — X como en I' — M se aprecia la formacion de antiresonancias cuando
se alcanza la primera frecuencia caracteristica de las vigas en voladizo, lo que demuestra la

63



participacion de resonancias locales al interior de la estructura en la formacion de band gaps
fondnicos.
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6. Conclusion

En este trabajo se ha desarrollado de manera favorable una metodologia con la cual fue
posible determinar la solucién a la optimizacién topoldgica de la celda unitaria de un cris-
tal fonénico, que maximiza la supresién de vibraciones en un amplio rango de frecuencias.
Los mecanismos de propagacién de onda eldstica en materiales compuestos y la formacion
de band gaps fondnicos en medios periddicos, son tratados en detalle en el marco tedrico
de este trabajo, proporcionando los fundamentos que permiten explicar el comportamiento
vibratorio de la estructura y la aparicién de band gaps a partir de resonancias internas.

La celda en su configuracion éptima muestra resultados prometedores, exhibiendo dos
intervalos de supresién de ondas que se extienden por sobre la mitad del rango de frecuencias
analizado en el estudio. Se comprueba que la frecuencia de resonancia local es un efecto pro-
pio de la estructura interna de la celda, ya que no depende de la longitud ni de la direccion de
propagacién de la onda evaluada y, por lo tanto, es un parametro ajustable. En este estudio,
se comprueba que las resonancias locales solo dependen de la rigidez y la masa de las vigas en
voladizo. Por otra parte, los modos de resonancia local muestran una relaciéon de dispersion
constante en el diagrama de bandas, lo que tedricamente indica que la onda es capturada por
la celda sin propagarla. En el caso de estructuras finitas, los modos locales se pueden observar
a través de antiresonancias en la funcién de respuestas en frecuencias. Ademas, se evidencia
que los paneles finitos manifiestan propiedades de mitigacion de la onda en los mismos rangos
ocupados por band gaps en el modelo de estructura infinita.

La funcion objetivo del problema de optimizacién es compleja de ser expresada, puesto
que a priori se desconoce la posicion de la banda de frecuencia que se desea optimizar en
relacién a los otros modos de dispersién de la onda. Por lo tanto, la aplicacién de modelos
de estimacién basados en procesos Gaussianos, en remplazo de la funcién objetivo, es una
alternativa 1util para puntualizar los maximos locales del problema.

6.1. Trabajos Futuros

Los resultados de este trabajo muestran una relaciéon directa entre la frecuencia carac-
teristica de los resonadores y la amplitud en frecuencias de band gaps fonénicos, con lo cual se
explica que el maximo local esté conformado por aquellas variables de diseno que magnifican
la primera frecuencia natural de los resonadores. Para modificar esta tendencia, se propone
anadir una nueva restriccion al problema de optimizacion, que exija trabajar sobre bad gaps
centrados a una frecuencia objetivo especificada. De esta manera los resonadores estarian
forzados a ser ajustados en torno a la frecuencia especificada.
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Anexos

Anexo A.

Name X, (B’di)

Exp exp (0,14

EXPG exp (—Bj |dj- o ) ,0<6,,<2

GAUSS exp (-6,d})

LIN max (0,16, |d,|)

SPHERICAL 1- 1.5 +0.58), & =min(1,0,|d,|)

CUBIC 1-38+28, & = min(l,ﬁj |dj|)
1- 155} +308 for0<&; <02

SPLINE (&)= 1.25(1 —E_i)s for02<§; <1, §=6 ||
0 for&; =1

Figura 49: Funciones bésicas de correlacion de Kriging
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