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Resumen

En el siguiente trabajo se desarrolla un modelo de empresas con heterogeneidad en las
productividades y que se encuentran afectadas por un shock agregado a la productividad. Se
encuentra que esta especificacion se ajusta de mejor forma a cifras agregadas de inversion
y producto. Ademads, predice que empresas de menor productividad se ven maés seriamente
afectadas ante shocks agregados, tanto en desvios de su estado estacionario como de la

persistencia de estos shocks.



1. Introduccion

Los datos microeconémicos muestran una persistente evidencia sobre la heterogeneidad pre-
sente en hogares, tanto en consumo, riqueza, ingreso, por ejemplo, en donde destacan los trabajos
de Achdou (2016), Auclert (2017), Buera (2015), Kaplan et al. (2018) y Moll (2014) y en empre-
sas, las que presentan diferencias en sus productividades, niveles de inversién y otros aspectos,
en donde destacan trabajos de Bachmann et al. (2013), Khan y Thomas (2008) y (2013), Terry
(2017) y Winberry (2018). El enfoque cominmente utilizado en economia para analizar estas
tematicas es el modelamiento en tiempo discreto, el que genera un ambiente més conocido para
los economistas, sin embargo, es costoso computacionalmente, porque los vectores de estado tie-

nen que contener la distribucion de los agentes o firmas.

Este trabajo desarrolla un modelo para empresas heterogéneas en términos de que estas po-
seen diferentes productividades idiosincraticas dependientes de su historia. El modelo describe
una simplificacién de la decision de las firmas sobre la inversién, contingente a los estados de
capital y productividad que posee. En primera instancia se analiza el estado estacionario de la
economia y se realiza estdtica comparativa E| y posteriormente se discute las respuestas de las
firmas con la incorporacién de un shock agregado a la productividad de la economia, en don-

de se utiliza el algoritmo de Ahn et al. (2017) logrando una ganancia de eficiencia computacional.

Tanto en el andlisis estacionario al realizar estatica comparativa con parametros globales del
modelo como en la seccion de shock agregado a la productividad agregada de la economia des-
tacan diversos efectos no lineales y relevantes a lo largo del continuo de productividades de las
firmas, aspecto que no ha sido estudiado en profundidad en la literatura. Este trabajo presenta
una forma eficiente de analizar este tipo de efectos heterogéneos en los diferentes puntos del
continuo de productividades y capital, en donde se muestra el mayor impacto de las empresas

menos productivas a shocks agregados.

Trabajos anteriores sobre modelos de agentes heterogéneos en tiempo continuo se han desa-
rrollado en base a los primeros modelos de este tipo Aiyagari (1994), Bewley (1986) y Huggett
(1993). Estos modelos son la base de la literatura de agentes heterogéneos con la incorporacién
de mercados incompletos, en donde esto se entiende como la existencia de un tope méximo a
la deuda (activos negativos) que puede poseer un hogar. Los trabajos de Achdou (2016), Buera
(2015), Kaplan et al. (2018) y Moll (2014) se enfocan en preguntas de desigualdad, de politica
monetaria y misallocation en este tipo de ambientes. El trabajo reciente de Song et al. (2019)
muestra evidencia que la desigualdad de los ingresos laborales se han incrementado principalmen-

te entre salarios medios entre empresas, en donde concluyen que estos efectos son principalmente

!Basada en diversos momentos obtenidos de la simulacién realizada al incorporar el shock agregado a la
productividad



debido a un aumento en la segregacién, por lo que los diferentes efectos de shock exdgenos a las
empresas puede terminar teniendo importantes efectos en términos de desigualdad. Esto dltimo
muestra que el andlisis desde la modelacién de las empresas es igualmente relevante, por lo que
se toman los avances realizados por estos autores en términos computacionales y se extienden a

un modelo con firmas heterogéneas.

En esta tesis se presenta un modelo simple de las empresas en donde estas enfrentan fricciones
en la inversién y una restriccién de un capital positivo para cada periodo. En este modelo se
realiza una simplificacién de la decision de inversién al modelar con costos convexos de inversién,
y asumir que el resultado de irrelevancia encontrado por Khan y Thomas (2008) se cumpleﬂ
por lo que la inversién agregada puede ser representada por un modelo con costos convexos. Se
modela solo la parte real de la economia por lo que no hay un desequilibrio del precio éptimo
como es habitual en la literatura que busca modelar la inversién como Bachmann et al. (2013),
Bloom (2007) y Khan y Thomas (2008) que modelan una economia con firmas heterogéneas de

forma explicita.

El modelo se encuentra en tiempo continuo, dado que genera una ventaja computacional
frente a los modelos en tiempo discreto, ya que al utilizar la formulacién en tiempo continuo es
posible utilizar los algoritmos presentados por Ahn et al. (2017) para generar un cédigo eficiente
y simple de comprender. Esto se produce porque el tiempo continuo permite reducir el problema
de las firmas heterogéneas a un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales. En donde en
primer lugar se resuelve numéricamente la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) para
encontrar las funciones de politicas éptimas del problemas de cada uno de las firmas, en donde
se consideran los precios como dados, y posteriormente se resuelve la ecuacion de Kolmogorov
Forward (KFE), también conocida como ecuacién de Fokker-Planck que al trabajar con su forma
incondicional entrega la funcion de distribucion limite de las firmas como funcién de los estados,
la que se interpreta como la funcién de distribucién de estado estacionario de los agentes, en este

caso empresas, para cada una de los posibles variables de estado.

Hasta este punto los niveles de productividad provienen de un proceso de difusion, por lo
que existen un continuo de niveles de produccién, los que se discretizan formando una grilla lo
suficientemente densa. Sin embargo, en la literatura que trata agentes heterogéneos es usual que
se modele los tipos de agentes de una forma simplificada, incorporando solo dos tipos de hogares
como lo expusieron por primera vez Campbell y Mankiw (1989). A partir de esto tltimo surge la
interrogante de si esta es una buena simplificacién para el caso del modelamiento de las firmas,

por lo que se analiza esto tanto en estado estacionario como al incorporar un shock agregado

2Ellos encuentran que este supuesto sobre las volatilidades de los shocks de productividad se cumple en los
datos que analizaron para la economia de Estados Unidos y la parametrizacién realizada en este trabajo sigue la
linea del supuesto.



a la productividad. Este modelo, en donde hay solo dos tipos de empresas en en que hay dos
niveles de productividad, alta o baja y esta salta siguiendo un proceso de Poisson, puede ser
comprendido como una economia que modela a las PyMEs y las grandes empresas y el proceso
de Poisson corresponde a la probabilidad de una PyME de convertirse en una gran empresa y
vice versa. La segunda modelacién tiene un continuo de niveles que sigue un proceso de difusién
el cual es discretizado y corresponde a todo el espectro de posibles de productividad y tamano
de capital acumulado. Si bien el proceso de Poisson resulta ser una buena aproximacién del
modelo de difusién en estado estacionario, presenta varias limitaciones cuando se incorpora el

shock agregado. Estas se materializan a través de un menor ajuste de los datos.

La parametrizacion utilizada es esencialmente la misma que utilizan Khan y Thomas (2008)
y Bachmann et al. (2013), salvo en aquellos pardmetros en los que el modelo difiere como es
el parametro de la estructura de costos, ya que en este trabajo se asumen costos cuadraticos y
se calibrd este pardmetro con el objetivo de que se logre tener una inversion media en torno al
20 %, de forma similar a la légica usada por Khan y Thomas (2008) para ese pardmetro. Con
esto se logra que las desviaciones estandar y las correlaciones de la simulacién con este modelo
estén méas cerca de los obtenidos en los datos reportados por King y Rebelo (1999). Adicional-
mente se logra que la persistencia de las variables agregadas estén cercanas a las reportadas en
los datos, en comparaciéon a otros modelos de la literatura. En relaciéon a los cambios en estado
estacionario se encuentra la existencia de efectos no lineales a lo largo del continuo de niveles de
productividad cuando se realiza un analisis de estatica comparativa. Al incluir el shock agregado
a la productividad de las empresas y analizar los efectos desagregados del shock agregado en las
empresas segun sus niveles de productividad, se encuentran efectos dispares tanto en magnitud

y duracion para los diferentes tipos de firmas separadas por quintiles.

De este modo, esta tesis contribuye en cuantificar, a través de agregados macroeconémicos,
la incorporacién de multiples firmas, acogiendo el hecho empirico de que existen empresas con
distintos niveles de productividad. A diferencia de modelos adhoc que imponen la existencia de
firmas con alta y baja productividad, en este trabajo las diferencias de productividades se pro-
ducen mediante la acumulacion de sucesivos shocks en los niveles de productividad a lo largo
del tiempo. Por lo que, ex-ante las empresas son iguales, sin embargo, ex-post son dependientes

de las diferentes trayectorias de shocks que han sufrido.

La modelacién en tiempo continuo para el problema de una empresa en especifico como en
la distribucién de estas en capital y productividad es por conveniencia. Esto es producto de la
dualidad existente entre las ecuaciones de HJB y KFE, reduciendo el problema computacional
de forma importante. Cabe senalar que los trabajos iniciales en economia cuantitativa se desa-
rrollaron considerando firmas representativas que resolvian problemas de optimizacion dinamica

a través de control éptimo (Ramsey, 1928). En términos de modelacién en tiempo continuo con



firmas heterogéneas Luttmer (2007) analiza la distribucién de firmas a través de incrementos en
la productividad para empresas que ingresan a la economia. En relacién a los analisis de shocks
agregados en tiempo continuo y diferenciales en la funcién de distribucién del modelo calibrado

hasta el mejor de mis conocimientos no conozco literatura relacionada sobre firmas heterogéneas.

El trabajo esta estructurado de la siguiente forma. En la seccién 2 se describe el modelo con
un continuo de firmas en un continuo de posibles niveles de productividad, en donde el nivel de
productividad sigue un proceso de difusién de logaritmo de un proceso Orstein-Uhlenbeck, con
el objetivo que en la calibracién pueda seguir la forma encontrada en los datos de la distribucién
de productividad de las firmas y el modelo con dos tipos de productividad. En la seccién 3 se
detalla la computacion de estos modelos y la forma de utilizar el método de diferencias finitas. En
la seccion 4 se compara un modelo de una firma representativa con los dos casos de modelos de
firmas heterogéneas. La seccion 5 presenta los efectos de un cambio de pardmetros entre estados
estacionarios y sus consecuencias en la distribucién de las empresas. La seccién 6 discute la
computacion del algoritmo del método de Ahn et al. (2017) para la inclusién del shock agregado,

la calibracion y los efectos de este. Finalmente, la seccién 7 concluye.

2. El modelo de empresas con diferentes niveles de productivi-

dad en estado estacionario

2.1. Las empresas con un proceso de difusion

El modelo se realiza en tiempo continuo, en donde hay un continuo de empresas con diferentes
niveles de productividad, las cuales deciden que nivel de inversién realizan en el periodo actual,
internalizando la existencia de costos convexos en la inversién y la restriccién de un capital posi-
tivo como minimo admisibleﬂ A su vez las empresas consideran y conocen que la productividad

sigue un proceso estocdstico.

Las empresas poseen una funcién de produccién simple, dada por F(k, z:) = z:kf, en donde
z; corresponde a la productividad idiosincratica de la empresa en el periodo ¢, k; es el capital
de la firma y « corresponde al pardmetro de rendimiento del capital, solo se requiere de capital
positivo para producir, dado que la inclusiéon de un hogar representativo el trabajo se entregaria

de forma ineldstica [

3La restriccién de capital positivo surge naturalmente desde los fundamentos microeconémicos, sin embargo,
computacionalmente surge el problema de la indefinicién del problema en el punto de 0 capital, por lo que al
discretizar el continuo de capital se impuso un capital minimo de 0.225 unidades de capital, lo que hace que
existan firmas restringidas. La eleccién del valor miinimo de la grilla se trata més adelante en el trabajo, dado que
depende de la discretizacion tanto del capital como de la productividad

4Adicionalmente se estarfa incorporando una variable de estado extra lo que ralentizaria la convergencia de
los algoritmos sin obtener una ganancia en el analisis.



Formalmente, el problema de una firma i—ésima. cualquiera con un nivel z de productividad
(aleatoria), con un capital k cualquiera y la funcién de produccién F'(ky, z;) definida anteriormen-
te, la cual presenta retornos decrecientes a escala, con el objetivo de que sea 6ptimo la existencia
de mas de una firma que produce el mismo bien final en estado estacionario, con un parametro

x de costos convexos a la inversién, se puede expresar de la siguiente forma:

1 > —pt a_; X[ ?
H{I%XEt /tzoe [Ztkt it = 5 <kt) kt} dt (1)
s.a k.t = it — (Skt (2)
dZt = /L(Zt)dt + O‘(Zt)Wt (3)
kt >0 (4)

En el problema anterior ¢; corresponde al nivel de inversién que la empresa escoge en el
periodo presente (t), x es el costo cuadrético de la inversién o desinversién producida en el
periodo. La ecuacion (2) corresponde al movimiento del capital, quedando definido este como la
inversién menos la depreciacién del stock de capital que mantenia la firma. En (3) se define el
el proceso de difusién de la productividad idiosincratica de las empresas el que sigue un proceso

Ornstein-Uhlenbeck en logaritmos, el cual se define
dlog(z) = —0log(z)dt + o2dW;

En donde W; corresponde a un proceso de Wiener. Si expresamos el proceso de difusién anterior
en niveles, utilizando el lema de Ito en la transformacién del proceso en logaritmos a niveles, se
obtiene,
o2
dz = 0(~log (=) + =)zt + o2 22dW; (5)
este proceso al ser una transformacién de un proceso Ornstein-Uhlenbeck en donde log(z;) se
distribuye de forma normal, implicando que en niveles, la productividad converge a una distri-

bucién lognormal. Por tltimo, (4) corresponde a la necesidad de capital positivo para producir.

2.1.1. Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

La ecuacién de Bellman del problema presentado en (1-3) se define de la siguiente forma:

-2
4 a X1 Ey[dV (ky, 2)]
PV (1, 21) = miix {ah =i - i+ %}



en donde V' (ki, ;) corresponde a la funcién valor de la empresa i-ésima condicional a los estados

del capital del periodo presente y al nivel actual de productividad idiosincratica.

La derivacién completa de la ecuacién de HJB se encuentra en el apéndice A.1. Sin embargo, la
esencia de la derivacién es, a partir de la ecuacién de Bellman, utilizar el lema de Ito en conjunto
al proceso de difusion de la productividad, haciando tender el tiempo intervalo temporal a 0 se

puede obtener la expresion de la ecuacion de HJB dada de la siguiente manera:

oV (k, z) 0?V (k, z) 0?(2)
0z Hz)+ 022 2 }
(6)

N2 V(K
pV(k,z):mlgix{zko‘—i—g(%) k—i—(gk’z)(i—dkﬂ—

La decision éptima de inversion en estado estacionario por parte de una firma genérica esta
dada por la siguiente CPO, en donde se define % = 0,V para obtener expresiones reducidas

en el resto del trabajo.
oLV — Dk
{i} :i* = 7( k N ) (7)

Si reemplazamos esta condicién de optimalidad (7) en la ecuacién (6) de HJB, entonces

obtenemos:

OV — 1k
X

o*(2)
2

— 2 _
oV (k. 2) = {2k _>2<((0kVX 1)) k+8kV((akVX1)k—6k)+8zVu(z)+8sz

La ecuacién (8) tiene términos no lineales, lo que hace el método de diferencias finitas implici-
to o explicito por si solo no sea factible de utilizar para obtener la funcién valor que se busca.
Sin embargo, puede utilizarse un método de diferencias finitas semi-implicito, dado que utiliza
tanto el método explicito para simplificar las partes no lineales y luego el método implicito para
resolver el resto de la EDPEL Un aspecto relevante para emplear este método es que en la parte
de la inversion, que es la parte no lineal de la ecuacién, no existe una derivada cruzada de la

funcién valor lo que hace que pueda emplearse estos métodos.

En la seccién 3 se discutira el algoritmo a emplear y sus condiciones de estabilidad y conver-

gencia.

SEl utilizar este método semi-implicito es semejante al algoritmo de Hopscotch propuesto por Gourlay (1970)
y esta adaptacién para simplificar la resolucién de la no linealidad es empleada por Hartley (2010), en donde
muestra que este algoritmo converge y Achdou et al. (2020) lo utilizan para su modelo de agentes heterogéneos.

j

(8)



2.1.2. Kolmogorov Forward Equation (KFE)

Para poder caracterizar el equilibrio general de este modelo necesitamos conocer la funcién
de densidad para las firmas segtiin sus variables de estado. Esta funcién de densidad puede ser
obtenida mediante dos diferentes ecuaciones parciales diferenciales conocidas en economia como
Kolmogorov Forward Equation y Kolmogorov Backward Equation, en donde la primera de estas

es util para la caracterizacién de la distribucién limite, como explica Stockey (2009).

El proceso de difusién de la productividad en niveles definida por (5), puede escribirse de
manera genérica como se mostré en la definicién inicial del problema de la empresa dada por la
ecuacién (3) con la forma

dzy = p(z)dt + o(zp)dW

Dado que el proceso de difusién de la productividad en niveles dado en (5), p(z:) y o(2¢) se

definen como pu(z¢) = 0(log(z¢) — log(z) + %Q)zt y o(z) = 0?22

Como se mencion6 anteriormente la funcion de distribucion de las firmas se puede encontrar
al resolver alguna de las ecuaciones de Kolmogorov, sin embargo, como estamos interesados en
la distribucién de estado estacionario (g(z,t)) se utiliza la KFE, que se define a continuacién.

; 2
WED D (gl t) + 4 oy (og(1) ©)

Si estamos enfocados en la distribucién de estado estacionario, entonces la ecuacién anterior
dada por la definicién de una distribucién en estado estacionario (g(z,7) = g(2),Vt > 7). Esto

hace que la ecuacion se transforme en

d 1d, 5
0=—"(2)g(2)) + ===(c°g(2 10
T ((2)9(2) + 575 (0% (2) (10)
Al tener una funcién de distribucién que depende no solo de z, sino que de la otra variable de
estado k, entonces hay que utilizar la ecuacién de Kolmogorov en su versién multivariada con

la que se obtiene que la distribucién de las firmas (g(k, z)) sigue la siguiente EDP,

0 0 1 9

0= 5 ((0"(k,2) = 6k)g(k.2)) = 5-(n(2)g(k. 2)) + 55 5(o%g(k, 2)) (11)

2.2. Hogar representativo

La economia esta habilitada por un hogar representativo, el cual recibe un ingreso ¥, en que
puede estar compuesto por una parte endégena (los beneficios de las firmas) y una exdgena, el
hogar decide cuanto consumir y ahorrar condicional a los activos que poseen, por lo que resuelve

el siguiente problema,



max Et/ e Plu(cy)dt (12)
¢

Ct,St =0

S.a. Ay = reay + Yyr — ¢ (13)

Qg 2 0; Ct Z 0 (14)

Un aspecto importante es el supuesto de que el hogar representativo estd considerado como
uno con activos positivos, ya que en el equilibrio el activo de este hogar representativo corres-
ponde al capital acumulado presente en la economia, el cual por estructura del sector de las

empresas es positivo.

Para tener una forma cerrada de este problema del hogar representativo, asumiremos que la

funcién de utilidad es una funcién CRRA, que tiene la siguiente forma funcional:

-
| >0,#1
wley =7 1207 (15)

In(e), v=1

Si consideramos el caso en que v # 1 entonces la solucién cerrada de consumo que se obtiene

es la siguiente,

c*z(ﬂy;lr+§)(a+z) (16)

Por lo que el ahorro en equilibrio de estado estacionario (s*) del hogar sera,
s =Y -¢" (17)

2.3. Cerrando el modelo

El equilibrio de estado estacionario se logra al vaciar el mercado de la inversion agregada de
las empresas con el mercado del ahorro del hogar representativo, encontrando de esta forma el
precio de equilibrio que corresponde a la tasa de interés. La definicién del equilibrio del modelo

se encuentra en la siguiente igualdad.

kmaa Zmax
0=s— /0 / i ;9ij(k, z)dzdk (18)

Zmin



De esta ecuacion de vaciamiento del mercado de ahorro-inversién se encuentra el precio que

corresponde a la tasa de interés de la economia en estado estacionario.

Para poder igualar la tasa de ahorro del hogar con la inversién agregada es necesario la re-
solucién del sistema de ecuaciones de las dos EDP discutidas en las secciones anteriores, HIB y
KFE, definidas por las ecuaciones (8) y (11). El método por el cual se realiza esto se discute en

la seccion 3.

A partir del equilibrio encontrado anteriormente, en donde, se encuentra la funcién de den-
sidad de las empresas en términos de capital y productividad (adicionalmente a los agregados y
precio de la economia), se puede encontrar el nivel de capital acumulado de la economia (ya que
se tiene g(k, z)), el que se define como, el total de activos en posesién del hogar representativo
en estado estacionario y la cantidad de capital que las empresas tienen disponibles para producir
deben ser iguales para que el mercado del capital esté vaciado en este equilibrio. Esto se define

formalente por la siguiente ecuacién

kmax Zmazx
0=a— / / Ki,jgi,j(k‘, z)dzdk (19)
0

Zmin
La forma de obtencion de este equilibrio de desarrolla en la siguiente seccién en donde se
discute la utilizacién del método de las diferencias finitas semi-implicitas que al poseer EDP no
lineales requiere de una iteracion de las funciones valor, método desarrollado por Achdou et al.
(2014) y Moll (2014) a lo largo de su literatura.

2.4. Firmas con dos posibles niveles de productividad en estado estacionario

En la literatura de agentes heterogéneos, una simplificaciéon utilizada frecuentemente es la de
dos tipos de agentes como en Campbell y Mankiw (1989). En el caso de las firmas esta puede ser
una alternativa valida por lo que a continuacién se desarrolla el modelo presentado en la seccién

anterior para un ambiente de dos tipos de empresas.

A continuacion se desarrolla el sistema de ecuaciones del lado de las empresas cuando solo
existen dos niveles posibles de productividad, en este entorno hay un continuo de empresas de
alta y baja productividad, con el que se puede encontrar el equilibrio de estado estacionario con
la presencia de un hogar representativo. La interpretacién que se puede realizar de este tipo de

modelo es la transiciéon de una empresa pequena-mediana a una grande y vice versa.

Consideremos nuevamente el problema de inversién de una firma cualquiera con productividad
z; definido en (1-2) sin considerar la ecuacién (3) que en este problema pasa a ser un proceso de

Poisson. El problema al igual que en la seccién anterior estd definido por



mix /t: o [ztkg g g(;)%} dt

S.a kt = ’it - (Skt

En donde el nivel de productividad de la firma zg tiene solo dos posibles nivel, productividad
alta (z]') y productividad baja (z}), estos niveles de productividad son aleatorios para firma y
siguen un proceso de Poisson con una intensidad de cambio dada por A, dependiendo del estado

en que se encuentre.

Para poder obtener el equilibrio de estado estacionario se requiere en primer lugar la ecuacién
de HJB sobre la decisién éptima de las empresas condicional a sus estados, la cual procede de la

siguiente ecuaciéon de Bellman en tiempo discreto y haciendo tender la fraccién de tiempo a 0.

La ecuacion de Bellman en tiempo discreto se define se la siguiente forma:

-9

, o . i

V (ke 2) = méx {(ztk:t iy — %k—tt)dt + B(dt) BV (kepar, ZHdt)]}
1t

S.a k'tert = (’Lt — (Sk't)k‘tdt

En el apéndice A.2 se encuentra la derivacién completa de la obtencién de la ecuacién de
HJB, que representa la ecuacién de la solucién del problema definido anteriormente en estado
estacionario, como es la ecuacion de estado estacionario ya no es relevante el periodo temporal,
por lo que para simplificacion de la notacién se dejaron fuera estos sub-indices. Adicionalmente,
la funcién valor es dependiente del nivel de productividad en cada uno de los periodos, esto
producto de la diferente probabilidad de salto entre estados de productividad, por lo que existiran
dos ecuaciones de HJB dependiendo del estado actual en el que se encuentre la empresa i-ésima,

dadas por,

PV (k, M) = méx {w(k, Y 4+ OV (R) (i — 0k)) + N[V, 21 — VP (k, zh)]} (20)

()

oV, 21) = max {m(k, =)} + OV (k)0 = 0R)) + N[V (k1) = ViR, D] (21)
en donde 7 (k, 2") = 2k — i — %%

Lo anterior es producido por el proceso de Poisson no simétrico que siguen los niveles de

productividad de las firmas, ya que si el estado actual de una de las empresas es un nivel de
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productividad alto, entonces la funcién valor cuenta con un pardmetro M (pardmetro de intesi-
dad del proceso de Poisson), y como contraparte debe existir una ecuacién de HJB cuando la
empresa tiene un nivel de productividad bajo condicional a tener una productividad menor y un
pardmetro A, el cual dada la asimetria del pardmetro de intesidad AP (con p € {l,h}) es que

existen dos ecuaciones de HJB.

De forma andloga a lo realizado para el modelo con el proceso de difusién es necesario obtener
la funcién de densidad del continuo de firmas para cada uno de los dos niveles de productividad,
para poder obtener los niveles agregados de inversién y capital del lado de las empresas para
poder vaciar los mercados con el hogar representativo. Para esto se necesita la ecuacion KFE, ya
que estamos interesados en la distribicion limite de las firmas dado que buscamos el equilibrio

de estado estacionario.

Formalmente, la funcién de densidad para cada nivel de productividad se obtiene a partir
de la siguiente KFE, que es para un proceso de Poisson. La derivacién de esta ecuacién de

Kolmogorov se encuentra en el apéndice A.ﬂ

0= —0k(i* — 0k)g(k,2P) — Ng(k,zP) + A\ Pg(k,z7P) (22)

Con la EDP (22) en conjunto con las ecuaciones de HJB de este problema dadas por (20)
y (21) el sistema de ecuaciones de las empresas queda completo y puede resolverse el agregado
de inversion y capital agregado por parte de las empresas de la economia, para cerrar el modelo
necesitamos del otro sector de la economia que permitird vaciar los mercados y poder encontrar

el precio de equilibrio en estado estacionario (tasa de interés).

Para lo anterior hay que definir el problema del hogar representativo, el que cumple los
mismos supuestos que en el caso en donde la variable de productividad seguia un proceso de
difusién. Para cerrar el modelo es necesario definir el elemento de vaciamiento de mercado de la

siguiente forma:

ShOQGT’ = / Z*dGh(k) + / Z*dGl(k) = Yhogar - Chogar (23)
0 0

Una vez encontrado el precio de equilibrio y por ende el nivel de inversion agregada de
equilibrio en estado estacionario se obtiene la funcién de densidad de las firmas y puede obtenerse

el capital agregado de la economia dado por

_ > h > l
K= /0 kG (k) + /0 kG () (24)

El cual en equilibrio tiene que ser igual a la riqueza del hogar denotada por a, completando de

SEsta derivacién puede resultar més intuitiva.
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esta forma el equilibrio en estado estacionario de la economia con dos niveles de productividad.

3. Computacién

El modelo se realizé en tiempo continuo por las ventajas computacionales que entrega, ya que
es posible realizar un algoritmo eficiente y de rapida resolucion numérica como lo han mostrado
Achdou et al. (2017), en donde se utiliza el método de diferencias finitas con iteraciones para

resolver este tipo de modelos con agentes heterogéneos.

Como se mencioné en la seccién 2.1.1 al reemplazar la funcién de inversién 6ptima, ecuacion
(7), en la ecuacién de HJB definida en (6) se obtiene (8) que resulta ser una ecuacién diferencial
parcial que es no lineal, por lo que no puede ser resuelta en una sola iteracién como lo hace el
método de diferencias finitas usualmente. Esto nos lleva a la utilizacién del algoritmo desarrolla-

do por Achdou et al. (2017), el cual se enumera a continuacion.

= Obtencion de un guess de la funcién valor lo suficientemente cercana al estado estacionario.
El cual puede obtenerse al considerar (i —dk = 0), lo que corresponde a considerar el punto
en que Vi no es relevante. Adicionalmente hay que considerar un precio fijo (tasa de interés)

para que la funcién valor pueda converger.

= Utilizar dos discretizaciones de las diferencias finitas para evitar la necesidad de conocer

las condiciones de borde, lo que se conoce como método de Upwind.

= QOcupar la funcién valor condicional al precio dado para encontrar la distribucion de las
firmas con la KFE.

= Encontrar los agregados y corroborar si se vacian los mercados en la economia. Si no se

vacfan, buscar un nuevo precio (tasa de interés) hasta que se vacien los mercados.

Como se ve en (8) la EDP no es lineal por lo que es necesario utilizar iteraciones de la funcién
valor para poder encontrar la funcién valor limite. Por esto el primer paso es obtener un guess
inicial, ya que con este se puede obtener un valor de la inversiéon éptima siguiendo V" cuando

0 es un valor fijo) transforma la

n = 0, como se ve en (25); con este nivel de inversién 6ptima (i
EDP en un problema de diferencias finitas lineal y puede emplearse el método de las diferencias

finitas implicito, como se muestra a continuacién.

Vn+1 o Vn
A

N 2 2
—|—an+1 _ Zka_in_%<%> k+8kvn+l(in_5k>+8zvn+1ﬂ(z)+azzvn+l0-2(2)

(25)
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La ecuacién (25) tiene componentes con supra-indices n y n + 1, en donde V" corresponde
a la funcién valor conocida en la iteracién actual, i"™ es el nivel de inversién que se obtiene a
partir de la funcién valor V™ con lo que (25) queda en forma tal que se puede utilizar el método
de diferencias finitas implicito para encontrar la funcién valor de la siguiente iteracién denotada

por V™! hasta convergelﬂ Lo que se explica en lo que resta de esta seccion.

3.1. Meétodo del Upwind

Para no tener que utilizar las condiciones de borde y obtener una solucién mas exacta, se
puede utilizar el método de Upwind, el cual utiliza las la discretizaciéon hacia adelante y hacia

atras de la funcién valor siguiendo el método de las diferencias finitas.

Las derivadas de la funcién valor pueden ser definidas en términos de una discretizacién en

forma de grilla de la siguiente forma

Backward difference: 0yV = %
Visr; — Vij
Forward difference: 0,V ~ Hzlikvﬂ

en donde dk es la distancia entre cada unidad de capital discretizado. Adicionalmente, en V; ; el
primer componente del sub-indice indica la posicién en la discretizacion del capital y el segundo

sub-indice la posicién en la discretizaciéon del nivel de productividad.

El método de Upwind es la utilizacién de la Forward difference cuando el diferencial de ca-
pital es positivo y la Backward difference, cuando el diferencial de capital es negativo. Esto hace

que Vk"H(z'” — 0k) pueda ser expresado de la siguiente forma,

n+1 _ y/n+l Vn+1 n+1

VIR = §k) = L T k) L oy + (i 6k) L ko)

dk dk
Una vez completado este proceso, se utiliza el método implicito de la diferencias finitas junto a

la biseccion para encontrar la préxima funcion valor, por lo que tenemos:

Vn+1 _yn nt+l ,”‘;1, :L_'il_l _ yntl
N +pV =gy L2 o L (1" —6k) Ln _sp<oy +— Jdk S (" —0k) Lgin g0} +
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
I () ey + T () 0y s T )
dz H {n(zt)>0} dz HAZt)) 2 (=) <0} dz 2

(26)

" Adicionalmente, como se viene denotando desde secciones anteriores, V! corresponde a la derivada parcial
) v Tk
de la funcién valor con respecto a k, andlogamente V,*™! yV/2! son la primera y segunda derivada parcial de la
funcién valor de la iteracién n 4+ 1 con respecto a la productividad.
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2
En donde 2" = zk* —i" — Xt <%> k, y en la derivada parcial de segundo grado con respecto a

la productividad (z) se puede utilizar solo la discretizacién central.

En Candler (1999) se muestra mediante ejemplos numéricos con un problema con solucién
analitica que dependiendo del signo de a en su notacién lo que corresponde a i —dk en el problema
presentado en este trabajo, la Backward difference converge a la solucién exacta de la funcién
valor cuando i" — dk < 0 y la Forward difference converge a la solucién exacta de la funcién valor
cuando " — §k > 0, logrando de esta forma consistencia mediante la utilizacion del Upwind.
Achdou (2020) muestra que este algoritmo es estable incondicionalmente siguiendo la propiedad
del método de diferencias finitas implicitas en donde se basan en condiciones presentadas por
Barles y Souganidis (1991).

3.2. Matrices diagonales

El problema anterior, descrito en (26), puede ser escrito en una notacién mas simple defi-
niendo una matriz cuadrada que transforma a la funcién valor en una matriz diagonal cuadrada
de dimensién (I x K), en donde I es el nimero de puntos de capital que se tienen en la grilla y

K en la cantidad de posibles estados de productividad que se utilizé en la discretizacion.

Es importante notar que en las matrices K y Z presentadas a continuacion poseen dos co-
lumnas de condiciones de borde que son 0 correspondientes a (z1.1,0,...,0)" vy (0,...,0, 21 k)" las
cuales son necesarias para encontrar Vonfr Ly foﬁK, como no se conocen estas condiciones de
borde y se utilizé el método del Upwind para no utilizarlas podemos fijar 21 ; = 0y 27, = 0,
con j € (1,..., K). Utilizando de esta forma las diferencias finitas de forma tal que se asegura que

estos elementos no sean necesarios para la existencia de una V"1, por lo que se pueden fijar en 0.

De la derivada con respecto al capital se puede formar una matriz que tiene la siguiente forma:
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Y11 21,1 0

T21 Y21 . 0
0o . .ozr-21 0
0 zr11 yr-11 zr-11 0

0 51 YI,1 0 0

K= : 0 0 yi2 212 0
0 222 w22 222 0
0 . o

0 zr2 yr2 O

0
0 : 0 zrk YK |
En donde:
I (1" = k)L in—sk<0y
b dk
o " =R Mg sk<oy (1" = 0F)Lgin_sp>0
Yig = dk dk
. (1" = 0k)Lin_s>0y
w dk

Finalmente, hay que obtener la matriz cuando nos movemos en la segunda dimensién de la

funcién valor, que corresponde a la productividad, por lo que los saltos en la matriz de bandas

seran del orden de I, ya que para cada nivel de capital hay K puntos, una vez acabados esos K

puntos viene el siguiente nivel de productividad®]

De forma similar pero solo en los primeros y tdltimos I valores se fijan estos primeros I * en

0Os y los tltimos I valores de ¢ en 0s. Sin embargo, como esta matriz corresponde a los cambios de

estado el resto de la banda es un continuo, ya que el cambio de estado de productividad depende

de hasta la segunda derivada parcial de la funcién valor V"+1,

8Una forma eficiente de formar estas matrices en Matlab es utilizar las matrices sparse. Las cuales ahorran

memoria al no crear las diagonales que contienen Os.
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[e 0 0 0]
0 0 0
0 0
0o - -0
0 0 0 0
* 0 0 e 0 0 o 0
0 0 . 0 0
Z=1.0 0 o 0 0
0 0 0 0
0 0 ¢ 0 0
0 0 ¢ O 0
0 .0 0
0 x 0 0
0 0 0 0
_0 0 « 0 o]

En donde:

(M(Zt)):[]‘{,u(Zt)SO} 02(zt)

=T dz + 2dz (30)
1 1 2
. p(2)) Lz <0 B p(26)) Lipu(z0)>0) o (a) (31)
dz dz dz
) L0y | 0% (2)
o= dz + 2dz (32)

Juntando todo lo anterior se obtiene un sistema lineal a resolver dado por:

n+1 n
VA - VK +pV =g (K™ 4 2V

En donde la suma de las matrices (K™ 4 Z") es una matriz de diagonales, en donde se utilizan

la diagonal principal, las dos diagonales adjacentes a la principal y las diagonales que I—ésimas

desde el centro como se puede apreciar en la figura 1.

Al iniciar con un guess tenemos nuestro V" por lo que hay que actualizarlo a V" *! siguiendo
el método implicito de las diferencias finitas, por lo que la ecuacién anterior puede ser reordenada
hasta obtener una expresiéon clara para la siguiente funcién valor, dada por

vl = [ 27— (k™ Z7) _1(:]5" + —n) (33)
A A

Luego de reordenar la funcién valor para obtener la matriz que es la verdadera forma de

la funcién valor y que este algoritmo converga, puede obtenerse la funcién de politica de cada

16



Figura 1: Visualizacién matriz K™ + Z"
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empresa la cual tiene se encuentra en la fugura 2 panel (a).

Figura 2: Distribucién ergddica de empresas segtin nivel de productividad, para modelos

Investment i(k,z)
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8
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((a)) Difusién ((b)) Poisson

La funcién de politica para el problema con dos tipos de productividades sigue de la resolucién
del mismo algoritmo, solo que la matriz para los cambios de productividad de las empresas es
més facil de formar, ya que son solo dos posibles estados, por lo que el sistema queda conformado
por una gran matriz de (2Ix2I), convergiendo de manera més rapida. Luego, al igual que con el

modelo anterior se puede obtener la funcién de politica, la que se encuentra en la figura 2 panel

(b).
Como existe una restriccion de capital minimo se puede ver que para los niveles méas bajos
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de productividad la funcién de politica (i(k|z)) sigue un patrén maés lineal, ya que la empresa no

puede desinvertir todo lo que quisiera dado que tiene que tener un capital minimo.

3.3. Distribuciones de las empresas

Para poder encontrar la distribucién de las empresas en estado estacionario es necesario

recordar la KFE dada por la ecuacién (11).

0 ,, . 0 1%, ,
0 = = (7 (k,2) = 6K}k, 2)) — o (u()g(k, 2)) + 5 55 (0g(k; 2))
Esta ecuacion anterior puede ser escrita en términos de las matrices K" y Z™ de la siguiente

forma al discretizar el problema.

0= (K"4+ 2" g(k,z) (34)

en donde (K™ + Z")ﬂ son los términos descritos en las ecuacién (26-32).

Para el cdculo numérico de esta tltima ecuacién se puede expresar g(k,z) de la siguiente
forma
g(k,2) = (K" + Zz")T'0

El problema de expresar la distribucién de esta forma es que la matriz (K™ + Z")T no es
invertible por ser singular, lo que hace que el problema anterior no se pueda resolver. Para poder
encontrar una solucién a esto Achdou et al. (2017) propone un reemplazo ’sucio’ de uno de los
componentes del 0 por un valor arbtrario, y realizar una posterior normalizacién del § encontrado
con este ejercicio, con en objetivo que se cumpla la integral presentada a continuacién sea 1, dado

que es una funcién acumulada de probabilidad. [

kmaz Zmaz
1= / / g(k, z)dzdk (35)
kmin Zmin

4. Calibracién

La eleccion de los principales parametros se hizo siguiendo los valores presentes en la literatura
de modelacion de la inversiéon en donde se realizan modelos con empresas heterogéneas en tiempo
discreto como es el caso de Khan y Thomas (2008) de los cuales Bachmann et al. (2013) utiliza

basicamente la misma parametrizacién, la cual se presenta en la tabla a continuacién.

9El término traspuesto se obtiene por los negativos presentes a lo largo de la expresién, en donde es facil ver
que al ”abrir” la matriz, los términos con una primera derivada parcial tienen una funcién indicador, la que se da
vuelta por los signos negativos llevando a esta matriz ser la traspuesta de la presentada en (33).

YEs importante que la suma de densidad que se da en § sea mayor a 0, ya que de esta forma se puede
normalizar correctamente la densidad verdadera, evitando posibles valores negativos de algunos puntos de la
funcién de densidad.
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Tabla 1: Pardmetros de Khan y Thomas (2008)

Q 1) )
0.256 | 0.069 | 0.235

Con relacién a los parametros de la distribucién se obtuvo la informacién de productividad de
las firmas del Reino Unido a partir de la Annual Business Survey (ABS) de la oficina nacional
de estadisticas del Reino Unido (ONS) de donde se trabajé con la base de datos Firm-level
labour productivity estimates from the Annual Business Survey, en donde se presentan las
densidades de Kernel para la masa de empresas entre los anos 2006-2017. Para la distribucién de
productividad idiosincratica de las empresas se consideré la distribucion de Kernel de los que en
la base se llama productividad laboral por empleado, ponderado por el tamano de la empresa a
precios constantes de 2016. Esta funcién de densidad esta definida por el valor anadido en libras
por trabajador en las empresas. Como los puntos de la distribucién de Kernel estan separados
uniformemente estos se reescalaron para hacerlos coincidir con las funciones de probabilidades
de una funcién lognormal, ya que como se ve en las figuras presentadas en el apéndice (A.4) estas

distribuciones empiricas siguen la forma de una funcién lognormal.

Dado que la funcién lognormal se define en los reales positivos, se tuvo que buscar que la
funcién con los datos escalados esté entre valores positivos, y que los momentos de esta funcién
coincida con los momentos con la funcién a la que convergeré el proceso de difusién de la pro-

ductividad en niveles.

Los momentos de la funcién limite del proceso de difusion y de los momentos de las funciones

estimadas entre los anos 2010-2017 se muestran en la tabla a continuacion.

Tabla 2: Momentos de las funciones de distribuciéon de empresas para simulaciéon y datos

Media Varianza Asimetria Kurtosis
Proceso 1.1921 0.256 1.2186 1.7520
Datos | [1.12, 1.16] | [0.254, 0.285] | [1.31, 1.37] | [1.53, 1.9

Esta parametrizacién tiene un supuesto importante, el cual es que la distribucién de las eco-
nomias tiene una forma muy similar. Este supuesto se apoya en la evidencia sobre la estimacién
de las funciones de distribucién de las productividades de las empresas en las economias en donde
Vanhala (2017), Di Mauro (2015) y Gouin-Bononfant (2018) encuentran que las distribuciones
de productividades para Finandia, Alemania, Espana, Italia y Canada siguen la forma de una

funcién lognormal, por lo que parece razonable asumir este supuesto.

La forma del proceso de difusién se realizé con el objetivo de que tenga una distribucién

limite de una lognormal, y se buscé los parametros del proceso de difusién que nos entregue los
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momentos mas cercanos a los de la distribucién de los datoﬂ La tabla siguiente muestra estos

pardmetros y ademaés incluye los pardmetros del costo cuadratico de la inversion, el cual se eligié

con el objetivo de que la inversién media de una simulacién entregara un valor lo més cercano a

un 20 % del producto.

Tabla 3: Pardmetros

6

o2

X

0.1985

0.1395

0.265

Figura 3: Kernel y Histograma distribucién limite proceso de difusién y datos
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Para ver de forma grafica la distribucién limite del proceso de difusion y la fucién entregada

por los datos, estas se encuentran en la figura 3, en forma de densidad de kernel (panel (a)) y

en forma de histograma (panel(b)).

Los parametros del hogar representativo se encuentran en la tabla 4, en donde la tasa de des-

cuento es un poco mayor a la que transformaria el problema del hogar en una utilidad logaritmica,

la tasa de descuento es la misma que la de las firmas, ya que los hogares son los duenos de estas

y el ingreso exdgeno se considera 0, por lo que el hogar tiene como ingreso el Profit de las firmas.

Tabla 4: Pardmetros del hogar representativo

v

p

Y

1.05

0.0235

0

1,3 gran diferencia con la parametrizacién propuesta por Khan y Thomas (2008) es sobre 6, en este trabajo se
considera un 6 bastante menor lo que hace que la distribucién de la productividad se acumule en la zona inferior al
1, ya que con un theta cercano a 1 como es el que presentan en Khan y Thomas (2008) esto hace que la distribucién

esté mucho méas centrada, acercandose a la forma de una funcién normal.
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Siguiendo el algoritmo descrito en la seccion anterior, el cual es una modificacién del algoritmo
presentado en Achdou et al. (2013) se puede obtener la funcién de distribucién de las empresas
y los momentos en estado estacionario. Finalmente, en la economia que se simula en el cédigo
de Matlab las variables de estado -capital y productividad- toman valores k € [0,225; 35}E| y
z € [0,053;2,985].

4.1. Modelo con proceso de difusién

El equilibrio de estado estacionario para el modelo con un proceso de difusién estd dado en
términos de momentos por una tasa de interés de r = 3,47 %, una inversion total de I = 0,2937 y
el capital total es K = 4,2702, los beneficios que las empresas le entregan al hogar representativo
es D = 1,2912, el consumo es C = 0,9975.

Con relacién a la distribucién de densidad de las firmas en estado estacionario en el continuo
de capital y productividad se puede analizar en la figura 4, la que se presenta en dos paneles

para poder distinguir diferentes aspectos de esta.

En las figura 4 se puede apreciar que la mayoria de la masa de las empresas se concentra en
el cuadrante de baja productividad y bajo capital, en donde fijando el nivel de productividad la
distribucion del capital de estado estacionario sigue una forma de distribucién lognormal presen-

tada antes.

Adicionalmente, en el sector de capital bajo, cercano al nivel minimo (marcado por el plano
naranja) de este, las empresas con menor productividad presentan un punto de acumulacién de
densidad, producido por la imposibilidad de estas firmas de tener un capital menor al minimo
capital factible dada la discretizacién realizada del capital discutida en la sub-seccién anterior.
Esto se produce en los niveles de menor productividad exclusivamente, ya que para los niveles de
productividad mayor la restriccion de capital no se encuentra activa, por lo que endégenamente

no existe ninguna empresa con capital tan bajo.

Este modelo con un proceso de difusién puede ser simplificado en dos niveles, el primero
es suponiendo que existen solo dos niveles de productividades con un continuo de empresas en
cada nivel de productividad, en el cual los cambios en el nivel de productividad de cada empresa
depende de un proceso de Poisson, y el segundo nivel de simplificaciéon es asumir que existe una

firma representativa en la economia. En las dos sub-secciones a continuacién se comparan estos

12Como se mencioné anteriormente, el capital de las firmas solo tiene la restriccién de positividad, sin embargo,
numéricamente comenzar la grilla desde un valor muy cercano a 0 implica que para capturar niveles de capital
cercanos a 0.2 unidades de capital el dk tiene que ser bajo lo que logra con 2000 puntos o més en la grilla de
capital, lo que genera una alto costo computacional en el algoritmo del shock agregado, por lo que para compensar
esto se tendria que disminuir los puntos de productividad. Con esta configuracién se cree capturar de mejor forma
ambos aspectos.
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Figura 4: Distribucion ergédica de empresas con proceso de difusién
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dos niveles de simplificaciéon del modelo con un proceso de difusién y se discuten las ganancias

que se obtienen y los problemas que crean.

4.2. Modelo con dos tipos de firmas

Como se mencioné anteriormente el primer nivel de simplificaciéon del modelo presentado an-
teriormente es asumir que las empresas pueden tener solo dos estados del nivel de productividad,
uno alto y uno bajo, en donde en cada estado hay un continuo de empresas, a su vez la forma
de cambio en el nivel de productividad viene dada por una variable de salto no simétrico de la
productividad de una funcién de Poisson. Por lo que la eleccion de esa tasa de cambio en los

niveles de productividad no es trivial de obtener.

Al trabajar con solo dos niveles de productividad es necesario la definicién de empresa con
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productividad alta y baja. Para este contexto se consider6 como empresa con productividad alta,
todas aquellas empresas que tengan una productividad igual o superior al 50 % por sobre la pro-
ductividad media, que en el caso anterior fue fijada en 1.19, por lo que las empresas con un nivel
de alta productividad serdn en este caso aquellas empresas que tengan un nivel de productividad
mayor o igual a 1.58. Considerando la distribucién de estado estacionario esta masa de empresas
corresponde a aproximadamente a un 25 % del total de las empresas por lo que se buscard que en
estado estacionario en el modelo en donde el nivel de productividad sigue un proceso de Poisson
la masa de empresas con baja productividad sea un 75% del total y las de alta productividad

sean un 25 % del total de la masa.

Para lograr lo anterior se eligieron los tasas de salto del proceso de Poisson de forma tal
que M fuera 1 /3 del de M. dado que los A en los procesos de Poisson pueden ser interpretados
como la probabilidad de cambio de estado, entonces la probabilidad de pasar del nivel bajo de
productividad al nivel de productividad alto es un tercio de la probabilidad de pasar de un nivel
alto al nivel de productividad bajo. Con lo anterior la eleccién de la tasa fue realizada fijandose

en la probabilidad dada por !, los cuales se encuentran en la siguiente tabla.

Tabla 5: Pardmetros

AT AR X o 0 p v |Y
0.1 [ 0.3 |0.28 | 0.256 | 0.069 | 0.235 | 1.05

@)

FEl resto de los parametros se mantienen invariantes con relaciéon al modelo con un proceso de
difusién. Adicionalmente, los niveles de las productividades necesarias para que la productividad
media en estado estacionario fuera la del proceso de difusién es un continuo de opciones. Frente
a este escenario se realizé una serie de calibraciones para los niveles de las productividades. En la
siguiente tabla se encuentran los resultados de los principales, precio y agregados de la economia

segln diferentes proporciones de z" / 2L

Tabla 6: Precio y agregados segun diferentes ratios de productividad alta/baja

PP ~4 ~3.5 ~3 ~2.5
(2.452/0.613) | (2.31/0.66) | (2.145/0.716) | (1.951/0.78)

r 3.44 % 3.45% 3.47% 3.48 %

Inversién total 0.2910 0.2913 0.2921 0.2922

Capital acumulado 4.2167 4.2214 4.2338 4.2353

Profits 1.3000 1.2915 1.2843 1.2751

Consumo 1.0090 1.0002 0.9921 0.9829

Como se puede apreciar en los resultados de la tabla 6 el precio de equilibrio, la tasa de in-
terés, del modelo con solo dos niveles de productividad es una buena aproximacién del modelo en

donde la productividad sigue un proceso de difusién. Sin embargo, los agregados de la economia
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son menores a los del modelo con un continuo de niveles de productividades. En relacién a la
inversion agregada extraida de estos modelos, se obtiene que a lo largo de todas las proporciones
examinadas los niveles agregados son estables y no relevantemente diferentes a los del nivel del
modelo con un continuo de niveles de productividad. El capital acumulado sigue una tendencia
muy similar a la de la inversién agregada en términos de estabilidad en los ratios de productivi-
dades, sin embargo, presentan alrededor de un 2 % menos de capital en la economia. Finalmente,
los beneficios de las empresas y el consumo del hogar representativo se mueven entre valores muy

cercanos a los del modelo de difusién.

Los resultados anteriores pueden ser bastante similares a los del modelo con difusién, pero
esto se puede deber a que el modelo con un proceso de Poisson es realmente una buena aproxi-
macién del modelo con un proceso de difusién o debido a la parametrizacion de la proporcién de
las empresas de alta y baja productividad. Para esto se realiza un analisis de robustez del modelo
con dos niveles de productividad, el que consiste en analizar si otra proporcién de la distrubucién
de empresas entre alto y bajo nivel de productividad puede realizar una mejor aproximacién a
los niveles agregados de la economia, tomando como referencia el modelo con un continuo de

niveles de productividad.

En las tablas 7-10 se encuentran los outputs de los modelos parametrizados de la misma
forma que en los casos anteriores, solo que se las intensidades de los procesos de Poisson son
diferentes para ver la robustez del modelo con dos tipos de firmas. De esta forma en la tabla 7
se encuentran los resultados para una proporcién fija (10-90) de empresas bajas-altas en estado

estacionario y las columnas se encuentran los diferentes ratios de 2" /2!

Tabla 7: Precio y agregados segun diferentes ratios de productividad alta/baja, para una pro-
porcién de 90-10

2/ ~4 ~3.5 ~3 ~2.5
(3.33/0.825) | (3/0.858) | (2.685/0.895) | (2.333/0.933)
r 3.46 % 3.47% 3.48% 3.49%
Inversién total 0.292 0.2917 0.2933 0.2931
Capital acumulado 4.2322 4.2277 4.2505 4.2473
Profits 1.2915 1.2827 1.2782 1.2696
Consumo 0.9995 0.9910 0.9849 0.9766
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Tabla 8: Precio y agregados segun diferentes ratios de productividad alta/baja, para una pro-
porcién de 85-15

2/t ~4 ~3.5 ~3 ~2.5
(2.96/0.74) | (2.744/0.784) | (2.481/0.825) | (2.189/0.876)

r 3.45 % 3.46 % 3.47% 3.48%

Inversién total 0.2916 0.2936 0.2928 0.2924

Capital acumulado 4.2265 4.2547 4.2435 4.2379

Profits 1.2981 1.2973 1.2816 1.2725

Consumo 1.0065 1.0038 0.9888 0.9800

Tabla 9: Precio y agregados segun diferentes ratios de productividad alta/baja, para una pro-
porcién de 80-20

2/ ~4 ~3.5 ~3 ~2.5
(2.68/0.67) | (2.503/0.715) | (2.3/0.766) | (2.063/0.825)

r 3.44% 3.45% 3.47% 3.48 %

Inversién total 0.2909 0.2914 0.2920 0.2925

Capital acumulado 4.2155 4.2239 4.2321 4.2384

Profits 1.2987 1.2911 1.2827 1.2739

Consumo 1.0079 0.9996 0.9907 0.9815

Tabla 10: Precio y agregados segin diferentes ratios de productividad alta/baja, para una pro-
porcién de 70-30

2/t ~4 ~3.5 ~3 ~2.5
(2.26/0.565) | (2.146/0.613) | (2.012/0.671) | (1.85/0.74)

r 3.44 % 3.45% 3.47% 3.48%

Inversién total 0.2914 0.2915 0.2919 0.2923

Capital acumulado 4.2227 4.2245 4.2310 4.2358

Profits 1.2999 1.2916 1.2843 1.2758

Consumo 1.0085 1.0001 0.9924 0.9835

En las tablas anteriores se puede notar en primer lugar que el nivel de equilibrio de la tasa de
interés es estable a lo largo de todas las parametrizaciones realizadas, al igual que en el primer
analisis realizado. Con relacién a los agregados en el equilibrio estacionario de la economia pode-
mos notar que en algunos aspectos especialmente en el consumo del hogar el ratio de 2" / 2l =4en
todas las especificaciones obtiene un nivel de consumo mas cercano al nivel del modelo completo,
sin embargo, en el resto de los agregados incluida la tasa de intés los hace peor que el resto de
las parametrizaciones. Con relacién a los modelos con un ratio de 2 /2! = 2,5 se logra un peor
resultado en los beneficios de las empresa y en el consumo del hogar. Finalmente, el ratio de de
2" /28 = 3,5 es el que obtiene los resultados en general mds cercanos a los del modelo con un
continuo de niveles de productividad, y la masa de empresas 75-25 en estado estacionario es la

que presenta los agregados mas cercanos al modelo anterior, por lo que realizaremos los analisis
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siguientes con esta parametrizacion.

FEn la figura 5 se puede apreciar las dos funciones de distribucién para cada uno de los conti-
nuos de empresas (alta y baja productividad) en estado estacionario del modelo de Poisson. En
la funcién de distribucion para el continuo de empresas de baja productividad representado por
g1(k) (funcién azul) se presenta un punto de acumulacién, sin embargo este punto no necesaria-
mente corresponde con el nivel minimo de capital admisible, sino que corresponde con un nivel
endoégeno al nivel de productividad de las empresas con el nivel bajo de productividad. Por lo

que cambia segun el ratio de productividades utilizado anteriormente.

Figura 5: Distribucion ergddica de empresas con alto y bajo z

JE—yT)
9,0

Densities, g; (k)

Capital, k

Con relacién a la distribucion del continuo de empresas con alta productividad, se puede
decir que una mayor proporcion de empresas se acumula en la parte superior del continuo de
capital, por otra parte se empieza a presentar una densidad positiva de empresas desde el punto

de acumulacién de las empresas de baja productividad.

El modelo de Poisson en el equilibrio de estado estacionario podemos obtener momentos
similares a los del modelo de difusién, sin embargo, no es capaz de representar a las empresas
que se encuentran en la restriccién del capital minimo, ya que bajo esta parametrizacion esas
empresas no presentan una densidad positivalﬂ Por lo que esta simplificacién puede ser buena

en términos de los momentos entregados, sin embargo, no es capaz de representar a las empresas
con alguna restriccién adicional.

13Para poder representar esto hay que asumir unos ratios de productividad excesivamente altos, cercanos a 70,
lo que entrega momentos muy alejados a los del modelo con difusién.
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4.3. Modelo con una firma representativa

Finalmente para evaluar si es razonable realizar una simplificacién mas fuerte del modelo de
difusién en esta seccion se discute un modelo con una empresa representativa y como compararla

con los dos modelos presentados en los apartados anteriores.

La utilizaciéon de un modelo con un continuo de firmas con diferentes niveles de productivi-
dad puede ser maés realista y de por si proveer al modelo de una distribucién de empresas que
puede ser empleado para analizar shocks y politicas, sin embargo, presenta otras ventajas que

se discuten a continuacion.

Consideremos una economia en donde existe un hogar representativo y una firma representati-
va, en donde esta ultima tiene un nivel de productividad dado y fijo. Para tener una comparacién
entre estos dos modelos es necesario fijar un nivel de resultado que entrega cada modelo, por lo
que igualar el nivel de ingresos totales que recibe el hogar representativo en ambos modelos es
similar a comparar economias con el mismo nivel de riqueza, dado que se fijé el ingreso exégeno
en 0, entonces los beneficios que obtienen las empresas corresponde al ingreso total del hogar.
La idea de fijar los niveles de ingreso del hogar es semejante a comparar las tasas de interés y

los niveles de inversién y de capital acumulado en una economia del mismo nivel de riqueza.

Para poder realizar una comparacion justa el set de pardametros es aquel fijado en las seccio-
nes anteriores para los modelos de difusién (un continuo de diferentes niveles de productividad)
y para el modelo con el proceso de Poisson (dos niveles de productividad). Ademas se fijé el
nivel de productividad (z) en aquel del modelo con un proceso de difusién con la funcién de

distribucion obtenida de los datos.

Para tener una nocion de los tres casos presentados hasta el momento, en donde se puede
entender al modelo con un continuo de niveles de productividad (y muchas firmas dentro de cada
nivel de productividad) como el mas completo, luego el que posee dos niveles de productividades
(y en cada uno de los niveles de productividad hay muchas empresas) y finalmente el modelo con
un solo tipo de empresas; a continuacién en la tabla 11 se presentan los momentos de estos tres
modelos con los precios y agregados obtenidos de estos con el objetivo de hacer la comparacién

més simple.
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Tabla 11: Comparacién agregados entre modelos

Representativo | Poisson | Difusién
r 3.15% 3.47% 3.47%
Inversién total 0.2230 0.2921 0.2937
Capital acumulado 3.9373 4.2338 4.2702
Beneficios 1.2912 1.2843 1.2912
Consumo 1.0839 0.9921 0.9975

De la tabla de comparacion anterior podemos notar que la tasa de interés es significativa-
mente inferior en el modelo con una firma representativa, siendo 32 puntos base (o un 9.25 %)
menor que en el modelo con un continuo de niveles de productividad y con el modelo con dos

niveles de productividad.

Con relacién al modelo de empresas heterogéneas simplificado podemos apreciar que este
realiza una buena aproximacién del modelo con un proceso de difusién al tener la comparacién

entre el modelo con una empresa representativa y el modelo completo.

Para poder encontrar una explicacién a los resultados dispares del modelo con una empresa
representativa con los modelos con productividades diferentes entre las empresas es necesario
pensar en la forma de las funciones de politica de las empresas, para esto se presenta la funcién
de politica de la firma representativa en la figura 6. Al comparar la figura 6 con las funciones de
politica del modelo con un proceso de difusion en la figura 2 panel (a), se puede apreciar que las
empresas con un alto nivel de productividad tienen una mayor curvatura, por lo tanto pueden
alcanzar un mayor nivel de inversién el cual la simplificacién de una firma representativa no es

capaz de capturar.

Lo anterior se refleja en los niveles de inversion agregada total en los diferentes modelos, ya
que la inversion del modelo con una firma representativa es sustancialmente menor a la de ambos
modelos con firmas heterogéneas. Esto a su vez causa que el consumo del modelo representati-
vo sea mayor dado que el ahorro necesario debe ser menor al de un hogar en el ambiente que
enfrentan los hogares en los modelos con diferentes niveles de productividad, implicando que la
tasa de interés sea menor en equilibrio, todo esto considerando que se fijé el nivel de beneficios

de las firmas.

Si nos referimos solamente al precio y niveles agregados del estado estacionario para la pa-
rametrizacién de los modelos podemos concluir que si consideramos al modelo con un proceso
de difusiéon como punto de comparacién el modelo con solo dos niveles de productividad para
la empresas es una muy buena aproximacion del modelo con firmas heterogénas, al considerar

los supuestos sobre la distribucién de las empresas de alta y baja productividad en estado esta-
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Figura 6: Funcién de politica de empresa representativa (z = 1,19)

Investment, I(K)

| | | | | |
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Capital, K

cionario. En relacién al modelo con una empresa representativa no ocurre lo mismo, ya que en
relacién al precio de equilibrio este es significativamente menor, provocado por una sub-inversién

por parte de la firma y por ende una menor acumulacién del capital agregado de la economia.

5. Estatica comparativa

Un aspecto final en el que se puede diferenciar un modelo con firmas heterogéneas frente a
un modelo con una empresa representativa es la posibilidad de observar la distribucién de las
empresas tanto en el nivel de capital como en la productividad de estas. Por lo que se puede ge-
nerar una economia contrafactual con un pardmetro diferente y evaluar cuales serian en términos

de distibucién y de politica los cambios producidos entre estados estacionarios.

FEn los apartados siguientes se presentan los diferenciales de distribucion entre estados esta-
cionarios cuando hay un aumento o disminucién en el pardmetro de curvatura en la funcién de

produccién (a) y en pardmetro de costos en la inversién ().

5.1. Cambio en «

En este apartado se discute las diferencias que se producen en la funciéon de politica de las
empresas y de distribuciéon de densidad en estados estacionarios diferentes con el objetivo de
enfatizar aspectos no lineales presentes en un modelo con empresas que poseen diferentes niveles

de productividad con el objetivo de enfatizar las ganancias de utilizar un modelo heterogéneo
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frente a uno con una empresa representativa.

Una pregunta interesante de responder es qué pasaria si el parametro de rendimiento del
capital aumentara (disminuyera) en un 10 % del valor utilizado en las secciones anteriores. El
pardmetro « se aument6 (redujo) en la misma proporcién para evaluar la posibilidad de efectos
no lineales de estos cambios, ademds de ser un valor lo suficientemente significativo para ver
efectos, tanto en la funcion de politica de las empresas como en la distribucién de estas en el

continuo de posibilidades de capital y productividad idiosincratica.

Figura 7: Cambio en la distribucién de estado estacionario con una parametrizacion diferente de
o
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En la figura (7) se presenta el manto del diferencial en la funcién de distribucién entre el
estado estacionario con los parametros originales presentados en las secciones anteriores y la

funcién de distribucion de las empresas cuando el parametro de rendimiento del capital de las
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empresas es un 10 % mayor que en el setting original (panel (a)) y un 10 % menor que en la
parametrizacion original en el panel (b).

Con relacién al panel (a) como era de esperarse dado el aumento en el retorno del capital las
empresas acumulan mas capital en todos los niveles de productividad, por lo que se genera un
manto positivo en niveles mayores de capital. Sin embargo, la masa que disminuye se encuentra
concentrada en la zona de productividad baja y capital bajo, pero el aumento de empresas se
nota de forma mas uniforme en todo el rango de los niveles de productividades. Adicionalmente,
punto de acumulacién de masa dado por la restriccién de capital minimo disminuye de forma

significativa.

Figura 8: Funciones de politica para diferentes del problema de las empresas con « diferentes

Investment i(k,2)

1.5

Capital, k s 1
Productivity, z

((a)) @ aumentado en 10 %

Investment i(k,z)

Capital, k , 1 13
Productivity, z

((b)) « reducido en 10 %

Del panel (a) de la figura (7) rescatar que los efectos en estos cambios agregados no son

uniformes a lo largo del continuo de productividades, lo que se ve reflejado en que la disminu-
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ciéon de empresas se encuentra concentrada en el cuadrante de las empresas menos productivas y
con poco capital y el aumento de la masa de empresas se encuentra distribuido de manera mas
uniforme en a lo largo del continuo de niveles de produccién. Por lo que termina habiendo una

mayor proporcién de empresas mas productivas en la economia.

En relacién al panel (b) de la figura (7) se puede ver una mayor concentracién de empresas en
la zona de baja productividad y bajo capital. A pesar que los efectos son en la forma bésicamente
los opuestos a los obtenidos en el panel (a) las magnitunes en el caso del panel (b) son mayores,
por lo que la acumulacién en la zona de baja productividad y bajo capital se produce de forma
més rapida de lo que disminuye frente a un aumento del retorno del capital. Con relacién a la
acumulacién en el punto de restriccién este no aumenta de forma tan pronuciada como si pasa

con la desacumulacién del panel (a).

Con relacién a las funciones de politica de la figura 8 y su contraparte la funcién de politica
original (figura 2 panel(a)), podemos ver que en el panel (a) en comparacién a la funcién de
politica original hay menos efectos de la restricciéon de capital minimo, por lo que las funciones
de politica de las empresas con niveles de productividad menor tienden a mantener la forma de
sus funciones de politica, caso contrario ocurre con la parametrizacién del panel (b) en donde se
puede ver que las funciones de politica para las empresas con menores niveles de productividad
estas son mas planas convergiendo a un nivel de inversiéon dado cuando el capital comienza
a acercarse al nivel de restriccién por lo que esas empresas no puede desinvertir todo lo que

quisieran en caso de no existir esta restriccion.

5.2. Cambio en y

En este apartado se discutird una disminucién (aumento) de 10 % del pardmetro de costo
cuadratico a la inversién en el modelo de firmas heterogéneas, con difusién con el objetivo de
ejemplificar las ventajas de utilizar un modelo mas complejo y realista de las firmas con realcién

a un modelo con una empresa representativa.

En la figura 9 se presenta la diferencia entre las distribuciones de estado estacionario bajo
la parametrizacién cambiada de y menos la original. En el panel (a) se presenta esta diferencia
cuando el costo de la inversién se disminuy6 en un 10 %, en el panel (b) se presenta la diferencia

cuando Y fue aumentado en un 10 %.

Uno de los principales puntos a destacar del cambio en las funciones de densidad de estado
estacionario en cada uno de los cambios de  es sobre el signo del cambio en densidad de capital
es dependiente del nivel de productividad de las empresas. En el caso del panel (a), en donde el

costo cuadrético de la inversién cae, las empresas mas productivas acumulan una mayor cantidad
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de capital para cada nivel de productividad. Por otra parte, la mitad inferior de las empresas en
términos de productividad disminuyen la cantidad de capital que acumulan en el nuevo estado
estacionario. Esto se debe a que la friccién que hace que el nivel de inversion no sea siempre aquel
que se desearia instalar para cada nivel de productividad cae, por lo que el (des)instalar capital
sea menos costoso, lo que causa que una empresa que se encuentra con un nivel de productividad
menor que en el instante anterior acumula menos capital, lo que es mas cercano a su 6ptimo sin

friccién; lo contrario ocurre para la mitad superior de los niveles de productividad.

Figura 9: Cambio en la distribucién de estado estacionario con una parametrizacion diferente de
X
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En la figura 9 panel (b) podemos ver la diferencia de la funcién de densidad cuando el costo
cuadratico (friccién) de la inversién aumenta en un 10 %. Al igual que en el panel (a) los efectos
sobre la funcién de densidad depende del nivel de productividad de las firmas, en este caso al

aumentar la costo de la friccién a la inversién las empresas de mayor productividad acumulan
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una menor cantidad de capital en estado estacionario, esto se debe a que al tener la posibilidad
de tener un nivel de productividad menor en el futuro, el costo de llevar a cabo esta desinversién
sea mayor que en el caso original, por lo que mantiene menos capital en los estados con mayor
productividad. Lo contrario ocurre cuando se analizan las empresas con un nivel de productivi-

dad bajo, en donde tienden a acumular més capital que en el caso original.
Finalmente, se puede observar que los efectos de un aumento o disminucion de los costos a la

inversién tiene un efecto de escala diferente para cambios positivos o negativos de este pardmetro,

teniendo un mayor impacto en la distribucién de las empresas una caida de Y.

Figura 10: Distribucion ergédica de empresas con proceso de difusion
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Con relacién a las funciones de politicas de las empresas segiin su nivel de productividad y
capital se puede ver el efecto de un cambio en el pardmetro y en la figura 10. En el panel (a) en

donde el costo es menor, se puede ver que hay méas empresas que tienen su funciéon de politica
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(i(k|z)) de inversién ”"aplanada”, es decir restringida por el nivel minimo de capital que se puede
tener acumulado, esto viene a reafirmar la explicacién entregada anteriormente sobre el efecto de
la baja del costo de friccién en la inversién sobre la mayor inversién (desinversiéon) de acorde al
estado de productividad en el que se encuentre. Lo contrario ocurre cuando este costo aumenta,

en donde se ve que las funciones de politica restringidas son menos.

Estas dos tultimas sub-secciones tienen con objetivo enfatizar las diferencias que se pueden
llegar a analizar con un modelo de empresas heterogéneas en contraposicién a un modelo con
una empresa representativa, en el que no es posible obtener en primer lugar una funcién de

distribucién de la firmas.

Sin embargo, surge la interrogante si el modelo con un proceso de Poisson o el de difusion es
capaz de replicar los momentos en un contexto en donde hay un shock agregado en la producti-
vidad de las firmas en la economia modelada. Esto se analizard en la seccién 6 considerando el
algoritmo desarrollado por Ahn et al. (2017) y adaptandolo a nuestro contexto, adicionalmente
se compara con los momentos obtenidos de los datos y modelos explorados por King y Rebelo
(1999), Khan y Thomas (2008) y Bachmann et al. (2013).

6. Shock agregado

Como se vid en la seccion anterior, cambios en parametros globales como lo son Yy, el costo
cuadratico de la inversién, y «, la tasa de rendimiento del capital, tienen efectos diferenciados
en magnitud si el cambio es positivo o negativo. Adicionalmente, existen cambios no lineales
a lo largo de todo el especto de productividades, considerando esto en estado estacionario, se
puede intuir que existen efectos diferenciados en el continuo de productividades frente a shocks
agregados a la productividad agregada de las firmas de la economia. Esto es lo que se busca en

la presente seccion.

Al momento de incorporar el shock agregado a la produccién de las empresas este se puede

expresar de la siguiente forma

Yi = Atztkf‘ (36)

en donde el nivel de productividad agregado siguiendo a la literatura previa sigue un proceso
AR(1) en tiempo continuo, por lo que sigue un proceso Ohrstein-Uhlenbeck como se muestra
en la ecuacién (37), y se utilizan los parametros utilizados tanto en Khan y Thomas (2008),
Bachmann et al. (2006) y Winberry (2018), que son n4 = 0,8254 y 04 = 0,00953.
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dAt = —T]AAtdt + O'Ath (37)

A diferencia del algoritmo de Winberry (2018) en donde se perturba el estado estacionario,

en este algoritmo se lineariza el equilibrio.

El algoritmo presentado por Ahn et al. (2017) consiste en los siguientes pasos:
1. Resolver el estado estacionario del modelo sin considerar los shocks agregados.

2. Linealizar las condiciones de equilibrio, utilizando una expansién de Taylor de primer orden

(entorno al estado estacionario).

3. Reducir el modelo en las dimensiones de la funcién valor y la distribucién, si el modelo es

lo suficientemente grande.
4. Resolver el sistema lineal creado.
5. Simular el modelo y obtener las funciones impulso respuesta y los momentos simulados.

Para el primer punto se realiza todo lo desarrollado en las secciones anteriores, tomando
en consideracion el tipo de incertidumbre idiosincratica que enfrenta la empresa, ya sea solo dos
niveles de productividad o muchos. Como se mostré en secciones anteriores el estado estacionario

estard caracterizado por un sistema matricial que se resume en:

pV(k,z) =7n(V(k,2)) + A(v(k, 2)|p)V (k, 2) (38)
0= A(v(k, 2)|p)'g(k, 2) (39)
p=F(g(k,z2)) (40)

En donde el precio en este modelo reducido es solo la tasa de interés, la cual como se pone en
la ecuacién (40) es una funcién que depende de la funcién de distribucién de las empresas dada
por g(k, z). El sistema anterior contiene un total de K - N + 1 ecuaciones, ya que el precio es uno
solo y tanto la funcién valor V' como ¢ estdn definidas por N entradas para la discretizacion del

capital y K entradas para la discretizacién de los niveles de productividad.

Para el estado estacionario de estas economias la grilla de los estados de la funcién valor
fueron discretizados en K = 65 y z = 70 puntos para el modelo en donde la productividad
idiosincratica sigue un proceso de difusién. En tanto, para el modelo simplificado, en donde la
productiividad sigue un proceso de Poisson la discretizacion del espacio del capital es idéntica

al modelo anterior y el espacio de productividades naturalmente es de z = 2.
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Para el paso 2 del algoritmo, se lineariza el estado estacionario entorno a los niveles y precio
del estado estacionario, agregando la condicionalidad del shock agregado, por lo que el sistema
de ecuaciones queda dependiendo del tiempo y un estado adicional como lo es el nivel de pro-

ductividad agregado.

La mayor discusién de esta metodologia se encuentra en el paso 3, ya que no hay una forma
optima para la reduccién de las dimensiones de la funcién valor de las empresas y de tampoco de
las funcién de distribucién. Dado esto los autores desarrollaron un cédigo el cual verifica que las

varibles simuladas sean internamente consistentes, cuyo grafico puede encontrarse en el apéndice

(A.5).

En el caso del modelo con un proceso de difusién se redujo el espacio de 5200 puntos, consi-
derando los puntos de ambos estados (capital y nivel de productividad), para la funcién valor a
k =960 y z = 254 logrando de esta forma que el los errores ex-post de la consistencia interna sean
lo suficientemente bajos, como se ve el la figura en el apéndice (A.5). Esto logra que el algoritmo
para obetener las IRF corra en el entorno de 16 segundos, logrando obtener estos resultados en

un lapso similar al algoritmo presentado por Winberry (2018).

Para el modelo simplificado con dos niveles de productividad el algoritmo simula el modelo
de forma més rapida, ya que posee menos puntos en la funciéon de distribucién, lo que hace que
la reduccién sea menos necesaria, por lo que se redujo el espacio de 130 puntos a 58 puntos en
la funcién de distribucion y 24 puntos en la funcién valor. El algoritmo toma un poco mas de 1

segundo.

6.1. Momentos de los modelos

En este apartado se discuten los momentos obtenidos por los modelos al realizar simulacio-
nes sobre el nivel de productividad agregado obteniendo innovaciones al proceso de Wiener del
proceso de la productividad agregada con la parametrizacion presentada en los trabajos con los

que se compara este modelo.

Para realizar la obtenciéon de los momentos de estos modelos se realizan innovaciones a la
productividad agregada por un tiempo largo de 10000 periodos, con 4 sub periodos (dt) para cada
uno de los periodos, por lo que son 40000 simulaciones. Luego se puede comparar los diferentes

momentos con los obtenidos en los datos.
King y Rebelo (1999) obtuvieron diferentes momentos para la economia de Estados Unidos

entre los anos 1947 y 1996 (por trimestres), adicionalmente quitaron la estacionalidad con el

filtro HP. Estos momentos se presentan en la tabla 12.
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Tabla 12: Momentos de los datos de la economia de EEUU

‘ oj ‘oj relativa | correlacion | Persistencia

Y | 1.81 1 1 0.84
C|135 0.74 0.88 0.80
I |5.30 2.93 0.80 0.87
r | 0.30 0.16 -0.35 0.60

Tabla 13: Momentos del modelo con difusiéon con shock agregado linealizado

‘ oj ‘O'j relativa | correlaciéon | Persistencia

Y | 2.11 1 1 0.90
C | 164 0.77 0.89 0.98
I |6.27 2.97 0.94 0.93
r | 0.35 0.17 -0.83 0.97

En la tabla 13 se presentan los momentos del modelo con un proceso de difusién, tanto en su
desviaciones estandar absolutas{ﬂ en la primera columna, las desviaciones estandar relativas a la
desviacion estandar del producto, en la segunda columna, la correlaciéon de las o; con respecto al
oy, en la tercera columna y finalmente en la cuarta columna estan las primeras autocorrelaciones

de cada una de las series generadas.

El otro algoritmo de simplificacién de un shock agregado es el presentado por Winberry
(2018), el cual presenta una perturbacién del estado estacionario. Este modelo se resuelve utili-
zando como base el modelo de Khan y Thomas (2008) con costos no convexos de ajuste en la
inversién y la base de parametrizacién usada en este modelo, con la diferencia de los parametros
de la productividad idiosicratica de las firmas y el costo de inversion, como se discutié anterior-

mente.

Tanto King y Rebelo (1999) como Winberry (2018) presentan los momentos que entregan
las simulaciones de sus modelos por largos periodos, los que se comparan en la tabla a conti-

nuacién, para tener una mejor nocién de los resultados obtenidos con este método de linealizacién.

14E] valor de la desviacién estandar del producto puede ser ajustado disminuyendo la varianza del proceso de
difusién de la productividad agregada, sin embargo, para hacer comparables los momentos entre los modelos esto
no se presenta.
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Tabla 14: Comparacién momentos entre modelos

g o; relativa (o;/oy)

Y[ C[]TI |« Y] C [T [
Data 1.81 | 1.35 | 5.30 | 0.30 11074293 0.16
King y Rebelo 1.39 | 0.61 | 4.09 | 0.05 11044 295 | 0.04
Winberry 2.16 | 1.02 | 8.48 | 0.17 11047 393 | 0.08
Modelo Poisson | 1.85 | 1.95 | 2.76 | 0.63 1]1.05]149]|0.34
Modelo Difusién | 2.11 | 1.64 | 6.27 | 0.35 11077297 | 0.17

Un primer aspecto a destacar de los momentos del modelo con difusion es la cercania de las
desviaciones estandar relativas con relacion a aquellos encontrados en los datos. Estos momentos
son logran mejorar aquellos obtenidos en los modelos de King y Rebelo (1999) en el consumo y
la tasa de interés y también a los obtenidos en Winberry (2018) en los tres agregados analizados.
Con relacion a la desviacion estandar relativa de la sobre inversién sobre la desviacion estandar
del producto es un punto importante, ya que en este trabajo se utilizé el supuesto de costos
convexos en la inversién, el hecho que se logre un o7/oy es similar a los datos logra respaldar el

resultado de Khan y Thomas (2008) y no resulta un problema para este modelo.

Sin embargo, el modelo con un proceso de Poisson no logra lo mismo que el modelo de
difusién en términos de desviaciones estandar relativa, ya que el consumo y la tasa de interés
presenta una variacion excesiva en relacion a todos los deméas modelos y una muy baja variacién

en el agregado de inversion.

Tabla 15: Comparacién momentos entre modelos

Persistencia Correlaciéon Contemporanea
Y [ C[]TI [ r Y] C [ T | r
Data 0.84 | 0.8 | 0.87| 0.6 1] 0.88] 0.80 -0.35
King y Rebelo 0.72 1 0.79 | 0.71 | 0.71 11094 0.99 0.95
Winberry - - - - 1 10.90 | 097 0.79
Modelo Poisson | 0.97 | 0.93 | 0.76 | 0.98 11098094 -0.99
Modelo Difusién | 0.90 | 0.98 | 0.93 | 0.97 1]0.89]0.94 -0.83

En la tabla 15 se presentan las diferentes persistencias de cada variable entre los modelos,
entregada por la primera autocorrelacion de las desviaciones estandar y las correlaciones con-
tempordneas entre los o; y el oy, en términos de la persistencia se puede los modelos con costos
convexos presentan una mayor persistencia con relacién a los datos, sin embargo, la persistencia
de la inversién resulta ser mas cercana a la de los datos que el modelo de King y Rebelo (1999).
Al enfocarnos en la correlacién de los modelos resalta que este modelo logra a diferencia de los

otros dos modelos comparados una correlacién negativa en la tasa de interés y el producto. Al

39



analizar el resto de las correlaciones se observa que el modelo de difusién logra una buena apro-
ximacion de este momento en la variable del consumo agregado y una correlacién més cercana

en la inversién a la obtenida en el resto de los modelos.

Si buscamos analizar comparativamente los modelos con dos y muchos niveles de producti-
vidad, en primer lugar hay que referirse a las desviaciones estandar obtenidas de los modelos.
En este punto el modelo con dos niveles de productividad genera momentos muy diferentes a los
encontrados en los datos, teniendo una variacién de la inversién sorpresivamente baja, ya sea en
términos absolutos como relativos, adicionalmente la variacion de la tasa de interés es del do-

ble al obtenido de los datos y del modelo con difusién, el consumo agregado sigue el mismo patrén.

En segundo lugar, en términos de la persistencia de los modelos, en ambos modelos se ve una
mayor persistencia a la hallada por King y Rebelo (1999) en los datos con la excepcién de la
persistencia de la inversion en el modelo de Poisson. Con relacion al resto de estos momentos,
no es claro que un modelo genere persistencias mejores al otro en cada una de los puntos de
comparacién. Finalmente, en la comparacién de las correlaciones obtenidas a partir del modelo
con muchos niveles de difusién en los momentos de la tasa de interés y el consumo este entrega
correlaciones mucho més cercanas al vista en los datos y en relacion a la correlacién de la inver-

sién esta es indistinguible entre los modelos.

Tomando en consideracion que en el andlisis de estado estacionario el modelo con un proceso
de Poisson era una buena aproximacién del modelo con un continuo de niveles de productividad,
en el caso de incorporar un shock agregado, el modelo de Poisson entrega momentos significa-
tivamente diferentes al del modelo de difusion, el cual si logra una buena representacién de los
momentos obtenidos de los datos. Todo lo anterior hace que en presencia de un shock agregado
en modelo con dos tipos de productividades no sea una buena aproximacién del modelo con

muchos niveles diferentes de productividades.

Una forma diferente de analizar los dos modelos presentados en este trabajo es mediante las
funciones impulso respuestas (IRF) obtenidas a partir de un shock tnico de una amplitud de
una desviacién estandar del nivel de estado estacionario de la productividad agregada, definido

anteriormente.

En la figura 11 se puede ver las IRF para los dos modelos frente al mismo shock agregado, en
términos de desviacién porcentual con relacion al estado estacionario. Como se podia concluir a
partir de los momentos se ve naturalmente reflejado en las IRF, ya que la inversién en el modelo
del proceso de Poisson (lineas azules) reacciona de una forma mucho menor que en el modelo con

el proceso de difusion. Esto hace que el capital agregado reaccione en una menor medida también.
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Figura 11: IRF shock agregado tinico, una desviacion estandar
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En términos de la persistencia en el modelo de Poisson la inversién no tiene un periodo
por debajo del nivel de inversiéon agregado de estado estacionario, lo que impacta en la mayor

persistencia del shock agregado en el capital agregado de la economia.

Al estar analizando una pregunta que involucra a un shock agregado se puede concluir que
el modelo con dos niveles de productividades no realiza una buena aproximacién del modelo con
muchos niveles de productividades. Por lo que para este tipo de analisis es necesario utilizar el

modelo con difusién para poder obtener mejores conclusiones.

6.2. Desagregacion del shock agregado

Una pregunta importante y natural que surge a partir de un shock agregado que puede en-
frentar una economia tiene que ver con los diferentes impactos que este tiene sobre diferentes
tipos de empresas, y las posibles implicancias de estos efectos. En este apartado se analiza a par-
tir de unas pseudo-IRF de un shock tnico, negativo, de las variables agregadas y la simulacién
de la funcién de distribucién. Estas funciones no son exactamente IRFs, ya que en cada momento
del tiempo diferentes empresas tienen diferentes niveles de productividad, por lo que a lo largo
de los periodos simulados una empresa en especifico se encuentre en diferentes quintiles en casa

uno de los periodos.
En primer lugar hay que recordar que se estéd trabajando en un ambiente en donde hay una

restriccién de capital minimo, por lo que las empresas con menor capital pueden tener una res-

triccion activa. La forma de dividir el continuo de empresas es por quintiles de productividad,
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es decir, en el primer quintil estd la suma de las inversiones de todas las empresas que en ese

periodo pertenecen al quintil més bajo de la funcién de distribucién de las empresas.

Figura 12: Desagregacion de la inversién, shock agregado 1 desviacion estandar
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En la figura 12 podemos observar como se mueve la inversion para cada quintil de empresas
que en cada periodo pertenece a cada uno de los 5 quintiles de los niveles de productividad

idiosincratica de la economia, como desviacién porcentual con relacién al estado estacionario.

Uno de los principales aspectos a destacar es el gran efecto negativo que el shock agregado
tiene sobre las empresas en los 2 quintiles inferiores, en donde se encuentran unos efectos in-
mediatos entre 3-8 % en los primeros periodos, siendo que el mayor desequilibrio del resto de

quintiles es un poco superior al 1% con relacién al estado estacionario.

Con relacién a la duracion del shock agregado, podemos decir que esta es mayor para la
empresas menos productivas, siendo el efecto més corto en aquellas empresas que se encuen-
tran en el quintil superior de productividad. De esta forma no solo en términos de intensidad,

sino que en términos de duracion temporal las empresas menos productivas se ven mas afectadas.

En la figura 13 se presentan los movimientos del capital desagrado de las firmas por quin-
til de productividad en cada periodo posterior al shock agregado. De forma similar al analisis
anterior los mayores efectos se ven en las empresas que les toca estar en los quintiles de menor
productividad, sin embargo, a diferencia de la inversion, el largo del desequilibrio y su peak es

lo mas relevante.

42



Figura 13: Desagregacion del capital, shock agregado 1 desviacion estandar
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Las empresas que se encuentran en los quintiles superiores de productividad presentan una
desacumulacién superior del capital en periodos maés cercanos al momento del shock agregado, y

de igual forma que en la inversion vuelve de manera mas rapida al nivel de estado estacionario.

En el caso de los quintiles de menor nivel de productividad idiosincratica el efecto del shock
tarda unos periodos més en alcanzar su maxima desacumulaciéon para luego comenzar a retorar
al valor de estado estacionario. El shock agregado de igual forma que en la inversién tiene un

efecto mucho mas prolongado en los quintiles inferiores.

7. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se mostré que bajo la utilizacion de un modelo en donde las em-
presas presentan diferentes niveles de productividades idiosicraticas diferentes es posible analizar
un mayor nimero de aspectos sobre las firmas, tales como diferencias no lineales en la funcién de
distribucién estacionaria al enfrentar pardametros globales diferentes. Adicionalmente, se ilustra
las diferencias y limitaciones de un modelo con una empresa representativa en estado estacionario
frente a modelos con empresas heterogéneas, en donde incluso en un andlisis de estado estaciona-
rio el precio de equilibrio se encuentra muy por debajo del logrado por los modelos heterogéneos,
esto como consecuencia de la incapacidad de representar los diferentes niveles de inverisién de

cada tipo de empresa condicional a sus estados de k y z.
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Al avalarse en el resultado encontrado por Khan y Thomas (2008) sobre las variaciones de los
shocks idiosicraticos y agregados podemos asumir una simplificacién sobre la forma de los costos
de inversién que enfrentan las empresas en una economia con diferentes niveles de productividad.
En base a esto se puede utilizar el algoritmo de Ahn et al. (2017) para realizar un anélisis de un
modelo RBC en tiempo continuo y obtener de forma eficiente y relativamente sencilla de anélizar
un shock a la productividad agregada de las empresas, el cual logra generar momentos similares

a los datos analizados por King y Rebelo (1999).

Esto se logra utilizando la mayoria de los parametros utilizados en la literatura de tiempo
discreto que poseen empresas heterogéneas como lo son Bachmann et al. (2013), Khan y Thomas
(2008) y Winberry (2018), en este trabajo solo se cambiaron los parametros de costos cuadraticos
de la inversién por razones de la estructura de los costos y también se utilizé6 una parametrizacién
levemente diferente a para los shocks idiosincraticos para obtener una funciéon de distribucién

de la productividad més similar a la encontrada en los datos.

Adicionalmente, se mostré bajo que escenarios un modelo con empresas heterogéneas en don-
de existe un gran numero de niveles de productividad puede ser simplificado para trabajar con
un modelo en donde solo existan dos niveles diferentes de productividad idiosincratica, en donde
se concluye que esto es una buena simplificacién para preguntas sobre el estado estacionario de
la economia y en donde no se esté interesado en responder preguntas sobre restricciones sobre
alguna variable de estado. Posteriormente, se analiz6 los efectos no lineales del modelo con un
proceso de difusién frente a escenarios en donde en estado estacionario las empresas enfrentan
parametros globales distintos, en donde existen efectos diversos segin productividad tanto en

magnitud como en la direccién de estos.

Con el objetivo de clarificar bajo que escenarios es razonable utilizar un modelo con un pro-
ceso de Poisson se incorporé un shock agregado a la productividad de las empresas. Si se busca
responder este tipo de preguntas basandose en los momentos e IRF obtenidas la simplificacién
sobre los niveles de productividad deja de ser valida, para la economia como un todo, dado que
los momentos obtenidos son muy diferentes a aquellos de los datos y el modelo con muchos niveles

de productividad.

El resultado central se encuentra al desagregar los efectos de un shock agregado de una des-
viacién estandar las empresas que se encuentran en los quintiles mas bajos se ven mas afectadas
en términos de inversién y enfrentan una reaccién més duradera en el tiempo, lo que puede traer
consecuencias importantes en términos de desigualdad dentro de la economia si consideramos el
resultado de Song et al. (2019), en donde se muestra la tendencia de la concentracién de tipos

de asalariados por tipo de empresas.
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Finalmente, pensando en posibles extensiones de esta tesis, una tedrica seria la inclusién
de imperfecciones de mercado pensando en restricciones al crédito. Esto podria desarrollarse a
través de: (i) un requisito de necesidades de financiamiento como en el acelerador financiero de
Bernanke et al. (1999), (ii) a través de una restriccién adicional a la dindmica de capital 6 (iii)
a una restriccion de no-negatividad en las utilidades. Por el lado empirico, diversos estudios
han explotado cortes transversales o paneles cortos de firmas. En este caso, el modelo permite
relacionar una identificacién conjunta de series de tiempo y panel. Esto puede ser muy relevante

en el caso de disefio de politicas macro-prudenciales.
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A. Apéndice

A.1. HJB proceso de difusién

El problema de la firma definido en (1-3) puede ser representado en tiempo discreto mediante

la siguiente ecuacion Bellman:

(ke %) = maa:{(ztk:t gy §k—)dt + B(dt) Eyo(Eesar, ZM)]}
kt+dt = dt(Zt — (Skt)kt

Tomando en cuenta que la tasa de descuento intertemporal puede ser representarse como
B(A) = e P2 el segundo término puede ser representado por una aproximacién de Taylor de

primer orden a la siguiente expresién 1 — pA. Por lo que

ke, 2) = maz{zk® — iy — X i bt + (1 pdt) Efo (e, 2]

Si abrimos el término de la expectativa y reordenamos se puede obtener:

V(Kiqdt, 2eqar) pdt = max{zky — iy — **}dt + E[v(kitat, zedr) — v(ke, 2¢)]

Dividimos todo por dt obteniendo de esta forma

X i - Eilv(kirar, ze4ar) — v(ke, 24)]

k K —q — =2
PU( t+dtvzt+dt) max{zt t (27 2 ey dt

Ahora se hace tender A — 0 para obtener ela siguiente expresién:

X i } Ey[dv(kt, 2t)] (41)

pv(ke, z) = miéx{ztkf‘ - g

Si consideramos el proceso de difusion y utilizamos el lema de Ito generalizado tenemos:
. 1
d’U(]Ct, Zt) = [akv(k‘t, Zt)(lt — 5kt) + 822}(]{/}, Zt)M(Zt) + iazzv(k:t, Zt)O'Q(Zt)]dt + Bzv(kt, Zt)O'(Zt)th

Si obtenemos la esperanza de este término, utilizamos que E[dW}] = 0 ya que es la esperanza

de un movimiento Browiano estandar,

Eldv(ky, z¢)] = [Okv(ke, 2¢) (i — Okt) + Ov(ky, z¢) () + %azzv(kt, 2)0 (2)]dt
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Sustituyendo en (41) se obtiene

pVi(k,z) = mfix{zko‘ —i— %(%)2/{?} + 0V (k, 2)(i — 0k) + 0,V (k, 2)p(z) + 0.,V (k, 2)

(42)

A.2. HJB proceso de Poisson

De forma similar a la realizada en el apéndice anterior se puede obtener la versién de la
ecuacion de HJB cuando la productividad de las firmas puede tomar dos valores y el proceso

aleatorio sigue un proceso de Poisson.

Plantiemos el problema de las firmas en periodos de longitud dt, en donde las firmas poseen
una tasa de descuento intertemporal igual a la de sus duenos S(dt) = e P las firmas pue-
den tener dos niveles de productividad, z" o 2!, las firmas mantienen su nivel de produtividad
con probabilidad ph(dt) = e " (p!(dt) = e ) y cambian su nivel de productividad con
probabilidad 1 — p/(dt) (1 — p'(dt)).

o X
v(ke, 2t) = maz{zk — iy — §?}dt + B(dt) Ee[v(kitdt, Ze+ar)]
t
krar = (3¢ — Oky) kedt

El término de la expectativa puede ser escrito en términos de probabilidades dado que existen

solo dos estados posibles para el nivel de la productividad,

:2
. 1
V" (ke, 21') = maz {2 ky — iy — %klt}dt + B(d)[p" (dt)o" (kepar, 21'par) + (1= p" (d0))0 (kesars 21 ar)

kt+dt = (Zt — 5kt)ktdt

Tanto la tasa de descuento intertemporal como la probabilidad de mantener el nivel de pro-
ductividad pueden ser denotados en una forma alternativa la cual se puede aproximar mediante

una aproximacion de Taylor de primer orden,

B(dt) = e P ~ 1 — pdt, p(dt) = e " ~ 1 — Mt

Reemplazando esto en la ecuacion de Bellman,

-2
. (3
O (ky, 20) = max{ 2Pk — iy — gk—i}dt + (1= pdt)[(1 = N'dt)" (kyya, 21y qp) + N dto! (kpar, 24 ar)]
Reordenando,
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[(1=N"at) 0" (kyyar, 20 gp) N A0 (Kyy ey 2hsgp)] pdt = maz{m(ky, 2 Yt+[(1=Ndt) o™ (kppar, 20 g)+

Neadtv! (kevat, 21 .ar)) — 0" (ke 27)
Dividiendo en ambas partes por dt,

'Uh(kt—i—dtv Z?+dt) - Uh(k‘t, Zth)
dt

po" (ks 24 aqr) = maz{m(ky, 20') }+ AN Ryt s ge) =" (keeats 20 ar)]

Reemplazando la restriccién de kiyg4: en la funcién valor de las firmas y tomando dt — 0,

lim ’Uh(ktert) — Uh<kt) — lim ’Uh(dt(it — 5kt) + kt) - 'Uh(kt)
dt—0 dt dt—0 dt

= 0" (ky) (it — Sky))

Reemplazando esto ultimo en la ecuacién de Bellman y recordando que tomamos el limite de

dt — 0, entonces la HJB queda:
pu" (ke, 2") = méx{m(kt, 2)} + O (ke) (i — ko)) + N[0! (ke 2) — 0" (ke 24')]

A.3. KFE proceso de Poisson
Esta demostracion es una adaptacion de la demostracién de la ecuacién de Kolmogorov con

un proceso de Poisson en Ahn(2017).

En primer lugar hay un continuo de firmas que tienen un nivel diferente de capital k y pro-
ductividad zP. En donde el nivel de productividad es una variable aleatoria que puede tomar dos

valores 2" y 2!, y sigue un proceso de Poisson con intensidades \* y A\

La evolucion del capital de una empresa cualquiera puede definirse de la siguiente forma en

tiempo discretizado:

kt+dt — k= (Zt — 5/{3t)dt — k= kt+dt — (Zt — 5]€t)dt

Luego de la desicion de inversion y por ende de la desicién de cambio en el capital, se conoce
el nivel de produccion, z.y4;, que es una variabe aleatoria. En donde, cambia de nivel de produc-
tividad con probabilidad APdt.

Es necesario definir la funcién de densidad acumulada en relacién a la acumulacién de capital
(CDF), dada por:
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GP(k,t) = Pr(ky < k,z; = 2P)

Esta CDF representa el porcentaje de empresas que en ¢ tienen un nivel de productividad zP
y un capital para producir en ese periodo menor o igual a k. Esta CDF cumple con propiedades

clasicas de una funcién de densisdad acumulada de una variable aleatoria, como
G"(0,t) + GY0,t) =0

G"(00,t) + G' (00, t) = 1

La funcién de densidad se define a partir de la funcién acumulada, g?(k,t) = 0pGP(k,t).

Para obtener la ley de movimiento de la CDF sobre el capital acumulado hay que tomar
la ecuacion de movimiento del capital, fijar un punto cualqueira de k y preguntrse cual es la
probabilidad de que k;14 sea menor o igual que ese nivel k fijado. De la ecuaciéon de movi-
miento del capital tenemos que esto depende del nivel actual de capital k; y de si la inversién
neta,la cual puede ser positiva o negativa. Hay tres posibles alternativas para que en ¢ + dt el
capital del proximo periodo esté bajo el k fijado, en donde solo se pueden presentar dos casos

simultaneamente:

Pr(kypa < k|2, =20) = Pr(k; <k)+ Pr(k <k <k — (i — 6k)dt)

p
t+dt

(Si iz — 0k:)dt es < 0) y no se cambia el nivel de productividad.

Pr(kt+dt S k|Z = th) = P’I"(kjt S k) + PT(IC - (’Lt - (Sk't)dt S kt S ]{Z)

p
t+dt

(Si iy — 0ky)dt es > 0) y no se cambia el nivel de productividad.

La interpretacién de las probabilidades anteriores son, la primera probabilidad corresponde
a las empresas que ya estaban bajo el umbral, dado que la inversién es una funcion de politica
continua y suave que depende del nivel actual de capital, por lo que la inversién condicional
al nivel de productividad es o positiva o negativa. Esto hace que el capital acumulado de las
empresas se mueva en una sola direccion. Entonces el segundo término de las probabilidades
anteriores corresponden a todas aquellas firmas que estaban entre el umbral y el diferencial de
inversién (negativo en la ecuacién superior y positivo en la ecuacién inferior), por lo que en ¢t +dt

estardn bajo el umbral fijado k.

Para simplicidad de la derivacién nos enfocaremos en el caso en que la inversiéon neta es
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negativa, usando que Pr(k < k;) = (1 — Pr(k: < k)) se obtiene
P’r(kjt—&-dt < k) == PT’(th < k— (Zt - (5kt)dt)

Si consideramos que en el siguiente ¢t + dt instante el nivel de productividad de las firmas
puede ser tanto 2P como z7P en forma genérica, entonces en el periodo ¢t hay una probabilidad
de (1 — dtAP) que haya mantenido su nivel de productividad y una probabilidad dtA™P que haya
cambiado de productividad, por lo que reemplazando la definicién de probabilidad e incorporando

esto ultimo podemos obtener:
GP(k,t +dt) = (1 — dtAP)GP(k — (iy — Oky)dt, t) + dtAP(k — (iy — 0ky)dt, t)
Si restamos en ambos lados por GP(k,t) y dividimos todo por dt se llega a:

GP(k,t +dt) — GP(k,t)  GP(k — (i — 0k¢)dt, t) — GP(k,t)
dt a dt

— NPGP(k — (i — 6ky)dt, t)

+ )\_p(k — (Zt — (skt)dt, t)
Tomando el limite cuando dt — 0
WGP (k,t) = OGP (k,t)(k — (iy — 0ky)) — APGP(k,t) + A"PGP(k,t)

Para obtener la ecuacién de Kolmogorov hay que diferenciar los términos GP(k,t) y G7P(k,t)
con respecto a k ya que lo que importa es Pr(k;) = k, zi—.» 1o que es la derivada parcial de la

CDF con respecto a k, por lo que la ecuacién de Kolmogorov es:

BGP (k1) = OGP (k, t)(k — (iy — Oky)) — NPORGP (k, 1) + A\POLG P (k, 1)

Si consideramos que estamos en el estado estacionario, entonces la derivada con respecto a t

se hace 0, quedando finalmente

0= gp(k:,t)(k - (it - 5kt)) - /\pgp(k7t) + Aipgip(]%t)

A.4. Distribuciones de productividad

En el grafico presentado a continuacién correpsonde a la distribuciones de Kernel de los
datos reescalados de las empresas entre los anos 2010 hasta 2017.

En donde puede apreciarse que la distribucién de estas empresas a lo largo de los diferentes
afnos tiene en primer lugar la misma forma, la cual se asemeja a una disribucién lognormal. Adi-
cionalmente, las colas inferiores de las distribuciones aparentan no tener un cambio significativo,

mientras que la cola superior posee algo mas de volatilidad a lo largo del periodo estudiado.
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Fl grafico anterior corresponde a la distribucion de kernel original, en miles de £ por traba-
jador, en donde naturalmente la forma sigue la misma forma que la distribucién reescalada. Ya
que tiene una seccion en los negativos tuvo que ser reescalada por la definicén de la distribucién
lognormal en los positivos.

En la figura anterior se ve la distribucién de empresas por tipo de empresas para 3 anos de

la base de datos explicada en la seccién principal del trabajo.

A.5. Grafico de Consistencia interna de la simulacion

A continuacién se presenta el grafico presente en el cédigo de Ahn et al. (2017) en donde se
comprueba que los errores de las variables linearizadaas no sean grandes, lo que se presenta en

el grafico siguiente.
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Fuente: Office for National Statistics - Annual Business Survey (ABS), Inter-Departmental Business Register

(IDBR)

A.6. Desagregaciéon Inversiéon modelo Poisson

La figura siguiente se muestra el efecto desagregado de un shock positivo agregado a la
productividad, en donde esta el cambio de la inversién para las empresas que en cada periodo se

encuentra en baja o alta productividad.
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A.7. Desagregacién movimiento funcion distribucion modelo difusion

En la figura siguiente se presenta la variacién de la distribucion de los diferentes percentiles
a lo largo del tiempo, en donde se ve que los cambios en la distribuciones de las empresas es casi

nulo frente a un shock agregado.
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