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En el año 1964 Ge11-Mann y Zweig, eD for¡na inde-

pendiente, observaron que la enorme gana de hadrones conocidos

en la naturaleza podía ser reconstruída en térninos de tres ti-

pos de entidades fundamentales, objetos a los que Gell-Mann 11a-

m6 "quarks!' y Zweig "aces".

Esto- fué posterior a la teorÍa lLanada "camino

6ctuple", segú¡ 1a cual los hadlones se cLasificarsn fornando

supermultipletes asociados a representaciones de su(3), al tomar

como entidad fundanental octetos de partfculas.

La idea de quarks, sin enbargo, pernite reobte-

ner los mis¡nos supermuLtipLetes anteriores, con mayor be]jeza y

sg¡.oi{le2, suponiendo para 1os bariones una estructura ligada de

tres qUarks y para 1os mesones una estructura de un par quark-all

tiquark 
"

Los tres tipos de quarks, iniciaLmente sugeri-

dos los llamaremos Prn )¡ l. La forma en que los hadrones están

consti-tufdos, de acuerdo a este nodelo, obliga una asignaci6n

de spin I Orr, Lss quarks. Estas "partículast' están caracteri-

zadas, además, Por isospin y extrañeza, núne-ros cuánticos que

son conservados en 1as interacciones fuertes. Reeordems breve-

¡nente que e1 isospin (I) se define a tranés de los (2I+1) subes-

tados de carga de una partfcuLa y'en el espacio de carga, I'as

tres componentes del vector de isospin satisfacen el álgebra de

I. INTRONUCCI'ON "



momento angular. La extrañez.a (S), por otra pártc r es un núme tu

cuántico que se introdu.i o * f.in ric da:- cuento del he'ehc que ¿1=

gunas particul.as, precisamente 1as llamadas particulas extrañas,

se presentan siempre en asociacién (en par'es) .

Este simpl-e modelo de quarks adscribe un número
.1bari6nico 3 a cada antiquark" Esto L1-ama 1a atenci6n, pues no se

conoclan, con anterioridad, asignaciones fraccionarias de número

bari6nico.

Cono consecuencia de 1a hip6tesis de número ba

ri6nico fraccionario, observamos, debido a la relación de Ge11-

Mann-Nishijina, que los quarks tienen carga eléctrica fracciong

ria (% y -Ll 1o que constituye. una propiedad bastante singular'3 
3

de1 modelo dado que contradice e1 hecho, experimentalmente com-

probado con gran precisiónr eu€ la carga eléctrica aparece en

la naturaleza siempre como un núnero entero de veces la carga

del electrón, 1a cualr por 1o tanto, debe considerarse como la
unirlad fundanental de carga en 1a naturaLeza"

Bsto motiv6 que se crearan esquetnas alternati'
vos con asig-naciones'enteras tanto'de número bariónico como de

carga eléctrica; estos nodelos aparecen hoy excluídos por la
evidencia experimental.

En resumen, hasta el momento tene¡nos un esque-

ma te6rico en e1 cual se propone que los 1adri1los fundanenta-

les de 1a poblaci6n hadr6nica serfan esos tres objetos, los
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guarks, a los. cuaLes. asignanos' el.siguiente conjunto de números

cuánticos.

Spin Núme+o Sarióhico I , I¡ S Carea(Q/e)

P 1t2 lts 1/2 1/z 0 z-

n 1/? 113 ltz -1/2 0 -trr,
\ 1t2 1ls 0 0 -1 -1/s

¿Qué nos dice,, Ia. evidencia experinental-respecto

a las..afirraeignes de1 modelo?

.En scattering de haees de negtriaos, de alta
energla'cotr .nucleone, 

(r ) se conclu¡re que :la secci6n efica z co-

rrespondería exaetamente a Lo que sería.eL scattering.eLástico
de blancos puntual-es. Adenás, Ia raz6n empírica entre las seccio

nes eficaces de scattering.neutrino:nuc'Le6n':y antineutrino-nu-

cleón, nu€stren, claranente que estos constituyentes puntuales

dentro de1 nucle6n tienen snin ].
Recientemente (-t), ru. ti,ene: evidencia e:cperimen-

tal suficiente que .pernitirla mostrarr e1 deuter6n cono un objeto

en e1 cual se reconocen"seis constittryentes^de1 tipo anteriormen

te mencionado.

Por, otra parte.r .ert. e1 .estudio de].. scattering

de electrones -con nucl.eones- se. obtiene u{rs.p'redicci6n. para e1

cuadrado*nedio .de 1a: carga: de 1os.-quarks;.:Los dat,os experimenta-

Les coinciden. CoD:.. gran,:precisión con- la.:predicci6n . del mod.elo de
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quarks con car.ga.fraccionaria, con Lo cuaL pierden validee Los

esquemas de asignaci6n entera:a que al'udinos'

La teorÍa proporciona tanbién otra predicci6n

que pernite contar experimentaLnente eL número de quarks presen-

tes en un nucle6n. La evidencia experimental, a través de medi-

ciones de secciones eficaces para scattering de neutrino-nuc1éon

y antineutrino--nucledn, experinentos efectuados en 1975, conduce

a un valor de 3rZ t 016 para el número.: de estos constituyentes

elenentales (quarks)r QUo estarÍan presentes--en Los nucleones,

en comparaci6n con 1a predicci6n de tres quarks que nos da el

medelo 
"

: La referencia (1) contiene una excelente revi-

si6n de 1a situación.experimentaL: en' torno' a- los- quarks, hasta

comienzos de 1975, y en e11.a se.muestran y conentan detalladamen

te los resultados a que hemos hecho a1usi6n"

En resu¡nen, La situaci6n en torno al. modelo de

quarks, tanto te6rica- como ernpírica, es. convincente y optinista"

Sin embargor 1Lana'La ¿tenci6n eL-hecho gue todos Los intentos

efectuados, en un rango rruy'amplio de energÍas, a fin'de detec*

tar quarks aislados. no, han dado resultados positivos.

Por 1o tanto la evidencia fenomenol6gica parecig

ra ser tan s61o indirecta a partir de experimentos como 1os que

henos mencionados,

EL estudio teórico de esta situación, debido
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principal.nente a Wilson, a Kogut'y a Susskind, condtuce a ¡;.üúi in=

teracción entre quarks dada por un ¡rotencia). I"ineaL, eon i.o que

la fuerza entre ellos es constante " Est,o expLica e1 conf inamien-

to de 1os quarks¡ €s.'decir.la inposibilidad'en principío de ob-

servar un quark aislado, ya que artes que esto pueda ocurrirola

energÍa gastada en el proceso de extraccidn de un quark serÍa sg

ficiente.para producir un nuevo mes6n a través de la creación,

de un par quark-antiquark. De acuerdo a esta idea ltegaría aquf

a su fin la cadena de particiones posibles de la matería, ya que

no tendría mayor sentido e1 asignar una cierta estructura a "pal

tf culas" que no podrÍamos observarni siquiera en principio.
Debemos nencionar todavÍa algunas otras dificul

tades no triviales de1 ¡nodeLo de quarks " La suposición de spin

semientero para quarks, 1o eu€ r según vimos , aparece. en acuerdo

con la evidencia experimental, obliga a que estos objetos estén

sometidos a la estadlstica de Fermi-Dirac" Según esto, Do pueden

coexistir dos,quarks en un mismo estado, €s decir, bajo una igual

especificaci6n de 1e¿er Los números cuánticos,

Sin embargo, eL modelo predice que la partíeuLa

O, por ejenrplo, estaría constituída de tres quarks extraños en

iguatr estado cada uno, a fin de reproducir l"as propiedades- asig-

na<las experinentalmente a 1a partícu1a¡esto. contradice e1 princi
pj{} de excl.t¡si6n de Paul.i, La dificul.tad se ha podido st¡bsanar

i.ntroduciendo un nuevo nú¡nero cuánticor Llanado "co1or", tal que

cada uno de los quarks mencionadosr Prn Y tr' pueden encontrarse
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en tres estados,posibles de color. Este número cuántlco que en

nuestro pals bien puede-"asumiT los:valores" blanco, rojo y aztL,

pe¡.mite que e1 principio de. exclusi6n pueda continuar satisfp-cíéq

dose puesto que,.1os quarks presentes en un hadrdn no estarian to-

dos en e.L uris'mo, est.ad_o..

.La hip6tesis. de.-co1or,, introduce regl.as adicio-

nales para 1a,.co¡nbinaci6n de. quarks" Pri¡qgro;.. los-bariones deben

estar gonstitufdos: por:tres. quarks cada. uno de los cuates con un

color distinto'.'Le. segunda. especificaci6n-.se re.fiere a 1os meso-

nes los. cuales serlan rpares -d.e quark:antiquark con igual conteni

do de Los. tres. colores, de. nodo.que.'al. efectuar una medici6n so-

bre un cierto intervalo: de. tiempo. no" obtenganos un vaLor deterni

nado" de co1or.

Notemos que. 1a introducci6n de1 color inplica
que Los. tres. quarks'originales, se.-han. convertido en nueve quarks 

"

Esto .no. significa que -e1. núnero.:de. b¿¡¡pous."pueda. crecer.. veinti-
siete veces y el. núme,ro de mesones nueve veces, YZ. que las reglas

de constituci6n de hadrones" a partir-de.quarks" coloreados nos

aseguran que. ninguna. partícu1a nueva es., sbservable.

Con esta idea se.ha- trabajado bastante en 1a

literatuta y se ha propuesto. una..sinetría SU(5) de coLorrla cua1,

a diferencia. de. La. sinetrfa SU(3). en-.1a.:eual, las, matrices de1

grupo act6an .sobre: e1 triplete.: fundenental: de. Los tres quarks,

prn y ),, es una. sirnetría exaeta; -sin:eL. quiebre. de.masa caracte-

rfstico de las representaciones eonocidas: como. e1 decupleto y el
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octeto.

Las, reglas de comb¡.iaaci6n de eolores en este

nuevo nodelo-r. dentro del naree de SU(3)r S€ traduce. simplemente

en afirmar que Los úni.cos- estados posibles de color"son estados

singuletes.

. La evidencia experimental sobre e1 color ha si

do satisfactoria."El- experinento más: intelesante-consiste en La

determiaaci6n:de La. raz6n. de'producci6n de hadrones a pares nudn-

antimu6n. en colisiones de electrones con positrones a alta ener

gía. CáIculos basados, en teoría de:camp'os:predicen que 1a xaz6rt

menciOnada se aprOxinaría a un valor constante igual" a La suma

de los cuadrados . de las ' cargas ', de : los, quarks . En e 1 rango de

energla. comprendidas j:entre dos-"y tres r Gev, 10s resultados son

compatibles con;:1o.esperado y".qo".La taz6n se" encuentra muy

cercana. al. valor predicho(2) por. eJ.- modelo de. color"

Desde: 1ss: comienzos: mismo deI nodelo de. quarks

que hemos: expuesto;. se: intent6:'una,.generalización de1 modelo in

troducieudo quatro objetos fundanentales, cuatro'quarks, a fin
de lograr.una simetrí¿ entre interacciones débiles, en las cua-

1es. encontramos.. cuat:ro: leptones (aparte 'de sus correspondientes

antileptones) y las interaccíones: f.uertes "

Esta idea-cob16 especial importancia cuando

se observ6 1a ausencta compi.eta'de-decarnientos débiles en los

cuales cambia.la extrañeza deL.sistema (lAS[#0) dados por co-

rrientes.neutra§" Una'situación: como ésta no se puede explicar



con eL nodeLo. de. tres. qtrarks 
"

En e} año 1970, 61ashowr.. Iliopoulos y Mari"*i(t)
propusieron un nodelo para explicar éstoi al introducir un cuar

to quark, ets€. llamatemos c, con igua'L carga eléctricatfe) que

e1 quark.p.. Para. diferenciar este,nuÉvo objeto de 1os restantes

1e asignanos,un nuevo n6nero cuántico ll"amado: "eneanto"o El en-

cantor. al, igual-que.. La. extrañeza, es conseryado en: 1as interac-

ciones , fuertes. y, electronagnéticas.

. Con esto eI grupo de simet¡ria. de l"ss 'hadrones

pasa a" convertirse: en: SU(4) . Esto tros.permite. esperar. 1a, posi-

bilidad.de .observaci6n de nuevos urultipletes. de estados hadró-

nicos, 81 superar el:t¡nbraI de energfa pararla aparicidn del

encanto. .

Los núneros-cuánticos -asignados al. ahora cuar-

teto de quarks serfan 1os siguientes:
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f,a primera evidencia de encanto-en físi.éa de

partículas la constituye'e1'dlescubrimiento de 1a llamada partf-
cula rp o J.a-fines.de 1974(+). Inmediatamente después se descu-

bri6 otra.resonancia;a1 parecer un.estado.excitado de la primera.
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Posteriornente se. descubrieron dos : resonancias adicional.es.

Esta-partf cul.a consistirÍa de. un par- quark-anti
quark,..encantados-, (eharnonitrn) y es mu¡r masiva (5"0gS t S mev).

§u vida.nedia- es. considerablenente" larga; del orden de 10-'0, ,u
gundos t Y ¡. de- heeho, " aparecié. como^:u¡a:.Tesonancia bastante agu-

da. Las resonancias, siguientes se"-han inle,rpre-tado cono estados

excitados -del- charnonimr::en:.foroa tal que e1 primer estado co-

rrespondo. a 1a. partícula J.

'De - acuerdo, a :.esÉor tendríamos , una .teorf a con do -

ce.. quarks. .' La, evidencia. experimentat en base 'a- tra ráz6n de pro-

ducci6n:. de.,hadronc§.' a:'pares nu6n'anti¡uu6n en' eo!.isiones elec-
¡1§n-positr6n, no- es:.muy conctusiva; Esta. raz6n crece-más aLLá

qua el". valor- predicho. en.'el. mode1o: con un, quark encantado " La

predicci6n;. es. de-, 313:y' La curva parece (por- e1 momentoJ haberse

estabilizado. en. torno.. a' 5;0.' En todo. caso esto ha sido, materia

de. discusi6n: intetrsa:'enr Los Éltáuros-dos'años " Un nodelo: defini-
tivo : al respecto, todevfa. tiene' que: establecerse.

. "En. este trabajó'"estudianos el. espectro de na-

ses. del." charnoniun. basándonos:'en. la hipdtesis.-deL potencial li-
neal. Adenás,. de esto se introduce: un. potenciar de tipo i"ra.rr-
bativo cerca de1 origen"

Este. e.squena. fué.:desarrol'Lado. por Tryon 
( t ) 

¡un

Marzo de" I976) " logrando; e través".de::un: ajuste .uunérico, una

exeelento. reproducción- del, espectro: de: nasas. de. los nesones ren

particular. de 1,. charmoniu¡1 " 
: Sin : embargo' Tryonl as ume. un :. h¿mi I to -
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toniano para el par de quarks que no invol.ucra eL slin f " Su

expresi6n equivale a un operador tipo Klein-Gordon euer sabemos,

describe partfculas de spin cero y, por consiguiente, Do es ade-

cuada para una descripci6n de. quarks,

En nuestro trabajo asumimos que la ecuación re-

lativista adec.uada es 1a ecuación de Dirac. De esta forma se in-

troduce naturalmente e1 snin |.
Por otro lado, dado e1 ajuste espectacular 1o-

grado en 1a predicci6n de masas usando u¡a ecuaci6n relativista,
es interesante investigar 1a influencia directa de la relativi-
dad en 1os resultados obtenidos. Esto significa que se ha de in-

vestigar. el. lfurite. no. relativista de 1a teoría.

Junto con esto, estudiamos e1 espectro de masas

del charmonium desde el punto de vista de la ecuación de Schrog

di.nger, la cual., á1 equivaler al línite no relativista de la

ecuaci6n de.K1ein-Gordon, implica que'no se considetd en este

caso La influencia del spin.

En las secciones siguientes desarrol'1anos e1

problema con todo detalle.
En 1a secci6n II se estudia e1 límite no rela

tivista de la ecuación .de Dirac con un potencial lineaL " EI ha-

miltoniano que obtenenos, incluye un térrnino que nos pernite

efectuar aLgunas-consideraciones sobre Zitterbewegung, 1o que

se desarrolla en la secci6n III.
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En-.1a.se.cció:t IV investigamos etr lfmite no reLa

tivista de la ecuaci6n de. Dirac co.n. e1-poteneiaL-de Tryon conpJ-e

to. Una vez logq,Ado ésto-Se estudia en la secci6n V el" espectro

de masas de1 charmonium y se dan los.resultados.nunéricos obte-

nidos.

La secci6n"VLla dedicamos a verificar 1a vali-

dez de una hipótesis introducida por van R.oyen I weisskopf en e1

año 1967 según La cual 1a nasa de los nesones debe ser p"roporcig

nalaL m6dulodel" cuadrado de ta funci6n deonda del par (quark-an-

tiquark) en el origen"

Final.nente, La secci6n vII es.una sección espe-

culativa" Proponemos, dentro del marco de la teorfa convencional

de SU(S), es decir sin considerar el encanto, un esquena para

1os supermultipletes basado en Ia in-t'roducción de un objeto

que l.lamaremos superspin isot6pico" .con.esto predecimos. una fól

nula de masa que se:encuentra en razonable acuerdo con 1a expe-

rienci a.
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II"LIMITE NO RETATIVISTA DE LA ECUACION DE

DIRAC CON UN POTENCIAL LINEAI.

Cuando Tryon estudia e 1 espectro ' de". nas as de

los mesones encantados supone que. Los quarks obedecen una ecua-

ción tipo KLein-Gordonr 4 saber

lZ(P'*ma) 
y''*v(r) lU(t¡ =

Una expresi6n de este

culas de spin cero y, salvo un factor 2,

ta de 1a ecuaci6n (i) viene dado por la
§sto será discutido posteriormente.

Eü (r)

tipo comprende a partl-
el lÍmite no relativis

ecuaci6n. de Schroedinger,

(1)

Sin embargo sabemos que 1a evidencia experi-

mental indice que Los quarks poseen spin 1/2 pot 1o que l"a ecua

ci6n de onda relativista apropiada a su descripción debe ser la

ecuaci6n de Dirac, por incluir está 1a presencía de sfin I
Nosotros estudiarenos eL 1Ímite no relativis

La de la ecuaci6n de Dirac considerando cono potencial de inter
acci.6n entre eL-par. quark-antiquark e1 propue§to por Tryon. De

este nodo incluinos 1a presencia de spin en nuestra discusi6n e

investigamos la influencia de relatividad en 1a determinación

de1. espectro. de masa del charnonium"

.Sin embargo, a fin.de:dilucidar aLgunos he-

chos interesantes, efectuarerios inicialmente e1 paso al 1ínite

uo relativista,considerando s61o' el.poteneial lineaL, 1o que,

al fin y aL cabo, parece ser 1o esencial-en La interacción ya
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que el térnino adicional corresponde a una eorrecci6n de suavi*

dad cerca del origen.

Estudienos,. pues, c6uro lograr. el paso al 1ímite

no relativista. para e1 si,guiente Haniltoniano:

H = ü.$+6m +Tr (z)

Este Hamiltoniano está-.escrito. en. el:sistema-.natural de unidades,

4f = c= .1 . ü , g son 1as mattices de.Dirac y T es la pendiente

de1 potencial.

En Mecánica. Cuántica Relativista. existe- un proce

dimiento para estudiar.. e1 límit.e. no.: relativista de " 1a teoría que

esencial¡nente consiste en una transfsrmaci6n a una nueva repre-

sentación de la. ecuación de Dirac; en-,Ia. cual no se mezclan entre

sl los estados de energía positiva y negativa" El procediniento

usado se conoce rcoltto.la transformación de Foldy-Wouthuyr"n(')

(F-t{).

. Veanos rápidanente como es transformada la ecua-

cién Libre, esto esr en ausencia de interacciones 
"

En este caso'se. tiene,

+->
(o.P+Bm-Po)ü = 0 (s)

Definamos los siguientes operador"r(')
+t++

- a'P_ r - , o.P y - BJ,=;ifi¡ rz= -i;iit¡¡ J3=; (4)

Se puede demostrar que. los operado¡es J1(i=1r2rS) satisfacen

e1 álgebra momento anguLar (para spin 1/2) en Mecánica Cuántica"



x4/ /
Ei' Jil = ie ijr Jr ,

(5)
¡z = .¡t+Ji*Jl = 3/q

Esto se desprende de las propiedades de Las natrices de Dirac:

{ci c5 } = 6ij {B,oi} = 0
(6)

o|=t , B2=1 "

Entonces. podemos. escrib.ir 1a ecuaci6n Hamiltoniana (2) en térmi-

no del conjunto de operadores J1 en la siguiente. forma:

(zlilJr + 2mJr- Po)ü = o (7)

Observanos,que La ecuación involucra únicamente

dos operadores. por lo que podemos-t'ro.tar, esta"ecuación usando

J2 a. fin de. eliminar J, i. o-Js según.se desee. Lg transformación

de F-W se logra eliniuanao tr"
,e.i g.

! = uiJzg - ""|ilf 
z

( 8)

Observamos que F es un operador unitario 
"

La ecuaci6n transformada es la siguiente:

'>tu
(2lPlr.lrf-r+zmFJrF.t- Po){, = o, (9)

en que ,lu

ü=TS="iJzo.*
Pero

(10)
FJIF-l = J¡cos0+Jrsen0

FJrF-1 = J¡co§o=Jrseno

Lo que nos pernite,escribir 1a ecuacién (9). como,



I Jr (zlül cose-Zmseno)*Je (2rncos9*2 lñl sene) -Pu [ü = 0

Entonces, para eliminar J, escogemos § c:smo

ns/ /
{11)

(1?)
+

tegru = #
con 1o cual la ecuaci6n (11) se reduce a

2J3E{,FW = P.úFW (13)

Esta es La ecuacidn de Dirac en la representaci6n

de Foldy-Wouthuysen.

Se observa que la forma,de la ecuaci6n es la mis-

ma que la de La ecuaci6n de Dirac en el. sistema en reposo de 1a
.|

pertícula (P = 0) 1o que sugiere considerar la transformacién

como e1 procediniento correcto para estudiar e1 1ímite no rela-

tivista de i.a teoría "

Couto segunda observación vemos eu€, por ser g

diagonalr.€tr 1a nueva representacién no. se mezclan las componen

tes. grandes.y. pequeñas, 10 que sí ocurre en la rePresentaci6n

original debido a 1a presencia de Las matrices no diagonales oi.
Por consiguiente Los estados de energía positiva y negativa se

describen separadamente por espinores de dos componentes.

Para. efectuar. eL paso. al.. lfmite. no relativista de

un hamiltoniano,en presencia de" interacciones, como e1 dado por

La ecuación-(2) por"ejempLo,.€1 procedimiento no es in¡nediato

por la siguiente raz6n: En e1 caso. de, partícula libre 1os esta-

dos se cLasifican de acuerdo a valores.posi.tivos o negativos
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de la energÍa 1"o que corresponde a los autovalores tl respeeti.-

vanente de-l.operador

1++^
i(g +s'P)= E
E
"p

Sin embargo para un hamiltoniano de 1a

(14)

forma

H=ü.F+gm+f(i,t)
en que f(irt) es una interacción dependiente,

posición y eL.tiempo (en nuestro caso fürt) =

E,ü * o

( 1s)

en general., de 1a

T.r) se verifica

(16)

Esto significa que si uno considera e1 potencial

c¡ue da cuenta de la interac"ción como una perturbaci6n, se puede

decir que éste induce,transiciones entre. estados de 1a partfcula
con energías positivas y negativas.

En presencia de interacciones se puede afir¡nar

que persiste la vaLidez de 1a descripcién a través. de, un conjun

to conpleto de autoestados con autovalores de energías positivas

y negativas separadamente si 1as interacciones son suficiente-
mente débilesrde modo de evitar que.se induzcan transiciones

que superen el salto de energÍa que separa:tos dos sonjuntos

mencionados "

Si esto se cumple podemos afirnar que se tiene

un problema no re1ativista eL cual vendrá resuelto en términos

de espinores de dos, componentes 
"

Para pasar a una.representacién en la cual no
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existan operadores. impares presentes, esto €sr que conecten

los espinores superior e inf,e¡:iui dentrc .-1* 1 espinoa" de

cuatro componentes, se efectúa una secuencia de t,ransformaciones

en la que cada cual elinina operadores impares de1 hamil"toniano

a un orden superior en e1 paránetro de expansidn, que se escoge

como 1
m

Nosotros trabajaremos r €n analogía a 1o que

so hace para e1 caso electromagnético(t), hasta eL oraen !",
En general se tiene.que el haniltoniano es

transfornado sucesivamente. a través de

Esta es la serie de

Consideremos, pues,

potencial 1inea1, dado por 1a. ecuación

de modo" de no tener operadores inpares

Conviene escoger como

ratri z:

E$tonce§,

uisH"-is- H+i fs,E -*8, tr,El

Hr = H+iE,ql., Err,{*"."
tos resul.tados obtenidos son:

") ip,n-l = + - ü.F-L_tm

b) - *fr,fs,ql= - 1-¿L--'aJ Zmz

irB a,;
2m

..> .,>

cl .P.P2-

7)
't

m

nuestro hamil"toniano con

(Z), y transformémoslo

*. .. ..;}8,8. " . " Ls,E . " "J.
(1

s = - át ;'t

hasta el orden f*l' .

La transformacién gene-

( 18)

F-W en potencias de

.' "f1 aoz TS"Lñ"' añG
*Tt

4m2r \ 1e)
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.l-ilE,ls,F,qTl= - BP'. +.igr &'t * 1-- i.frp, +

'L iJ 6n3 z4m3 13 6me

T ;.F r'o;.i T +. .'rr, ? -ñ,., v' f - # E'(i*í¡

Note¡nos eu€r por completitudu hemos llegado a algu-

nos términos que uo. nos. interesan. en. eL. orden en que. estamos

trabajando.

Sesel
+
S=

y es un operador pdt t e

ys = -ioroz0¡

es un operador impar"

aL orden (1) t es
m

Hl=

p resentes

una nueva

operador de spin en la teoría de Dirac

i+ +-raxo,
n tanto que

Por consiguiente e1 haniltoniano transformado

§P'-
2¡n

*o,*r"-.ff ü.;-f a'f-.n*-*r l# (20)

Observanos que en Ht exi.sten operadores. impares
1a un orden (l). Estos los podemos eli¡ninar. nediante
m

trans formaci6n generad.a por:

s,= -P,:irBü'i 3ff). (zr)
?m '2m 3m'

Dentro. del orden que Dos. interesa, nos bastan

dos térninos dentro del prirne.r comlnutador, por lo que:solamente



Esto inpli.ca:eue. e1. hanil.toniano. en el l.Ímite
no relatiyista, .ql orden(*)., está dado por

+-+
HNR - B:¡n+Il¡+ri+ T * TS:i

i fs' ,HI =

'iTB+A
+'* u"r

¿m

2n 4n2 r 4n2 r
Notemos r .€n priner.. lugar, que

en'el sistena" de un,idades.en que -fi - I y c. *
1

->+
HNR =B (mc..fr1. fr'.frftq. fo H

ie//
(22)

(2s)

si eseribimos. es_"

1 entonces asu-to

me la forna

(23.')

cias de

vista a

Es decir corresponde a una expansi6n, en poten-

1, couro debe.ser cuando se obtiene.e1. Lfnite-no reLati-
c
travé.s de un proEedimiento perturbativo.

Debemos anotar, como un hecho interesantereu€
a este orden de perturbación no aparece un término de interac-
ci6n spin-spin. sí existe, sin enbargo, u4& contribución al ha-

nil.toniano d.e tipo spin-6rbita, la cual podrÍa esperarse en ba-

se d la discusión usual para el problema de Coulomb "

El penúltimo'término de 1a ecuacíén (23) no

parece tener una conexión directa con nada conocido".?ratai'emos

de entender mejor e1 significado fÍsico de esto en la sección

siguiente 
"
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III.ATGO SOBRE ZITTERBEWEGUNG "

Se sabe de mecánica cuántiea relativista que

la integración de l.as ecuaciones de.movimiento en e1 euadro de

Heisenberg, pera una partícula de Dirac libre, nos da la siguieL

te expresi6n para ?(t)

it.l = i(o¡*Ft +i (A(o) -q e-2iHt
HH?H

(24)

Los dos primeros. términos son los equivaLentes

detr noviqriento clásico. Se puede ver que superpuesto al movimien

to de tras]lci6n.existe una oscilacién-muy rápida" De hecho la

fr:ecuencia de oscilacién debe ser del orden de 102 ! ciclos.Este

tipo de efecto se conoce como Zitterbewegung,y 10 encontTamos

siempre presente en la teoría. El origen físico. del. efecto pro-

viene de una interferencia entre estados de. energÍa positiva y
negativa 

"

Volvamos a Lo que se estaba haciendo"Si se

efectúa. e1. mismo cálculo que,hicimos para el.potencial Lineal

en eL caso Coulumbiano.de un campo electrostático obtenemos:

HNR = B(n .fr1 f *,# * $r?l (2 s)

La.ú1tina expresi6n se coroce como e1 término

de Darwin" En eL caso del. potelcial lineaL esto corresponde exac

Lo. interesante es - que..esta contribucién" a1 ha,

miltoniano La podenos. atribuir a1 Zitterbewegung.
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Como resultado de est.e rápído movi.¡rie¡rto o,sciLq

torio, la partlcula de.Dirac en.cuestión¡.Bn nuestro caso quarks,

no "observa" un potencial. bien definido sino- nas bien en ptrome-

dio espacial del potencial" de interacci6n sobre l-a ampJ,itud de

oscilación del Zitterbewegung" Es así como e1 potencial modifi-

cado por oscilaci6n está dado por:

<6v> = .v(in*tr) -.v(io), e6)
d? es proporcionel esencialnente a 1 y corresponde a la desvia-

m

ción de1 movi¡niento. clásico e1 cual- 1o. indica¡nos .or, io 
"

<dv)=.oi El .* ¡ or, o r, 
= 

3'g- l >
dtl=-: ¿ í,5 ¡ J oriSrj l* *r'ro rrro

(26')
I

= lorzvzo 3 1 
= v2v(r)6 6m2

La últirna l.Ínea se obtiene al. promediar espa-

cialmente sobre todas 1as direcciones posibles en torno a io

Notemos que.e1 resultado-.está de acuerfu ,exceg

to un factor nunérico, con.eL térnino de.Danrin, ya que:

v211¡- -qno (?) " Q7)r
Lo misrno ocurre en nuestro. caso, )¡a que para e1 potencial lineal
se tiene.

vz(r) =Z (28)
r

Lo que explica flsicanente eL término.Coulombiano de la ecuacién

(23) 
"
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Es inportante destaear el signo positivo éon qr.re

aparece este t6rmino en nuestro haniltoniano, 1o que no está de

acuerdo con los potenciales. adicionaLes con que se ha perturbado

e1 potencial 1ineal cuando se...desea.-estudiar espectros de masas,

porejenp1o,Y?que-estos.'sondetipoatractivo"
En resunen, como consecuencia, del.- Zitterbewegung

1a partícu1a de . Di rac llobserval'.. un- potenciaL , deformado de algún

nodo 1o -que. se nanifiesta en e1. 1ínite. no. re'lativista de la teo-

rfa, Por consiguiente no es. innediato el:paso a este llnite ya

que involucra- términos .,gue- no podenos adivinar.,-al..rier!.

Esto:Lo destacanos en,contrapo.iici6o a 1o que

sucede con, el lfmite no:relativista de una partlcula de spin ce-

ro, descrita por la ecuaci6n de Klein.Gordon, el cual, al orden

en que estamos trabajando, coincide exactamente cbn la ecuaci6¡.

de Schroedinger como se verá más ad.elante"

Yéanos cl,ranáo afecta..1a. cor"rece i6n- de Darwin,

presente.en. la. eeuación (25), en.e1 caso."del átono,de hidr6geno,

úbservanos que,solamente son afectados 1os:estados S ya que to-
dos 1os otros se anul-an'en eL origen"

Para n = 1 se tiene que la corrección a primer

orden viene dada por

<l4o(i)l»
2m"

Ie m n n,I . L'T
Zc%r+ '

fit,t,,(o)12

10-& l"rl

p(r)=

p(l'l=
"I

( 50)

0bt*nemos ¡
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en tanto que

o(o).-r - [€t .= lS;ú0
v6z

l*rl

De.est,o vemos;que..el térurino de Darwin afeeta en

una forna absolutanente. desprqciable. el valo,r do Ia energÍa.

Pará ternin,ar.estas consideraciones sobre

Zi tterbewe gung veremos.'1a.. i.uffuencia : de 1 té rmino'tCoulomb i ano ",
conslderando. a,este::cotno..urr efecto perturbatiyo, sobre 1os auto-

estados.i esféricos de1 poteacial :line al.. (ecuaci6n (25) ) . Esto se

describe.-con. mayor :detall.e,en la. secci6n^.siguiente" Por e1 momen

to daremos 1os . resultados - obtenidos.'nunéricamente .

Los paránetros enpleados en. esta- estinaci6n son

1os nis¡nos dados por Tryon en. su. trabajo. (Ver pr6xina sección) ,

Observa¡nos. que- 1a. influencia de1. Zitterbewegung

sobre l"os autoestados-de.energf a: del.potenctal. lineal es. de1 or-

Cen de un 50, de corrección, .1o:cual "no.-es despreciable, encon-

traposición a. 10. que .ocurre en. e1. caso.;del. :átomo. de Hidr6geno.

AA

Autoeeergfas de1
potencial lfneal

Primera
Cor-recci6n

Segunda
Corrección

Tercera
Correcci 6n

0.5746 mev
1,004 ',1"356 ,
1.ó68 "1.952 "z,?17 "

ar)
a;)
a¡)
a¡)
a¡)
a.)

0 "02965 mev
0" 02055 '|,

0"01674 'i,
0"01431 ',
0"01293 ',
0.01165 ,

-0 "000432 mev
-0 " 000121 '|,-0"000032 '|,
-0.0000088 'i,
+0"000014 'r
0.000038 '"'

0 "0000044 mev
-0"000002S mev
- 0. 000002 7 ''-0"000024 '|,

-0 " 0000026 "-0.0000024 t'
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IV.LIMITE NO RELATIVISTA DE LA ECUACION

-DE DIRAC C'ON EL POTENCIAL DE TRYON.

El potencial udado por Tryon en su trabajo es
..

e1 siguiente: r
v(r) =r.r+pr"-ñ- 1) ( 30)

Los cálcuLos . de1 . paso.. al líurite - no re lativis -

ta con este potencial .se efectúan-nuevamente mediante la serie,.

de F-W. En 1o que sigue solanente darenos : Los conmutadore.s aso-

ciados :al segundo térnino, presente er¡:el. potencial de Tryon , yd

que la parte del:potencial. lineal .se obtuvo eu la secci6n II"
L iamando

u (r) = F,u 
-i'- ,, ,

se obtiene los siguientes 'resul.tados:

F,u("n = *tPl*,,.,,,-,1, Y

_r

"*f,F,u('ü = #ftti-(r+hr-!rs- i.*3'ir- fl
anque 

s=.ig;';
2m

A partir de estos commutadores podemos concluir

que e1 hamiltoniano no'reLativista.a.orden (1)'es e1 siguiente:
lll
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, z\f/
o qr.fit *r r*3(, 

- ?;- 
r I .ftr r n3. i) *

? -r
.[f,r+ro) ltm # #Fü.1 'H#.(,]

os dbnota e1 equivalente:a 1á constante de es-

tructura f lna en.:eL - caso: de - las : interacciones fuertes 
"

Nosotros- efectuamos . teoria. de perturbaciones pg

ra. obtener: los:niveles:de "energÍai :ss . desi¡- e1 - espectro de masas

para e1 .par-quark:antiquark-encantados ; - Nos.-restriagiremos a

auto es.tado s : es féri cos : (t=0) . de 1 . p otenci a1 l" ineal - perturb ado s

por e1 término.
ro (e'"i'- t )

-r

;-[=(r+r., th*toi.h
_re ri)

rir 'V(r) =

: 0bservanos que debeuros ajustar. cuatro- parárnetros 
"

Inieialmente ocuparemos: los usados,por:Tryon,. recordando que éL

obtuvo estos.yalores -8.pdrtir-de un'ajuste "numérico" A continua

ci6n yariaremos : la. ndsa :para lograr una nejor. concordancia con

los datos . experimentales i - aunque :nuestra: intenci6n primaria no

es 1a- de. hacer".un ajuste númerico , sino la, de. explorar la
influencia. de- La inctusi6n:del. spin.y. de.1a.. relatividad en e1

cáleu1o . de l. . espect¡o 
"
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V.CALCI'IO DEL.ESPECTRO" DE MASA.

0btengauos prinero 1os autoestados esférieos

de1 potencial lineal.
. En -este - caso. tenemos -1a..siguiente. eeuación

di ferencial:

en que rl(i) * ü(r) = u(r)
r

Si . efectuanos e1 canbio; de vaniab 1e:

t : - (2nr) tÉ tr-F, ,

L¿ ecuaci6n. (32).se reduce a

d2u
I!E*Eu=o ( 33)

( 34)

Esta. ecuaci6n. diferencial" . se. conoce - con e1

nonibre . de- ecuaci6n de. Airy" Tiene dos soluciones linealnente

independientes. . Nos,quedaremos. con" la..so1uci6n regulár en el
origen de. modo que.-no- diverga.la,probabilidad. en. torno a este

punto.

. De- la.exigencia que u(r) . tienda *. L*to cuando

nos acercamos. al origen. concluimos que

I A¿ (ao+ B ¡)
U,ntrJ . :

'fi?Nn q

en que g s (}nU,A y an es el enésímo cero de La función de

Airy. N., es una constante de normalizaci6n.
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Los niveles de-energfa están dados por

con

las

1os

a1.

1a

En

1o que, siendo los

energfas son todas

. niveles de..energf a

cero. de. 1a. funci6n"

forma:

s - C-]tl *. on , (ss)

ceros de la funci6n números negativos,

positivas. Vemos . ell€:. los autoestados y

. se.r rotulan:por:un. f ndice- correspondiente

.Gráficamente('),la funci6n de Airy tiene

A¡

Usando- resultados recietrtes. de. Leal Ferreir"(')
para. ciertas " integrales.:de :la. funci6n. de" Airy- podenos. calcular
Ie cons.t.ante Nn, Le^.funci6a'de onda nornplizsds. resulta ser:

@y . . t-'" . Ai (ao+ (2mT) rÉ, r)
(34J'Ai(ar) r

I
en que Ai(a¡) es La deriveda de Ar(r),.ev-aluada,ea-e1.enésino

eero de.la. funclÜn"

Sobre : estos,autoestados -efectuamos teorfa
de perturbaEi.ones,....:Et. nétodo seguido es . el.. de Rayleigh-Schroedinger
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para estedos no. degeneradgs" "En:p.a,rticular nos i.nteresan 1os

niveles de energÍa corregidos :7-la: funci6n,de. onda corregida en

e1 origen, por efecto-de1 .potencial v(r).dado:por 1a-ecuaci6n

(31 ')
E1 . cálculo. se - reali zó has ta . lsrcer orden para

1os niveles - de-energfa:y. hasta.. segundo. orden.para la. funci6n de

onda, por.nedio"del compütador IBM 370 de la. Facultad.de cien-

ci¿s. Ff sicas..¡r, Matenlticas : de. la. universidad- de.. cbt-re'; . p:ara in-
tegrar-y obtener. la,natriz:de perturbagifn:Vij utilizamos e1

método parabó1ico. de. Sinpsor" EL. progra$á :de-.conputaci6n corres

pondiente se. inclu¡re'en :e1:Apéndice para,:la.-csrreeci6n de La

energla. en. éste."¡¡étodo :están.: dada por

:': . ¡(r)'=:vn .. nn

¡(a).."!r^ufn

t(r) = f, rn k/n ufn
vrrrvrkvk'

lvrol'
r{o)-r§o)

( 5s)
rr (o ) -rl') ¡ trÍo) -rÍ o) I

' vnn E -lvo'l'unp 1nf,ilE$ '

en que se lntegra" sobre- eL'espacio. de. configuraci6n.

Por:supuesto e1. aspecto técnicamente complicg

do es obtener 1a natri z.de:perturbaciones -ya. que..ésta involu-
cra .conocer en. general,
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(3s')

en que V(r) está dadq,por:la.ecuaci6n (3l t) 
"

Estas integrales no"se conocen analfticanente"

Afortunamente para'valores positiyos grandes de su argumento

La funcién de.Airyrconverge fuertemente como

th
Ai(z) 3 u''' ,

Lo que nos permiti6; : para: los efectos de , la . integraci6n nunéri -

ca, r re duci'r- apreciab leurente : e 1 .. inte rvalo., de : inte graci ón 
" 
Como

conjunto, de. funci.ones.:bases.. no perturbadas ,pjt) trabaianos con

las diez.prineras: funciones:de Airyr.esto..es .1os díez primeros

ce ros .

' La. f6rnula: de masa es:

0o ú zn*Ejo)*EÍ')*rj')*rÍ') (36)

en que m es 1a ¡nasa del quark,

Notemos que en el cálculo hay que substituir
m por * r" que se trata de La nasa.reducida asociade.al.proble-

$a de los dos quarks,

IniciaLmente'utiLizamos el conjunto de pará*

:üetros usados por Tryon, a saber:

f = 0"1585 Gev2 ¡ ro a 2,0 Gev-l

¡Jl = 1,ó92 Gev o§ = 2 "685 ,

fo
Vo, = | or(an+6r)Ai(a,+Br)v(r)dr

,0
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y obtuvi¡nos 1os siguientes valores:

ABLA

Partfcula Valor Obser-
vado (mev)

Valor de
Tryon (mev)

Límite no Rela-
t'ivista (mev)

0rden del
Cero

{,
rpt

{r"
lpttr

3"095ü4
3.684r5

=4.100'
=4.450

3.09ó
5.694
4"131
4"485

3.186
3,792
4 "2444"619

n=1
n*2
n=3
n=4

Los valores obtenldos son nayores que .los obser-

vados y,que 1os. de Tryon, Podemos co-rregir estos.¡resultados ha-

ciendo un huevo ajuste de paránetros " Para esto observanos que en

el paso a1 lfnite no relativista,la cantfdad de lmportancia es

1a nasa.

Nosotros Lo9rauos ef sigr.riente. conjunto de valo-
res t,raba j ando con n¡ 1 .61 (Mev) y e I resto de 1os parámetros fi j os 

"

3"073
3.684
4" 136
4,512

poco i
obteni

0bservamos QU€r si bien, el, pri¡ner valor es qn

nferior aL observador(auuque dentro de un lt) e1 resultado
do es bastante, .s.atisf"actorio; " las . cuatro resonancias apa-

TABLA 3'artf cu I a

rp

rfr
rl,tt
t|rrt t
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recen asÍ como sucesivos estados radiales del potenrci.aL Li.neal"

perturbados por los otros términos.

En este punto. hay que destacar que Ruestirsr est ima

eién de nasa del quark resulta más corcana eu€ La Tryon a 1a

utilizada por Eichten('o)1"o uo trabajo en que tanbi6n se anaLi-

za e1 espectro de masas del.charmonium, pero desde otro punto de

vista), asi como por otros autores, y que.es e} comunmente acep-

tado. Además de . 1os. resultados .ya señaLados. se calcularon otros

niveles, a. saber:

n=5

n=ó

Ít=7

Hay evidencia experimentat (' ') que al"rededor de

5.0nü nev se tiene eL umbral de energÍa por s¿--:bre e1 cual se

prcrtucirian pares de mesones, 1o que signifíca que los"estados

anteriores no corresponderÍan'. a.ninguna nueva ^ resonancia obser-

v-aule,

Nstemos.que esto conceptual.nente se entiende

bien a través de1 modelo con potencial lineal pues, de acuerdo

a esto, nunca podríamos observar libremente. los quarks, Antes

{¿t.¡.e estc ücurra,. se tiene energía suf iciente para. 1a formacién

<ie nueyos pares

TABLA 3 I

4.843 mev

5"146 nev

5,428 nev

n=8

n*9

n= 10

5 "697nev

5 
" 
959mev

6,?04mev
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Finalmente, variando ahora T y n obtuvimos

1os siguientes yalores:

TABLA 4

Orden de1
ce ro

PartÍcula Mas a (Mev)

n=1
rt=2
n*3
n=4
n=5
n=6
n*7
n=8
n=9
n= 10

rl
{,'
¡ptt
ttrrrtt
?

?
?
?
?
?

3.076
3"690
4"144
4 .5?Z
4.85s
5.160
5 " 443
5"713
s "9776.2?4

T=0r16 Gev2 rM=1 "61Mev

Observamos que este ajuste €sr en principio,
tan bueno como el anterior,

Se puede estudiar e1 1Ínite no relativista
de un sistema físico descrito por 1a ecuacién de Klein-Gor*

don, pasando a una descripci6n de dos componentes conocida

fr$mo e1 hamiltoniano de Taketani-Sakata (ver referencia (12),

efectuando posteriormente un procedimiento tipo F-w, e1 cua1.,

recordernos, fue construido para e1 caso espeeÍfico de.la.
ecuación de Dirac"

Como resultado de este proceso se concluye
que el lfmite no relativista en este caso viene dado por:



H**= rr,n-fr-fr.o o. n o)+v(r)- #E',8',v(ül* oon

donde n es 1a natriz

4 ÉB 

t"? )
En este c4so observanos que el últirno t6rmi.no,

eorrespondiente por analogla al término de Darwin, apareee como

correción.solamente al orden (*)-, por Lo que Lo podenos despre-

ciar en nuestra. discusién.

Vemos , pues r QUe el lf nite no re latír¡ista de tr a

ecuacién de Klein-Gordon al orden que nos interesa es l"a eeua-

ción de $chroedinger,

lEi .u r "iJ 
,p= E.l,

[!m J
(38)

Por conpletitud hicinos el" cálcul,o perturbatí

trro e$ el caso de la ecuaci6n de Schroedinger eon.eJ. poten"e ial
de Tryon, traba j ando- con: los paránetros dados. por 6 i" " Los resu_l

tados obtenidos son:

:.\1,/ /

r57)

n*'!

n=2

n*3

n*4

5.1"12

3"750

4 .214

4.596

TABLA 5
art Í cula

rp

u'

tjr"

tl,ttt
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Estos valores correspon-den, cono ya se ha dieho,

a tercer orden de perturbaciones 
"

0bservamosr eI1 conparacidn con La tabla número

dos, que los valores obtenidos en eJ. caso.de schroedinger, a1

trabajar con e1 conjunto de parámetros obtenidos por Tryon,
constituyen un mejor ajuste er relaci6n eon Los resultados ob-

tenidos en e1 Llmite no.relativista de la:eeuaci6n de Dirac.Es-
to era- de esperar puesto que. 1os paránetros. fueron: ajustados
para la ecuación de Klein-Gordono '

A fin de Lograr una mejor concordancia con los
resultados.experimentales \remos que cabe un nuevo ajuste de

parámetros 
"

Al tomar 1os parámetros que nos permitieron un

buen ajuste en el caso del límite no relativista(T = 0.1SgS Gevz

M = 1 " 61 Gev) obtuvimos 1os siguientes resul.tados :

TABTA 6

urden del
cero Partí cula

Mas a (Mév)

n=1
n=2
n=3
n=4
n=5
n*6
n*7

tl
't¡, t

tlrt'
lrrr r
,?

?
?

2 "967
3 " 594
4 "0724"465
4"804
5"112
5"399
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Estos rgsultados son los más bajos que los observados experimen

talmente dando el Lfnite no relativista de Dirac una concordan-

cia muy superior.

§in enbargo concluimos que 1os valores obtenidos

por el tratamiento de Schroedinger también corresponden a suce-

sivos estados radiales deL potencial Lineal perturbados por el
término no 1inea1 en el potencial de' Tryon 

"

De 1o anterior concluimos que no es necesarfo

una descripci6n relativista a fin de obtener el espectro de ma-

sas, 1o que concuerda con 1o hecho por Eichten et a1(10);

Harrington et al (13) y otros. En todo caso eI tratamiento f.í-

sicamente correcto de acuerdo con las propiedades experinental-

mente asignadas a 1os quarks, consiste' en investigar el Lfmite

no relativista de la ecuación de Dirac y efectuar entonces un

tratamiento perturbativo. Los paránetros determinados mediante

este procedimiento deben ser entonces rnáq significativos que

los obtenidos por Tryonr €rr particuLar el valor obtenido para

la ¡nasa del quark con encanto.
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vI . FUJCIO .

- . Nos ínteresó obtener'.e1. yal.or. de.l.as funciones

de onda perturbadas en eL origen.en raedn de una suposici6n he-

cha por Van Royen y Weisskopf(¡r) ut año 1967 al estudiar eL de-

eainiento de mesones.La proposici&rconsiste en afirmar quelg*(CI)[

es proporcional a La masa del mesón, siendo üm tra función de ol
da de1 sistema reducido" Van Royen y Weisskopf necesitan intro-
ducir esto. como suposici6n ad:hoc, con. ob jeto de lograr acuerdo

üün los datos experimentales en razone§ : de. decaimiento . Para es

to. no tienen justificación algunat Ta,que.el"los trabajan con un

pirtencial.de pozo cuadrado como.interacción entre. e1 quark-ant!

quark" La s.i,tuaci6n cambia si el potencial es Lineal puesto que

todas las funciones .de :onda,dan- un-.va1or. constante para la pro-

babilídad éh el" origen como consecuencia de J"as propiedades de

la función de-Airy" Al tomar un término perturbati.vor;como el
que ebtenemos en e1 lfmite no rel.ativista-de.la ecuación de Di"-

rac, podernos esperar. una buena correlaci6n entre las probabili-
dades corregidas,.en e1 origen y 'Las ma§'as de los estados corres -

pondiente§"Ccü e§to la.prcposiei6n r¡e, Van Royer y Weisskopf en-

{¡¡PrtrYÍd una justi f,icaeién"

ciones como:

Por eonsiguiente interesa determinar p.ropor-

masaü'
masaü

y üomparar üon;
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Iilq)f
l'¡to: l'

a fin de verifiear la proposicidn de Van Royen Weisskopf.

Observamos, a partir de la función de onda nó

perturbada para eI" meson encantador,dada por la ect¡aci6n (34),

',iilrs iLa proba.bi"l,i,dad. de loealizar. e1 "quark redueido', en e1 ori=
!{en e§ e onstante para tod.os :los autoestados esférj"cos en que

*tr par se puede encontrar y viene dada por:

lunto¡¡' - # ( 5o¡

Queremos ver como se comportan las proporciones seña1a-
qlas tanto en el. caso de1 1Ímite:noi. relativi.sta de la ecuacién

d,:: Dirac con el potencial.de.Tryon.como-en el caso de §chroendiger

corl ei mismo potencial al tornar:probabi lidades corregidas "Por
§clnsi.guiente hay que perturbar Ia: funcidn de onda, 1o eual, hal
ra el. segundo orden que en este.. caso trabaj amos , viene dado por

l"as siguientes, expresiones,

-x'-&,Iol- *§'Í*o'
) '(ri')-r§u)r'

-1"
2

*l')= ñ'$f|;6¡ ,r,Í1)
n

úr**'= XrIt'R m k
VutVtn

¡u{o) -rIol ) (Ejo) -r (o)

¡

En e1 caso det potenciaL-obtenido a través del

l.Íraite no relativista trabajando- con:nuestros parámetros

ü,(o)r' lY'g!-''n m rp(oJ-p(-nm
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(T :d 0o'N585 Gev) y Mol r.61 Gev) obtuvi.nos para.las probabítri"da-

des eorregidas en-e1" ori,gen.hasta:segundo orden- los si.guíentes

val0res:

ürdeu qie I
eer0

n='l

n=2

ftl= ?

n*4

n*5

n*6

11- /

Razdn entre proba
bilidades conseaü

I
,
!

I
I
I
i
!

Xas

La

masa§ apareeen

rl,

{,t

(Jtt

útrr

2

?

?

proporci6n entre 1as

señaladas en la tabla

tivas

1r2850

1r0s75

1 ,060 7

1e0243

1 e0088

0 r9804

masas sucesivas, en que

No 5 son las siguientes

n=tr
n=2
u=3
n*4
n=5
n=6
nu7

Razdn entre proba-
bilidades consecu-
tivas.

1r1988
1 ,1226
1 jogog
1,0733
11062S
1,0547

Partfculas Probab i Lidad.
en el origen

0r2s4061

0 ,326 47 5

013$833ü

0,)380107

0,38936t

0 ,3$ I *43

0 r 38t,'7:?

orden detr
c,ero

Partfeulas

rl,

tj, t

lptt
llJtrl
?
?
?

AB



Observamos que. e1 aeuerdo.

t.o§ <le prCIpore.iones es válido dentro de un

medi o 
"

Seliroeelinge r e $n

teneial" CIrigi"natr"

¡:rotrabili.dades eorregidas y

fi.ieron l"as siguientes:

TAsLA 9

L,as masas

,r"a tabI"a it§6 eon' 1o qr.le 1a

r,'i*i-;r: da rla trJo r:

se/l

entre los dos conjtm-

59 de ajr.rste en prCI-

§orrespondi.entes, vienen dadas por

rel"aci6n entre masas eCInseeuti.vas

jE!" mismo eál"culo X"o efectuamos para e3. caso de

Los mismos parámetros, perturbando con eI po-

de Tryon"

§n este cáso I"os resul.tados. obtenidos para las

tras razones eonseeutívas entre el"1as

t^
i Lirdel
I r^-'",
I

i_*_
I

ürden detr"
fay.n

Fartí eula Frobabi l.i.dad co-
rregida en el ori-
gen.

Raz6n eonsecu:
tiva.

.1{- U

R=2
n=3
ri*4
:t= 5
n=6

..1,v
,¡'
lij' t

If,9 llY

?

?
,l

ü s2994ü
0 ,40279
0 ,4471 0
0,47551
0,4g5gg
0,48777
CI,4740?

1,5453'l
x ; 1 1001
tr,06355
i ,06355
1,02'tr 88
0,97191



PartfcuLa

{,
tlrt
ü"
l|,trr
?
?
?
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TABLA 10

Orden de1
cero

Razón consecutiva
de las masas

n=1
n=2
n=3
n=4
n=5
n=6
n-7

La concordancia de proporciones es váIido den

tro de un 5r2g señalando sin enbargo que la discrepancia en-

tre los dos primeros val.ores es de un 10eo 
"

Teniendo presente que las probabilidades de

lss autoestados no perturbados es constante en e1 origen con

cluimos que La varidez de la hipétesis-de weisskopf depende

exclusivanente deL potencial perturbativo a.que están someti
dos los quarks cerca der origen. Nuestros resultados, sin
embargo, muestran que Ia afirnacién-de.lfeisskopf tiene vali-
dez dentro de. uqr: porcentaje razonable de concordancia"Esto

§s interesanse señalarl"o . en. razón. de. los .escas os- conocinieg
tos gue se poseen respecto e La. forma der"potenciar. corres-
pondibnte a. libertad- asint6tica 

"

1:1\l
1,096
1r075
1 r064
1r056
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VII.TOS SUPE'M'LTIP

AU§ENqIA, DE'. .

En esta,secci6n-"nos apartanm:. de, 1o que ha

sido. la.discusi6n,de1 espectro: de-nasas de1 charmoniwn para

presentar ciertas especulaciones relacionadas': §on los . supermul,

tipletes, pe.rmiti.dos. de " SU(3) 
"

Como .ya. se - ha : di cho: anteri ormente. .l.a . eviden -

cÍ.a experimental relacionada -cotr.. Los. quarks es.- indirecta; nad¿-e-

h?--, tco4lqadi"gggl4s: libres , en; le .nalurale sg. Por .otra parte

esta evidencia"es .relativamente-. reciente,; - Los. primeros datos

experimentales a1 respecto-fueron:presentados. en 1968, y r€cién

en 1g74 (eonferencia de Londres),,:se acept6-como verdad bien es

talrLecida..-1-?- g-strú-c!uÉq' dé Quagki de. Les-*nuc1eo.nes "

Como tanbién,.ya. ha, sido señalads, una solu-

ci6n posible a1 problena que.:asf se'p1antea,..es; proporcionada

p0f' 1a hi.pó.tesis: de" fuerza constante. entre.los quarks (poten-

ci al lineal) . Sin e¡nbargo, desde, e1. punt,o; de- yista te6rico es

interesante'explorar ideas alternativas r capaces de reproducir

Los resultados (predicciones)..obtenidos con-.e"1 .modelo de quarks,

p€ró sin introducir estas partículas.

E1 camino,:a.seguir:.es:c1aro; se trata en

primera , instancia de:. introdue ir . algún;. nuevo ingrediente r €x-

t,rafdo . d* ..l.os; hechos: experinenta;1.es .r; cepaz de seleecionar de

entre las . representaciones irredtrcibl.es de . SU{3) aquellas

"usad&s por. tr.a natural"eza : - 1as: representaciones permitidas.
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Veamos:-uaa-nen€,jra:.de, Lograr esto" Se sebe que

eL .formalismo de isospin e§ : un; esquema. cons.truÍdo expllcita-
meclte a f in,, de :dar; cuenta. del ..hecho:. eue,:nuehos hadrones , al

despree iar ta: i-nteracci"én:eLectromagdética, :se pueden consi *

derar csmo básicanente.,una. sota partf cuIa, La. cuaL puede asu-

¡nir distintos.. estados.- de. carga." -Esto. pernite,. introducir los

isomul.tip-l.etes y 'hablBf r -porrejempl.o,: de.l nucle6n,e1 pion retc"
sin especifÍcar 1a carga de estas particulas.Estos isomultÍpie
tes eorresponden a--re?resentaciones- irreducibles de SU(2) "

Nos:interesa: lograr Ena. generalizaci6n de es-

ta .ideae esta, vez.bajo e1 puuto de: vista. de SU(3) 
"

Para Lograr.:esto; .proponemos la existencia de

r.ur cierto núnero'.' cu6ntico,.,e1 "superspi.n. isot6pico'r,. el cual

darÍa cuenta de Los isomultipletes que. constituyen los super-

inultipl.etes de. SU(3), en analogfa:at. isospin que nos. permite

eontruir Los 2I+1 estados de carga.posibles a. una partÍcula,

caraeteri¿ada po, un vaLor de-isospin. igual a I"
Esto equivale. a proponer.que en el lÍmite de

s i¡ne trf a exaet a.: de SU ( 5) . tengamos r- Erra'.1'superp artí cuLar! (s upe r-
mutrtipXetes), Esto, está. inspirado,"preqisamente en e1 hecho

de que cusndo.podemos.;despreeiar: ;[a,.interaccidn e:lectro-

magn6t.iea , 1"4s, partícuJ.as. presentes en. un. isomultiplete co-

rresponden- & uRÉ 'únie a.. identidad. física " Esta superpartícu1.a,

¡-ir¿,a vez ql¡e 'SU(3) pasa A convertirss en simetría aproxinada

debiqlr¡ a J-a.presencia de las interacciones fuertes r s€ "des-
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Sup ermult ip Le te

eraccién superfuerte

isonulti.pletes. eonoci dos 
"

,.Gráfica¡nqnte-.se. tiene. 1o .siguiente i

I s omul t ip le te§.

Interacci6n: fuerte
Interacciones.

SU(¡)ei¡netría
aproximada, SU(2)
s.imerrÍa exaeta

dobla" en 1o¡

SLi{f} s{.netrfa éxaeta

Veamos.- q.ue:.ptsopiedades " caracte.r.izan . a esta§

superpartleuLas, asociadas: .a-: distiatas, representaciones de

su(3)." cons ideremos, prinero: 1a.- carga,-el6ctrica. de esta super -

particula 
"

Para;esto:. recordamos":que. las representaciones

irreducibJ.es: de:: stJ6sl ( 
t s) 

son. tensore§. del , tipo Tl*r, en que
u

l,*s subindices conforman:"un.motde:de Young. conr.el número de

i¡r¿iices señalado; e adar f ndice: puede.. asumir. los.: valores 1 ,2¡3
La:-'dimensi6n:"de:"1aa:. representaciones viene dada

electromagn6ticas

su(3) y su(2)
eimet,riae apro-
ximadas 

"

.[lv¿

dinn(I,r) = |f.;\+f ) 
(u+{) (r+¡¡+2¡ (41)
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Pars eada representací6nn(trrU), se puede iden=

ti"fiear e1 eontenido de isospin e hipercarga asocj-ados 
"

1I = T(f-g)o 

' 
d42)

Y -, f+g_:(tr+2u,
5

en que {rE son números enteros que satisfacen la s'iguiente

re l"ae i6n- d,e des i gualdad,

[+ ¡¡ 7f 2p>-g>"0

En base a 1o anterior nosotros pudimos calcu-

lar La carga total de los isomultipLetes, vale decir de La

-qiiperpartf euLa; mediante 1a expresi6n de GeL1-Mann Nishíj ima

(45)

(44)a = 1.+ L
2

Lo que hieimos. fue sumar las cargas, sobre to

de eL supermultipLete

lQ =§(T+Y/z) , (45)
supermul". §upermul
uipSete tip3.ete

$e ro

xrr=fl
§upermuL
tipI"ete 

"

(4s')
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,?* i.a tercera componente del superspin-isotépieo"

En base a este nueyo número euánti.co consi-
deremos una posibLe generalizacidn de 1a expresión de GelL-Mann

f'lishiji:na, válida ahora'para -Los isonultipletes(y no para 1as

.llarÍ'iculas eonstituyentes de ellos, como es e1 easo usual) .

La expresi6n que proponemos es 1a siguiente

x
Ta =J +

z (47)

En esta f6rmula Q denota I"a carga total del"

í*eomultiplete en cuestión" 0bservamos que x eorresponde a La

§teneralizaci6n natural de 1a hipercarga"Mostraremos que en mó-

dul"o e§ta magnitud resulta ser constante para cada supermulti*
p).eteu 1o que nos permite considerar x como 1a generalizacién

natr¡yal ele tra hipercarga"
I ,o¿o esto 1o hacemos apuntando hacia una

f,Írmui"a de masas 'para. La-cua1 proponemos 1a siguiente expre-

s i*rt

M = IvfotMrj¿*Mr'x (48)

en rqu€ I',{ designa la mgea_le!g_L de un isomul"tiplete" observe-

§rü§ Eue nuestra: expresi6n no'corfesponde a una suposicién ex-

p lf cit.a aeerca. deL quiebre de simetrÍa, cgÍto Lo es por e j empl.o

1a f6:.mu3.a d,e Gel1-Mann okubo(te) La idea que se encuentra dg

trás Cie irna espresi6n como-la dada por La ecuación (48) es que

Lrii{* yu*tle eo¡rstruÍr: f6rnulas de masa inspiradas, por ejemplo
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Con esto La

f+uu rE E *tf-s+f.u g-o '

ecuaci6n (45) se

7t) (f+g+ f{r*2u) ) =

redt¡ee a

E (21+,t)I=
supe"nuj ' '2
tip lete

( 46)

Por 1o tanto

EQ*o
suoermul
tiilete-

(4 7)

E1" resultado de la suma es idénticanente ee"-

ro para todos 1os valores posibles de f y i¡" De acuerdo a

esto venos que las superpartlculas . asociadas a representacio

ues de SU(3) tienen hipercarga y carga nu1as.

La.observaci6n anterior nos permite la si.*

gulente reflexi6n: si SU(s) es 1a.simetría adeuada para e1

universo hadr6nicor.podemos asegurar:que La carga de este

universo es cero. En este universo.no incluímos partfculas
que experimenten, s61o interacciones d6biles o electromagnéti

cas, ya que EU(3) solamente se refiere a partÍculas que ex-

perímentan interaccidn fuerte.
. A'f in de. oxplorar.. un. poco más las propieda-

des de las,.superpsrtlculas introduzcanos .exp1fcitamente el
superspin isot6pico 3, Esta magnitud.da.cuenta de.los z3*l

isomultipJ"etes.en que "1a-superpartf cula se desdobla por in-
teracciones,fuertes " Entonces-usando el ál.gebra de momento

angular podenos. asoctar-a.cada isomultiplete un valor de
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eR ff sica.nuclearr.yren: ras'cuales. s.i,nplemente:se expresa en

forma explfcita:e1 hecho,que ciertos.estados han.sido clasi-
f icados . de ,'acuerdo:8 ": 1¿, r rep resentaci ones : irredue ib t es de una

simetría supuesta para el.sistema;:estas-f6rnulas, como se sa

be se - encuentrB['en excelente'acuerdo con'la- experiencia " A1

respecto:vease 1a referencir(tz). eon esto'e1-argumento en eL

senti.do" que. las f6rmulas : de, nasa-s' constituyen : una buena evi -

dencia- respe€to,. atr - quiebre: de; si.netrf a.: pierde. significaci6n 
"

Por supuesto;nos interesa: aplicar la expre-

sí6n anteriorr a las representaeiones".de su(5):que- han sido
empleadas: en 1a elasiflcaci6n-. de. hadrones , esto. es , . e 1 octeto
y decupleüo, de, bariones 

"

tLegado. a. este,punto. observamos un hecho in-
teresente.. Todos- los supermultipletes mencionadas, octetos y
deeupletos.r,.poseen, cuatro, isourulttpletes . cada" uno. Esto signi-
fica. eüe ;: las superpartlculas: asoci adas." a di chas : representacio -

nes tienen,, un, superspin,isotdpi"o i - I e

Para el octeto y decupleto de bariones tene-
nos

a) 0e teto

N(e3e)

Ao(1.116).

E (t "318)

[ (1" 193)

(1 .878) (Mev)

(1" 116) ',

(2 "636) ',

(3"579.) ',

Total* 9"109 (Mev)

NDf ---t
¡!,\,\

s. ttlro,¡*
'r/

El>---i ¡ o

Masa



b ) Decup leto

A- Aa ¿+ A++
rh- -->-- -t.--,

corfio

nes,

^(1.236)
x* ( I .395)

3*(1.531)

o(1" 672)
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(4 .9 4t+, (Mev)

(4,155) ',

(3"062) il

(L "672) ',

Masa rotal a 13.833 (Mev)

En 1as figuras. anteriores se. indica a1 lado

de ceda lsonultiplete la masa pronedio. y. total de1 isonuLti-
plete. 'También indicamos La masa totaI., de -ambos: supernulti-
pS.etes . . Es'- interesante señalar la' s iguiente: observación en

física. Se cunple que

MTot.l decupleto *L Masa0-
2 Masa Á"Mroaal octeto

ya

eI"

En cada caso tenemos,cuatro isomultipletes,
se d{ j o,.'En. et" oe teto están .e1 dobLete. de los nucLeo

triplete'de'Los E, el dobl.ete de los I y el singulete

*e ¿t. Para e1 decuplete tenemos"el cuarteto de Ar.el triple
Ee de f,*r-el dob}ete de §* y el singulete de O*.

-t
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El probl.ena a:que nos"enfre.ntamos si. desea:

mos ver.ttcomo..'funciona!"' nuestra expresi6n..de masas, es in-
,\

ventar. utra-adeeuada;asignáci6n de Jo para cada isomt¡Lti"plete,

El . criterio -que.-proponenos consiste en asíg-
nar el náximo.:vatro¡ ae 3, a aquel isomultiplete - euya masa

total. es, nayor, asignando posteriormente:val.ores menores de

J¿ sesún- los- v¿lores-decrectentes..de, 1gs. masas totales de

los isonulti.pletes.

En taz6n. de- estor: para el,..octeto de bari"o,
nes" obtuvinos : la..siguiente tabla

En 1o que sigue. introducimos la- sigui.ente

notaci6n.

El.. noflbre" de": l.as .partIcuLas 
. con un signo

(^) enclnar ,s€.,f€flere..B,18,,masa total. del. isomultipl"ete aI
que dicha..partlcuLa-.pertenecei;."-En. eL,.: caso de. los nucl"eones

escrtbiremos Ñ p""r,:denotar::1o.. anterior.

Iso¡nul tip Ie te Ja ^Carga total.;Q:
I isomultiplete

'Masa total fi iso
multip lite (I.1tev)*

x

[¡
N

l

-31 2

-1/2

1/2

3/2

0

1

-1

0

1,116

1 . g7g

z .636.

3"579

5

1.

-3

A1 ap1icar la f6rurul.a.de nasas. obtenemos



un ,sistema. de.. cuatro. eeuaciones. eon.r tres
dad de consistencia, (ta1 cono:.en,el..caso

Mann:Okubo) - conduee: aqtrf ;: a.: 1a,.,relaci6n

,\^
+E=§+

s0/ /
inc6gnitas. La necesi

de La: f6rmi¡.La de GelL-

(4e)

-encontramos que :esta expresi6n

respeeto: de: Las masas involucra-

/to

Num6ricamente

§e satisface dentro'de un 2?.

das,

En'e1 caso de1. decupleto- de-bariones podemos

co¡lstruir: la siguiente." tabla:

Al substituir estos-valores en.1a f6rnuLa de

m&sa§ 1a necesidad-.de. consistencia""del; siste¡na, nos conduce a

i-ñ = sgi*-i*¡" (so)

Esta relación se- verifica. dentro de. un margen

I somuL tiplete Jz carga total A
isonultipl.ete

A

Masa total M
isomultiplete
(Mev)

x

0

r*

x*

A

-s/ 2

-1/L

1/2

3/?

-1

-1

0

2

1,672

s " 067,

4.155

4.944

1

-1

-1

1



sl/ /
de 0,Sg respeeto a los-vaLores de:mese presentEs.

Recordemos'que'1a apLicaci6n de 1a fdrmula

de masas. de. GeI"l.-Mann.0kubo al easo:de los bariones da resul

tados coarprendidos en un lB de 1as masas involucradas.

Si nos -preocupanos.- finalnente por.'eL número
l.p.osible,de i¡'sospin-en'una.:cierta, representaci6n de, SU(3), 1o

que- equivate al. nÉnero":posübJ.e de valores p*r, 3 ,, encontramos

que está: dado por

Nr = (f+1)(u+1) = 2J+1

..\3
Al. irnponer .J . ;, encontramos

(s 1)

la siguiente

re Laei én

lp+|+p = 3 (52)

§uyas ünicas :soluc.iones.:enteras son }rl ru=I tl=5ru=0tl=0ru=3r

las euales,. eorresponden.. al octeto, o1 "decupLeto y al decupleto

conyugado . re spe ct i vanente, ; que -" s on:: p re ci s amente, 1 as" rep res ent a-

ciones. de. SU (5) ;'que; ocutrren : en;' la,:naturaleza:" (Esta fue, por

otra parte, una:. de las: motivaciones. in:i.ciales..para". introducir
ei. modeLo de quarks) 

"

Por" otra; parte;:. si;.so1amente. inponemos

,. lpttr+¡¡ .<3 (53)

encontramCIs.que.los únicos.'valores posibles. de (lru) es.tán da-

dos por los. pares,(l:r0) , (0'1) , (2'0) (0 r2) ' 
(1'l) 

' 
(5,0) -y (0 

'3) .



s2//
Observarnos que ahora obtenemos todas Las re-

presentaciones posibles de su(s) , hasta eL deeupleto " En

particular, al imponer La igualdad, encontramos Las repre-

sentacione's dadas por el modelo de quarks, sin haber habla-

do.de quarks en ningún momento" Naturalmente, para obtener

estos_. resultados fue necesario introducir una hip6tesis que

reemplace 8 La de 1os quarksr:que aQuÍ consisti6 en postular
1a existencia de 1as superpartÍc¡Las.
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