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Se vetudia con clerio detalls algunos aspogtos de
ia f@m\gﬁn vardasions) de el probloma del movimiento,
op espesial se enaliza cuidadosamonto la guostidn ds la
indopondsioeis de las funclones que aparcaen es la inte~
gral do acsidn, Se plande2 ol probloma de los tranefope
maciones candnicas y ac obilems iz cowdsidn de Hemiltone
Jaoeki.

En 1z segunde parto se considera ol problems de am-
pliar ol soncepto de transformaciéa de ceoxdencdza, pass
incluldr transformaoioncs simultdncas do 1ns voordonsias
¥ velsgeidades gomeralizadas simultinosmente. Do ostze
sonziderasiones se obilenme uma cinrta ecuscidn diferensial
pazoial cuya solucidn pramite rosolver ol probdlema dol mo-
vimiento, Fiaclaecnts so demuestrs la cquivalencis con
1o teoria de Humilton-Jacobi,

En el a;}émiige se haoco una nueva derivasidn dc las
transfommacionos cendnicas, tal é.ua tante la imvariapasia
és slortes corshetes de Poisesn ocon el teorems do Ipuiviile,
quesdap demovzizedos sh forms subaidiarcie.
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‘ {La demostracifn gue cumplen com los requisitos de una relacibn
de equivalen es trivial @
&) Reflemxibidad 3 L L bss L-L =0
by Eimetria ¢ Lagl® = LA, L . En efecto, si

i
W
§
f=ay
£

«b:«nf- i“’ g‘}w}L/.J g«m
a3

¢ Transitividad :

Censideremos un nusve aspecto de el formalismo visto al comienzo
del plrprafs. Tare ello havemos use de is si ﬁéi@zag definicida:

;81 dos funciones pueden ser slegidss svbitravianente, .en 2l sen-

T

tide de gue no exista ninguna relucifn establecida a priovi entre ellas
que peymita obtener unz a pavtir de la eotra, se dice gue las funciones
son independientes.

Pava ilustvar esta dofinicifn consideremes un gsistema con B ogrados

- i Vi . 7 6%
de iibertad, =8 clave entonses que las fuanciones gi{ iique apavecen en (8))
A 47
! y
e e L P o L RS i Y heiner
son indapei gin embargs las Ffunciones gi{t; y ¢.{t} no lo son,
275 D et ;e-e "‘t&‘ = ::N%E { ‘t}
w2 {EJ frares SR ‘,é.iv, et U?: Sy F

! eI . 2w o6 - AT € oyt mom
Yolvamns &l problews de extremar la integral

P&y © d Ben $ 3 3w d A v d darnfe AsT mE1neel
(%} Supondpancs osee Familiavidad con la taoris del cleule
de varviacicnes v ay s 2 B SOn oblemas veriaeionalss con condiciones
dhﬂiéim izg, | ; nstock: Calevius of Vapiations. .




S,
variacicnes la solucifn al problema se obtisne introduciende m funcio-

nes auxiliapes ui(t} y estramande la nueva integral

{"{:ﬂ ¢
an [ fLG, g, 0r 3w ly-)]de

pero considerandoc a 4; » ¥y Yy u, como =i fuesen funciones independientes,

4

En @facte?&1 2igtena de ecuaciones que resulta de estas consideracionss,

es el sisuientes

] . ]
(1) 22k o .., iy % ap 1i1)q, - ¥ =0 j=t...m
¥ 2l combinar las ires expresiones de avriba se cbtiene:
45y dhosab -2k ti=
{AJ, »E {\;}..} g w Q : ioaocm
= 4 Ry

es decip las esuaciopes (11)

Ahora bien, si se introduce en 1a integral {(13) la condicin (1%):

BL’ - . t = Pl e
ET‘J o i‘l?sé 3 1, Lot Bl Jo u

y se extrema la sxpwegiﬁn que resultas

f4q & tf 2
£ gL(*é ,}*)'*2 = (§e-S:) =0
ﬁe
censiderando a Qj y rj CORO funczenga independientes, las ecuaciones
dai movimfentoc gue se cbtienen son idénticas & las cbtenidas en (11), en

efsotos

: 4 }
(17) / 43§é,£f‘ . 3%95 i 5
by 2L - d (3L PR o &
3‘%-" ES{ 33‘;)“&- 37:“3-3.3 5 B’E}«O
que al comhinar con a) das L d Ly 5% fooom
S7- - v (8= 0

28
En resumen, hemos visto como un mismo problema puede plantearse

o

an Forms dmsm;p1g$ puss extrenar la integral:

wé L‘i;: )§LP )2&%?

tenisnde sn ouenta gus qi b é‘ no son independientes, da ias mismas ecua-
3 i

ciones del movimisnto que al extremar la integrals

j L(?}ﬁ; é) Zaﬂééa“?{) .
¥

te
pero considerando a g

. como funciones independisntes.

e

{#} Estez condiciln guedard satisfecha puesto gue la energia cin@tica (3)?
o5 una forma cuadrdtica positiva definida en qi



s del movimiento.

Estudiemcs nuevamente el problema de extremar la expresibng

e hn
{ig)y V4 v, i 2{ - (S _-Y)
v Ei’é?;;ﬁ ¢ ) 5-{ ST A At
£s > § & topa ©al
considerande a las funciones q; ¥ Ty independientes. Introducimos
un nueve sistema de funciomes, definidas por las siguientes ecuaciones:

i = 1§0009m
¥ la nueva funcional:

o,
(o3t Hity, 3y, 6) = ;2-5 po¥e =L (45, £)

16}
7
b

x*ﬂ

lugar de &ieﬁr t), supondrencs &xglic;tamante que é,%caiﬁ) de modo
gey determinados en funclén de pigigi, invirtiendo las
reizciones (19}, BReemplazando (139)° en (48) obtenemos un problema equi-

valente, que o8 extramar:

{-ﬁ,ﬂs {'?-l
o TR by i ae
& i ) '
N H(%f?y b)jdt

Considevande 2 p, v gq comc si fuesen independientes, las ecuaciones del
b 5

Bt

poviniente gue resultan an estas circunstancias, son:

%,é = - :‘%ﬁi ;—_—;:WHgé

(28 3%
#ck = ;?ﬁd&ﬁ % gi‘g ie= 7 SRR
Th .éak?ég H ]

come &l sistema sanfnico del movimiento.
Bs impordsite vecalecar que el hecho de considerar a pi ¥ qi como

o o o e > ‘ ’ 2
funciones independientes, &§ Licito gracias a que los 9 y los g Hosn

i
considerades come independientes en el problema ovigimal (18).

Hostrewmos que estas miswmas scuacicnes pueden obtenerse también del

problens de extremar le ewpresifus
t4 i
(o { } =
g = {
8 E} L \an g t d
s
8, ¥ 9 s0m ﬂ-éegenﬁ;enﬁgge En efecto, si definimos
“q & ‘1; met

{%7 Yap pigina B {asterizfco)



M RO

m nuevas fuancicnes

a%f =5 gooc 13
v una nueva funcional
Figa
23y W (b, 9, ti=z 2 o o e )
(28) Hlby9pobi=ia b gi- {300 %p
/ oA ‘ ¢ ;

en que log g, son funciomnes de p, . v t. Se tendrd antonoes gue
i Ve

o g > (3
H o ® < :'3 s % (:2;,« = &

(au) 20 = H pr = .ﬁ—gi baRdcL N il

aﬁ‘ 4 = T 2k, Tl TRy i

i é S \
535250000
Estas ecuaciones muestran explicitamente qus ins Ki %c its]
3

k)
&

son independientes, sino gue estBn ligadeos por las

o

o las ecuivalentes {(24), Entonces si reempl

L RAmGS
8 e introducimos (24} come condiecifn subsidissis, se tendrd:
{ &g‘ 4 5
i waiM He. & Y4
§ 32 P"‘ '%@ g‘}{?;i%s;ﬁ}?ﬁ__} A éfi‘ffﬁmggjévwf

ta Lsh
dz donde vesultan las siguisntes ecuacionsss

4

ﬁaﬁ“#?g

{25) = H b;
%’L }? ?g" ST O WA
AL (BE0

Kuevamente hemos debido considerar z los p, ¥ 4, <owe funciones

independientes, sin embavgo debemes uotar que este heche ha gido un arti-

ficic matemftico que nos ha ﬁ&*ﬂlti o daevivar las ecuasicnes de

son extremar la expresidn: (%ﬁf';? . Ty N
o Gy o= Mk, Q: tit 47
e I R R A ¢
gg

o
8]

En lz prictica, (y da acuerdo con la definicibn de
dada al somienzo) tantc los p, y q, cowe les g
independicntes entre si.

Finalmonte veremes una forma altesrnativa que 508

las ecuacionss caﬂﬁmaaasg sin necesidsd de recuwrrir al avtificio ya
cionado, @z decir sin necesidad de considerer a los p, y ¢, oome ine

dependientes. Pare lo cual comsideraremss al funcional Liqig a4t

como una mera Funciln de las 2m ¢+ 4 varpiasbles (¢

< m’}
& a ‘:.“g 2 wfo
g $ TR
P



8o=
Definimos euntonces w@ nuevo conjunto de m  variables:

{26:’3 :?g: = ;gy_ i = 1’ Q’eoom

P.s Q. ¥ T pors
(26)° H (fg%é;} %éi’é’:) &= ,E; ?é ?} = L (g—;;é‘;(ﬁ; ?l&).v t’)
, i,;

suponisnde que los q. son axpresables como funciones de Pye q ¥y to
Este nueve funcibn posserd las siguientes propiedadess

a2 Y L) - ‘: } v
(273 ) !’fﬁ:’:ﬂ" C‘éy :»9) h?,‘,‘z“"%? 123, 25000m

a esta nweve funcidn le llamaremes Hamiltoniano y & este tipo de trans-

formazifn, definido por las ecuaciones (26) y (26)°, transformacidn de

Las ecenaciones del movimiento en tSrmincs de L erant
(2 o iy

'c:ﬁam‘__m Do ; W—a}s =0
dr ( 3q, dF (f’u) 39c

v combingndolas con (27), se obtiene el siguiente sistema:

~ Hg:

e
H

m\@D [
4

st ot
g
. &f

i = 1' 2’ooe,§
es deelr, las ecuaciones candnicas.

IV¥. Corchetes de Poisson: Sean 9 ¥ Py las coc"denaddb y los momentos

B
generaiizados de un sistema arbitrario, seaﬁ!f{p,, Gygs t) una funcién
i

arbitrapria de P 4 ¥ t , entonces

S :

{
&
¥
8 scuaciones canﬁn;cas, se tendrd:

fen

~ - A ¢
(29) .ér..’%n :.ﬁ.& _..é-z §~E %‘ -sf P&E
it s o'.: ‘-7
ls

{30} gﬁ% -1 Z (ﬁ%b

T3 é%u Qb% 3@ )

'y %332{:&&. ad __ af ady

3. sp.  dpr 2y, )



)
api, ¥
g,%,, i

gn“

Ao s 35 o | e s : . S .
sndlepamente, para cualgquier par de funcicnes arbitrarias de Pss 95 ¥ i

¥ § , defininos el coye

£asy ¢ ‘*w ol aﬁ o 5“; ag )
{32) {:r,gﬁ = £ Ces&; ag; ~ 3g; 3’

Propiedades importautes de los corchetes de Poisson:

(&

ke
Maga?
[E8)
5]
bt}

una constante del wovimiento entonces ﬁ%? = O luego

=
i
¥
Sns—1
-
=
¢
e}

an pariicular si £ no depende explicitamente de t se tendrd: [}%,E]:=€9

i1} De la definicifn {32) se desprende Fflcilmente las sipuientes iden-

tidades:
P e = & ok
1 I A Fio s i ¢ 1.k =47 m
iaQ. ‘? i oo f B oy s 13 4 L Q,. - o SeY ¢ w90 co
WP Fed=Y  [roPed”® kT oix

Yo Transformaciones Candnicas.
Sean qioceoqm las coordenadas generalizadas de un sistema con
m  prados de libeytad, en-&l parrafo I habfamos visto que la eleccibn de
g ro0esd erd arbit?arias siempre que permitieran determinar en forma
N deld 'si' tema en el espaéiéo Esta libertad en la eleccidn
de las coordenadas nos perﬁi@a ﬁefﬁni@ otros nuevoes parimetros Qigoaﬁgqm
i

=

que ipualmente determinen en forma dnica la posicifn del sistema y que

aztén Jaﬁ;gnadas con 1o8 Q g.-0,9 @ Través de las sipuientes ecuaciones:
_ i i
{33) = 7 =0 3 i = 1
xzjrvit {}i ?i(‘:;’{igrog(;ﬁ; 5 t; 4 i’eaﬁ?m

gue supondremos invertilles, de modo gue:

(:’E%E q,, = ﬁaie gooosq ] t} i = 119“°Sm
i i 3 W ;
entonces lag nuevas veloeidades generalizadas estén dadas por:
+ Mg -
e e SR o : .
{3:3} f}’;‘ e -'Eﬁi;g& P n&zﬁ'ﬁ L= iﬁco*;m 5

£ f_;.::@ 3 $ y %v:.; D 5
N
2

¥ loz nusvos momentos  ©  GEMEN AL Tabas POR:
; et AT ;
23?} i‘ = -Agxn%i%n 3 = iz?,mnsgm

kil . aspecto formal de las ecusciones del movinmiento, en términos de

que las ecuaciones del movi-

£]
o)
)]
. w}
£
]
B
Fo!
i
b3
fos ]
&
£3
i
ool
i
7
End
o
2]
&
o]
L
i
(o
3
o
i
3
oo
1)
&y

miente guedan invariantes ante transformaciones de coordenadas.
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13-0"‘
toda transformacifn que reuna estas COddlClOH“S!ES decir (39) ¥ (41}
le ilamaremos canénica, Bs clarc entonces que toda transformacién cand-

nica se cavacteriza por una cierta funcidn F(Qi, Piq,p,t),que~llamaremos
la funcidn generatriz de la transformacibn.

Supongamos que de los Qi,qi,Pigpi tan son los Q.qi son inde-
pendientes y gue los P; ¥ Pi estfin dades implicitamente por las ecuacio-
nes (38),

Entonces F ser§ una funci8n de Q vy q - Si desarrollamos el

i i
segundo miembro de (81), se tendrd ques

§§z ?% 623 - EE pe é; +H-K= ;; ( c%a ‘“é% Cl,) ‘*t

y por la supuesta independencia de las a5 ¥ Gj , Tesultard ques

{}}.é.& = _&,,?bé

(42) 29
U RE. L
)25 -7

éLi} 22 = M-k

Por lo tanto, a cada funcidn F(q s ‘.9 t} le corresponderi una transfor-

wmacifn candnica, que ;juedard determinada del sistema de e uaciomes (42),

Es iamportante notar ¢ue Férmulas semejantes se habrian obtemnido

4]

i hubi@semos escogide a (gig Qi} € (pi9 PiE o (qi Pi§, como argumentos

-

indepsndientes,
. Otra propiadad interesante de las transformaciones canénicas es
gue dejan invariantes los corchetes de Poisson, es decirsi £ y ¢

son dos funciones de p, § ¢
r A

(43) 1 8

Sl B ;?m '"’L‘?iz-!?. gz.
_g:i ) %’t i’},é}

gi%%,ﬁ):g{;ﬁg%@ % (P, Qe},+}

En particular se teréru gues

¥

by r e - )

i - VA PN gﬂ? gQA e

(&EL&Q K!.—-Q Lgé,!k‘},{; LE i c{;p
{Eu el apfndice de ests trabajo, se desarrclla una formulacién alterna-
tiva al problema de las tvansformaciones canoﬁlcas, en que estas y otras

propisdades de los corchetes de Poisson, aparecen demostrados an forma

amubsidiarial.



12.-

1]

n relacidn al pirrafo ante-

de

[+ 4]

rior: encontrar una transformacifn candnica en gue el nuevo sistewm

soordsnadas v momentos 5ﬁi ﬁuengﬁPéiecag?T} gean todos constan
s

o)
e 5

i
S

(‘i

que la funcidn K(P,, ng t} correspondiente, sea idénticamente nula,

-

a la funcifn

generatriz de esta transformacidn, entonces

5
Y]

Lisnemcs
por las relaciones {42}, la funciln S dsberf ser soluci8n de la si-

guiente ecuacidn diferencial paveial de primer orden:

esta ecuacifn, mientras que S serd la varisble dependiente. Toda ecua-

°

¢ifn diferencial de este tipo, liamada ecuacifn de Hamilton-Jacobi, pOSea

58
o
]
1)
e

tinos de soluc

2
9
wa
7]
3o
et
’Q
[
fh
[N
iz

QUBE interfs para nosotros, la solucibn

anger de tantas soustantes arbitraris

m

completa, que se caracteriza por de;

¥
"U

como variables independisntes aparezcan en la scuacifn, en este casom + 1.
El hecho que § no aparece explicitamente =n {45}, implica que una de las

ditiva, o sea que la solucifu completa tendrd la

i,ii’é} Sk = S {%igoosgﬁ‘mgtg&fi goncgiﬁ;’;’%} * tz{@

e
o,

81 identificamos a las constantes ¢, socop O, coOm 338 Q ;00050
: : ;

entonces, de acuerdo con 42-1i} los nusvos momentos estar&n dados por

g"f?} §,S <) e
S-S A X & i & 9.0 ™
St e Ao g s B isociegi
=L
(AR . tanhifn Son :onatantes, De estas m relaciones

4

“uﬁ&*ﬁﬂ?“ﬁfﬁ }135 v to En conciusifn, de lz solucién complsia de

{45), hemos obtenido iz solucifn de las escuacicnes candnicas. Ia

ezcuncisn de Hamilton=Jacobi, al igual gue las ecuaciones de Lagrange

I
b
i
i)
g
(o)
[
8]
™
@
&
)
Zﬁ!v
frontt
Lol
£l
iy
b
L
£
L1}
£
LM:
'Z
b

1 el pErrafe V, que las transforma=




ESO‘*‘

; £y L bi f - A Yo
?Eﬂ;ijg ?"}"’ Eg‘ia«) &})"fﬁpfbf}:’ﬁﬁ'!‘}{b@j'(j

; .

' A : - S ¢

con L, o .2 p == 35 1,2,.05,8
i L 2

primer orden se sabel{®%) que a toda ecuacifn diferencial parcial, le
cerresponde uvn sistera de ecuacicnes difepenciales crdinarias, llamado
@ @} - - " & o ‘f % [ - . el .
5t &1 casc de la ecuacifn (48}, sistema caracterfstico Landnicc,

Je las solicionss de este sistema caracteristico, es posible

en gemeral, construir soluciones de (43) que satisfagan ciertas condi-

A x; .
;2;;?4:.3;;%;’ ﬁSWiné

-

Pop otra parte, si se conoce la integral completa
ey s 4 £
(50) UVE’S:%“\}{;}’”;}m; Q.;@,,_ff,w&w};ma,@

de la ecuscidn {(43), es pesible obtener implicitamente, de las velaciones

fgi = 5 - s
g o3 < ia i m
) @CD‘ - b‘ %} o= F:” grog
A : }{(,
con a,.b. 2n paréwmetrron avbitrarios, una familia de soluciones de las
i 4
snuaciones
LA éﬁé H
at i de T P £e
I = ioo o o B (54)
que dependen de 2n par8metros.

De manera que 2 un siztema £isico de m grados de libertad, cavacterizado

&

por un Hamd

mos asociar wna ecuacibn diferencial parcial i identificames la funcifin

H da (88} con sl Hemiltoniuno, los #; con las coordenadas g, y los momen-

tos generalizades o, con las derdvedas parciales g&i o Las soluciones
<L

de lag ecvaciones del movimiento de podrén obtener emtonces de la solucién

eompleta de {48},

“i.,‘{i‘%.‘ifé’"'&é‘t'ﬁ Bl BILDEP P CHD. £, BETOSUE OF HaTasmaTigal
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s

Aun cuando el problema de integrar una ecuacidn diferencial

byt
3

vercial, es en general, mucho mis diffcil que integrary un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, sue ccurrir que la inte-
fnracibn del sistema es muy diffcil por métodos e¢lemeptales, mien-

tras que la solucidn completa de la ecuacifn (48) correspondiente,

lumente

e

-
CRT

)
o
&
e
r
)
]

o
s
n

M

]

or el método de separacifin de variables.

1' Teoxiz en que las coordenadas y la3 velocidades son conside-~

radas independientes.

Vimes en la primera pavte de nste trabajo, que el hecho

o
®

poder considerar a los Py Y 9; cono funciones independientes en

la integral de accidn, permite efectuar transformaciones tales que

Tt

los unueves argumentos P;,Qi
-t

resultan todos coastantes; para encon-
trar esta transformacidn vimos tawbi@n que era necesario resolver
cierta ecuwacidn diferenecial parcial, y que una vez encontrada di-

cha transformacida, la solucifn al problema del movimiento se

bteniz en forma inmediata.

&

Por otra parte, en el pirrafo II, vimos cowo las funciones

q5 9, podian ser conasidevadas independientes, si se reemplazaba
la integral de aceidn S5, por la siguiante expresiin:

<
L TR B w, b ) ok
en § GGG - Z 5 (8- §F) ot

en que L era el Lagranpiano del sistema fisico en cuestidn. Las

ccuaciones que en este caso se obtenian eran precisamente las e-
cuaciones de Lagrange.
Este nueva posibilidad sugiera entonces el prsblema sipuien-~

te: @8 posible efectuar transformaciones simultineas de los G, ¥
S

2pendientemente, de manera que las nuevas funciones,que en

o

iad

o2

[
-~

£

2

j3t)
(v
ot
e
[a]
5

te denotaremos por Q; vy R;, sean todas constante:? La res-
puests g este problema es afirmativa) verewmes a continu:icifn como
es posible encontrar esta transformacifn, para 1o cual s«ri también
necesarioc resclver clerts ecuacidn diferencial parcial. Vinalmente

veremes que una vez encontrada la transformacidn, la solucitn

sl problema del movimiento vesulta en forma inmedisata.
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tn

L el Lagrangiano que caracteriza a cievrvo sistema

£

Pedty
i

ico, entonces las ecuaciones del moviwiento corrcgnondien-

tes est3n dadas por el siguiente sisteuwa

" d r 2L =
(54) e s =0 §=1 "
o~ e § sieielg
adt gﬁ. &%.‘i
Suncongamos que las acelevaciones generalizadas 9.

pucden expresarse a partir de (54), en funcidn de las ve n-

cidades q;, las coordenadas 15 ¥ t, es decir

LR

3
59 = “E"%‘{cﬁﬁé%_ﬂ f=1, 0000

Lot

L

17
I
‘15
o
o
7
o
©
=
o
o
®

{56) {éimfi(st'

L3
Lasds
0
7
s

i=1 e oanm
R.“g;(qj,q-st}

et

las ecuaciones de transformacidn, impongames que para los

(=N

£4

B

nuevoes arpunentos se ver que la relaeidn

{57) L ; d{;‘)*"“zi

4%
{Esto seria el equivalente, en la formulacidn Hamiltoniana,

b

T e o

a imponer que lss nuevas funciones sean canbnicas).
baturalmente esta condicidn restringe el tipo de trams-
formaciones posgibles ya que las siguientes relaciones dehe-

O AL, e a . . )

Z“; f;-—i 3 T X ;-z%; u‘\i!\qﬁ”i‘ ’C%K*%‘?) :%i(%i‘ Gk :t:) SABNEN
en donde qj ha sido reewplazado pox las ecuaciones (55} en
t&€rmings de los STUPL TR

Dadas las m funciones fi’ ias relaciones {(58)}determi-
nan auvtom@ticamente las £3, © al revés, dadas las gi(qk’qk’t)
las f£; deberdn ser soluciones de esta ecuacifn diferencial
parcial, Las nuevas ecuaciones del povimients deher@n re-

sultar de extremar la sigulente expres

{ Yol . _1d¥; ;
o S T(@GRH) - T IR -3+

E
To

T{Qs R E)=L(a{Q Ry, t) a5 {QpsRy-E)E)
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Impongsmos ahova la condiciBn que las nuevas funcioneas @

sasn todas constantes, se tendrd entonces qgues

£

P 4

6@9} "é)’;‘é‘% = @ b A 1,000,“
o &

y por io tamte g 2 @

©

Iusgo la ecuascifn difevencial parcial (58) se reduce a

(51) 3k = (af 4, 2K o, e 8 )=
vee T 2 (3¢ 4+ S wleto )=

Supongamos por el momento, que hemos logrado obtener la
;8 ey % o o g
(62) £ =2 £ (g, se004y s Q seoosd g Ty Ggpeccosl g b 9°°°sh )+ 3
1 1 m 2 i

€5 GUE 8y 400058 o bxngao\hmg a_ son constantes arbitrarias., Identi-

ficuenos entonces los Qi s ©con las siguientes expresioness

{83) Qi =& QQsews%a ngwaﬁmats 9’000iz;»gég';sablrooebm}z"fi(qk:ékstsaii bk.)

pere como hemos aupvesto gue los Qi son congtantes, astas acuaciones
{63) nos preoporcionaviin m constantes del movimients que nos permi-

las ecuaniones del movimiento (54) en forma inmediata.

II* El Sistems Vawaﬁteristzcsny la Integral completa.

Habiamos visto en VII que a toda ecuacidn diferencial parcial
de primer orden, lecorresponde un sistema de ecuaciones diferemciales
oprdinarias, llamado el sistema caracteristico, vimos adem8s que la
golucidn general de este sistema cavacteristico, podia obtenerse
implécitamente, si se conocia la integral completa de la ecuascifn

difevencial pavcial, por medio de las siguientes relatciones:

68y 2B
;)@‘;; w?é iI®d,0008m

SR ghue {% (;44 3 ;{;m“g s ng) epa la integral completa,

R, pooss¥ las varisbles independientes y ,aéﬂ.u,aé
d g Y

Im Do i ,‘ ooy ﬂl'm

Ty con gt t@a amﬁit&@ﬁ&a&&




Congideremon la ecuaciBn difevencial paveial (61), el

sistess caractsristico correspondiente, es:

¥

(esy 4& - G% d3; £ % %,000sm
‘:{4; A k%'g)%f,?é}

G da. 5 ia
c R A R

Reconocemos inmediatamente que este sistema no es otra cosa
que lag ecuaciones del movimiento (%3). Si aplicas.s el procedimiento

-

sopiba indicado, la soluciBn general de las ecuaciones del movimiento
s2 cbtienen simplemente planteando el sistema de ecuaciones (64), para
ia soluciBn completa de la ecaaciﬁn diferencial parcial {81).,

Para ilustrar esta teoria a@nszd@rgmoﬁ un ejemplo sencillo:
ina particula puntual, de mass, en ei ca|po gr&vxtarlo tarrestre,
que se mueve verticalmente,

BL &agfangian@ correspondiente ess

L

&

R

0 2
€ 4

et

=n ogue g es la distancia desde un origen fijo avbitrario,

La ecuacifn del movimisnto ess

(69) %;\%éa,éimgié}+ﬂ€§}*aﬁi

gus al reemplazar en {88) das ]
2 “'i B 3, o _Eéé:, L @
{70} “?1:?@{@)‘“5’"%% ﬁ ) : g 1

de depde se obtisne ficilmente

{71} {ém 4 (‘&E:@ =3 ol {té‘}::'&e{éi +et

La scluciSn completa sepd:




Planteando el aistema (64} se tiene:
{78} ﬁﬁtmt‘«’“%

 que da Finalmente %

32. i',.’

. % ézﬁgté'"“’g"’i‘“bg)

o g8y ia selucifn general de el problems del movimiento.

N

IZI? Eguivalencia con la teorfa hamiltoniana.

En la teorfa de Hamilton-Jacobi habfamos visto como la solu-
cibn de las ecuaciones canBnicas del movimiento, pedfa obtenerse a

partir de la integral completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

o

b

Jesgraciadamente esta integral completa es, en la mayorfs de los casos,
muy diffci) de obtener directamsnte. Enisten, sin embargo, mBtodos
que perriten en ciscunstancias especiales determinar esta solucién.
Pescribirsmos & continuacifn el método llamado de Lagrange-Charpi
{eB8lo para 8l cazo de ecusciones con dos variables independientes)s
Supongemos que s¢ deses encontrar la solucifn completa de una
ecuacifn diferencial parcial de primer orden y que supondvemos es
del tipo especials

{ve} 3§ 25Y .
E ,,wq?.,i “i.iv}ac%j»ﬁ

£l-métede coneiste entomces, en encontrar otra ecuacifn dife-

vrredals que depende de un par@metro avbitraric y que junto con

onsE comines., Sea

N
-
L8]
R
@
o
[l
&22&
=}
e
‘5‘;
i‘;‘}
£
l’h/.‘

{a ecuscify diferuncial pareial qus posee solucicnes comunss

con {78}, entouses deberd cumplir cown’

s . ; g 4 & : .
(any [ H‘S} %‘-%‘E’“ = 0 (%)

R L =

{%} Ver por ejewplo Smirmov, vol. IV, A Couvse of Higher Mathematics,
pages 354 - 389,
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onde sapia precisemente la ecuscifn de Hamilton-Jacobi,

Yemos entonses, cono en asls aspea cto, la formulacidSn Hamilto-

o

na pofed una encrme ventaje eschre la formulaeiln Lagrangisne, ya

sblo & ¢travis de las funciones p 9; ¥ H e3 pozible sstablseer
: i

fersacial paveial, como 1z de Hamilton-Jacobl, que como

dijimos anterisrments, es la base de un mEtode general para resolver las

()

Al deseribiy el aflcdoe de Lagrange-Chavpi vimoes coms a partir

-

de una ecuaciln difeprencial parciazl de m 4+ 1 variables indepen-

disntes podiamss devivar otva con Zm 4+ 1 wvariables independientes
{Ec.{78) v (79} pespectivamsnta). La idea del problevass in-
veptir el procedimiento, o se& dada la ecuacibn en 2m ¢+ & varia-

ble, enconivar 1z covpaspondiente de m 4+ 1.
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Habiamos visto en

¥ que la representacidm

canfénica de las ecuacicnes del wovimiento,

partida de la

£ = } 2 = U >
el i 3 w  E5E2 &
b4 'ii pl ¥ pl
&5
les souanicacs canbnicas da

o R ? 3
e 390 C g F S4BOOS g
12 m® "1 i’
e 4 :
ooy las siguientes relaciones:

= .aﬁqi

un cierts

buscar un nDueve conjunioc de Zm

reorla de trancformacionss candnisas.

i = 1gaaog“ﬁ

3

sistems fisico; planteamos entoaces

cantidades

. Funciones de las {qigsgqmg pigoe@pmt) ¥ defipidas

{ay2) Q% Qfpy g, I s
¥ Lz m,
Fiw B{peqst )
tales gue las ecusciones del movimlento: {(a,), expresadas en tBrminos de

= ¥

k pk

siends ¥ una cierta funcidso de
Papa mayor simplicidad,

s8dlo un

vee tar

sons

2 ° =3

;} g = ﬁp D= o= Hq

il} ¢ = 9{p.g,t) B
T 5, 2 & oo 8 =
fa, 23 44i) = ¥ Pz - K
ST X &, Q "‘{}

Fgtudiencs entonces las
clones {a,=ii) ,

seen también candnicas,

supondremos que el sistema fisico en

grado de libertad, de modo que las

'3

condicionas gue

-4

mpone a las transforma-

la vestriceidn que las nuevas ecnaciones sean del tipo

£y

ie

flomat

: L el 1
ag esuzciones {a3w;2 an tfrmines
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