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INTRODUCCION

Este trabajo tiene como finalidad exponer
los métodos tedricos por medio de los cuales se resuel
ve el problema inverso del scattering a energfa fija,
tratar de establecer una relacién entre ellos y, ade -
m4s, generalizar uno de los mismos.

Para esto se hace necesario que definamos qué
entendemnocs por "problema inverso del scattering". Es
bien conocido que para ciertos potenciales ( e.g., de
Coulomb y exponencial ) es posible resolver la ecua =
cién de Schrodinger en forma exacta y, en particular,
conocer los corrimientos de fase dj « Sin embargo,
como lo que experimentalmente se determina son los co-
rrimientos de fase, es necesario establecer una teoria
gue nos dé informacidn acerca del potencial que produ-
ce estos corrimientos de fase, Esto es lo que se de =
nonina "problema inverso del scattering”.

En un experimento de scattering tipico, se
tiene un haz de particulas incidentes y un blanco.

De las particulas incidentes, que ahora y en lo sucesi-

vo supondremos sin spin, podemos variar dos parémetros,



a saber, el momentum angular o la energfa. De ahf{ que
existan dos métodos para atacar un mismo problema. En
particular, cuando se fija la energia podemos desarro-
llar la teorfa de dos maneras, esto es, considerando

sblo los valores fisicos del momentum angular, © bien

hacer el estudio en el plano del momentum angular com -
plejo )\z 1 + 1/2. Estos dos métodos han sido estu -
(1)

diados en sendos artfculos de Newton y Burdet, Giffon
Y Predazzi(Z) ( que en lo sucesivo citaremos como Preda-
zzi) para potenciales esféricamente simétricos, con la
salvedad de que Predazzi hace uso en forma explficita de
la finitud de los dos primeros momentos absolutos del
potencial.

En cspecial, generalizamos las relaciones ob-
tenidas por Predazzi para el caso en que al potencial
estudiado por €1 se le agrega un término del tipo OC/V%
con ©2>0. E1 efecto de este término es producir un
corte a lo largo del eje real del plano A .

Finalmente, es necesario notar que el hecho
de fijar una energia baja para el estudio del proble =
ma inverso del scattering, es una condicidn que nos

permitird desarrollar una teorfa consistente. Después

de todo, no sdlo desconocemos los corrimientos de fase



40 para un rango de energias de cero a infinito, sino
que a altas energias, la mera suposicidn de que el pro-
blema puede ser resuelto con la meclnica cuéntica ordi-
naria con conservacién de particulas, es ciertamente
incorrecta,

En el capitulo I se exponen y comentan los
articulos de Newton y Predazzie. Luego, en el cap{tulo
I1 se estudian los posibles equivalencias y analogfas
entre ambos trabajos. Finalmente, el capitulo III lo
dedicamos a generalizar el método de Predazzi en 16
que a las relaciones de campletitud y ortogonalidad se

refiere.



CAPITULC I 1-

PROBLEMA INVERSO DEL SCATTLRING.

METODQS DE NEWTON Y PRELDAZZI.

I - 1. Método de Newton
1a) Desarrollo Formala

En esta seccidn lo que haremos esencialmente

es seguir de cerca el anflisis que Newton( 1)

hace del
problema. Lmpezaremos con las manipulaciones formales
gque nos llevan de un conocimicnto de los corrimientos
de fase al potencial y las funciones radiales.

Para ello recordemos gque la ecuacidn de

Schrodinger es:

2 2
%Zm VVIE + ue) W) = WIE

(I-1

la que, usando las sustituciones

2m

T s 2
}:___T% ¢ ,J(r)=/ﬁ2 U(r), k“=E




8¢ transforma en

2
N V@) « sz\}fcs?) = V)

Como e¢s bien sabido, las solucicnes de esta ecuacidn

son de la forma

r ]

\ Yaqalr)
i - —\'11—5—-—\(1“‘ ( 9,0)

donde %Jl(r) satisface la ecuacidn radial

dz&:/]_(r)
d r2

w0 - M W VW, ()

Y \/(9,&?) son los esflricos arménicos., Si utili-
zamos un sistema de unidades tal que ) se mida en

. / 2
unidades de ?\ y cntonces se tiene que k%=1, Luego,
si escribimos la ecuacién (I-2) para una partfcula

libre, el resultado es

2 W
d® ¥ (x) _ 1(1;1) gj(r) +\Wi(r) =0
dr? r ‘

(I-3)°

Las soluciones de esta ecuacidn las dencninaremos Ul(r).



En base a estas soluciones definiremos una

funcién arbitraria £, (r,r*) de la siguiente mane-

1
ra

oo
fr,r') = % CqUy (r) Uyle")
(I-4)
1=0
con cceficientes reales Cl' La ecuacidn diferencial
(I-3) que los U;(r) satisfacen la podemos escribir
en la forma
Do(r)Ul(r) = 1 (1+1) Ul(r)
(1-5)

donde Do es el operador diferencial

2
D (r) = r? ( d2 . 1)
dr (1-6)

Por consiguiente, la funcibén f(r,r') satisface la

ecuacidn diferencial

Dy(r) flr,r*) = Dy(r') £(r,r')

(I~7)

con la condicidn de borde



/.

£f(0,rt) = £(r,0) = 0

(I-8)
Definamos ahora la funcibn K(r,r') comoc solu-

cidn fnica de la ecuacidn integral

r
K(r,r') = £f(r,r') - drmpn™? K(r,r") f(r",r5)
o (1-9)
es decir, supondremos y luego demostraremos, que (I-9)
tiene solucidn y ademis que la solucién es @nica. De-
finamos ahora la funcidn auxiliar
‘E;(r,r’)zf D(r) K(r,r') -« Dgo(r') K{r,rt)
(I~-10)
donde
D(r) = Dy(r) =~ £V (r)
con

V(g) = = 2 ¢~ ¢ 7%; [:%’1 K(r,%i]

(I-11)



La funcibn auxiliar z;(r,r') gue hemos de~

finido en (I-10) satisface la ecuacidbn

r

% (ryet) = = S dr".x:‘""2 g(r,r") £f(r",r*)

o

gue es la versidn homogénea de la ecuaciédn (I-9). Es-
to puede ser facilmente demostrado si llevamos a cabo

las operaciones de diferenciacidn en (I-10), integra -
mos por partes y hacemos uso de la ecuacidn (I-7) y de
la condicidn de borde (I-8). Ya que habiamos supuesto
que la solucidn de (I-9) era Gnica, podemos deducir

que

% (r,r*) — O

c¢sto es, K(r,r') satisface la ecuacidn diferencial par

cial

D(r) K(r,r') = D (r') K(r,r')

Ademés, las ecuaciones (I-8) y (I-9) implican que

K(r,r') satisface la condicibdn de borde

(I~12.



K (r,0) = K(O,r") = O

(1-13
La idea ahora es usar la solucidn K(r,r?')
de la ecuacibn (I-9) para definir la funcién
r
Wy(r) = Uy (r) - drtrs™2 K(r,r') Up(r")
i
(I~-14
o
Notemos que (?1_(r) se comporta igual que Ul(r)
cuando r — O. Pucde demcostrarse en forma algo ela-
borada ( ver apéndice A ) que L?]-(r) satisface la
ecuacidn diferencial
DO W_(r) =1 (1 + 1) U ()
Pl 1
(I-15

gue no es més que la ccuacidn de Schrodinger para las
scluciones %D(r) regulares en el origen, es decir,

con YD(0) = 0. Sin embargo, antes de continuar es
H



Tm

conveniente que resumamos lo que hemos hecho: Hemos
construfdo, a través de la ecuacibén (I-14), las solu-
ciones regularcs de la ecuacidn radial de Schrodinger
(I-15) para todo wvalor de 1, empezando con una fun -
cibn | %’(r,r') arbitraria que satisface (I-7) y
(I-8). La tarea a la cual debemos avocarnos ahora es
establecer una relacidn entre los Cl ( que forman
un conjunto infinito de nlmeros reales ) de (I-4) con
los corrimientos de fase é% «» Con este objeto subs-

tituyamos (I=-4) en (I-9):

oo r
K (r,r") = WZ Cq Ul(r)—-g dr'r'“zK(r,r')Ul(r') Uy (r
1=0

Q

1o cual implica gque podemos definir
r
X -2
K (£) = Uy(r) -S drte' ToK(r,s) U (e")

)
“
pero, por (I-14) vemos que K, (r) = %%(r), es decir,

oo
K(r,rt') = E C1%91(r) Uy ()

1=0 (I-16)



si este resultado lo usamos en (I-14) obtenemos

11

(I-17)
donde

r
Lyqpe(x) = S ar'ev™? U (e Uy, (2")

o

(1-18)

La ecuacidn (I-17) representa un conjunto infinito de

ecuaciones algebralcas acopladas equivalente a la ecua

cibn integral (I-9),

Para ver entonces qué relacidn existe entre
los C3 Yy los corrimientos de fase, tomemos el limite

r—>w en (I-17). Entonces

w NAsen(r—lw1+J)~(g(m)(r)
Pl rSo™ > 1= Y1

S 1 @(m)
Uy S sen (r -~ 5o 1) =Vo1 (r)

(oo)

(I~19)
111 ool

L



y (I-17) se transforma en

() (o) (o) ()
Qi) = oy (=) - Z Lyye C1ve @30 (5
1
(1-20)

) (o0)
La matriz L33, puede ser fhcilmente calculada en for

Li??) es la integral del

ma explicita si notamos que
Wronskiano de U, y U;,. En efecto, la ecuacibn (I-5)

. T
para Ll Y Ul' nos da

2
2 ¢ d _
r ( 5+ 1) Uy (e) = 1 (1 + 1) Uyn),

2 a2 )
r = 1'(1 U )
( S 1) UL = 1 1) U (e

multiplicande la primera por Ul,(r) v la segunda por
Ul(r) y lucgo restando la (ltima de la primera ¢ in -
tegrando, resulta:

r

r

"2 _ 1 Y\‘ _ e
SU1U1' r’¢ dr = S ( U],Uy=U U, dE
o]

1r(1'+1)=-1(1+1)
o

¥y en virtud de (I-18)
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Uy Uy, = Uy,0]
19(1'+1) =1(1 + 1)

Lyyr =

si ahora reemplazamos (I~19) en esta expresidén, obte -~

nemos
1
L(a)) sen Z W (3 - 1) < (1 £ 1)
11! /
(1* = 1) (1'+1+1 ) (1-21)
si hacemos 1 = 1' en (I-18) queda:
() (@) 12 i
Lll = S dr! iJl(r)l =
21 + 1
o
(1-22)

Usando el hecho de que senxs= (eix - e'ix)/Zi pode -

mos escribir

(o) 1 1
@1(1:‘) _ Al (ei(r— 5 vl o+ 61) _ e-i(r-— Z wl +‘51))
! 2i

(oc0)

i (p— & 1
%l(r) - 31___ (el(r ? wl)_ e-—i(r-— > wl))

y reemplazando esto en la ecuacidn (I-20) e igualando

los coeficientes de e>F y e™'f separadamente, se

obtiene el conjunto de ecuaciones
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g; 25 (o) 1-1 §
10l 2, " ) 1-1! id1!
e Ay (1 ¢ = C) = 1 - L
1 51 4+ 1 1 171 (') Cl'e Al'
1£1
(I~23)

y otro conjunte de ecuaciones que, como los Cl son
reales, es simplemente la compleja conjugada de (I=23),
Ahora, como el conocer la amplitud de Scattering nos
proporciona el corrimiento de fase (% peroc no los Al,
nos interesa encontrar una férmula gque nos &é€ los Al.

Con este fin observemos que, para 1'¥ 1 la ecuacidn

(I-21) es
(o) ., 1-1° .
Lyq, (0D = = (Myqy
donde
%(1'-1)(1~+1+1)} -1
Myge = , si 1'=-1 es impar
0
, 81 1'-1 es par
En consecuencia, de (I-23)
@

141 ciaeifl ST -
Aqe o oqo o C1hge 43 M- b el«yl' Jgy)
2 ll' ll

21 + 1 '
1 =0
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®
-3 1 =N i -
Al=elJl—-w be E Mg, bl,el((Sl d1)
2 21+1 1t=0
(1-24)
donde
by = C14y
(I-25)
La ecuacidn (I-24) es un sistema de ecuacip.
nes que debemos resolver para los grupos infinitos de
nimeros reales by y A;. Podemos efectuar una sepa-
racidn de los dos conjuntos si consideramos en forma
separada las partes real e imaginaria de (I-24). La
parte imaginaria es
sen(gl = E Mjq4Pq,CO8 ((Sl'- rfl)
1y
(1I-26)
en tanto que la parté real es
, 1 e S
A1=COS(51- = bj - MiqePq" sen( (51'— S
2 371+ L (1-27)



Vemos entonces gque el problema se reduce a resolver
el conjunto infinito de ecuaciones algebraicas linea
les y acopladas (I-26) y (I-27) para by Y Aqe. Una
vez conocido Al podemos conocer Cl explicitamen~—
te a travds de la definicidn de by = ClAl.

En todas las deducciones anteriores se ha
trabajado con sumatorias infinitas, sin embargo, en
general al fisico sblo le interesan los primeros va-
lores del momentum angular, pues son ellos los que
contribuyen en forma apreciable a la seccidn eficaz
de Scattering.

Resumiendo, el procedimiento a seguir cono-
ciendo los datos experimentales Cg es &dste: resol -

vemos las ecuaciones (I-26) y (I-27) para los Db,,A

171

Yy, usando la ccuacibén (I-25) encontramos los C,.
La ecuacidn (I-4) nos da fr,r') en funcién de los
Cl, de mode gquc podemos resolver la ecuacidn integral
(I-9) para K(r,r'). Finalmente (I-11) nos da el po-
tencial y (I-14), las funciones de onda para todo 1l.
Debemos aqui decir unas palabras de precau-

(1)

sién. Se puede demostrar que el grupo de ecuacio=-
nes (I-26) admite una solucién que no es Unica. Espg
c{ficamente, existe una solucidn no trivial aln cuan-

do todos los é% sean nulos. En otras palabras, se

13-



ve gue existe al mencs un potencial distinto de cero

que, a una energia dada, no produce scatteringe.

1.b) Demostracidn de Existencia v Unicidad de la

Solucidn de Ecuacidn (I-9).

En esta sccceidn queremos demostrar que para
la ecuacidn integral (I-9) existe una solucidn y ade-
mis que ¢sta es Ynica. Con este fin supongamos que
la versidn homogénea de la ccuacidn (I-9) admite una

solucidn no trivial x(r,r'):

r
XK(r,r') = - §‘ drren=? X(r,r") £(c",r*)
o (I-~28]
sustituycndo f£(r,r') por su definicién (I-4), resul-
ta
r
X(r,r') = -é Cqy S dr"r"—zx(r,r") Ul(r") Ul(r')
Y entonces 1 o '
X{r,c") =E CyXy(r) Uyl
1 (1-29

donde

r

X () = - j; drnpn=2 Xr,r")U, (")

o



15-

r
Xy () = ..S aenen=2 X(r,c") Uy (c")
o]

(I~30)
Multiplicando por Cle(r) y sumandc sobre 1 nos
da, usando (I-29)
5 r
:E: C1¥%4 (r) = - dr'r'-z Xz(r,r')
1 (1-31)
o
diferenciando esta expresidn, concluimos que
r
2.CeXq(r) Xy (r) = = dr"r"-z.2.X(r;r")jlzifiﬁ"Lr'2X(rsl
1 1”1 1 dr

o
Por otra parte, diferenciando (I-30), multiplicando

el resultado por 2C1X1(r) y sumando sobre 1, se

obtiene:

r
\

:§:.2.C1X1(r)xl (r) =<-SS dr"r"‘2.2x(r,r")él%§§4£ﬂ)—2.r‘zxz

o
Si comparamos estas dos (Gltimas expresiones, vemos

que

X(r,r) = O
(I-32)
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Enseguida, diferenciamos (I-28) con respecto a r.
Debido a (I-32), se cumple que X/ or es también
una solucién de 1la ecwacidn homogénea (I-28). Luego
debe cumplirse que
lim _OX (c,z*)  _ 0
=t a r

Y, porque
0 = _d X(r,.r) - ax(r.r')L . ax(r,r')

dr ar ey arl r=p?t
sigue gue

lim. J

—— X r') = Q
r'—sr Do (r,e1)

Este proceso PUede ser repetido n veces, cumpliéndose
que

E>h

lim X ') = -
e -zﬂ:“ (r,r?) O,\/r1}0.
(I-33)

Debido a 1la analiticidad de las funciocnes

U;(r) para todo r finito, f£(r,r') es una funcién



regular y analitica de r y r' para todo r y r' fini
to. Como consecuencia de esto, es claro que todas las
soluciones X(r,r') de (I-28) son funciones analiticas
de r' y regulares para todo r'. ©Esto significa que
podenos justificar la diferenciaciédn de (I-28) con res-
pecto a r Dbajo el signo integral.
El hecho de que todas las derivadas, de

X(r,r') con respecto a r' se anulen en r'=r, ademés

de que X(r,r') es analitica, nos permite concluir que

XK(r,r') = 0O

Luego, la versidn homogénea de (I-29) no tiene solucio-
nes no triviales, Entonces, podemos concluilr gue si
(I-9) tiene una solucidn ésta debe ser (nica. La exis-~
tencia de esta solucidn estd garantizada por la teoria
de las ecuaciones integrales de Fredholm siempre y cuan
do f(r,r') sea acotada para todo valor finito de «r vy
r',

Finalmente es necesario sefialar que Newton(i)
con &l objeto de justificar las diferenciaciones kajo
los signos de integral, asimismo como la existencia de
estas derivadas, ha hecho ciertas suposiciones acecrca
de los coeficientes Cy. Un realidad, este no nos pare-

ce suficientemente claro,



18~

I-2, M&todo de Predazzi.

2.a) Relacifn de Completitud.

En esta seccidn expondremcs la deduccidn de
la relacién de completitud para ¢l conjunto de funcig
nes f£(\,-k,r)/r donde f£f(A, -k,r) es la solucidn
de Jost de la ecuacidn de Schrddinger para potencia -
les cuyous dos princros momentos absolutos son finites,

asto és

dr.r.lv(r)‘ <: constante,

dr.rz.}v(r)l <: constante. (1-34)

olMg oﬁ’"\g

Las restricciones impuestas al potencial nos garanti-
. 2 .
zan su regularidad (r° |V (r)) < const,), como asi-
mismo ciertas propiedades de las soluciones y funcidn
de Jost que expondremos més adelante.
El mdtodo empleado para cncontrar la rela -
cién de compeltitud citada es el habitual, estc es, de

bemos evaluar la intcgral

a
I(k,l‘.‘) = S,\d/’\g hi(r') ‘-G(;\ ,k,r,r') drt

rrt
/7 o (I-35)



donde G(A\ ,k,r,r') es la funcidn de Grecn, mediante
la cual podemos expresar una sclucidén X( A ,k,r) de
la ecuacidn radial de Schrodinger en términos de la
solucidén X, (s, k, r) de la misma, pero con V(r)=0

es)
X( \,k,e)=Xo( /\,k,r)+ S G( A\ ,k,r,r")IV(r9X,(\ ,k,rt)dr’.

o
G( A ,k,r,r') pucde ser expresada en términos de las
bien conocidas sclucivnes de la ecuacidn de Schrodinger

definidas por:

(?(ll,k,r) oC P\ #1/2

r<o

£( N ko) NS g T
r-3oo

(I-3¢

entonces

G( f\,k,r,r') 2O e, )E(A L=k, r )
£ =k )

donde f(ﬂ~,-k) es la funcién de Jost definida por
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£(A,=k) = W [EFCA,=k,r), QN k,r)]

n que W dencta el VWronskiano de las funciones £ y
L?; h(r) es una funcifn arbitraria de cuadrado integ
grable. Bajo las condiciones, expresadas por (I-34)
ara el potenciczl, sabemos uﬂ(3) Y (A\,k,r) es una
para & PUTe Sl I guea ; LK, Q2
funcidn holomérfica e¢n el semiplano derecho Re}\zo
y f (/\,-k,r) es una funcifn entera en el plano ,\
de tal manera gque f(;\,-k) es una funcidn holombrfi-
ca en R,/ 0. Por lo tants el contorno [/ de inte
ety =
gracin en (I-35) 1o escogemos compucsto del eje ima-
ginario /A mis un semicfrculc C de radio infinito

en el scmiplano Re

Y

N30, como muestra la figura 1.
M

Fn 1\

S
D
~\f

Fig. 1.



La integral I(k,r) se calculari primero por
el método de los residuos de Cauchy y lucgo la expre -
saremos en funcidn de sus diversas contribuciones; en-
tences igualando ambos resultades obtendremos lo Jdesea
doa

Por lo dicho anteriormente acerca de las prg
piedades de @ (A ,k,r) y £(/\,~k,r) estamos en condi-
ciones de afirmar que los dUnicos polos del integrando
son los ceros simples de la funcidn de Jost en A = 1.

Entonces, por el teorema de los residuos de Cauchy

(S )
I(k,r) = 2Tiz SC“’\ n(et) V(i ke O£l §,=k,r>)
i = rr! QE(A ,=k)

0 /1

/\=o:‘ i (I-37)

El denominador puede expresarse asi ( ver apéndice B),

DE(rL, -k )
YAt

- - —]i-:_f(oc 1,k) M2(of 1i,k)

(-\'—'-OC i
(1-38)

con

M2(of i,k) = o

[

2

- 2
r
o}
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(3)

Ademés, es bien conocido gue :

PN, k,r) = Zilk {f(f\,k)f(fl,—k,r)~f(f\,—k)f(f\,k,r)g

Evaluandc esta relacidn en /\ = J_i vy, recordando que
0, tenencs

f( d\ i,"'k) =
D(oC 1,k,1) = st £(0T 1,%) £(oL i,-k,r)
(I-39)

Entonces, utilizando (I-38) y (I-39), nuestra integral

queda:

@D
I(k,r)=i,,§ S h(r') f£(ol i,-k,r)£(ol i,-k,r')
i (o)

!
rr M2 (ol i,k)

dr*

(1I-40)
Calculemos explicitamente las diversas con -
tribuciones a I(k,r). La debida al eje imaginario es
fé&cil de evaluar, para ello sblo es necesario recordar

que £( 7\ ,k,r) es una funcidn par en (\ Y que(3):

1
£(\,~k,r)= Erﬁfw{f(fl,—k)&?(-f\,k,r)—f(~;\,-k)§>(A,k,r)}

(I-41)
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El resultado es:

-

[ew] (0@
2
I(kyr) | ==2 N\ d A h(r') £(A,~k,r)£(rl,=k,r?) 4
i?a:g. ) rr! £l ,~K)E(~ ,~k)
(I-42)

Finalmente, para encontrar el aporte a la integral del
(3).

semicirculo grande debemos recordar que

Q7({‘\ Jkor) NSO (;\ k r)f\/r;\+1/2

M!Am'
& i'ﬁ'fl.,__ 1T
F(A —k) _ — (2 A\ TT
larg.AIL W (I~43)

Y, por (I~-41)

£(4 ,~k,r) ’\uf i A -
LA A e ?W ST (ek\ *
|argﬂVW ek] £l 20 ) _

Con astos conocimicentos y después de una serie de cél-

culos que no detallaremos por ser demasiado tediosos
concluimos gque la contribucibdn del semicirculo grande

de radic R es:
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co
1 1 " A
I(k,r) i Sﬂ-(f-'lg-r—'- A -I-:--)e(r-r')-;-(..E.)l 8(rt-r)
semi R— o \{rr' r !
circulo ©
<
(1-44)
donde
1, sirc>
8(r-r') =
0, s8irL '
Kot
Ahora bien, la funcibn (;’;} no tienc polos en el

dominio encerrado por nucstra traycctoria de integra ~

cidn /7 , luego segin el teorema de los residuos de

Cauchy:
~iR
2\ A
'5”(5#) all + S (.g.)’d,\,. ——
c\r - 7
iR
) A iR
‘g) rt l\«
c("r—> at= S f‘g"‘) ant
~iR
iR 1]
= E; e;\lm<§;§df\= 7 1 . e;\lm(§;9
n('i;") RN 2,
-iR N
"4_5) eV 23 _ .
) (T)dr\ = 2 _ sen tR in (_E.l)-) N

in (.E.l)

(2fan - e § {an)

’—J
H-
3
CEN
-/
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pues, es sabido guo

llm se h
R en R =Ty (S (X)
—>0
* (I-45)
Pero,
{1;1 = r CS (rt-r)
(I-46)
luego,
1im %b( r'f\ = 21 W rcg(r'-r),
R—>w@ ¢ r anflogamente
. \y A
Lim “5(—-’%—) = 2iwrd (p-rn)
R—> oo c r

Entonces, de (I-44)

I(k,r) 1'“'”8 hir )de’ (S(r' -r) {O(r—r')-;-e(r'—r)}
eje \rr?®
imag. R->00 H

{

=>

I(k,r) = im™ h(r) (I~47)

eje imag.
Ahora, de (I-40), (I-42) y (I-47) obtencmos



26—

feo)
h(r) =‘S h(r')dr?

(o}

2if(oc1£-k,r) f(o:l,;%,r')M-Z(oci?k) N

- i

ico 2 -
L 2i (£ ,=k,x) £(A,-k,r") A an
= r '3 FN,—K)E(- )\ ,~K)

"
O

N
/

2(0: ik) +

< r c'

1

21 1o 12 47 £, =k,r) £RA,-k,r) _ -r!
= é-f(A,—k)f(—A,—k) r ' r! " temen)

(I-4¢
que es la relacidén de completitud buscada. Ella se pue-
de escribir como una integral de Stieltjes. Para ello

definimos la funcidn espectral ?k(ﬂ) a través de

T2i A2
T OEN, <K E (<A, —K)

» para | G@’i O‘i

dsvk(ﬂ) )
——;—-—-—_=\

aA T J A~ i)

£
i

, bpara los ceros de

2 .

(I~4

Entonces,

f(/\,"'k)r) f(/\,"’ksr') dg’)k(/\) =(.S(r—r')

r r'
(I~5
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que es una expresidn més elegante de (I-48).

2.b.) Problema Inverso.

La finalidad de ¢sta seccidn es establecer
ccuaciones andlogas 2 las de Gelfand y Levitan o Mar-
chenko para las funciones £(/\,~k,r)/r. Para csto

consideremos la funcidn

®
1)(1\') £ ,-k,r) £t , -k, 1Ak, 7
A r rt2

(
J( N\ ,k,r) =Sd§>k

(I-512

donde las funciones con superindice 1 se refieren a
un potencial dado V2 (r) vy aquellas sin superindice se
refieren al potencial desconocido V(r). Ambos potencia
les satisfacen (I-34). Usando la rclacibn ( demostra -

da en ¢l apéndice B)

2 2
_ - \ - A .
.c-i-g— {w ‘_f(/-l')yf(ﬂ_)'l} = ———;—2—-——- f(LY) £ (N)

(I1-52)

en la expresién (I-50), sc¢ obticne
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A £(A',~k,r) 1 -1 1 -
J,k r)=‘Sd (/L) s - W |f (A,-k,r'), £ (A',~-k,r!
Ay iy gjk - §T27€ : Lyg—Ky ] s=R,y )

Pero, debido a que el comportamicnto asintdtico en r
de las solucionecs de Jost ¢s independiente de o) , el

valor del Wronskiano en el infinito e¢s cero, entonces

f(Afg-kJE) W Efl(ﬂ,—k,r),fi(ﬂﬂ,~klfﬂ

I\ k,r) = - Sdf,;‘(aw

r ;t 2l _ nf
(I~53)
Si ahora sustituimos (I~49) en esta fltima
expresidn, obtenemos
io
J({1 k r) i W ,:fl(ng_k,r) 'L}Dl(/‘.' .k'r).-} f(/l"""k’r)”\-'dlll
IR = == s
" o2 2 _/12) £1(7 k)
-ico
S -~ 1 1 ~ 2
AN f(oli,~k,r)W It {(\y=~k,r) £ (ol i,-k,r)]
éﬁ r(oZ 1% =A%) M2(of i,k)
1 (I~54)

donde hemos tomado en cucnta las propiedades de sime-
trfa de las soluciones de Jost. En esta dltima expre

. : . 4
sién hemos designado por (J i a los ceros de £(/l,-k)
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y tomamos /L levemente fuera del eje imaginario en
el scemiplanc derecho. |
Sumando y restando al micmbro derecho de

esta Altima expresidn la misma integral evaluada so-

bre un gran semicfrculo e¢n ¢l semiplano derecho, s~
te queda como una integral sobre el mismo contorno
[7 de 1a fige. 1, la cual evaluamos por medio del

teorema de Cauchys:

__5_-__% W‘:fl("\:"‘krr)1@1(’\"}{11')] £\ =k, r)
" g r(N 2 =% £ ,-K)

"Zw [el@,=k,0) £ 001,-k,00] £(osi,k,e) | £(,=k,x)

=

T r(o2i2- N\%) Mi(o: i,k) i

vy entonces

J(,k,r) £ll,mk, ©) L2 lﬁga‘{\"[fl(’lz“kyr)z(?q (F\',k,rﬁf(:\'l-—k,
T T ) r( 2= £ ,-k)

C
La integral de esta expresidn ¢s evaluada a lo largo
del gransemicirculs, sobre ¢l cual podemcs usar los
comportamicntos asintdticos dados por (I-43), y ¢l re-

sultade es:
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1 £LN ,—k,r)
2 r

Con esto la expresidn de J(r\,k,r) se convierte en

1 -
SN eyey w Elusiean) 1 £1OTk,r)

r 2 r
(I~-55)
Haciendo h(r) = £1( /_,-k,r)/r vy usando
®
O\,k,e) £2(A ,-k,c")
I(k,r) = f\d/\Sh(r') CA A . dr!,
o rrt' £(f\ ,=k)
/"u
en vez de (I-35), se puede demostrar, empleando esen-
cialmente los mismos métodos usados en la seccién a),
que
@
1 £1(,~k,r) o Gl =k,r) £1(\, -k, e ) £1(A -k, ")
2 r =\ 90 (B r r'e
r
(I~56)

Las ecuaciones (I-51), (I-55) y (I-56) impli

can que

B, (r,r')dr’
r r

fos)
£F(,~k,r) fi(ﬂ,-k,r) .S fi(ﬂ,—k,r' )
= + ot
r

(I-5
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con

B fr,r) = f“\'r'kx z) £ (’1 =620 700 (R~ ()|

(I-58)

Notemos aquil <l hccho importante de que
B (r,r') es independiente de \ . Esto es de vital
importancia puesto que, como dcmostraremos inmediapg
mente, By nos da el potencial desconocido V(r),
el cuai, por supuesto, debe scr independiente del expg
rimento que efectucmos en el laboratorio, esto es, in-
dependicnte del momentum angular gue posea el haz de
particulas incidente.

Ahora como f£( N\ ,-k,r)/r satisface la ecu

—

cidén diferencial

2
§r2 Lor &,22(x2 -V(r))—;12+1/4} £\ kor ) _
dr dr -

(1-59)

entonces By (r,r'), como funcién de r y r', satisfa~

ce las ecuaciones
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2
i;izfzr‘gh?Trz(kz,—v(r))-;\2+1/4 1 B (r,rt) =(S(r,r')

5 |
203 éZL"% +r'2(k2—V1(r'))—;\2+1_/4’k By (ryrt) S zmrn)
r! r!

respectivamente, Por lo tanto, Bk(r,r') satisface la

ecuacidn difcrencial percial

o
& %Drd bl (k2= () Bk(r,r') =
2
2 a ! a ‘f‘r'Z(kZ—Vi(r')) 3 B]{(r’rl)
ar'Z ar'

(1-60)
si sustituimos (I-56) en (I-59) y usamos (I-60), el
resultado es

1
£7(el 4=k, )
r? &; = SLV(” -vl(rﬂ)
> 2
5 £ (ijy B ){ 5?rt2+2r2§%7+r'2(k2—v(r'))-ﬂ?+1/4} B (r,r*
r
28 (£ T,k r>) (e ety op2Eo@mie,r) € OBceae )l
dr B r E)r .
r'=r

dBk(r,r ) 2
+ dr’ + ;—Bk(r,r)g
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La integral qU¢ conticne las derivadas Parcialces pueaw
de integrarse por partes; ademés, tomando cn Cuenta

¢l comportamicnte asintdtico do B r,r') y EN}KO;V?/OV
para rft—=> o vy @1 hecho de que fl(}\ s=k,r)/r
Satisface una ccuacidn similar a (I~59) para el poten

cial Vl(r), obtencmos 1la siguicnte expresidn

V(r)-vi{r)= _rgi}(ﬂ,-k,QE_{€>Bk(r,rv) +
r r rlep
J s (r,rt ) .
D rt dr r
rt'=r
(I-61)
Pero,
dBy (r,r ) O Bylr,rr) Z)E&(r,r')
dr N ZD r N Z)r' o
rtep rtap
luego, (i-61) nos dice ques
1
2Bk (r,r) “r—B (r,r) = .1 V’(r)—V(r)}
d k
r r 2
(I-62)

4
SN R
Ahora, si multiplicamos (I~57) por éLlLJMJi_}

re

4

€ integramos Sobre la funcidn de peso{ ! - j
ﬁ;(ﬂ) g&(ﬂ} '
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@
By (r,r") = J(k,r,r")4lg J{k,r',c") Bk(r,r')dr'

r
(I-63)

dende

3Ck,r,rt) =Sf1(’\"k'r).f1‘”‘r‘k’r') dSLQ;m) *Ck"hl}
r o (I-65)

Hotemos que la solucidn de la ecuacidn (I-63)
estd definida por la condicidn de borde B, ( r,oo)= 0,
por lo tanto, esta ccuacidn es de tipo Volterra para un
r fijo y su solucién es tnica.

En resumen, ¢l conocimiento de la funcidn
espcctral (é (1) determina el nfcleo By (r,r') me ~
diante (I-63) y (I-65)., E1 potencial V(r) fluye de
(1-62) y la solucidn de Jost de (I-57). La funcibn es
pectral queda determinada, de acusrdo a (I-49), por el
conocimiento de ia funcidn de Jost, es decir, por el
conocimicento del espectro continuo y el discreto, que-
dando este dltimo definido una vez gue la posicién de
los QL i v las constantes de normalizacidn Mz(cﬁi,k)
estén dadc.

Predazzi afirma gue los Ci_i definen esta =

dos ligados. En realidad esta no es una interpretacién



fisica correcta, pues podemos hablar de estados liga-
dos solo cuando el momentum angular es real, En todo
caso, lo mds plausible es que los cﬂj. nos represen-

ten estados de resonancia,

35—~
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CAPITULO II

COMPARACION DEL METODO DI

NEWTON CON EL DE PREDAZZI.

Nuestro objetivo en este capitulo es sefalar
las analogias que existen entre los dos tratamientos
del problema expuesto en <l capitulo anterior.

En primer lugar, el tratamiento de Newton ha
ce uso de las funciones q%(r) para las cuales no se
establece una relacidn de completitud, mientras que
Predazzi trabaja con las solucicnes de Jost £(/\ ,-k,r),
estableciendo una relacidn de completitud para las fune
ciones f(Q ,~k,r)/r que son las soluciones de la
ecuacidn radial de Schrodinger,

Existe una diferencia importante entre los
resultados obtenidos por ambos, pues ¢l segundo méto -
do nos da un potencial que s Gnico,requisito que el
primer método no satisface. A lo anterior se suma el
hecho de que para Predazzi el momentum angular pueads
tomar cualgquier valor complejo, en cambio, en el estu~

dio de Newton &ste sdlo toma los valores fisicos, esto
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es, 1=0,1,2...c0. Lucgo, la equivalencia enﬁre ambos
trakajos, de existir, no debe ser inmediata. En efecs
to, después de desarrcllar algunas ideas en esta direc
cidn, pudimos comprobar nuestro juicio anterior. Los
desarrollos de las mismas no los expondremos, pueS no
obtuvimos los frutos descadose.

Para mayor claridad del lector, expondremos
¢l desarrollo de ciertos céllculos realizados al inten
tar establecer las posibles anclogias entre los resul
tados de ambos mltodos.

Dado un problema especifico, el potencial
solucidn V(r) debe ser independiente de la teoria

empleada, entonces, por una parte Newton dice que:

dr
(I-11)
por otra parte, segln Prcdazzi:
dBy (r,r) 1 i 1
ar + 7B (r,r) = 27-%V’(r) - V(rig
(I-62)

Supongamos gque el potencial conocido VA(r) de (I-62)
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sea el idénticamente nulo, entonces

dBg (r,r ) 1 g
Vip) = -25( . w 2 B (z,0) :;>

r

vir) = ~2r~1 {er(r,r)}

(IT~-1)
siguiendo nuestro razonamiento, igualamos (II-1) con
(I-11) y obtecnemos que
) = i K(r,p)
er(r,r = = r,r
——
——
K (r,r')
rr'):...—.——-’-—-—-——
By (r, vy
(11-2)
Entonces, la relacién entre los nlcleos B (r,r') y
K(r,r")

de las ecuaciones integrales (I-63) y (I-9),
resulta bastante simple.

Si sustituimos en (I-63) B, (r,r') por su

expresidn dada en (II-2), concluimos que

@
1
5_.5.5.:5.'.'.2_. = J(k,r,r") _,,S J(k,r',r") M&f——l dr?t p——
r.r" - rr! =

1
r'r"J(k,r' ,rn) . ...E___(.E_LE.—L dr!

oo
K(r,r")=r,r"J(k,r,r") ﬁS Ty ’
r
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“"; ©
K(r,r") = rr*J(k,r,r") 4—5 r'r"J(k,r',r")r'—zK(r,r') drt -
e}
r
-S rtr? J(k,rt,r") r'“ZK(r,r') dar!
o

(11-3)

Comparando esta Gltima expresidn con la dada por Newton

en la ecuacidn (I-9):

r
K(r,r") = f£(r,c") -S f(r:r") r'"zK(r,r') dr!
Q

debe cumplirse gue

r
f(r,r") 75 f(r',r")r"zK(r,r') dr' = rr"J(k,r,r") +
0

®
+‘S rirvJ{k,rt,c") r"2K(r,r') dr?
o

£
- S rietJ(k,rt,c'") r'"ZK(r,r‘) dr!t
° (II-4)

Luego, existe la posibilidad de que se cunpla
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@
f(r,x") = rr"J(k,r,r")+S'r'r"J(k,r',r")r'"zK(r,r') dr?
o

(II-5)
Si esta expresidn de f(r,r") se recmplaza en (I-9)
vemos que ella es correcta siempre y cuando
r @ -2 -2
S d'éd?ré K(r,@?{rns(k,n,r")q K(r,h) =0
~ (1I-6)

Z=O n:o

Desafortunadamente, nuestros e¢sfuerzos para
establecer la validéz o no validéz de (II-6) no han

tenido éxito. Queda entonces abicrto este problema,
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CAPITULO IIT

INFLUENCIA DE UN CORTE SOBRE EL EJE REAL.

RELACICN DE COMPLETITUD Y ORTOGONALIDAD,

En este capftulo haremos un estudio del efeg
to de¢ reemplazar el potencial V(r) en la ecuacidn de
Schrodinger por un nucvo potencial Vi(r) = V(r)+A/r2(4%
con A0, Matemlticamente esto equivale a introducir
una cortadura a lo largo del eje real del plano comple=-
jo ;\ .

Sin embargo, a pesar de gque el nuevo poten -
cial Vv'(r) no satisface los requisitos exigidcs a
V(r) en el trabajo de Predazzi, veremos que el método
pucde ser usado para «stablecer una cuasi-relacidn de

Completitud para las funciones f£( A y=k,r)/r, donde

R2= ?’3 —‘gz y con EZ’ =2~’ﬁ77%ﬁ. Adem4s, basén-
donos ¢n la referencia(S), mostraremos que el conjunto
de las scluciones f(fi ,~k,r)/r es ortogonal.

Empezando con la ecuacidn de Schrodinger pa-

ra el potencial v(r)
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21 2
-———Td — ka*_z_Zm v(r)-.-?\ = 1/4 }le’=o

. o el s .
y reemplazando V(r) por V'(r) = V(r) + A/r° inferi -
mos que la forma de las nuevas soluciones %’ se Ob=-
ticne de las originales sinplemente reemplazando

\ PO
:‘\, > i\ = \[f\z— -%2. , con ?gz = ZmA/’F\Z » Aparte

N
de los cerwvs de la funcifn de Jost  £(/L,-k) obtene -
4

mos ahora una cortadura a lo largo del eje real 7L
de ~4§ a +'§
Refirifndones entonces al anilisis hoche en
la scecidn (I-b), consideremos la integral (I-35) en
N\
la cual reemplazamocs h.—f>,ﬂ3 con el contorno de

integracifn /’ que muestra la figura 2. Esto da como

resultado
I(k Y \/\z 7 @ h(r') Lo Y- 11,k £ ) E (V= T2, =K, r5)
:ri'g = =g S rrv f(\/;@.;;z,-k)
/7 o g

(III-1
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3

Fig. 2.

Calculemos la contribucidn a (III-1) debido

a la trayectoria que rodea el corte, esta es:

h(r')dr'\g:/ ;‘z (\/h 3%,k red. f(»/R 2 ~k.r>
_

I(k,r,g)‘ = r r! I ~2 232
corte o f(\;l"i y =k )

9 VA _t? —E e r QE (AR ER ko > ) dA
£ (= YAt 27 -k )

\
donde se ha hecho uso de la paridad en /A de la fun=-
cién £(A ,~k,r). Reagrupando y haciendo uso de (I-41),

obtenemos
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@ 3
h(r')dr'( AL £ (V=22 -k, ) £ (V-7 —k, £y

corte r r! S} £ Il y~k) £(~ \/,\l__,,_z -k)

I(k,r,8)

o

(III-2)

Haciendo los cambios apropiados en (I-42), concluimos

que:s
ico @® O 1_cl
. £ o[- -k r)f(J/\- -k, ')
T(k,yx,8) =—25(Aagﬁﬂghﬁﬁ%r' == ri;t -y
eje £, -5 y—k) £{(~VA g, -k
X o)
imag. ’
(ITI-:
La contribucidn debida al gran semicirculo la evalua-
mos siguiendo el andlisis gque nos condujo a (I-44), y
obtenemos:
o) g I g2
1 Chizndret ( Jﬂ £ LAt g 7
I(k,r,t) - 8(r~r")+(XY} &(r'-xr) |4/
5 2 yrr? Tt B
semi R- @ o
circulo
(ITI-4,

Pero, recordando el teorema de los residucs de Cauchy,

podemos escribir:

[T



donde la trayectoria de integracidn

lada en la fig.,1. Entonces,

-Ri %ﬁfzi

'/:,Sj ;-"') an + S ___J:f“_'_) dl= 0
R

i

-

4+00

-0

/'7

45~

es aquella sefia

Ry, A
T e

separando nuestro intervalo de integracién en tres par-

tes, podemos escribir:

dnt
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Supongamos due x)&% , entonces en la primera y segun-
da integral despreciamos 22 frente a.A'z. Adends, ha-

ciendo un cambio de variable sencillo, obtenemos que

+X -
b g* T et gAY (ot i VAkE?
"S’(-E—ﬁ ad = iS g “I:") * }—“‘% id/\' + !S(-E-—) B +z’ an

C pd -
N
2~ 2
. v aARE
=211lim cosi/\’ ln( )} ant + 15(——-) dﬂ.'
M= X ‘
1™ %
:72——— +X iVﬁﬁ- *
VaL g (&
%S‘(-ﬁ—’-)' %A =2imr S (r1=r)=- 21591‘("1“ ), S(;'—) a N
c in __) o
(ITI-5)
Andlogamente,
J"j;; o X iJﬂ;+gZ
- r
«51( )’\ S\ =2ipr § (r'=r)- 215'3“;"1“‘?"”113(;7) g
e n(-=-— _
c * (III-6)

Nuestro paso siguiente es emplear (III-5) y

(ITI~6) en (III-4), entonces:

e drt | sen ( xin (5"'))
en X r
I(k,r$) ..i-;h(r)-iS h(r') —=— -
5 Leml 4 vrr! in (%L)
circulo 13 —ee
ikg? .idﬁ%gi

- S dA‘QEﬁ% Q(r‘—r)+(1?) G(r—r')}\ (III=7)
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Por otro lado, utilizando el teorema de los
residuos de Cauchy y siguicndo el anflisis que nos con

dujo a (I-40), obtenemos que nuestra integral es:

m e e

> (riEer HLE2
I(k,}:,é’)si‘ﬁ'zus h(r) f ,T’_L"'&"-’—k,r)f(»/rl E’ N k’rl) dr

= rr' I%Z(/ﬂi,k)

(I11I-8
donde
w
7 — CZ S
M2 ( /74,k) _-_S £20p% ‘25 -k _, . r) ar

(o]

y I’y son los valores de A para los cuales la fun -
cibén de Jost f(dizjé} ,~k) se anula en el senmiplano
Re A >0,

Finalmente, sumando los resultados obtenidos
en (IIIi-2), (IrI-3), (III-7) e igualando esta suma con
el segundo miembro de (III-8), deducimos gque nuestra
relacién de completitud es:

3’ fdl’:?f -§% _x,r ) fﬂ/l"l— a—k,rt)

S r
i

M2 (7 i, k) +

ioco

, 2L S f/AE2 -k , 1) f(/i\ €2 e (W-87) a N |
i r r! £ O/N=¢ -, -k) £ (Yp%g Bok)
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&

e 7.
2i S f(‘v/r\?i-&l,-k,_r) f(r"il?'—&z,—k,r') (N &%) .an

+ e
T r r!t fvllz"&,z',"k)f(—u Az- Z’._.k)
o
+X R
! N
. 1 sen (Gan't ) 4 . i +aé( 'er)
T Vire in (L mvEer J{CR e
-x
CaAtegr
+(§_) 8(r-r"){ dpn ! =(§(r - rt)

(ITI-9,

Esta ecuacidn es la cuasirelaciédn de comple-
titud en ¢l plano it para el conjunto de funciones
£C A" ,~k,r)/r, donde £( Y ,-k,r) es la solucién de
Jost para la ecuacidn de Schrodinger. "Cuasi" porque
hemos hecho cierta aproximacidén en la deduccibdn de
(III-5) y (III-6). Es natural que si en ella hacemcs

E = 0 obtengamos (I-48), tomando su limite cuando
K=y «

Ahora demostraremos que ¢l conjunto de fun-—
ciones f(v;;:]%z ,~k,r)/r es ortogonal.

A partir de la ecuacidn radial para las fupn

1
ciones f£( A ,=k,r)/r se deduce que
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@ R R ao
2 2% ¢ _ N\ L 7 Xk )
(A=N )S £ €h, k) fg/’\ S5 K, dr=)£1 £3-£, £}
x o
° (ITI-
Entonces, para el espcctro discreto,
@ J J o
L 2 Yp — - Avs - _ B
(,\?__ ’\l'") S £ (,J,[’.w e e qu.&),_f i. b f_.& }S.*-,E...L*,dr_ % f;t}’ £ f\'f’ fM f,l'p' i
° (111-1D)

donde ﬂp Yy AP' son ceros de la funcidn de Jost
f(dgitgl ,~k) en el semiplano Re A > 0. E1 segun
do miembro se anula en virtud (I-36) y (I-41); esto
prueba la ortogonalidad para Ap %/Qp . Para Ar:ﬂf
la integral de (III-11) la evaluamos usando la si =

guiente relacidn

£ /\é-—g’?’,—k,r) = ey == f (- \/]\p 2) —k)@(\/[\f £) k,r)
vAr-g-

As{, encontramos gque:

O

2./ > 2 oL
S £ (\I\O"glzy ,kJ r ) dr = M2(\/I\p""£’;

r
o
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Resuniendo, podemos afirmar que la relacién de ortogo

nalidad para el espectro discreto es

@
VA 2 7. %
f(Jﬂﬂ~€: —k,xr) f“/A”'z’”*”—akc'dr =

202 9?'
J r<M<( RP; k)

(ITI~12

La relacidn de ortogonalidad para el espectro continuo
se obtiene a partir de (IITI-10) y usando (I-36) y (I-41)

Ella es

0022/77. ‘2 2 - (I
23 Sgﬂ-&)f(Al%,ﬂmrﬂﬂ\ﬂlgbkﬂ%nqSNAaﬁud‘-&})
<

o mnmiscioly /
r2e (A ) £ (V= €%, -k)
(III-13

similarmente encontramos que la expresién andloga a
(III-13) para el espectro continuo y real de 0 & E;

es

(o]

2\ LasEhsditehon ety g it i,
w r2£ (VAR EX, k) £ O AE 2, ~K)

o (III-1

Ella tiene sentido s8lo para /| GIO,E;I.



CONCLUSIONES.

Esencialmente, lo que hemos hecho es expo -
ner los artficulos de Newton y Predazzi para el estu -
dio del problema inverso del scattering. Se ha esta-
blecido gue de existir una equivalencia cntre ambos
trabajos, esta no es trivial. Adem&s, hemos generali
zado el trabajo de Predazzi en lo que se refiere a
las relaciones de ortogonalidad y completitud para po
tenciales del tipo V'(r} = V(r) + A/rz, donde V(r) sa
tisface las condiciones sefialadas en (I-34).

Se estudid el problema de establecer analo-
gfas entre los tratamientos de Newton y Predazzi y
conclufmos que existe una relacibn simple dada por
(II-2) para los nlcleos K (r,r') y B(r,r') de las
ecuaciones integrales (I-9) y (I-63) respectivamente.
Sin embargo, al estudiar la posible relacidn entre
las funciones f£(r,r') v Jj(k,r,r') gque intervienen
en las mismas ecuaciones integrales, conclufmos que
podrian relacionarse en la forma indicada por (II-5)
siempre y cuando se cumpla (II-6). Como la validéz
o no validéz de (II-6) no fue establecida, queda en -

tonces abierto este problema,

51-
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APENDICE A,

En este apéndice mostraremos la relacidén
(I-15). De la definicién de D(r) y(& (r), se tiene

ques

- V -
D(r)@%(r):ngo(r)-rZV(rﬁltUl(r)~S.dr'r"2K(r,r')Ul(r'L
o

X
v
=l(l+1)Ul(r)_rzv(r)Ul(r)-r%S<hﬂr"‘2K(r,r')Ul(r') +

o

v azr
- -2 ,
+r2V(r)S der! ZK(r,r')Ul(r’)—rz‘5;§£gdr'r' K(r,r")U;(r")

o o

si desarrollamos el Gltimo términc y hacemos las sim~
plificaciones posibles, ademéds de emplear las defini-

ciones de Dg(r) y D(r), nos queda

r
D(r)(?(r)=1(1+1)U1(r)—r2V(r)Ul(r)iS dr'r'"z[D(r)K(r,r'ﬂ U, (r
7/ (’ [e) .

~r? il__g(r,r)r°2U1(fgt - 5%}K(r,r') Uq (2)

or

rt‘=r
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en el integrando del segundo miembro sustituimos
D{r)K{r,r') por Dy{(r!')K(r,r') en virtud de (I-12).
tntonces, integrando por parte dos veces y haciendo uso

de (I-13), obtenemos

r

2 OK(r,r')
D(r)£&(r)=l(l+1)Ul—r V(r)Ul(r)—E;K(r,r')Ul(r')dr‘?y;Ter’JrU:
o
r .
i t
+ K(r,r) QM-‘J ' — dr'K(r,r') -aa_ti-l.‘(-i_m).—u -
a rt I[’ =r aZr'
o
—r2 ;l” rzK(r,r)Ul(r) ,— gL~ K(r,r') .Ul(r)
Or ~ Or e rep
Reuniendo las dos integrales y usando (I-5), (I-14)
nucstra expresidn se reduce a
2 O K(r,r')
D(r)QD(r)=l(l+1)‘P(r) ~e"V(r)Uq ()= ot r'=r'Ul(r) -
1 1
0 X or
E)K(r,rLﬂ ’Ul(r) + 2. K(r,c)Ul(x) dK(r,r) Uy ()

E)r !r'=r r dr

Pero, es bien sabido que

dK(r ,r) _ OK(r,r') L &K _“1
dr D r lrt=r or' lrter
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Luego, empleando esta relacién y la definicibn de

V(r) dada por (I-11), concluimos que

()OO (r) = 1(1+1)© (r)
T I

C.q.d.

APENDICE B,

En este apéndice demostraremos las relacio-

nes (I-38) y (I-52).

Sabemos que la ecuacibdn de Schrodinger es

W > \°-1/4 _
(.0*-{]( - st —V(r)}(‘9—~0 (1)

sea
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Entonces (1) implica que

L 4 ] 2-— y
"+ kz_ngﬂﬁ_pwr%@ _nﬁﬁw=o
j r? |

(2)

»

Multiplicando la primera por L? , la segunda por q9

Yy restando queda

2/\ % !
TP PR =
00
2 - T
2;\5w52—%£~ =G0 -©

(3)

pues, el segundo miembro se anula en r=0. Nos intere-
sa evaluar (3) en ﬂ~= c(iq donde Qﬁ'i son los ceros

de f(A\ ,~k). Para ello hacemos uso de

(?(/l,k,r) = ? {f(ﬂ,k)f()],—k,r)—f(ﬂ,uk)f(/l,k,r)g

2ik



£(oC 1,-k) = O

E(A ,-k,0) A eXFF

r—= Q@

\'/

Entences,

.y vt

. ) QE(N ,=k)
LD"'(D@ = f(O ll_mk ) "L
Py TV 2ik o N

A=cci

Luego, nuestra relacibdn (3) implica que

2
poes ( Dlosiskyn) 5 £loCisk) O £( =Kk |
r2 2ik [9) A [A=0C 1
O

y utilizando

o 1 o .
(P(Oul,k,r) = Zik f(ovl’k) f(OCl,—k,r)

llegamos al resultado descado, esto es:

DEA 4=k ) | - - i._ £(oCi,k) M2 (cCi,k)
o A tz‘l=0’:i
donde

24 ns
Mz(o:i,k) = o:ixg-f (O‘ié k25) gp

56—



57=

E1l otro resultado es inmediato, pues basta
\
escribir la ecuacidén anflloga a (1) para A y ensegui-
da multiplicamos (1) por (P (X ), la anfloga por

\?(A) Yy restamos, obteniendo:

1 } Y 4 2 \2 \
CIOSRCRAY -1.9‘0\) O = i\-»:~2-’l--(,9<,\>59 ), =
r
d - \ — 2.. ‘2 t
~-m§ W’L’)(/\),O(/\)H _ A ’L—’@(/\)L’)(ﬂ)
dr N i - r2 i }

Anélogamente,

i

SPPECRE Vo A2 ‘
.;_91.“% W ’ f(,\)’f(/\)}} Ll e £ ()
dr - - d

que era lo que queriamos probar.



(1)

(2>

(3)

(4)
(5)
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