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I{ESUI''IEN

En este trabajo se encuentran expresiones in
variantes bajo t rans forrnaci ones de medida en electrodiná¡nica

cuántica, para los diagranas de polari zaciÓn del vaclo e in-

teracci6n fot6n-fotón. Esto se consigue introduciendo un

nuevo tipo de pronedio en e1 ¡nétodo de Regularizaci6n Convo

lutiva en que se calculan unívocamente 1os diagranas de Feyq

¡nan" Este promedio depende de1 cuadrimomento de 1a partícula

sobre la que se efectúa 1a promediaci6n 
"

Se obtiene un térrnino que se puede interpre-
tar cono una nasa desnuda no nula en el diagrana de polari-

zací6n del vacÍo. Estos resultados son análogos a los encon.

.trados en la teorfa global.

I NT RODUCC I ON

En ra forna usrral(') d" .rl.rlar en electro-
diná¡nica cuántica 1os diagramas de polarización de1 vacfo e

interacci6n fotón-fot6n, se obtienen expresiones que no son

invariantes de medidaf Con el fin de recobrar esta invarian

cia en e1 cálculo perturbativo, se han introducido varios

"métodos Ce Tegularización", cono e1 de Pauli-Vi1lars(')
que no es ¡nás que un ¡nétodo invariante de anular cte¡toi
términos y obtener una for¡na invariante de ¡nedida.



2

otro IIiétodo de recobrar esta invariancia

consiste en definir una corriente no local(') invariante

de nedida. Usando estos dos nétodos se obtiene, además, 1a

anulación auto¡nática de los térninos que se pueden inter-
pretar cono la nasa desnuda de1 fotón.

El ¡nétodo general, en el cuaL se basa este

trabajo, para calcular Los diagranas en teoría de perturba

ciones fué descrito pot L0PEZ en su trabajo : "Convolu-

tion Regularization in Quantun E le ct ro dyn ami cs " 
( { ) . En este

artícu1o, se introduce un método para calcular unívoca¡nen-

te Los diagranas divergentes de 1a eleqtrodinámica cuánti-

ca. Para esto, se nodifica e1 producto de dos propagadores

evaluados en el misno punto, el. cuál no está bien definido,
introduciendo un pequeño cuadrivector É tipo espacio en

uno de los propagadores; resultan asl integrales finitas
en el espacio de r¡onentos. Debemos pronediar e1 resultado

sobre "todos 1os posibles e de m6du1o lEl constante", para

final¡nente tomer e1 llmite l.l * O. Utilí zando este método,

con la prescripción usual de pronediaci6n, se obtienen ex-

presiones no invariantes de ¡nedida en los diagranas de po-

larización de1 vacfo e interaccidn fotón-fotón, en el o¡den

nás bajo de la teorfa de perturbaciones.Esta falta de invarian
cia concuerda con los resultados obtenidos por nétodos an

te¡iores para cal"cula¡ los diagranas y por esto nis¡no se

definieron 1os métodos de regularización nencionados, que



reestablecen 1a invariancia de nedida en estas expresiones.

En este trabajo tnostrarenos que al reempla-

zat e! pronedio usual por uno en que s6!.o consideranos vec

tores € nornales a1 cuadrimomento k de la partfcula a 1a

cual nos estanos acercando a1 tender l.l * O se obtendrán

expresiones invariantes de medida aparte ile obtener los re-

sultados usuales para Los térninos observables. Esto signi
fica que en el sistena acoripañante de la partfcula a la
cual nos acercanos al pronediar, venos a ésta coÍlo una es-

fera dura espacial de radio lef, to que es flsica¡rente de-

seab le.
Obtendrenos adenás un tértnino invariante

de medida tal, que exige introducir una nas¿ desnuda al fo

t6n para obtener 1os buenos resultados en 1a teorla renor-

malizada, de acuerdo con 1a teo¡Ía g1oba1(5).

En el capitulo I,se calculan 1os diagranas

de polarización de1 vacío y la interacci6n fotón-fot6n de

acuerdo al nétodo unívoco del cá1cu1o(1) y encontranos ex-

presiones conpactas para estos diagramas, que todavfa no

han sido promediadas sobre el cuad¡jvector e" El diagrarna

de interacci6n fotón-fotón s61o 1o calculanos en el caso

en que 1os cuatTo fotones externos tienen igual cuadrinoneg

to y éste tiende a cero"
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En eL capitu1o II se definen tres tipos po-

sibles de promedio para É. E1 primero es e1 usual y se de-

fine con e1 propés ito <le reobtener 1as expresiones usuales.

E1 segundo consiste en pronediar e sobre todo e1 hiperboloi-

de con lel espacial constante. Finalnente defininos e1 pro-

medio interesante en este caso inponiendo a1 prornedio ante-

rior que s61o se consideren vectores e tales que e.k = 0"Es

te promedio está perfectamente definido só1o cuando e1 cua-

d¡imomento k es tipo tiempo.

En e1 capítu1o III aplicarenos,los pronedios

usual y aqué1 en que eonsideramos la partfcuLa a La cual

nos acercamos, sobre las expresiones encontradas en el ca-

pÍtulo I y discutiremos Los resultados obtenidos por ambos

métodos de p rome di aci 6n ,

!t) En este traleajo hemos ttadueido la expresién inglesa
"gauge" por nedl da.
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CAPITULO I

CALCULO DE LOS DIAGRAI"IAS DE POLARIZACION DEL VACIO E

INTERACCION FOTON-FOTON ANTES DE EFECTUAR LA PROMEDIACION.

Considerenos e1 diagrama de polarízací6n deL vacío

en segundo orden IIu, (k) :

Fig. I

De

cu I are¡nos

en uno de

acuerdo con ei
esta expres i6n

sus vértices en

nétodo unívoco

partiendo de un

ei espacio de

rnencionado(t), . 
"1-

diagrama abierto

coordenadas:

Fig. II

En el espacio de ¡no¡nentos está representado por la
exp res i6n :

rr:v(k) = #, r'ri"rt''n)vu trt?# y, ffi dbp) (r)

cF

Esta integraL es finita y podenos cal cul arl a; ae fi -

niendo finalnente [ur(t) como el lí¡nite l.l * o de <[iv(k)>,
en que esta notación representa e1 promedio sobre e de

rriv (k) .

X2



Tratándose de una transfornada de Fourier

es crib i r:

con

Como

bles

causal de Feynman:

- t ^ i(c.t)I_l dn;¿_j _¡-1 3i
Prl"l 

* " 1¡z*¡z1z' ñ' a¡'
C¡

Cono ce¡nos La expresíén para .La

funciones ci lÍndri eas :

p o deno.s re -

II;v(k) = ir,r rr(ru(t-rt(-m)yvrl--t rf ,,*í*#r,.-.'o
en oue: á,, = á

?ru
Para calcular 1a integraL el ¡né to do de Feynman:

r -r(¿'p)i-d*p (3)
i [(p-kx) 2+\212
l' )
üf

t2 = m2 + k2x(l-x)

la integral es finita podemos hacer e1 cambio de varia-
tu

P¡.r-k¡rx = Py con 1o cual obtenemos:

LF

¿mo s

I

n=ldx
t1-

tE ¡*¡ = (1)

La integral en dtfi se puede ealeular en funei6n de La delta

r:L:I
I Lr I I't

C

delta

¿S:i'¿,t: { f- LJ¿r(.)
ü?*l? zI al c

r (s)

csus a1 en términos de

a ) r "t =fe ( 

" 
) - ::f* .[;, ¡ r,/:-# I - i]r, tr /-;-' )l . #:I,, *, o E )

(6)
l

6

(2)
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Só1o nos interesa el úl.tino térnino ya que consideranos e

tipo espacio (métrica goo. -lr gii = 1). podemos asÍ cal-
cular la expresi6n (5):

(- 1--?-)¿1íe)= - i 1 ? ,
zr ar c 2(rrr (rl.D ñ-^1.»((tlel)r,(rlel))=

= ¡t* Ko (r le l)
(7)

En esta últina igualdad se utilizaron 1as fór¡nulas de recu-

rrencia (S.486) de la referencia (6). Asl tenenos para I€(k):
,l

rE¡r¡ = t !+ [ a* "i(e'k)x*o(^l€l) (8)
" )o

Podemos calcular ahora II!, (k) : ver apéndice Al . De

acuerdo con (A1-4) de este apéndice:

i (e'k) x 
[{trtr-t' gur) 2 (x-x2)Ko (r I e | ) +

.3= z^2t2e\lel) *

+i(kueu+kveu- (k.e) suv) (1-2x)-L-K, f l l.ll]

O bien, nás explfcitanente en el caso *+, U" 
".rru.Uot'"ln

(A1- 10) :

rr;v(k) = * ,ñ uí"t2 
oí or-f,i"[,',.r",2bo-2 ill) 31i1rl 

a'r\-'/2 +

riv(k) =-#1,* 
"

+

con: a=k.e b=nlel .'=9 c'¿o
m2

+ (krku -k2 Brr) 2 (n+ 1) bn K (b ) J ( a l2)a-n-3/2

n2 (krer* krer-(t. .)er¡t"-' x <u >.r «31 z t;*t
(lo)



8

N6tese que hernos calculado e§tas expresiones para fifiv (k) rsin
desarrollar hasta O(e) (recorilar que al. final del cálcuIo

debemos to¡nar eI 1ímite lel* 0), con e1 fin de obtener las

expresiones generaLes no desarrolladas y poder asÍ aplicar

cualquier método de pronediación en e"

Considerenos ahora 1os diagramas de interacci6n fotón-

fotón en cuarto orden de la teoria de perturbaciones. El ten

sor de polarización (ve¡ referencia(l), capítulo 13), está

éefinido en base a Los tres diagranas:

Fig.III

denotados por:

{ .(ktkak!k¡)=T (krk.kuk¡)+T (k¡k:k.kr)+T (k!k!k2k¡,)
pvlo Uvlo uvol ylvo

(11)

En este

dadef
yala
tintos
(en e1

trabajo se qurere ínvestigar 1a invariancia de medi-

(krk2kik4); pero debido a la eomplej idad de1 cálculo
uvlo
necesidad de introdr¡cír para este caso general e. dil
para cada vértice, só10 calculamos eI caso ínportante

que fa11a la invariancia de nedida, salvo que se usen



métodos de regularizacién como e1, de Pauli-Vi1lars) en e1

que los cuatro fotones tienen igual cuadri¡nonento k y éste

tiende a cero (es decir eada una de sus conponentes tiende

a cero). Este caso, por el ¡nétodo usual de pronediaci6n, re
sulta ser, un tensor constante finito no invariante de nedi

da II (0,0,0.'0) = 1í! IT (!,k,k,k) que justamente se resta a:
uvlo k*0 ¡.rv I o

tensor general para obtener una expresién invariante,

Utilizando nuevamente e1 n€todo expuesto en 1a ¡efe-

rencia (4), de 1a misma forna que para el eá1cu1o de1 diagrg

ma de polarizacién de1 vacÍo en segundo orden, en e1 caso

en que eL nonento de 1os cuatro fotones tiende a cero ten-

dremos :

IIe (o,o,o,o)
uv tro

en que:

= Te (0,0,0,0) + Te (0,0,0,0) +T€(0,0,0,0)
uvlo uuo )" ulvo

(12)

TE ¡oro,oro)=
uvtro

con :

¿l

rE(0,0,0,0)= r-- io,.flr[l,io"o "-_l = I -f ¿'o ¿is'P
(2r) "l o lo J o J [prnr.] n (2r) 5J [pr*r,] .

- 2e'.T¡{y, (r-m)yv (l -n)1^ (l-n)1o ¡¡-r) i re (0 ,0,0,u)
(13)

cE

y Lo nismo para los otros dos

do 1os índices a las ,natrices

C¡

(14)

tensores Tuuol y Ty¡16r canbiag
.y ilonde eorresponda,respecti-

9
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vanente.

Todo esto se obtuvo, partiendo de 1a expresión gene-

ral para IIe (krk2k3ka) en el c¡ral se abri6 e1 lazo electró-
uvtro

nico en uno de Los vértices, en una distancia e, de acuerdo

a1 nétodo de Regularizaci6n Convotrutiva, Luego utilizando
et método de integraci6n de Feynman y haciendo un canbio de

variables apropiado, se obtie¡re una expresi6n, de la cual

las relaciones (12)', (13) y (1a) son un caso Línite parti-
cular en que 1os cuatro cuadrimonentos tienden a cero.

De La rnisna manera en que se ca1cuL6 1a expresi6n

(5) en función de la delta causal de Feynman, podemos utili
zat la siguiente re laci6n:

IE (O

561o nos intetesa

drivectores e tipo

,o,o,o) = *á* ,* -#'a|{") (rs)

la expresi6n de la delta causal para cua-

espaci o:

Utilizando 1as fór¡nulas de tecurreneia (6.496) de ref.(6):

¿'(e) = *ih;r K¡(mlu¡ Para e2>o

tl 5'tzPKrIz)'= (-r)nzp-¡K (z)
zdz p p_,

y 1a rel.acidn (,l5), encont?amos para Ie (0,0,0,0) :

rE(oro,oro) = ffi#r*

(16)

(17)

(18)



Para encontrar II€ (0r0,0,0) debemos sunar
trv tro

trazas correspondientes a los tres tensores TE y

sobre I€(0,0,0,0) de acuerdo a (12) y (13). Esto

sultado, haciendo uso de (18):

11

las tres

ap li car las

dá por re-

II€ (orororo)=-
¡rvlo

lrr rrrr rr-rrll +r r f tltlt lt.l \ *rrttlt-átltll*
I uv^o uvoA uAuo

- 8m2 (a'3) (grvBlo*SyoBvt+gulgvo) +

+ 1 ón 2 ( su ¿pi ur fJJ t 
"rr?f 

q 
oaua,,Í 

sr f,ai er 
oaul 

) *

* 4mq (BuvBto+B¡.¡oEyl+Bp),svo)J fr.l'K 2 (rrl 6 I )

(le)

Nótese que en esta expfesi.ón la segunda y tercera fila se

cancelarán nutualnente a1 actuar sobre 1a funci6n de lel,
al hacer tender lel * 0, de manera que no hay necesidad de

considerarlas en e1 cáLcu1o posterior, La expresi6n (19) no

conviene desarrollarla nás antes de introducir los dos tipos

.de prornedio que definiretnos a continuación.

ie¡
( 2,I) ¡Z4mr
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CAPITULO I I

DEFINICION DE LOS PROMEDIOS

Se verá én este capftulo, que et pronedio sobre e que

debenos efectuar en las expresiones, p"evio e1 llnitp lel=, 0,

no está unívocanente definido, obteniendo así distintas expre-

siones pronediadas en e, dependiendo de 1a definición de pro-

medio que adoptenos. Analizarernos tres definiciones distintas:

a)

E1 pronedio utual en electrodinámica cuánt i ca (integraci 6n si¡né
(¡)

trica )se define ¡otando 1a conponente tenporal e0 en rm plano

cornplejo, de nanera de pasar el vector e de1 espacio de Minkow

ski a un espacio cuadrinensional euclidiano, calculando allf
el pronedio sobre todos Los posibles valores de1 vector e so-

bre una hiperesfera de radio l.l = R en donde e. = ieo.

En este espacio definimos el protnedio de una función de e de

1a nis¡na manera como se hace para un espacio de tres dinensio

nes , es de ci r:

I
lr(.)ao
J¡er ct e .

<f(e)> = 7- =

l¿n
Jter cte.

L'If .
f(e) lel 3sen2¡sen0 dQdXde

(20¡

en que henos expresado

?f lel'

€ en las coordenadas:

E= 1e 
l 

re 2 re 
3 

re 
r) 

= | e | (senxsenOcosó, sen¡sen0seng,sen¡cos0,cosx)
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El pro:nedio que usénos, debe ser aplicado a una expresión

definida para É tipo espacio, pero vetnos que este pronedio

considera también los vectores e tipo tienpo con el mismo

m6dulo lel, ae manera que esta inconsistencia podría dar

expresiones erróneas para Ios diagramas.

Por este método de promediaci6n se obtienen los si-
guientes resultados, con Los cuales podernos expresar cual-
quier función que queramos pronediar, siempre que ésta sea

desatrollable en serie de e:

ttutr'" = 
É 

,u, (21)

(22)

(23)

(2 4)

<euEvElEo>a= 
fr{rurs^o*cglg,,rs+g¡¡sgy^, = * rrr^o

En general:
, ¡ 2lIlel Buv.-,ul---jo" 
zn (n+ t ) i

(2n) eonponenteB
(en que guv..o es el tensor si¡nétrico constante)

aarau..,..aor" = 0
---Y_-
(2n+l ) couponentea

Estos resultados -se pueden tanbién obtener en base a un

argutnento puranente tensorial de 1as expresiones y notan-

do que no disponernos de ningún otro vector fuera de e. El.

promedio s6lo puede depender de1 escalar lef . eor ejernplo

e1 pronedio ..r.ri (ecuación (2'l)) , debe ser un tensor de
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segundo orden, pero el único tensor disponible es grv, de

lnanera que el pronedio debe ser proporcionaf, guv y contra-
yendo índices en anbos niembros se obtiene e1 escalar de

proporcionalidad correcto de (21) (observar que <a+b> =<a>+<b>)

b) E1 segundo nétodo de prornediaci6n que considerarenos, si
milar a uno definido en elect¡odinánica c1ásica('), consis-
te en considera¡ todos los posibLes vectores tipo espacio
de rnódulo lel, es decir integrar sobre una seud.oesfera (fue

ra del cono de luz) de radio fef, explícitaÍlente:

lu,n, o ( e. - n, ) d * n
<f(e) >= ?--o Io(.,-n2)din

)

(2 s)

En rigor, la integral de1 deno¡ninador, que repre-
senta La superficie total de 1a seudoesfera de radio lel,
es di.vergente, de nanera que e1 pronedio asi definido no

tiene sentido. Se puede nodificar, introduciendo una fun-

ción de peso en el integrando del nunerador y del denoni-

nador de nanera de hacer conve"gentes 1as integrales y fi-
naLnente con e1 cuociente de anbas expresiones hacemos des-

aparecer conveni en tenen te 1a funci6R de peso. Cono ejemplo,
podenos usar ¿ Blnol en las integrales, con B una constante
positiva y después de haber calculado las integrales, tonar
e1 límite B *0 en el cuociente obtenido. Este tipo de fun-
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cio[es de peso tienen el inconveniente de no ser covariantes,

con 1o cual eL resultado de la promediación podrla no serlo,
Con e1 vector n (notaci6n para e aL ser considerada variable
de integración) solanente, no podenos formar funciones de pe

so covariantes, sin etnbatgo si considera¡nos e1 cuadrinomento

k del fotón que aparece en e1 problena que querenos calcular,
podenos fonnar Ia función de peso u-B(n'k) que es invariante;
pero hemos introducido este cuad?ivector cono un artificio
sin justificación en relaci6n al pronedio usado.

Usando este nétodo, debemos considerar 1as expresio-

nes por pronediar, sin desa¡ro1lar en serie de E, ya que por

ejenplo <EoEo>b es infinito.
Ahora bien, si actuanos con este pronedio sobre 1as

expresiones (9),(10) y (19) usando algunas funciones de pe-

so como las descritas, obtenemos valores nulos para estas

expresiones pronediadas (fundamenta lnen te debiito a 10s facto
res oscilantes en estas expresiones), 1o que indica que es-

te ¡nétodo de promediaci6n no tiene validez en este contexto,

aunque servirá cono peldaño para definir e1 p¡onedio (c) que

nos interesa.

c) El tercer nétodo ile promediacidn, que es e1 interesante

en este trabajo, fué definido sinilarmente en el-ectrodinánl

ca clásica (t). rn este nétodo introducimos un ingrediente

flsico en la definición de promedio, al considerar la partf
cula a la cual nos acercatnos haciendo tender lel * 0rcorno
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una esfera espacial de radio l.l = l}l "n er sistema acompa-

ñante de ésta y pronedianos sólo sobre 1a superficie de es-

ta esfera. Clafanente, para poder hacer esto necesitamos que

eL cuadrimonento k de La partícula sea tipo tienpo y deberg

mos hacer una extensión para el caso en que k sea tipo es-

pacio o bien está sobre e1 cono de luz.

En el sistetna en que La partÍcula está en reposo

k = (kar0r0r0) debemos considerar todos los cuadrivectores
+

e = (0,e) con lel constante. Tendremos asÍ e.k.0 en este

sistena, pero esta ecuaci6n debe ser vá1ida en cualquier

siste¡na de referencia por ser elk un escalar. Debemos inrpo-

ner esta condición para É en nuestra definici6n de promedio

además de ser un vector tipo espacio de n6du1o le[.lsí, de

fininos e1 pronedio (c), tonado sobre una partícula de cua-

drimomento k tipo tienpo, por:

Jr 1n¡ o q.. -n2 ) o (n. k) d¡n
<f(e) > = (26)

Jot.'-r't6(n.k)<l¡n

La integral de1 denorninador representa 1a hipersuperficie

total de prornediación, dada por La intersecci6n de 1a hi-
persuperficie hiperb6lica definida por ¡2 = -rz*fr2=.2 (e'rO)

y La hipe rsuperfi ci.e dada por 1a condición de ortogonalidad

¡.k = 0 que es e1 requeriniento flsico que henos inpuesto.

Bstas integrales son ahora finitas a diferencia de 1as del
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pronedio (b) y a continuación encontrarenos el. ptornedio

para algunas funciones de e.

En el apéndice 2 se de¡nuestra us ando (26) que e1 pro-

medio <e-er>c para k tipo tiempo es:

<eU€v>c

Este .resul.tado se puede

tensoriales para k t ipo

= *,rr,- pl k2<o (27)

tanbién obtener con argunentos

tiempo ya que debenos tener que:

<e;6v>c=aguv+bkukv

por deterninar.

(2 8)

C on t rayendoen donde a y b son escala¡es

índices , se debe curnplir:

e2=4a+bk2 (2e)

Por otro lado, inponiendo 1a condici6n e.k. 0, se tiene

nultiplicando (28) por kr:

(a+tk2 ) t, ' 6 (30)

De (29) y (30) se reobtiene e1 resuLtado (27) obtenido

por integración. Usando estemétodo tensoriaL ta¡nbién se

puede calcular <E E E,E >_ para k tipo tiempo con el re-' uv^oc
sultado:

con:
'.lr.u"tr.ol' *,rur^o-fuvro*3huvto)
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8¡¡y lo= 8loBp6 + 8¡16 8y ¡ 8¡ 
tr 

gvo

fu, rr=|{ errk^ko*Byokvktr*Bp trkvko* Btrokuku* Brlk¡rko* grok¡rk¡)

h
uv Ao = bts:I¡k¡

kr.

Tanbi6n utilizaremos e1 hecho

de 6(n.k) en 1a definición de

( 31)

que debido a la presencia

este promedio se tendrá :

f(e.k)>
c

= f(0)

en e1 prornedio

(s2)

usual tarnb ién seFinalmente, aL igual que

t endrá:

<e É .....e > * 0uv o

( 2n+ 1 ) conp onen te s

(33)

Tenemos así, todos los tesultados para este pronedio que

necesitanos en eL cáLcu1o de los diagranas, siempre que

e1 mornento k de los fotones sea tipo tienpo. Debido a la
fo¡na flsica en que se definió este pronedio, en e1 cuaL

se le asigna un tanaño transitorio l.l=l3l a 1¿ partícu1a

sobre 1a que se prornedia, no parece claro cóno extender

La definición a k tipo l"uz o tipo espacio. Só1o darenos

algunos argumentos de p1¿rsibilidad para extender nuestros

resultados a estos casos, En teorfa de campos, las expre-

siones para Los diagramas no hacen diferencia e1 conside-
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rar partícu1as ¡ea!.es o virtuales, de nanera que podenos

pensar que 1a extensión de los promedios a k tipo espacio

se realiza manteniendo for¡nalmente las mismas expresiones

encontradas para k tipo tienpo. Falta sólo analizar e1 caso

en que k es tipo 1uz (k2=0). Observando 1a ecuaci6n (27)ve-

nos que hay, un polo para k2= 0.Una manera de definir e1 pro

nedio en este punto es exigiendo que el paso entre k tipo
tiempo y tipo espacio sea continuo, esto significa introduci¡
una cantidad imaginaria (tiU) en el denominador de (27)

(l * 0*). El signo de esta cantidad se deternina por causa-

lidad y por analogla a Los propagadores elegirernos elegire
nos e1 signo negativo. Para un k arbitrario tend"enos para

(27):

..urr, = *,rrr- ffi, = {(gur-kukv(p(L)*i¡e (k'z)))

(27',)
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CAPITULO II I ,

APLICACION DE tOS PROMEDIOS

Calcularenos con 1os promedios (a) y (c) el tensor de pola-

rización de1 vacío:

Hablamos encontrado para nlr(k) las expresiones (9) y
(10).Usenos eL prornedio usuaI, definido en (II-a) para cal-
cular <lI.!..(k) >. Aprovechando que nos interesa e1 1í¡nite deuvá-
€sta expresión en que lel ' 0, desarrollanos la exponencial

y las funciones Krr(trlel)de (9) en órdenes de e que no se

anulen en este 1Ímite (Desarrollo de Ko(z) en (8.446) de re-

ferencia (6) ) .

Una vez desarrol-1ado (9) en serie aplicamos e1 prone

dio usual ¡nediante 1as reLaciones (21) ,(22) y (24) obtenien-

do:

k'?nfk2) = l-¡a
(n- 1) 3 (n+ 1 ) t-7

con c'=Ln.
(36)

0sc2<4

<rrev(k)>a - ;[,-r*r-k'guv) (!,rr(k,) * tL-l¿n(1,.,»"

*eu,(!-f -|,,J .,U ( 34)

con :

k2rrr(k2 r=[' {*, -*lrn [r. f'u l,.-*rl]u*
Jo L

(3s)

Si se uti!.iza 1a expresi6n (10), pronediando sotrre

e11a con este ¡nismo nétodo obtenemos 1a nisma expresi6n (34)

con (35) directariente desarrolando en se¡ie:

i r-s1t'
n=l 2 ( 2n+ 3) I I
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obse¡venos 1a soluciSn para IIuv(k) dada por el Lfmi-

te lel + 0 en (34). Recordando que 1a invariancia de medida

exige kufiuv (k) = o (Esto se deduce irnponiendo para cierto
diagrana con un lazo electr6nico y varias líneas fotónicas

exrernas: M= eu(r)d'?).....Mu'... (k,kr...) ilebe ser invari,n
te bajo "Í')* "Ít)*uj'), =, 1(r)ruv"'= 0 y 1o misno para

kto), ,"*o, que el térnino proporcional a guv cuadráticanen

te divergente, no es invariante de nedida, resultando:

krnl;)(k) = líT [ +,+ - !: - \lr*ol rszrl.l * oL 2n" ." q tz "J

Esta falta de invariancia práctic"(') da nedida ya fué nota

da en trabajos anterior"r(n)'(*) d"rrdo idéntico resultado.

Generalnente este término se hace nulo, inponiendo

justamente 1a invariancia de nedida, a1 usar por ejernplo e1

rnétodo de regularización de Pauli-Vi1Lars. Otra manera más

satisfactoria en que se ha logrado 1a invariancia práctica

de nedida consiste en modificar la corriente no Local(')in-
troduciendo un cempo externo de ¡nanera de obtener expresio-

nes invariantes en todo el cá1cu1o; pero se introducen pres

cripciones que no están en 1a formulaci6n de 1a teoría.
EI tér¡nino de (34) invariante de rnedida k2nf(k2)

idéntico aL encontrado usual¡nent"('), es 1a contribuci6n

finita nedible de este diagrama.

E1 térrnino de (34) invariante de ¡nedida no depen-

diente de k2 es logarÍtrni canente divergente, pero se demues
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tra que es absorbido en la renormalización de

etectrón(1).

Calcule¡nos ahora II;u (k) por

defi4ido en (II-c). Notemos que,

el
de

1a carga del

nétodo de promediaci6n

Ia nanera en que henos

ebie¡to el diagrama (Fig.II), nos acercamos a uno de los
fotongs externos al hacer tender lel .l O, de manera que

debemps cgnsiderar al cuadrimonento k del fot6n para efec-
tua¡ esqe prgmedio. Igual que parp e1 promedio usual, desa

rroll.anos en serie (9) es decir niv(k) y utilizando los re-
sqltados (32) , (33) y (2,7 ') válidos pala este pronedio:

',t, (k) 
:= 

-*.tk¡kr -k 2 grr) (x2 u. (k2 ) . r1¡- **"I, I p I l) .

. |rs,,-|$;,5 - ,',]* o(ter) (38)

Observenos prinero que e1 IIuv(k) encontrado por este néto-

do de promecliación resulta invariancia de ¡nedida (n6tese:

k26(k2) = 0) a diferencia de 1a expresi6n (34) encontrad¡
por el método usual de promediación. Esta invariancia se

obtuvo gracias a la introducción del ,tpromedio ffsico" (c).
Se tiene además idéntleo resul.tado para la parte finita
k2lrf (k) que itá 1a colaboraci6n nedible al diagrana y la
¡nisma forma para el tértnino correspondiente a 1a renor¡nali

zaci6n de la carga a La encontrada por e1 nétodo usu41.
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Fuera de Los térnrinos enconttados conúnnente obtenenos

en (38) un térnino invariante de nedida cuadráticanente di-
vergente en lef de orden cero en k. Pa¡a interpretar este

término, calculenos 1a amplitud de transición(¡¡)'(t 1)para

un fot6n libre en segundo orden de perturbaciones, 1a cual

en la teorfa renorna!-izada debe ser nula:

<k,t,;r(r) ¡kl, s o(*lt-t

en que "l{t) ron los vectores

fotón y cunp len l

') 6^r , (el (k) rhv (k) eI (k)) (3e)

de poJ.arización (),= I ,2) del

(42)

.ltrl"lrrlsuv = l \ = 1t2 ( 40)

eflt;tr'6 (41)
A-

y la arplitud de transición debe ser calculada en la capa

de masa del fotón, es decir k2 = 0,.

Encontrarnos para e1 pronedio (c) que esta amplitud

no es nula debido al ú1timo térnino de (38), ya que:

eI(t)n(")(t)eY(t) " - d=t1l(! -r'lA UV ^ 2t¡' 3 e2

Venos así, que la arnplitud de transici6n (39) no será nula

y nos topanos con e1 problema que para partículas masivas

esta amplitud se conside¡a autoenergfa de 1a partÍcuLa y

se elimina renormalizando 1a ¡nasa de ésta, pero para foto-
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nes, en la nayorÍa de Las fornulaciones usuales de La teo-

rla no podenos renormali"zat su nasa ya que se consideran

nulas tanto su masa desnuda (por construcción del Lagran-

giano) como su nasa vestida (experirnental) .

En la nayorfa de 1os Libros, se impone sobre e1 re-
sultado usual(34) 1a invariancia de ¡nedida por distintos
n6todos, con 1o que el" cálculo de 1a amplitud (39) efecti-
vanente resul.ta nulo, es decir no hay necesidad de reno¡na

lizar la nasa de1 fot6n y se dice "Ja imposíción de inva-
riancia de medida aL llyv(k) inplica que tanto La nasa des-

nuda cono física deban ser nulas". Pero vemos que, usando

el nuevo nétodo de promediaci6n, la expresi6n para e1

,r(k) resulta invariante de nedida, sin ernbargo la anpli-
tud (39) de acuerdo con (42) no es nula y si este nétodo es

Llcito no habrla relación entfe renofmalizaci6n de 1a masa

del fot6n e invariancia de medida.

JouvET demost16(r),(t2), que considerando una rnasa

desnuda no nula (con 1o cual se debe renor¡naLízat 1a nasa

de1 fot6n) , se obtiene por métodos globales que el lfrv(k)
debe tener la forma (38) (en particuLar también en segundo

orden), es decir este ,nétodo estaría do acuerdo con el ¡e-
sultado g1oba1. Tenemos así, de acuerdo con (38):

nfi) rrr= re,,- |t$;rrrr con F(0) + 0 (43)
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y querenos inponer para 1a teoría renor¡nalizada que la ex-

presión (39) sea nula, es decir inponenos FO (0) . 0, con

1o cual 1a renor¡nali z aci 6n de la nasa de1 fotón será funda-

rnentalmente eL ténnino cuadráticamente divergente de (38).

Este resultado está en acuerdo con la expresi6n encontrada

en la teoría no Local de LEVY(¡ 3) en la cual éL encuentra

problenas para interpretar físicarnente su método.

Apliquenos ahora 1os pronedios (a) y (c) aI diag¡ana

de interacción fotén- fotón:

Recordenos que sólo analizamos e1 caso en que Los

cuatro fotones tienen igual cuadrirnonento k (esto no es in-
dispensable para e,l prornedio (a)) y en que éste tiende a

ce¡o.

Usandg e1 prornedio usuaL, definido en (II-a), qncon-

tranos .trirro(0,0,0,0)> a partir de Irfrro(0,0,0,0) de (19).

Si se calculan las ilerivadas de cuarto orden de la prinera
fila de 1a expresión (19), luego se utilizan los resultados
(21),(22) y (24) para pronediar y finalnente se su¡nan Las

tres trazas de ocho elenentos, se verá que toda 1a prinera

fila de (19) es nula,

Obtendremos para el promedio usual:

.ni,f5,u,k,k)il =.nu{flr0,0,0);*o(k): ;i*r 8¡vro* 0(lel,k)
k+0

(44)
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Ve:nos que este resultado no es invariante de ¡nedida(kullrr¡s=0),

siendo f inito. Genetalmente, el. II .. (k r ,k2 ,k3 ,k,.) ie regu-

taríza de ta1 nodo(1') ou" "" ,o:ll:." e1 tér¡nino no inva-

riante de medida II 10.0,0,0) 
"Pvlo

Usando el. ¡nétodo de prornediación definido en (II-c),
tenenos que considerar que el lel que tenderenos a cero

(donde hernos abierto e1 diagrama) , estará centrado en uno

de 1os fotones externos (son Ios cuatfo equivalentes) ,de

nanera que será e1 cuadrimomento k de uno de estos fotones

e1 que nos servirá parg definir este pronedio. Utilizando

1a expresión (19), enconttamos después de un cálculo en

que se ocupan 1os resultados para este pronedío (27),(31),

(32) y (33) (En rigor sólo es válido para k tipo tiempo

pero se debe poder generalizar de La nisna tnanera que (27r):

.u1...!k,k,k,k)rl = - i"u 'R 'r ''k)*jh (r)l* o(lel,k)'"¡.,vrü al_; - f z,¡ t;r Ltrr^o-'y',)^o- rilá I ''¿ (4s)

en donde 1os tres tensores están definidos en (31) y son

funciones de orden cero del cuadrivector k de Los fotones

externos.Estos tensores dehen definirse en e1 polo k2 =0

para el caso en que e1 fotdn es tipo luz.

Observernos que de una manera no trivial (se vé a1 ha-

cer e1 cálculo), se ha obtenido un resultado invariante de

medida para el flurlo; que esto así se puede ver de la
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igualdad (3'l ) que es proporcional a (45) y nultiplicando
(31) por kI ;unto con utilizar (32), vetnos que esta combina

ción de tensoTes rnultiplicada por ku es nul"a, es decir se

tendrá [¡y¡6 invariante de ¡nedida.

Venos así nuevamente que esta definici6n de

promedio conduce a expresiones invariantes y que la inva-

¡iancia de ¡nedida no tíene reLación con el hecho de que ha-

ya que eliminar ciertos términos, en este caso finitos (Se-

guramente estos térrninos (45) se pueden eli¡ninar al" renorna-

lizar de una manera semej ante al caso de la polarizaci6n
de1 vacío, imponiendo por ejemplo que 1a anpLitud de disper

sión para dos fotone¡ paralelos sea nula).
Debe¡nos notar que en e1 caso general en que 1os

cuatro cuadrimo¡nentos de 1os fotones son arbitrarios, para

poder aplicar este método de promediación debenos introdu-
cir e distintos para cada vértice y no 'sabernos si se manten

dría la invariancia de ¡nedida en este caso aunque asl 1o

esperamos. Finalnente quiero mencionar que si calculanos

con este rnétodo de promediacién e1 diagrama de autoenergía

del. electr6n, obtenemos 1os buenos resultados usuales(con

e1 ¡nétodo usuaL de pronediaci6n fué calculado en referencia
(4))sa1vo térninos constantes finitos en las constantes in-
finitas A y B de renormalizacién.
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CONCLUS IONES

Para todos los diagramas calculados por

este método, por e1 cual. se abren los lazos

en un vértice agregando un cuadrivector e ti-
po espacio (causalidad) y Luego se promedia

considerando la partícu1a a la cual nos acer-

canos con lel -' o ¡nediante su cuadrimonento k,

encontrarnos expresiones invariantes de medida

quedando los términos observables inalterados

en ¡elación a los cálculos usuales.

Se encuentran tértninos invariantes de me-

dida que no pueden ser interpretados si no in-
troducitlos una masa desnuda al fot6n. En este

caso nuestro resultado concuerila con e1 obteni

do por métodos glob ales .

Falta por justificar plenarnente 1a pro-

longación que hemos hecho para nuestro prornedio

partiendo de k tipo tienpo a k espaciales y ti
po luz.

Tanbién serÍa interesante relacionar di-
rectanente este ,nétodo de cáIculo perturbativo

con 1o5 nétodos globa1es.

Puede ser interesante utilizar este méto

do fuera de 1a electrodinámica, donde pueden

apalécer cosas disti[tas a las usuales.
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APENDICE A1

CálcuLo de lr;v(k) "

Querenos cal cu lar:

ne (t) =
uv

con

rE¡t¡ =

l3

Po¿léüos calcular

4-2L Tr{v, (l-iX-m)yr(l -tn) }Ie (k) (41. r)

(A1 .2)
tt

i (?n') 2 

| a* ui«. 'k)xKo (¡. lel)- t,
(rn2+k¿x(1-:9)y'"

la ttaza en (Al ,1) obteniendo:

ner(k) " ffi . (2auav-guv(a'a) -i(krar+kuau;*igur(k.3)*m'guv)IE(k)

^_aau= ffi (A1.3)

Aplicando eL operador diferencial en paréntesis sqbre Ie(k),
es decir sobre el argunento de 1a integraL de (Al .2) y uti-
1ízando 1as relaciones de tecurrencia (8.486) de la referen

cia (6), se obtiene luego de algrin cálcu1o:

II€v(k) = #4' dx ¿i(E'k)x[zftrr.r-errr.') (x-Í')K¿ (rf e l)+

+ o -l"v
-2

tr2 I{, (r le | ) +

-cuv (k.e»(1 -z*)fi K¡ (r I e | )l

(Af .4)

+ilk ¿ +k-e''uv v u
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Este es eL resultado., aunque

expresión más desarrollada que es

que daré por comp 1e ti tud:

podenos encontrar otra
s61oválidasi}1.4y,

n¿

Sea a=k. ¡=nlel c2 >o

.con esto: Ie(k)= [to*ur,**o (b,/xf tT|F;i)
)o

Pode¡nos

(8.432)

Int roduciendo

aci ónzar la represent

referencia (6):
@

I
I(" (pq) = |

Jo

esto teñdrenos:

uti 1i

de la
integral de Xo (pq), según

ffi,.
r. (k) = [], *, (bt) [ -s:""d.-- (Ar . s)

I o Jolx(t-x)c2+(t+t2J
Para c2<4 podenos expandir la raiz en serie(para valores
de x y t en el. rango de integración) I

[x 
q r - x¡ s8 + o + t2 r)- * =( r + t ) - r;ir-. il& r-i$ I 

n 
{* r r - *) ).

(Al .6)
Reemplazando esta exp

rErur=: r(t/2)c'?nl-- '"' nlo "'"i-nl .1, ¡
§.
+

(A1-s):

t
n+ dx ¿it*xt ('l -x) n (Al . 7)b

)

resi6n en

o

1 t
r¡

,,),

.r=t3 .4
n2

dt
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Utilizando las soluciones (ref" (6) )
l6

J,ffi-'=,|," ffit.or
.rl

lu"
,0

ob tenemos :

oi"**o¡1-x)a= ñ'n: uín/2J 
¡^/2, "- 

(n+V')

(A1 . e)

Aplicando e1 operador diferencial de (A1.3) sobre IE(k)y
usando las ¡eLaciones de recurrencia (8.486) de ref.(6) ,

se obtiene finalnente:

¡re¡ ¡¡ .-{ n 
"' 

^ 
t 

"z 

ot-p' [*.. r r, 2b,- 2 x 
_{r ), 

^Í,ul4a- 

n - vz +

It qt¡=77 uíal2r' ,-c2ltboK (b) J (a/z)"- (n+ r/a)

n=0 2 n n+ ¡¿

+(krkr-k2grr)2(nt1)bn« g)J (alz).'n- ,a

i+. /2

+m2 (kv€u+kueu - erJk. e ) ) B-' rn {u),rr, [:t zl ^-"-',1

(Al .10)
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APENDICE 2

CáIcu1o de <euer>"

Querernos calcular ..u.rr" usando e1 nétodo de prone-

diación expuesto en (II-c), dado por 1a forrnula (2.6)

válida para k tipo tienpo:

<a r >-u-v c

f o(.'-n2)o(n.k)a*n
(A2. 1 )

(^z .2)

reLaci6n a 6(n.k),
1 del denoninador de

En teorla de distribuciones se denuestra 1a siguiente rela-

ci6n para 1a integraci6n sobre e1 hiperboloide (e2>0, tipo
espacio) de una función arbitraria de 1a variable ¡:

I

o aplicar esta

ara 1a integra

= lunl'ltt)
le

Es tanbién llcit
cual obtenenos p

n 
2 

Yd (n.k) d'

f.'{

f,$'r*,;¡*r1-ffi,i)l

1o

1)

2_

con

(A2

l'or
)

n'adl n I (o effi:} 1o*fi .i¡+o «rfi?:7ro*ñ.il¡
2,F7

el
(A2.3)

I I t!
ja., o(e¿-n2)rrrl= J*. "rfuu('.ffi,ñ)*r1'/f 

-7
n'>e'
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Resolvenos prinero 1a

nicntemente un sistena

Hemos usado

integraL angular,

de coordenadas:

2¡imr

laciones:

'l- l.] ot*l

a) tlx = e (a+ 1) - e (a-1,)

' koFZo(-*+x) dx

_, lillnl

o(1-1ff,-er-r-iiffi,]
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eligiendo conve-

(A2.4)

las re

6 (ax)

t
I
I o t'-
,r

( qn qr" 0(x) es cero para x<0 y 1 para x>0 )

De 1¿ nisma manera calculanos La integ¡al angular sobre la
segunda delta de (A2.3) obteniendo:

l* o « -= r,.i.ñr =f6r[',,.ffir-. r-,.ffir]
(A2. s)
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,Obten

lo tr'
I

asl para (AI I .3) :

Calcul.¿¡do pata todos los

te expresl6n válida para k

(A2.7)

del denominador de (A2.1)

6(e2-n')6(n.k)drn
(A2. 8)

etnos

-e2)6(n.k)d*n = 2,f i:gli!-lm=
l.l'

(A2.6) :

jotn'-"'o(n'k)drn'

Ya tenenos calculada 1a integral
con ro cuat:<e er>". ffi 1.r""

titatit..ipT
,F='

. (A2.6)

Sin pérdida de generalidad, consideremos-k6>0, esto inplica
que la prinera funci6n e de (A2.6) vale uno en todo el ran-

go de iltcgraci6n. La segunda funci6n 0 es nula hasta
- k2
;t. - fe'¿ (nótese que esta iguatdad s61o tiene sentido pa-

ra k tipo tiempo, que es 10 que estamos suponiendo a1 defi-
nir como 1o hicimos e!. promedio(c)y aqul Ia prolongacidn a

k espaciales no es cl.ara), de manera que se obtienp para

n,ffi
zt{ lñl¿lñl -2nlellili /r,-:V rkvt lrl

Para calcular 1as integrales de (A2.8) para 1os distintos va

lores de urv se sigue un método totalmente análogo al enplea

do para calcular (A2.7). Por ejernplo:

)2 o (A2 . e)e2 k2
3*z

valores yrv, sa

tipo tiempo:

> =fo -kuk' 't'c \5UV k2 ¿

obticne la siguie!

'trt, (A2. 10)
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