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RESUMEN

En este trabajo se encuentran expresiones in
variantes bajo transformaciones de medida en electrodinémica
cuintica, para los diagramas de polarizacidn del vacio e in-
teraccidn fotén-fotdén. Esto se consigue introduciendo un
‘nuevo tipo de promedio en el método de Regularizacidn Convo
lutiva en que se calculan univocamente los diagramas de Feyn
man. Este promedio depende del cuadrimomento de la particula
sobre la que se efectia la promediacidn.

Se obtiene un término que se puede interpre-
tar como una masa desnuda no nula en el diagrama de polari-
zacibén del vacio, Estos resultados son andlogos a los encon

trados en la teoria global.

INTRODUCCION

[2)

En la forma usual de calcular en eleétro-
dindmica cuéntica los diagramas de polarizacién del vacio e
interaccidén fotén-fotdén, se obtienen expresiones que no son
invariantes de medida® Con el fin de recobrar esta invarian
cia en el cdlculo perturbativo, se han introducido varios
"métodos de regularizacidn'', como el de Pauli-Villars(Z)

que no es mads que un método invariante de anular ciertos

términos y obtener una forma invariante de medida.



Otro método de recobrar esta invariancia
consiste en definir una corriente no locall®) invariante
de medida. Usando estos dos métodos se obtiene, ademis, la
anulacidn automdtica de los términos que se pueden inter-
pretar como la masa desnuda del fotén.

E1l método general, en el cual se basa este
trabajo, para calcular los diagramas en teoria de perturba
ciones fué descrito por LOPEZ en su trabajo : '"Convolu-
tion Regularization in Quantum Electrodynamics"(“). En este
articulo, se introduce un método para célcular univocamen-
te los diagramas divergentes de la electrodindmica cudnti-
ca. Para esto, se modifica el producto de dos propagadores
evaluados en el mismo punto, el cudl no estd bien definido,
introduciendo un pequefio cuadrivector £ tipo espacio en
uno de los propagadores; resultan asi integrales finitas
en el espacio de momentos. Debemos promediar el resultado
sobre "todos los posibles € de mddulo [e| constante™, para
finalmente tomar el 1limite || = 0. Utilizando este método,
con la prescripcidn usual de promediacidén, se obtienen ex-
presiones no invariantes de medida en los diagramas de po-

larizacidon del vacio e interaccidén fotdn-fotdén, en el orden

mds bajo de la teoria de perturbaciones.Estafalta de invarian

cia concuerda con los resultados obtenidos por métodos an
teriores para calcular los diagramas y por esto mismo se

definieron los métodos de regularizacién mencionados, que



reestablecen la invariancia de medida en estas expresiones.

En este trabajo mostraremos que al reempla-
zar el promedio usual por uno en que s6lo consideramos vec
tores € normales al cuadrimomento k de la particula a la
cual nos estamos acercando al tender |e| - Q se obtendrén
expresiones invariantes de medida aparte de obtener los re-
sultados usuales para los términos observables. Esto signi
fica que en el sistema acompafiante de 1la particula a la
cual nos acercamos al promediar, vemos a ésta como una es-
fera dura espacial de radio |e|, lo que es fisicamente de-
seable.

Obtendremos ademds un término invariante
de medida tal, que exige introducir una masa desnuda al fo
tén para obtener los buenos resultados en la teoria renor-
malizada, de acuerdo con la teoria global(s).

En el capitulo I,se calculan los diagramas
de polarizacién del vacio y la interaccién fotén-fotén de
acuerdo al método univoco del cdlculo(") y encontramos ex-
?resiones compactas para estos diagramas, que todavia no
han sido promediadas sobre el cuadrivector e. E1 diagrama
de interaccidon fotdn-fotdén sb6lo lo calculamos en el caso
en que los cuatro fotones externos tienen igual cuadrimomen

to y éste tiende a cero.



En €l capitulo II se definen tres tipos po-
sibles de promedic para ¢. E1 primero es el usual y se de-
fine con el propdsito de reobtener las expresiones usuales.
El segundo consiste en promediar € sobre todo el hiperboloi-
de con |e| espacial constante. Finalmente definimos el pro-
medio interesante en este caso imponiendo al promedio ante-
rior que sdlo se consideren vectores € tales que e*k = 0.Es
te promed15 estéd perfectamente definido s8lo cuando el cua-
drimomenté k es tipo tiempo.

En el capitulo III aplicaremos,los promedios
usual y aquél en que consideramos la particula a la cual
nos acercamos, sobre las expresiones encontradas en el ca-
pitulo I y discutiremos los resultados obtenidos por ambos

métodos de promediacién.

*) En este trabajo hemos traducido la expresidn inglesa
"gauge' por medida.



CAPITULO I

CALCULO DE LOS DIAGRAMAS DE POLARIZACION DEL VACIO E
INTERACCION FOTON-FOTON ANTES DE EFECTUAR LA PROMEDIACION.

Consideremos el diagrama de polarizacién del vacio

en segundo orden Hu“(k):

p-k

Fig.I

= -~ = o “
De acuerdo con ei método univoco menc1onado( ), cal-
cularemos esta expresidn partiendo de un diagrama abierto

en uno de sus vértices en el espacio de coordenadas:

k Xy X2 k L
N Fig.II
u v
x2+E

En el espacio de momentos estd representado por 1la

expresidn:

uv (2m)* (p-k)2+m? 7 pZem?

ns (k) = e Tr{{gi(E'P)Yu i(-B-m . i8-8 4%) (1)
C

F

Esta integral es finita y podemos calcularla;defi-
niendo finalmente Huv(k) como el limite |e| » 0 de <H§v(k)>,
en que esta notacidén representa el promedio sobre & de

€
Huv(k)°



Tratandose de una transformada de Fourier podemos re-

escribir:
1€ (k) = 29— Triy, (F-ik-m)yy (3-m)} g (= nl .
Wy (zmy* ET T T oK) 2em?) (p?em?)
C
en que: 3, = 9__ F
L (2)

Para calcular la integral usamos el método de Feynman:
1

prge] metiot d* ( ey 3
Q0% (-0 zeme) (p2om) "[ ” | [(prkx)zx2] )
CFr ¢ CF

con A% = m? + k¥x(1-x)

Como la integral es finita podemos hacer el cambio de varia-
' nN

bles p,-kyx = p, con lo cual obtenemos:

2 3 i(e*P)
€ = ilevkyx| gqo _et
1% (k) [dx e [ d*p FENGE (4

]
Cy
La integral en d“g se puede calcular en funcidn de la delta

causal de Feynman:

. ,i(e*®) ilesp)
" » P A
1| ape .-l 2) 1|¢ a*p= (- 1- 294 (e)
(Zm) (p?+r?)? 2ZX 93X [zw)“J p2er? 2x 3x ¢
c C
: ¥ (5)

Conocemos la expresifn para la delta causal en términos de

funciones cilindricas:

A 1 A8 (-€? Y -3 110 (e’
A (e) =z;5(€2)= Egéféfl[Jl[kffgg)»lNl(k ~€2)]*§;;§%§1K1(l/gi)
(6)



S6lo nos interesa el dltimo término ya que consideramos ¢

tipo espacio (métrica Bog ™ ~1, By = 1) . Podemos asi cal-

cular la expresign (5):

i 1 3
2(2m)2 (Ale]) arle])

- = 2ak(e)= -

2X 3 ((le)K, (A]e]))=

) (7)
PR (S
T2 Ko (Al e])

En esta Gltima igualdad se utilizaron las férmulas de recu-

rrencia (8.486) de la referencia (6). Asf tenemos para I®(k):

1
A2 . .
If(K) = i m° [ dx el(s k)xko(klel) (8)

2 0
Podemos calcular ahora Hiu(k): ver apéndice Al. De

acuerdo con (Al1-4) de este apéndice:
1

I ax TR Ky -kPg,) 2 (x-x2) Ko (A] €] )
0

2

€ e
Tuv (k) BFTE

NI
£

+i(kuev+kvau~(k.e)guv)(1-zx)TATx1(A|s|ﬂ

€
. (9)
O bien, mas explicitamente en el caso —5<4, de acuerdo con
m
(A1-10):
2 : & 2 - L
M€ (k) = - &—=vFeit/2 5 (- me ey 26”72 K(b) y(a/2)a ™ Vi,
+(kﬁku-k2g'v)2(n+1)an(b)J(a/2)a'n'ah
¥ " n+y2
2 L n-1 ==
R R o
con: aZkee bz=m|e| c2zk? 230 (10)



Nétese que hemos calculado estas expresiones para Hiv(k),sin
desarrollar hasta O(e) (recordar que al final del cdlculo
debemos tomar el limite [e[+ 0), con el fin de obtener las
exﬁresiones generales no desarrclladas y poder asi aplicar

cualquier método de promediacidn en €.

Consideremos ahora los diagramas de interaccidn fotdn-
fotén en cuarto orden de la teoria de perturbaciones. E1 ten
sor de polarizacién (ver referencia(1), capitulo 13), esté

definido en base a los tres diagramas:
ks k

.k ;

+- +

/1: \k:a ky ks )){1 ko

denotados por:

Fig.III

I (k kokyk,)=T (k,k,k,k,)+T (k,k,k k,)+T (k,k,k,k,) (11)
T VA uvlo uvcl uAvc
En este trabajo se quiere investigar la invariancia de medi-
da de T (k,k,kyk,); ﬁero debido a 1la complejidad del cilculo
UVAC
y a la necesidad de introducir para este caso general € dis

tintos para cada vértice, s6lo calculamos el caso importante

(en el que falla la invariancia de medida, salvo que se usen



métodos de regularizacibn como el de Pauli-Villars) en el
que los cuatro fotones tienen igual cuadrimomento k y é&ste
tiende a cero (es decir cada una de sus componentes tiende
a cero). Este caso, por el método usual de promediacién, re
sulta ser, un tensor constante finito no invariante de medi
da II. (0 0,0,0) = 1im IT.. (k k;k;k) que justamente se resta al
HVA . k>0 uva
tensor general para obtener una expre51on invariante.
Utilizando nuevamente el método expuesto en la refe-
rencia (4), de la misma forma que para el cdlculo del diagra
ma de polarizacifn del vacio en segundo orden, en el caso
en que el momento de los cuatro fotones tiende a cero ten-
dremos:

(o 0,0,0) = T¢ (0,0,0,0) + T¢ (0,0,0,0) +TE (o 0,0,0)
uv Ao UVAC HVaTA HAvo
(12)

en que:

(0 0,0,0)= =Ze“Tr{Y (2-m)v,, (3- m)yl(ﬁ m)y, (3- -m) }1¥(0,0,0,U)

g
i (13)
con:

£ .4 y . )
iE°p i€*p
1°(0,0,0,0)= e stdeYIdz d*p-L = 1 d%p ¢
' o Jo [p2+m2]“ (2m) & [p2+m2]“
Cr Cr

(14)
y lo mismo para los otros dos tensores T,,g) ¥ Ty)yg cambian

do los indices a las matrices y donde corresponda respecti-



10

vamente.

Todo esto se obtuveo, partiendo de la expresidn gene-
ral para H;v§§1kzk3kq) en el cual se abrid el lazo electrd-
nico en ung de los vértices, en una distancia e, de acuerdo
al método de Regularizacidn Convolutiva. Luego utilizando
el método de integracidn de Feynman y haciendo un cambio de
variables aﬁroﬁiado, se obtiene una expresidén, de la cual
las relaciones {12), (13) y (14) son un caso limite parti-
cular en que los cuatro cuadrimomentos tienden a cero.

De 1a misma manera en que se calculd la expresidn

(5) en funcién de la delta causal de Feynman, podemos utili

zar la siguiente relacién:

€ . 1T Jd3. %=
1*(0,0,0,0) 28(20) (m am) a_(g) (15)

S61o nos interesa la expresidn de la delta causal para cua-
drivectores e tipo espacio:

im

————— K,(m]e| para €2>0 (16)
(zm)?lel

AT (e) =
[+
Utilizando las férmulas de recurrencia (6.496) de ref.(6):
1d m, p m ™, p-m
— ~=) " {2PK _(2)™ = (-1)"z K (2) (17)
z dz P p-m
y la relacién (15), encontramocs para 1°(0,0,0,0)

ie?K, (mfe])

48(2n) *m?

1%(0,0,0,0) = (18)



1

Para encontrar II° §0,0,0,0) debemos sumar las tres
uvAo
trazas correspondientes a los tres tensores T€ y aplicarlas
sobre 1%¥(0,0,0,0) de acuerdo a (12) y (13). Esto did por re-

sultado, haciendo uso de (18):

\ i ) %
€ (0,0,0,0)=- ————|T +Tr{- Ti
W{U 0,0,0) (2m) *z4m® Tr{?pﬁvvﬁvlﬂvoﬁ} Tr{\ruﬁvuhohlzh r{Yqu)PYuhozh

-sz(a'a)(guuglo+gﬁogvk+gﬂlgvc) ¥

2 + +
+16n° (g 3322 dpre Arg AN E A g 3

+4m“(guvglo+gu0gvl+gulgvo)](me)sz(mlsl)
(19)

Notese que en esta expresidn la segunda y tercera fila se
cancelarin mutuamente al actuar sobre la funcién de |ef,

al hacer tender |e| + 0, de manera que no hay necesidad de
considerarlas en el cdlculo posterior. La expresidén (19) no
conviene desarrollarla mids antes de introducir los dos tipos

de promedio que definiremos a continuacién.
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CAPITULO I1I
DEFINICION DE LOS PROMEDIOS

Se verd en este capitulo, que el promedio sobre € que
debemos efectuar en las expresiones, previo el limitF le|=> o0,
no estid univocamente definido, obteniendo asi distintas expre-
siones promediadas en e, dependiendo de 1la definicidén de pro-

medio que adoptemos. Analizaremos tres definiciones distintas:

a)

El promedio usual en electrodinamica cuidntica(integracién simg

tricgtgse define rotando la componente temporal €, en un plano
complejo, de manera de pasar el vector e del espacio de Minkow
ski a un espacio cuadrimensional euclidiano, calculando alli
el promedio sobre todos los posibles valores del vector € so-
bre una hiperesfera de radio |e| = /e2+ €2 en donde €, = ig,.
En este espacio definimos el promedio de una funcidn de € de

la misma manera como se hace para un espacio de tres dimensio

nes, es decir:

f 2Ty o
f(e)da [ I [ f(e)|e| *sen?ysen® d¢dxde
Jier Ccte. o Jolo
<f(g); = 7 =

dn 2n?|e|?
ter cte.

(20)

en que hemos expresado € en las coordenadas:

e=(e',e?,e?,e*)=|e| (senyxsenbcos¢,senysenbsend,senycosd,cosy)
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E1l promedio que usemos, debe ser aplicado a una expresién
‘definida para ¢ tipo espacio, pero vemos que este promedio
considera también los vectores e tipo tiempo con el mismo
médulo |e|, de manera que esta inconsistencia podria dar
expresiones errdneas para los diagramas.

Por este método de promediacién se obtienen los si-
guientes resultados, con los cuales podemos expresar cual-
quier funcidn que queramos promediar, siempre que ésta sea

desarrollable en serie de ¢:

<gpey>, = €2 Euv (21)

-

= -E..: = €

<Buevelec>a 24(guvgxc+guxguc+guogvl)" Ez'guvko (22)
e P,
En general: <9ﬁ€v"'€c> = n[ u? 2 (23)
[ ; 4 2 (n+1)u

‘ . (2n)componentes

(en que g,,,,c es el tensor simétrico constante)
<e Eyerree€g>, = 0 (24)

[ i -

T

(2n+1) componentes

Estos resultados-se pueden también obtener en base a un

argumento puramente tensorial de las expresiones y notan-
do que no disponemos de ningfin otro vector fuera de e. E1l
promedio s8lo puede depender del escalar |e|. Por ejemplo

el promedio <e evg (ecuacidn (21)), debe ser un tensor de
u
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segundo orden, pero el {inico tensor disponible es guvs de
manera que el promedio debe ser proporcionala.gpv y contra-
yendo indices en ambos miembros se obtiene el escalar de

proporcionalidad correcto de (21) (observar que <a+b> =<a>+<h>).
a a a

b) El segundo método de promediacién que consideraremos, si
milar a uno definido en electrodinidmica clésica(?), consis-
te en considerar todos los posibles vectores tipo espacio

de médulo |e|, es decir integrar sobre una seudoesfera (fue

ra del cono de 1luz) de radio [e|, explicitamente:

[f(nJG(ez-nz)d“n

<f(e)>=

(25)
b (5(ez_un2)dkn

En rigor, la integral del denominador, que repre-
senta la superficie total de la seudoesfera de radio [g],
es divergente, de manera que el promedio asi definido no
tiene sentido. Se puede modificar, introduciendo una fun-
cidn de peso en el integrando del numerador y del denomi-
nador de manera de hacer convergentes las integrales y fi-
nalmente con el cuociente de ambas expresiones hacemos des-
aparecer convenientemente la funcidn de peso. Como ejemplo,
podemos usar e‘B|n°| en las integrales, con B una constante
positiva y después de haber calculado las integrales, tomar

el limite B +0 en el cuociente obtenido. Este tipo de fun-
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ciones de peso tienen el inconveniente de no ser covariantes,
con lo cual el resultado de la promediacidén podria no serlo.
Con el vector n (notacidn para € al ser considerada variable
de integracidn) solamente, no podemos formar funciones de pe
so covariantes, sin embargo si consideramos el cuadrimomento
k del fotdn que aparece en el problema que queremos calcular,
podemos formar la funcién de peso e-B(n.k) que es invariante;
pero hemos introducido este cuadrivector como un artificio
sin justificacidn en relacidn al promedio usado.

Usando este método, debemos considerar las expresio-
nes por promediar, sin desarrollar en serie de €, ya que por
ejemplo <ey,e,>, es infinito.

Ahora bien, si actuamos con este promedio sobre las
expresiones (9),(10) y (19) usando algunas funciones de pe-
so como las descritas, obtenemos valores nulos para estas
expresiones promediadas(fundamentalmente debido a los facto
res oscilantes en estas expresiones), lo que indica que es-
te método de promediacidn no tiene validez en este contexto,
aunque serviri como peldaﬁo para definir el promedio (c) que

nos interesa.

c) E1 tercer método de promediacidén, que es el interesante
en este trabajo, fué definido similarmente en electrodindmi
ca clasica (s). En este método introducimos un ingrediente
fisico en la definicidn de promedio, al considerar la parti

cula a la cual nos acercamos haciendo tender |e| - 0,como
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una esfera espacial de radio |e| = |;| en el sistema acompa-
fiante de ésta y promediamos sdlo sobre la superficie de es-
ta esfera. Claramente, para poder hacer esto necesitamos que
el cuadrimomento k de la particula sea tipo tiempo y debere
mos hacer una extensidn para el caso en que k sea tipo es-
pacio o bien estd sobre el cono de luz.

En el sistema en que la particula estd en reposo

k

(ky,0,0,0) debemos considerar todos los cuadrivectores

€ (0,;] con |e| constante. Tendremos asfi ek = 0 en este
sistema, pero esta ecuacidn debe ser vdlida en cualquier
sistema de referencia por ser e*k un escalar. Debemos impo-
ner esta condicidn para € en nuestra definicidén de promedio
ademds de ser un vector tipo espacio de médulo |e|. Asi, de
finimos el promedio (c), tomado sobre una particula de cua-
drimomento k tipo tiempo, por:

[gmysce-n?)s(n-td*n
<f(s); = (26)

[6(sz-n2)6(n'k)d"n

La integral del denominador representa la hipersuperficie
total de promediacidén, dada por la interseccidn de 1la hi-
persuperficie hiperbélica definida por n? = —n§+;2=52(52>0)
y la hipersuperficie dada por la condicidn de ortogonalidad
n*k = 0 que es el requerimiento fisico que hemos impuesto.

Estas integrales son ahora finitas a diferencia de las del
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promedio (b) y a continuacidn encontraremos el promedio
para algunas funciones de €.
En el apéndice 2 se demuestra usando (26) que el pro-

medio <e-u-ev>c para k tipo tiempo es:

2
<gu€y>e = §—(guu- Eﬁéz-) k?<0 (27)

Este resultado se puede también obtener con argumentos

tensoriales para k tipo tiempo ya que debemos tener que:

<eie>e = agy, * bkyky (28)

en donde a y b son escalares por determinar. Contrayendo

indices, se debe cumplir:
€2 = 4a + bk? (29)

Por otro lado, imponiendo la condicién e+k= 0, se tiene

multiplicando (28) por k,:

(a+bk*)ky = 0 (30)
De (29) y (30) se reobtiene el resultado (27) obtenido
por integracidn. Usando estemétodo tensorial también se

puede calcular <Euevelsc>c para k tipo tiempo con el re-

sultado:

4

€ .
oy " 15 Buvao Fpvao* 3hyvae)

con:
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8uvro=8roBua Buo®vaBuaduo

fﬁvld (guv Ak g kvkl guk vko glck k gvlkuk T8y ukl)

, kykykyk
huvAG = “Hi“ X (31)

También utilizaremos el hecho que debido a la presencia

de 8(n*k) en la definicidn de este promedio se tendrd :
f(eek)> = £(0) (32)
c

Finalmente, al igual que en el promedio usual también se
tendra:

<Eﬁev"°"ec> = 0 (33)

A 4

L o

(2n+1)c0mponentes

Tenemos asi, todos los resultados ﬁara este promedio que
necesitamos en el c&lculo de los diagramas, siempre que

el momento k de los fotones sea tipo tiempo. Debido a la
forma fisica en que se definié este promedio, en el cual
se le asigna un tamafio transitorio |e|=|e| a 1a ?articula
sobre la que se promedia, no parece claro cémo extender

la definicidn a k tipo luz o tiﬁo espacio. S8lo daremos
algunos argumentos de plaasibilidad para extender nuestros
resultados:a estbs casos. En teoria de campos, las exﬁre-‘

siones para los diagramas no hacen diferencia el conside-
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rar particulas reales o virtuales, de manera que podemos
pensar que la extensidn de los promedios a k tipo espacio
se realiza manteniendo formalmente las mismas expresiones
encontradas para k tiﬁo tiempo. Falta s6lo analizar el caso
en que k és tiﬁo luz (k2?=0). Observandolla ecuacidn (27)ve-
mos que hay un polo para k?= 0.Una manera de definir el prg
medio en este punto es exigiendo que el paso entre k tipo
tiempo y tiﬁo espacio sea continuo, esto significa introducir
una cantidad imaginaria (*iu) en el denominador de (27)

(u -» 0+). El signo de esta cantidad se determina por causa-
lidad y por analogia a los proﬁagadores elegiremos elegire

mos el signo negativo. Para un k arbitrario tendremos para

(27):
: g? k, k 2 L
5w E(g - SV ) w g - 1 2
SEpsEy> * 3 (guv kz-iu) : (guv kukv(P(k2)+lﬂ5(k 1))

(27')
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CAPITULO III.

APLICACION DE LOS PROMEDIOS
Calcularemos con los promedios (a) y (c) el tensor de pola-

rizacidén del vacio:

Habiamos encontrago para Hiv(k) las exbresiones (9) y
(10) .Usemos el promedio_usual, definido en (II-a) para cal-
cular <H§v(k);. Aprovechando que nos interesa el limite de
esta expresién en que |e| - 0, desarrollamos la exﬁonencial
& las funciones K_(A|e|)de (9) en drdenes de € que no se
anulen en este limite (Desarrollo de K,(z) en (8.446) de re-
ferencia (6)).

Una vez desarrollado (9) en serie aplicamos el prome

dio usual mediante las relaciones (21),(22) y (24) obtenien-

do:

<Hiu(k); = i[(kﬁk\)'kzguv) (kzl'lf(kz) + (L-lﬁn(lﬂdElDd-

2m? 36 3 2
1 m? k2
+ (s = = S + 0liey (34)
ol - ) oy
con:
1 2
kzﬂf(kzyz[ (x%2-x)£n [1+ -]52- (x-x’)]d,x (36])
m .

0

Si se utiliza la expresidn (10), promediando sobre
ella con este mismo método obtenemos la misma expresidn(34)

con (35) directamente desarrolando en serie:

KEM(K?) = % - ('§i’n (n-1) ! (n+1)
n=

2
1 (2n+3)!! con c2zX_ 0sc?<4
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Observemos la solucidn para Huu(k) dada por el 1limi-
te |e| = 0 en (34). Recordando que la invariancia de medida
exige kuﬂﬁv(k) = 0 (Esto se deduce imponiendo para cierto
diagrama con un lazo electrdnico y varias lineas fotdnicas
externas: M= e&l)eéz).,,,,M“v.,.(klkz,..) debe ser invarian
te bajo el'), e£1)+k£‘}x => k(MIJMMV *= 0 y 10 mismo para
k(a5, vemos que el término proporcional a g,y cuadrdticamen

te divergente, no es invariante de medida, resultando:

(a)
kMm,, (k) = 1im [ gl . E)RVJ (37)
lel » ol 2n% e2 4 12
Esta falta de invariancia préctica(g) de medida ya fué nota

(2) , ()

da en trabajos anteriores dando idéntico resultado.

Generalmente este término se hace nulo, imponiendo
justamente la invariancia de medida, al usar por ejemplo el
método de regularizacién de Pauli-Villars. Otra manera més
satisfactoria en que se ha logrado la invariancia préctica
de medida consiste en modificar la corriente no local(a)in-
troduciendo un campo externo de manera de obtener expresio-
nes invariantes en todo el cilculo; pero se introducen pres
cripciones que no estdn en la formulacidn de la teoria.

El término de (34) invariante de medida k2N (k?)
idéntico al encontrado usualmente(l), es la contribucién
finita medible de este diagrama.

El término de (34) invariante de medida no depen-

diente de k? es logaritmicamente divergente, pero se demues
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tra que es absorbido en la renormalizacién de la carga del
electrﬁﬁ(1).

Calculemos ahora Hﬁv(k) por el método de promediacidn
definido en (II-c). Notemos que, de la manera en que hemos
abierto el diagrama (Fig.II), nos acercamos a uno de los
fotones externos al hacer tender |[e| + 0, de manera que
debemos considerar al cuadrimomento k del fotdén para efec-
tuar este'prqmedio. Igual que para el promedio usual, desa
rrollamos en serie (9) es decir Hﬁv(k) y utilizando los re-

sultados (32),(33) y (27') védlidos ﬁa:a este,bromedio:

€ I P e v 2 2
<Huv(k): 2ﬂ4}kukv k guv}(k I (k )+(T§ §£n§mlgl))+

oo -Kukv yca
+ 3y ﬁ) (.;- m’)]+ 0(lel) (38)

Observemos ﬁrimero que el Hu“(k) encontrado ﬁor este méto-
'do de promediacién resulta invariancia de medida (nbtese:
k26(k?) = 0) a diferencia de 1la expresién (34) encontrada
por el método usual de ﬁromediacién. Esta invariancia se
obtuvo gracias a la introduccién del "promedio fisico" (c).
Se tiene ademds idéntico resultado para la parte finita
k?Nl¢ (k) que da la colaboracidén medible al diagrama y la
misma forma para el término correspondiente a la renormali

zacidn de la carga a la encontrada por el método usual.
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Fuera de los términos encontrados comiinmente obtenemos
en (38) un término invariante de medida cuadrdticamente di-
vergente en |e| de orden cero en k. Para interpretar este
término, calculemos la amplitud de transiciﬁn(l£L(ll)para
un fotdn libre en segundo orden de perturbaciones, 1la cual °

en la teoria renormalizada debe ser nula:

<k"7\'fs(2) lkA> @ (gc-.»(k-k-)an.(e‘;(k)nu\,(k)eX(k)) (39)

en que e:(k) son los vectores de polarizaciﬁn (A=1,2) del

fotdn y cumﬁlen:

Uy eV =
el (K)e) (g, = 1 A= 1,2 (40)

el (k) ky = 0 (41)
y la amplitud de transicidn debe ser calculada en la capa
de masa del fotdén, es decir k? = 0.
Encontramos para el promedio (c) que esta amplitud

no es nula debido al iltimo término de (38), ya que:

HOLWNJOTHORIE =TI LS (42)
Vemos asi, que la amplitud de transicidén (39) no serid nula
y nos topamos con el ﬁroblema que para particulas masivas
esta amplitud se considera autoenergia de la particula y

se elimina renormalizando la masa de ésta, pero para foto-
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nes, en la mayoria de las formulaciones usuales de la teo-
ria no podemos renormalizar su masa ya que se consideran
nulas tanto su masa desnuda (por construccién del Lagran-
giano) como su masa vestida (experimental).

En la mayoria de los libros, se impone sobre el re-
sultado usual(34) la invariancia de medida por distintos
métodos, con 1lo que el cdlculo de la amplitud (39) efecti-
vamente resulta nulo, es decir no hay necesidad de renorma
lizar la masa del fotdén y se dice "la imposicién de inva-
riancia de medida al Hﬁv(k) implica que tanto la masa des-
nuda como fisica deban ser nulas". Pero vemos que, usando
el nuevo método de promediacién, la expresién para el
Huu(k) resulta invariante de medida, sin embargo la ampli-
tud (39) de acuerdo con (42) no es nula y si este método es
licito no habria relacidn entre renormalizacién de la masa
del fotdn e invariancia de medida.

JOUVET demostré(sL(IZ), que considerando una masa
desnuda no nula (con lo cual se debe renormalizar la masa
del fotdén), se obtiene por métodos globales que el My (k)
debe tener la forma (38) (en particular también en segundo
orden), es decir este método estaria de acuerdo con el re-

sultado global. Tenemos asi, de acuerdo con (38):

H(C)

b kyky s
ot GK0= (g - PR con F(0)# 0 (43)

k*-4
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Yy queremos imponer para la teoria renormalizada que la ex-
presidén (39) sea nula, es decir imponemos FR (0) = 0, con
lo cual la renormalizacidén de la masa del fotdn seri funda-
mentalmente el término cﬁadréticamente divergente de (38).
Este resultado estd en acuerdo con 1la exﬁresién encontrada
en la teorfia no local de LEVY(") en la cual €1 encuentra
problemas para interpretar fisicamente su método.

Apliquemos ahora los promedios (a) y (c) al diagrama
de interaccidn fotdn-fotén:

Recordemos que s&lo analizamos el caso en que los
cuatro fotones tienen igual cuadrimomento k (esto no es in-
dispensable para el promedio (a)) y en que éste tiende a
cero.

Usando el pfomedio usual, definido en (II-a), encon-

tramos <I€

hvac (0,0,0,0)>  a partir de Ij,,(0,0,0,0) de (19).

§i se calculan las derivadas de cuarto orden de la primera
fila de 1la expresién (19), luego se utilizan los resultados
(21),(22) vy (24) para promediar y finalmente se suman las
tres trazas de ocho elementos, se verd que toda la primera
fila de (19) es nula.

Obtendremos para el promedio usual:

-ie"

€
<nuv£§’k’k’k): 3(2m) Euvro” 0(| e k)

E<Hp5g60,0,0);+0(k)f

k-0
(44)
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Vemos que este resultado no es invariante de medida(kunuvlc=0),
siendo finito. Generalmente, el I . (k,,k,,k,,k, )se regu-
C1s) HVAC

lariza de tal modo que no aparezca el término no inva-

riante de medida I rn 00507 5
HVA o

Usando el método de promediacidn definido en (II-c),
tenemds que considerar que el Iel que tenderemos a cero
(donde hemos abierto el diagrama), estarid centrado en uno
de los fotones externos (son los cuatro equivalentes),de
manera que serd el cuadrimomento k de uno de estos fotones
el que nos servird para definir este bromedio. Utilizando
la expresidn (19), encontramos después de un cédlculo en
que se ocupan los resultados para este promedio (27),(31),
(32) y (33) (En rigor s6lo es vidlido para k tipo tiempo

pero se debe poder generalizar de la misma manera que (27'):
<"Eu;\§k’k’k’k)il+; ] t:;)"(fs)[g“"m i (k) 3"“5‘{3]* 0=l
(45)

en donde los tres tensores estdn definidos en (31) y son
funciones de orden cero del cuadrivector k de los fotones
externos.Estos tensores dehen definirse en el ﬁolo k% =0
para el caso en que el fotén es tipo luz.

Observemos que de una manera no trivial (se vé al ha-
cer el cdlculo), se ha obtenido un resultado invariante de

medida para el I que esto asi se puede ver de la

UVAo?
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igualdad (31) que es proporcional a (45) y multiplicando

. (31) por k¥ junto con utilizar (32), vemos que esta combina
cién de tensores multiplicada por k" es nula, es decir se
tendré Hpvlc invariante de medida.

Vemos asi nuevamente que esta definicidn de
promedio conduce a expresiones invariantes y que la inva-
riancia de medida no tiene relacidn con el hecho de que ha-
ya que eliminar ciertos términos, en este caso finitos(Se-
guramente estos términps(45) se pueden eliminar al renorma-
lizar de una manéra semejante al caso de la polarizacién
del vacio, imponiendo por ejemplo que la amplitud de disper
sidn para dos fotones paralelos sea nula).

Debemos notar que en el caso general en que los
cuatro cuadrimomentos de los fotones son arbitrarios, para
poder aplicar este método de promediacién debemos introdu-
cir ¢ distintos para cada vértice y no sabemos si se manten
dria la invariancia de medida en este caso aunque asfi lo
esperamos. Finalmente quiero mencionar que si calculamos
con este método de promediacidn el diagrama de autoenergia
del electrdén, obtenemos los buenos resultados usuales(con
el método usual de ﬁromediacién fué calculado en referencia
(4))salvo términos constantes finitos en las constantes in-

finitas Ay B de renormalizacidn.
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CONCLUSIONES

Para todos los diagramas calculados por
este método, por el cual se abren los lazos
en un vértice agregando un cuadrivector e ti-
po espacio (causalidad) y luego se promedia
considerando la particula a la cual nos acer-
camos con |e| + 0 mediante su cuadrimomento k,
encontramos expresiones invariantes de medida
quedando los términos observables inalterados
en relacidén a los cdlculos usuales.

Se encuentran términos invariantes de me-
dida que no pueden ser interpretados si no in-
troducimos una masa desnuda al fotdén. En este
caso nuestro resultado concuerda con el obteni
do por métodos globales.

Falta por justificar plenamente la pro-
longacidn que hemos hecho para nuestro promedio
partiendo de k tipo tiempo a k espaciales y ti
po luz.

También seria interesante relacionar di-
rectamente este método de cdlculo perturbativo
con los métodos globales.

Puede ser interesante utilizar este méto
do fuera de la electrodindmica, donde pueden

aparécer cosas distintas a las usuales.
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APENDICE ATt

2 £
Calculo de Huv(k).
Queremos calcular:

2

€ - ie : Ty ) £ ;
nuv(k) 2m) " Tr{Yu(ﬂ i¥ m)Yv(ﬂ m) }I° (k) (A1.1)
con .
o 2 - .
18(k) = iigll dx oTEEIXK (i 1e]) (A1.2)

L}

A (m2+k2x(1-x)) V2

Podemos calcular la traza en (Al1.1) obteniendo:

4ie2 . " . : v . E
Hﬁu(k) = (2“)h(Zauav—gnv(B°3)-1(ku3v+kv3u)+1guv(k-a)+m2guu)I (k)
.- 3
9.5 — (A1.3)
H eH

Aﬁlicando el operador diferencial en ﬁaréntesis sabre IE(k),
es decir sobre el argumento de la integral de (A1.2) y uti-
lizando las relaciones de recurrencia (8.486) de la referen

cia (6), se obtiene luego de algin cédlculo:

€
H“v (k) =-

1

2 s i - |

;c;wJZJ dx ot (¢ k)*[z(kukv-guvk=)cx-x=)xo(xle|)+
.

E..E
2%uEv a2k, (A|e]) +

. Ez

+i(kuev+kvsﬂ~guv(k-eb(1-Zx)T%T K1(k|e|)]r

(A1.4)

+



i

Este es el resultado, aunque podemos encontrar otra
2
expresidn mds desarrollada que es sélo vdlida si kf <4 ¥
que daré por completitud:

2 i
Sea aczk-e b = m|e C25£; <4 c* 20
. m

1
Con esto: If(k)= { dxeiaxKo(b/x(l—x)c2 +1)
0

Podemos utilizar la representacién integral de Ko(pq),segﬁn

(8,432) de la referencia (6):

0s
K, (pq) = [ 5?%%%?? dt

Introduciendo esto tendremos:

0

-}

1 iaxd
1 (k) =fdt cos(bt) e x . (A1.5)
oJx(1-x)c2+(1+t2)

Para c?<4 podemos expandir la rafiz en serie(para valores

de x y t en el rango de integracién):

- ©  T(12
[x(1-x)c‘+(1+t=)] a = (1+e) "2 “"T‘CET“")"j‘ G x(1-x0)"

(A1.6)

Reemplazando esta expresidén en (A1-5):

o rturnetere b pl
e " CoS bt iax XM n
: (k)-nzo ;T?TE:;; [ f?:?;gng dx e (1-x) (A1.7)
2

0
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Utilizando las soluciones (ref.(6))

mcosbtdt _bP Tlp)
L(Ht)ﬁ“z X I (n+V2) a ® (180

n+1/2
0

1
. _ Yz
Idx e18%x0 (1-x)"= /Fn!ei?/25 (as2)a (n+¥2)

obtenemos:

15 (k) =/ ei8/25 (‘C ="K _(b) J (a/2)a
n=0 " n+ 12

-(n+1R) (A1.9)

Aplicando el operador diferencial de (A1.3) sobre I (k)y
usando las relaciones de recurrencia (8.486) de ref.(6) ;

se obtiene finalmente:

Bty (b)J (a/2)a ™ V2 4

2 3 -] 2
mtekiy ey ,38/27 (Cynlpu o oy
% 2 i n=2 n+ue

Hv i1 n=0

-n- 32

+(k k kzgquZ(n+1)b“K(b)J (a/2)a
n+3/2

n? (k e, tkyey-g (koe))B K ()3 (a/2)a” ”2]
n=1 n+t3p,

(A1.10)
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APENDICE 2

Calculo de <EpEy>e

Queremos calcular <g €,,>, usando el método de prome-

u
diacidn expuesto en (II-c), dado por la formula (2.6)
vdlida para k tiﬁo tiempo:
f“u“v §(e2-n2)8(n-k)d*n
<g-g > =

wvoe [ §Ce2-n2)5(n.k)d%n

(A2.1)

En teoria de distribuciones se demuestra la siguiente rela-
cidén para la integracién sobre el hiperboloide (e2>0, tipo
espacio) de una funcidén arbitraria de la variable n:

A
Jd“n §(e*-n?)f (yy= ( ‘ -_Qiﬂ——(f(Jﬁz-e’,ﬁ)+fCVﬁ2-ez,ﬁ))

& zfﬁ.z_ez'

2/f2-¢?

f "' = =
= dQJ ml_(f('ﬁzwezsn)+f(-'ﬁ2-ez; ﬂ))
le| (A2.2)

Es también licito aplicar esta relacidn a 8(n*k),
con lo cual obtenemos para la integral del denominador de

(A2.1):

[Gfez-n?TS(n-k)d"n=

Idﬂ[ n%dIn| (s @A77 ko+R-K)+6 (/AT eTko+n k)
2/R%-¢?
le]

(A2.3)
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Resolvemos primero la integral angular, eligiendo conve-

nientemente un sistema de coordenadas:

[ d¢| sen6do &(-vAZ-eZko+|k||n|cose)=
o 0

1
ko/AZ-e?
=-‘2*"T 6(-;:2%+x) dx
S L]

.,2—————-.11 4 1- kovi2-¢2 k°"ﬁz~€ ]
lkllﬂl[e( TATE (BT T

(A2.4)

Hemos usado las relaciones:

1
§(ax) = T &§(x)
f |al
1
'[ §(x-a)dx, = 6(a+1)-6(a-1)
1
( en que 8(x) es cero para x<0 y 1 para x>0)
De la misma manera calculamos la integral angular sobre 1la

segunda delta de (A2.3) obteniendo:

ko !- 2 /n2-
[“" §CAT-eT ke =y f["“‘l"i%r?_mg"“ IE‘T%'T’]
k

(A2.5)
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Obtenemos asi para (AII.3):

n| __l”__.e(k 3o

§(n%-e?2)8(n-k)d*n = 2n ﬁ:il__ 1) ] (e
it AR e N e
n"—c

I%lInl | 1XI(7] Ik In|

) (A2.6)
Sin pérdida de generalidad, consideremos k,>0, esto implica
que la primera funcién 6 de (A2.6) vale uno en todo el ran-
go de integraciﬁn. La segunda funci6n 6 es nula hasta
n = - ;%‘e’ (notese que esta igualdad sdlo tiene sentido ba-
ra k tipo tlempo, que es lo que estamos suponiendo al defi-

nir como 1o hicimos el promedio(c)y aquf la prolongacién a

k espaciales no es clara), de manera que se obtiene para

A2.6): 2
( ) il kE

2m [flald] . 27]¢€]
§(n%2-e2)8(n*k)d%n= > = = A2.7
“ NI RN A AT o

||

Ya tenemos calculada la integral del denominador de (A2.1)

-k [nunU 8§(e?-n2)68(n-k)d*n

con lo cual:<e € >.=
Hov 2n| e

(A2.8)

Para calcular las integrales de (A2.8) para los distintos va

lores de ﬁ.v se sigue un método totalmente andlogo al empleg

do ﬁara calcular (A2.7). Por ejemplo:

lﬂJ:EE

..k2 > e
<(eg)3=- 2n_ |nlaln| (SAT-c?)? = 5.2_ k. (A2.9)
¢ 2nlel| IR M-e? -k

lej

Calculando para todos los valores ﬁ,v, se obtiene la siguien

te exﬁresién vdlida para k tipo tiempo:
kpky

(E'u'ev>c=(gu'v'?') (A2.10)

kOJn = g

1)
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