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ROTACIUON,

Signatura : gMV =diag.(-1,1,1,1)
Sistema de unidades c¢ = 1
Las cantidades cinemdticas con barra-encima estédn-evaluadas en
el tiempo retardado tg. Sin barra, evaluadas en el tiempo pre-
sente T.
Variables cinemiticas de la carga:
T3 Tiemﬁo brobio

z%(1): Posicidn

vH(1): Cuadrivelocidad

a¥(t): €uadriaceleracidn

vy, = -1

THY

Tensor energia-momento del campq.electromag-
nétic0‘creadOrﬁor‘la:carga,“
Cantidades con un simbolo (b) o (r) sobre
ellas indican dichas cantidades ligadas o radiadas respectiva-
mente.

Subindices (d) con a. un Nimero-indica eorden e®(tér-
-mino proporcional a €%).

Subindices (a con a un Nfmero indica orden &% y
todos los demds términos de 6rdenes en € menos que a (términos
proporcionales a e® ¢@-1,¢%-2 etc,),

* alop8l = (a®%bP-aPb®) A sobre 2 indices indica
antisimetria en dichos indices.
a 5 S
ot a(“bB) (aab6+a8ba).f‘ sobre 2 indices indica
simetria en dichos indices.

Observacidn:* y ** no son las notaciones usuales,hay un factor 2.
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"RESUMEN.-

Hemos.calculado:elumomento;linealﬁ;igado y
‘el momento angular ligado:de;una;particnlamclésica carga-
da. acelerada,.en un:ﬁuntohzp(f)‘de:suulinea.deaﬁﬁiverso,
promediando sobre todas las.direcciones:tipo espacio que
convergen en.ese punto°

E1l método.consiste:en:calcular ambos momen-
tos. sobre. un hiperplano”tiﬁo.espacio.arbitrariomque pasa
por zH(t).

Para‘esto~aplicamospel.teorema_de.Stokes-a un
tensor:antisimétrico_dehrangoqsuperiorwcnya-diVergencia
da.precisamentesloswtensores:ligaéﬂs.mEl,procéﬁimiento
resulta. muy simb1e~si.se¢redefinen:previamenfenlos tenso-
res. ligados.en forma conveniente, lo que no altera su
contenido. fisico. Finalmente se procede a.promediar sobre

.todas.1as’orientaciones:poéibleSfde:la.normal.al hiper-
plano.

Este promedio. conduce.a.resultados. finitos
(sin divergencia). de.las cantidades.antes.mencionadas y

~la parte finita coincide con:los. resultados conocidos.
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~ I.INTRODUCCION

Teitelboim(l) mostré que el tensor energia-mo-
mento electromagnético THY para:una particula.clasica car
gada y acelerada.se ﬁuede:separar’en;dos:términos, ambos
Vconservados:independientemente"fuerazdé la linea de Uni-
_verso,de.1a:particu1a..Unovdebellos,corresponde'a la par
tetde.la;energia;emitidaﬂborsla carga, y. el otro a la
parte 1igada;a,e11a..A.partirtde’estos tensores, definid
los cuadrimomentos lineales asociados como. integrales de
. los. correspondientes Tensores de.energia.. Demostrd, por
~.medio de su-definicidn que el momento lineal 1igado‘Ba(r)
es una funcidn de-estado de la.carga,:es:decir s6lo depen
de .de .su velocidad:y aceleracidn .en:el tiempo presente T.
"Esta propiedad nos:-permite visualizar a la
.carga como:transportadora deruné:?nube.electromagnética
rigida" a pesar-de:la velocidad:finita de propagacién
“delucampo:electiomagnético,
‘Mds adelante, LOpez y Villarroel(?) exten-

dieron este estudio.al momento amgular ligado. de. la car

ga obteniendo-la-relacidn

(b) ' (b)
MAU(T)'?>Z[X(T) Pu](T) (1)

es decir idéntica a la de una:particula puntual en mecd

nica clésica, siendo:también:el momento angular ligado
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una funcidn de. estado:-de 1la carga.

Por otro lado, Lépez(®) introdujo un método de
promediacidn para“definir’expresiones divergentes sobre
la 1inea de universeo-de la:carga aplicidndolo al cédlculo
del,tensar-dei‘qamp0jeiectrbmagnético.retardada:de Lienard-
Wiechert, 1o cual condujo a eliminar: el término divergen-
te de €Coulomb:-sin afectar al término constante, obtenien-
do la ecuacidn:de Lorentz-Dirac,

La-exploracién de estas:divergencias continubd
;on:ei.trabajOtde:Tabensky“ytVillafroelcu), quienes cal-
cularon-el término divergente del cuadrimomento ligado,
cuando-se lo define-integrando -sobre un hiperplano. arbi-
trariowtipo~espacioaque;corta:a:la;linea.de;universo de
la carga_en'z(r).:Utilizando:este;resultadO'L6pez<3)de=

.mostré que. la parte-divergente de.P%b)(T):se anula al pro
:-mediar sobre todas:1as;direccioneSTespacialesoi
- -~El1 objetivo de nuestro.trabajo es, en primer
lugar;fcompietar el:cdlculo 4erP%b);verificandofsi la
parte - finita es correcta..  Ademds.-nos:interesa. extender
estas consideraciones: al caso del momento angular ligado
3M%§).:Natura1mente para que el método sea: consistente es
necesario que. desaparezecan: también en este caso:la diver
gencia?y se;reproduzca:elavalor conocido de- la parte fi-

nita.
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La respuesta es si; se anula la parte diver-
gente sin.afectar al resto y ademds-se reproduce la ecua
cion--(1-1). Por -lo tanto.el resultado obtenido por Lépez
no es un.accidente.

"En seccién II: explicaremos el método de pro
medios a utilizar:ejem@liiicéndolo (para . su. visualizacidn)
con.el.cdlculo del cuadrimomento lineal ligado.

En seccidn III utilizando el tensor de Van
Weert haremos una separacidn:del tensor.de energia liga-
.do en dos.partes; T' y T", ambas:conservadas fuera de la
~~1linea:de-universo:de la carga; pero una.de ellas T'" da
flujo nulo por 1los conos y no contribuye al momento 1i-
neal -ligado.:Se muestra:que; .usando el método. de prome-
dios .explicado.en seccidn II, T' conduce al(B)u corecto.,

En seccidn- 1V redefiniremos. el:tensor momen
to angular ligado que serd una funcidn de T''y encoﬁtrg
remos un tensor K" cuya:divergencia es el tensor de‘mo=
,mento,ahgular\redefinido. Este-K* es s6lo funcién de K'
(que. tiene por divergencia a T') 1lo que conduce a la
.ecuacidn. (1.1).casi inmediatamente-y ademds se muestra

que.el método de promedios-elimina:. la parte divergente.

- RRkkhkkRRRAR
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.. .I1I1.CALCULO BE: LOS -PROMEDIOS

Para fijar-ideas lo:ilustraremos con el caso
del momento lineal, pudiendo extenderse a otros casos
andlogos.

Como se:mostrarda en la seccién siguiente, de-

finimos
R oEEs O
Py lt) =- 'Tuvdd (2.1)
g* ()

donde ¢%(t) es una superficie tipo;espaciO"que corta la
linea de'universo:de.la‘particula'en;Z“(r) ortogonalmente
avla-cuadrivelocidad-v“(f)l'También podemos. definir
2
u (w”) como .

(b) & (b) %

Pu(t)-(w ) = Tyydo k2 &)

o(r,w®)
donde o(t,w*) es un hiperplano tipo espacio que corta la

linea de universo de la carga'en ZM(r) y cuya normal es
w® (vector tipo tiempo-unitario).Esta.expresién, prome-
diada sobre todds 1as direcciones:posibles de w®, es la
que .usaremos.

‘Supongamos gque hemos-hallado un tensor KuvA
cuya. divergencia es el tensor de energia ligado

(b) .
Tioo® BKyen A (2.3)
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Por el teorema de- Stokes; podemos transformar
la integraldde_superficie*tridimensionalu(QCOZ,Z),en,integra=
les- de superficie bidimensionales.

(b) : S
PH (1) (%) = lim[-:K“BdeoBY *1im[ keBvdio,  (2.4)
. e+0 O R+

con los signos incluidos.en los elementos de superficie y con
sideraremos 6. y.OR como bi-esferas:-de radio e y R respecti-
.vamente concéntricas con la carga.

Imponiendo ciertas condiciones, podemos lo-
‘grar que:la segunda integral se anule. Para calcular la pri-
mera integral desarrollamos el integrando en-potencias de ¢
y posteriormente procedemos-a promediar (por el método expli
cado m&s. adelante) orden-por-orden (s6lo los. términos propor
cionales a e°,e"!,e"?, etc., pues-los términos con exponente
positivo en e.se. anulan-al tomar 1im €=0). |

"E1-promedio:se efectia de la siguiente manera:
consideremos la.esfera-de radio-e en torno al punto ZH(t) de-
finido;ortogonalram“;:es decir 1a esfera estd contenida en

o(t,w?) y tiene por-ecuaciones
(xy-2y(1))2 = €? (2.5a)
(x;-Z;€(t))Ul=0 (2.5b)

UY vector unitario.en el hiperplano
definido por wo%.
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a) Integramos sobre todo el dngulo s6lido en dicha esfera
(porque.daouvadn) parazlo cual nos trasladamos al sistema de
Lorentz que se mueve con velocidad: w®* respecto a 1la carga.

Una vez efectuada-dicha integracidn podemos
= y G
tomar el. limite w® + v®(t) como lo hacen Tabensky y Villarroel
(b)
para el cidlculo de PH o bien,como lo haremos nosotros,

(-1’
promediar sobre todas. las.direcciones (tipo tiempo)- que puede
tener w®. Como w® es unitario hay que recorrer todo el hiper-

= -1y w® > 0(lo mismo resultari si se

plano definido por w%uj

calcula con w’ < 0) (Ver Fig.1).

Hiﬁerélano ortogonal a w®

Para.promediar'sobre wd nos vamos al sistema
en reposo-de-1la particula en el instante actual y definimos
el angulo hiperbdlico B8 por medio-de coshB=-w®vy (puesto que
ambos vectores (0% y v%) son“tipo:tiempo_(w“va< -1),1a defi-

nicidén no tiene problemas), con 1o cual

‘0% = coshpv® + %
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b) En este sistema, 1lo6s wd que forman un angulo B constante
describen una esfera. de radio]senh8l~a1 ser proyectados sobre
el espacio tridimensional(x y z)y sobre dicha esfera promedia
mos sobre el dngulo sélido do (es decir promediamos sobre wl
con B constante).

. Una:vez efectuado el cdlculo b), promediamos
sobre el 5ngulo~hiperbélico B. Esta parte trae problemas por
ser B.un pardmetro no compacto°

.En resumen'definimos(g%(r) como el 1imite e-»0
del promediowderiossgg(f)(md) sobre todas las direcciones ti-

po tiempo. posibles. .

I. definido por ec.(2.5a)

Hiperplano

(b)

ol considerado como.el limite €+0 de la. integral sobre la in-
terseccidn del hiperplano con I_ y el promedio sobre todas las
direcciones . posibles del hiperplano.
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I1I.REDEFINICION DEL: TENSOR. DE ENERGIA LIGADO

Y CALCULO DEL CUADRIMOMENTO. ASOCIADO

Teiteiboim(') mostrs que. el tensor d? energia
r

T se puede separar.en dos términos (designados por T ¥ y
(b) :

THV) conservados .separadamente fuera de la linea de universo,
y simétricos.;El_comﬁortamiento:de ellos nos induce a pensar

(rhv

que. dicha separacifén fisica puesto que T" " (llamado tensor de
energia radiado) tiene flujo nulohpor<los conos Yy el compor-
tamiento asintético.requerido.para‘que~SU‘f1ujo no sea nulo
enhelginfinito,:mient:aS'QUe el(gav(tensor'de energia ligado)
da flujo por los conos mis no .en.el infinito.

"E1 cuadrimomento lineal: ligado. presente en el

.tiempo propio t-se define delfmodo-siguiente(')

(b) . (b)
oPH(1) = J TH¥de, (3.1)
o (1)
donde.oc?(t) es una suﬁerficie tipOrtiempo que corta - a la 11i-

‘nea de universo de:la carga en ZY(t) ortogonalmente a la cua

vdrivelocidadﬂi.e.-Vﬁ(f)Ex“-Z“(f))'= 0 .

A partir de (3.1) Teitelboim dedujo que

(b)
2
P¥(r)= 1fm & vli(7)- Z e2aV(1) (3.2)
e+0 2¢ 3
e
lo cual hace que P¥(t) sea una funcién de estado de la par-
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ticula, pero hay una divergencia que se elimina renorma-

. lizando. la . masa.

(s)

~Ahora bien;. Van Weert* '’ halld un tensor
KaBY
(b)
THY, dado por
Ao
aBY 2
. "%;*{é;(3k v[BkY]+ga[BFY])+ LG, v [BkY]+E“Z[BE*]}
L) ;-

.cuya.divergencia es:-el tensor de energia ligado

K' . K'l
(3.3}

p.=plr) = -Vn?“ distancia retardada del punto x
= : a . la-1linea de universo
a -0 b= B - L

k- &= p-'r k vg = -1 a, = a kg
si separamos- este tensor en 2 términos, uno.proporcionai
a p-®yelotroap? “denoténdolos por K' i y K"mBY y
calculamos sus divergencias;obtenemos:
1GBg Jafy -08. e - o5
T =3,K TI 17 2750 ‘5:11(‘_62 (3.3a)
naBs gafY_poB e? et (3.3.b)
I,;I 2mp? o2
(b)
aB aB _ 0B
con TI’II+ TI,I T
~ 2 i . s=la=R) ~
T8 & _rE X Y I 4/, g% 3.4a
1,1 4np" [52 o g” ] ( )
" » it
aB e? - T r (a B)
T = a -1/2 a v S 3.4b

(Ver Ref.1)
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Las propie&adeé:sonr1as;sighientes:
1) Tanto. T' como T" son simétricos.
Z) Ambos.seyconservan\fuera;déqla“1ineaAde universo por la
antisimetrfa del tensor K.
o). 13 da flujq:nulo;por_IOSaconos ie T"“B?é = 0
4) o8 no“contribuye,al(gu (Ver Apéndice;Ao4 para una demos
traciénfdistinta a la nuestra).
Las ﬁropiedades”3 y 4 nos inducen a relacionar
_T" con.la parte radiada:més:bien-que con la ligada.,
Si imponemos-1la:-condicidn asintética a“(‘°)=0,
.1a:integral en oy se anula al hacer R?m(Ver‘explicaciénlal
final.de esta:seccidn). ;
-Ahora:calculemos(g&.por.medio‘de”nuestro_méto=
do.fPara-tal,efecto:desarrollamos,KQBY.en.érdenes.de,e (Ver.
.Apéndice. A.1).
Por razones geométricas obtenemos una forma
mexplicita.derdzauv
_dzaw»=(1/z)ez(U[8wY])dn (3.5)
donde'UB.es:el*vector:unitariOfradiai;:tipo"espacio, y df
es:elhingulo.sélido:visto:por:unrobServador en:Z¥"(1) con cua
drivelocidad-gY Fo8 X% U298y .
‘ Efectuando 1la contraééién4KasYd?osy, tenemos

que sus 6rdenes en e son-1/e;e’;e!, etc. puesto.que.el térmi-

.no.,més.vd:’nrergeni:e‘'dé,KmBY es 1/e y estd . en . K' (Ver A.1).
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Para el-orden 1/c obtenemos:

aé\ e? 1 V-3 Vy .1 Vu g
KOPYg2g = (U — +B-Z|-3fvO Bl 0l +YUIY40  (3.6)
gy 16w T o9

q® q" -qs q% q“ a2 q
con q = Vi+v2 k = q+v, £ = wyvH vy, = bcos@
b2 = £2-1 w,U% = 0
vi=vHuy a
a =atuy - . Integrando sobre:U®* en dQ y escogiendo como

__eje.polar:1la proyeccidn de:v  sobre el hiperplano, tomando
. .en.cuenta.que: los:términos. impares:no contribuyen a-1la inte-

"gral,:obtenemos:

(b =
Ba (1) (@*) = i‘[v“f{l— Lo e wnis Bt il

(-1) b2z b? (1+b2) Db
arel2 2 - e ‘ .
+w {f[—b-z- 'E-;'tg . b]- gtg : b}] 3. 713

Ahora tenemos que promediar sobre. la proyec-
cién de w® en: el-espacio tridimensional (x,y,z) con B cte,
obtehiendo(Ver.ref.3)

() 1 .1 E

<Pg(r)>n=ze2;[(cosh8) l+(senhB)"‘tg“(senhs)]v“*o(a") (3.8)
"Promediando sobre B, el término. divergente se anula y nos que-
da

1 = 1% H » 0
Pelm(r) 212<Pw(r)>9’a 0(e?) (3.9)
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Asi, e1~término~divergente se _anula después de

del-va(s).
Veamos si el término constante no es afectado,
.como.ocurre en.el caso del F"V, E1 cdlculo es largo.y tedioso

.obteniéndose el siguiente. resultado

3 £
’4K“87dzosy(o) 16“{a [~a—k2]+ua a%~(7/2=2vuq«4v§w

3 1 3
Z—( Visoy )- .__(4v2+3) +v“[fau{~—(9v&f5/2vu*vu;
q" 2 29" TR

i v . R : (3.10)
+ —(9/2-—2 +v})+1_(v,qq +DRY_(1+3/2v2 +2vy)
q 2 qh qs E. © |

: z;(1/2vu*2v:ﬂ +waauL%;(7/2vu+2v§}+ Lavies/n))
q q

Tomando los términos pares en u® e integran-

~do.obtenemos

(b) '
P(o)(T)(w“)— ———{a“f[15K+ B }m y£[15k-_16 .+ 4
16 2 3¢T$ET (1+bz)"'2 2 3/T+b2 (1+b2)92

+£3y [ £o@evof- 15 (.22 y__ 45 o )1 i1
J1+b’: 3 +b7 51+b“’1+b2 $&E3 51+b2 b2 31+b2) 2
: )

_ 410 6 /3+2b? 1 6b 2
+v®*164y (1-£2) +v® =~6+ e = }
2 % % . /?+b /1+b? &3+3b } x (J+bﬂ”2 (l+bz)?’2

(3.11)
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2 i : - e 2
con K s . 1 g b - = e
+

11
A e )
(1+b2) 27 3(1+b2) 5(1+b2)2 ~ (1+4b2)¥2 3 5 (1+b2)

[ '2'
§ = Zn[ Lhe S

ik SR s
2b2 /T+b% 4b°

A

/1+b%-b

Ahora nos corresponde promediar sobre los wg i.e. la proyeccidn

en Xx,y,z. ! :

Considerando que <ywu>Q=1/3 senh?Ba%=1/3(f%-1)a®
y -£=/1+b%, (ver Apéndice A.3) se deduce
Egé(T)>Q=-§e2aU(r) (3.12)
alin antes de promediar sobre el adngulo hiperbdlico B.
Todos los cdlculos efectuados hasta el momento han sido hechos
considerando el K sin haberlo separado. Veremos ahora que bas
ta con el K' para obtener los mismos resultados. Con este ob-
jeto observemos que para el término divergente no hay contri-
bucidén en K", puesto que este iiltimo contiene potenciaé en €
desde -2 en adelante(ver Apéndice A.1) y dzoas es proporcional
a €2, Para el término constante de(lI;%1 participan las érdenes
€”2 de K' y de K".

Si descartamos la contribucidn de K' debemos

restar a Ec.(3.10) la expresibn

e {uPr+vBikI) (3.13)
16m
con k = vy+q e 1=(--f3m§*4auf,4y 4kvuy)

Ca A aa &
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Integrando en Ud y promediando en w} obtenemos
que (3.13) da contribucidn nula, afin antes de promediar sobre
el dngulo hiperbdlico B. Por lo tanto para el cdlculo de(ga
basta considerar -K' y-el resultado es la eliminacidn del tér-
mino divergente y la no afectacién del término constante alin
antes de promediar sobre B lo que coincide con el caso del
FUV(3)°

Nos queda atin por justificar el por qué de 1la
condicidn asintdtica aim considerando solamente K'. E1 hecho
es el siguiente:K' v p? si pro,y si aH(-=)=0 R~ p(l), luego
la integral en oy se comporta como 1/R y al tomar lim R+~ se
anula, Si a¥(-~)$ 0 en general la condicién asintética no es
necesaria. Sin embargo, si en el pasado remoto. la velocidad
de la particula tiende a c (como por ejemplo en-el movimiento

(v)
hiperbdlico) hay contribucién de a¥(-«) al valor de P¥(1).Ex-

(e)

plicitamente en el caso del movimiento_hiperb6lico se tiene

(b
Pa(r) = 1im gi vH (1) - gau(r)+ 2 au(=w) (3.14)
e=>0 2€ 3 3
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IV.MOMENTO ANGULAR LIGADO.

Como esta explicado en Ref.(2), definimos

el tensor momento angular ligado como

(b) _(b) _€b) _ =
Mg 2 L 2y i A Tay 2 TuThy L (A1)

-4 : ]
donde T( )indica la parte del tensor Tyy proporcional a
p~*, es decir Ty p(Ver ec.3.4a)

Tenemos ademis, que

(r) )~ () (-3) (-3)

LE) oo =ty
-3 e _2 l
T( ). Ty,11(Ver ec.3.4b) Tu“=4“32(ar-a zzr
P

Tensor de energia radiado.

Ahora bien, a (4.1) podemos sumarle la cantidad nula

2 S £

2
— e S ey o e
) 21[33 arrur\)"" ru 2“33 arr)\rv

Por lo tanto
(b 1 i 1 ]
Z. iy =Xyl (4.2)

Miv=

con (b)
3 T = T' +T" Ex""?)\ = X)\

* (b)
Andlogamente a P' ¥, definimos el momento angu-

lar ligado como
(b)

(b) )
qu (T) = I M)\lilvdﬁv
o (1)
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donde of(r) es,una.superficie tipo~espacio, que corta a la
linea de universo de 1la particula en zﬂ(t) ortogonalmente a
vM(t). Tal como en el caso de(%a,Edonde'el término T" no con-
tribuye, en esto caso ocurrird que los 2 primeros términos
de (4.2) se anularan al integrar.

Por 1lo tanto; una buena redefinicidén serid 1la

siguiente:
(b) o
A = :
Muv v
que se conserva fuera de la linea universo (por la simetria

(4.3)

de T' y de 3VT;v = 0) Yy que muestra la relacidn general
Mth = x[xTn]v para el caso ligado ya que, por sus propieda-
des, el tensor ligado debiera ser T'.
7 Asi,(4.3) tiene un sentido fisico mas claro
que (4.1), que se podré»interpretar'como algo artificial.
Partiendo de (4.3) veremos que nos lieva a
resultados esperados.

Para ello, tratemos de hallar un 'superpo-

tencial" K*cpyawdivergencia sea (4.3). En efecto, el tensor

= S S s
Auve. x[)\Ku]ve+K[luﬁvr€] (4.4)

? g P , * _
posee dicha propiedad.Para verificarlo, i.e que aEKAuvsﬁMXLv’
=0 :sa.‘.?g\-fa

ot -

calculemos esta expresidm, sabiendo que ¥®*= 0; T &
: : & 5 e
= P

9

‘ ]
' imétri € = T -
T' es simétrico y que 3 KUGE Tu
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> = et
L e GAK'WE §° WK agetxaTH] v Fe S [K, Skl

= L = 1 £ r€v\’
_ +3[K>\uv Ku,w] [TUAMTMJ] [5 St = :I[Kuxe KMm]

o oot aE o s clsysln Gl e
Definiendo K\ Knib 16"{p [ 3k kAVHIXY+k LAg '} = AK

obtenemos SRy
P, AK'+34K' =0

Asi, llegamos finalmente a

\J
pudiendo observar inmediatamente que

3V3%kY = 0 = %M
Auve AUV

puesto que contraccidon de una expresidén simétrica en ve con
otra asimétrica en los mismos indices.

Ahora hallemos el(ﬁiu(r), calculando K;u§€dzoJé
y después promediando.

Puesto que T€n0(e)(Ver Apéndice A.1), d20VE es
proporcional a e? y Kiuv tiene términos de drdenes en €3,e2,e!,etc.

. (b)
para obtener M), (1) necesitamos sblo el término

1)
Z[AKL]ve(_a) (NOTA: x%=T0+72%= gu®+2®)
Asi conclyimos directamente que

W A
< = A
% T%_I)Q’a (4.5)
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puesto que z. estd evaluado.en 1 por lo cual es una cons-

A

tante que.sale fuera de..la.integral, y. al promediar K;ve
¢s)

obtenemos cero. (Ver Ec.3.9).
Veamos ahora qué ocurre. con el término pTGPOTC1°n31 a g'=1

A “e(-Z)D ] ve(- 2)""Ia u]ve( )’ [_Mr] Lv T 8:[ (4.6)

(2) Al substituir K" por su.expresién .y multipli-

ve( 3)
car.el término (2) por dzove obtenemos

N 2z g
(2). d2°v€=M;u=:—6;{§%£w [u¥a] )+§T'(U[u+kvlﬁu“’>\] I+ & W)}
- q

Integrando ahora en U® concluimos que

2
th= %E;{szn(b)(w[uv1])+2;(b)w[Avu]+g(b)w[Avd]} (4.7
donde

(b)-- i de (b)=|42 E(b)= .I.J_S_Y.!dg
n()=gi=s z = he

(4.7) es lineal en wy, por lo cual al promediar, se anula

*
ML Y (2) no contribuye.Respecto al término (1), como

z=z(t) es constante y al promediar K ~ obtenemos, atin
HVE (-2) )
antes. de.promediar sobre el dngulo. hiperbdlico B8, Pu(o)
entonces
(a) ‘ (B)
W > =
<M% (x)3 2 [u (IPx] (o) (V) (4.8)

sin divergencias.
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V.CONCLUSIONES'Y DISCUSION.

Con el método expuesto obtuvimos el término
constante de los momentos lineal y angular ligados a la parti-
cula correctamente, mientras que el término divergente se eli-
mina al promediar. En ambos casos (i.e. momentos lineal y an-
gular) se obtuvo el término constante antes de promediar sobre
el angulo hiperbdlico B. Estos. resultados nos muestran que el
método introducido por Lépez(a)(el cual condujo a resultados
andlogos para.el tensor del campo electromagnético retardado
de Lienard-Wiechert), no elimina por accidente el término di-
vergente, sino que corresponde a una propiedad del proceso de
promediacion.

Por 1o tanto, cabe decir que nuestro objeti-
vo se cumplid. También cabe. consignar lo siguiente:si en vez
de haber promediado sobre todas las-normales de los hiperpla-
nos tipo espacio hubieramos tomado el limite en el cual 1la
normal tiende a la cuadrivelocidad en el tiempo presente(des-
pués de haber integrado sabre la'esferaideterminada por un hi-
perplano con normal fija), hubiésemos obtenido el momento 1i-
neal ligado correctamente (aunque con la divergencia incluida)
Yy, la expresién (1.1).[Todo estose desarrolld y se comprobd

su validez].

Por otro lado, la expresidon (1.1) aparece co-

mo un accidente matemdtico. (Lo serd en realidad o tendrid su
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"explicacion'? Algo andlogo ocurre. con el caso. de los niveles
energéticos del dtomo de hidrégeno no relativista, en el cual

la energia es sdlo.funcidn del nGmero cuéntico principal n y

no del momento angular £. Parece un accidente; sin embargo,
posteriormente, se descubrid:un: vector (el vector de Runge-Lenz)
cuyas. componentes: conmutan con:el hamiltoniano del dtomo de hi
drégeno lo cual permitid "exﬁlicar“tla degeneracidn del espec-
tro. Esta simetria, sin. embargo, se debe a‘'la forma explicita
del potenciai,.es.decir,hque.es‘proporcional a %Ta

Una posibletexplicaciﬁn (conjetura) de (1.1)
es. que esta:_ecuacidn es una consecuencia directa de 1la estruc-
tura de: los:tensores de:energia ligado y de momento angular 1i
gado, ya que;ambos:provienenfdefia divergencia de 2 tensores
- "superpotenciales', y el tensor K*(cuya"divergencia es el ten-
sor de momento angular ligado) es funcidn solo de K' (el cual
tiene por. divergencia al nuevo tensor de znergia ligado).

Sinrembargo;acomo.se:&ié-en*seccién'IV, es-
to no.ocurre.puestthue unvtérminoenq:se"anuia*al contraer con
el elemento de superficie:sinO“séio:déspnés:de:promediar(Ver
término (2):en Ecuacién (4.6).y (4.7)).

Por 1o tantﬁ, dicha conjetura no resultd
ser vdlida y persiste la duda-de cuél.es la "explicacidon" de
(1.1) si es que la tiene.

Finalmente por este: método podriamos esperar

que la parte.divergente desaparezca-al calcular el momento an-
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gular 1igado,de.una;carga:con“spin3"sin embargo dicho cdlculo
no se. efectud.por su gran:extensidn.

El hecho de que se-haya descubierto un tensor
T' conservado y.que sea el que da toda:la contribucidn a las
integrales, ademds de redefinir el tensor de momento angular
ligado,. facilitaré: cualquier -cé8lculo posterior similar y podria

ayudar a. interpretar posibles nuevos resultados.

RARRARK R
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APENDICE
1

A, :
Desarrollo en potencias de e‘para‘KaBA

Derivaremos las expresiones de K en 6rdenes

de €
El punto X se toma en el presente absoluto
de z“(r).
En términos de o=i-TR Tp=tiempo retardado
tenemos ’
E“-=-zﬁ-_vé+1/2 at+0(c?) (A. 1)
V - vu-cau+0(oz)_ (A.2)
2 MPeertiovt 172023000 (A.3)
P = =¥, TM= -ev_+o+eca +0(c?) (A.4)
-2 )E et p: distancia retardada
ay(t)vH(1)= 0 vhvy= -1 UMUy = 1

Para hallar la relacidn entre o y e, tenemos que imponer
que e sea un vector del cono, es decir
o AL (A.5)
Asi por (A.3) obtenemos (sabiendo que ove)
0 = ez+Zeovu-oz—eozau+0(o“) (A.6)

Hay que resolver o a 3&L orden(con eso nos bastari)

(1+eay)o?-(2v,e)o-e2= 0 +aue
o ' ———
2 2v e+/av2 e2+4e? (1+a,e) 2vye+2eVVvi+l /. vytl-

2(1+a,e) 2(1+a,e)
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que es correcto hasta 0(g?) incluido

Desarrollando en potencias de € obtenemos

* g = ke+daue2.+ 0(e?) (A.7)
con q = /1+v2 k = gq+v, o = %a.- k
Substituyendo (A.7) en Ecs.(A.2) al (A.4) obtenemos

v o= vM-keat+o(e?) (A.8)

T - eq(1+§§, €)+0(c?) (A.9)

5 l= l—(1-in; e)+0(g) - (A.10)
€q " 2q

TR 1‘ a

e et ;f-e)+0(e°) (A.11)

p~? = l--—(1- 33“q+o (e™h) (A.12)
€3q3 2q2

™ (U kvt jre2 (aa v -1/2 a"k?)+0(e?) (A-13)

My vt IR M-1/2a%k”
et s el U +kY a U aa,V
kM 571T= : +e[(-2:2)( kY 2 : ]+0(€2)(Ae14)
q
’ - a
- E“ku=aﬂ +0(€) (A.15)
Puesto.que.KaBdecBY

e - -
*Tonl pT(3k SOV + “B-Y)+—-(a KA +k%aPkY) ) - e2de{Ugw, -wgly }

(A.16)
: o2
entonces K*Yd%ogy =T 3( §3k( 0) 70150y "8 F () 1 gy
-wgU, }da (A7)

i
Reemplazando. 1os -términos de (A.17) por.sus valores(dados en

ecs.(A.8 al A.15) y contrayendo, obtenemos Ec.(3.6)
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Andlogamente

KGBY_ _l_{_l__( 3> -B Y GB‘Y )+ (3k* TE o

(-2) 167 F( 2) (°) (°) (°) (°) ( 5 t) C°) )
To B 7o a‘ ‘B‘ 7Y as—v

e oy For oo, TE oy

, (A.18)
I
P C IS 0 kn?* RIS

Para encontrar KGBdeoBY(o) hay que contraer (A.18)con
{UBwY'UYwB}dQ :

Desarrollando, se obtiene Ec.(3.10)

A.2

Forma covariante de. las integrales sobre U%

Para las integraciones en U%,se procede de 1la si

guiente manera (daremos ejemplos para su.visualizacién)

1
f
N flrdg=fsened6d¢ =2“J dx
q

1+b?cos?6 S b e o b

U“vu
2) | e
)fq..

(A.19)
X=cos0

hay que expresarlo.de modo covariante pues in-
tegramos.en.el sistema.de referencias.en el

cual U% = (0;cos¢senb,senpsend,cosB)
- (Ver seccidn II y Fig.3).

Vg = bcos®

rye fu?l 2
Yuge (Y Vudo ={Y Vudo = o
q* q* q*
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. : Uy

El Ginico que sobrevive es .
q

Como estamos en un sistema de Lorentz que.se mueve con cuadri-

velocidad wV

G i ok

{ e
vH = v“'+(vuwu)wu
e
! > f
v u -
w” = (150) (A.20)
v = (0,]V)2)define
eje z
vt = (030)
FIG.3
; + A A
N . vyU,=|v, |2+ U=|y)cos6= bcose
v{v) = £2-1 = b2
Ua u dﬂ=gd3 U Vu dos= 1 U VudQ o
b4 = " ”
q] q V]| a
' (A.21)
U v u?
- dave = =8 ao[v®+£09%]
bl q* blq *
(por (A.20)
fUV f an
3) P~ 4 do= anU' Ely
o q‘ 'qS
- I(U;) 2 . /1+b? 2
a, ( :) dQ = A*a, A* =( 1:b - 13 Log 1+b2*b )an
-1 2b ab? §1+b;-b
((U.)2
a, } 2) dQ= a,A*
q3
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Los -términos con v#o se anulan al integrar

; (U )2 % 1 ®
a 3 dQ=a, A+a, ( = 3A
BI q’ . :

2 =
como w® =(1,0) entonces

*
(g*B+u%uBya ag = (07a1,82,a3) 4"

Ko v B . sed #
ka;= bz WY 3 k bt 34
= E;(m“f2y+vvfy) y = wa,
b : por. (A.20)
Asi
s .
J——EEdQ = 2*(gVBewdub)agrk e fy [£u’+v'] (A.22)
3 b
q
: o 3 ]
4) [2uVu g4q = aafg_gn-da = ﬁﬁfgmgﬁdﬂ(v“*fw“)
q’ q bJaq
3
- l[g—lﬂdgfy (A.23)
bjq?
A3
Prpmedio sobre 1os.hipé£planoso‘
Recordemos que w® =(coshB)vo+ 0¥ con v“mu§G (A.24)
coshf = =wuvﬂz -f b=|senhg|

Al irnos al sistema en reposo, para promediar

en w, con.B constante:y después promediar sn B, tenemos las

expresiones

ve = (1,0,0,0) ={coshp,senhfcos¢$send,senhBsend
send, senhfcosh).

Al promediar con B=cte.,los términos impares en w$ se

anulan.
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En seccidén III nos aparece <yw°‘>Q y=anY
pero,a° =0 pues a“vu =0
asi obtenemos::<ywj>Q = 1/353nh?6a5 j=1,2,3

<yw®> =0
Escribirlo;dé;manera'covariante,;es.directo,
por el sistema de referencia -utilizado:y el resultado es
: <ym5>9 = 1/3(senhzs)a¢ (A.25)
A.4

(b)
Contribucidn del T" al. cdlculo del PH.

Si nos basamos en Ref.2 ec.(A.3), para calcu-
(b)
lar PH ocupamos el tubo.de Bhabha:(cilindro.de. radio retar-

‘dado constdnte €)y tenemos que ‘el:elemento de-superficie es

e i - FH
do, a.levu-(1sK')rv|eder ak=au£~ dft =angulo sb&-
€ lido en el
spems i Yo e sistema de

reposo.
. se ve de ec.(3.3.b) y (3.4.b) que T"HYV es proporcional

Y

por 1lo taqto,T" no dé flujo por los conos.
Veremos que~tampoco:hay'f1ujo.a lo largo de
los cénos. 5 - | | '
i ‘Al-contraer - T""Y con V,, obtenemos (con P cons
tante, propiedad:del tubo de Bhabha=¢)

Vgl oo 2%, ?u?v 17277 15
v Zﬂe [ k™ E—-'] i

(A, 26_)

£ —u : = ¥ 5 _ :
- [}4Ek g Heaiek vl & |3, ¥Heah-35, E;] N
4we? € g ! 4re’ €




—V=
pues TV, =

al integrar

e

Después en dQ
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3 e , =
z;;;frurvdﬁ = +1/3ay

u

2] -0

4ne
3

i.e Iak"'u'dn =

o 2
IT"udevv ?‘g? E;u{ % (A027)

ol

kAR R
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