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N O T: A C I O 'N.

Signatura : gUv =diag...(--1., 1, 1, 1)

Sistema de unidades c = 1

Las cantidades. cinemáticas . con barya-:encima están-'eyaluadas en

el tienpo retardado rR. Sin barra, evaLuadas en el tiempo pre-

sente r.
Variables cinenáticas de La carga:

r : Tiempo propio

zP¡t¡: posici6n

yr(r) : Cuadrivelocidad

au(r) : euadriaceleraci6n

'r'u = -1
Tuu : Tensor energía=nonento del canp% electromag-

nético' creado ;por 1a: carga. .

Cantidades con un símbolo:(b) o (r) sobre

eLlas indican diehas.:cantidades ligadas o radiadas respectiva-

mente c

Subíndices (a) con c. un Nú¡nero: indica orden eo(tér-
rnino proilo.rcionaL a Éo) "

Subfndices (a con c un Núnero indica orden ec y

todos los denás términos de 6rdenes en E menos que o (térninos

proporcionales a eo eo-lrEo-2retc.).
rr ¿["¡B] : (aabB-aBbo). ^ sobre 2 índices indica

antisinetría en' dichos Índices..
** a(abB) : (aabB*"B5o). n sobre z Índices indica

simetrfa en dichos índices,

Observación:*. y ** no son Las.notaciones usualesrhay un f4ctor 2"
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R E S U },I E N"-

Henos. caleulado- e1- nolrento lineal..ligado y

el nomento an-grllar ligado.-de - una. p.artícüla- clásica earga-

da. aceleradar*en un punto zu(r) de. su.. llnea de-, universoe

promediando sobre. todas las. direcciones . tipo espacio que

convergen en ese punto 
"

E1 nétodo''cons.iste- en:calcular ambos moñen-

sobre un hiperplano tipo espacio arbitrarlo- que pasa

zu(r) "

Para. esto. ap licamos . el . teorena.- de . Stokes 'a un

tensor antisimétrico - de. rango- superior.. cuya- divergencia

da . prec i s anente -- los .. tens ores .: Li ga&s..^ E I " p rocedimient o

resulta muy simple. si se redefiuen. previamente 1os tenso-

res. ligados"en forma conveniente; 1o que no altera su

contenido. físico. Finalnente se procede a. promediar sobre

todas. las'orientaciones posibles-'de: Ia. normal aI hiper-
p Lano .

Este 'pronedio conduce.. a- resultados.. finitos
(sin divergencia) " de" las cantidades-:antes- nenci"onadas y

La parte finita. coincide con.'Los resultados. eonocidos.
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I:.IT{T'RODUCCI ON

Teitelboir(t) ,ost16 que e1 tensor energía-mo-

mento electronagnético TXv para:una partfcula. clásica cal
gada y .acelerada.se puede.'separar en- dos :términos, ambos

conservados -'ipdependiente¡tente fuera..d.e la lfnea de Uni-

verso." de la::partÍcu1a. " Uno: de - ellos - cotresponde a la par

te de. la:energía.emitida por.;la carga, y eL otro a la
parte ligada-a ella" A partir:de estos tensores, definid

Los. cuadrimomentos lineales -asociados' como. integrales de

.. Los, correspondi'entes Tensores de . energía. . Demost16, por
(b)

nedio de*surdefinici§n que el momento lineal ligado Pu(r)

es uRa función de'estado rde La. cargo, ..ss : decir s61o depen

de -de -su velocidad,y- ace.le-raci6n ien:e1 tiempo presente r.
Esta propiedad-nos::pernite visualizar a la

ca{ga couro:-transportadora de or". l'nube eLectromagnética

rfgidai' e pesq.¡: de . l,a:veLocidad.'fintta de propagación

del canpo :electromagnético .

. : -Más adelante, L6pez y Yi11""ro"1(') exten-

dieron..este:' estudio...al momento'aryelar ligado. de. la car

ga. obteniendo : 1a. relacién

(1" 1)

es decir idéntica a 1a de und. partícuLa puntual en mecá

nica clásica, sieudo. tanbién:.e1 momento angular ligado



una funci6n de:estado:de la carga"

.. .Por otro lado, Ldpez(3) introdujo un ur6todo de

promediacién para definir expresiones divergentes sobre

La lfnea. de univers.o'de La: earga aplieándoJ.o al eá1euLo

del tensor- *et campo etectromagnético-' retardado de Líenárd-

Wiechertr:1o cua1 condujo a elim'inar:e1" término divergen-

te. de eouLornb: sin afectar. a1 t6rrnino constante, obtenien-

do la" ecuación: de; borerrtz:Dirac

La. explorae i6n, de-. estas.; divergencias' eontinué
(,,)

con: e1 trabaj:o,: de- ?abensky: y; Vi llarroe t * '' , quienes cal-

cularon. e1". térnino divergente del cuadrimo¡nento ligado,

cuando'. se- Lo. definer integrando -sobre:.trn'h$.perp1a4o arbi-

tra¡io: tipo - qspacio" gue 
. 
corta:: a: 14. 1f nea.: de]' universo de

1o :. este:.resul"tado t6pu , 
( u ) ¿* -14. carga . etr z (rJ " , Uti.Lizando :. este:.resul"f

nost16,que-1a parte.-divergente de P,tnl (r) se anula al pro
:

nediar 'sobre, todas, 1as. direeetones:- espaeiale§ . 
.

. - ' . El ob jetivo de nuestro.'t'rehaj o. es ¡ -€n. primer

lugar; :: conpletar e1: éáleu'lo ae . Flt¡ .- verifie ando-si La

parte: finita:es corre.c.ta" - Además:aos.-: iu.teresa. extender

Bstas,:eonsideraciones..al, caso. del. momeRto angular ligado

*tilt " NatufaLmente pare que eL método. seff. consistente es

necesa¡io que. desapareze an.:tanbién en' este' e aso:. la diver

gencia ly se..'reproduzca.,eL,.valor esnoeido-'de. 1a parte fi-
nita.
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LB .respuesta es,sÍ; se anuLa la,parte d.iver-

gente Sin -afectar el resto y adenás- se reproduee La eeug

ci6n-(1.--l)-. Por. 1o tanto .e1. resultado: obtenido, por Lépez

no es.un.aceidente.

:En:secci6n-Itr: explicaremos eI método de pro

medios a utiLizar ejemplif,icándoLo {para.su- visualizaci6n)

con. el,cáI.culo deL cuadrinomento. 1Íneal ligado.

En seecién ' III utilizando:'el tensor de Van

Itteert haremos :una- separación :,del rtensor. de energía liga-
. do en dos,partesi ,Tt.y T1', anbas ¡,gonsersadas fuera de l"a

..línea,: de:, universo:de .la carga;:,pero una de': e-'1las T" da

flujo nulo por 1os conos y no contribuye.al nonent-o li-
neal .ligadoo -.S€,,,muestf,a.que; -us'ando el,método de prome*

(b)
dios.explicado,en seeci6n II, Tt conduce al P u corecto.

En seccién- IV redefiniremos' el tensor momen

to angular ligado'que será una funci6n de,T! y encontra

remos un . tenso¡,K* cuya: divergene ia. es,, e1 tensor de mo -

-nento, anguLar.tedefini.do. EsterKt. es s61o funci6n de K I

(que tiene por:divergencia a Tt) lo,que conduce a la
-ecuaci6n.: (l;1):. casi, innediatamente:)¡ además se muestra

que- e1. n6todo: de"promedios. etimina.,.I,¿ .parte, divergente .

*******rt**
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-. "II "CAICULO, EIi- LO§',PROMEDIOS

Para fijar':ideas lo.ilustraremos con eL caso

del monento lineal, pudiendo extenderse a otros casos

análogos 
"

Cono se: nostrará en la secct6n siguiente, de-

finimos

(b) Í (b)'ritr) = I rurdov (z"r)
J 

oo (r)

donde o0 (r) es una superfieie tipo- espaeio- que corta 1a

lfnea de universo, d€ . la: partícula: en ZU (r) ortogonalmente

a la cuadriveLoci¿a¿ vu(t) " También podemos definir

f) r."l como

tBl(r) 
(a,o) = f tl|,uou 

(z .z)
"o(rrulo)

donde o(trrrla) es $n hiperplano tipo espacio que corta 1a

lfnea, de universo:d€.1a;carga.en Zf;(¡) :y cuya nornal es

rr¡o (vector tipo tiernpo-unitario) "Esta. expresión, prome-

diada sobre tod¡ii",'Iás.direccioneslposibles de 09, es la
que -usaremos.

'Supongamos Que henos,:hallado, un. tensor Kuvl

cu)¡a. divergencia os el tensor de energía f.igado

(b) ,Tr, = O^Kpvl G"3)
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Les

Por e1 teoreña de,Stokes;

i.ntegraL. de superfieie- tridimens ional

, de superf ie ie. btdimensional.es "

(xu-Zu(t))2 = e2

(xu - Zu (r ) )Uu= 0

6/ I
podemos transformar

(ec"2"2) en i.ntegra-

(2"sa)

(2 
" 5b)

en el hiperplano

(2 
" 4)

con 1os. signos inc,luÍdos- en Los. el.ementss,«le superficie y eog

siderarenos, 6, :y; c[¡ como :bi-esferas.de,radio e y R respeeti-

vamente,concéntricas con 1"a: carga"

grar eü€l,la segunda.:$ntegral se ánule" Para calcular la pri-
me.ra integral desar:rotlanos. el;:integ¡ando en'potenei,as de e

y posteriornefrte. p"r.ocedemos -,a rpromediar' (por el ¡nétodo expLi

cado más. adelante), ordenrpor,-ordBa (s61o Los . térninos propor

cionales a EÚrE-t re=2, eteo, pues.los:t6rminos con exponente

positivoen.E.,"."n*,tan:aI.tomar1.fne*0)

.E1.-promedio-se efectúa de La siguiente manera:

consideremos la:esfera-:de radio-e. en torno a1 punto ZU(r) de-
:.'

finido.ortogonal:aoc;,es deeir- 1a -esfera está contenida en

o (r , too) y tiene 'por: ecuaci ones

=.li"l",K0BYdzuBY *il:fri"'Yd2 ou,

Uu vector unitario.
definido por ür0.



7//

a) Integranos. sob.qq.todo e1 ángulo sélido eR dieha esfera

(porque d2o¡1pad0) para:1o cual nos trasladanos al sistema de

Lorentz que se nueve.con velocidad: oa respecto a la carga.

Una,.ve4 e{ectuada- dieha, integraci6n podemos

tonar el' 1í¡rite oo + vc(r) como Lo hacea Tabensky y villarroul')
(b)

para e1 cálculo de Ut_rlr o bien'como 1o haremos nosotros,

promed,iar sobre todas- las. direcciones (tipo tienrpo) que puede

tener. oo. Cono aro es unitario hay que recorrer'todo el hiper-

plano definido por rdcaro= -1 y uo > 0(1o mismo resultará si se

calcula con r¡o < O) (Ver. .Fig.1) .

iperplano ortogonal a oo

FIG. 1

Para pronediar-sobre oro nos'vanüs al sistema

en reposo-:de -la'partlcul.a -en eL instante - actual y definimos

e1 ángulo hiperbólico S por medio'de coshBÉ-{oovo (puesto que

ambos.vectores (alo y'vcl) son tipo tiempo, (r*vo" -1),la defi-
nici6n no ti.ene::probtr"enss)r.con 1o cual

.:
oc-= cosh$vs + o!

I
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b) En este sistema, lós ,o eui forman un ángul.o-B constante

de'scriber una,, esfera. d.e rad'i'olsenh8 l , a1. ser proyectados sobre

e1 espacio. tridinensional (x, )r z') y sobre dicha esfera'promedia

nos sobre e1.ángulo s6lido df¿ (es decir proned,iamos sobre uf
con B constante) :

. Una. vez 'efectuado el..'cáLculo b), promediamos

sobre el ángulo'hiperbó-lico B. Es.ta parte trae problemas por

ser B un paránetro no conpacto o

(t)
En, resumen'defininos Pu(r) como

(b)-
de1 pronedio. de' [6s Pu(r) (r¡a) sobre -todas las-

po tienpo. posibles.

X, det,inido por ec " (2.5a)

Hiperplano

el lÍnite e-+0

direcciones ti-

la integral sobre 1a in-
promedio sobre todas ias

(b)
nu considerado como.. e,l l.ímite e*0. de
tersecci6n de1" hiperpfano con I. y el.
drr€cciones. posibles de1 . hiperf lano.

FIG.2

I
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II I . REDEF,INICI'ON DEL1 TENSOR, DE ENERGIA LI GADO

Y CAI'EUL'O DE'L CUADRII{OMENTO ASOCIADO

Teitelboi.n(l) nostr6 que.. e1 tensor de energía(r)
Txv se puede separar.en dos térninos,"(designados por Tuv y

(b)
Tl¡v) conservados :.separadanente. fuera de La línea de universo,

y sinétricos. .El comporta¡niento. de. ellos nos ihduce a pensar
( r)...

que. dicha. separaei6n::fÍsica:puesto que'Tuu(llanado tensor de

.energfa., radiado) tieae. flujo nulo, por los conos y e1 compor-

tamiento asint6tico..requerido para que-su flujo no sea nuLo
(b)

en, el :infinitor. r¡ientras 'que el TUv (tensor. de energÍa ligado)

da flujo,por 1os conos más no en el infinito.
:E1: cuadrimonento:1inea1: ligado. presente en e1

ti,enpo propi.o-r.s'e define,deL '¡nodo siguientu( t)

(b)
pU 11¡ =

supe

.:la c

v¡ (t)

part

r1m
e+0

(b)
TUvdov

o (r)

cie. tip
a-en, ZI

- ztr (t) )
de (¡" t

vu (r) - Z "e2 au(r)
3

(3"1)

(5" 2)

I"

rfi

"ng
(xu

i'
e2
?e

donde.oo(r) es una

.nea de universo de

" drivelocidad. i.e"
A

(b)
Puqt¡=

o.-tiempo que corta; a la 1Í-

(t) ortogonalmente e 1a cul
-= 0

) Teitelboin deduj o que

(b)
cual hace que Pu(r) sea1o una funcidn.de estado de la par-



dado por

=il^tr 
r*(s[oo 

[o¡v] **o [Bpvl I .]caor"v[o¡vJ n¡";[B¡vl ,

= p(.n) ¿ -T¡u distancia retardada del punto x. a La., lfnea de universo
--o,-k vo ='-'l

si separanos este tensor en 2 térniRos, uno proporciorrri

a p-' y el otro. a p'2 denotándolos por K'oBY y ¡6"dBY ,
calculamos sl¡s, divergencias ;obtenemos ;

.fB¡o¡K,'fr=rl?, #

tl cula,

lizando.

10/ /
pero hay una divergencia que se elimina renorma*

la masa"

l{"*"t-(?) hai.t6, un tensor

:tensor-de energía Ligado

Ahora bienr. Van

cula,.divergencia es e1*oBy
(b)
TTV,

*oBY

Kr

= ru¡r¡) = *o-zolt*)

Krt

?0Ío = o

-0-akéaku

(3"3)

-ocon r

o

-o -d.k ¿ E-rr

Ek

E¡

+-Brr'
pr
?ojB
62

(3"3a)

(3.3.b)

(3,4a)

,¡,,f8. x,,o&=r?lrr.fiU,

rlo__* rgB_=tilu'rrrI 'IrI

To?
Ir I

"?T I,II
(Ver

¡ -O-8e- rf f'
4n6" Ll' p

a
r

* 1/7 u*]

ez t-= ,;Fl"n
Ref,. 1 )

{r

, ;(o;B )

F2
-1t2(4T (o+Et"*r] (3,4b)
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Las propiedades: son, las: sigüi.entes:

1) Tanto Tr como TI son simétricos

2) A¡rbos. se..conservan. {uera de- La. lÍnea de uníverso por la
antisinetrfa del tensor K"

3),T': da flujq nulo por los conos ie T"oÉIrU = CI

4) 1"oB no contribuye "1(Bll 
(ver Apéndice.A.4 para una demos

traci6n distinta a la nuestra) "

Las propiedades 3 y 4 nos inducen a relacionar

Tl' con. la parte radiada.:más'bien,.que con la ligada"

Si imponemos la condicién asintdtica "u(--)=0,
.la integral en oR se anul-a al hacet p-¡-(Ver explicaeión al

final, de.. esta : seccién) .

Ahora:calcuLe*o=*$i po, nedio de nuestro- néto-

do. Para- tal-efecto;desarrollamos *oBv en.6rdenes. de e .(Ver

. Apéndice. A" l) 
"

Por.. razones.' geourétricas, obtenemos una forma

. erplícita" de d2ú¡rv

d2opu =filz)e'zlurgrr])dn (3"5)

donde UU es. el vector unitario:radial;.tipo espacio, y dO

es el, ángulo, sétido;:visto, por- un observador en Zu (r) con eug

drivelocidad u, i"e. x0= eUG+zü(r)

Efectuando Ia contracei6n. KdBYd'oBy, tenemos

: que sus drdenes en e son .1ÍeiÉ0 rEl, etc, p¡.¡esto que "e1 térmi-

no más. divergente'dé *oBY es 1/e y está..en. K! (Ver A" 1).
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q

Para. ,

U"f [L
Lq'

¡3,
b

e1.: orden' 1le

-fott-'o-
(1+bz¡

-ltg-'r)

't2l /

(3.6)

(3.7)

proye c -

cte,

obtenenr

[s":--1
Lq' q'J

os:

o&¿'"u\= 
*r' ",i"1 ran

bcos 0

0

-.o fu-*
Lq'

conq; G

-vu 3 J+---+I

o' 
,o 

uJ

vu=vxuu

ao=auu¡r

- gral; : obtenemos :

tBt_i) (r) (t o) 
=

*v,, f = ,utu vu =

= f2-1 ,ouo =

. Integrando sobre- Uo en do y escogiendo como

eje- polar- la.proyeccién de " v . sobre. e1. hiperplano, tomando

-en. cuenta. que . Los.:términos. impares .no contribuyen a La inte-

"' ["or{ 2

8 L b2

+t^,'{r[+ -h.r-' r] l.r-' b]]

Ahora te4emos que' pronediar sobre . la

ci6n de .r,lo. en. eL: espacio tridimensional : (x r¡r, z) con B

obtehiendo (Ver ^ ref. 3)

(b) a <

)n;tr lrn=i".1[tcosrro) - t + (senho) -rts =1 (senhB

' Promediando sobre. B, eL término, divergente

da

Po, (r ) = lfn<Pu (t) >^ = 0 (e o )e¿m e->O ü) [¿ , O

,]r"+o(eo)

se anula".y

(3.8)

nos que-

(5.e)
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Así, e1: térnino- divergente- se anuLe égsp-Ué§_4g"

pronediar.. sobre e.l 'ángu-lo- B, - 1o, que. eoineide eon e1 cá1culo

¿e1 puv(r) 
"

Veamos si:e1 término eonstante no es afectado,

. como.ocurre en.-e'l caso del Fuv. Et.cálculo es largo y tedioso

obteniéndose e1 siguiente. resultado

roffd2off «or = ftt ""[ftn'] .r" [$r 
y / z- zvuq- 4v§ ]

-z=r r¡r+2v3.)- Y-(¿vq' 2 v zq{

* \tsrz-* ."ür.\r

,r{!{svo ns/ zvlr*u.i;

( 1 +3 /Zvfi*zvü l

i.r)]+vo[fa

v,rqoet+2tlh
( 3. 10)

- Lf 1/lvr*2r,11 *ro.,, 
ft,rrr",,oro,lr. F, 

zul*sl2)l )

Tomando los.términos pares en u0 e integran-

do - obtenemos

(b)'ttol 
(r) (oo) = *r."rF§r* **.16r Lz sffi#

:

,o' ,}*oyf I-Er- -1-o - . ¿- -'l
( 1+uz ¡ aá3 Lz s/T*§e (l +5e)/ej

+ r af.ro" 
"1 [ 

- #,, ?iii .¡¡,,-. 6fu ( *-#¡fu.oft5+
+yor 6ay ( 1 - r: r n.,,oy 

fotu.ffi # (ffiffj +vora, 

[f u# ",#fu],
, L _ v __ lJ L" \. 

(s"11)
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2
con t( = fut,- #r**,,, (,*ir,; ; .-""1

¡=J--l-'o
Zbl ,[1+62' 41oz

"t trrB¡+yB¡¡1 (3.1s)
16r

conk-vu+e e ¡=¡-3"rlig§g-1L-4kv*r')
q5 q't q* qn )

Ahora nos corresponde pronediar sobre Los t»f; i.e. la proyeccién

en xry rz.
Considerando que <yr¡s>o= 1/3 senh2 Bao= 1/3(f2 - 1¡ ¿o

y -¡=rffi'Tr(ver Apéndice A.3) se deduee

lBlt'),o= -?'au(t) ( s.1z)
afin antes.de promediar sobre eL ángulo hiperbélico B.

Todos los cálculos efectuados hasta eL momento han sido hechos

considerando eL K sin haberlo separado " Veremos ahora que bas

ta con el Kt para obtener,los mismos resultados" Con este ob-

jeto observemos que para eL término divergente no hay contri-
bución en K", puesto que este últino contiene potencias en s

desde -2 en adelante(ver Apéndice A.I) y d2oog es proporcional"

a e2. Para e1 término constante ¿"(EI participan las 6rdenes

e_2 de K, y de K,,..

, Si descartamos la contribuci6n de K" debenos

restar a Ec. (3.10) la expresidn
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Integrando en Uo y promediando en o! obtenemos

que (5.13) da contribuci6n nular-dún antes,de promedi"ar sobre
(b)

el ángu1o hiperbó1ico B. Por Lo tanto para e1 cál.culo de Fu

basta considerar-Kr. y ef..resultado es 1a el.iminacién de1 tér-
¡nino divergente y la no afeetacidn de1 término constante aún

antes de prouredi.ar sobre B 1o que coincide con eL caso de1

puv(r).

' Nos queda aún por justificar el por qué de la

condición asintótica aún 'éonsiderando solamente K:. El hecho

es eL siguiente:Kr ^, p3 si p*-rI si au(-@)=0 R ¡, p('), luego

1a integral en oR se comporta como l/Ry a1 tomar lÍm R+* se

anula. Si au(--)t 0 en general La condición asintdtica no es

necesaria. Sin embargo, si en eL pasado. remoto. la velocidad

de la partfcula tiende a c (como por ejemplo en.eL'movimiento

hiperb6lico) hay contribucién de au(--) a1 valor d"(BI(r)"Ex-
plfcitamente en.e1 caso del movimiento-hiperbdlieo se tiene(6)

tBlt'l 
= lir * vu(t)- !'ut'l* L

3
aE (--) (3. 1 4)
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IV" M0I'ÍENTO ANGULAR LI GADO "

Como está explicado en Ref. (2), definjmos

e1 tensor nonento angular ligado como

tnil,= ;ll|,-;jB|,.'^r¡;u) -rur§;*) (4 " 1 )

l- ¡ l
donde T' 'indica La parte deL tensor Tpv proporcional a

p-§r.es decir TrrI(Ver ec.5"4a)

Tenemos. además, eü€

tfiIru,= ,Íii,-, jil,.,^r,|,', - "url;',

r(-r)- rr,rr(ver ec"3"4b) 
(;i,r=#ta]_er)#

Tensor de energÍa radiado "

. Ahora bien, a (4.1) podenos sunarle la cantidad nula

e2 e2'tX ffi arr¡.¡ry+ ru ffi arrtrv

Por 1o tento
tinl1r= 

zrrrr-zrr^, **rri, -*uri, (4.2)

con (b)
f = Tr +Trr fl*fl = xl

Análogamente 
"(B)r, 

definimos eL momenro angu-

(b)
u{1raov

o (r)

1ar ligado cono

(b) f
M¡u(r) = 

I

Jo
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donde oo(r) es.t¡na.s.rrperficie tipo espacio, que corta a 1a

lfnea de tmiverso de la partícula en ,u (") ortogonalmente a

vu(r). Tal como.en e!. caso au(Btr, -donde:e1 término T" no con-

tribuy.e, en esto caso .ocurrirá que Los 2 primeros términos

de (4.2) se anularán aI- integrar.
Por tro tanto, una buena redefinieidn será La

siguiente:
(b) ,Mfr, = *[^Tr], (4.3)

que se. conserva fuera de 1a lfnea universo (por La sinetrfa
de Tt y de avTiv = 0) y que muestra 1a relacidn general

Mü, - *[rTu], para eL caso Ligado ya quer Pof, sus propieda-
I

des, e1 te4qor ligado debiera ser T .

Asfr(4.3) tiene un sentido fÍsico más claro
que (4.1)¡ eu€ se podrá interpretar cono algo artificial.

Partiendo de (4.3) veremos que tros lieva a

resultados . esperados .

Para e1lo, tratemos de hallar un "superpo-

tencial" K*cuya,.divergonoia sea (4.05). En efecto, e1 tensor

i.-t.l Kirr" = *[r,KpJ.ie*K[ruíIv%1 {4.4)

posee dicha propiedad.Para verifi-c.qqlor. í.e que 0tKiurr=rür,
calcutremos esta expresi6n¡ sabiendo que iL= 0; ?o^=6i"iÚ: :

)€ '-' - 'e g 7- '

Tt es. s.inétri.co y q,r" ae *rC, = Th
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,9**^rr.=oi*' uG -oi*' 

^rt 
**[lr,1] v,*ig a. [riñ- *u^t]

.r[*i¡u-*rt] .t,lr,l^ ,ir1 . 
[u',.uio,] [r*-*iC_J

Deriniendo *i,i, -*u^1,= #rh[ri D;u11v*rt huul'1 I : ¡Ki

obtenemot 
iraeaKr+3aKr = o

Así, llegamos finalnente a

aerl As x- Tt-
^uve Lf uJv

pudiendo observar inmediatamente que

ara"fl r.E Q = avM¡AUVE AUV

puesto que contraccién de una expresi6n sinétrica en uÉ eon

otra asimétrica en Los mismos índices.

Ahora hallemos e1(fnlrfrl, calcutando rl16"a'oG
y después promediando.

Puesto que ie.,,o(e) (Ver Apéndice A.1) , d'ove es

proporcional a ez y Ki* tiene términos de érdenes en t' ,i' rdr retc.
(b)

para obtener M¡¡, (t) necesitamos séLo e1 término
(- t )

z- "t'
IrKuJ r. (-, ) 

(NOTA' xGE?o+Zc= euo*zo)

Así conclqi¡nos directanente que

Ih¡(r) >^.ro (4.s))'U'1-r¡rz'o
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puesto que zl está evaluado.en r por Lo cual es una cons-

tante q.ue,sale fue-fA de..1a. integral, y at promedi"¡ Kir.,e6e)

obtenemos cero. (Ver Ec. 3" 9) .
Veanos ahora qué ocurre. con. e1 término proporcional a E0=1

*tt*i*ntí[^KrIve(-¡a).'t^*rJue(-,)*{f^q 
rrr- u)u"] (4"6)

(z) A1 substitui" *üü" (- r) ,.por 
su. expresi6n y multipli-

car. e1. térnino (?) por d2oYe obtenemos

( z) " ¿zo$e:uiu=u rlEir,' - "'r61r'q, ('[u'r¡ )*{('[u*u'[r'n] )-Ft'[u'r1 ) ]

Integrando ahora en Ua concluimos que

Mil= fr{rf2n (b) (t^r[¡¡vr] )+Ze(b)r^r[rru] +g(b)r[rru] ] (4.7)

E(b)=r{+.'
'donde

n(b)=*lF" do r(b)=fi*

(4.7) es lineal en üJu, por 1o cual a1 promediarr s€ anula
*MfI y (2) no contribu)te.Respecto al término (t), cono

z=z(r) es constante y al promediar r.].t^. .obtenenos, aúnuve(_2) «uj 
.

antes. de. promediar. sobre'e1 ángu1"o. hiperb6lico B , Pu ( o )

entonces
(b) (b)
.Mlfr(r)ro = ,tu(r)pr] (o¡ (r)

sin diverqencias.

(4 .8)
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V. CONCLUSIONES' T DISCUSION"

Con el nétodo expuesto obtuvimos el térnino

constante de 1os momentos lineal y angular ligados a 1a partf-
cula correctanente, mientras que e1 término divergente se eli-
mina a1 promediar. En ambos casos (i.e. monentos lineal y an-

gular) se obtuvo el término constante antes d.e promediar sobre

el ángulo hiperbó1ico B. Estos. resu.ltados nos muestran que e1

nétodo introducido por Ldper(3)¡el cual condujo a resultados

análogos para. el tensor deL campo eLectromagnético retardado

de Lienárd.Wiechert), no elimina por accidente e1 término di-
vergente, sino que corresponde a una propiedad del proceso de

pronediación. 
.

Por 1o tanto, cabe-decir que nuestro objeti-
vo se cunplió. También cabe coRsignar 1o siguiente:si en vez

de haber pronediado sobre todas las-normales de Los hiperpLa-

nos tipo espacio.hubieranos tonado e1 límite en el cual 1a

norn4l tiende a 1a cuadrivelocidad en'eL:tiempo presente(des-

pués de haber integrado sobre la esferal determinada por un hi-
perplano con nornal fija), hubiésemos:obtenido e1 momento li-
neal ligado correctamente (aunque con la divergencia incluida)

Y, la expresión (1,'l). [fodo estose desarrolló y se comprobó

su val.idezl .

Por otro lado, la expresión (1.1) aparece co-

mo un accidente nratemático, ¿Lo será en realidad o tendrá su
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"explicaci6n!'? Algo análogo ocurre con el. caso de Los niveLes

energéticos del átomo de,. hidrógeno no relativista, en eL cual

La energÍa es s6lo.funci6n. del nÉnero cuántico principal n y
no del momento: angul,at t"" Parece uR accidente; sin embargo,

posteriormente, se descubrió: un, vector (e1 vector" de Runge-Lenz)

cuyas componentes conmutan: con'et haniltoniano''úel átomo de hi
dr6geno. 1o.cua1 peruri.ti6 "explicar" La degeneración del espec-

ttro. Esta;sinetrfa;"sin.enbargo; se debe a.la forna explicita
del potencialr.€s decir, gü€ es proporcionaL , ]-=

Una posible expticacién t.orrlua.rr"l d.e (1.I )

es. que esta'ecuaci6n es.una consecuencia directa de la estruc-

tura de, los::tensores de:energÍa Ligado y de lnonento angular li
gado, ya gue":anbos;provienen:'de,ta dívergencia de 2 tensores

"superpotene:iales'!r )r e1 teRsor K*¡cuya-divergencia es: e1 ten*

sor de nomento angular ligado) es funcién solo de Kr (el cual

tiene por. divergencia aI- nuevo: tensor- de energfa ligado).
Sin enbargo; como se r¡ió-en"secci6n IV, es-

to no ocurre puesto:que un térrn:i.no: Do; sq'anul-r al contraer con

el elemento. de superficie. sino.s6Lo: despu€s: de:promediar(Ver

térnino (2). en Ecuaci,6n', (4 6) y (4.7)) 
"

Por 1o tanto, dicha conjetura no resulté
ser válida y persiste la duda de-cuáI. es la ,'explÍcación" de

(1 " 1) si es que la tiene

, Final.nente por este: método podrf amos esperar

que J.a parte; divergente desaparezca at calcular e1 momento an-
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gular ligado de una carga-con-spinr-sín embargo d:Lcho eáLcu1o

no se. efectu6.por su gran'extensi6n"

E1 hecho de que se haya deseuhierto un tensor

Tr conservado y que see el que da toda la cCIrrtr'i"hllcj"dn & l-as

integrales, adenás de redefinir e1 tensor- de rnü,?iefltü *.ngul ar

ligador. faci.litará. cualquier cá1culo posterir¡r sr-r-¿ii.a:, .v' podría

ayudar a interpretar posib les nuevos' resul" t. ad,¡:; .
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APENDI'CE

A.l
DEarrollo en potencias de e para KaBl

de E.

de zu(r).

tenemos

zu-
Tu-
JI .r'=
pr

*u-z! (t)¿ .uil

a¡r (t) vu (t¡ = o

Pafa hallar 1a reLaci6n:entre
-uque r' sea un: vector del cono,

Derivarenos las expresiones de K en órdenes

EL punto x se tona en .e.1. presente absol.uto

En términos de o=r-r¡ t*=tiempo retardado

,l- "l+1/2 au+g(o3) (A"t)

(A.2)vr-oax+o(o2)

*r-l=eur*o.ru " 1/ zo2aun0 (o3) (A. 3)

-ilriu= - evu+o+e dau+0 (o 3 ) (A. 4)

?ilru= g

dt distancia retardada

vuv¡r= -1 UXUU s 1

o y e, tenemos que inponer

es decir

(A.s)
Asi por (A.5) obtenemos (sabiendo que o¡,e )

0 = e2+2eov,r-o2-eo2arr+0(oo) (A"6)

Hay que resolver o a 3ex orden(con eso nos bastará)
( 1+ea,r)o2 - (zv,re)o-e2= o

2 (1+a,re)2(1+ auE)

8uE



conq=ñ{ k i q+v,, .1o=--K
¿q

Substituyendo (A.7) en Ecs"(A.2) a1 (A"4) obtenemos

lu = vu-keau+o(e2)

p - Eq(t.h e)+o(e 3)

E'- I = Lt r -tuL e) +o (e)
eq zq"

--a- 1 4,,P--= 
,rUrr- ¡tr+o(eo)

E-3 = *,¡,,- fto+o 
(e-')

"1. 
e,(uu*kvF )+e2(oa"vu -1/? 

"Bk')*o(e 
2)

Eri Eu['u=f .o(e)

Puesto. qrru KoBYdtoB,

que es correcto trasta 0(pa) incluido

Desarrollando en potencias de e obtenemos

O.kg+oaugz+0(e')

t t'r6u' ) do

ReenpLazando" 1os .términos de (A;17) por. sus

ecs. (A.8 a1. A.1 5) y contrayendo, obtenemos

?41 /

(A.7)

(A.8)

(A" e)

(A"10)

\

(A. 1 1)

(A. 12)

i

(A- 13)

(A" 1s)

=*, S r st;Bil* s" 
B[r 

) .rI, tántorBfv+fofBtY I I . e z do t u 
B 

to, - osuy ]

(A. 16)

entoncps ¡6oBY¿eoB, (-, I 
=fttfir(o) "trlE}, )*saB¡.., ¡o) ) tupr,r,

(A. r 7)

valores (dados en

Ec.(3.6)
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Análogamente

-::l; *';hÍ'{',
* sfflo 

rf?,rE?,,

-BV'
(0)

il
(0)

4 - ..ra -R .'\, 
(A" 1 8)

.fuc",. 
(, ){,) "?, ) 

rlo 
l 
*{o 

) 
a?,,81, l'

Para encontra, *oBY¿zoBv¡o¡ hay que contraer (A.18)con

{U6or-Urog}d0 . "

DesarroLlandor .s€ obtiene Ec" (3 " 10)

A.Z

Forna covariante" de. Las integrales sobre Uo"

Para las integracioRes en Uorse procede de la si
guiente manera (daremos "ejemplos para":su- yisualización) :

t ) lJ-uo= fsenedodo =zn 
' u*- 

Jq' Jt+b2cos2o J_r(t+b2x2)2

z) l|* u',
J q hay que expresarlo-de nodo:covariante pues in-

(Ver sección"II )¡ Fig" 3) 
"

vu = bcos0

luo'uun lr'r,rdn - [r'ro¿g, = o

,| o* Jo* Jo'

(A. 19)
x=cos 0



E1 único que

Como estanos

velocidad r¡!

sobrevive u, [ut"
J 'q.-

en un sistena de Lorentz

(1;Ü)
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(A.21)

)4,

eü€.se mueve con cuadri-

"l -'l
,un (:k:r) r'

t
(A.20)

$ ,]tr)?l ¿g rine
ele z

(0;u)

vu=
uv'=

uJr =

uv'=

vu

FrG. I
,ruu= uiuv=¡irrli.

= f2-1 = b2

uu=

il=li)coso= bcoso

u'1",

/ucl

= l[+ dauf,oJ o'

do= ".,iH un

I Iutv,,do.,ro
l{l qh //

= {{5 dn[va+fr^ra]
b[q b -
., (por (A.20)

¡v
q

I

I
a.r

a2

dO = Ararr)2
q3

uz)'
d0= 8rA*

A*r(# #ro*[
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tos 't'érmi'nos e on'vts se anulan a1 íntegrar

*
-3a )

cCImo ¡¡0 =(lrü) entonces

(gtB*rorS¡A*ag = (0lar rar raa)Á*

ka,= h ,iVf -u

= &=¡r,fey*vvfy)
b' por (A.20)

Así

Y = h,üa*

(A.22)

(A. a3)

eon vUrU=6 (A"24)

-f b=lsen}¡Bl

[?.r 
= a* qgvB+*v,,,B] rs*f"'try frurv*vvl

-,lH do = "ofulY,' 
an = PIFdo(r'G+rtoG¡

= lfgi-Y*dCIrv
biq'

4=l
,,: L

P_romedio sobre 1q§ }Íperglesos.
Recordemos que üJo =(coshB)vet+ *t

COSfuB = -¿6&y =
tu

*
- 54"

sen0, senh§eosCI),

tdrntnos impares

en úJlr con. B

expres iones

yc

A1 i.rnos a1 sistema en repCI§o, pera promediar

constante.'y después prolnedtar cn B, tenemos l"as

= (coshp, senirpcos Ssev!0 r senhg§en+s (1;0r0r0)

A1 promediar eon Brete. ,1.os

anulan "

en ru! se



En secci6n III nos'aparece <yaro>n

pero. aa = 0

y="yrY

pues atlvu = 0

7=1 ,2 13
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(A. 2 s)

sístema de

así obtenemos <yoj>^ = 1/ssenhzBaj'CI
<yoo> = 0

Escribirlo de. nanera covarianter,€s directo,
por. el sistena. de :referencia;utilizado-y. e1. resultado es

. <yr¡o>f¿ " 1/3(senhzB)ao

4.4
(b)

Contribuci6n de1:T" at. cálcuLo de1.Pu"

Si nos . bas anos en Re f ; 2." ec " (A 
" 3) , para calcu-

(b)
1ar Pu ocupamos el. tubo.de.Bhabha-' (ciLindro.. de. radio. retar-

dado constante:e)y tenemos eu€ e1:elenento de:superficie es

do, = le vu' ( 1 :Kt)ir l .d§?dt "o=Er# un 
;Ít5""ri :Í-
repos o "\'

'.; se ve de ec.(3.3.b) y (3.4.b) que'¡-tr¡'tv es proporcional

a ip por 1o tanto T" no dá fluj o por los conos.

Veremos. que.-tampoco:hay fluj o. a 1o largo de

los conos. =
,,;

AL : conttaer ,1"'Uu con :l¡ :obtenenos (con F .cons

tante, . propiedad :del "tubo.: de :Blrabha=e)

=#[-+ao ]anvu+au+] .{=

2 ' -u-v.¡,,,r¡v¡ _ ffif":- 1/z(ek*{u*e(u)*rl"



-u-Pues ?"V, = *E: = -e

a1 integrar

-vt.E: Í--
4rrrJluFuao = +'llsErr

"t_"i.e 
Jenruan 

=

dr¿

4rs :
30u

?e/ /

{A "27)

Después en

fr"uvanvv =,É F Ío1 = o

fr*****¡t*
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