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§1. INTRODUGCION O/

e — o

Mucho interés ha despertado el estudio de la resistividad eléctrica
de materiales ferromagnéticos a bajas temperaturas.
White & Woods (1958) encontraron que la resistividad eléctrica S)

para el Fe, Co & Ni variaba como T2 para temperaturas bajo 10° K: i. e,
: 7
@y B pT

Kondorsky, Galkina & Tchernikova (1958) también encontrarcn la mis-
ma dependencia para Fe & Ni bajo los 30° K, pero los coeficientes ﬂ resul-
taron tres veces mayores, tal vez porque sus muestras eran menos puras que
las usadas por W & W.

En trabajos posteriores de Semenenko & Sudovtsov (1962) y de Taylor,
Isin & Coleman (1968) se encuentra una dependencia lineal de la resistividad
con la temperatura, bajo 4° K, en adicién al término cuadrdtico. Resumimos

este resultado por:

1.2) f(’T’) = f, +e i +/5T?' :

Sin embargo el coeficiente 00 medido por Taylor et al resulta ser
un orden de magnitud mayoer que el medidc por Semenenko y Sudcvisov,
mientras que el coeficientefb es apreciablemente menor en la medicién pos-

terior. Tavlor et al atribuyen estas diferencias a la mayor pureza de sus

muestras y 2 un mejor control de la estructura de dominios.

0

Damos a continuacién una tabla que resume ambos experimento



Ref, Metal Campo Magnético 0

H (0e) (#) (u,ﬂ_ cm/°K CJ,'O_cm/"KL’

S &S (1962) | Fe 0 3201 10“2 1,07 . 10‘2
S & S (1962) Fe 850 1,85, 10" 1,60 . 10°
-4 -6
C (1968) | Fe 0 8,2 .10 < 10 6
TI & C (1968) | Fe 1200 2,14 . Tiiae LS

2
El comportamiento tipo « T + {5 T 99 bajo 4° K estd de acuerdo

cualitativamente con los trabajos de Vonsovski (1955) y Turov (1955, 1958)

sobre la interaccién magndén - electrén debida al acoplamiento spin - Srbi-
ta. Sin embargo el coeficiente 5f predicho por la teoria es algo menor que
el encontrado experimentalmente.

El comportamiento cuadrdtico se debe a que bajo el punto de Curie las
ondas de spin (magnones) interactdan con los electrones de conduccién a

través del mecanismo de intercambio s - d. Esto fue ampliamente estudia-

do por Vonsovski (1955), Turov (1955, 1958, 1960), Kasuya (1956) y
Mannari (1959).

Un problema adn no estudiado, y sugerido por los experimentos de
Taylor et al (1968) y de Beitchman, Trussel & Coleman (1970), es ver
como depende la resistividad eléctrica de la estructura de dominios; expli-
citamente como contribuyen a la resistividad los procesos de scattering
de los electrones de conduccién en las paredes de Bloch.

El objetc de este trabajo es estimar la resistividad residual debide

al scattering eléstico de los electrones de conduccién con una pared de

# La medicién con H= 0 corresponde a la estructura de dominrio de flujo
cerrado, mientras que Hf 0 corresponde a un estado parcialmente

saturado.



Bloch estdtica, de 180°,

Con respecto a las paredes de Bloch, un problema ya resuelto es
el cdlculo del factor de transmisién de la pared para ondas de spin de
vector de onda perpendicular a ella. Hartmann - Boutron (1961) encon-

tr6 que la pared es practicamente transparente, cualquiera que seca la

energia de la onda de spin incidente; aunque posteriormente Pick &

Saint - James (1962) demostraron que esto era una propiedad del poten-
cial particular supuesto. Damos estas referencias con propésitos ilustra-
tivos solamente.

Para nuestro problema, el tratamiento que damos aqui sdlo considera
los efectos debidos a la pared de Bloch. Suponemos que los demés efec~
tos se superponen en la resistividad mediante la regla de Matthiessen
(Ziman, 1963), que daremos por cierta a bajas temperaturas.

La seccién § 2 estd dedicada al estudio de la distribucién de las di-
recciones de la magnetizacién en la pared de Bloch, para un cristal
uniaxial. Se sigue ensencialmente las ideas propuestas por Landau &
Lifshitz (1935) para spines localizados.

En la seccién§3 se plantea el Hamiltoniano del problema en términcs
de segunda cuantizacién. Se propone una separacién no trivial del mis-
mo en una parte libre %Dy una parte perturbaa‘:ivz':\;IQ,1 y se diagonaliza
,KT{)O con una eleccidén adecuada de los campos fermidnicos '4/(%) k ‘4/}‘;)

'~

que corresponden a la primera aproximacién de Born.

En la seccién§4 se discute la validez de dicha aproximacién y se cal-
cula las probatbilidades de transicién para los distintos procesos de

scattering mediante la regla de oro de Fermi. En el apéndice IV se ana-

liza la equivalencia entre esta regla y la primera aproximacién de Born

mediante la matriz S de scattering.



La seccidn § 5 trata de teoria de transporte propiamente tal. Para
encontrar la funcién de distribucién se emplea un método basado en el
balance de momentum (balance detallado), que resulta méds conveniente
que el método que usa tiempo de relajacién. Finalmente se estima la
conductividad en términos del camino libre medio,

Los resultados se discuten en el pdrrafo § 6, donde ademés. se propo-
ne una extensidén del presente trabajo que actualmente se encuentra en
estado avanzado. Se finaliza sugiriendo un, posible experimento sobre

el tema.
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§2 DOMINIOS FERROMAGNETICOS Y PAREDES DE BLOCH

En 1907, P. Weiss fue capaz de explicar los aspectos esenciales del
ferromagnetismo mediante dos hipétesis:

i) la postulacién de la existencia de un campo molecular sumamente in-

tenso en los materiales ferromagnéticos, llamado campo de Weiss, que
tiende a alinear los momentos magnéticos de los electrones poniéndolos
paralelos uno al otro.

ii) Postulé la existencia de una estructura de dominios ferromagnéticos.

Estos fueron caracterizados como pequefias regiones dentro de las cuales
la magnetizacidén local estd saturada y sus direcciones en los diferentes
dominios no son necesariamente paralelas.

i) La magnitud del campo de Weiss puede estimarse en el punto de Curie,

donde se destruye el ferromagnetismo. En este punto la energia térmica
del electrén, kBT (donde T es la temperatura de Curie) es del orden
C c

de magnitud de la energia de interaccién CbB H_  del momento magné-

tico del electron con el campo molecular.

TR

-

(JVEJ R (IR 10%0 erg gauss_l (magnetén de Bohr)

5..{

1043°K para hierro (temperatura de Curie)

‘ti 16 =4

1.38 x 10 erg®°K (cte. de Boltzmann)

n
]

H,, ~ 10" [oe]



En 1928, el campo molecular de Weiss es interpretado por Heisenberg

y F.enkel (independientemente) como un efecteo de intercambio cuanto-

mecénica.

Heisenberg planteé el siguiente potencial de intercambio:

/
2:1) \[I = - 2} Z J,;kj é;'ék
b &

4
donde E significa suma sobre los vecinos méds cercanos.

.T_k es la integral de intercambio definida por:
1

| % SR
2 Tz [dy by, O, -

7

. \[@4 1) g//;(féz) (Pk(ﬂfl) )

donde (PL (r) es la parte orbital de la funcién de onda del electrén i - ésimo.
El potencial VI de (2.1) nos describe un acoplamiento de los spines de

los electrones. KEste es un efecto puramente cudntico que proviene de

lz antisimetria de la funciég de onda total.

Si J-"k > 0 se dice que el sistema es ferromagnético. En este caso S;

i ~

tender4 a ser paralelo a ’§K para minimizar el potencial (2.1) (#)

En el Apéndice I se analiza en detalle el efecto de intercambio, para un

(#) La definicién aqui dada no es rigurosamente cierta,
Para més informacién ver J.H. Van Vieck (1947).



sistema con dos electrones y después se generaliza el método para un

cri

w

tal ferromagnético,
ii) I.andau y Lifshitz (1935) pusieron en relieve que la estructura de do-
minios &s un efecto de superficie que minimiza la energia magnética,
"evitando'' que haga polcs superficiales.

Esencialmente son dos los procesos que se superponen en esta mini-
mizacidn:

2) la formacidén de dominios largos y delgados

/3| R HERR!

Fig. 21
b) los dominios se disponen de tal manera que la componente normal de
la magnetizacién M sea continua a través del limite entre dominios y

no haya polos superficiales,

A A A

N SN A D
Fig, 2.2

Landau & Lifshitz sefialan que la existencia de estos dominios s& de-

be solamente 2l efecto desmagnetizante de la superficie, El nimero y ta-



rmafio de los dorninios queda determinado por las dimensiones deal cuerpo.

De un dominio a otro la magetizacién no cambia abruptamente de di-
reccién. Vamos a ver gue la disposicién que minimiza la energia es
una transicién continua en la direccién de la magnetizacién local. Es-
to es lo que se llama una pared de Bloch.

El proceso de subdivisién en dominios continda hasta que la energia
necesaria para establecer una pared de Bloch es mayor que la reduccidn
en energia a causa de una divisidén m4és fina.

Nosctros analizaremos el caso de un cristal ferromagnético uniaxial
(con un eje de f4cil magnetizacién) y nos limitaremos a una pared de

Bloch de 180°¢ (2quella donde la magnetizacién cambia en 180")

A%

Comeo las fuerzas de intercambio de Heisenberg favorecen el alineamien-

to paralelo o antiparalelo de los spines, puede verse entonces que hay



una cierta energiza asociada a la pared.

Er 1z formacién de los dominios es también importante la llamada
energia de anisotropia que proviene de la existencia de un eje de fécil
magnetizacién, Experimentalmente se sabe que requiere mucha maiés
energia saturar una muestra segdn cualquier eje que segdn el eje de
fdcil magnetizacidn.

El potencial de intercambio de Heisenberg “/i-'l =~2 J-',-S._-ps

~7
no exhibe ninguna anisotropia, pues sélo depende de la orientacidn rela-
tiva de los spines §; v §’J Esto ya no sucede si agregamos un poten-

cial debido a accoplamiento dipolar del tipo:

(2.3) T:D? = CUJ, é:\} »-—3(:5[,‘ ;(Sg ﬂ’

i
Y9

Asimismo podemos agregar un potencial cuadrupolar:

(2.4) ‘U;} = 6\':! (ém '&ij)w(éf 7 r/g'/‘j’ :

(#)

‘donde ¢ L = : v . = vector posicién del elec-
NP 3 ,/chl/ ot "ﬁ;('f ) f/b*t/ E

trdn i.
En el citado articulo de Van Vleck (1939) se discute exhaustivamente

e

(#) La anisotropia puede aparecer adem&s como un efecto de la combin
cién del campo cristalino'y el acoplamiento spin - 6rbita ("M, Grm—,x ne's
l.ectures on Ferrormagnetism')



el origen de la anisotropla ferromagnética y de si los potenciales (2.3) &
(2. 4) dan cuenta de ella. Por ahora digamos solamente que para una pa-
red de Bloch de 180° con el eje Z como eje de fdcil magnetizacién, la

energiz de anisotropia por unidad de volumen estd dada por:

L (52 55)

—
n
.
Ut

—r

donde § es la magnetizacién local.

Llamamos ’)9: ’9(3) al dngulo formado por la magnetizacién
v el eje Z de facil magnetizacién.
19 = 'lg(Jr) es una funcién desconocida del eje y . Haciendo

aproximacidn del continuo y considerando los spines como vectcres

<

cldsicos escribiremos la energia de intercambio en funcién de los cose-
nos directores y encontraremos la energia del estado base minimizando

el Hamiltoniano (que tiene una parte de anisotropia y otra de intercambio

}ﬁ = }@A + }gl ) con respecto a ‘19

Esto nos daré automdéticamente la funcién ’19 = ’8(3,) para
el estado base.

Para la energia de intercambio ponemos:

o Hor=-2TD 8i-Sus = 215D e,
14

&)

donde la suma sobre é: representa suma sobre los vecinos més cercanos;

(Pt:’é es el dngulo que forman los spines g& & ,é""*.é .
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Para afigulos pequefios usaremos desarrollo de Taylor:

Z
(2.7) /OEKII('PL”g/ = - '4*23 (‘e,§_+"'

1
Expresando (P»i § en funcién de los cosenos directores ( Oé‘b-) o(z. ; v .3 )
= L L
del spin éi y desarrollando en serie de Taylor(en é;) ol "+§, se

cbtiene expresidn:
e Wz -2INS - 22757 D> (o - Vg
= s el e
A'.
con a pardmetro de la red 3 9_(,\,(’ — ( Df.;') o(‘:Z} 0(';3)

N es el nimero total de dtcmos en la red

I.a expresién (2.10) puede ponerse en otra forma més Gtil:

{Los detalles estfn enel Apendice II)

(2.9) % = 2IN&" +2anSZZ{V°‘ *(V"L ) +
+ (Vee, ) }

Para el hamiltoniano total tendremos:

e T = -2 TNS® + 2t I8 D @S o
+(W§f (52(5 (S5 ) |
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Para ¢l caso de anisotropia uniaxial (eje Z)

O(".,'d:/j"m‘/af: )' OL/*?I:‘_ 0O ') O("_SZ IﬁW’&c

(W Ve @) di;)*m @19) (‘w)

Liuego parz el caso continuo y omitiendo el término constante tenemos:
Z 2 Z
2. (7
(2.11) K = js d,vzl_ (&l_'?.) i 4 [ﬁ ﬂLZ .5/&%4
4y v
- 60 -0

Al Poner limites - @0 & +00en las integrales de (2.11) se ha tenido
en cuenta el hecho experimental (justificable teSricamente) de que las
dimensiones de un dominic son mucho méds grandes que el grosor medio
de una pared de Bloch, Al minimizar {(2.11) hay que tener en cuenta las

comdiciones de borde:

(2.12)a ; ’Q(—oo)zﬂ,/ ) ’9(4"0)_:'0

y ademés hay que imponer que la funcién ’9(13,) no dependa de ’g,

al alejarse mucho de la pared, i.e;

(2.12)b : 0“9

0= 8% - A :f?( a 5’“(%%) 5(4&%) ers”/mﬁmﬁéﬁ}

& ?)g(dg) (d%)(jzge) = -—'(9"(8) Aw SQ
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19
e

Integrando por partes e imponiendo la condicién de borde (2.12)b

con

——

obtenemos:

(2.13)

it ‘izﬁ = (35" pon 8 ot

Multiplicando por d—r& e integrando

o
2
T@‘% —/5/,»@@“’9-_—_ cle .

(2.14)

evaluamos la cte de (2.14) con las condiciones (2.12):

ct_:g:O

de donde

2.15 19 \* | 2
(2.15) ’[(a—% = %ﬂ)/}@n

Lot B

La relacién (2.15) nos muestra que la situacién que hace minima

el harailtoniano 3’& es aquella donde la densidad de energia de inter -

cambio es igual a la densidad de anisotropia en todo punto de la pared.

De (2.15) obtenemos:
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1a,
%9_ S, ’9(\3 )

13- g

Haciendo el cambio de variables x = cos'g , e integrando con la

condicidén de borde

19(3)‘ o)y
y=o

se llega a la expresidn

{2.17) ok i ' _& :
%= gD =+ tamjv“/-zr i

El signo (+) de la expresidén (2.17) es asegurada por las condiciones
de borde del problema.

La relaci én (2.17) nos da la distribucién de los momentos magnéti-
cos en la pared para la situacién de equilibrio.

Esta relacién es equivalente a:

81 ponemos

Z = 1
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tendremos

e s = 4] e (Y1) ;
,9(73) = Anepor ’_l/myﬁ,(ﬂj/g,)

El pardmetro )J nos da el anche medio de 1la pared de Bloch.

| \'
Esta longitud fundamental 2, - (E) es del orden de
2.3 % 10" cm en Fe, i.e, aproximadamente 70 constantes de la
red (Kittel k Galt, 1956). En este mismo articulo (pdg. 483) se
estima el ancho aproximado de un dominio que resulta ser del orden

de 1073 em. para un cristal con L =1 cm como muestra la fig. 24.

=k
A~2,3'10 [em]
&

7 | A
i

[
.
[

AR AR AN LD ARR D
BT R W AR LER e

o e R S
I A V
S o >
No -;(20\3 =4 03 Etmj

Fig. 2.4
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Por dltimo hagamos notar que la forma y tamafio de los dominios
ferromagnéticos, como dijimos antes, no son propiedades constantes
y fundamentales del ferromagnetismo si no que dependen de la forma
y tamafio del cuerpo asi como de las dimensiones y orientaciones de

la superficie de los cristales, de la tensidén e intensidad del campo mag-

nético.
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3., HAMILTONIANO DEL PROBLEMA

El tratamiento que haremos 568lo considera efectos debidos a la

pared de Bloch. Nos interesa por ahora el caso de scattering elds-
tico {a temperatura T ~v 0°K) de los electrones de conduccién con
la pared. Todo otro tipo de interaccion (como ser creacién de fono-
nes o interaccién con impurezas) aparece en la resistividad mediante
la regla de Matthiessem}(Ziman, 1963) que supondremos se cumple

con buena aproximacién.

Nuestro hamiltoniano lo separaremos en dos partes:
< b oy
= 5t 1

En 3){0 incluiremos, ademds de la energia cinética, una ''pared' con

transicién abrupta.

,}Ql seré la perturbacién que sumada a ;&'nos dard el efecto real de

la pared de Bloch.

Para el spin pondremos:

(3.2) S(‘J) = é(?g) + é(?)

donde -~ (J) sera:

(3. 3)
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Gréaficamente se tiene:

(0)
's; A

S
>
(4)>
> -5
‘p
Si_ e
| % m,_m/%,g L 1 ~

(“J/A)

("y/4)

=5

Para el hamiltoniano total tendremos entonces

%:%o“%zl

Expresando el hamiltoniano mediante el formalismo de

Lr

Zda cuanti-
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Ho= [ %)(- L) W) -
gk %‘% 58 Ye)le-x)

0 W= - [ eV 2 (5-5) g
v%//(,@)

Donde la suma sobre /k significa suma sobre todas las posiciones de

los Atomos en la red cristalina;

J&?; Rd) es la integral de intercambio entre los electrones

3d ligados al dtomo y los electrones de conduccién.

(6;)66 ;67{) son las matrices de Paulyy ‘],[/(ﬂ) & ‘%V(/L

son el campo fermidnico y su her mﬁ_t ico conjugado:

3{/(”’ Z, %WX(Z) C
b

Con la eleccién de los spinores:

4 (1
e T m)
f“a’ﬁﬂr”: (3) xm,m’ §<0 v (0)

(3. 6)

.



: 3 A g q (L
i-e, a significa paralelo a D,
ree : (o
y b significa antiparalelo a ,S )
e ~s
Ck es el operador de destruccién de ferrniones de vector

de onda k y spin ¢

T epia
Como primera aproximacién de Born (aproximacién de orden cero en
las funciones de onda (_P (n) ) tomamos ondas planas normalizadas

en un volumen V como (.P (

(3.8) A k'fl

y #47 f
f®)= S

Sabemos por § Z que la funcién J,(ﬂn—- Rj) es bastante locali-
Fad

donde 8 h,, .] es la funcién delta de Krdnecker. En el limite
o | P

continuo escribiremos:

s

J(o-%) = JIV J(n B = .T_Q (n RJ)

{3___10)

&)
donde .,Q.' V g(fl,-R') es la funcién delta
VRS §
de Dirac.

Queremos expresar ,}(o &%1 en t€rmino de los operadores
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it : .
Ch Cp ae destruccidn y creacién de electrones. El detalle del
9%,
:8leule estf en el apéndice III. El resultado es el siguiente:

k?/

+ +
<C,4ga, Cro + Cuy Cw) -

J:SZ <C;,w Cia ~ C;g, C_ég,)
k

=
it
aavM
a\)
=

Para =l caso ferromagnético J>»0, i-e, los electrones con spin

(o)
S e
pParai€los

2 (%/ disminuyen su energia en JS y los antiparalelos

iz aumentan en JS.

Para sl hamiltoniano perturbativo 3'64 se tiene:

3.12)

= E 0/{ Pg] klfe a CNLk [.—'f' C{& f,. Cﬁé,_fqa)

&;k]

t -
__Z B{g’d% (Cgkia,cﬁkm = C'&,&;L— C,’fﬂc}ﬁ’)-

donde NQ = N1/3 . j % .-_: _i:_
.. V 5
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donde ff) es la "funcién beta'
P(t) ll/(i'” Q'J(*- )} 4)(%)‘-2 j..:%}_mT_('%)

El harniltoniano (3.11) contiene el conocido modelo de Stoner.
L.a aproximacién que hemos hecho al escribir (3.11) es equivalente
a decir que las ondas planas (3.8) son funciones propias del
hamiltoniano J’é 2
o
Conviene indicar ademé&s que la separacién (3.1) del hamiltonianc

total -_no- es trivial, ya los elementos de matriz (3.13) divergen si

g-goinc:luyera s6lo la energia cinética de los electrones.
Luego, las separaciones (3.1) y (3. 2) del hamiltoniano y del spin,
ademé4s de hacer vilidala teoria de perturbaciones (como se verd

en § 4), llevan en si una cierta renormalizacién del problema.

Lios elementos de matriz relacionados con los procesos en los cua-

gto)

les cambia la direccién del spin relativa a la magnetizacién §,

son los aﬁé“l (sin embargo no cambia la direccién espacial).
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§4c VALIDEZ DE TEORIA DE PERTURBACIONES

Por ahora nos interesa calcular las probabilidades de las transi-
siones posibles por scattering en la pared.

Loz procesos posibles son los siguientes:

1) ii)

/
%Iw /ﬁ,a, .k'#L_
= >

&=
3

V2
o
Y
.

L

Sea l , (m, m'=a, b)la probabilidad de transicién por
my, —» vy

4
unidad de tiempo del estado ( & ; m) al estado ( h ,m'). Usando

5

o]
A

la ira aproximacién de Born obtenemos la expresién:

1

mm 2% fy(1= ) A -Ey)

B T
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¢ o )esladistribucién de Fermi - Dirac
‘Fk,% 26 gk).m
para los electrones,
’Fk w s la probabilidad de que ¢l estado inicial esté ocupado y
(4 - :F ¢ 1) e=s la probabilidad de que el estado final est€ deso-
Ko
cupado,
ILa delta de Dirac S(C ! - E )nos asegura la conservacién
2 fkumi hm g
de la energia.
f.a expresién (4.1) llamada también regla de oro de Fermi, est4
analizada en detalle en el apéndice IV. Por ahora digamos que esta
expresidn aparece al aplicar teoria de perturbaciones en 1°T orden

(1)

(i.e, poniendo S'’ por S como matriz de scattering).
. ‘?(__' .
Es wien conocido que esta aproximacidn es vilida solamente &i la

diferencia entre las energias de los autoestados final e inicial de

/}eo (hamiltoniano libre) es grande comparada con la pertv;rbacién)i—e
(o

(2 E,-E7 >k
f « {

En nusstro caso, mirando (3.11), para un proceso de scattering real

=) ’Em e s

Para la perturbacifn, en el peor de los casos, se tendr4 en vista

de (3. 12):



25, -

i) <%> o ke

_Q_'ll

De (4.4) vemos que la validez de nuestro tratamiento depende

de la razdn z

N, Q%

o 0

Ahora bien, R, es el ancho medio de la pared de Bloch y
Nq _Q:é , dada la forma en que se encontré la relacién (2.18),
debe interpretarse como el ancho medio de un dominio ferromagné-
tico y como €l camino libre medio minimo de los electrones de con-
duccidn.

Para &l caso considerado en la seccién § 2 tenemos:

4/5 -3 .
No (1 SO 10 (cm) , A~ 2,3, 107 (cm)
De aqui:
(4. 5) A p
~ 2.3 . 10

NO\QD
Asi pues, en este proceso se tendré:

(4.6)

l; i?;o)l i (_g’g_) 2510~ 340>

Es importante hacer notar entonces, que en nuestro tratamiento
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es critico el tamafio finito de los dominios, lo cual pudo haberse adelan-
tado tan s6lo mirando la expresién (3.13).

Si nuestro dominio crece al infinito desaparece por completo la pared,
va que la formacién de dominios es un efecto de superficies (ver sec-
cidn § 2)

De la expresidén (3.12) puede verse también, por la presencia de térmi-

nos del tipo
Cy -
&hlkgpaj Chl{eg)g,' )..

que los elementos de matriz s6lo dependen de ky' & kY lo cual implica
que debe conservarse la componente perpendicular a la pared del vec-
tor de onda.
Es decir las Unicas transiciones permitidas serdn aquellas
'{3 3) } — {gi)&;sm,} donde
se conserva la energia.
Para fijar ideas supongamos que el estado inicial es del tipo (k, a).

Las probabilidades de transicién por unidad de tiempo para los pro-

%&’)&%—?{Q;a}) [L&;q}‘“*’{ﬁ\;jb} son:
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(4.8)

en unidades de /ﬁ , con
Y7
Eb,% - —k‘""x =i JS (#)

*

donde f?'ﬁ@ ) °° la masa efectiva de los electrones de conducr-ién.
*}

(#) En {(4.8) vemos que hay un corrimiento en JS en la energia de
los electrones dependiendo de su spin. Este corrimiento hace
que k a F &FB_ Segin cédlculos realizados por J. H. Wood
(1962) para Fe, la superficie de Fermi es del orden de

X CF e
€ = 0,77 Ry =

yit

0,4 eV

Para el corrimiento se

obtuvo

i o Syl

&@- w\’é__]'zjsz 0,14 Ry =1,9 eV

!

El corrimiento de energia para los electrones con SpinT(up) con res-
pectc a los con spin ¥ (down) calculado por Wood (1962), resulta mu-
cho mavor gue el calculado en base al modelo de ondas planas y super-
ficie de Fermi esférica. De ahora en adelante cambiaremos nuestro
J (ints=gral de intercambio), por un J (efectivo) que de cuenta del resul-
tado mds rezlista de Wood (ya que sus cdlculos considerzn las funcio-
nes de onda apropiadas y la estructura de bandas del hierro)’pere nos
quedamos con nuestro modelo mucho mé4s cémodo para nuestros pro-

¥ g
POS1LOE.
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5. CONDUCTIVIDAD ELECTRICA Y SOLUCION A LA
ECUACION DE BOLTZMANN SIN USAR TIEMPO DE

RELAJACION

Nos interess encontrar ahora la funcién de distribucién de los elec-
trones para el estado estacionario en presencia de la pared de Bloch,
Nuestra funcién de distribucidn }‘k( Q’pt) representa la probabili-
'viG‘
dad de encontrar un electrén en el estado(&.{.ﬁ)en la vecindad de f})
en el tiempo t. En otras palabras, queremos resolver la ecuacién
de transporte de Boltzmann para nuestro problema.

Para la ccrriente eléctrica tendremos:

(5.1) g/ - E /GL&E s g{gc' J( (f},,‘t) ) G‘:a;ﬂ-
~t pe ke

donde e es la carga del electrén y

{5.2)
‘I — 98 y —
,..,"k’ﬁl 2% —_—Eiﬁ, - Vﬁ 8,’3»6‘

Elegimos nuestro sistema de coordenadas comeo lo indica la

X

o
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Lo mds general a nuestro alcance para plantear la solucién de 1a

ec, de Boltzrmann es:

donde ‘} (o) {efx,F(Eke‘ P + } es la distribucién de
1 Fermi - Dirac
(5 = fojT)

m
(“9& son los arménicos esféricos

La relacién ( 1) en cocordenadas esféricas queda como:

(5. 4) ?rx ::Z fdak efke be,g/iﬂmgéfﬂmt&

:Z/&E/kae Ui o 031;(9{3

ﬁaf :Z‘/"’Pk € - Wg,dﬂ&xgﬁ @m‘-&,’

con (Uhﬁ»ﬁ’ - | ’(’j:,w,'

Pero tenemos las relaciones:

i i
. = i—.(P
(5. 5) \é_Awyﬁﬁ : Y1:;;56L5 O
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donte ,4 & 5 son ciertzs constantes de normalizacidén

{:ej;@% = % Yq (95,‘-?5)

]
4
——

L =2 { Y,,"(ﬂh,upﬁ)@{;“(@ﬁ,cm

oD
S
I

:
X
&
=5
i

y = 1 Y6, 8)- Y'#(@&’LP"‘)!

Nos acordarmos ahora de ias relaciones de ortogonalidad de los esfé-

ricos armdnicos:

i N :

(5. 7) m* ol o
fd@mﬁ dﬁo YQ, ('Q,LP)YC (’Q,(P) :?\,g cSu’é-mrm'
8-0 LF:O

i
Donde nuevamente K& es un factor de normalizacién,

Gracias a la relacién (5.7) vemos que s8lo algunos de los coeficien-

™
tes O., 2(6) del desarrollo (5. 3) contribuyen a la corriente

elécirica ﬁ’

~
En efecto

g7 2 00
éx:me%dQs, df@)fdkkf’e%g( )

AT
o Qﬂg:o f-0 e

0

; {Y; g Y:} .&i!g

, de donde
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- . .
(5.8) j/x = _‘;2,_’%5 f& dk e (de ][ ‘ X”‘ d‘1(€)
0 dg’i\(‘;ﬁ“ .

o }Ci Cf,,(&) }

Andlogamente:
(0)

: = £ i d s ) y'e 'a!
(5.9) 23-2_53 /;d,k/gb V¢ jésd )\,‘1q'1(g)-h1a1(%)

o (o) ot
(5.10) 2}3 - _%_ fd'k kzj ‘Ulkd d’fﬁ A“l (14 (E’%G)
K

Vemos entonces que sélo centribuyen los términos con 1: 1

Ademnds, para T ~~ 0°K se tendr4:

s (dfse

“3 6 R donde es 1
Ak (Ege~Ep) aonce € eon

energia de Fermi. Lwuego sélo nos interesa el valor de los coeficien-
tes QL 4 (5) (m = -1, 0, 1) en la superficie de Fermi.

Es logico suponer que la pared no afecta las corrientes a lo largo
de los ejes x & z, ya que estas direcciones son paralelas a la pared.
Vamos entonces, de las expresicnes (5.8), (5.9) & (5.10), que €l paré-
metiro que da cuenta de la presencia de la pared de Blochenla corriente

es Qoq (E)

Come estamos interesados en estudiar sclamente los efectos debidos
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a 1z pared (ver § 3) plantearnos nuestra funcidén de distribucién —S—

€
como: {ansatz)
(o) A, g(o)
et ‘g‘fo}@’ = g\( o + "'e Q(EILG') M’Q’&
X -i,e‘
con  Qe)= AL, le).
. At (o)
Si no hay pared QI(E): 0 , de donde = gk
MIG

Este pardmetrce QCE)puede calcularse independientemente, para
el estado estacionario, usando la ec. de balance de momentumn en

direccidn y:
-

o
()]

.13) Q I OLP:

B kit bRl %

——
un

Ahors bien:

e
\T{'—EL}CMFQ N eE :OU:L@

donde Ne es el nimero total de electrones presentes y 'QE es el
dngulo formado entre el campo eléctrico E y el eje o
Para la variacion del momentum debida a la pared pondremos, en

12 aproximacién:

(5.15) d?-
_&J_Fm&)‘, = AQ(EF)
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va que si no hay pared CL(EF) =0 (segtn (5.12) )

2 relacién (5.13) queda entonces como:

NeeE cowd + AQ(&F)

de donde:
s ae)=TeeE e _ _Nel,

Sé8lo resta calcular / \ directamente,

Conviene ademds sefialar la ventaja de este método sobre la aproxi-

macién que usa tiempo de relajacién. Para este problema el tiempo
de relajacién debe depender de la direccién del vector de onda, yz que
los electrones que viajan paralelos a la pared '"no la sienten" y tienen,
por lo tanto, tiempo de relajacién OO, Bajo esta imposicién es suma-
mente dificil calcular t(u)

El valor requerido de Alo obtenemos al calcular explicitamente
gL

db Jpaned,

Lia ecuacién del balance detallado queda:

(5.17)

4P
?’} ?mmcb Z Z )

esfados esfaclos
imiciales mafgs

$h, o} {k’ e'}
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donde hemossurnado sobre los estados finales y promediado zobre las
polarizaciones iniciales ( a2 las transiciones que salen del estado {h)c‘}
le restamos las que llegan a €1).

Tenemos:

TR o d(E-te) S,

{6 '}
{&,@ ( T ]Cﬁs)

{5.20) Se
. B t’a ’

k5 2
i (o eks)l

i

Por =l principio de microreversibilidad tendremos:

(5. 21} WL‘"E*PQ Y 'V\f"’ ﬁt

Ponyg’r — g ¢
De aqui: ’ /
(5.22) rs’»ﬁ"' - Qg = 270 S(Eks’ thB‘ é K;}

(Jt{‘»s) ) ’\&CG’) (SE:L?E,L
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Usamos zhora expansién (5.12):

. _ (o) (o)
i ;(E%Q 3 {:(%5'3') = (Epe) - (6{@*) t
L X K - i

k& ke’

{v) (o) i
2 (ﬂ}ﬁ €.(Ee) ngg - Hg’s’ 0.(6ys) 03 '913;.

&655' d.@ﬁe"

I.as transiciones sdélo ocurren para electrones cerca de la super-
ficie de Fermi (las otras transiciones estdn bloqueadas) .,

Asi pues E!&s’ — 6&‘:5)' il EF

-
A temperatura T =0° K

()

A'{:!SG) P S(E&@—EF)

dEre

J.uege en (5,23) tendremos {tomando en cuenta que hay un factor

{g(ag&g «-5}:5,) en (5.22) )

(5.24)

é(f’&ﬁ"’“ 655@){%%@ = ‘?ie,} = -'-a({':&@) g(&g@a EF)

- §(8ae - )] s B - el |
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4-5"0 rfT=O°K
| \-\\
l L]
‘ T4#0°K
: L TH)
: >
=15 €. _
fn® T=0K
ki ol
s S 0
i \ZT%OV\ R
! &S éF & —>

§(€us' = E,lg.,'s') {%'Qk}— Dezb'QgV}
Lo {lﬁl) ?“,3} d
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Debido a la funcién 8 ( &KG' - EF) que aparece en (5. 25),
el coeficiente O‘Cflkd) se evalia en la superficie de Fermi,
-4

Luego cbtenemos:

(5.26)
(%%_) = tar a(gF)ZGg;_ ??3) &Em«‘ EF) 5(63,« 5 E!sfd’)
{51‘9' b >6'}
{wﬁz Qh. cod ’9"' ‘ l\/l by fba

2

dende

(5.27) r {2 ﬁz
2= 4L @=6f
&53’_'85’5':4 ATy

L+2:J'S+ ky filz' + b (mg/- mg)

quz me.; 7 ™mE Mg
si O+ &’ yseginel caso

Luego el coeficiente /‘ de (5.15) estd dado por

(5.28)

N 'n:z Ue;-— f;ﬂ S Eurl ol Egem et

Wy LBy oD | i

e'e
/
6y
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Haciendo aproxirnacién del continuo, reemplazamos las sumatorias

por integrales:

CoT A RS SN
2, f i‘!. 3 Z’ 4 2T /GL%H
A

Lh

de donde
(5.29)

A== Z w/m v /‘u (k- A)g(g,,_f,:)

{e,€'}

fees Oy ontf, 18(Enw-£4e) “\1

Ponemos esto como

(5.30)




4

El cdlculo de los términos 166. estd hecho en el apéndice V.

Una vez calculado el coeficiente [i estamos en condiciones de
evaluar la conductividad.

De (5.10) y (5.12) tenemos

(5.32)

donde:

, =1

Para temperaturas muy bajas, T & 0° K se cumple

(o)
(5.33) A;
k)G

>~ — S(Ew— 2
OLeb,oJ F)

Integrando (5.32) se obtiene
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(5.34)

jy: —Ze( )&fm@@, +IS)+m*(e :rs)}

: _(Ne)ji 21

donde hemos usado la relacién (5.16) para a(aF) g

et Ne eb lo ¥
j}} - y ( qu) {mk (E-+T5) + my (e, -—Zl's)} Eg
Para la conductividad tenemos entonces:

(5. 36)

S Zy{e (A){m 6 +75) + i (6, - 7o)

Ahors bien tomando los esféricos armodnicos, para '}: 1, como:

Yi (’9’@): -L%E oyt
Y (99) - A 2+¥
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Y109 A2 snd &F

Estos resultan normalizados en el sentido:

27 T e s
/ d‘P[ﬂm%‘ 4o Y &’(91(\0) \( 1,(9,‘?) = gla’cgm«\r{;

Q
De aqui %1 =1 y ademds

""'g‘“"‘?
A\

De donde resulta:

(5.37)

Oy = ()MX e {8 (el +mg )+ TS (me “mfr)}

donde hemos tomado el sistema de unidades C.G.S. para el cual

C R#)
’K =1.05x107%" [erg] [seg]

Los resultados del apéndice V dan:

(5.38)

o it I8 ANOBY
i mﬁq,i)"vz( v )
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{“f o fo g IOk Dl

v para los procesos donde cambia el spin con respecto 2 la magne-

50

tizacidn

(5.39)

O

g H”‘“: b, (1+0) e e

3y
Il
S
=
= X

C = —%E& <
Fra

l.as integrales de la expresidn (5. 39) propor cionan una contribu-

cidn pequefiisima al valor de /I comparadas con los coeficientes

T

A , los cuales no dependen de l , €l ancho medio ds

[§ ﬁ

1
A

pared

En total, la expresion final depende débilments de l , i.e; pare~
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ciera ser que el proceso no depende de la forma del potencial,

Ahora nos interesa conocer valores de las masas afectivas
x my a ¥ b
&
My, &: & 4 Fa & £ b -
Usando la aproximacién parabélica para el fondo de la banda de
conduccidn se obtiene relacién:

3y

(5. 40 »*
; W(S) — _i____ A T, 84/2

27621 .R‘Z/

(Ziman, 1963), donde cj(ﬁ)(ﬁ) es el nimero de electrones por uni-

dad de energia, por unidad de volumen.

Conociendo JP(EF"‘)‘ & UW(EF,&) en

e . e
EFrﬁv"EF .Ts ) EF'G.- F + JIS
ajustamos las masas efectivas en estos niveles, usando la relacién

(5.40). Tomando los datos de Wood (1962) se tiene:

i EFI(“ ( (&Ff(“) | %/F W m;

. ~27
eV =/ 4tomo. eV A° -1 10 gr
ﬂ" 9, 38 0. 77 2, 301 3, 89

11,3 1, 68 3,175 6,15
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Otras constantes:

, -6
A/ = 23l cimn

C = EE&_—_ D, zes ]

En el apéndice V se ve que:

(5. 41)

i el T%

Reemplazando este valor en (5.37) resulta:

(5.42)

e L ) A No Q6™ [ heake (bt £5,)
i1~ T2 (T5)% ) hey + g oo,

donde /], es el nimero de electrones de conduccién por unidad

de volumen.

Una estimacidén numérica de la conductividad 6'33 en base al

resultado (5.42) da
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| 1, )
6’” v oL,99.0° M, No Q:’ S

- No L2
En la seccién Ss 4 vimos que 0 p debe interpretarse
como el ancho medio de un dominio ferromagnético asi’ como el ca-
mino libre medio minimo., Kittel & Galt (1956) asi’ como Landau &

Lifshitz, estiman este ancho medio del orden de 10”3 ['cm]

(5. 44) 6\1‘? : 14,9 /n,o - seg o

La densidad Ao puede estimarse supconiendo para el Fe estructu-

ra BCC con constante de la red a = 2,86 . 10"8 (Wood, 1962). Si

-

asumimos que hay un electrén de conduccién por celda unitaria, re-

sulta;

y finalmente:

(5 23 -1
S 6 i 6,4 . 10° seg

a ~

Esta conductividad es varios 6rdenes de magnitud mayor que la

conductividad del cobre a temperatura ambiente., En efecto, se tiene:
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-1

2

6(6"‘/) — B, 10- seg
23°K )

(5. 46)

2y
GC.)

213° K

Tratemos de expresar este resultado en término del camino li-

bre medio ?/

Es bien conocida la expresién que relaciona la conductividad con

6 = M, ewL
hE.

: ; 1
Para hacer una estimacién tomamos k.F - % o

!

&F’ S o

Comparando con la expresién,

4
22 2 = =
6’?? = 6,46 .10 M, & MQD seg obtenida de

(5.42) se ilega a:

' 4
o /K &= Toan hioe NO_Q_O/é cm
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s
|

20 cm

resultado que estd en el litmite de lo medible experimentalmente,
La relacién (5.48) indica que en promedic los electrones atraviesan

;‘.04 paredes de Bloch estiticas, es decir una pared es prédcticamen-

te transparente para estos procesos de scattering eldstico,
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6. CONCLUSIONES

Los resultados de la seccién § 5 conducen a una resistividad que
estd en el limite de lo medible experimentalmente. ILa expresidén
(5.42) obtenida para la conductividad depende linealmente del pa-

: _(11’5 L :
rametro o o , que fue identificado con el ancho medio
de un dominio, pero es independiente de /1/ el ancho de la pared.
1
La dependencia en No _(105 sélo expresa que este pardmetro es-
td relacionado con el camino libre medio , lo cual ilustra muy bien

la situacién fisica. EIL hecho de que L/(No g 2:):_\-104 implica

que la efectividad de la pared para producir scattering es muy peque-

fia y que los electrones de conduccién pueden atravesar en promedio
4
10 paredes.
La independencia de )/ parece indicar que el resultado es general,
independiente de la forma del potencial supuesto, en contraste con
lo obtenido por Hartmann - Boutron (1961) para las ondas de spin.

La razdn de esto reside en el hecho de que ll k no puede hacer-

F

-1 es del orden de la distancia interatémi-

se mdas pequefio, ya que kF
ca, La reduccién de A, de cien a diez pardmetros de la red, por e-
jemplo, es imposible ya que aumentaria de manera considerable la
energia de anisotropia.

Segin la contribucién al pardmetro _A_ de la seccién § 5, propor-
cional a la resistividad, los procesos de scattering pueden dividirse
esencialmente en dos grupos:

1 ) : i’
i) procesos del tipo { ﬁi ) ‘k? ; j’_ } e ey {"{é‘l—){ea 5 qb’_}
donde no cambia el ndmero de spin © =a, b.

La conservacién de la energia nos restringe estos a los dnicos dos



posibles eventos de scattering:

a) Rebote en la pared L.é’i\’kt(aﬂ:“ TR {b ‘-L : QE
LI O 12 ey v

No cambia ni el nimero de spin 6 , ni la direccién espacial de éste;

el momentum perpendicular a la pared cambia de signo pero no cambia
su magnitud. Como es de esperar, éste es el proceso que contribuye

significativamente a la resistividad en el resultado final (5. 42).

b) Procesos sin scattering { l g_j 3 0r — {ﬁ/l kj fr}

Si bien cambia la direccién espacial del spin (#), la funcién de onda
sigue siendo autoestado del hamiltoniano no perturbado %O' Como
no cambia el momentum dan contribucién nula a [l y a la resistividad.
ii) procesos del tipo { Ik } - g‘ i (-

~L)yT3o & EL)EJ; a
donde cambia el nimero de spin 6

La conservacién de la energia implica que debe cambiar la compo-
nente y,del momentum. La probabilidad de transicién por unidad de

tiempo para este tipo de procesos es:

(6.1) {f'u.,&a} g { éi,‘lﬁ 2
o ZJL a
rﬂ_.; r } =% | fs ]

(7 8Se ) 3(6 65,{{3

en unidades C.G. S,

con

e Qg = (L9mA N 1 |
L Mﬁu{({%l-—ﬂg)ﬁ,
Iz

(#) Lo que interesa en esf:e‘ caso es la direccién del spin relativa
=\G ————————
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A priori, el elemento de matriz a&g ﬁt‘j podria no
ser muy pequefio, pero la funcién delta de Dirac de la relaci6n
(6.1), que expresa la conservacién de la energia, nos limita los
valores posibles de A ky = ky' - ky entre 107 v 108 (Cm)-l, en or-
den de magnitud. Con estos valores el argumento de la funcién
cosh x toma valores entre cien y mil, haciendo que la probabilidad
de transicién sea pequefifsima. La contribucién a la resistividad
es despreciable frente a los procesos del tipo i) a), como se ve

claramente en el Apéndice V,

A

Este resultado es consecuencia del hecho que ———Tﬁ
0 o

es un nimero pequefic (ver la seccidn § 4), ya que con esta aproxi-

macidén. se calcula el elemento de matriz aki &3 de la expre-
sién 3.13 (a) (ver el Apéndice III). Ademds, la limitacién para el
cambio de momentum A ky proviene de que las bandas de energia
para los electrones de conduccién con spin 6, = a y los con spin

6 = b estdn separadas por una energia 2JS bastante grande, del
orden de un quinto de la energia de Fermi (Wood, 1962).

La extensién natural de este trabajo, que estamos estudiando
actualmente, es el scattering ineldstico con excitaciones de la pared
y la dependencia de su contribucién a la resistividad como funcién de
la temperatura,

El espectro de excitaciones en la pared fue estudiado por Winter
(1961). Consiste de dos ramas; una corresponde a una excitacién que
no se propaga fuera de la pared (ondas de spin ligadas), la otra es

similar a una onda de spin ordinaria en un material ferromagnético
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{ondas d= spin libres). Estas excitaciones son bastante '"blandas',
es decir es posible excitar muchas de ellas a bajas temperaturas,
Creemos que este hecho haria subir el orden de magnitud
del resultado agqui obtenido para la resistividad y se podria compa-
rar con los trabajos experimentales de Taylor et al y Beitchmann
et al.
Sugerimoes controlar la estructura de dominics, visualizdn-

dola mediante el efecto Kerr (Rado & Suhl, 19€3),
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APENDICE I

Intercambio cuantomecanico

En Mecdnica Cuéntica, el hecho de que dos particulas sean idén-
ticas introduce inevitablemente una correlacién entre ellas, adn cuan-
do las particulas no interactien dinfmicamente.

Esta correlacién, llamada Intercambio, desaparece si las dos par-

ticulas idénticas estdn descritas por paquetes de onda que no se tras-.

lapan.

Para dar una idea de este efecto consideremos un sistema formado

por dos electrones,

Si despreciamos el acoplamiento spin - érbita, la funcién de onda

total de sistema ,‘%([&4; A‘)‘ ﬂu 52;) puede separarse como sigue:

(ib(fv"‘h/«h'){\l&,dz) = ¢(ﬁ4, ,@L) X(A,, ,52’)
donde ¢(Q4i&t) es la parte orbital y X(/j4 [/J'L) fi parte

es-inorial. Sabemos or tratarse de fermiones &
P mos, p Lar miones qu %(&1’Q1;54,51)

es antisimétrica en la trarhsposicién /’ ‘___"'")‘ 2, . die;

/%(ﬂ’{r‘s{i .-@2)57.) = - f%(ﬁ'!!d’l.j ﬁf,Sd)
Ahors bien, nos interega que la parte espinorial sea autofuncién de los
operadores 33& &; 52/.
s
(Recordemos que Si’; - Sﬂ!: ® I 4 I ® SZ;Z: y
Z - r&
é = (S,’ @I + l @Sz) , donde @ denota producto tensorial)
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Al hacer estc obtenemos un singlete para S = 0 y un triplete

para S =1

| LY v 4t /
Singlete: 4 X/ @ X/ . x ® X ) con IS =0
e A2 ( 1 % 1 Y %

_ . 1 t
Triplete : X/4 ] X/L ey S; :1

v v /
X'ﬂ & X/L con éf, _—_—-1

1 % v 1
V—%‘.(X4®Xa +7C,,®7CZ) con 5&,:0

(todas normalizadas = la unidad)

donde xﬂ/ ) %A, son las funciones propias de

L / O
z =

(S' denota el autovalor del operador S ) O ~1
z z

Veamos cédmo se obfiene dicho resultado.

Queremos que la funcién espinorial x( AJ, Ab) sea funcién

propia de los operadores ‘SZ: fond 15’1{- @I 4 I @Sz% , la

. A _
componente Z del spin total y de é} o ( §4 @I + I @-S.,z)
el cuadrado del spin total. (Tomamos 'F, = 1)

: ; . c
Nuestro problema es entonces diagonalizar las matrices S , S

A
1 4V
(de 4 x 4) a partir de las funciones propias (%& 'X/ l;) de &t & SLZ: 2

Como[_ﬁ%i, EZ-] = 0, podemos encontrar funciones propias de S, sim-

| _ vy
plemente haciendo productos del tipo % ® X
4 Z



Tomemos las funciones:

DhAoX, 5 b WXL, Y <Ll DYl

cen los coeficientes C y D a determinar luego. Por lo dicho antes

todas estas son funciones propias de S (fdcilmente puede verse que
z

una combinacidn lineal del tipo /4 '4) + B ‘4) no serj

funcién prmp a de S , con A, B * 0; la dnica posibilidad que queda es

c¥, @,’)C D% 4

Tendremos:

b =60l +] @5;,&)(75:@%: e

s e el R

Asimismo

Se ¥ =(Se0T + LS, ) K'oky) = -,

i 71"3,4 = .Sé(C‘%f@XiJrDXf@XD NG

Taememos conjunto de autovalores S'=1, -1, 0
Z
Para S2 tendremos:
-
: g"Z L 2
SRS Ses

(donde f.;}'l e -6:2. debe entenderse como 5;%9 '5;X+ 84385'251" 42@,32'9



Z, (] Z
3°= 87+ 8% + Sef Sat SePSuyt 205,

e ‘34;(-0 = Lg'xﬂ'&} )

Sir = Sa-iSy

1 las relaciones:

o
o
Nl
\
R
6 RN
OA
\_/
n
>
<
"
/’\
A O
i YRR 51
e 2

\
o
=

2 v
A wx; =0, S k;

A 4
A: - 4; Z
1 v v
SU—) xﬁ = X,; ) S:.'f-) X,{ = o
4)4 3: ql)z, son evidentemente funciones propias de 52.

En efecto:

R :(%*ﬁ‘*%)xf@%::”ﬁ
Y = S = (e g+ 1) Kol 29,

Luego son funciones propias con autovalor 2 de S , i,e;
P~



S AR

= 5(51"4) ) S = 1
Pertenecen a S =

Ademis '{/) & ¢ son ortogonales entre si:

(%,’4;) = (X:T@Xw ) ’X')!@'xi):(xf’ x‘: )(’X:,Xi) =0

Calculameoes los coeficientes C & D de Té,‘f imponiendo que

; o : 2
(4’ sea funcién propia de S 7,
54 ~

S, =5E)%h, = ) oL} ) +

*'(C*D)@‘!j@ 73) = sG)le %f@ Y aD X:OB 1 }

identificando los coeficientes de las funciones £ J': ; %4‘“® x‘l’ & %V@ x*
2 Rl

tenemos el sistema de ecuaciones simultdneas para C & D:

(1) fele s BNaE TR,
R +{5(5+4)-4}D:0

pongamos A =S (S +1)
El sistemaz (I 6) tiene solucidén si y gélo si

= O i. e; obtenemos

-'/’ 2,‘1 ec. secular ,




AT H =

2 2
(A-1D"-1=0 ; A -2A = A(A -2)=0
ohtenemos soluciones: %'1:: 0,2

A =2 corresponde a S =1 : 1=0

corresponde a S =0

Reemplazando el autovalor S =0 en(I 6)se tiene G = D

y reemplazando S =1 en (Ib) se obtiene C =D

Lios valores absolutos los obtenemos en ambos casos exigiendo
que la funcién fg‘;a esté normalizada

El resultado es:

%\v% (XI@ ?(i + Xf@’)@)

TP-V%.———(XM X@X

(4,)3 &’(kf son ortogonales entre s{ y ortogonales a 4)4 & (d)z_ .

Hemos obtenido entonces para el caso S = 0 un singlete con
S‘Z = 0 y funcidén espinorial Z\Lll antisimétrica.
Para el caso S =1, tenemos un triplete con S'Z = 0=
y funciones espinoriales qk“ ?‘LZJ 11)5 simétricas.
Concluimos entonces que la parte orbital serd simétrica

para S =0 y antisimétrica para S =1



S q’v( Payty) = ‘“F [ dln + Ga) bian}
) Blrn)= Vo LHIRLD = ind 4.0

II

donde (bl ) 4)2} s on las funciones orbitales individuales de los

electrones 1, 2 respectivamente,

La energia de estos estados es:

S %\ﬁ:o} LS E
Eo= [ [ 8, 7,050 Flaad ¥ s Ko

(con S=0,1) Si no depende del spin (por ejemplo, al des

preciar acoplamiento spin - érbita)

:/’@/&% 55?,@,,&1)%525(.@:..%&)

Supongamos que ;8 = :}eo ‘f‘wi,@f ",{la,) , donde gﬁe,o

da cuenta de la energia cinética. Entonces:

(17) Foe i i A,,Z_-F I

E5=4 = 1417_" ];1

donde



= AR T

A G fd‘f’ctf / &, 313*(.4,) Séaz)\/é(n,) 752(0,_)

energia
cinética integral directa

(18) j;l 2 f‘!f?§1f0£i%z ?g*&%) Qé*?!la) \/ 954(@;’-) Séz(f‘%)

Integral de Intercambio
Sean ahora S & S, los spines de los electrones 1y 2

Tendremos:

- -+ &
3¥=51e] + JeS: + 25,8,

con las funciones espinoriales tomadas,tenemos diagonalizado

el operador 281- SZ’ con autovalores:

A= S(s+1) -3
Z,
‘-32_, CH :S—‘-—'O
e
_‘!Z" si S:fl

Las relaciones (I 7) para la energia de los estados con
S = 0,1 son formalmente equivalentes al hamiltonianc:

(19)
H- A "('21" t4 §'I.§z,>j’—2-

IL.os electrones se comportan como si hubiera un fuerte
acoplamiento de los spines. La fuerza, como sabemos, nc es mds

que una repulsién coulombiana, modificada por efectos puramente

cudnticos,
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Este intercambio de energia lleva directamente al campo
molecular postulado por Weiss,

Ademids el intercambio aparece como una fuerza de corto
alcance, ya que Jy, serd pequefia para orbitales distantes’ pu;:s
debe haber un traslapo considerable de las funciones de ondas
individuales para que la contribucién a J,, sea apreciable.

Cuando tratamos con electrones que pertenecen a capas
internas incompletas (por ejemplo 3d) la integral de intercambio
J. entre electrones en diferentes dtomos es manifiestamente
positiva (J.C. Slater, 1930). Entonces hay posibilidad de tener
ferromagnetismo.

Generalizando el tratamiento anterior para muchos 4tocmos
{un cristal) con capss internas incompletas (en nuestro caso 3d) y
haciendo la hip6tesis de que la integral de intercambio es despre-
ciable excepto para dtomos vecinos, obtenemos el potencial de

intercambio del modelo de Heisenberg:

(110)

= /J—k ks )

{Ak}

-

donde significa suma sobre los vecinos més cercanos.
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APENDICE I1I

Sea SOM*S. el dngulo entre los spines i § i +£

Tendremos:

(11 1) Wl@,g = cof(f) - 9&455) = cott): et 4 +/4%Q‘M9,¢;»§_
‘i Tomando coordenadas esféricas

tendremos:

84

%)

|
| = pon ) et @
|
|
| r
i
|

7 pero para anisotropia uniaxial

LPA' =0T
1
o= 2 o7 et =0

A

Asi pues (II 1) queda:

1 s 3
(1 2) /ced@-g =00 g + oL, ol g

—

@3) g = o + §,-V0(,; +i{%f 9_2_2‘2 3
5 i ‘3')63
Vol Vol Aol
+Js_/!+£e =4 + X 4s . }
5" A7y 145 ’an;'a;f

Hacemos desarrollo hasta ZC-I-? orden en S de o{A'.- +_¢S_
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con §_ = ( ')(,—3-, ‘}3 , %6 ) vector de la red directa (une al

dtomo i con uno de sus vecinos mds cercanos)

As{i pues:
|

j a — ,4 1 ‘4 4 { " { '?_...A i

mﬂ,é_ = D(A. O(L -"0(4 .S.'VO{; +‘2-,d4 xg ,ax1‘|'
3 ,3 3 3 3 B
| 3 2

Pero oﬁ’d/j' -+ dﬁ o(‘s =1 (ya que 0<‘ =
(11 4)

Para la estructura cidbica bcc (de cuerpo centrado) los vectores §

posibles son ocho (vecinos més cercanos):

1, +2 +4
2 2 I 5y

Ademds se cumple la condicién de "isotropia'':

s
;
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2,.
va que o(-z.-.-_ y los términos cruzadoes del tipo (a-—--i'—— /
9 =
(azol : A fd‘z . : ’ax 'a-a.
L B T8 & ool 3 no contribuyen, pues se compensan al

FIx02 ErEl

sumar sobre é (nuevamente por "isotropia'' )

Para la energia de intercambio tendremos:

{11 5)

L

19
}\"l = “ZJSZJ WKPL,S

TS

=—2NJTS*- 2758 ) o Ve

De aqui resulta que la energia de intercambio por unidad de volumen

(densidad de snergia de intercambio) es:
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Ahorz se usa 1a identidad:

Vil ) = 2 (Vo) + 2l T4

de donde:
o vt = L i) (vod)”
Es decir:

2

%V = 4 Vo) - (o) @) Go)

Considerando que L soh =1 se tiens finalmente:
[ o~

——
t—
=
=1

geer

}61 S z,jsza?‘zﬂ{@o{;')i(\?og”)zf—@c’{f)z

Para obtener la expresién final (II 7) hemos hache la aproximacién
semiclisica de considerar el spin como un vector y ademds hamos

supuestc una variacién espacial lenta ( C. Herring & C. Kittel,

1951},
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APENDICE III

§ a, El hamiltoniano %o

(expresién 3. 4)

(111 1)

b, - / an %})(' f,,-,,;:evz) ba) -
__/aL“jg z}/m)z 36 ) J=-K

*
ILia suma sobre ﬂ/ significa suma scbre todos los &tormos de la
red cristalina.
Para los campos fermidnicos tenemos (en aproximacién no rela-

tivista):

(I 2) '3[»‘([3) - (‘P (ft) /X,(?) Ck ™)

k”[“) A:ﬂ,b"

donde %(‘a) son los spinores definidos en (3.7)

7}@) g Z CP{( (ﬂ);{(}) Ck

_!_ ul(“‘

CR,[& : operador de creacién de un electrér de vector de onda
“~

De aqui:

{é y spin av .



Para las funciones LP (n) tornamos 51 'II.‘.E. emernte ondas

planas:

L!("ﬂ
(Lix 3) Lp (n) & N
W

Por lo dicho en § 3, hacemes el reemplaze

G)

Jfﬂ—ﬁj)_—e JLL, 8(2-FR))

lo cual no es mé&s gue un paso al limite continuo.

El términoc de la energia cinética K no da nada nuevo:

mo K = [d %)( Ve S el s

Z Z b Ok Cap 5 f L e"(“ k)t

Kk e

Al hacer la integracién sobre un volurnen finitoc tenemos:

[4 5 b o

(111 5)
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(11 6)
Z *
(‘“
K

(o)
Calculemos ahora la energia de intercambio debida al spin S

(o) J
Sabemos gue "VJ = 5 2: gohds (] = E(RJJ)

ll.'
Lf\"
<

?} : componente segin el eje ¥ del vector posicibn 'R
l o~}

Tendremos:

UK == [ b)) 576 Tar)dy
K

(o
Se tiene 3 ) 8" &J 8 6’ con G’ /4 )

Debide a la de£1n icién (3.7) se cumplen las relaciones:

(111 8) £
% & i
G&%«(J): 4 )4}?0 %

o
A ke | SR

Asi pues:
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§3'(°3§4)(¢): 50('55(3)2!5: L {CaaX(J) Ckg_?(,(y}

es decir, tenemos:

me 0 -K = JZfd%S.Q S(/l Rj) € ey -

Z% (ﬁ)‘f’m)(cu Cua- G’a ¢ C 6—)
Debido a la funcién 5(3 -L?J) o ‘S("‘@X)S(J‘ﬂ‘;)ﬂ% 'PJ‘*)

podemos reemplazar éfJ) For.. e (;?J?) = EJ.

Tendremos entonces factor o (E A)z
iR J

=k

k&
.ZR’V e”‘f’{ (k- A)RJ}

Usamos aproxirnamén del continuo:

~ie )R
(IL1 11) ZA?J enf?gn(/‘ ‘é) ﬁJ} = ._1_ Zﬁﬂ 65‘5)“):
& [k explibit)n} = y 7

Asi pues obtenemos resultado (3.11):

(11 12) }fu » K i js Z(qu C,(SQ_ C;ﬂ- C_,g, fr-)
%
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§ b. El hamiltoniano perturbativo 9?1

La expresién primitiva es la expresién (3. 5):

(111 13)

Ro=- [ L4 ), 8¢ 0 72.50-7)
5 |

L —;'QO ; ZPU-(KJ) §f§ z{)(ﬁij)
Lt

Ahora bien:

P (o)
SHSE (3 '»-SQJ' e
Se tiene:
Gg- s oG ey
5=(% o)
de donde
& 2
(111 14) Gx l (13) =X (}')
b
Gx, % (‘a) = ,X/Q(jg)
Asi pues:

s I a0
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La contribucién al hamiltoniano }e( debida a este término es

+ " %
2 (€ Cuat G Car) pom %ﬁf& AR
v

%

entonces:

AN OIS

SE

Zﬁ-

(111 15)

lﬂ,(’l)cg((’t R) = - ]__Q SZI;K(C& b-(kq+ de_)Sf’mg e
ialiyy Y

DR

Queremos evaluar entonces:

[

’k.L ’I('L es el delta de Kronecker para la componente perpendi-
Lo
cular a la pared de los vectores K' , K |

Por lo hecho en la seccién § 2, (Ii1,16) queda:

(111 17)

k)R- : )2
Zﬂfm@ SR h v dy ' @y?

—(NH) e
Z

(N,-1
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En las integral de (III 17) puede reemplazarse los limites de

integracién por — @ & + @ gracias a la presencia del factor

. 4 # que ''cae'' rdpidamente a cero:
eosh
)

-{ A{“ ¢ 2 2 = '
m‘éj’ = L Sy g(,) d fce:ﬁ{(‘?r‘g)%
R: i .k Xk }
~/ o M(%)

La integral estd tabulada en las tablas Ryshik - Gradstein (3582, (2)

pag. 182)

(111 18) /‘ 4 /Cei{('EJ ,})71}5 S : 1 .‘
o ehCE) 2 ekl k]

luego,

(111 19)

- i(K-k)KB, % 2)
Lk A g TSR0 1
% /B “ﬁ WA ok, * ,ca;&{( J)g%}

L.a contribucién dada por (III 15) queda entonces:
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(111 20)

()
Sl gtk Z(Cn ¢Crat ckq,cna-) g"’r.‘u

/s ©
cosh k- ;) TA]

3 )
ponemos \/ - No Q_{b

(I1I 21) y definimos

akm =15 7((

1
Q2 kil -4y JZA]

(III 20) queda entonces:

(111 22)
Y + +
%—‘gakgﬂz (Ciiéaﬂ Cﬁa,'l' Cil,{ga'aﬂ CE ?r)

como afirmado en la primera parte de (3.12)

Veamos ahora la contribucidén del término
iy m'% O

En vista de (III 8)
(111 23)

#’@)SWB oi?{'z( = S eyl G(J)Z CFk (ﬂ)(ﬁ((ﬂ)

Nj‘,v

X
(CM Cua = Cke,. Ckb)
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Nos interesa la diferencia:

man PGty -5)6 Pl

= S(M9 E)sz)Z /(/t)(P(n)( Ck E G:éckb)
.\,1.,

La contribucién de este término al hamiltoniano }(1 , al hacer

la inte gracién}resulta :

(ILI 25)

‘JQ S Z(Cgac,gq -G’ LCkL)Z(mp
= i LP (hJ)‘R((R)

Nos interesa evaluar entonces la sumatoria:

©) )3 i

E(a){;tdﬁvﬁ(%) E(g) } es una funcién par, asi que nuesfra in- |

tegral en cue stién se reduce

WNo-1)0/2

Z’f oy {W(ff“) f cetby-y )y
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Ahora bien, tanh (%) tiende "'suficientemente rdpido"
a uno, asi que podemos reemplazar el limite superior (No ")q

-
(que es del orden de magnitud del ancho del dominio) por ©¢:

(111 26) [A}f {M(\%)- 'I} M{(ﬁj—@) }f = I(/é;-lgj A)J'TZ&

Asi pues (III 25) queda entonces:

(111 27)
JSJC?l Z i
'/:3 I(‘ &J) )( K1) J‘bc"a,“ckl/e @.Cu)
Definimos

By, = 75 K0 T(hit2)

y obtenemos

it ¢
i f‘Z' Béjﬁz(ckiklﬂ CR&L v ck_l_ {( b Cég )
~/

como en la 2 parte de (3.12). Sélo falta calcular:
Tty 2) A
R

Para comodidad del cdlculo pongamos:



! /
tes) —/}{-E“' ) {‘3“4 Eﬁ‘

Se tiene entonces:

~-Za
fanbiey)-1 = -z,ﬁ a2y
Ahora bien para ado, y > o
' ety
- k
(1 e—ZQ
A+ f-zmt ;o ) ?’
S e A S Gd)twé mﬁ} ézqy
k=4
S 1ILE 29) ao ¢ é
= % ZG—J) éZﬂ }
=4
Ahcra bien

/ dzf{M(ay) 'I}mﬂr /A?Z(-:) émé

( ya que hay convergencia uniforme )
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K:zf

S =k
g L L Tt
_%’al 1.

Ahora bien, segin resultado (6.392) de las tablas de Ryshik -

Gradstein (pdg. 309):

(111 30)

donde ﬂ { &) es la funcidn Beta expresable por la funcién

7) (2) = d 4 T(z)
dz

Psi de Euler

como sigue:

(11 31) ﬂ)(*) = “é" {Q//(zjii) i (54@')}

De (Il 30)

oo 'A |
= e D)
5 %’L%

Atd

i.e; la integral a calcular es entonces:
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/% {M@})—ﬂ mﬁ} =
- & 1P68) +plb) ]

(111 32)

[ th-ty52) = & Pib-40)] +ﬁ{-f;(4;-@)}]

Con =l resultado (UII 32) damos forma definitiva a (111 27):

(111 33)

35}3[3. { + / P
e ) [P pro ]
k4 + '

I (Cga G- i 4t C ‘)
y el el emento de matriz B&; ﬁJ. queda:

{111 34)

Buy, = 0w 5| P-4 %f’@}]




APENDICE 1V

el S ra
Regla de oro de Fermi v 1

aproximacién de Born

Nuestre hamiltoniano lo separamos como sigue

IV (1) f\ie : ’;ﬁ& ; ﬂj_

De zhora en adelante trabajamos en el cuadro de Dirac o cuadro

2 | -i o
v (2 Gy /G e"’g&t Al -

{

Sea S la matriz de scattering

[N

i

i,

W
A
SN

-
¥
)

§

g
Zle
\
&3
\9\:
"ib

[B;m >

ttering por «1

Es decir nos interesa la arnplitud de la transicidn
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v (3) Gé/éal,m’/ ‘é'm>,£m: (éfm’/s {f}cm\)

[
firm> & I é;lm > son funciones propias del hamiltoniano

libre ‘}(0'

Calculamos esto en primer crden, lo cual es equivalente a
la primera aproximacién de Born,
Dejandc de lado los procesos triviales donde no hay scattering

tendramos:

<A’ [ 591 4m> = (~¢)/4t<i,ml}ﬂ(f)li,m>
b (,ﬁ,)/d‘t <A leu?(f:ﬁ, ed’(f A, m>

*)/M """)féﬂ EAEES
e ,m.>[4t <Eam- B )

"“'Qﬂi(;\n\-/’}ﬁ/ ,m> J'(Ehm—gkm/)

Asgi pues en primer orden:

IV (4)

méﬁim'! %,m>m =« 274 (é:m’/ %/é,m>g(%”;€£;h,)



<&/ 4 Z
Al calcular G‘Wt ATLO =i, n vemos que tendre-

A
mos factor [S(EEWL“EIR’M')] » lo cual no tiene significado.

Para evitar esta dificultad usamos &l truce conocido de poner:

r 2 P~ _A'(-E Nt
[S(Eﬁw%;ﬂ,)]: S(EM-E%,)E_:E falf o (Ehm~C )t

B S T iLcon als - A a
debido a la primera g podemaos poner Eﬁm ‘Em en 1

integral; tendremos:

[ (6] = e SCEun-Eaic) [t = Sancbyn)T

290

donde T es un tiempo que representa la duracidn de la interaccidn,

Nos interesa entoncss la probabilidad de transicién por unidad de

N (A4}
oS m ->m’
v (5) {A‘_} ‘ff

et = 2T [CHm 18 1] S

gque €s la conocida regla de Fermi.

Si sstamos trabajando con un formalismo de muchas parti-
culas, debemos multiplirca.r por la probabilidad de que el estado
inicial est€ ocupado v el estado final desocupado; para el caso de
iermiones (principio de exclusidén de Pauli).

La expresidn (5) queda entonces:
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IV (6) ’

N 1 4 : 2

R AT E AT
: J(E-ﬁm_ "Eﬁfm’)

donde jifﬁ, m ) {ré ‘w/  °ovlas distribuciones de Fermi -

Dirac

Hermos recchrado entoncss la expresién (4.1)
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APENDICE V

e’
§Cé’.lculo de los términos 1 de la expresidn (5. 31)

En la seccidn § 5 encontramos la expresién:

o %) ¢
(5. 31) I d: ( 5 /‘a(-%f % 4{4 (’4 AJ)/ &Jﬁjl
O Eyo-6:) (Exs- ) fext Gy - cot B

6‘!€'r: A, ﬂ".

gue z2hora nos interesa calcular parza estimar el valor de A

v luego de 13 conductividad @é}

Por simetria esperamos qus I =1

de (5.37).
ba
Para hacer las integrales (5.31) ez conveniente tomar

coordenadas cilindricas, i.e;

(v.1) /JBA :/&icwl[j(f)/‘dé

Es decir poner ’ﬁ = (1-31. , ky), 51_ estd en el planc ortogo-

ral al eje v, es decir es el plano (x,z). En este plano se toma
—

ccordenadas polarés {k_L)(P}

La conservacidn de la energia resiringe el dominic de varia-

¢ibn de  ky!', ki_& §



i} Cslculo de 1 & L

Con nuestro sistema de coordenadzs se tiens:

(V.2)

cosBy - 518 - é’ 4,,

ya que ’Qx es el 4ngulo que forma el vector rli con el eje b o
~7

Integrando directamente, primero con respecto a ky' y
después con respecto a ky se obtiene:
ﬁ a -
(V. 3) aq (7’)1 ) V% Fi a4, <
iE a dx % M/ =
i G £
%

2)4/‘;’

(,t}t{,

Ml = (B
(23 4 (i) pline

de acuerdo con (3.13b)

Anédlogamente se obtiene (cambiand? a por b en todas partes)

Voo b w2 M kb b (2
g‘fzﬁ'ﬁ(;— o &
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i
con SQ = C&F:‘;-# %2) i

Lo que necesitamos ahora es aproximar los coeficientes
b g i " £ L8]
y por alguna funcién "més manejable

Del apéndice III se tiene:

(V . 5)

By 50} ) 16ty - oty

donde llamidbamos:

(V. 6)

[ 9;2 -9iA) = A e /i },cwc(c; 7) dx
Hacemos cambio de variable ig _").é— y (V. 6) queda:
(V. 7)

g ) o e i A a7 ! d
Ile ?'1)“3;[{ hz-1femiaGig)z} d2

Ahora bien, los casos que ccntribuyen cumplen con
8 1"’
?_ %Wzé ~ 2. 10 Lrn] en orden de magmtud)ademis Zo g Lcr’]
Asi pues A(q' -q) 2™ 4. 10 . Es decir la funcién

cos ( A (g'-q) z) de (V.7) tiene periodo T 2 % ; luego
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entre 0&£ Z £1 @sta funcién oscila bastante, Debido a que este

carédcter oscilatorio estd muy amortiguado por

=%
tanh 2 -1 ~, @
&> e

la mayor contribucidn a la integral I (q' - q) proviene de la ve-

cindad inmediata de cero.

Asi pues basta evaluar I (q' - q) con la aproximacién:
tanh Z -1 2 £ (Z) , con

(v.8) £L2) ¢ =

oo tamkx—1

{ P Se tiene entonces que:

{
: [(g"-g;2)~ %Ex-q)wa{)t(gig)x}c{x
T Aly=g). z’,

Con esta aproximacién se obtiene:




(V.9)
Z
: L .
I(Q‘ "f} ) -77:2)(14(’ )l/ ;"—(?z-%)—

S 2
lL.os coeficientes quq'I gquedan entonces:

(v.10)

% % ta ol
Bl - (o) e

Finalmente reemplazando en las f6rmulas (V.3) & (V.4)

Z, A ke
(V.11a) ][-aq: m:j‘s,'{ A Q{?) A /’ %m#x @( :
gf 22& 2 o 7C3 x

obtensamos:

Ak ¢

S
f o Ay

%
(v.zlb)ﬂ-%: (MEJS/\N,,QLG > f
7 Mf,,

Evaluemos los limites superiores de integracién. Miran-

do nuestra tabla de la seccién § 5 obtenemos los valores:
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et
R

+8 =]
3,175 . 10 [cm]

e i
ke, o 2,300, 10 [cm]

Es muy '""poco' el error que se comete, entonces, al exten-
der el limite superior de las integrales (V.1l) hasta <9 (En

efecto, el error que se comete es del orden de
(2.0)

: a0
Z e Y T e o
Lk e O et AT (00)r = 15,
o~ 4(56 ) :

Querermnos evaluar, entonces la integral:

i
(V.12) % ¢ /' Aoy 0(%
0 " 7(,3

¢

Integrando dos veces por partes se cbtiene:

¥ -z [ Lo Speix cesy —pon i
(] b %

Usamos la identidad trigonométrica:



- A 37 -

S ol n-pmx = L ot 2k - 4 eng 4R

es decir:

(2]
X - /O(x cosqx - Cod 4%
e ! 2

Definimos entonces .

oo

—oLx g
%(ot)-:—fe mzxx Sl ) A>0

{(V.13)

El valor gque nos interesa es J{ (0). Derivando con respecto

de ({, se obtiene:

(V.14) J{() /e 0,@'4& /CO’J’ZK) ! o

A -Mé oC2+l,L

(v.14") (con la condicién de barde)% (+ 9 )=0
Integrando inmediatamente (V.14) e imponiendo condicién (V.14')

se aobtiene:

el / fo, *°+16

A% 4

y de aqui




- A 38 -

wvas N, =Hl) = ol
Z

Las expresiones finales quedan:

P
(a) ﬂ-aa}: fon 2 . { (meSNO—Qf)

41
(V.16)
][“r-;_ L2 .’f; mf 75 N, 2,8\
Fhﬂ' g'l"

ii) Célculode 1~ & I

Por simetria debe tenerse Iab = Iba

Se integra primero con respecto a kv' v luego con respecto a ky.
gra p P iRy g P ¥

Se obtiene:

(V.17)

Haﬁr_ ﬂfrw i (m*J'S AN, Q2
c il Z

/5

)2, éf:ﬂ+ &F’e’
.féf‘“ éf'f‘ﬁ"

Re b

Z dy X evm-)c ‘/{é Mo +£’Fqﬁ
o Vhe X V%F;!:X?' {JCL W ot am)}
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[

Es conveniente hacer el cambio de variable:

(V.18) 2 = X’/{%FIG‘

Se tiene entonces:

(v.19)

ﬂ-aﬁ': Hﬁr“': <’M*J'51NO Qié)z (44’ C) £ .2
| ol |

1
,Z fa-d:t .A/A-%ZW—C?%Z‘—-CE?+1
e 0 /1“«12\//’-*(2—221 m&{b('\é_cliz_{_fq”_iz)}

con DEJI..%’. ; C5ﬁ<i
2 ke fera

Los valores dados _en la seccidén §5 son:

C =0,725 ; D =115, 10°

Sea
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(V. 20) f{xjg) - '\//l-— clez_,.'l_ - CW

€ =41

El estudio de estas funciones da un extremo para x =0 ; se

tiene:

I CWiee® < f(r;1) € 1ec 24,33
0,245 2 1-C & f/x;-f)_c_ Vi-c? ~0,044

Es decir £ (x ; € ) no pasa ''suficientemente cerca'' de cero como
para gue haya alguna contribucién apreciable de las integrales
(V.19). En este caso podremos acotar las integrales por ''nimeros

pequeiiisimos; en efecto:

1 i dx, \/4~Kz w-67x2 ~ CXx*+1

VO ek (D £ 4)4

< 1
o, D(C+i=c )]

(v.21) 22

f
[% [4“1/52}\1/4-8&"%%

A
S

= ek RERCO e
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Del mismo modo se tiene:

S V4 2Y1-CxF — CX* +1

N -ca esth*(D £ (x5 -1) )

1

/;x{ \//zcxﬂo"';l/xf Cx? }p{%

. 4( )(4;; )L’;ﬂ(uc)

<

< 1
cosh D (1-0)

1
2 Lot G 16 10°)

(V.22)

Debido al cosh en el'denominador, (V.2l) & (V.22) representan

"nimeros muy chicos''.

Asi pues para todos los propésitos prédcticos, se tiene:

(V.23)

A =z (13828) 63 , 6] J

i F/‘b ﬁF b
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