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La estabilidad de un plasma cilindrico con corrientes es es-
tudiada usando las ccuaciones de la magnetohidrodindmica no-
ideal en un campo magnético sin cizalle. Se muestra que pa-
ra cada modo m hay cuatro estados marginales estacionarios

los cuales, bajo ciertas condiciones, conducen a conveccidn

estacionaria en gran escala, tomando en consideracidn efec-

tos no lineales.
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INTRODUCCION

Conveccidn, o movimientos de plasma bien organizado han
sido estudiado por muchos autores. Los primeros estu-
dios son debidos a Tinofeev(l) (1965) vy Simov(z) (1968)
quienes mostraron que en un plasma parc;almente ioniza-
do los modos convectivos son originados por la curvatu-
ra toroidal y los neutrones producen la disipacibén re-
querida. M&s tarde, Kadomtsev y Pogutse(s) mostraron -
que los modos resistivos producen celdas de conveccibn.
*)

Dawson y Okuda (1973) mostraron la existencia de con-

veccibn térmicamente €eXcitada causada por modos de de-
riva. La formacibén de un cuasimodo de larga extensién
espacial ha sido propuesta por Roberts y Taylor(S)UBGS).
Posteriormente, Wobig (1972), Maschke y Paris (1973) han
mostrado que cuandé el plasma es inestable al inter-
cambio magnetohidrodinémico, viscosidad y resistividad
producen conveccibdn en un campo magnético sin cizalle.
Dagazian vy Paris(a)(l977) mostraron la existencia de mo
dos estacionarios tipo conveccidn en una "slab" de plas
ma con un campo magnético con cizalle. M4&s recientemen

9 10
te GComberoff y Hern&dndez (7,27 (1981) probaron la exis

tencia de conveccidn estacionaria en un plasma cilindri



co como una consecuencia de la viscosidad y conductivi
dad térmica. Los modos convectivos ocurren para nfme-
ro de ondas grandes y campo magnético sin cizalle que
satisface Bo/Bz >>1,

La estabilidad de una co;umna de plasma con corrientes
limitada por paredes conductoras en presencia de un cam
po magnético longitudinal externo ha sido extensamente
estudiado. El primer resultado analitico estudiado fue
debido a Tayler (12) (1957) vy Shafranov(la) (1958) quie
nes resolviendo las ecuaciones de la magnetohidrodind-
mica ideal (MHD), suponiendo movimiento incompresible
mostraron que la tasa de crecimiento como funcidén de
la componente paralela del vector de onda k, , tiene dos
médximos localizados simétricamente alrededor de k, = 0
y se anula para ky = 0. 8in embargo, Gomberoff 4
Maschke (1981) mostraron que no hay solucibn lineal en
la regibén central del espectro si se supone el plasma
incompresible.’ La compresibilidad cambia la forma del
espectro de tal modo que la tasa de crecimiento tiene
un méximo simple en k;,; = 0 Yen el rango inestable de
k 4, los valores permanecen inalterados(ISAB)-

Se obtiene una nueva situacibén cuando efectos no idea-
les tales como, viscosidad, resistividad y conduccidn

X
térmica son considerados. (Gomberoff y Palma ( )(198M.



Aln cuando los correspondientes coeficientes son peque-
nos, los efectos no-ideales juegan un importante rol -
para perturbaciones con k, = 0. Esto es, la viscosi-
dad y conductividad térmica tienen el efecto de remover
la singularidad en kll = 0 del movimiento incompresible
ideal. EIEsto ocurre para BO/Bé>>l y'Ikzla >>1 donde a es
(9,10)

el radio del cilindro Yy kz es la componente lon-

gitudinal del vector de onda. Ademds, cuando el produc
to de la viscosidad y la conductividad térmica alcanzan

cierto valor, el modo con k” = 0 se convierte en modo

convectivo.

Por otro lado, resistividad y conductividad térmica tam
. ud L. (11) .
bién producen conveccidn . En este caso, la singu-
laridad en k, = 0 del movimiento ideal persiste, pero
el modo marginal se convierte en convectivo cuando el
cuociente entre resistividad y conductividad térmica to
( 11)

man un valor dado . Dsta situacibn ha sido estable-

cida para By ‘ '
P - << 1 Y |kz| a <<1.

En esta tesis se estudia los efectos combinados de vis-
cosidad, resistividad y conductividad té&rmica. Se mues
tra que hay 4 estados‘mafginales estacionarios, todos -
ellos resultan en conveccibn estacionaria en gran escala a

jo ciertas condiciones andlogas a los 2 casos anteriores.



ECUACION CINETICA PARA EL PLASMA

Consideramos un plasma compuesto de N electrones movién

dose sobre un fondo fijo de cargas positivas.

Sean X; = (Ei, 51) la posicién del i-é&simo electrdn en
el espacio de fase donde Ei, Ei son variables canbni-
cas conjugadas del hamiltoniano del sistema. Por sim -

plicidad tomamos la interaccidn entre las particulas de
rivable de un potencial escalar ¢ (Iq_i - aj' ) que de -
pende de la separacidn relativa de los electrones (i, j).
Ademds consideramos -un potencial”u(ai) de interaccidn sobre
bre cada electrdn proveniente de la barrera de potencial

en la frontera del volumen en el espacio de configura-

cién y un potencial FrOmediado debido al fondo de iones.

Definamos ahora la distribucidn de probabilidad reduci

S
da FS/V :
Foo(t,X < ; ax = probabilidad de que las par
S r’ N AL L L S -
o} + ticulas 1, 2.., S estén en

los entornos dX;, .. dXS de

los puntos X;, ... X

Luego fluye la definicibén de la distribucibén de probabi

lidad D (Xp, ... X, t)

n



P Probabilidad de que las par-
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:jv
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ticulas 1, ..., N estén al
tiempo t en los entornos
dX ; wse dxn de los puntos

X oeey Xn respectivamente) .

Del teorema de Liouville dD(t,X ,..., Xn) =0 (2.1)
dt
Se sigue la evolucidn temporal, o equivalentemente usan

do corchetes de Poisson definidos por

{A, B} = 3— Aj3— B - 3— A 3— B
94; Pj P i

donde d— = V=

Iy q;

; Y se usa la convencidn de Einstein

para la suma de indices repetidos.

Se obtiene

3. D(t, Xi,een X)) ={HW,H.X&,INt“..XM
(2:2)
en donde
P2
H= I { = + U(g.) H+ = o (|q.- q.) 2.3
iel, 2m 1 i<jen i 35 (2.3)
donde I, = {1, 2, ...,k}

k



Integrando (2.2) respecto a Xs+| Xn y multiplicando v® se
obtiene
% s p? " a
2 = B 1 H d . e ® x +
st Fs T g1 Vo Jeen Saand {_1 + U (qi),DlS X, 1o e
n (n-s) 2m
integrales
& S —
+ . ) v fesa ' was ( . - Do dx ... dX
1¢1 <J KN (n-s) {q)‘ql qJI ﬁ] l+s n (2.4)
integrales
Equivalentemente
(S :1§1' ¥ e F oesn P By 3
s {m +U(qi); D& dXs+1"° dxX_ +
X 8 Feso Jamg [P, —
: ' ; +
1+s<i<N v (n-s) {2%-+ U(qi)' DS a Xs+1 dXn
integrales
% S | B, = g% .. dx_ o+
e Potgs I R | {<M|qi qjl),Dk ax_ ax
&5 (n-s)
inteqrales
L S S q. - a.|): ﬁ co. ax_ o+
¥ g2 \Y% R A { Mlqi qjl),D ax_, | ax_
S (n=s)
integrales
s+l & < n =
5 ol S . {q)(IEf.—q_-);D ax
st 1< i< j<n (n-s) 1 ]| S+1°°" an (2.5)

integrales



Integrando por partes, usando que D ———= 0 se tiene
X, = o

1
p’ B
F= +U(q.);Dl\ ax; = 0
2m +
(2.6)
) {(b(lqi - a >;D\1 ax;ax; = 0

Luego el 2° vy el 5° términos del segundo miembro de (2.5) se

anulan. Combinando el 1° y 3° término se obtiene

s . z J 2 = T =g "
(n-s) S —4 <i<ij<s
integrales Zm

. _ X _ _ _ |
dX1+s wam ey = {iel {Pi + U(q-)} <p(|qi-qu;Fs (2.7

.

Usando ahora la simetria de D (t, X, ... X ) respecto al inter

cambio de indices el 4° término se escribe

S = = =
.Z VT (N-S) ... fc... I {@(|qi = qshl);DEdXS+1 ‘5 an =
iel (N=E)
integrales
= N"S f Z Q(D(Iql - qSh l) ; FS+1& dXS+1 (2.8)
v 1€ 14

Luego (2.4) resulta

BtFS :{HS;FS\ + Ij_—__s;_f){g[ ¢>(|qj.L -qs+1|); Fs+1 dst (2.9)
\Y S



donde

o, = el RN ) ci<ics o(la; - qj[) (2.9)

La cadena de ecuaciones inteqro-diferernciales (2.9) es equi
valente a la ecuacidn de Liouville y conserva sus propieda-
des, por ejemplo su reversibilidad. Sin embargo, hay solu-

ciones de la cadena que no son una funcibn distribucibn.

Tomando ahora el limite termodin&mico N, V >®con No =:N/V

fijo y finito, haciendo la interaccidn con las paredes des-

preciable y el potencial debido al fondc iones aproximada-

mente constante.

En tal caso la ecuacidn (2.9) queda :

: B . F N Z - s
9 IS = ﬁ“s’ ISH + do deu+1{ieIs ¢(|q. _ qs+1|); Fs+1§ (2.10)

Para obtener soluciones de la cadena que correspondan a fun

ciones de distribucidn haremos la hipbtesis fisica :

F, (t, X, ..o. X)) -1 F,(t, X;) —

({2411)
o ij=
il qa;

2
q.

|=>
J

conocida como"condicidn de debilitamiento de la correccién”.



Evaluando los corchetes de Poisson y escribiendo los dos pri

rnercs términos de la cadena (2.10) obtenemos

x)tf_ " + Pl :\q Il = nO fDEj‘ (t)lz 35 f2 dXZ (2.12)
_ 1 1 i
m
g p Eo= f—a = * 5 . 0= )f =
8 F, + Fy o=+ 2. 3 y Lo ( q1¢1 1 q b, D, ) ,
m 1 m
L R L T TN P At (2.13)

Los valores de espectacién <...» de las cantidades medibles son calcu

dos en términos de f, y f,.

Buscamos ahora un método que permita obtener f vy f, sin el

conocimiento previo de f3, fq, ... , es decir, una manera de
cortar la cadena (2.10) de ecuaciones integro-diferenciales.
Sin embargo, afin no ha sido probado que un tal método sea co
rrecto. Aln en ausencia de buenos argumentos haremos una ex

(25)

pansidn basada en el método Mayer Cluster para cortar

la cadena.
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Si el sistema estaba aislado y en equilibrio térmico, Dn seria
constante y uniforme sobre la hipersuperficie de energia en el
espacio de fase de las N particular. En la mecdnica estadis-
tica clasica uno de los resultados mejor conocidos para situa-
ciones de equilibrio que cuando N —> fs puede escribirse

en la forma

fl (Xl) = f]_ (X]_)

f (XX)=f (X)f (X) + P(X X))

2 1 2 1 1 1 2 1 2

f (XXX)=f£f (X)f (X)f (X) +f (X)P(XX) +F (X)
301 2 3 11 2 3 1 2

1 1 1 2 1 3

P(XaXl) + fl(Xg) P(XéXl) + T(X1X2X3) (2.14)

Es llamada expansidn en "racimo" de Mayer.

Excepto por términos O (/ﬁ) f es una distribucidn Maxwelliana.
1

£ = 1 o~ P?/,mkT (2.15)
1 ( zﬂmET )3/2
P, T, ... son llamadas funciones de correlacién, y la expan-

sién (14) es aplicable en situaciones donde éstas son peque-
nas en algln sentido o no importantes relativas a las partes

principales con f1 s
2

Fisicamente es posible entender esta situacidn pensando las po

siciones en el espacio de fase como dos variables al azar, des
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critas por una cierta funcidn distribucidén de probabilidad,
P representa entonces la dependencia entre estas variables.
Esta situacibén es vadlida en sentido de promedigs ya que la

posicidn de las particulas en el espacio de fase son dis--

tribuciones deltas bien definidas.

Esta Gltima analogia es clara para un "gas molecular", 1la
fuerza entre moléculas se anula a pocos angstroms de se-
paraciébn. Si la densidad del gas es muy baja, el promedio
de la energia cinética de una particula es mucho mids gran-

de que el de su energiapotencial.

Ezsto sugiere que si Ial - §2|>> rango de la interaccibn,

la particula 1 no tendré'"informacidn" acerca de la posicibn
de la particula 2. Sin embargo, si la particula 2 est8 su-
ficientemente cerca de la particula 1, su movimiento afecta
r& al de la particula 1 y las posiciones en el espacio de fa
se no pueden ser prescritas independientemente, Pero a ba-
jas densidades, la fraccibn total en el espacio de fase don
de P es no nula, relativa af f1 es muy pequena, y en forma

1

intuitiva es que esta afirmacibébn es mads precisa cuanto menos

denso es el gas.

La nocibén que P es despreciable comparada con fxfx y la co-
rrelacidn ternaria T es pequena relativa a Pf1 estd bien mo

tivada en este caso. La estructura de (2.13) sugiere que -
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este ordenamiento de las cantidades podria ser la base de

una expansidn para una situacidn de no-equilibrio. Esta

(25)
es la idea original debida a BBG6KY.

La situacibn no es tan clara para interaccibn coulombiana,
dado que ¢ij es de largo alcance, y se podria esperar un

par de correlacidn del orden de la funcidn distribucibn pa
ra una particula. Sin embargo, sobre casi todo el espacio

de fase de dos particulas, (el hoyo en el cual esto no es
_1
), la cantidad P/flf1 es del
_2 _®

2
_ 3 2 _ — -
orden de g = 1/n Ly donde Ld = kd Kd = KT/4HnO e , k

constante de Boltz mann, T temperatura, y para un plasma g

cierto es del orden de g? ng

es en general muy pequeno. Esto es cierto a pesar de ser
la fuerza coulombiana de largo alcance. Esto es entendible

debido al efecto de apantallamiento de Debye tal que, asocia

do a una carga hay un racimo de cargas de signo opuesto las

cuales transforman el potencial - en uno efectivo de la
r

-k Y
1 C K

. . [ — 2
forma P, Un tratamiento cuidadoso paralq -q |>>e"/kt

muestra que el par correlacibn es

P 2 ek la -a | £ (F) £ (F) (2.16)

— 1 12
la, - 4q,l

donde f; es una distribucidn Maxwelliana. Y observamos que :

Lim P(X X ) = £ (X )f (X))

1 2| (2.17)
equivalente a la condicidn de debilitamiento de la correla-

cibn (11).
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Luego excepto en un pequeno hoyo en el espacio de fase para
2 particulas es una excelente aproximacibén en equilibrio tra

tar P/f { como una cantidad pequena.
1 1

La esperanza es que tal situacibn sea aplicable para situa-

ciones fuera del equilibrio.

La aproximacidn de Rostober y Rosenbluth es esencialmente un
procedimiento de expansidén formal para (2.12) y (2.13), en
la cual O(T) =g (0(P) =1y (Q(f ) = 0. Entonces guardan
do términos de (J(1) y (0(g) permite un sistema cerrado de
ecuaciones para f y P. Entbnceé haremos una expansidn ra
cimo de Mayer para el sistema fuera del equilibrio, de don-

de

9, t1 + D, .35 fl = ng IRQ. ¢y, 851 £L(X)f (X,)dX, +
1

N, f3g $12 - O P (X X,)dX (2.18)
1
3, + P 3 +P - + 9 @)
t - — P(X,X = - 9—
( _ g or g, PK) (g bre - 35 7 9,8, R,
Lpl (X )£, (X5) + p(xlxz)]
+ 0 (dX,f (X,) aalq>13 . 351 + (1<—>2) P (X,X,)
+ no{8§1 £y -f'c)c-Il (1)13P(X2X3)dX3 + (1<—>2)}
¥ nof{aal ¢ - 351 + (1 <—> 2)} TEXXX,)dX,
(2- 19

donde ( i <—> j) significa una expresibn idéntica, pero (i

permutados.

v 3)
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De la aproximacidén de Rostober y Rosenbluth se tiene

O ) = Ulg) Oe) - Olm) - g - gy - @20
VANSE = S VAR n p)c
j ()) :) (J
Esta asignacién de &rdenes tiene un elemento de arbitrariedad

y son motivados por la fisica més que por la matemdtica. El

supuesto que permite cerrar el sistema es que { (2 = 0 (q).

Reescribiendo (2.18) y (2.19) bajo los supuestos de Rostaeber

vy Rosenbluth, ahora en (i ’19) en lugar de (g,)g)
WED I = [l
XL) Cl)P;Lh)L = p ’: v ))(; )L JSVI ]'5

(2.21)

Tenemos finalmente

Wb | Jin 0 4, pn;()] V) - %%jg%>¢,c)qp By, v 22w
hrf)(‘(9+(§7.)'«)x’\’+\’1.:"))(}))*) = m\.) (f ‘) (t BJ g(X,,w’,)f(XZ \/z) + -‘H(P&ds\/ ‘ftﬁﬁl\/s)%?(j )** ]H2>] p

no

Tomando el limite g —» 0 (equivalentemente e,m,l/nO—y 0)
en (2.22) y (2.23) obtenemos la ecuacibn de Vlasov o ecua

cidén de Boltzmann no colisional.

R LEEY 2,0 =0 (2.24)
i

donde

o 2 3 - (2.25)
Cek ) - mﬂd W oy 0,00 )

ﬁ[NHud&’%ﬂmwﬁkﬂ%P@ (1=2) § @2
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es el promedio de la fuerza eléctrica sobre la particula 1
debido a todo el sistema, en este sentido se dice que en un
plasma son mds importantes los efectos colectivos que las

fluctuaciones locales.

En el caso mds general (23), presencia de un campo magnéti-

co, un tratamiento anflogo muestra que en este caso la ecua

cidbn de Vlasov se escribe :

~>

[0+ V- 07 +B2 . o, ] ﬁ -0 (2.26)

m )

=)

# Y -2 -
donde : .- e (E. Vxﬁ>> (2.27)

es la fuerza de Lorentz
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1o

ECUACIONES DB LA MAGNETOHIDRODINAMICA

En el capitulo anterior dedujimos la ecuacidn de Vlasow
o Boltzmann no colisional a partir del método debido a

BBCKY, (23) y é&sta serd nuestro punto de partida:

Lo »vv\w-\g'k@éb-avﬂ]{ = g . 3l

28]

Multiplicando esta ecuacidn por una funcibdn ¥(V) cual-
quiera e integrando en todo el espacio de velocidades

tenemos

2L(n<2) + 9 (Ve R) S E V) op t 2= 0 (3.2)

donde el promedio < 't/ es definido por :

Y- {:”' J LIBL Lﬁ(v)_r ->\f L) (3.3)

Nt
et ) = Jf(n Vg

Caso 1 : kff*(f) = 1, de (3.2) se obtiene

1 * g
con la densidad de nfimero n(i,t)

I+ D (wev>) =0 (3.4)

ignorando ionizacidn y recombinacibén. De donde iones

y electrones la ecuacidn (3.4) se escribe

de W + v (l)d (\Zi) ) = 0 (3:3)
con

L,



1%

Haremos la descripcidn de un fluido para lo cual de-
finiremos densidad de masa vy carga,y no trabajare -

mos con las densidades n;, y ne

Def.
densidad de masa . Zjndymd (3.6)
ot
<Uvs L Znemycy;
o .
densidad de carga GUT‘Z—HJCL {37)

3)‘_‘: ZVMGJ4\4<>
ol
y luego de (3.4) y(3.5) ohtenemocs

gy & (3.8)
*)LSJF Vz(fus-”:()
> ) -
QA+ w. I = () (3.9)
Caso 2 :'T(%) =V sustituyendo en (3.2), tenemos :

% (n <V >k) - o<V Vo)~ nerg . >x3 )= O (3.10)

m

donde : 3 4 =5 A -
v.(ﬂ “~V \/>> = C)J 9](”( \/‘\/J>> (3.11)

Se usa la convensidn de Einstein de suma de indices

repetidos.
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kn la aproximacidn 1 fluido multiplicamos (11) por o,

Yy sumamos sobre 4

=)

)'("’ n,m ~‘\f‘>)rY}_ Z'hnu<\{, v, > . L V’JVJ(E"‘\-W‘ -"))"O (3«12}
A

4

A
Def. | _ 0+ o % . velocidad de masa(l3 13)
Luego /" Mo Ma( ¢ \:\}; > — O (3.14)

v

insertando (3.13) en (3.12) tenemos

-)

) =7 , A - _ - - < = ) .
AWQO) O R Znmy, G ) S 0E-Txbe o (3.15)
A

Sustituyendo (3.9) en (3.15) obtenemos

) —) = -) Y (.—.‘i ~) '—7) o )
ﬂ‘)eh - V)’L( = - V.0 + Jr B (3.16)
con o (3.17)
Fe 2 ey WL
_ ;, 5 4y "

tensor de tensiones.

—) s
El término V- T tal como se demuestra en el trabajo
de S.I. Braginskii (21) puede ser escrito como

oS ) ) \, _ o "
T =P lorox vy Iz h ( V)/Dx-ax- V)
* J

P

3 (3.18)

dondet« es debido a los términos no diagonales del ten-

L 4

sor I, llamada viscosidad magnética, h es una funcién
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2 >
que depende de V y las segundas derivadas de V.

Fn el apéndice 1 se muestra que la viscosidad paralela

puede ser despreciada en este caso.

Luego con este resultado ‘introducimos (3.18) en (3.16)

para obtener

) ) ’ ) =i -) ~) = -
SI(JL‘ U-\/\'U\ R A ’)4 = ‘/«(_LDX(O{/L() = 0 (3.19)
Ahora multiplicamos (3.12) por ¢, y sumamos sobre todas

las especies.

- —) -) ~) = L - - -
J I VLN L e, - I (Becisa B )= O (3.20)
: ot Wa

Haremos las siguientes suposiciones para simplificar

las ecuaciones

1) Plasma bi-componente, electrones y protones ( me &« n;)

2) hyva = (cuasi-neutralidad) (3.21)

con estas aproximaciones

- ) e
i) Z H'J Ny £ V.,( > v h(m‘une) W h Wll u (3.22)

Ademés :

o i =4 (3.23
~ Mg <Ve e+ mdVvive =  J )

De (3.22) y (3.723) se cbtiene

=)
(vys= Uy me I (3.24)
Ve, ”C

) :)
g 3= W - s
< Ne
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Luego
, = <Y = = , . ~) N - -) -
i) VDV Y= U< WP U + U LW D dw 74w > (3.25)
> 8 2
<w y = me& 3
T m
4 ) 3 T
We 2 = = —e
e | (3.26)
Pero,
. =2 T -»‘*5 - 02 o 2 &
i11) 9 (TG %) =V (S0 WT)- 28T, 3.2n)
(usando la condicidn de cuasineutralidad 2)
I = -~
iv Zné g"_é'“ v o€ (3.28)
) ‘id(w W) = m; 5 me u‘f - me Te

(Para temperaturas comparables de electrones o iones
)

LT "'“—TQH

07l o) 1 B B L T8
e e
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Insertando i) - v) en (3.20) tenemos

RS s S S VR -

-t PiTy = 'm—ez_(gtj+ V>.(uJ)+ J’)ﬂ)))* NT
ne (3.30)

[::'4-11,: 6] ‘7393115' +

La ecuacidén (3.3) es la ley de Ohm para el flujo de co

rriente, donde

= men, [ne (3.31)

(resistividad del plasma)

Y.

¢, = frecuencia de colisidn

Observacidn

En la ecuacién (3.30) corresponde :

-2

i) E densidad de fuerza eléctrica de acoplamiento.

.. -) =) s =3 ~> ;

ii) b L 2 BF densidad de fuerza ma
Wal - 358 = Veu B g
nética.

" i =) .
iii) £+ Vé v D densidad de fuerza de Lorentz vista

en el sistema de moviemiento de los electrones.
) L= .
iv) léijlﬁ‘ densidad de fuerza debida a gradientes de pre
a =

sién (es dominante la presidén de los electrones).
)
V) /n . densidad de fuerza de friccidn.

vi) %g)[atj’#f;/ﬁfi‘j J)] es la inercia de los electro-
nes.
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La forma simple de la ley de Ohm desprecia los 398 y 4°%
términos de la izquierda de la ecuacidn (3.30) y el pri -

mer grupo de términos de la derecha

5 —>

E+ Web = 7 (3.32)

Aproximaciones

En nuestro sistema el movimientc del fluido es dirigido
por gradientes de presibn, y en el limite donde el movi
miento es masivo, la velocidad del fluido estd dada grue:

samente por e g >
Clw o) i — vop
(3.33)

escribiendo la ecuacibn de estado p = nkT (3.34)

vélida en nuestro sistema en un amplio rango y ademés

§ v onong, , Obtenemos WU~ (](%M’J , donde

o (k1N 3.35
\/“l,l - ( I/'”« ( )
la velocidad térmica de los iones. Usaremos esta rela-

cibén para estimar la magnitud de los términos despre-

ciados en la ecuacidn (3.30).

i) La fuerza magnética comparable con el gradiente de
& —) 23 -
presion ) P~ D G estardn fuera de nues-

tro interés.

, - ) 2

Escribimos Te ¥ Py v P, ~ ”'”;Mn' , comparando
e

este término con el retenido de la forma n x B, el

cuociente es

H\7 || | e Vv M VZ v Vin . (3.36)
¥ L i \L‘» L _l:_._ .
/ﬂl ’17&9 éZﬁ_ﬂj L
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iii)

5

Donde L. es le& longitud de escala tipico; IZ;T ne,

son los girofrecuencia y el radio de Larmor respec

tivamente.
Luego podemos despreciar el 3€re y 4to términos de
esta ecuacidn s n.,; « L . Tratamientos

que toman en cuenta estos términos se llaman trata-

mientos de "radio de Larmor finito".

)

—-)
Estimando 7 de 51[)v<9 ' tenemos :
y = Me g, ) Wle M (3.37)
]]/\U‘U net zoL Vb ( LSSZZ

donde 7 es la escala caracteristlca de tiempo del
movimiento. Generalmente mg « my . &1L )1212’>i

~)
luego despreciamos el términogkj .

Andlogamente

I . LZ’?)\\/”‘ 2rgn ~ e M?{;,Lvﬂi,; N V:f ZnL) (3.38)
Dadc que YH(AHC« 1 estos términos son afin despre-
ciados en las teorias de "radio finito de Larmor".
Luego de la condicidn de cuasi-neutralidad y las
aproximaciones i) —s 1iii) 1las ecuaciones (3.19) y
(3.30) se escriben :

g('JL + . \5) *[8 = 31 }3 *'\?7) P_ )u Sf’ (ﬁx'f(f) (5.39)

ErixbB= 77 (3.40)
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2y 2
Caso 3 : LH\/)r ve/ o, , sustituyendo en (3.2) obtene-

D (L L)1 9 (n e Vi) =

i\i

<v> (3.41)

Multiplicando (3.41) por m, y sumando obtenemos

-

- g )y e - H s ) - =)

QP+ SV (SWR L 2pW+G) = (3.42)

Donde

i) _ s
9 - Z ey L Wy P (3.43)

q : representa el flujo térmico de azar debido al mo-
vimiento azaroso térmico.

L TN > : tasa de cambio de la energifa interna y
la energia macroscdpica de movimiento.

= (S'uz ﬁ : energia macroscdpica "fuera de flujo" a

. -
la velocidad macroscédpica U.

ii (% P-ﬁ?) : energia interna "fuera de flujo" debido
a la separacidn o conveccidn a la velocidad macros
cdpica.

.._) ’/)

Y E : conversidn de energia eléctrica a mecénica.

Integrando (3.42) sobre el espacio con borde en infinito,
el término con divergencia se anula, obteniéndose :

(7&8( \)Lgu B - S (3.44)

v

ecuacibén de conserva016n de la energia.
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Del teorema de Poyting tenemos: (22)

Vol Evd ~ (3.45)
= _\?’(‘}u Exo ) - ‘in 2y (E°+ &)

De donde (3.42) se escribe

: i ) - (3.46)
D4 L ‘:L ./.1 e 08 SN
atkék’*-&%r ﬁ*%‘()+\7,(5‘%bf+

NG

" bt ~)
fu’-rﬁ[ +i&E’xL‘)>: o)
La integral de volumen de la ecuacidn (3.46) da la con
servacidn de la energia total.

Ahora (3.42) puede ser escrito como una ecuacibdn dife-
rencial para la presidn. Usando la ecuacibébn de conti-
nuidad y la ley de movimientos obtenemos

. A il -) PIEWE S - o - )

P (Su Y V(U T) - T AR TR (3.47)

(ver (21) y (23))

Restando (3.47) a (3.42) obtenemos :

- 9] = . ~) -) > -
2hBy - -9 >|>+ b Y W= -G, T (EixB) (3.48)
Z 2
Observacidn
i) t conduccidn del calor

i) T (E«Ty D)~ 7 3% flujo 8hmico

iii) Si 5?_(*_? )l\jZ:: O tenemos de la ecuacidn

de continuidad

0 =(2, + E-S)(P/ng) (3.49)

D' = \3»5/5 (3.50)

Ley familiar de adiabaticidad
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Usando p = nkT y sustituyendo en (3.48) obtenemos

una ecuacibn para la evolucibn de la temperatura.

Ademés de la ecuacibn de conduccidn del calor en

presencia de una fuente tenemos ((23) y (24)) :

Vg WV o 9% {FB]

coeficiente de conduccidn caldrica

o
0
3
o
o®
A
Il

S. = fuente externa,
introduciendo (3.51) en la ecuacidn (3.48) obtene

mos

) (3.52)

Para una discusibdn més detallada de las ecuaciones

magnetohidrodinémica consultar ref. (21) y (22).
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A las ecuaciones obtenidas acoplamos las ecuaciones de

Maxwell
b4 OrE =O © (3.53)
3 + O =0 (3.54)
$ p =90 (3.55)
S g = wna (3.56)

Donde se desprecid el término de corriente de desplaza-
miento en la ecuacidn de Maxwell (3.54) debido a la dog

dicidén de cuasi—neﬁtralidad 2. (Ver 23).

Ahora escogemos el set de ecuaciones independientes que

describen el sistema

3(9L+ Qi&)v% j)y Q,)- \5)}) - M O (9 \-/)) (3.57)
3 §e S PP =0 (3.58)
§~+&%L? = %.} (3.59)
# - =) 9] N - ‘) (3.60)
r)t})r V.9 \) o \%; \DZP«+ 6\;4— %Qf«d})o)v

- 5. =D o (3.61)
B +vrg = U
4n 3+ p = O (3.62)

SN0, I (3.63)
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MAGNETOHIDRODINAMICA IDEAL

En el caso ideal = 7 _ L= 0 las ecuaciones (3.57)

(3.63) que describen el sistema son

Yoer v OV = Ixd - P (4.1)

8+ (87)7 0 (4.2)

AENE x"\’)‘ v (4.3)

L+ v D =0 (4.4)
.o, e = 0

prOre = (4.5)
-} 2 ___v‘

Ve =0 (4.6)

T e = (4.7)

El sistema es una columna cilindrica de plasma en un campo
magnético longitudinal. E1l campo magnético en equilibrio

estd dado por

V) 2\ 2 A
b (%)9 + 02 - (4.8)
& (\rt Zt)uU() é/ {/(J n}zc«/ (K,L I) ‘f 7‘) w)/l 7)'60),(,61/ de. f‘[/‘f&%ﬂbaqcmj({'ﬁfyﬂh
a) MOVIMIENTO INCOMPRESIBLE )= qJW+f;Hu‘ ¢t
I. Orden Cero : o ¢ &K L‘
7L o . L\ ¢ n (4.9)
A PRV TR A
Z< Q'> l - (0)
Usando la ecuacibn (4.1) suponiendo .V =0 se obtie
ne
SN A (4.10)
¢ e o

4T

donde PO es una constante,
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La transformada rotacional g es una constante y por

lo tanto, el campo magnético no tiene cizalle :

)
Q— 7WW1 _ 24 (ﬁ
f“) L H= (4.11)
El resto de las ecuaciones (4.2) ---- (4.7) se sa-

tisface autom&ticamente

V9= 0 (4.12)

Orden Uno P

Siendo (@ ¢) coordenadas ciclicas supondremos que

la forma de las cantidades perturbadas es :

Lopd) oalme kg ewt 4.13
}-=nﬁﬂ2)' i{‘” L ’ ( )

Yu) -, _)
i) 2 vV wvt? 02 g (4.14)

& vector desplazamirnto.
ii) [ \)'J ‘) J~)‘\\l):( )'b )> 15 \/Xl‘/ )x )(U)

\ YA <P\
~”\7( u/)‘ﬂ) (1} \7>J'+(JM~V>15

R A L R O A S N EP A
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) _/7 =) ) /. ) A A (1) A
(3" >ﬁ _ %% ﬁhli)- 59’\H

\‘53 L;/‘)VN’;)’Y”,« - 12 (g p;) , L ’“(m uq‘)b Z(BL>1P“‘ ﬁs)'ﬂ

(4.15)

iii) De (4.4) y (4.5) se tiene

- ) g

=) .,T) 5 - - -) P -2\ 2
ol = Sx(IaB) = P(VE)-p($V)+69) V- (. S) B
20 _ (p@ 2 ) W) SU) o\ P =)
) 'ZJ - ([1) '\7>v .—(\/) ; v>b' ) - 1(1)%(”17'10")\/"’4_ ﬁ(\/,:“é' -—Vg)l?)
“
(8- )
De donde :

gu)f_ lg%(upuﬁ>gu) (4.16)

Luego sustituyendo (4.15) y'(4.16) en (4.1) obtene-

mos :

St e L PEEI- (% e} o oy .0 83T G

Definiendo : A - ,
efinien u)r'VQEEZW %&LO
(4.18)
M)
= %ct(w) ))

a's
La ecuacidn (4.17) se escrlbe

[ ]S P 2 g s g 5,8 Y (429

Pero,
. —) \) W)
MHVV:DH(SPn%ph f 4

M) (4.20)

- ‘an\'ﬁ -5 pes tik P :
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Sustituyendo (4.20) en (4.19) y separando en coodenadas

[iﬁ+(MwujL} %, -D\;“) " o\
5, | _ 2 wm-ng)) 4
} I \ @>v@ (4.21)

i Al i (N /1(.) [

LWl (g o, = - e ng) ;n‘
A 1 N

1 ) T4 (LH‘)LO/?\X(‘JLT - -'ll(_ ))(I)

Definiendo

Oo = 2 lwm-nq| (4.22)

B (4.23)
A= L% (mng) 105 )

De (4.21) obtenemos

o . Yoy A
3= % A P o pl

n
A A om Ay 1) (4.24)
30:13‘),&)})*‘)—‘)"“}(‘1
5 400
-I'_j ]L x (‘% )v1 =2y —_
Usando la condlclén de incompresibilidad Av4 5 =0
se tiene
YAENQ! 2 20
\Y f’( " LQ"QZP = 0 (4.26)

% Jn(n;)n V ) [jk JB{-I rw ]P O (4.27)

&£ = knm (4.28)

Definiendo
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La ecuacidén (4.27) se transforma en la ecuacibn de Bessel

era .
de 1 especie

Locdog PN (- )y o (4029

Con solucibn

}3(1) . o( 3)”(1/> (4.30)

La otra solucibén linealmente independiente de la ecuacibn
de Bessel es la funcidn de Newmannvnﬂn(X>, sin embargo, es

singular en r = 0 y luego hay que eliminarla de (4.30) la

solucidn general.

Condicidbn de borde

Dado que el plasma estd acotado por paredes conductoras,

N’

Gy h=a) = 1 (4.31)

Usando las relaciones de recurrencia para las funciones

l( ).

de Besse

j'h—g (X) 3)}144 (X) 2":?' ‘S:V) (l>

:)—mq(x.) "jmﬁ(l Qd% Jyz(l> (4.32)

De (4.31) obtenemos

1]3:\} W%P 71:0 (4.33)

Usando (4.32) se tiene : ek

o (4.30)
pei \[%I» {Jm@ a j;m('z) l] f mu jm()zc&\/%2~l ): O
o byt
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De donde S5 \k\ a 721 se obtiene
. — (4.35)
MO, T be Vi) )= O

Luego la relacidn de dispersidn resulta de (4.35)

baV Ty = Zm (4.36)

Donde Zm es el primer cero de la funcidn de Bessel de or-
den m.
Sustituyendo la definicidén de U, (4.22) en (4.36) obtene-

mos

A2 m-nq | bl , ,
w sl LB (Lm—’ﬁﬁ\l

2 (4.37)

/\
Y observamos que w= U ara m = nqg, sin embargo :
q p q

= |V = ? \wi-n¢ >
AQ Zm LN\M W 1’\&\ hq — m o
- )
-1)
y dado que vxqf‘u)fz de (4.24) se sigue que cuando m— ng,

una perturbacidén finita de la presibn produce una velocidad
infinita. Esto significa que no hay solucidn lineal al pro

blema si el plasma es incompresible.

En la magnetohidrodindmica ideal, sin embargo, la hipbtesis
de incomprecsibilidad debe ser abandonada cerca de valores -
racionales de nq. Por otro lado, el plasma permanece incom
presible cerca de los modos marginales inestables, es decir,
de nqy y nd, (Ver figura i). En otras palabras, la compre
sibilidad depende de k” =m-ng, como veremos en la siguiente

seccidn.
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b) MOVIMIENTO COMPRESIBLE

Primero mostraremos que cerca de los limites de estabi-
lidad, es decir, cuando ng toma los valores nql’2 = m S‘
)= 2\la /2, (4.39)
(Ver ecuacidén (4.37)), el plasma siempre es incompresible.

Consideremos la ecuacidén (4.1) para W # 0 pero suficiente-

mente pequeno. En este caso la linealizacidn de (4.1) resul
ta
O] L A a) . ) A 2 _.2
LTI RO R ot T RIWG B SRV ROL A1 (%),
e ey v ! ‘;776(1 ))
(4.40)

De las ecuaciones (4.4) y (4.5) se obtiene

~)
(1) ” =2  Frf= =
AL 1%2? (M'*ﬁ) 3. B 4 > (4.41)

v

Las componentes de (4.40) pueden ser escritas en términos
\ -)
Bl _

de y de la misma manera como las componentes de z, fueron

escritas en (4.24). Usando la ecuacibén de Maxwell (4.6) se
encuentra que satisface la ecuacidn (4.26) hasta orden w.
VZ?UR%E%%2@W:? 0(w> (4.42)
Por lo tanto, en el limite w ---9 0 el campo magnético
perturbado ‘B“\es idéntico al obtenido en la seccidn an-
terior a) bajo la suposicidn cﬂ i:TCD . Luego la ecua

cidén (4.41) implica que para w = 0, el vector desplazamien
) - =)
to 3 estid dado por las ecuaciones (4.24) y \D-9=(0 (No-
-~
tar que en este limite, es decir, w = 0 con m #nq 4 es

=
infinito, considerando V = 0)
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- ) "
Dado que Vg =0 en los limites de estabilidad, pode-

=) =)
mos usar el hecho que V-9 es pequeno en una vecindad

de estos limites para determinar la relacidén de dispersidn
para modos compresibles en esta regién. Entonces, en pri-
iy =P

mera aproximacidn el término proporcional a V-3 en la

ecuaciébn (4.41) puede ser despreciado y el resultado puede
20

ser usado para eliminar )" de la ecuacién linealizada de
(4.1), el resultado es

=) = i 4() A )

O D Aoz et pO (4.43)

Combinando esta ecuacidén con la ecuacidbén (4.3) para elimi
-~ =)
nar V 1 , se obtiene (ver apéndice A)

’ A o 7
2 L)) '*> (.)OO HL
9 P s g o 22 t '/)‘0) -0 (4.44)
QlU%~m‘})
donde ‘ 5 L
(g i )@J;_ (©) )
: > v p 1 (4.45)

(o)

Suponiendo que p es una funcién que varia lentamente

2
con v, es decir, R, > 65 A%W') 5 puede ser con-

siderado como constante, la solucidn regular en /L= 0 de

(4.44) es
\gmf od Ty | bn) (4.46)
e b= b (0 l) M-— (4.47)
— 0~ C(,Q(”l”' Ha)?_

Yy LZ en (4.46) es una constante.
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Nuevamente la relacidn de dispersibn se obtiene de la con-
dicidén de borde de conductibidad perfecta de las paredes
( [/l/ﬂ M: (\5 - Q0 >

A : 25n¢ }i‘\z
wi= - Llm-n ﬂ) + ”"—__AL 2 '] (w;-n(
n

) 1
}) . {”;\ {4 (m—n?) b¢t>1 XY ng(rn rt( z‘L-f qm{ }

(4. 48)

De esta expresidn se sigue que compresibilidad, como se
esperaba, tiene el efecto de aumentar la tasa de crecimien
to sin cambiar el dominio inestable de los valores de g.

Esto es ilustrado por la linea a trazos en Fig. 1.

El efecto de la comprebilidad en la regibn central del es-
- = -
pectro donde h”T,(B Y Ly R no es pequena com-
parada con otras cantidades perturbadas, como ya han sido
(17, 15) (17, 18)

calculadas numéricamente y anf8liticamente

El resultado es ilustrado en fig. 1. Vemos de esta figura

que el espectro con dos médximos se transforma en uno con un

maximo simple en ng = m.

A pesar, como se dijo antes, los cdlculos para los modos
compresibles han sido ya efectuados, repetiremos para el

caso nq = m debido a que los usaremos en el prdéximo capi-

tulo.

Linealizando (4.1) y tomando m = nq, y despejando de (4.2)

(4.7) obtenemos
42-’

W? 4, < 6[(111("~)4)+/U 9.4 -2n ‘f}ﬁf\ ] RNIVER (4.49)

donde A - %<iv3- [fqé% & E (4.50)
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Para ﬂﬁkﬁ 5001 , lo cual, para m = nqgq, implica lx a & 1

(ver ecuacidn (4.11)), las ecuaciones (4.49) se reducen a

9n¢u+%\9nu \P%(%‘l“i_ )LL>, @E. L(Lf\:— O (4.51

n?
donde (4.52)
L«l.f n [5!1
La solucidbn regular eny = 0 de (4.51) es :
- J 0 Lmbt 2\ (4.53)
Hm e (-0
La condicidn de borde Q—(r = a) = 0 da los valores de w
en m = nqg

vt 4mld’
A 2%41 (4.54)
Entonces concluimos que la compresibilidad depende del modo,
siendo el plasma incompresible para los modos marginales, y
jugando un papel importante para valores racionales de ng,
donde w no sblo no es nulo,  sino que toma su mdximo.

)
Finalmente, las componentes de ‘3 estén dadas por

gn = %iu” (4.55)

3@‘: al %(/&(3«*') ) 49t - 21 l’

Am

3

_aknt
Amt

L

%L&'(%”)rﬂ>]g9nw;'?)lll
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EFECTOS NO IDEALES DEBIDO A VISCOSIDAD Y CONDUCTIVIDAD

RESUMEN

En este capitulo estudiaremos los efectos de la viscosidad
perpendicular y conductividad térmica sobre la estabilidad
del sistema considerado en el capitulo anterior. Nuestro
propbsito es mostrar que los efectos combinados de viscosi
dad y conduccidn térmica son responsables de la existencia

de modos marginales estacionarios.

En este caso ( n:o ) las ecuaciones (3.57) --- (3.63) que

describen el sistema, resultan

S+ v oW =3, B -9y RACIES (5.1)
d 4+ T-(87)= 0 (5.2)
PP+ v 9p- 4T P-4 = -pV (5.3)
£« Vi 0, = (5.4)
MU+ Ve =0 (5.5)
V. b =V (5.6)
o P - U \\) = [J (5.7)

I. Orden Cero

,__)/ ‘\)

" Dado que V = 0, la Gnica modificacibén a la solucibn
en este orden es de (5.3), en que aparece So una fuen-
te que mantiene el perfil'de presibn en equilibrio, de

donde

vu—%\ (%)Z (5.8)

=i
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II. Orden Uno

Supondremos que el plasma es incompresible, (esto es
JU en la ecuacidén (5.3) es infinito y la ecuacibn
es reemplazada por f?.&””f.c) ), Yy mostraremos que
W¢, remueve la singularidad en h” = 0.
Suponiendo como antes, densidad aproximadamente cons
tante y linealizando la ecuacidn (5.1) para perturba
ciones de la forma usada en el capitulo 4, obtenemos
>

la ecuacién para el vector desplazamiento (A
)

o ”, 0) A =) 5 2
\g w (- uﬁﬁ ] ‘3 )(P() E)‘ Q) ) 2’3’1 7(m 'l‘ )(( é)v )@7(7"(0\/3)

En el caso ideal de MHD (magnetohidrodin&mica) trata
da en el capitulo 4, g tenia la propiedad que vy %
era proporcional a é) (es decir, (4.19)). Por 1lo
tanto, en el caso incompresible estamos tratando con
un campo libre de fuerzas como se ve en la ecuacidn

(4.41) . Supondremos que esta propiedad se mantiene

en presencia de viscosidad. Entonces, escribiendo

s = P> C‘ (5.10)

v P es una constante que mds tarde ser& determina-

da, con esto (5.9) se reduce a

- Ao A A £
Lwe

o Patsmng) ]S = «6’¢>~— a(wng)h9, 0% 6 s, 11)

Donde hemos definido

. -
— (K (2
M ( = 6;) Iz (5.12)

2 = (O PC)D + (mug)®
¢, = 2Im- ng | 2 A= \Q((T‘Z- l)

Definiendo

{5.13)



Escribiendo (5.11) en componentes se obtiene

%1 = A 5 Qn Ve gy pu)%

i D |

(5.14)
¢ LA 1w, D - )H
3@3:"%1 ) TP+ 0o p“
5 - \ 4
5, WA (-0 pY
Calculando é;. §> = 0 se tiene nuevamente :
2 Q)
\V/4 f; L Ko<= 0 (5.15)

Para determinar ]% tomamos rotor en la ecuacidbn (5.11) :

) o 4 ) N\ ¢ ;’7 . . - . N
\)(([@J\“ ”fu) = 7L %”+7k‘k9§~—<’¥% %¥+é an(hcgﬂ>>i
Luego ) )

Z/ﬂ LU ( T -~ Zg LW “"15{,) 7)5 ?)/'l

; . . (5.16)
39 QC? = 421(Lb1-ﬂﬁ)41¢ 3@

e ) (% g A Adg,))

De donde concluimos

p= e (5.17)
Desarrollando (5.15) obtenemos
n ~ Mo 22\ Aay .
3’31 LZ 5& f“ > +»(]A‘ _ﬁL3*> P e== (5.18)

-——T-—‘——]
Donde hemos hecho P &JW\/O?Z») (5.19)
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La solucibén regular en 1 = 0 es Jm (X), luego la solucibén
general (eliminando la singular Nm(X) : funcidn de Neumann)
es

N

P o I (b Vomr )

(5.20)

Condiciones de borde
i) 4. lp=a) =0 (5. 21}
ii) G (N=a) =0 (5.22)

i) Se debe al supuesto de paredes perfectamente conducto
ras y ii) a la presencia de la componente perpendicu-

lar de la viscosidad.

Explicitamente : )\Qn ﬁk”+ %Qj \g”ﬁ/n’@ & O

m,%” ' A(UHI — C)(5.23)
% n P+ O/: In <P n=c,
Y las ecuaciones (5.23) sblo pueden ser simultdneamente va

lidas si : j ' (5.24)
VANt
Ademés de la ecuacidn (5.20) y las relaciones de recurren-
cia (4.32) para las funciones de Bessel se tiene
s pre——
AM,K(EAQVCﬁl\ >::—() (5.25)

2

R R
(ka)®

De donde : (5.26)
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Siendo Zm-l el primer cero de Jm (z).

-1

y para compatibilizar (5.24) y (5.26) exigimos longitudes
\ = 2

de onda A= zhﬂL cortas, tal que :<&a>z))25k‘

(5.27)

Por otro lado, dado que como veremos, m ¥ nqg, se sigue que

la condicibn (5.27) implica el limite tkamwk -
bolp, >>L  (5.28)

Podemos ahora escribir la relacidn de dispersidn que satis
facen estos modos. De las ecuaciones (5.13) y (5.17) se

sigue que
Zlm-n (4 )

e =i 4 (5.29)
W 2*}@ wp CL2+(m—vujf)z
De donde se obtiene
—

W l/’— }3*02‘%}2 * Elf \/#}A&L(Iﬁqwﬁ- Z(M—wf}‘)*(m'r‘){)? .

Donde el signo de la raiz cuadrada se escogib de tal forma
de hacer % real y positivo de otro modo las condiciones

de borde no son satisfechas.

La relacidn de dispersibn tiene la misma forma de los mo-

dos ideales incompresibles encontrados en el capitulo an-

terior.

En efecto
A

w= 0 para m = nq (5.31)

Sin embargo A ) ‘] .
Lo v L)ﬂ_ﬂ_‘i_# (Q((m,,,?)z) (5.32)
()
f&Lk “
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/ﬁ\— Z\WMVwi)(Z:ﬂj)Z +(0((vagjz> (5.33)

- l (5.34)
/1.L Zﬂﬂ%‘l

[y {EAL

I

Por lo tanto : A
Luego % es finito en este limite, removiendo, en conse-
cuencia, la singularidad en nqg = m. En otros términos,
dado que el cuociente (5.34) es finito en este limite y
de las ecuaciones (5.14) y se sigue que una perturbacién
finita de presibén produce una velocidad finita ;ML~:)E

La forma del espectro dada por la ecuacidn (5.30) es mos

trada en la figura 2.

III. Modos fisicos para Jt finito

Mostraremos que hay solucién en este caso para el sis
tema (5.1) ---- (5.7) para Jl finito.
Para estados marginalmente estables (w = 0), de la ecuacibn
(5.5) se obtiene éaé? = 0, es decir-E = —“de ¢ poten

cial ecalar.

Luego, linealizando la ecuacibén (5.5) se tiene

==, ~ . -)
v')\”)( [)_,)(U) = O ¢(4) (5.35)

De las componentes de la ecuacidn (3.35) se obtiene :

‘\/n“) <IM-;)¢}) :—O (5.36)

s ) (5.37)
y ) A)(,” ) )) \/.{ ? (€l

O 3 = 4 o v . br v ‘S
% 1 (m ngr) i =1 2
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Para los estados marginales donde ng # m la ecuacién (5.36)

()
implica V" = (U . De hecho, las tres componentes de V
p

, L 3 e
se anulan en los limites 2 ‘ll — h )//// (’4 4+ <« )
& - q»L &m
Por otra parte, para los estados marginales que ocurren
P . ! “\ §
en nq = m, de (5.36) sblo pueden satisfacer para Vn 79C/,

, - =q) ;
pero de (5.37) esto requiere que V7 v = O

Ahora entonces, mostraremos que bajo esta situacidn, (ng =m
¢ "n) . . _
3% .oV ~ (/) ), existe un modo marginal que satisface

el conjunto completo de ecuaciones (5.1) ---- (5.7) con

K # 0 y L finito.

— )

A -) )
En efecto, tomando w = 0 y ng= m y usando (5.37) V-V uf-C)

la ecuacidn (5.2) se reduce a

MU):_ 2 sz })\4) (5.38)

o)
\/i ) , (,*,"J it

De las ecuaciones (5.14) y (5.34) obtenemos :

. N / ; 10 ) - n AN
Lim (w0 50 ) f(l,L w L B V“’ m VU)J (5.39)

(A . le . N + —
WW;”H ‘ uua’t y, My 2 N
Dado que V es una funcidn p(l), es conveniente expresar

el lado derecho de (5.38) en términos de p(l). De (4.41)

y (5.34) se sigue que

@))\ﬁ)f Lim (" RICI7 f,)<”'> — 1 /u_L LB, o) (5.40)
" Qa — %

lk)fml W Z,&C\U
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Reemplazando esta eXpresién en (4.8) y usando el hecho que

%(l) satisface (5.15), se tiene (ver apéndice C)

2
ViPTa g v (5.41)

Usando el valor de equilibrio para la presibn, introducien

o)

do (5.34) y (5.41) en (5.38), se obtiene que si se satisfa

ce

s __3__ (o)
ok = ™ tn F /HT@ (5.42)

entonces también (5.38). Por lo tanto cuando esta relacibn
A

entre el gradiente de presidn y las constantes fisicas /ﬂ

y K se alcanza una solucidn marginal del problema existe

para Jf arbitrario.

Este estado es re almente el anflogo en un plasma o la bien
conocida conveccidn estacionaria en hidrodinfmica ordinaria.
Por lo tanto, es posible definir el andlogo para el plama

del nimero de Rayleigh usado en hidrodinémica(lg):

K- /ivc ch l)m)/nratz C& //“-L K (B3]

donde : Lo_ ) ( Q}>z (5.44)
|" ¢ (;«, LJ))

es la curvatura de las lineas de campo helicoidales en n = a.

La curvatura juega aquil el mismo rol que la gravedad juega

en el problema de estabilidad hidrodinamica.



"

La condicibn (5.42) para la existencia de una solucién
marginal puede ser escrito en la forma : .

R = RCrit (5.45)

donde

R = (hc‘u')b /6 m? (5.46)

crit
Esta ecuacibn define el nlimero critico de Rayleigh para
la conveccidn estacionaria en el plasma. En general,

nuestro tratamiento para R = R es una condicidn

crit
para inestabilidad marginal. La teoria lineal no dice

Sin em-
(20)

nada acerca del comportamiento para R;>Rcrit'
bargo, para situacidn sin cizalle ha sido mostrado
que en la teoria no lineal, el estado bajo consideracidn
produce conveccién en el plasma(S). En otras palabras,
para R Rcrit las ecuaciones no lineales (5.1) --- (5.7)
tienen soluciones estacionarias con una velocidad de con
veccidn finita‘s. El problema no lineal no es tratado

aqui, pero puede ser resuelto andlogamente como en la

referencia (20).

El estudio de los patrones de flujo es estudiado en el

apéndice B y graficado en la figura 3 para el casom = 1.
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IV. Mostraremos a continuacidén que en la aproximacién to
kamak Aot »L (ver ecuacién (4.50)), la viscosidad
es necesariamente grande, o al menos, no puede ser arbi-
trariamente pequena. En efecto de las ecuaciones (5.1)
---- (5.7) en la aproximacibén lineal y para la

ecuacibn para el vector desplazamiento es

ALD

= o sy < o A A - =)
WS = TAAT 20 5 - ) Y4 l)flnv‘;t? —/QUW"(D)" $) (5.47)

. s s <
Las soluciones de estas ecuaciones son funciones de N
A A
y los par@metros Ww Yy /u . La solucibn puede ser ex-

pandida en serie de Taylor alrededor de)ﬁlg

;Kn W~W>/ %(n(\w)¢,A1/ /M N &(pf) (5.48)

S )

N 4 F,O,ﬁ ) estd dada por (4.24). Por lo tanto,

las componentes de & estin dadas por

Sam bty fe OOA)

| _ (5.49)
b7 2 (A= U)o, -2t [-f 9y 8 )/A~O i)

o, b Jgeg ) o 2V fu 9 ooz OIf2)

Amt
y para *& suficientemente pequeno, las condiciones de
borde implican :

Yla=a) = 0 (5.52)

Usando las ecuaciones (5.49) se obtiene :

A (%x)o& (5.53)
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Sin embargo, dado que ( »_1 ) = C?(l) y /S/Q}>D4_, se
N

sigue que U no puede ser arbitrariamente pequeno. No

tamos que este resultado es v&lido para el tensor visco-

sidad completo.
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IDEALES DEBIDO A RESISTIVIDAD Y CONDUCTIVIDAD

En este capitulo estudiaremos los efectos de la resisti-

vidad y conductividad térmica sobre la estabilidad del -

sistema, considerado en el capitulo 4.

El propbsito es mostrar

que ellos son responsables de la existencia de modos marginales

estacionarios.

En este caso (

ﬁh:o) las ecuaciones (3.57)

describen el sistema, resultan

§(Jg+ \7‘ \:,773 '-\7 =

AT 4T (V) =

G+ 73)p =

-) —) -

%7161)' Q})

O

: t f:')o-— 64})6» \/,)

2

VP57

E + vab =0

Wb+ Ol =0
v.p = U

S/ B-wd =0

a) MOVIMIENTO INCOMPRESIBLE

I. Orden Cero
De (6.1) PO R - ar (%\2 n*
De (6.3) 9% = - Vlew? (ﬂm/Q)L
De (6.4) £ = py (bi) 2

(3.63) que

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
(6.9)
(6.10)
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ITI. Orden Uno

3 5T ()
Suponemos 4 py o= B i (6.11)

*)“A(:~ L)k/ M = i }Z—'—L‘ ( 6 . 1 2)
. I)JJ: 2lr

De (6.1) linealizando obtenemos

Definimos (l —

\u W \’/,"(1) B \)’ 5§ \,:’ o ﬁx)mT 3 Py (yh né) ) " L Y 4 4—\/(4\ %
[ R ey | )V 2% DG ]

(6.13)
Definiendo \
( = 53 & e
= (“?’«“‘*7;9-5 w (6.14)
Py
Ly W)
-{f”f ?fiﬂi[rug ) ([5’»,5’) ] (6.15)
by g
ty)
= { W \) | ﬂ”( M (6.16)
,\ ' g)' 1'2
W - ( ~§ ) (6.17)
by ((/f'u[ (
Sustituyendo en (6.13) obtenemos una ecuacidn para s
2 AL [)
l(,uzf )(};}%l W + (sic - »l( J 2 - \)'/ i (- L[?)L(]“@ - 58/1 J (6.18)
Def.

.;Z = (Hl“'lf:})z —t= L:\ [*r' x:; L[l ‘1)2 CQl

sz Zl[u«llqy\ /;L (6.19)
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De (6.18) obtenemos

\ 0 AUJH

¢ - AN ho WYL m )
7)” ,6[ \\‘)I\ P '.] ()IL ‘
5 “\)r» M) oy (5.20)
A ‘ ,
<3 b A 5 P 4‘053ny %
¢ ’ i (1)
$ = ko) b
L /A2 - >
Calculando V x en (6.18) obténemos como antes :
P=koz (6.21)
- 2) ~
Ahora calculando V- % = U a partir de (6.20) obtenemos :
= ) < A
V2P Ly 02 pY =0 (6.22)
) 7 R
y nuevamente haciendo Jffkﬁ?VQE{W (6.23)
Obtenemos la ecuacibn de Bessel
1 ~ M) ' 2 Doa) 4
2 a2 J{r’ > ’ (q~ gﬁ“)'V =, L kel
La Gnica solucidn regular en el origen r = 0 de (6.24) es
A ) - ;
: ' a2 6.29
P o T (1) 16253

Condiciones gg borde

Para garantizar que no entren impurezas al sistema, lo cual po

drfa producir inestabilidad exigimos :

\(})” (4) = ((,> = O

(6.26)
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De la ecuacidn (6.20) la condicibébn de borde se escribe :

N - RSN s
LA VT2 T2 (ba Vo )+ mOs T ( kq\/@?>30 (6.27)
Usando las relaciones de recurrencia para las funciones de

Bessel (6.27) se puede escribir como

hklvégt71prikbtu7?TT)+)1Ma;/0T)”(kq,k2€|):'C> (6.28)

Y se puede encontrar dos limites para satisfacer (6.28)

a) (L‘k@ <~ L , de (6.28) tenemos
—
[kIQ_VJZ‘-q = & yn (6.29)
Zn\: primer cero de Jn1(Z)

Usando la expresidn explicita para O, de (6.19) se tiene:

S A
A ) 2 i

) 1
O T Lir—’:?,,,f }124 @.,‘_L})‘L \mw;l~ {’”""?H ’

“w

(6.30)

Para satisfacer las condiciones de borde se escogié el sig
A

no + en la raiz para que w fuese real vy positivo.

Los limites de la regidn inestable est&n dados por (ver figu

ra 4)

H L'(l‘l = )'}"\ ;: < H"—’Lb /im (6.31)

Estos modos mestraremos que conducen a conveccidn estacio-

naria.
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Dado que supusimos que l k\d < 4 v Zm =()(1), (6.30)
implica que los modos estén caracterizados por valores de
nqg del orden de m. Por lo tanto, de (6.8) y k:= 2%!

se sigue que

ymﬁfma Co | oy (6.32)
lo cual para ]hV% << implica la aproximacidn tokamak

Bs |
-
En la regidn central del espectro, k= -8~ (m-nq)= O

By >> 1

(6.16) y (6.20) muestran que la velocidad perturbada diver
ge. Esto significa que en la regibén central el plasma es
compresible. Fuera de esta regidn, sin embargo, los modos
son mds y ma§ incompresibles para m-ng =Lija/znq (ﬁ.z.o>

el movimiento es incompresible.
- - ]

En efecto, (6.1) linealizada y tomando w = 0y WV-¢ =0

se escribe

[-ng) B-2 BL [ poa gt 47 . ')“L O (6.35)

Las componentes de esta ecuacibdn pueden ser expresadas en

términos de p(l)

-
de % fueron escritas en (6.20). Usando entonces que

(1)

de la misma forma como las componentes

i;.ﬁf”c() , Se encuentra que p satisface (6.22).

Por lo tanto, en el limite w = 0, el campo magnético per

turbado es idéntico al encontrado previamente bajo la su
= )

posicibn V- 4= O . Por otro lado de (6.4), (6.5) y

(6.7) se sigue que

w+Y“ /lm>ﬁ)m = u%(m nq) ‘,“,ﬂ ff;(o).(g-\;)m> (6.34)
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lo cual junto con el argumento anterior implica que en el

= Q)

limite W— 0 , <. v =0 : (6.35)

Modo Marginal Fisico

Mostraremos que los modos nq, , satisfacen (6.3) para )4 fi
S =

nito y arbitrario y para valores especificos de los parédme

tros K y 1 .

Para w = 0, la ecuacidn (6.3) linealizada es
T i AN S R A (6.36)
De (6.15) se sigue que :
2 w0 20)
pr_ L pU £7 6 (6.37)
) CHr 4

Dado que los estados marginales w = 0 son incompresibles

(6.34) y (6.37) dan

K4

S (1) 61 Oqz n § AU)(S

s — )+ 00 1 o (6.38)
}) L{Tf() ‘q)o}.’) ll Z-Y 2 DP
Ademés p( ) satisface (6.22) y por lo tanto :

L p) Dy 0> | 5(6 39)
v " T (- "[)((T‘ ) m MY;Y\) Z‘z 13 P(V*')Z nDn/\\I)Z’

En el limite lLla,<<AL , la ﬁltlma expresién se redu-
ce a
3 1) g L
VAl GV ¢ (6.40)
: LH(AZ&Z‘) (”l‘”ﬂ)sﬂ

Reemplazando p( o) y (6.40) en (6.36) se obtiene

K - 81 /5 (6.41)
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Por lo tanto, si i/\ toma el valor dﬁ/g , los estados

caracterizados por w = 0 y ng,, = M F an&, satisfacen las
‘ m

ecuaciones (6.1) ==-- (6.7) para /4 arbitrario y fini

to.

Como en el capitulo anterior definimos el nGimero de Rayleigh:

L He ¢ (6.42)
K, e d, P /ta/z / V/vz

J} = (El; - (6.43)
Hig W %

¢ ¢ curvatura antes definida.

donde

(1

Comparando (5.43) y (6.42) observamos que la resistividad
juega el mismo papel que el inverso de la viscosidad.
En términos del nfimero de Rayleigh, la condicibén (6.41l) pa-

ra la existencia de un solucidn marginal se escribe :

R = Rcrit (6.44)
donde

! — !b]:_ v b - ( . 2 4

LC:E\L N ﬂ:j' ‘:‘h’)( B‘> = ’{Q%: %QZC‘-> (6.45)

Aplicamos los mismos argumentos dados en la parte inferior
de la ecuacidn (5.46) para garantizar que la solucidbn li-

neal permanece en el sistema no lineal, incluso para R>Recrit.

En resumen, para R » Rcrit, las ecuaciones no-lineales (6.1)

—_——— (6.7) tienen soluciones estacionarias con velocidad
—
de conveccidn V finita.
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b) Wkl @ 27 L

De (6.28) obtenemos solucidn para

Ts @ | (6.46)
X = 2o
de donde : 2 4~+ (21mw>1 (6.47)
s ol .
De aqui obtenemos la relacibn de dispersidn
B2+ lea)rd o ) , - O (6.48)
W | et Lo+ (‘/LLAHC{V) — Z‘W1~qur‘ =
De donde
A iz (6.49)
W = { % ) L ﬁ,(k‘\ a~LJ}V1V1ﬁ,|- Vn~14q,) J
Los modos marginales estén dados por
, ¢ (6.50)
ny . = m=* 2
h2
Modo Marginal Fisico
Mostraremos que para W= 0 (n 941 =m + 2) el plasma es
incompresible y estos modos satisfacen (6.3) para fini-

to y valores especificos de los par&metros fisicos K y 71.

Para w = 0 la ecuacidn (6.1l) se escribe
- — ) )
& (v«B8), 81 = vrp (6.51)
«

De donde

(R

1(mng) B~ zm,_mm Lyg po (692
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Escribiendo la ecuacidn (6.52) en componentes

A

SRS N Y

, ) (6.53)
g - A P ma
A
By =k A 627 P A
Donde N\ = : )“n-”ﬁ)iﬁycz ‘ (6.54)
y ademéas
(L = (np»nqu
O; - zpﬂhwa /12 {(6.55)
AT \&2(022’0
Imponiendo €y~@wﬂ de (6.53) se obtiene
1 . PO
o b V) 0
regular enr = 0

Por lo tanto, se encuentra el mismo campo eléctrico que se
- __)
encontrd para V- % = 0.

Adem&ds de (6.4), (6.5) y (6.7) se tiene en este caso

0 = 0 @% (m,ncw AL [‘__ {7)_3(0)] (6.57)

De donde
-

51 m= nqr AV -\7“—-* O (6.58)
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Luego de (6.58) se concluye que los modos marginales ﬁhlr]

son incompresibles.

Ademés la ecuacidn (6.3) para w = 0
;(’l" f)‘ )/‘lt," . ;},) }\\”i)z l‘}“ 4 )lk D\MZ (/%I [})(,1) (6.59)
ez ‘o )R
Pero
i) '}&’ l’ ‘) (lL )llw\‘s _ )Z,&- ‘1""\1 0> ) () (6.60)
enzZ\No | -~ OU'L w ) (';“ HC}) I
iL) =

M S g Y L> a ; (1‘)*- n)(6.61)
VLD P '%Erz(&)( im—l >2{mln%£1bn)> GzPLJ

De donde
v ) i c.\ (000 Pm e P9 (ﬁi)»ﬂs 63)
ez ] el PR

I (‘Z ¢

= (A = 0
Luego hasta 2° orden en()"t sblo retenemos V() Q?}?() en
(6.59), por lo tanto la condicién es :
K _ 3 (6.63)
7 [ s

Idéntica a la condicidn (6.41)

Usando los argumentos andlogos, en este limite opuesto
encontramos que existen modos convectivos, es

decir, solucidn marginal estacionaria para 24 finito y

1</7l como en (6.63) para la cadena no lineal de ecuacio

nes (6.1) —---- (6.7).
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capitulo estudiamos los efectos no ideales de vis-
perpendicular, resistividad y conductividad té&rmi-
demuestra que en los limites apropiados estos efec

responsables de la existencia de modos marginales

estacionarios.

Las ecuaciones (3.57) =-===—-- (3.63) que describen el sis

tema resultan

S0+ VBV = Yl VPl O ($e V) \Fad)
2.8 +9-(8¥)= 0 (7.2)
0§ 2 2T So ) PO (1.3)
£, &~ 15 (7.4)
I+ Sre U (7.5)
S = () (7.6)
Sip-n 3 = O (7s72

Nuevamente para resolver este sistema usamos teofia de per

turbaciones para linealizar el problema

- L/“‘O)Jr ¢ L7Lm+ ¢ )

PR



I. Orden Cero

En la situacibén de equilibrio el campo magnético es la

suma de un campo externo bvg' m&s un campo producido
por una corriente unif orme y constante :
Y- b, (2) 4 p (7.8)
Luego N
(S g9 B =-2 (%) nA
i) Sustituyendo en (1) obtenemos :
pP= R g B S e W29
ii) De (2) suponiendo fluido incompresible
.-V =0 (7.10)
obtenemos : dt £ = (711}

La densidad de carga es constante a lo largo del fluido.

el 2
iii) De (3) 2 o2 p® o _ 24 2O (7.12)
2 Kw F + 5, ZéIY

b (7.13)
2= Z(tsR[ o, ]

S : fuente que mantiene el perfil de presidn de equi-

donde

o)
librio.
-~ o —) )
iv) De (4) E “ = Ui . Bl (7.14)
de donde “7<CL) (7.15)

~) (o) B f“
& ()
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IT. Orden Uno

Dado que (¢,¢) son coordenadas ignorables, supondremos que

las cantidades perturbadas se comportan como :

§ O Ao+ )+ Wi
9 (0,6,2,0) = Py ™™ (7.16)

y condiciones de borde peribdica en Z = L el fin del ci

lindro,

- (7.17)
b= -

La transformada rotacional es constante y por lo tanto el

campo magnético no tiene cizalle :

5)

Lj 20 N [’)g“ ) Lo (7.18)
L ”FJ“ l v
i) De (1)
LoV - F @ ) ) g VTV Y- B P (7.19)
Suponemos ahora Sy EM)“'F)BH) (7.20)
L =

Al igual que en el caso de viscosidad y conduccidn caldri
ca (b), més tarde seri verificado.

Luego :

16, 201 A et - 6(2) 8- 284 [+ 2 & ppty

+ 9 )I/L L‘(,fﬂ‘?* )(&1)%([‘)_]11 (7-21)

~

ii) De (7.5) y (7.7) ) o (7.22)

Z§>/3‘ﬂ-94f(vx1j>

pero,
Q\J ) Vi i = @ \))Vf\/(bb l‘/i))g (7.23)
$ 1'7(\) 7)
Suponemos que el plasma es incompresible
p

Gavie)=€, §8

—) = 7.24
v ‘.\/)(n):."o ( )



i ‘ _ [y o\ ) P IR
Luego, AV Uv oo o) ) i (J');' s >\/" (\V 1% )’\))

R B R LTI i RG24 E’LV&)W‘YX (7.25)
(VU ) g = n )I" ,_{,’J\, v;()ﬂ).] V\J(}Ef; v;{“ 1\
De donde

(G v Y ke (mng) vV (7.26)
pe (7.7) ¥¥3"= L o)1= B BY (7.27)

Sustituyendo (7.26) y (7.27) en (7.22) obtenemos :

o+ 1) B = 1) oomg) 7 (7.28)

P : -, = oy ey =
iV”R?Q@WuUJ? ~%»wawﬁfdb.v7g (7.29)
usando (7. 25) Y (7. 28) obtenemos

Ty ) ~y ~ i @ -
dem)ygj{»vQVWw b) 7'i@nm@(«n&/>3’&ﬁmwﬁ)vﬂ 26LV }anf)

De (7.28) se obtiene

) 2 (1) :
v F?V (7.31)

Ahora sustituimos en (7.1)

,A ) ’ oy - )*\i(M’W B EE B y Wa A
o i %u] v vu 'y QESSR%G%I“WH@V szMQV )](7.32)

Definiendo

. b ol § 1 — o
= ('Lj—;> 5= ——— (7.33)
B (w+nﬁvw>
; t<“&u e - 3o “17
/ L B + %J? 1t
bv(l Dl Q’UC\ b;

|

62
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De donde
o A w0 Ay ,‘\ i\ i - oA T
K“\"’f‘/}/\» \"'(,L )J J r"l ‘_\‘(A + n ue ) XL( = »\)1 + 2 (YM N X 19”-] (7.34)
Def. Q =~ u*k P%>uv+)P2’>+(W\k6>L
(. e l\"}l a7 (7-35)>
A, 2 (a1
De (7.35) y (7.34) se obtiene
j(‘/ - &(] )J ) .A)(l) i () ,/‘)(‘)ZI
h s 1o 5 Vs |
| i (7.36)
b / )}
g% : ’\f/ 6 ” 1 JsJ/) \’ Zf
A
K , ~ 2y %,
: b )11 % }}(x)
Ademés \5)1( (T"U“‘“ “'HG)' ]L 3N n " ,k ‘1> ‘\'J (7'“Q + ) 1) ?, B)l (7 37)
Tomando rotor en la ecuacibébn (7.34) se obtiene
q{z‘r) "-'71) = >7| e ’1&} }k Z’H
P ))’ S 72\(>“,”r/)) )J( &;&r’ (7.38)

Qp 9, = 2 (mvnb'}) (“Twh ' 111 on(n 3.1))

De donde :
l%_ h 07 (7.39)
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De la ecuacidbn (38) tenemos :

o - Jt 2 4 ).
A AU R
LN 1T e e A (7.40)
n Yoy \)ZI)L = \) «~ 1 V39, ‘r ]
Lo e Nt T L Opina, PO oo
L) T ot B e w0y 2,60 ]
Sumando obtenemos

—2 hu) 2 A)

V2 p U b2 }) -0 (7.41)
haciendo cambio en la variable independiente

X = ko2 (7.42)
obtenemos : I 5 7.« By | LY au) (7.43)
¢ Ao ) +()- Y P o |

La solucidn regular en X = 0 es

4

()
P(,_ ) (7.44)

La otra solucidn linealmente independiente es la funcibén de
Neumann Nm (X), que es singular en el origen

Luego

0 ST IR
P &'/Ju\ (}JH V\];{,/"l > (7.45)



Condiciones de borde

%ntw'u)-“ @ . (7.46)a

& — O (7.46)b

Donde (7.46)a se debe a imponer que las particulas no cho-
quen con las paredes y de este modo entren impurezas al sis
tema lo que produciria inestabilidad y (7.46)b es debido a

la presencia de la viscosidad perpendicula{ﬁ .

De (7.46) obtenemos

A

'l % )
Lon o oy )‘J/ = {J
' “L T,Ji n=
v A : (7.46)C d
] v | i '4, ’
: ). P+ 0z \“j/ =0
_ - =1
De las ecuaciones anteriores se obtiene
0; v (7.47)

Usando (7.35) y (7.47) se obtiene la relacidn de dispersibn:

n A 2

i 1 LS| 0 ‘ E ) “?_
we - Hm YLy L) A2 ] ! (7.48)

SN A ‘ 1 Lo l‘[ : [)' (/f/hﬂz) +<‘“‘”ﬂ') + ¢ )“/l 'V‘(’#\\ ]
El signo en (7.48) se escogid para que w sea real y positi-
vo.

Los ceros de w estin dados por

, WA A R
()’ " ﬂ+ i glzvl—thl P(VM'*WﬁJ (7.49)
Definiendo N o— (L)t %Lﬁl (7.50)
" F e W] = ““iL % (7.51)
Ny = owmeago= - YAS At

y las soluciones (7.49) son + ., + o,
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Craficamente :

Figura 5

Usando las relaciones de recurrencia de las funciones de

Bessel.

N4

:Y“l”(./() sl 1(1)‘ 2 d;( j;;(l)

(7.52)
\)m»-l (’(> 1 \Bi»zl/U):“ 23)}1(I>
De las ecuaciones (7.46)C q se obtiene :
!
N o (7.53)
P |
\)}))4(}‘,01 l/o—/‘;_) ): O
. : - .54
= = I«
y para ser consistentes con (7.47) se exige
{7.55)
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Conveccidn estacionaria

Hemos encontrado hasta acui 4 estados para cada. me¢ Z, los
cuales son no s6lo marginales (Re w = 0) sino ademés esta

cionamos (I w = 0). Estos estados son denotados por»(l

‘42 ®{, -A , vy estdn dados en la ecuacidn (7.51).

A partir de la ecuacibén (7.21) hemos supuesto que el plasma
era incompresible, lo que permitid encontrar solucibn expli
cita para las magnitudes a primer orden (7.41), pero de la
ecuacidbn (7.3) esto implica que es infinito. Mostraremos
que los estados dados por ia eéuacién (7.51), son bajo ciertas
condiciones, estados fisicos en el sentido que son incompresi

bles y satisfacen e¢c (7.3) conj‘ coeficiente de adiabaticidad

finito.

) =
Tomando \).V‘Q(;de (7.3) obtenemos

u! ) (1) - @ ,1‘ ) (v (7.56)
)(\‘ﬁ“\.“w)’\f'* ;)\\)}/“ LJ( >/z,
- wn ¢
Tenemos
i) P’“ ! — 'QL (!’1"1*»1"4\ )))))1(!) 39 - F{) A)Z L]
- _ [P "G A (7.57)
( \L) {H ] \)))[ 4 r)J ~(m "F})] .})(0* n DS é)ﬂi‘)mi
ll) N _ { Y > 2.0) )\ll - b A “NO ’)U}
. iw[ V“‘ LS _]:tﬁ(é:> P - b b
‘ P ia)? (7.58)

) Hr l)/ 5 [&«*)‘»h‘?‘ >‘1) "’l Ll(\‘z OSZ ) 'P“) (m-n4 HO%J)}"]
(l’

111) [97,0001 P = 2 (9%-0,: ) po 2yt (1-07%) P (7.59)

| ) ., A A
iv) \\1 ( I\ “'v” ) = /&1' L/,)] l,f :'T;,"‘\ ,J7(AM)‘7ZOt’,l ﬂ\,)n l]‘%?&z(‘_u\sl)f’”_} (7.60)
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A )

V) v ’ *N ‘“ . 4 |f-f \,) .\I)I {' («4‘} f":l ’ll\Yl’I)( \A’) *‘)i\ b‘fal)(‘)ng) -l blg‘;{»(m ~N C+)] P +
i (7.61)
(e L (102 )pY RO ndn ﬁku J g

Ahora imponemos que son estados marginales y estacionarios
A
usando ademds la explicita para OB , Obtenemos :

) - (7.63)

(jxf 1

v t) - ‘J‘,)ti‘z*/)’l bto )(2',“ )1 F)U)_ ’2}12 O—’ (m- Hl})( ) P(’l) LIO}}(M-M}’) P Ag ?)p ]

vi) Evaluando ahora en los puntos criticos, de acuerdo a (51):

N2 1

SRV

SN
{
+

. e i (7.64)
)\1 d (/.' (.‘)‘f /M 7[
De donde : (LaYLQ!%. <<.l (7765)
Vll) \;4\1). \:)7 ’)(dl o [)t (L[U/C\),l N \/l\?/) (7.66)
[
A 7 G)
viii) [L)f“ /> . Ukl(hﬁleﬂtﬂﬁLL_ﬁf— (7.67)
ol @i ¢ A 0'15 + (m- ng ) O@
ix) (7.68)

v/(” \7, }3«8 - “( 11 s ias ko \? )/\ rUJ J E P\n/
L /LU’/’\) ( o, |> )\2 0‘- +~ (m 'IQJQ “
x) Desarrollando en serie eKJtermlnos de (Zmii>‘é< | + has-

ta 2 orden obtenemos

J
I. Caso m-nq - 2
Comparando viii) y ix) se ve

’U Vi {OJ\5>?L,f—\($ ) 0) (7.69)

61



Ademds de (63 ) obtenemos :

) ~- 21 y A A
\Va Y -Q" (LZ() L Z; ‘\ ( Lf“%:l Y p(l)hz)lln (D"YL\* %1. \)m) ]
(7.70)
© _(:_ﬂ (LQ\EYLZVJ}% (Al\ i ’A% (sz)z n \/.‘\“)
Sustituvendo en (56) obtenemos :
K o 5 [a V] (0) (7.71)
7 - I; ( &I> n dn F
De donde : ///3/,, L (7.72)
II.Casom=nq=% )\2
De (63):
Grpro b (g L @2 PR LK, 5]
Q"[] “@ f*(/,—‘:‘j' —_— ZL 2,
. g 1 (7.73)
N L ( )L)(l ) nv\) (u 5 Bl }‘\L Ll} " V )
De (68):
2 ey A =D _br , '
IVARRRY! P( ) A bul(algm_‘ /u (90\ pu) y'g U> (7.74)
. L
Ademés : ”&) A 4 1
;f( Y g (M> L hY- (z,,,.ﬂtska«ww.vs)
- QT(Z 2 \lﬁ [
Luego
| B (Lalt (7.76)
I MV | ) A (L .
D’- [L’: (Y)L/“) bz A"”V ‘/'0) b ( W o A & l
] 52”‘, (yﬂa +V(Z‘lp )

¢4
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A A 2 -
Pero de (7.65) [ | Qj“) « 1 y ademés ha > St
luego :
D K 1 (7.77)
Luego la ecuacibén (56) queda
e
Q) o L AL\ Pr\2 A So 7.78
Vi do p= 5 KB W‘)H/“ﬂ W' (97 u.ﬁzw> e
De donde
. 21 =4 1 piee)
/l& A o Sk N (7.79)
Explicitamente A
~ Z
L/"A T :i),,. r--—b~%—” (7.80)
L e 2 \qk*

Los resultados pueden esquematizarse en el diagrama ¥fie 6
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R ES'ULTADOS

1) La condicibén (80) es igual a la que se encuentra en refe-
rencias (19) y (7), para el modo caracterizado por m = ngq
dado que estimado es marginal y -estacionario, es el andlogo -
en un plasma a la bien conocida conveccidn estacionaria en hi
drodindmica ordinaria. Por lo tanto, es posible definir el

andlogo en el plasma al nfimero de Rayleigh usado en hidrodind

mica.
r(! } , })/'A')
> v ;
oV ¢ R“ i')éq/z /(/(1- K (7.81)
donde : | (. )z (7.82)
¢ ow (e
es la curvatura de las lineas helicoidales del campo enil= a.

La curvatura aquil juega el mismo papel que la gravedad en el
problema de la estabilidad hidrodin&mica.
La condicidn (79) paré la existencia de una solucién marginal,
puede ser entonces escrita en la forma :

B = Rcrit (7.83)

60
donde : Rcrit = déxﬁL\ (7.84)
(0 34l L
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Esta ecuacibn define el nfimero de Rayleigh critico para asegu-
rar la conveccidn estacionaria en el plasma. En general nues-

tro tratamiento para R = R es una condicién para inesta-

crit
bilidad marginal. La teoria lineal no dice nada acerca del cam
portamiento para R ) Rcrit’
Sin embargo, el estado bajo cinsideracidn corresponde al esta-
do llamado"intercambio de estabilidades" en Ref. (19) donde se
muestra (Cap. 2 y App. I; adem8s ver Maschke y Paris (7)) que

para R Rcrit las ecuaciones no lineales poseen solucidn con-

vectiva estacionaria la cual se bifurca de la solucibdn de equi

librio.
ii) Una situacidn similar ocurre para el estado o2 . En
este caso la ecuacibn (56) se satisface si :

/}2/1( - Jn/ﬁ | (7.85)

Esta condicidn es idéntica a la encontrada en Ref. (11) donde

la conveccibén fue encontrada en la aproximacibén tokamak

Bﬁ/b; << 1_ (7.86)

y para | ad& 1. Como en el caso anterior para °<l es posi-

ble definir el ntimero de Rayleigh el cual en este caso resulta:

R eV e, (2 (51y)

(7.87)
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Usando las ecuaciones (7.82) y (7.85) Y el hecho que el estado

: T 2! :
satisface m-nq = -1 -V&_-A el nimero de Rayleigh critico
estd dado por |

Rcrit = 16 k 2a

Entonces, debido a los argumentos previos el estado X’ también
conduce a conveccidn estacionaria para R> Rcrit cuando losefqg

tos no lineales SOon considerados.

Un andlisis similar muestra que el mismo resultado es aplicable

a los estados - 1 Y - 2
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§8. CONCLUSIONES Y DISCUSION

En el capitulo §4 se muestra qué no hay solucibn de las
ecuaciones de MHD ideal para un plasma cilindrico limitado por
paredes fijas si se supone el plasma incompresible. Para una
perturbacidén de la presidn, la velocidad perturbada se anula
en los limites del dominio estable de nq, es decir, en los pun

tos :

ndy,p = W1t g

y diverge en nq = m, donde w de acuerdo a (4.37) se anula. La
compresibilidad restaura el comportamiento propio de la velo-
cidad perturbada en ng = m, pero entonces Q tiene su maximo,

precisamente en m = ng no anuléndose. Se muestra que la com-
presibilidad depende de los valores de nqg, siendo nulo para
modos marginales y méximo en la regidén central del espectro,

(es decir, m = nq). Esto se establecid en la aproximacidn to

kamak By /Bz << 1 o equivalentemente Uﬁ a1,

Del capitulo §5 observamos que al considerar efectos no idea-
les, viscosidad y conductividad térmica se obtiene una situa- -
cidn diferente. Esta diferencia se debe a que la viscosidad

remueve la singularidad en kh = m-nq = 0 del caso ideal. Lue
go ain en el caso incompresible existe una solucibén lineal de

las ecuaciones MHD. Esto ocurre en el limite opuesto tokamak



BU/B277 1. Bajo estas condiciones, el espectro se anula (w = 0)
en m = ng (ver figura 2), situacibn que persiste.independiente
de /;L. Adem&s, afin cuando la compresibilidad es considerada,
la forma del espectro inestable permanece invariante siempre
para R 7 Rcrit. La condicién R = Rcrit determina la conveccidn
estacionaria en el plasma y los modos con w = 0 y k, = 0 satis
facen el conjunto completo de ecuaciones de la MHD no ideal pa-
ra )1 finito.

A pesar que la viscosidad cambia la forma del espectro aprecia

blemente, (i.e. w = 0 enm nq para/u N # 0 y sin embargo,

W =W . €enm=nq para /Al 0, bajo R  Recrit), no cambia el

rango del espectro inestable (ver figura 2).

También se muestra que en el limite tokamak, la viscosidad no

puede ser arbitrariamente pequena.

Del capitulo § 6, mostramos que la resistividad no remueve la
singularidad en m = nqg, pero los estados nql,2 =my z;——— no
son caracterizado por tener velocidad perturbada nula como en
el caso previo de viscosidad perpendicular y conductividad tér
mica. Se mostro que estos estados eran incompresibles y condu
cian a conveccidn estacionaria, considerando efectos no linea-
les. Por lo tanto el efecto de la resistividad es "empujar"
los estados convectivos fuera del eje del espectro inestable,

jugando un rol similar al inverso de la viscosidad.
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Esto fue establecido en ambos limites |kl a7 1y iH\ ad< 1l su
giriendo que el limite no es lo esencial en la produccibn de

estados convectivos.

Finalmente, en el capitulo §7, se muestra los efectos combina
dos de viscosidad, resistividad y conduccidn térmica, y tal co
mo se esperaba se rescata las mismas condiciones que conducian
a conveccidn estacionaria (considerando el sistema no lineal)

en los limites correspondientes, esto es representado en figu-

ra 5.

Fn la regidn central del espectro, resistividad no juega ningln
rol, pero viscosidad remueve la singularidad y conduce a convec

cidn estacionaria del plasma, suponiendo incompresibilidad.

En la frontera del espectro inestable, la viscosidad no juega
ningGn rol y es la resistividad quien conduce a conveccidn esta

cionaria en el caso de incompresibilidad.

La existencia de soluciones para el sistema no lineal para RY Rerit

es establecida para modos que satisfacen |kla> 1 en este caso.
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APENDICE A

Para obtener la ecuacibn (4.44), primera la presién p(l) es
expresada en términos de la presidn total %(l). Para esto,

- -)
reemplazando la ecuacidn (4.41) en (4.18) y tomando V.5 =0

se obtiene

(A.1)

. 2 : ) _ _ 4 2
P(’)T s obz 5(w e O(}) - »;'1%1) —-m UOZ(’M'HC})I] })UL (mﬂiﬁ) 0ol 9/‘ yU)
S PTH]

Insertando (A.1l) en la ecuacidén linealizada (4.3) resulta :

- o [ E’I—Y”L Fh TGt o L
Ve = A pe G/ o "0 5) - gy m o'+ 2m G5 P/ n
/5
(A.2)
—~ 0
”“LLI—;,(')\TQ'Z ] "% Dy PU) 3

Y la ecuacidén (A.2) junto con la ecuacibn (4.43) suponiendo

|kla ¢¢ 1, resulta la ecuacibén (4.44).
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APENDICE B.

En que se muestra que el término de viscosidad paralela puede

ser despreciado. Estudiaremos los patrones de flujo. Dado que

OV =0 , V) puede ser escrito en término de una funcidn de
. ]
flujo & en la forma

~) - =)

V=46 "
Teorema de Helmol Tz,
Sin pérdida de generalidad tomamos Gpl = 0, y haciendo uso

de la simetria helicoidal de la perturbacibén, las superficies de
flujo estén dadas por
(b(m@,z): m 6,%'idn GQ‘: Ctg‘
(B.2)

Y puede ser escrito en términos de V tal que

o |7 5 ‘ a5 < =L k <
({)-Leé n\/,ll(,,/—\z])n,(z ;)W«%Zmﬂjm(zm-l%ﬁf)“(’"@*kz)ﬁ (B.3)

Las superficies de flujo dadas por (B.2) son celdas de conveccidn
las cuales tienen la forma de tubos hicoidales entrecruzados co-

mo se ilustra en figuras (3 ) y (#) param =1y m = 2 respecti

vamente.

El centro de cada tubo estd determinado por los extremos de ¢)e§

to es

90¢:O (B.4)

Y (B.5)

Q ¢=0O
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De las ecuaciones (B.3), (B.4) y (B.5) tenemos

j i\

me+ L2 = UV*%>W' n € N (B.6)

‘ j/) n “ V/W"’ ) 2 = .
Yo e ) e [0 (22,) )FO @
Dado que Vv, = f(n) exp{qth+v;k2 % las ecuaciones

(B.6) y (B.7) muestran que sobre la linea central de cada tu-

~)

bo V estd dado por

(B.8)

‘L/r) - (= ‘>rH| ( b & \)yﬂ ( tlvm-—l M

“

donde C es una constante.

Entonces, de las ecuaciones (6.8) conclufmos que dado que :
boie, > L w4 Vel
por lo tanto no es necesario considerar la influencia de la vis

cosidad paralela en la ecuacidn de movimiento (3.57).



|ectura de Grédficos

1.

Tasa de crecimiento w vs. ngqg para modos incompresibles

( = ) y compresibles ( = 5/3) en MHD ideal.

Tasa de crecimiento w vs. nqg para modos incompresibles

(= ) bajo la influencia de viscosidad perpendicular.

Celdas de conveccibn helicoidales para m = 1,

Tasa de crecimiento vVs. nq para modos incompresibles

( = ).

Tasa de crecimiento - vs. k ©para # 0 vy =0 (1%
nea llena vy para = 0 (linea a trazos).

Tasa de crecimiento para # 0y # 0 vs. = m-ng.

Celdas de conveccibn helicoidales para m = 2.
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