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I{ESUMEN

La cstabilidarl de un prasma cirfndrico con corrientes es es-

tucii¿¡cia Lt!;.it.rclo lcl:j c:cu¿-rcj()¡lt:s clc Ia magnetohidrodinámica no-

ideal en un c¿lml)o nr;rgnético sin cizalle. Se muestra que pa-

ra cacl.r rnodo nr irary cuatro estados marginales estacionarj-os

Ios cuaLes, bajo ciertas condiciones, conducen a convecci6n

estacionaria en gran escala, tomando en consideraci6n efec-

tos no Iincalcs.
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1. T NTIiODUCC ION

Conveccrón, o movimientos de plasma bien. organj-zado han

sj-do estudiaclo por muci-ros autores. Los primeros estu-

riir,s son clcl,¡ick¡s a 'tinofeev(]) (1965) y sin,or(2) (1968)

rluienes mostraron que en un plasma parcialmente ioniza-

cio I<-is lrrodc-.¡s convectivos son originados por la curvatu-

ra toroidal y los neutrones producen Ia disipación re-
¿ 3rclueri-c1a. 11ás tarde, Kadomtsev y Pogutse t ' mostraron -

(luc los modos resistivos yrrodttcen celdas de convección.
l4t

Dawson y Okuda' '(1973) mostraron Ia. existencia de con-

vecci6n térmicamente excit¿rda caLts;lda por modos cle de-

riv.i. La formación de Ll¡t cuttsimodo de IarcJ.r exte¡tsión
r 5tespacial ha sido propuesta por Roberts y Taylor \ ' (fg05).

Posteriormente, Wobig (L972) , Maschke y Paris (L973) han

rnostracio que cuando el plasma es inestable al inter-
cambio niagnetohidrodinámico, viscosidad y resistivj.dad

proclucen convección en un campo magnético sin cizalle.
¿ 8r

Daq.izi¿rn y Part s \ t (tgll) most.raron Ia existenci.r rle ¡no

dos estacionarios tipo convección en una "slab" de plas

ma con un campo magnético con cizalle. Más recientemen

tc con,i:erof f y tternánde, {9 ' 
10) (1981) probaron ra exrs

tencia de convección estacionarj-a en un plasma cÍlfrrdri
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co como una consecuencia de Ia viscosidad y conductivi

dad térmica. Los modos convectivos ocurren para n(rme-

ro clc onclas grancles y campo magnético sin cizalle que

satisface D o/Rz >> l.

La estabilidad de una columna de plasma con corrientes

Iimil-ada por paredes conductoras en presencia de un cam

po magnético longitudinal externo ha sido extensamente

estudiado. EI primer resultado analftico estudiado fue

clebido a Tayrer (rz) (1957) y shafr.r,o*r('u) (1958) quig

nes resolvÍendo las ecuacÍones de Ia magnetohidrodiná-

mica ideal (MHD), suponiendo movimiento incompresible

mostraron que Ia tasa de crecimiento como función de

la componente paralela del vector de onda k,, , tiene dos

máximos localizados simétricamente alrededor de k,, = 0

y se anula para ktt = 0. Sin embargo, Gomberof f y

Irlaschke (1981) mostraron que no hay solución lineal en

Ia regi6n central del espectro si. se supone eI plasma

incompresible.' La compresibilidad ca¡.rbia Ia forma del

espectro de tal modo que Ia tasa de crecimiento tiene

un máximo simple €Il k¡1 = 0 7en el rango inestable oe
rt5-18)

k ¡t Ios valores permanecen j.nalterados \

Se obtiene una nueva situación cuando efectos no idea-

Ies tales como, viscosidad, resistividad y conducción

térmica son considerados. (Gomberof f y Palma (9 q ) 1]'9a3) .



Aún cuando los correspondientes coeficientes son pegue-

ños, los efectos no-ideales juegan un importante rol

para perturbaciones con k ¡r = 0. Esto €sr Ia viscosi-

c1¿tci y conductividad térmica tienen eI efecto de remover

l.r :;.itttlul.trid,-t<l cn k,, - 0 deI movimiento incompresible

icleal. Esto ocurre para I)O/B >>L y lf=la >>1 donde a es

eI radio del cilindro ( 9' I 0) y kz es la componente lon-

gitudinal del vector de onda. Además, cuando eI produc

to de la viscosidad y Ia conductividad térmica alcanzan

cierto vafor, el modo con k,, = 0 se convierte en modo

convcctivo.

Por otro lado, resistividacl y conductividad térmica tag

bién producen convección (Il ). En este caso, Ia singu-

laridad en kr = 0 del movimiento ideal persiste, pero

eL modo marginal se convierte en convectivo cuando el

cuocicnt.e entre resistividad y conductividad térnrica to

!

l

man ur) valor ct.rdo 
( Il) 

.

Bcrda para -e I

;r' 
<< r

Lsta situación lr.r siclo csL¿rlrJc-

l*rl a <<1.

En esta tesis se estudia los efectos combinados de vis-

cosidad, resistividad y conductividad térmica. Se mues

tra que hay 4 estados marginales estacionarios, todos

ellos resultan en conveccÍ6n estacionaria en gran escala E
jo ciertas condiciones anáIogas a los 2 casos anteriores.



ca3¿. ECUACION CINETTCA PARA EL PLASMA

Consiclcr¿lrnos; un ¡rl.rsma compuesto de N eleclrones nrc-¡vién

dose sobre un fondo fijo de cargas positivas.

Sean X, : (ei, Fi) Ia posici6n de1 i-ésimo electrón en

el espacio de fase donde lr, pi son variables canóni-

cas conjugadas del hamiltoniano del sistema. Por sim -
plicidacl tomarnos 1¿r interacción entre las partfculas de

rivable de un potencial escalar 0 ( lAi - U, I I que de

pende de Ia separación relativa de los electrones (i, j).

Además consj-cleramos un potencialU(qi) de interacción sobre

bre cada electrón proveniente de la barrera de potencial

en la frontera del volumen en eI espacio de configura-

ción y un potencial 
fFomediado debido al fondo de iones.

Definamos ahora Ia distribución de probabilidad reduci

daF/vs:
S,

s
F, (trXir...rXs II dX =

J.

i*l

probabilidad de

tf culas 1- , 2. . ,

l-os entornos dXt

Ios puntos Xl,

que las

S estén

par

en

der .. dx"

xS.

de Ia dj-stribuci6n de probabiLuego fluye la

Iidad Dr., (Xr,

definici6n

xn' t)
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D (t, x. , .. , *^) =

Prol,abilidad de que las p¿lr-

tlculas Lt ..., N estén al

tiempo t en los entornos

dx t .. d*., de los puntos

X ... t X. respectivamente) .

DeI teorema de Liouvi-1le dD(t,x t..., x-) = 0

dr
( 2.1)

sigue la evolución temporal, o equivalentemente usan

cor:chetcs cle Poisson definj-dos por :

{A,B}= E= AE= B 3= A3: B-qipipiqi

1!'n -.,n

i

I

Se

do

!-

donde

para

Se obtiene :

l) 
- =.- \,'-"qj "gi Y se usa la convención

la suma de f nclices repeti.dos.

de Einstein

P?
{ =l+¿m

ar D(t, X1,... ,.,) ={ r(t,... x.,) ; D(t,... ,,")}

en donde

rr 
- 

Ilt i lr n

rloridc L, = {1,
K

u(qr) )+. | .I<l-<l<n
o tlqi- 6:)

(2 .2)

(2.3)

2, . . . ,k )



b

f rrtcqranclr¡ (2.2) ros¡recto a Xs+, X, y multipticando Vs se

obtiene :

rtFs=ilr^ u=,1;;. t...Í J'i +u(ur);o\ ax,+= dxn+
n (n-!;) \ 2-

int-egrales

* ,ri .rj (N vs r " '(,1=;" r'l ot lo, o, l);r{ dx. dxr+.s n e.4)

Equivalentemente :

,..F= = rl, vs Í...r...f lnr' I= t ñ' + u(ct) ; DI dxs+r... dxn +

Í nteqrales

in tegra Ies

inteqrales
c q I ,- )+ ,3r- v" t... I .... Í I Ot lu, - qjl );oJ dX** ,... dX., +---s (n-s) t

inteqrales

s+1 \< j( nr v= t ...Í ...t
s* 1 .( i< j1 rr (n-s)

integrales {o rlli u, ll, oJ üu*,... dxn (2.s)
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->0se
X. -1 o

tiene :por partes, usando que DInteq::ando

P3
].

2m

tl
t

Luego (2.4')

EtF"=lt

+ u(q.).I dX; = 0,4
(2.6)

(2 .5) se

é(lcri qj l;o\ dx.dx. = o

)-

artl,{ x

Luego eI 20 y e] 5o términos

anulan. Combinando eI lo y

vs 1...t...1
(n-s )

integrales

dX l*s

Usando
cambio

I
:,eI

S

= I\'Í-c

"

tir:l l;egurrdo nriembro de

3o término se obtiene :

+ Lr (qi) ) + [ o(lqi
.i<j<s -

lr) ,
{ ier I P.tsl_t-r2m

-lr-.rdXr, =. ) ,lro '! 
+ u (qi) r 

i i<j<s o{lor - d: l); Fs\ ,,.',
l-- o 

; 
t 1 r<J<D I r )t tJ

ahora Ia sj.metrla de D (t, xr X-) respecto aI inter
de fndices eI 40 término se éscribe" :

vs (N-s) Í... .r ... r.{ ot¡u, - E=r,¡);n\ax=*, dXr, =
(N s) t j

integral es

/.:- iotll, d=r, l);""*'! d*=*r (2.8)
i E IS I

(2.e)
=* , I 

d*"*,dr ot
dol.-

J

resulta :

"'u" \ 
+

¿

lqi - u"*.r¡); FNS
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donde

T

ieI
S

x.) - r
lLl

+ rr (li) i *l ...i1¡<= o ( lqi - ar ll (2.e)b

La cadcna tle ecuaciones fnteqro-ciifcrerrciales (2.91 es equi

valente a Ia ecuacj-ón de Liouville y conserva sus propieda-

des , por c j ernplo su reversÍbi 1idad. Sin embargo, hay solu-

ciones de Ia caclena que rlo son una funcj.6n dÍstribucl6n.

'I'omanclo .rlrora cl- lf nrite tcrrno<-l j nárnico N , V 
->@con 

No = : Nr/V

fijo y finito, haciendo la interaccj-ón con las paredes des-

preciable 1, eI potencial debido aI fondo iones aproximada-

nrent.e constant.e.

la ecuación

F l, n,Sl ()

Eln

Jt

taI caso

I¡ = 4rr ;s ( s'

(2.9) queda :

lrfrlx )."-'r''^si-r 
Iier,, + t lli e=*, I ), u"n ,{

Para obtcncr soluciones c1e Ia cadena que correspondan a fun

ciones de t-listribución haremos la hip6tesis f fsica :

conocida como"conrlición de debi l-itamiento

(2.r0)

( 2. 1L)
l-r-

de Ia'corrección".

F" (t, x, tr, (t, x.) +0
Ií _
lqi - qj
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fvaluanclo Ios corchetes de

r,reros términos de la cadena

n /D-oq -1

Daf,

no 'f (D 0,.
q

I

\fr- (h0,ao +
l 't

ürr. a-; f")dXa
HJ'2

) f +P ¡- | =trrtll
1

m

.a-+ a-ql * clz

. a- f^ + a-
Pl ' Q,

,P+(r
m

Poisson

(2.r-0)

4,tz ,n,

y escribÍendo

obtenemos :.

f2 dX,

Ios: dos pri

(2. L2)

a- )f =P22

(2.13)

'n o"
2

I-os valores de espe*tación (. . . ) de 1as cantidades medibles son calcu

dtrs en términos de f I y f 2.

Iluscamos ahora un método que permita obtener fI y fD sin eI

conocimiento previo de ft, f*, , €s decir, una manera de

cortar Ia cadena (2.L0) de ecuaciones lntegro-diferenciales.

Sj-n embargot aún no ha sido probado que un ta.I método sea co

rrecto. Aún en ausencia de buenos argumentos haremos una eI

pansión basada en el método Mayer Cluster ( zs) para cortar

Ia cadena.
L

i

1

g

I

l

;



¡

l0

x)
L2

+f
I

x)
23

X

(x
I

(x
2

x)
I

(XX
l2

xx)
t23

x)+
I

i

I

I

Si e1 sistema estaba aislado y en equitibrio térmico, Dn serfa

constante y uniforme sobre 1a hipersuperficie de energfa en el

espacio de fase de las N partfcular. En Ia mecánica estadfs-

tica cIásica uno de los resultados mejor conocidos para situa-

ciones de equilibrio que cuando N 
-> 

@ f= puede escribirse

en la forma 2

fr (Xr) = fr (Xr)

f.

f(x
3

P(x
3

) : f (x )f
lt

= f (x )f
111

f (x ) p(x
132

) + P(X

)r (x )
l3

+ T(X
1

(x ) p(x x ) + F (x )t23 12

(2. L4\

distribución

Es llamada expansión en "racimo"

Excepto por términos O (¿rlr) t,

', 
= t ;n*ml ,1zQ-P'/'^kt

de Mayer.

es una MaxweIIiana.

(2.Is)

P, T, son llamadas

si.ón ( 14 ) es aplicable

ñas en algún sentido o

principales con t, t,

Ffsicamente es posible

s-tciones en el espacio

funciones de correlaci6n, y 1a expan-

en situaciones donde éstas son peque-

no importantes relativas a las partes

entender

de fase

esta situaci6n pensardo las

como dos variables aI azat,,

rro

d.=



l1

critas I)or una cierta f unción dis tribución de probabilid.rd,

P re1>resenLa enLonces la dependencia entre estas variables.

Esta situación es válida en sentido de promedies ya que la

posición cle las partfcular; en el espacio de fase son dis--
tribuciones :Lel'r-as bien def inidas.

Esta filtima ¿¡¿|r,gfa es clara para un "gas molecular", Ia

fuerza entre moléculas se anula a pocos angstroms de se-

paración. Si Ia densidad clel gas es muy baja, €I promedio

de la energfa cinética de una partfcula es muchc; más gran-

de que e} de su energfapotencial.

l:to sugr-r:re que si l{, - l, l» rango de 1a interacción,

l-a partfcula I no tendrá "información" acerca de Ia posici6n

de La p.rr Lfcula 2. Sin enbargo, si Ia partfcula 2 está su-

ficicntcnrente cerca de Ia partfcula 1-, su movimiento afecta

rá al de la partlcula 1 y las posiciones en eI espacio de fa

se rrcr pucden ser prescritas indepcnclientemente, Pero a ba-

jas densiclades, la fracción total en eI espacio de fase don

de P es no nula, relativa af, ,, es muy pequeña, y en forma

intuitiva es clue esta afirmación es más precisa cuanto menos

denso es el gas.

La noción que P cs despreciable comparada con

rrelación ternaria T es pequeña relativa a Pf

tivada en este caso. La estructura de (2.13)

ff ylaco-
ll

está bien mo
l-

sugiere que -

l

l
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cste or(lcn¿rniient-o (le 1as cantid.rdcs podrfa ser Ia base de

un.i cx¡r.rn:;i ón I)¿r]'(r Lrna sit,u¿rción de no-equilibrio. Est.¡
( ¿5)

crs la iclea oritlinal debida a BB6KY

L.i si tu.rc j 6n no es t.rn c,l"ara p¿Ira interacclón coulc¡mbicincl ,

dado (lr,rrr ,1, ., _, es cle larc¡o alcance, y se podrla esperar un' rl
I)c.rr tlt-: c()r rcl¿rció¡r c-lcl- orclen de la función distribuci6n t)g

r¿r una ¡;artfcula. Sin embargo, sobre casi todo eI espacio

cle f'ase clc clos particulas, (el hoyo en eI cual esto no es

c icrto es dcl orclen cle qz .,^-' ) , Ia canti<lad P/f f es cletotl
222

c..,rticn clt'g = 7/n Lj dondc L1 = k; K; = KT/AlIno e, k =

consLant.r.r clc llolt:. m¿rnnr'I'temlteratura, y para un plasma q

es cn qcltcral tnrt1, [,crlucño. Esto es cierto a pesar de ser

fa fuerza coulombiana de largo alcance. Esto es entendil¡le

debido aI cfecto cle ap.antallaniento de Debye tal. que, asocia

do a una carga lily un rac'i iuo c1e cargas de signo opuesto I.¡s

cuales tr¿lnsforman eI potencial 1 en uno efectivo de la
t -r{ 

r
forrnr t e-Át,' un tr.rL.rrrricnto cuidacloso paraI;-a lrr"'fttY - -I'2'

luuestr¿ qu(j el p¿rr corlefación es :

p = -' e-ko l¡I,-qrl r (P ) f (F' )ÁL I I I 2

lA - c{ I

' 
tl 'zt

donde f1 es una distribución

(2.16)

Li¡l P ()l )i
t

) - i (il )f (x
2L112

-> 
a

Y observamos que :

(2. L7 \

debilitamiento de Ia correla-

Maxwelliana.

)

,ñ
lrr

equi"va lentc

cron (11).

lrl
a I ¿r conclic ión de

.¡
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Luego excepto en un pequeño hoyo en eI espacio de fase para

, 2 partfculas es una excelente aproximacÍ6n en equilibrio tra

tar P/f. I conro un¿r cantidad pequeña.
ll

La esperanza es que tal sÍtuaci6n sea aplicable para situa-

ciones fuera deI equilibrio.

La aproximación de Rostober y Rosenbluth es esencialmente urt

procedimiento de expansión formal para (2.L2) y (2.13), en

la cual Ottl = g 0(P) = 1- y Otr ) = 0. Entonces guardan

do términos de 0 (f l y (0 (g) perml-te un sistema cerrado de

ecuaciones para f y P. Entonces haremos una expansión 13

cimo de Ir{ayer para el sistema fuera del equilibrio, de don-

de:

Et f r u ñ, .aq t, -.o /ro. 0rr. aF., f r(x2)fl (x2)dXz +

mll

.o /a6,0rz ,n, P(Xrx2)dx2 (¿' ¡8)

le* + p a + P -t_ ) plx x 't = lr_ ó A- + a- .0-, )( ". - ;, "1, ' ;, 
.) dr) P(xrx2) = ,16,r,, ,o, ' "n,0,.'"F,

l- .1
I e, {x r)fr (x2) + P(xrx, ) I* 'o ldXrf , (Xr) 

'Gr0r, 'n, 
+ (1<->2) 1P(xrxr)

+ no{nñ, t, ./a6, Or 3P(x2x3)dx3 + (1<->2) }

+ n-/{3: O \ + (1 <-> 2) } T(xrxzx3)ü(3o Q, 13 P,
(2 lq)

doncle ( i- €-> j) significa una expresÍ6n idéntica, pero (i, j)

permutados.I

I
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outn,l) - o(¿\ úte¡ = c(d. rg(A) C(n;) " c(c¡) 
(2 '20)

Llst.r asiilnaci-ón de órdenes tiene lrn elemento de arbitrariedad

y son motiv¿rtlos [)or la ffsica más que por Ia matemática' EI

su1>uc:;to (luc ¡rcrnriLe ccrrar eI sistema es que 0 (T) = 0 trJl .

Iiecr;cribi(,nclo (2.1ti) y (2.19 ) bajo los supuestos de Rostober

y Rosenbluth, ahora en (x , i, en lugar de ti, íl :

I,('i,,i¡ ,lt¡' = ltí,i)cltv
, lt.r r.l , \,-) -1 -) -' (2'2L)

l'( r, , x.) 'l ¡) J'1' = i)(x,, i] ,i) ,u,) ,)1tt, ,l'.r,

cnc:mos f in.rlmente :

ll.3 r t,.ll, t, .'l r, I ,r 11 l¿/, lt\,',yl ''',,,, 1\J'r,-,1',,.'nll,ri{.r,r)l'',,.Itr,,u,¡''1,i,)r;:rl,r)qldtNrd"t', t¿.2¿)

rrf,+(v,'.)r,,,,1 .Jr;)r j,[.'^,,J,, .,u' , {r'r2) J {t,l ;,)f tü ,l',\ * f t.|Fru1trftírp;;ndu.)oi .(t,-r)] p

I-)r: l-.r .rlrroxinr.t<;ión clc Iiostober y Rosenbluth se tiene :

-!'" 1,''' { ,r .,'.-'d.i \#u )s.',lL,Q, 
I

,,t L, ,, l[^,,,,1 Jr;, ,l , t'li;,ü, /r,ír)Frrltr', ,(t'- z) J (¿ 2J)

T<¡mando el llmi t-e g --, 0 (equivalentemente e ,m, L/no=* O )

en (2.22) y (2.23) obtenemos la ecuaci6n de vlasov o ecua

ción de Boltzmann no colisional.

(2.24)

I

tol n í..r{ I
*)

u :- \<YE ,/
!

ln N=o

¡rl''{¿ ''r',ú,rf t*) ,ü )

)-'

<.r') : -rrJ,l

I

donde : (2.25)

I



cs e,l lrromcdio cle 1.r l-uerza eléctrica sobre la partfcula L

debido a to<lo el sistema, efl este sentido se di.ce que en un

i¡Iasnra son más i-nryrortantes los efectos colectivos cJue Ias

fluctuaciones locales.

trn el caso nás general (23) , presencia de un campo magnéti-

co, un tratamierrto aná1ogo muestra que en este caso Ia ecua

ci6n de Vlasov se escri-be :

r5

*)r _) (q->
LJ¿* v,. );', , 

^
-)

donde ' f,_ É (t=',- ;,,,.i ) Q.27)

es la f Lrclrza de Lorentz

Jvi ]+ =o (2 .26)
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l

i

!
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§ 3. ECUACIONIJS DI] LA MAGNETOTIIDRODINAMICA

En eI capltulo anterior dedujimos Ia ecuabión de Vlasow

o uoltznrann no colisional a partir del método debido a

tltlCXY, (2.3) y ósta será nuestro punto de partida:

i'-,-)11'l)t n \.\./+l;; \._irb'>. o;l{ =c (3.1)

Muftiplicando esta ecuación por una función f(Vl cual-

quJ-era e integrando en todo eI espacio de velocidades

te¡remos :

.1tn(."r7) ,-y.(r,,,,'vr) ,* ( lE'nv',é,).J;,* )=O (3-2)

clonrle eI promecl ío t L.l'7 o, definido por :

( t.t > ,,-1*j J 
,,sv LF(v) I ( ¡ ,i ,, )

(3.3)

con Ia clcnsÍclad de nú.mero n(i?rt) : ( D, -> -t ,13
n(ñ',1) = ) tr( 

n'r v,t)0- r'

Caso l- : u|(71 = 3-, de (3.2) se obtiene

J.,r,V'(,, <v'>):O (3'¿)

ignorando ionización y recombinaci6n. De donde iones

y electrones 1a ecua'ción (3.¿) se escribe :

)'r)',, *\)'('t¿1'l)) -C 
(3's)

con

J ,J€,



!

4.1

llaremos Ia descripción de un flufdo para lo cual de-

finiremos densidad de masa y.cargary no trabajare
mos con las densidades ri y ne

Def.

densidad de masa

clensidad de carga

y luego de ( 3.4 ) y (3. 5)

-¡ -T
Y= LntM¿

-)<U>-- f, Lna nn¿( va ))¡

n= 7 vt,€a

-, -)J; Zna€¿1 V*)
,:htenefi,os :

(3.6)

(3.7)

(-?.8)

(3.e)

o

-- r7

)rPr 9.(f ?¿) :

Caso 2 , t t?¿l

/,\._)
J¿(n .J'>) n V.(vr

dondez.4J\
V ' (r <v v >)

Se usa la convensión de

repetidos.

-= ()

sustituyendo en (3.2), tenemos :

< 7 ; >)- H[É.,ír,d)= P (3'10)

- é¡ ),("<v;yi>) r3.r.r.)

Einstein de suma de fndices



18

.¿(1".",,,',v,, ). ü .2,t,,,2<i)J, > F" nrpr(E-.,,u'>. ri').-c (¡.rz)
,LA

Lin la.rproxinración l flufclo rlultiplicamos (11) por ?T^

y surnamos sobre A z

Def. ;- l,'* w d vetocidad de masa
( 3.13)

Luego ' ,)- h¿hd <il^2 - Ct (3;14)

inscrtando (3.13) en (3.12) tenemos :

, E) ¡ -) _, -, _t \ _).)rl\'.. l{ ))-l> (i'¡¿' ,l - f )r,1i,¡.r.r 1r,;: r)-,e'_ ird= ,, (3.15)

Sustituyendo t:.gl en (3.15) obtenemos :

l;r, ¿i i,'),ii - ü f ,cE, + .j',,i' (3.r.6)

con 1-:..-' \- ,) *r (3.17)'tt" :- I n" n.t ( w) i* ,

tensor de tensiones.

Et cérmino i <i' tal como se demuestra en e1 trabajo
de S.f. Braginskii (2f) puede ser escrito ccmo :

-) . _) --)
V"t - \i [,* ,lr. v], ü', v, * L t. t -] ^ -.,\ (3.18)t / /, 

l?tvt')¡¡.¿f.t)
1*)

dondela es debido a ros términos no diagonales de} ten-.-+
sor il , rramada viscosidad nagnética, h es una fu¡rción

I



rq

que clepende Oe ú y Ias segundas derivadas ae ü.

Iln el apéndice 1 se muestra que Ia viscosidad paralela

puede ser despreciada en este caso.

Luego con este resultado'introducimos (3.1-B) en (3.L6)

para obtener :

S'(;t. y'. r,'\ L,' ¡', ,i- i'f * o , )nri,(§ tl,t) = O (3.L9)

Ahora multiplicamos (3.12) por q y sumamos sobre todas

Ias especies.

)r-; . ; { \,€,_,,Lr) >rJ,) - Z r,§ (/*rJ) >^ ii )= c (3.20)
"r yyut '

Haremos 1as siguientes suposiciones para simplificar
Ias ecuaciones :

l-) Plasma bi-componente, electrones y protones ( ruq<<n;l

2) h¿yrr.:: l't (cuasi-neutralidad) (3.21)

con estas aproxj.maciones :

5 -i .-) -')i) Zttry ll( < t'{ ) y r¡(¡¿. +,utc) \ } t4 tvt'L U G.221
l.

Además :

v)>c*n,¿J;'>e = i (3'23)

De (3.22) y (3.r:3) se obtiene :

1r1., rl€

]J,
'' u" .' ¿( lú



\-/'*-l1w") - - Js

vle

¿o

Luego

i.i) ( v')< ,'> - i f.r'*1;> ü'r í ¿ü )u :i><'i.> (3.25)

-)(¡v ) = ü9 'r
I th.. V)g

(3.26)

Pero,

iii) ü (i--,,.(,f^ v,) =§.(i ü', r,J) ;"ü ñ G.zl)

(usando Ia condición de cuasi.neutralidad 2)

iv) (nnor.r* r*> = fi, T S"i, , - #"lu (3.28)

(Para temperaturas comparables de electrones o iones
f -\ (-J

ll 1i.,y^ ilT?li ) :

"r7 ^,+(E'*.ür,;) = #"G* i, E- i 3,8) t3'2e)
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Insertando i ) .--> v) en (3 . 20 ) tenemos :

['*ü', ii - 1,, 1,,¡' " + t.'ñn = 
#rla¿íu€_t1j,* 5}u,))* tf

(3.30)

La ecuación (3.3) es Ia ley de Ohm para eI flujo de co
rriente, donde

1,= ^nney'e-, lnez (3.3i-)

(resistividad del plasma)

y'e; 
= frecuenci.a de colisi6n

Observación :

En 1a ecuación (3.30) corresponde :

',)
i) E densÍclad de fuerza e,éctrica de acopramiento.

-\ .. )ii) 1t t tb - Ju j'r¿' - ¿r, d densidad de fuerza mag
nética.

-) -) -)1r1) E + {e v tt densidad de fuerza de Lorentz vista
en el sistema de moviemiento de 10s erectrones.

.-)1Jiv) 
,.'¿ t>'r densidad de fuerza debÍda a gradientes de pre
si6n (es dominante ra presión de los erectrones).

-)v) 1 ,y densidad de fuerza de fricción.
vi) lrg I I _, -, / -\ , ') -,, --l

t1¿,t u,,t..) * ij'/li'f ' i'r')i 
es la Ínercia de los electro-

nes.



La forma simple de la ley
términos de Ia i-zquierda

mer grupo de términos de

-)
E+ Lt

AL

ohm desprecia los 3os y 4os

Ia ecuación (3.3()) y eI pri

derecha :

de

de

1a

-)
¡13:

Aproximaciones

trn nuestro =i=t"*u
por gradientes de

miento es masivo,

samerrte por : (r

trscribimos :

este término

cuociente es
- (*)

'lí (3.32)

el movimientc del- fL-ildo es dirigido

presión, y en eI lfmite donde eI movi

Ia velocidad del flufdo está dada grue:

-) --t\ Jft \7) Lt

(3.33)

(3.34)

y además

, donde

(3.35)

Usaremos esta rela-
Ios términos despre-

'->VF

escrÍbiendo la ecuaci6n de estado p = nkT

válida en nuestro sistema en un amplio rango

I ,, )t rlto , obtenemos 1)ru OUU,.)

v,,,,, tt (l'l/"';)l'
la velocidad térmica de los iones.

ci6n para estimar Ia magnitud de

ciados en Ia ecuación (3.30).

i) La fuerza magnética comparable con eI gradi-ente de

presión §; p -rr -1 I 15 estarán fuera de nues-

tro interés.

I'. rP,^ \,,t,\n,, , comParando

eI retenj-do de la forma n x B, eI
It¿

con

, llt \{,: I ,v
vteL '^tt'U.b

rv r]i (3.36)
L

'¿],-,
Q,L

,,*rr/yu',rrrr
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Donde L es I¿. longitud de escala tfpico ¡ {Z; .l fl,\

son los girofrecuencia y eI radio de'Larmor respec

tivamente.

Luego podemos despreciar e1

esta ecuación -st 11.; 11 L

3"to y 4to

se

tenemos :

que toman en cuenta estos términos

mientos cle "radio de Larmor finito"

términos de

Tratamientos

llaman trata-

(3.38)

despre-

Larmor " .

y las

(3.le) y

t3 5q)

(3.40)

ii) Esrimando i de -ír¿] - 9 P

¡ ?u. r,j II/U u', rr ti " W,Wrr*,, io - W{k) a, ( 3 ' 37 )

donde -L es la escala caracterlstica de tiempo del

movimiento. Generalmente m¿ ( *f , ftr, 11L ., ei ¿ -» j

luego despreciamos et término )rl .

iii) Análogamente

x#t ú'.tu'i) \lf u'roir . W!tJ** B*r(y).
Dado que nr., /r.,3 I estos términos son aún

ciados en las teorfas de "radÍo finito de

Luego de 1a condición de cuasi-neutralidad

aproximaciones i) ----, iii) las ecuaciones

( 3. 30 ) se escriben :

l(J, * r,'' ü)'Li = Í, ,3 -ü ¡ * y, P', (lxi)
.-) -) 1) ^ *)
'E r 1,t x B = IJ
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L

caso 3 : +(ir)= v'l u , sustituyendo en (3.2) obtene-

mos :

Jr( ! tv))* ü'. (n <ü'u'») = *, ;'. 4i > (3.41)

Multiplicando (3.41-) por m, y sumando obtenemos :

?.( ?p, ( }1)* t'.(f '\l u' , Zyn'* q'\ = j'. í (3.42)

Donde :

-,),l= (,,^t,,., 1u) w^'lz7 (3.43)

q : representa el flujo térmico <le azar debido aI mo-

vimiento azaroso térmico.

¿(. i t, * ! ,,'/ ¿) : tas.r de cambio de Ia energfa interna y

Ia energfa macroscópj.ca de movimiento.

-') ¡'t -) \ : energfa macroscópica "fuera de f lujo" av"(\ ) u)
1a velocidad rriacrosc6pica U.

.^) -¡ \
ü, (] ¡, Lí ) : energfa interna "fuera de flujo" debido

a Ia separación o convección a la velocidad macros

cópica.
--) -)J f : conversión de energla elécLrica a mecánica.

Integrando (3.42) sobre eI espacio con borde en infinito,

el término con divergencia se anula, obteniéndose !

.z\ill''s4),lu* - f i',id'r (3'44)
J"vv

ecuaci6n de conservaci6n de Ia energla.

tJ
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Del teorema de Poytinrl tenemos : (22)

-) -) -' / I '\ I I t,-?, ¡t\ (3'45)
J' ¿' = - v' (,,,. t rr', ) - ol J, (r'+ b')

De donde (3.42) se escribe :

.rr\ l[. S$. il- fj)- o'.( s + í - 2rí *l'*fie','i)= o (3'46)

La integral de volumen de Ia ecuaci6n (3.46) da la con

servación de la energla total.

Ahora (3.42) puede ser escrito como una ecuación dife-

rencial para la presión. Usando Ia ecuación de conti-

nuidad y Ia ley de movimientos obtenemos :

. r .,t \ .t /,^,, I -)\ -) -) -¡ -) -);)¿(\ l( )i\,.(\it, l(J - tí.v1,, x" syo (3.47)

(ver (2r) y (23))

Restando (3.47) a (3.42) obtenemos !

a t- -) .-_-r\ -) --):) -) ,J) .-) 'r§(¡¿' ¿i' J')1,* ? +.' ; /i'= - l'1 *J'. (E'-u't») (3'48)

observación

i,) § d' conducción de1 caror

ii) J ti.] - )r', E) ' ? l. flujo 6hm.ico

iii) Si 9. 1'- ',1 J'=- Q tenemos de Ia ecuación

de continuidad :

o_()+" ¿? d[%rr) (3.4e)

!l ('ql5 (3.50)
P =( J

Ley familiar de adiabaticidad

t,

I

i.l.



LT,

iv) Usando p = nkT y sustÍtuyendo en (3.48) obtenemos

una ecuación para la evoluci6n de la temperatura.

Además de Ia ecuación de conducción del calor en

presencia de una fuente tenemos ((23) y (2a¡¡ i

V 4' = -\r ü'f - i S. (3.51)

donde K = coeficiente de conducción cal6rica
S, fuente externa,

introduciendo (3.51-) en 1a ecuaci6n (3.48) obtene

mos :

r rr ¡ , -) -\ , ) (3.52)
,)¿ P*H'.v'1, 1,rrV,l,- ..t .- .,1,t,; t,* á-\ JZ \

Para una discusi.ón más detallada de las ecuaciones

magnetohidrodinámica consultar ref. (21) y (22).
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l

A las ecuaciones oJ:teniclas acoplamos Ias ecuaciones de

Maxwell : .

a¿li -+ €, -g - s (3'53)

-+ri i *§'i=O (3's4)

$ rri =O (3.ss)

§ t' = t+nü (3' 56)

Donde se despreció el término de corriente de desplaza-

miento en Ia ecuación de Maxwell (3.54) debido a Ia con

dlción d.e cuasi-neutralidad 2. (Ver 23).

Ahora escogemos e1 set de ecuaciones i.ndependientes que

describen el sistema :

(3.s7)

(3.s8)

(3.se)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

2t.3* p'.¿f v'):C¡
-) -) -\ -)

/+i'rl' ='1"5

30r* i'';)t'= .i', P,'- ü/, -¡;*v, t§'^ 7)

7, ¡' ,'. §' ¡ . -3 
(o'P * 1ou 3 É- ¿ ¡r§' r'
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-ú'o)* tt,(*)á * gL

i

§4. SS9UEI9EIPB9IrN}UISA IgE¿!,

En eI caso ideal fr=,r¡= tf = C las bcuaciones (3.57)

(3.63) que describen el sistema son :

90¿*;\i)ú'= 3,¿ -€r (4'1)

J¿i*i;'/.í ;')-O (4.2\

:[;.Y*v'v'l']- -\'Y''í (4'3)
J,l L -

ír ü',r F,' - C (4.4')
_)_)-)O

2¿b"9,rE = \-/ (4.5)

üP-" =o 1a.6)
.) ) /^\

-ttrt .5 -- \i r b - I\) (4.71

trI sistema es una columna cilfndrica de plasma en un campo

rnagnético longitudinal. EI campo magnético en equilibrio

está ciacio por :

(4.8)

A) U9YII1I!NT9 INggSBBEqIE!E

I. Orden Cero :

Rnrrlrr'¡*,-'rs ¿ll ushww (+. i1 - k.7) atn )¿oín ¿" yfuobac+anró *W,

(v,,,1 ')ril''' ,:(":)',,,) (4'9)
Lt/ .r,)

Usando Ia ecuación (4.1) suponiendo V - 0 se obtie

NC:

,/,.'- l), - I ,gY L'I 'r' \ c,l ñ

donde P es una constante.o

i

(4. r0)
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La

Io

transformada rotacional q es una constante y por

tanto, €1 campo magnético no tiene cizalle :

, t ",)Ll = ?-n- rt 15¿ _ .)i¡.i i ó, \+ _ 
L \í,,)

EI resto de las ecuacj_ones (4.2)

tisface automáticamente :

QtD ?.) -J>

l'') = o
E"o) = o

(,': . . f;(t, ^r1(vuOt-l¿\-.){¡''rl,,t,z)- lrrr) (

De donde :

i) ,,1 v"ti , q) v'it -c)2 t'
-)
5 vector desplazamj.rnto.

ii) [(ü, r;]), r,,']"'_- (i,4,,),.2,n*(§^Jll), d,,)

( 4. 11)

(4.1) se sa-

(4 .l-2)

(4.13)

(4.14)

v \i:;

I I . Orelen Uno :

Sicndo ( ,r,z ) coor:dr:nadas cfclÍcas supondremos que

la forma de l-as cantidades perturbadas es :

pero t
r ¡lr. .j)I, "'

' - §'(r,1,",. d,') * (Lie'. ü)/'- (8,'/.»')É'"

.- (f,, ,[ * ? ,nS t;,''r,

= t*,(t ?u*,,,\
#

" 
'l'í +-

L,r\ t,!'(,1 )* ¿#'O I

; tl)tt+
t4) ¡ )

-t4tt1
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/¿1"'(;)l'"= % \o:i'ó- b';',\\

::

L,¡', 
j), ii \")= - f v (,,,' ,rI'), ,b;1,, 

',r, ú')2e)Vo,)ri U;'¿!.r,

iij.) De (4.4) y (4.5) se tiene :

a¡/, = §'n (J', r,i) = ,'(§'. t)*i(ü7)*(ólü) ;'-(i §) o-

,Z.) = (-[!)'o) r/)Jr, - (u'o. f )d,,, " ,fl_,h-,ry)¡r,n 
ZU,l,,á 

_€ i)
- ,*0,1t,3 - "ir fi\

De donde :

,¡ /)tn) = ",* ¡,rrutQ\lto (4.16)

Luego sustituyendo (4.15) y (4.L6) en (4.1) obtene-

mos :

s,,.,, !, - -- [ | ü(ia dy'- (ri, fit,,tt¡)t,lt,r,( !¿)'o*,+\lr;:i;¡qJ - g /,
DefinÍendo 2 ¡ ---1't,:

w= v4Íl" 2r{Dü

(4.1_B)

Éu,= +r4(t'\+(éd')
' I*\' ,Ñ/

La ecuación (4.1,7 ) se escribe

l!'+^-^i)']í=-S f'- z,$n-^tr)\lrí-3nd ! (4.le)

Pero,

i"l vq('L ¡, t"',1 ,_ i,lu f,'é * uf'» t



l
dad

It

Sustituyenclo (4.20) en (4.19) y separ

[,]rt*(*-,,i)'l ],. = -?rr pt" - , ,twnI) g;

I it, (r»-,rr¡f ] \r, = - 
1+ É,,,* ?t(w,.,,1) r;,

L;'* t,,,-,,r1¡1!¿= - Ilr i"
Definiendo :

Vo = 2 lvn-nfl

tr¡ : r ¿ "* (*,-,l{)1( q._ l)
De (4.2L) obtenemos :

3+. A' 1J,, Ét"* 'fi ".ü"'f
\o = "'§' 'l 'ii ÍJ"'* rr, .r,, f 'o' !

15r: "! \''(t-,[,)í o)

Usandó la condición de i.ncompresibili

se tiene :

ando

l
L

J

tt 
f 
t" -, Ii ¡-,' f 

u' = o (4.26\

I ;,, [n ),, t'")* f [.(r,,- t ,*, t p,:l g (4.27)

en coodenadas :

(4 .2L\

(4.22\

(4 .23\

(4.241

v.3 = 0 ( 4.25',

Definiendo :

Í - Ln (4.28)
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La ecuación (4.27 ) se transforma en Ia
. _cradc 1 especre :

.1 t

,,),Ll .t¡

Con solución :

ecuaci6n de Bessel

(4 .2e)
(,)

(4.30)

L,l oLr¿r s;o,1ución Iineal.mente in<lependiente de la ecuacfón

du t¡essel es Ia funci6n de Newma.t M,,(^) , sin entbargor 85

sinrlul¿rr cn r = 0 y lueqo hay que elimj.narla de (4.30) la

solución general.

Conrl . : ión de borde :

Dado que el plasma está acotado por paredes conductoras,

." i \ r,
-'t,,\ll=(tj:'L (4.31-)

Usando las relaciones de recurrencia para las funciones

de l¡essel ( )' 
¿,,-,(r)*r (x) =:2,r- \ ¡ .\_,¡_r Jt¡¡¡ 1tt.¡ _f e,i ( X)

i,u' = <\,tx)

De (4.31-) obtenemos :

{.r^ ¡' 
,')+ r*,L 

¡l,n
Usando (4.32) se tiene :

J,n.(r.) * i,,,n (r) = 2 clu J,,(t) (4 ' 32)

(4.33)
,)

1 -- r-t

0= Cr,

/,"T)=
(4.34)

C[,, úr;j i' j, J ¡,,1],, - J,,J," 
).;,:,'# 

J *(tn
l

it-
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De donde Si 1 X I a >) r se obtiene :

)q To J,,( J, ,, rlTi]) - o

Donde Z es eI
m

den m.

Luego la rel¿ición c1c clispersión resulta de (4.35) :

(4.3s)

(4.37)

(4.38)

.'-^--__-1
b-¿tVÍ,r'-l -2,y, (4.36)

primer cero de Ia funci6n de Bessel de or-

c1e ,Ít (4.22) en (4.36) obtene-Sustituyendo Ia definición

mos :

,n^.,, , .f lllr- rr 4l lLll¡
vv - '/rn

^Y observamos que Ld. 0 para m : nq, sin'embargo :

fü\., l91\'' ',-., ,r-lt'ÍrJ '\. z*) L¿¡'4-rr'"1 \i -------'-----) D<r

ry¿ n)

y clado que V\1'-- t) :', de (4.24) se sigue que

una perturbación finita de la presi6n produce

infinita. Esto significa que no hay solución

blema si eI plasma es incompresible.

cuando m-+ ng,

una velocidad

lineaI al prg

En Ia magnetohidrodinámica ideaI, sin embargo, la hip6tesis

de incompresibilidad debe ser abandonada cerca de valores

racionales de nq. Por otro lado, el plasma permanece incom

presible cerca de Ios modos.margi.nales inestables, es decir,

de ne1 y ¡e2 (ver figura 1-) . En otras palabras, la compre

sibilidad depende de k l¡ :Ín-nq, como veremos en Ia siguiente

secc ión .
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b) I'iOVII'lI trNTO COMPRESIBLB

Pripero mc.¡straremos que cerca de los ]f¡nÍtes de estabi-

1iLl.rcl, cs clecir, cuanclo nq toma los valores nglr2 = m f

) - r \l., \rt / 2,,, (4.3e)

(Ver ecuación (4.31)), el plasma siempre es incompresible.

Consirler:e¡nos la ecuación (4. f ) para o I 0 pero suf iciente-

mente pequeño. En este caso Ia linealización de (4.1) resul

ta:
r l'.,1 fr,t rJ¿r )

Ltu¿', ¡ t

De las ecuaciones (4.4)

t,t", J l,i" )t ü' i ,,',',' ó

v

*)
1
5

l- ,u*(,"'.
lnQ¿ 

'

C (»)
(4.40)

d("= ,^r, (l,i-vr1)

(4.5) se obtiene :

-d,.{ü I ) (4.4r)

Las c,;mponentes de (4.40 ) pueden ser escritas en términos
r',, li1e f" de Ia misma manera como las componentes de 3 fueron

escrltas en (4.24). Usando Ia ecuaci6n de Maxwell (4.6) se

encuentra que satÍsface la ecuación (4.26) hasta orden w.

(4 .42)

Por Io tanto, en eI lfmite w ----) 0 eI campo magnético
-rll\

perturbado b es j-déntico aI obtenido en Ia sección an-
.-) ;)

terior a) bajo Ia suposición V' 3= O . Luego 1a ecua

ción (4.4]_) implica que pdf¿ w = 0, el vector desplazamien
-) -) -)

to ''t. está dado por las ecuaciones (a.za) y §)'1=O (No-
., *)

tar que en este lfmite, es decirr i,I = 0 con m I nq 1 es
*)

infinito, cons j-derando ! = 0)

v'f ") * v' yu'p t" = o (a\
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Dado que g':'= U en los lfmites de estabilidad, pode-

mos usar eI hecho que ü i es pec¡ueño en una vecindad

de estos lfmites para determinar la relaci6n de dispersi6n

para modos compresibles en esta regi6n. Entonces, en pri-

mera aproximación eI término proporcional " d ; en Ia

cct¡¿rci 6n (4 .41) Jruedc ser clespreciado y eI resultado puede

ser usaclo para eriminar Út" u. la ecuaci6n linealÍzada de

(4.1), €1 resultado es :

Ú' ? = A;' \ r't''' * L''6i 'fr'' \
Combinando esta ecuación con la ecuaci6n (4.3) para elimi

-) ,)
nar P '\ , se obtiene (ver apéndice A) :

(4.43)

S qr'üol'üo' 
^r¡v. ii,, + lt,o_o, _

donde :

s

A"L ( wt - tt ,l)

^] - -l= ,til4rr p,r]

- (-\ (4 ' 44)

(4.4s)

(4 .46\

(4.47)

! É.,,

suponiendo qrr" p 
(o) es una funci6n que varfa lentamente

con y, es decir , ?,, )) b: l+rr I S puede ser con-

siderado como constante, Ia soluci6n regular en lL = 0 de

(4.44) es :

É"'.-JJ,,(u,',)
donde' v- Lr(nrr) 

sio""c+
cC ( nr- ,+)'

y ) en (4.46) es una constante.
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\luevanrente la relación de dispersión se obtiene de Ia con-

dicÍón cle borde de conductibidad perfecta de las paredes
l\t'.,,,,1r,,¡ ,)

,.]' I r,,, , r,) , ."",1,1t l(,,¡ ,¡i,). ¿,,,'Lur,,,,,./),(u,r)r. t*sttlt;;.;lf" .,4t#)'!l''

De esta expresión se sigue que compresibilidad, como se

esperaba, tiene el ef r:ct<-¡ de aumentar la tasa de crecimien

to sin cambiar eI dominio inestable de los valores de q.

Esto es ilustrado por la lfnea a trazc,s eri Fig. J-.

iil efecto de Ia comprebilidad en la región central de1 es-

¡rectro clonde lLt,.=' (r I trt' í no es pequeña com-

parada con otras cantidades perturbadas, como ya han sido

cal culaclas numéricamente (L7 ' l-5) y aná1iti".*errt. ( 17' 1B ) .

El resultaclo es ilustrado en fig. 1. Vemos de esta figura

cJue el espectto con clos má-<inros scl transforma en uno con un

ruráximo simple en nq = nl .

A pesar, como se dijo antes, Ios cáIculos para los modos

compresibles han siclo ya efectuados, ¡epetiremos para el

caso nq = m debj Co ¿r clue l-os usaremos en el próximo capf -

tuIo.

Linealizando (4.r) y tomando m = nq, y despejando de (4.2)

(4.7) obtenemos :

I

ú'i-S[tn'(r-]).4)§ í- .', - ¿ (n)
tn )ft (4 .4e)

(4.50)

] +z nD iÁ

\
!-¿ P

,) 1 to
[i1

donde A : rr.' { (?J'* r,

i
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¡r

Para ')¡,¡r >t | , lo cual, para m = trg, implica lX\ a (< 1

(ver ecuaci6n (4.11) ), Ias ecuaciones (4.49") se reducen a :

),,2 lf,,, l,),,+"1(g,{ ),,),*\+: o (4.5L

-
j

donde L+= n 1,,
La sol.uci6n regular en r = 0 de (4 . 5l-) es :

+ = J J_,1 (*_f)n'.l*, t

(4.52\

(4.53)

(4.54)

La condici6n de borde Ll- (r = a) = 0 da los valores de w

enm:nq:
A t t -Zt.,L.v 4vn'0,"\)

A'1 Z
/ ) C1lVl

Entonces concl-ufmos que la compresibilidad depende deI modo,

siendo eI plasma incompresibl-e para 1os modos marginales, y

jugando un papel importante para valores racionales de nq,

donde w no s6lo no es nulo, ,sino que toma su máximo.

Finalmente, Ias componentes de ! están dadas por :

F.ILr¡ - it r (4.55)

q

) - r ll \ t ,\ Ioo= --- 1(\-/.\r-,) r:');i,)nS - ?y I;jllrr I

-J- . ¡[ri¿ \, ,, .\ , ].. L :__::: { t l, (}t ,),r,) I ,),,[ -?] 1Jtilr1' '¡ t / l\"
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En este capftulo estudiaremos los efectos de Ia viscosidad

perpendicular y conductividad térmica sobre Ia estabilioad

deI sistema considerado en eI capltulo anterior. Nuestro

prop6sito es mostrar que los efectos combj.nados de viscosi

dad y conducción térmica son responsables de Ia existencia

de modos marginales estacionarios.

En este caso ( 1=0 ) Ias ecuaciones (3.57) --- (3.63) que

describen el sistema, resultan :

S()u. ; ilú' = i', d- §' ? - l.í, 1ó' r í\
)¿ I + ri. (g ;')= D

¡ [¡'P *v' v f - árVP- fl = - Ví.y'
g'*u'r[] = C

-) -) -)?ttb'* §',a 'C

ü il =c

-) -t -')§', ü - Lrn I = C

I. Orden Cero
-),..\

Dado que V"'' = 0, Ia única modificaci6n a Ia soluci.ón

en este orden es de (5.3), en que aparece So una fuen-

tc quc m.rntienc cl ¡rerfil cle presi6n en ecluitibrio, de

donde :

(5.r)

(5 .2)

(5.3)

(s.4)

(s.5)

(s.6)

(s.7)

o-4[ f fu\t (s.a)
3T \ q. /
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rI Orden Uno

Supondremos que e1 plasma es incompresible, (esto es

,)L en la ecuaci6n (5.3) es infinito .y Ia ecuaci6n

es reemplazada por Ú ? l')- O ), y mostraremos que

1". remueve la singularÍdad en lro = 0.

Suponiendo como antes, densidad aproximadamente cons

tante y IinealÍzando la ecuaci6n (5.1) para perturba

ciones de Ia forma usada en eI capltulo 4, obtenemos

la ecuación para el vector desplazamiento {:
^ g,?

L (",J'* 
ff.(,,,-,,r.¡)'l d = -§ (ü''* d#') - rh,J,,,-,,rt)1\l .,,O,yl Fdrtr,'rí)

En eI caso ideal de MHD (magnetohidrodinámica) trata
-)¿da en el capf tulo 4, i t.r,t. 1a propiedad que V¡ ij

era proporcional a 1 (es decir, (4.19)). Por 1o

tanto, en eI caso incompresible estamos tratando con

un campo libre de fuerzas como se ve en Ia ecuación

(4.41) . Supondremos que esta propiedad se mantiene

en presencia de vj.scosidad. Entonces, escribÍendo :

) .-) :)
\>rt =Pr3Y-/I (5.10)

y P es una constante que más tarde será determina-

da, con esto (5.9) se reduce a :

L ¿r-É I [,.r.u {,m-,r!)¿l d = -v ¡ - zr(r,r,1-a +)\\,] .há \tr. rrl

Donde hem.os defÍnido :

|,=
Ut--
tú'3, bi

(5.r2)
)''

(u

Ar

,. \z- n1)f*iC),1 *

n1l a*'rfvl

('1.,Á

2ln^

Definiendo:

Ai 9(I,'?-t) 
(s'13)
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componentes se

P"'\

f,.f

Escribiendo (5. Ll-) en

a- - Au I f At,, vn PJft /-)t ,"nf * 
lT -,

-t Aq, : ¡ A. J.It- ¡2,'l o 0-r 7n''g ' I 11 J

9, = 1L A' (t- Í,') i u,

Calculanclo §' l,' = 0 se tiene

vrf" ,)t'.T,'- ()

Para determinar ? tomamos rotor en

v * (',,o 11 -',,rJ ) =- r[',,, í *t bh J - (,
Luego z ," 

9n L f : - ?t (vn^Yt1\ tL 3n

nuev

obtiene :

I
I

l
l

amente :

( 5.14 )

(5.16)

( s.17 )

(5.r4¡

(s.le)

(5.15)

f.r ecuacÍón (5.11) :

)¡r '\ r r , '\^1l: \r* i, ,),, {tr 
.1,,r) 

) z

Desarrollanc'lo (5. l5)

^ I / ,, \ ¡ I).),rl.t ,tr I " ) - ()*1

Donde hemos hecho

!

1, oP = -?tir,ut-rr1) ^b'h
3, G? = ),(ry^?)('# %* l)n/,,3,.))

De donde conclulmos :

l¿ = Lo',l'
obtenemos :

,r,:. \ f,.\ : o/'J I

,:( : b- ,. tl*,' ^7
I
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La solución regular en

general (eliminando Ia

ES:

1t,l /

Q'" = J )- {Ln
I

Condiciones de borde :

3,, (D: a)

'5, ¿¡= r.)

De donde :

r' = 0 es J_ (X) ,m

sinqular N (X) :-m

Iuego Ia solución

función de Neumann)

-=Q

:^ L'

i)

ii)

(s.20)

(5.21)

(s.221

(s.26)

i) Se debe al supuesto de paredes perfectamente conducto

ras y ii) a Ia presencia de Ia componente perpendj.cu-

Iar de la viscosidad.

Explfcitamente ' { a É,,'* ft Ü-, Yt'\lr. rü= 
O

),!,-,3,) ,cr¡ {-,rull - Ors.z:lril ¡' -tvrrul ll,l__t

Y las ecuacj.ones (5.23) sólo pueden ser simultáneamente vá

lidas si , 0-, 1 1_ (5.24)

Además de Ia ecuación (5.20) y las relaciones de recurren-

cia (4.32) para las funcÍones de Bessel se tiene :

],n-,([qf%rT)- o (s'25)

L

)-,t: ln- ?-L' (Lo)'
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Siendo Z " el primer cero .de J_ . (Z\ .m-I -m-1' ' -

y para compatibilizar (5.24) y (5.26) exigimos longitudes

de onda \= :r, /¿ corras, tal que , (ü.^), » Z:,

/\) 
i_

Por otro laclo, dado que como

la condic ión (5 . 27 ) impl i-ca

Podemos ahora

facen estos

si-gue que :

Lt)i

b"lb¿ >> I (s.28)

escribir Ia relaci6n de dispersi6n que sati§
modos. De las ecuaciones (5.13) y (5.1-7) se

(5.27 )

veremosr ffiaDer se sigue que

eI lfmite tokanuh

( s.2e )

(s.30)

de tal forma

condiciones

forma de los mo-

eI capftulo an-

De donde se oI'* 
l' 

.b'q'+(vwncl)'

Donclc cl sicyno cle Ia ralz cuadrada se
\

de hacer v/ real y positivo de otro

de borde no son satisfechas.

La relación de dispersj.ón tiene 1a misma

dos ideales incompresibles encontrados en

terior.

En efecto

d,,= o

Sin embargo 
A

LDry

\, Fb,,.), * ,i / tp.tl,ü+l- ztrnn\)-(
1

'(+)

para m = nq

')'' 'l-'+l 
* g({nt n!))

Ytb- q

(s.31)

(5.32)

IO
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.A,, = Z InT-n{

Por Io tanto

("'*)'- c( tn-^i)')

t, (,)\ nLi,ri l-, ,l: __1*:z
Irl -r i) t '^ 

' / l^, Z^:,

(s.33)

(5.34)

.-)
,^

rLLuego 1, es fin'ito en este ffilite, removiendo, €n conse-

cuencia, Ia singularidad en nq = rtt. En otros términos,

dado que e} cuociente (5.34) es finito en. este lfmite y

de las ecuaciones (5.1- ) y se sigue que una perturbaci6n

f inita de presi6n produce una velocidad f inita i''' = lr't

La forma de1 espectro dada por la ecuación (5.301 ." *o"
trada en Ia figura 2.

III. Modos ffsicos para [. finito

Mostraremos que hay solución en este caso para el sj_s

tema (5.1) (5.7) para t, finito.
Para estados marginalmente estables (w = 0), de Ia ecuación

(5.5) se obriene vrr' = 0, es aecir ? = -iLl @ noten
cial escalar

Luego, Iinealizando Ia ecuaci6n (5.5) se ti-ene 3

7',,, B,u) =€pu, (s.35)

De las componentes de 1a ecuación (3.35) se obtiene 3

V;" (,vr-tt1):O (s'36)

Y 
s,';',n' : r(,n-n1) l+'* kui'! 

ts'37)
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Para los estados margÍna1es donde nq t' m la ecuación (5.36)

implica \r',.,('': t, . De hecho, las tres componentes Au ?t')

sc .rr)Lrldll .r] Ic-¡s lllrri t.cs Yt,Ir,, : ,r, 
/ (tt : i#,r\

l)ol' t-r[.r¿t Ir¿rrtcr, l)¿lr(r los estaclos marginales que ocurren

en nq = m, de (5.36) sóIo pueden satisfacer para V,l" +O ,

I)e ro clc: (5.37) esto re<luiere que §'' u''t = ()

Ahora entonces, mostraremos que bajo esta situación, (rrq = m

y \,'. u''t' , (-) ), existe un modo margÍnal que satisface

eI conjunto completo de ecuacj.ones (5.1) (5.7) con

Kl0yffinito.

-) 
.-l r

(5.37¡ V'V'tI'= QXn ef ecto, tomando \^/ = 0 y nq= m y usando

Ia ecuación (5.2) se reduce a :

,,rl\ l ,r{u) ? 6gz p\t)V¡) ul¡i l' - S \ ), I

De las ecuaciones (5.14) y (5.34) obtenemos :

h,ll 11, '.,,) ' (i 
I-\"' qr t ,,. üu'* F t"' ] (5.3e)

n,\- *,qtez f) ¡¡;t 
'

Dado que V es una funci6n p(1), es conveniente expresar

eI lado derecho de (5.38) en términos a. p(t). De (4.41-)

y (5.34) se sigue que :

)¡^l t \
p;- - L,,, (, 1,, ,_¿ r,¡ i)r') - , l^, lrr, ;,il (s.40)

,II,,,r .J (v ' 'ZSC,

(s.38)

l
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Reemplazando esta expresión en (4.8)

i 
(1) satisf ace (5. 1-5) , se .tj.ene (ver

v' ?*' ,, L yr[ r.. v |nl
Usando el valor de equilibrio para Ia presión, introducien

do (5.3a) y (5.41-) en (5.38), se obtiene que si se satj.sfa

ce:

y usando el hecho que

apéndice C) :

(s.41)

(s.43)

(s.44)

(5 .421

entonces también (5.38). Por Io tanto cuando esta relaci6n

entre el gradiente c1e presi6n y las constantes ffsicas ¡i
y K se alcanza una solución margÍnal del problema existe

Dara tl arbitrario., ,,/

Este estado es re a Imente el anáIogo en un plasma o Ia bien

conocida convección estacionarÍa en hidrodinámica ordinaria.

Por 1o tanto, e.s posible definir e1 anáIogo para eI plama

del nú.mero de Rayleigh usado en hidrodinámica(19) :

donde : 1- i / bt\=
tlc cL\ b/

es la curvatura de las lfneas de campo helicoidales en n = a.

La curvatura juega aquf el mismo rol que Ia gravedad juega

en eI problenra c1e estabi-Iidad hidrodinámica.

z= *. r[ l'" f n=.o,, ú ly o
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La condición (5.42)

marginal puede ser

R

donde

para 1a existenci-a

escrito en Ia forma

=T? cr l-t

una soluci6n

(s.4s)

(s.46)

de

Esta ecuación define eI número crlti.co de Rayleigh para

la convección estacionaria en el plasma.. En general,

nuestro tratanierrto para R - Rcrit es una condicÍón

para inestabilidad marginal. La teorfa lineal no dice

nada acerca del comportamiento para R ) Rcrit. Sin em-

bargo, para situación sj.n cizalle ha sido mostrado(20)

que en la teorfa no lineal, €I estado bajo consideración

produce convección en el plu=*.(8). En otras palabras,

para R Rcrit las ecuaciones no lineales (5.1-) (5.2¡

tienen sofuciones estacionarias con una veloci-dad de con

vección finita ?. El problema no lineal no es tratado

aquf, pero puede ser resuelto análogamente como en la

referencia (20).

El estudio de los patrones de flujo es estudiado en eI

apéndice B y graficado en la figura 3 para eI caso m = 1.

Rcrir = &ralb / t" ^,
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se

qL

I

IV. Ivlostraremos a continuación que en Ia aproxj_m.aci6n tg

kamak Alr;-' > 1' (ver ecuaci6n (4.50) ) ,- la viscosidad

es necesariamente grande, o a1 menosr fro puede ser arbi-

trariamente pequeña. En efecto de las ecuacÍones (5.1)

(5.7) en la aproximaci6n lineal y para Ia

ecuaci6n para el vector desplazamiento es :

J'l' §,{,r v .', -2tt5,,-,"I''),,"V' 1' !.:,,§' i,i - ytli, tói S') $.47)

Las soluciones de estas ecuaciones son funciones de Ñ'

y los parámetros ; I i, . La solución. puede ser ex-

pandic'l-a en sc.rie de Taylor alrededor de f,
^ ,, '\

t,'(,i'¡1,,,.i)- !,"(ñ',0,/,i)-, rill¡=o l, * úl¡.;) (s.48)

:-' 
^y 'j,o ( n'¡0r,.-r ) está dada por (4.24). Por 1o tanto,

Ias componentes de ! están dadas por :

i, * o( i^,'\5,,' ii+ . J,l, 3n i^' t lt=/J

D¡,Le)i,='oc f^")g.. 
J^{ (^- u-,) n),r,, ),,v - 21+

(s.4e)
!-Á

9^= Ll {prr}-,t0.)Ias- 2 ^r 
\ *i,Oí,e".fi=t úly:)

y para 1", suficientemente pequeño, Ias condiciones

borde implican :

Lf(,-l: u\ = O (s.s2)

Usando las ecuaciones (5.49)

/\ : (¿,n ,)

obtiene :

(s.53)
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Sin embargo, dado que (

,^
si-gue que 

"),1, 
no puede

tamos que este resultado

sidad completo.

) - Qtu v /\l 6¡L>)L, se

arbitrariamente pequeño. No

váIido para el tensor visco-

Jr- r

ser

CS
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TERMICA

En este capftulo estur-liaremos los efectos de Ia resisti-

vidad y conductividad térmica sobre Ia estabilidad de1

sistema, considerado en eI capftulo 4. El prop6sito es mostrar

que ellos son responsables de la existencia de modos marginales

estacionarios.

En este caso ( i¡.o ) Ias ecuaciones (3.57) ---- (3.63) que

describen eI "i"t"*u, resultan :

,, -,\ .-, ^) -) -,) (6.1)5(;¿+Vr7)v = lÍ¡ü-Vf

J¿l+§'.(Su') :o (6.2)

Lrs*r'D)p = 16v,l,*11:'*5r-üPDi (6.3)

-) -) -.)
E t V¡ I =O (6.¿)

- -) -) -)J.Jr, t \)'r€' = C (6.5)

_) -) t' ¡

V' f5 = '\) (6.6)

-) -) -)VIó-4¡J:O $.7)

a) MOVTMIENTO INCOMPRESIBLE

I. Orden Cero

; ;) P'" = P. * -* (u*\t n' (6.4¡

De (6.3) ¡o : -"1 /o-n' (»t¡".\' (6.9)

De (6.4) E''o) = ,Ll,rv @tA\) (6.10)
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II. Orden Uno

suponemo. ú' , P','^' '= ¡l r"t)

Def inimos t I :- -2trg bt, 11= -t l- ,tr
LL
Zr¡

( 6.11)

(6.12)

De (6.1) Iinealizando obtenemos :

\,., u',n,- ..jt,- r ..2'(rr,,Á')"', ,u.,l 
,##j;r\,*Qn-,tJ)i,,'* 2r{}r:r:i,'Á I }

Definiendo :

.J: (tr'4i-_)"'"" (6.14)

í,,,)= ty¿i ,rrr , I (*' ,j )"'1 (6.Is)
t Y,: Ll*§n r

,r'=-1,.,t,¡l!,'lttrr)'' ;,''u) (6.1'6)

,i ( l.--,\t' )t (6.i.7)
L \-riry ,,,t ,! ) '(

Sustituyendo en (6.13) obtenemos una ecuación para 3

l-r- r'1 iÍ('Jr- 
(,,, ,,rr¡'J i'-- ü/"- ,, (trtrc¡)11,,é- fuÁ ] (6.18)

Def ' -r-2. (ttr-'rr¡)'*i''- '-l'l l"tt'
'Ír= ) lln-'r\l l-,L (6.1e)

¡\z - '') ( ¿'- f )
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De (6.1-B) obtenemos :

\ , , .A.' \ 
'n i,", lri 

¿. Ét" !tl

1, . , a, { ,il p' "n Írru 
'fl"' ! 

t6' 20)

u

l-. z= {, t l- T,') t"
-l

Calculando V1 en (6.1-B) obtenemos como antes :

[3: Lúr- (6.21)

A¡rora calculanao ü 1 = C a partir de (6.20) obtenemos :

. /(') \7 N>,fir) (6.22)\)z ¡"' * L,' i-,2 p'" =, O

y nuevamente haciendo Z=l¿nVC1'-l (6'231

Obtenemos la ecuación de Bessel :

I ;r(, }f,",) * ( 1- ,fl iu'.=- o

La única soluci6n regular en el origen r = .0 de (6.24) es 3

É'''- J J,r. u) (6.2s)

Condiciones de borde

Para garantizar que no entren impurezas aI sistema, 1o cual po

drfa producir inestabilidad exigÍmos :

(6.24\

3n (n: *) : 0
(6.26)



52-

t

De Ia ecuacj.ón (6.20) Ia condici6n de borde se escribe :

Usando las relaciones de recurrencia para las funcÍones de

BesseI (6.27 ) se puede escribir como :

h-*v77T J,, ,{L+tJri]\ * nt (¡-r) J.0,o.lG,.'-i)- o (6'28)

Y se puede encontrar dos llmites.para satisfacer (6.28)

It lc,, VT-fi - *2v,, (6.2s1

Z*, primer cero de Jm (Z)

Usando la expresión explfcita para G de (6.19) se tiene:

l- ,J rt. r'r-,a.\z rr,-r' r r /- .-r.111' (6'30)(u '., 1,-,,t¿ t I i¿.j,;r, , l)l[r_\nt ttr+l- (".,r!) )I ( ztrt

Para satisfacer las condiciones de borde se escogi6 el sig
no + en Ia ralz para que ; fuese real y positivo.

Los Ifmites de la regi6n inestable están dados por (ver figu
ra4):

lt'1',,, = hr i- ,-lL},i lr* (6.3r)

Estos modc,s Iqostraremos que conducen a convecci6n estacio-

naria.
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i-mplica que los modos están caracterizadoq por valores de

nq del orden de m. Por Io tanto, d€ (6.8) y h -- 4 n-L
se sigue que :

vv1 " ^+ - l[a \ lu, (6.32)

1o cual para ltlc" <.1, implica Ia aproximaci6n tokamak

b,l,',r>) !-

En la región central de1 espectro, Lr,-- t- l'"': (nt-nI)- o
(6.16) y (6.20) muestran que la'velocidad perturbada diver
ge. Esto signi.fica que en Ia regi6n central eI plasma es

compresible. Fuera de esta región, sin embargo, Ios modos

son más y maS incompresibles para m-nq = Zlblelz. (lr: O)

eI movimiento es Íncompresible.

En efecto, (6.t) Iinealizada y tomando w = 0 y O''i+O

se escribe :

ln-nc¡) du,-2 !*f r,J"Á _ Dl, d I * ú' 
É,,' = , (6.35)

Las componentes de esta ecuación pueden ser expresadas en

términos de ;(1) de Ia misma forma como las componentes
,--)

de § fueron escritas en (6.20). Usando entonces que

S b*'- o , s€ encuentra q.,e p 
( 1) satÍs f ace (6 . 22) .

Por Io tanto, €o eI llmite w = 0, eI campo magnéLico peI

turbado es idéntico aI encontrado previamente bajo la su
.-) _¡

posicÍ6n V" '\ - L)

(6.7) se sigue que :

Por otro lado de (6.¿), (6.5) y

('*T É/+n)d"'= ", § t^-rtcl) ;,"- d'r.(€.;trr ) (6.34)

I
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;- Io cual junto con eI

Ifmite tJ.4O, §.

argumento anterior
--) rr)V :()

Ímplica que en eI

. (6.3s)

Modo Marginal Ffsico

Mostraremos que los modos rg,,r, satisfacen (6.3) para f fi

nito y arbitrario y para valores especfficos de los paráme

tros K y 1.
Para w = 0, 1a ecuación (6.3) linealizada es :

u,l" ú1,, P'" . r¡ x'vr[n)* \ t-'}ro;. a2tt) (6.36)

De (6.15) se sigue que :

l,u= r; iu, _ 
't,Á:" 

(6.32)
Ltrr t +n

Dado que los estados'marginales w = 0 son incompresibles

(6.34) y (6.37) dan :

Y"' = 
"*,*¡e¡ l'i' 0-,ü "'* e n )n É''' t (6'38)

Además p(1) satisface (6.22) y por 1o tanto :

(tn-'rJ)(¡,t- ¡)
w,[ 6,5 f'" * ,b' (ür'-,) p ' '* [: o.' lb;'f.. I 

1
En eI llmite l¿.li «'« .L , la úItima expresión se redu-

cea:
.-; tllr .r (

V'f' 'Y - Y; úan'z t .-¡2 (6.40)- \l, L'Jz' tr( In- nl) " n
Reemplaz.r,do p(o) y (6.40) en (6.36) se obtiene :

''L I ¡f" - So ll (6'4r')
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Por lo tanto, si 'l ¡r toma eI valor iirf lS , los estados

caracterizados por \^¡ = 0 y.gi,¿ =lv't1* satisfacenlas

ecuaciones (6. f) (6.7) para f arbitrario y fini
to.

Como en eI capÍtulo anterior definimos eI número de Rayleigh:
n L{ I O,"), I(, -=- t 0,,, r frt=a¡z I Kh (6'42)

Concie

I

i

(6.43)

Comparanclo (5.a3) y (6.42) observamos que la resistividad

juec¡a el mismo papel que eI inverso de la viscosidad.

En térmj.nos del nfimero de Rayleigh, la condición (6.4L) pa-

ra la existencia de un soluci6n marginal se escribe 3

ll -' Rcrit {6.44)

I! - { I fir\-r)e & | _6-)

fl,- : curvatura antes definida.

donde

f,.,,,1 - Lt*+,,(H)=-- tt+ *@u)' (6.4s)

Aplicamos los mismos argumentos dados en la parte inferior

de la ecuación (5.46) para garantizar que Ia solución Ii-

neal permanece en e1 sistema no lineal, incluso para R)Rcrit.

En resumen, para RTRcrit, las ecuaciones no-lineales (6.1)

(6.7) tienen soluciones estacionarias con velocidad

c1e convección V finita.
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b) \iri ,i :,.' l

De (b.28 ) obtenemos solución para

tf, ry I (6.46)

,)(- =. Z ¡,yr- t

cle clonde ' 'rrr v I -" (?*. '\' 
(6 ' 47)

tL^- /
Ile acluf obtenenios Ia ::elación de dispersión :

!\ " ,j l,., ,',] . ii¡1 ,,!i )'-- :. lv,t-vrc¡l :' O (6'48)

De donde :

ü = - Lb'u,ü- li\'Ú,Jn*zlr,-^Il- tw- ^XI-)t'' 
(6'4e)

Los noclos marqinal-es están dados por :

I,)t1 = tvt-t L 
(6'50)

f LZ

Ir{oclo I{arqinal Ffsico

Mostr.rremos que para ; = 0 (n 1r,, = m * 2) el plasma es

Íncompresible y estos modos satisfacen (6.3) para fini-

to y valores especiflcos de los parámetros ffsicos K y \.
Par.r \,r = 0 Ia ecuación (6.1-) se escribe :

, l/'' ,' ,,'\ ,"-1 'nt * f,j t, (6.5f)

De donde :

r(n, ,,!) 
'úu'- 

zLrL', -af'é l = (*) ü t"' (6' 52)
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Escribiendo Ia ecuacÍón (6.52) en

l3:t = th.,§' li-tr') É"'A
Donde A = : r(i,r-ttJ)t\lq

y además :

tL - (vav n!)z

componentes :

6,i, = /1;' I a,, ü'"* '# %. ir-,\ \

B;' - .,A,' I '¡ f ") n J,a [' 1 ,t
(6.s3)

(6.s4)

(6.55)

(6.s8)

,az= <Z(frr¿_l)
Imponiendo pr. 6 ul de (6 . 53 ) se obti.ene :

[r"' = .1 J,y (l', ,', Vr;; ) t6's6)

regularenr=0

Por 1o tantor s€ encuentra eI mj.smo campo eléctrico que

encontr6 para 9- ¿ = o.

Además de (6.4), (6.S¡ y (6.2) se tiene en este caso 3

o = , o* ¡^-^r¡) v' 7., ['- € .d,,,) (6.s7)

De donde :

5i *+ n+ v' 7Q)- o

t¿ = zl,yt^vtTl /e
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Luego de (6.58) se concluye que los modos

son incompresibles.

Además la ecuación (6.3) para w = 0

-_)

v"'. ü' 
Ir 
'' - i, ,,'V' lr" * ,ILX, /É, \ ,1,,)

' bnt tl)"

marginales 1,,.,1

(6.se)

Pero

i)'4hl'? /l,r_\,,r,,,= llL, l(,.\, (f, b,,¡ (6.60)
"i-,,r\¿, /" o?,L )(h.,aD f

ii) v, D'f -, = H*)(áyüy,,)ni"l ^a^?\(6'6r)
De donde :

I ú'.,r ü P')l _ i(í,),*il *frffi' = 

"«!ilY.r 

(6' 63)

\W(it)pl'l
Luego hasta

(6.59), por

zo orden u"/).ll\sóro retenemos V 
t] ü F,", en( 

4n]Io tanto Ia áondición es :

[r- jlfir (6.63)
'?1

Ia condición (6.41)Idéntica a

Usando los argumentos análogos r @n este lfmite opuesto,

encontramos que existen modos convectivos, es

decir, solución marginal estacionaria para fL finito y

)'í lll como en (6.63) para Ia cadena no lineal d.e ecuaci-o
f 'r

nes (6.1) (6.7).
s
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!J7. IJi,'IiCI'OS COiqI]]NADOS DE VISCOSIDAD , BEEI9TIYIPAP Y QQNPU9TIYI

DAD TERMICA

Resumen

' En este capf.tulo estudiamos los efectos no ideales de vis-

cosidad perpendicular, resistivj-dad y conductividad térmi-

ca y se demuestra que en los llmites apropiados estos efec

tos son responsables de Ia existencia de modos marginales

estacionarios.

Las ecuaciones (3.57) ------- (3.63) que describen el sis

tema resultan :

J(,lt- (t J) n,' - .i'^ü - v'1, - itLv', (ü v')

J6!+dtsü)=O
, -r( ^) -)6r* ü' v') P - iv(V'lr' >o' ) ?V.v'

E', ú' , 11" L;
) r -' - t, \')¿l),* Vrr L'

v'Á' --o

S,.,"'-¿+, i - r)
Nuevamente para resolver este sistema usamos teoÉia de per

turbaciones para ltnealizar eI problema :

(7.1)

(7 .21

(7.3)

(7 .4)

(7.s)

(7 .6)

(7.7)

!

I

+: V"'u e+'"n t't')* , . t
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!

I. Orden Cero

librio.

iv) De (4)

de donde

En Ia situación de equÍIibrio el campo magnético es la

suma de un campo .*¡.trro /5, á más un campo producido

por una corriente unif orme y constante :

1,',.'J 1,, I ,\ 1 A

{, 't \ ,tJiJ , l'¡rl (7.8)

Luego :

(t>' , t] "") ^ t'"' =- Z (E)' * á
i) Sustituyendo en (1) obtenemos :

t,rurl - U ) t i \'
P'' - Y-'- ,i,, * r'f ,' ,-,'

ii) De (2) suponi-endo flufdo incompresible

ti 7 - o (7.10)

obtenemos t tiC V :C (7.11)

La densidad de carga es constante a Io largo del flufdo.
iii) De (3) 2 trv. F,"\ s, = - z¿l l,rt (7.L2)

donde 2 ,^ \.r- - l(?:f L + 1/ur,,7 
(7'13)

S^ : fuente que mantiene eI perfil de presión de equi-o

? ,")J

(7 .e)

(7.14)
(Q ta) (7.15)

c' ¿o.l,e

)) t,o)
E

=Y)t
r')'=L

1; e)2
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I1. Orclen Uno

Dado clue Ie,¿) son coordenadas ignorabl€sr .supondremos que

1as cantj-dades perturbadas se comportan como :

It"(n,0¡2,¡) = ?,n) ar('rira"L¿) 
+ dt (7 . L6)

y condiciones de borde peri6dica en Z = L eI fin del ci
l i.ndro ,

lr.= - f n
(7.L7)

La transformada rotacional es constante y por Io tanto eI

campo magnético no tj-ene cizalle :

i) De (tt)

t ¡r_ l(ri * ;f [rg',* ¿.i)^ ¿ .1u'- y'. #¡ \v'r u""') - I | (7.]-9)

Suponemos ahora dr tr,:pgu,

(7.18)

(7 .20)

(7 .2L)

A1 igual que en eI caso de viscosidad y conducción cal6ri

ca (O¡ ) , más tarde será verificado.

Luego :

fiV, rii)r¡,'}",- i lpr-,i L{l- r,,(*) q"J-ze)S'\"2 u* a phl') +

*d \rc .lt}i,* Z"(b*)p.i, l1
I

ii) De (7. s) y (7 .7) ),1/_ \j rj * ü, G t i ¡ t7 .22)

pero ,

i), tvi Ll,'): rl, S 
r",* >; t/p b,n= G. i )r-'r,J'¿ú',¡j)]ívlt o .z3l

r tt(i',i)
Suponemos que eI plasma es incompresible :

§'r'h):o (7.241



fiv', ,rl ), ii l"l ¡ v' (r,l L,l)"i r /! (,,, irl)(,,u- ,rrr,7*¡' j, {ür.r¡J"l -¿,i" f rl;-(,[;,if 
l1

De ('1 .28) se obtiene :

\_r; ;,o) * pl*n,

Lz

Lueso, tj., (u , ¿1, ) - (i,, o')u'- (v' \'' )ü
(6',u¡. -' ),'*' -,i 1- * vll'l,"é 1g,Í"1 * @',ry\t

(,7u) .ri ) 0"'", - ,i ), ,L* uá',\. J lÉ4. Vl t

De donde :

[o', ( í r,!)1"'''¡&.('*-'?) ít'
De Q .7 ) §', i"'\= ll r f, (ü'x 8.) l "/= ff* E'"

Sustituyendo (7.26) V Q .27) en (7.22\

(**'?e'h,) Íu) : .(?*)(m-nc+) lLt)

tv)[(v'x,8)r¿!] = - ] ü(E d) .(A O16

usando (7.25) y (7.28 ) obtenemos :

*i^ (7 .25)

(7.26)

(7 .27 \

obtenemos :

(1 .ztr)

(7 .2e)

(7.31)

Ahora sustitufmos en (7.f)

5- ,lv''' 1,,,.,'\'t'' , ' ,iul i. "!a+L+'¿ri,n-lttiu'}.e!:tv,lJ ';'il)] Q .32)., l. I 5, Vrl,. i,./ .q]^[.¡lr^.irr)

Definiendo :

-) ¿ [t]

1=,j. (7.33)
(uru¡¡r,/ffi )

i, *l qr \4rz,rI \ sr*;) f'

i'n'= +# \ ,^r,* 
+r(d 6)^,

r ^¿P \{i 'tt rr ¿¡, .),; \

-'\')

L

L(-¡ :



t¡3

De donde :

lll-¡.1,r..')t1, -t 
¡',.')* i"-,,.¡)¿1 -"]' -git"* 2i ¡na-rr1[!^é

Def . r¿ = i l, *i,, lr'*')tó r\f'"') + twt-n1\t

(f.,, .'lrt.r rrrjl rf)

A,, '1 (t\',' l)

De (7.35) y Q.34) se obtiene :

9, o;' 1J,, l,t',* rii tr, ir,,,t

,,t, ) lol,il i")*üsl,,ir" \

-\Á1 (7.34 )

(7.3s)

rl, .\:,1t ,.2) f 
t'r

(7.36)

(7 .37 )

(7.38)

(7.3e)

Aclemás r', (5",,,'- 'r,, d ) - , l. 3,, ,1 , ,L1o6 -?*t %* rn a, (n trr)) i

Tomando r otor en la ecuaci6n (7 .34) se obtiene

Alb "b,. - - 2t (¡tt- ''1Ú+) r L c.n

!2 l{tv = 1 t ( rtr- r¡r1) 
'[ \

e P 1¿ = 2' ( »tvú¡) ('f 1, -' +-, 
a'-' (rr 3,,) )

De donde :

|,'= L o-'
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fu'-,É,,f

De Ia ecuación (3a¡ tenemos

t-1,t-Q., ¡L-[t- L:\ Lr(l)¿'L T.,\, ".t ) Y

i 'L:¡= fu,,,L 
,lH 

Ét',-.. r,rr sr )n f,', ]

j ),,(rt,,)= \.[ ], ),,(r),, lJ''')*,r,0-r rnft',

Sumando obtenemos :

yz b7%z

haciendo cambio en Ia variabl-e independiente

x _ l_ r, l:fTi
obtenemos ; i )r (x.r, 

[,,',) *() ,*) 
ít,)= c

La solución regular en [ = 0 es
4 tt)

I''- ¡ J"'(t\
La otra solución linealmente independiente es

Neumann N* (r\ , que es singular en el origen :

Luego :

'''{,, , \
i '"' .r' .),,, ( ), , , yf .) .,,, | )

(7.40)

(7.41)

(7 .42)

(7 .43\

(7.44\

la función de

(7.45)
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Conciiciones cle borcle

i, (n = .r)

3e(n-o)

De (1 '46) obtenemos t''" 
¡i" * ?üs

Donde (7.46)a se debe a imponer que las partlculas no cho-

quen con las paredes y de este modo entren impurezas al sig

tema 1o clue producirfa inestabilidad y (7 .46) b es debido a

Ia presencia de la viscosidad perpendicular ¡..

-Q

(7.46)c, d

De las ecuaciones anteri-ores se obtiene :

%:4-
Llsando ( 7 . 35 ) y (7 .47 ) se obtiene Ia relación de

A r '\ .lllzq, ' : 'u. -,i i',i'*1., ,ll¡o"i),*(,,,-,,!),*zlvn-a), l"'
El signo en (1.48) se escogió para gue h/ sea real y positi-

vo.

Los ceros ae ri están dados por :

I I ¡,,'' u Js.),, f," l*": O

.L
-'t1lr tun'n|)

Definiendo :

' ,, 1 4,[,il't¡¡* - Z.lm

) , \t 4 A

A - lb,r)' fr\

(7.46)a

(7.46)b

(7 .471

dispersÍ.ón:

(7.48)

(7 .Ael

(7.s0)

(7.s1)

'/ rr) I r

Y 'lr=,'

,/,= ttr-vtLl = [-/ÉTf
,r'? = i11- "tc| : ,l - t/rl-J'-

y l-as solucj.ones (7.49) son ld f , + d 
2
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Gráficamente :

Figura 5

Usando las relaciones de recurrencia de las funci.ones de

BesseI.
J,,,-,('l) .),,,,,(l) - ? d, J-r,(l

(7 .52)
J,,,,-, {r) -r J,ri ,,(t)= ly J"tt)

De 1as ecuaciones (7.46).rU se obtiene :

\ ,r ffi\ (7'53)
)",-,()"iVÜi-' ): O

Luego i r^f , / z. \2 (7.54)
'3 ] '1+ I ',i;l \*- r¿1J

y para ser consistentes con (7.47 ) se exige :

/, \2 (7'55)
| '-'"-: ¡ ,,- j-\ yr' /
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Convecc ión estacionar:ia

Hemos encontrado hasta ariuf 4 estados para cada me Z, Ios

cuales son no sóIo marginales (Re w = 0) sino además esta

cionamos (Ir, , 0). Estos estados son denotados por./,
.12 -,i l- -,1 2 y están dados en Ia ecuación (7.51).

A partir de Ia ecuacj-6n (7.2L) hemos supuesto que eI plasma

era incompresible, Io que permiti6 encontrar solucÍ6n expll
cita para las magnitudes a primer orden (7.4L) , pero de Ia

ecuación (7.3) esto implica que es i.nfinito. Mostraremos

que los estados dados por l-a ecuaci6n (7.51-), son bajo cj.ertas

condiciones, estados ffsj-cos en el sentido que son incompresi

bles y satisfacen cL (7.3) conJ( coeficiente de adiabaticidad

finito.

Tomando \)' vl"'l

J, ¡,t"*,u't'' . ir'\,'''

(7.3) obtenemos :

r''\/?[)*'L%
t0 tl.

0de

)

-L i.') (u*) q' (7.s6)

Tenemos :

i) [''ot.[]"' - .t !t(n-,tt¡f lUli; le * r¿ ). \

ii) ,,
I

iii) f1rr, rr

iv) !'( ,'

- ( .)' '-a'jt n +vt ,(^ ,+))fl"'* n o, ,^üu'i o '57t

= in I i,'' - ##; ] -- ¿ 
(*)' l,'"- *'Íe l') 

,

' ,i" rl'A)' .i;[,ü.-Á #"rj.'4r'o5¿)tfi/-r) i"'n @'(t\1,T{r1l 
( 7 ' s8 )

.r,, I I," - 1 ((/, ,/¿,) [''" - ,,lz (l- fl') 7 (7 .59)

',,, ) * L,,' L-,,, L' ¡,i:j\'-)r'vr,, n4, f 
trt¡'(lü('l (7.60)
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los

=4
:- (t,

(7 .6L)

(7 .621

I

I

l

l

l-

I

I
IL

i
I

I

I

I

I

L-

I
I

I

I

l
I

vi) Evaluando ahora en

It¡' ,¡[,
r

r2
A

.¿J A-
(.!-ti)'i , t¡ ¿< 1*

/¿'v
vii) v-*) \)'¡'"'- ,l U,lo\l ,. v,\)

viii ),lvl 
1 p,¡^1u.N) - ;+li'tlt- 

tü,t^12 
(a'tt1 ) {'-'

l,t7 ' '^ I 
d,ls| * ¡rr- ,tq)'A[t

De donde :

vuL

ix) ,,,, ,r¡:r - ) 
A 4--'' !"rr 9'l'' - 'ilt' ,¡ 

^t 
lk.+ \' '),' f"'' 'iJ f,J',.

j,,, l"/'l I t,".,1 ñ f* * (t,,- "l¿t)qx) DesarroIlándo en serie'éd términos de

ta 2 orden obtenemos :

I. Caso m-nq J 2

Comparando viii) y ix) se ve :

(7.6s)

(7.66)

(7 .67 \

(7.68)

P'*\u t , has-

v) v'l'', Jn t'i.l)'l;[ ,;.i[r,',rr')r..].]i!'r]')tr31 l-u,L'Ft&-r,+J] Éu'*

r1(r,-,rrr¡l¿¡,'(1. r;:)iur- ltt] ^r, É,, ] I

Alrora imponemos que son estados marginales y estacionarios :

k̂r: O

usando además 1a expllcita para fS , obtenemos :

(7.63)
\)'[,n: (l,¿,:l ,,,1,,,it,r](kI 

¡t', _ rttzrr(ry¡-tú¡)ffiI yu,-L"tur{,nrg rirS,J

puntos crltj.cos, de acuerdo a (51) :

t t14-T
,. .A A (7 .64),.\' lt'l

t\". ú-,1,'"' )) +f ?*) Oi'
(7.6e)
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Arlenrás <le (63 ) obtenemos :

cl n r'"
(7.71).', l4 Yl

+ 'or) 11

* (¡^
,ttt

o^:)ri : ;l 
,( 

t*f li''gq-

K
)1
I

l-
1

r,i'p,.,t * -1, (;k:.Y t'"-* 'k 0'" ) Q '7 4\

o'f'= i. t?)'^: [-x t''ü) ü"'- + 
(q )' i"'*r,"-,(anfu'*3 0"') 1 

(7.70)

'1 I ( r2:-)';r,, .I33 n i,- : -ituf¡' ,' v,,(')

Susti-tulrendo en 1S0 ) obtenemos :

L
,L

V2¡'"" - ¿ G '-#\'?^- w)'ñr.,' LL'f, 
n a5ln-)

qLÍt ¡.-l
bq't \

=i,w)(*.lf.' (7'7s)

Luego :

D. lrlttlt,,¡^ 
\.2 ?.'' Prfri 

Q'76)

' I bt'\ )t;i/¡"':?f"\'*SSAÑ tlL

t t (,rn)'0.,,+¡nv,l',*"rJ '=- 
L f Lq nvn")

De (68) :

De donde :

1I. caso m = fiQ =

De (63) :

ú'(4'l

Además :

-') 
(7 '7 2\

5T
,2

(7 .7 3\
; (f ), \J l_- t (r++\, i



/14./t\L^
. Pero de (7 . G5) i\.1" @A )' << !- y además bq>> Z,n-' ,

Iuego :

70

(7 .77 |

Luego Ia ecuación (56) queda :

vll' c{,, p'u'- \ ,(t-})( P)' fu^y lrn 
v,Í" (;5t j'' (7 ' 78)

De donde :

f,, v( J t-u J d, r.,' (7 .7s)

Explicftamente :

t ¡ ), /-bt_\./' 4 :- í; lo*) (7.80)

Los resultados pueden esquematizarse en eI diagrama Fro¡ b



til

tl". ,1, L{,, l-''"' ln_e(z / l, *

donde t -i- 4 ttn \z,r( "r (r.)

ts-g-§-!-ri-T-A-q-9-§

i) La condici6n (80) es igual a ra que se encuentra en refe-
rencias (19) y (1), para el modo caracterizado por m = nq

dado que estimado es marqinar y .estacionarior €s er análogo -
en un plasma a la bien conocida convección estacionarj-a en hi
drodinámica ordinaria. por ro tanto, cs posible definÍr er
anáIogo en el plasma aI número de Rayleigh usado en hÍdrodiná

mica.

(7.8r)

(7 .82)

es ra curvatura de ras rfneas helicoidares del campo enfl= a.

La curvatura aqul juega el mismo paper que Ia gravedad en el
problema de la estabilidad hidrodinámica.

La condición (19) n.r, la exÍstencia de una soruci6n marginar,
puede ser entonces escrita en la forma :

R - Rcrj.t (7.83)

donde : R¡y-.! = bÜcrL e.g¡)crt t -----l
(¡t ltlL
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de

en

Esta ecuaci6n define eI número

rar Ia convección estacionaria

Rayleigh crftico para asegu-

el plasma. En general nues-

tro tratamiento para R - Rcrit es una condici6n para inesta-

bilidad marqinal. La teorfa lÍneal no dice nada acerca del ccrn

port.rmiento para Il ) Rcrit.

Sin embargo, eI estado bajo cinsideración corresponde al esta-

do llamado"intercambio de estabilidades" en Ref. (19) donde se

muestra (Cap. 2 y App. I; además ver Maschke y Paris (7)) que

para R Rcrit las ecuaciones no lineales poseen solución con-

vectiva estacionaria la cual se bifurca de la soluci6n de equi

Iibrio.

ii) Una situaci6n similar ocurre para eI estado J. . En

este caso la ecuaci6n (56) se satisface si :

'll t Ín /- (7.85)'LltC:- lnfS

Esta condj-ción es idéntica a Ia encontrada en Ref. (11) donde

la convecci6n fue encontrada en Ia aproximaci6n tokamak :

!

r¿, t n. << J-" lu¿
y para t4 a1< l-. Como en eI caso anterior

ble definir eI r:úmero de Rayleigh el cual en

(7.86)

*- - es oosi-

caso resulta:
(7 .87 I

para

este

(Ktl)?= I
D¿ Ll,, l'"' I n= o,, I 

ui
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Usando las ecuaciones

satisface tn-ng = -]-
está dado por :

(7.85) y el hecho que el estado
el número de Rayleigh crftico

(7 .82) y
/-------;l

V 1 - 
^"

l

l

Rcrit = 1!- 4"'
m

Entonces, debido a ros argrumentos previos el estado ,(, 2 también
conduce a convección estacionaria para R > Rcrit cuando losefectos no lineales son considerados.

un aná1isi-s similar muestrá que eI mismo resultado es aplicablealosestados ,,¿L y_JZ.

I

I

l

L-
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§8. CONCLUSIONF:S Y DISCUSION

Ln e-1. capf-tulo \4 se muestra que no hay solución de las

t:cu.rc jcincr; tlr: Mlll) ir.lc¿rl [)ara un ¡r1"asma cilfndrico linritado ¡nr

parciles 1-i jas si se sul)onc eI pl.rsma incompresible. Para una

perturbación de Ia presión, la velocidad perturbada se anula

en los llmites del dominio estable de Dg, es decir¡ €o los pun

tos :

nQr . ' '' 2'Íf a
-Ltt = m,/(l+ á-f, )

y diver<¡c en nq = fiir donde w de acuerdo a (4.37) se anula. La

coiu¡rre:;ibilidacl restaura eI comportamj.ento propio de Ia velo-

cidad perturbada en nq = ilr pero entonces G tiarra su máxi.mo,

precisamente en m = nq no anulándose. Sá muestra que Ia com-

presibilidacl depende de los valores de nq, siendo nulo para

modos marginerles y máximo en Ia regi6n central deI espectro,

(es decirr r = nq). Esto se estableció en Ia aproximaci6n to

kamak Bo /Bz ':-q l. o equivalentemente lh\ " 
z. f .

DeI capftulo §5 observamos que aI considerar efectos no idea-

Ies, viscosiclad 1, conductivi-dad térmica se obtiene una situa-

ción diferente. Esta diferencia se debe a que Ia viscosidad

rem.ueve la singularidad en O/, = m-Dg = 0 de1 caso ideal. Lre

qo aún en el caso incompresible existe una solucidn lineal de

las ecuaciones MHD. Ilsto ocurre en el lfmite opuesto tokamak



Br,/t3z>) 1. Bajo estas condiciones, el- espectro se anura (w = 0)

en m = nq (ver figura 2), sÍtuación que persiste.independiente

de h,. Además, aún cuando la compresibilidad es considerad.a,,I

la forma de1 espectro inestable permanece invariante siempre

para R ) Rcrit. La condici6n R = RcrÍt determina Ia convecci6n

estacionaria en er prasma y los modos con \^r = 0 y ktt = 0 satis
facen eL conjunto completo de ecuaciones de Ia MHD no ideal pa-

ra ,l , 1-l-nJ-to.

A pesar que la viscosidad cambia Ia forma del espectro aprecia

blemente, (i.e. \^/ = 0 en m = nq para 
f ,10 y sin embargo,

w =hr. €frm= frQf para lllt= 0, bajo R) Rcrit)r Do cambia eImax /
r.rngo clcl es¡rectro inestable (ver fÍgura 2).

También se muestra que en eI llmite tokamak, Ia viscosidad

puede ser arbitrariamente pequeña.

Der capitulo § a, mostramos que l-a resistividad no remueve ra
singularidad en m = nq, pero los estados ne1r2 = ml # no

m
son caracterizado por tener velocidad perturbada nula como en

eI caso previo de viscosidad perpendicular y conductividad tér
mica. se mostro que estos estados eran incompresibles y condu

cfan a convección estacionaria, considerando efectos no linea-
Ies. Por Io tanto eI efecto de la resistividad es "empujar"

Ios estados convectivos fuera del eje del espectro inestable,
juq.rnrlo un roI simi.l"ar aI inver,so de Ia viscosidad.

]5



+b

Ilsto fue estableciclo en ambos lfmites tXl

girj-endo que el lfmite no es Io esencial

estados convectivos.

a

en

))1y lt{l a1<L su

Ia producci6n de

Finalmente, en eI capltulo §7 , se muestra los efectos combina

dos de viscosidad, resistividad y conducci-ón térmÍca, y ta1 co

mo se es¡:eraba se rescata Ias mismas condiciones que conducfan

a convección estacionaria (considerando el sistema no lineal)

en los l-lmites correspondientes, esto es representado en figu-

ra 5.

Ln la región central del espectro, resistividad no juega ningún

rol , I)clro viscosiclad remueve Ia singularidad y conduce a convec

cjón estacionaria del plasma, suponiendo incompresibilidad.

En 1a frontera del espectro Ínestable, la visco.sidad no juega

ningúrn rol, y es la resistividad quien conduce a convecci6n esta

cionaria en el caso Ce i.ncompresibilidad.

existencia de soluciones para el sistema no lineal para R) Rcrit

estal'fecida para modos que satisfacen lkla)) I en este caso.

La,

es;
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APENDTCL] A

Para obtener ra ecuación (4.44), primera ra pru"i6r, p(1) es

expresad.a en términos de la presión total i(1) . para esto,
reemplazando Ia ecuación (4.4L) en (4.18) y tomando ü í - 0

se obtiene :

P"'='#, )t;'t r-ü,') - r,r,r,,) -,n, J¡z(wntJ)\i,r^(n-nJ)üon arir,, (A' 1)

f nsertando (A.l-) en 1a ecuación l-inealizada (4.3) resulta :

-) I l [,.t,1' ) .§ 'r'= 
ú; H {L't,, 

r.¿) -Í¡n''t1)»rco'r-tty1r¡1 f'/ n.

*[{,,,-,r1)fr0-z ] ,l., ¿, $u) t 
(A'2)

Y la ecuación (A.2) junto con Ia ecuaci.6n (4.43) suponiendo

f k) a ¿t lr resulta Ia ecuacj.ón (4.44) .

t,
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APENDICE B

En cJue se muestra que eI término de viscosidad paralela puede

ser despreci-ado. Estudiaremos los patrones de flujo. Dado que

il -) -\
D'. V'= J ¡ V puede ser escrj-to en término de una función de

flujo G' en 1a forma :

Sin pérdicia de generalidad tomamos 6n = O, y haciendo uso

de la simetria helicoidal de la perturbación, las superficies de

flujo ¡:stán dadas por :

4'(n'8,¿)= 'n 6o - bn Gs = CL
(8.2)

Y puede ser escrito en términos de V tal que :

Las superfÍcies de flujo dadas por (8.2) son celdas de convecci6n

Ias cuales tienen la forma de tubos hicoidales entrecruzados co-

mo se ilustra en figuras (J ) y ( 7) para m = 1 y m = 2 respecti
' vamente.

El- centro de cada tubo está determinado por los extremos de $res
toes:

-) \) -)V= V'( 6

Teorema d.e l-le L,m0 L I¿ .

)nf=o

e"Ó- Q

(B.1)

(s.¿)

(8.5)v

IL

I

I._
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De las ecuaciones (8.3), (8.4) y

h-re* bz -_ (,r* l)r

(8.5) tenemos :

n € lNt{

),-,,.'/2",,, * ) . 4ry, l\ulr],'( Lz^_,) ]- o
Dado que Vn = f (n) 

""pi ltLte+th-L 11 fas
(B.6) y (B.7) muestran que sobre Ia lfnea central
no V está dado por :

V¡ = C

l¡ r \ \vq ('JL1t,,,tvz

I,, : \- ;n+ 
r ,- hr_ Jl, ( ,^-, 2)

donde C es una constante.

Entonces, de ras ecuaciones (6.9) conclufmos que dado

t<,lt,L ',,)I , lrri.- lf, I

por 1o tanto no es necesario considerar la Ínfluencia
cosrdad paralela en la ecuación de movimiento (3.57).

(8.6)

(B.7)

ecuaciones

de cada tu-

(B.B)

que :

de Ia vig



¿.

Lectura cje Cráf1cos

1. Tasa de crecimiento w vs. nq para modos incompresibles

( = ) y compresibles ( = 5/3) en MHD ideal.

Tasa Ce crecimiento r,,¡ vs. nq para modos incompresibles
( = ) l:a jo l ¿r inf lucncia de viscosidad perpendicular.

Ccrl.Ll¿r:; rlt' convccción lrcl icoidales para m = t.

'I'as¿¡ tie crccimicnto vs. nq para modos incompresibles

( - ).

3.

4.

6.

l.

tr Tasa de crecimiento vs. k para I 0 y

nea lIen.r y pcrra = 0 (lfnea a trazos).

Tasa de crecimrent.o para I 0 y / 0 vs.

Celdas de convección helicoidales pdrá. m = 2.

= 0 (lf

= Ír-Oe.
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