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I N T R O D U C C I O N.

La motivación de este trabajo ha sido el estudio de 1as si-
guientes invariant€s:

- La primera invariante es:

Dado un anillo conmutativo A , su número de Pitágoras, p (A) ,

es el mfnj-mo entero r tal que toda suma de cuadrados en A

se escribe como suma de a 1o más r cuadrados en A

En general el cálculo del número de Pitágoras es un proble-

ma bastante complicado y no resuelto completamenfe para cual-

quier anillo. Algunos resultados con respecto a esta invarian-

te se pueden encontrar por ejemplo en I CDLR] , I CLRR] .

Un problema un poco más complejo que calcular el n(rmero de

Pitágoras de un anillo, es el siguiente:

Sea A un anillo conmutativo con número de Pitágoras finito
y M una A-álgebra, finitamente generada como A-módulo.

iExiste una cota para el núrmero de Pitágoras de M , p(M) ,

en función del nrlmero de Pitágoras de A y de otras inva

riantes de M?

Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa si A es un

cuerpo (= k), la demostración de este hecho (que aparece



en

de

I CDLR] ) se sigue de considerar ra siguiente invariante
un anillo conmutativo A:

La invariante g¡(n) puede ser generalizada de la siguiente

manera:

ASea Sf,(n) el menor entero tal que toda forma homogénea de

grado 2d , gu€ es suma de cuadrados de fórmas homogéneas

de grado d , €D n variables sobre A , se escribe como

suma de a lo már gÍ«"> cuadrados de tales formas.

En este trabajo calcularemos g* explfcitamente para cier-
tos cuerpos; como por ej emplo: k un cuerpo global o k una

extensión puramente trascendente sobre un cuerpo algebraica-

mente cerrado.

- B4(n) es el menor entero tal que

de formas lineales n-arias sobre A,

de a lo más e6(n) de cuadrados de

muestra que si diniU M = n entonces

(si p(k) < oo ).

En eI Capftulo II
a encontrar *l :5k

tagórico lineal" o

Los únicos valores

la literatura son

toda suma de cuadrados

se escribe como suma

tales formas. Asf se de-

p(M) < gu(n) < n.p(k)
n

veremos que el cálculo de gfl se reduce

B¡ , invariante que llamaremos "número Pi-

s implemente g- invariante .

conocidos de la g-invariante que hay en

los encontrados por Mordell (l Ml ) donde

1].



calcula S* (n) y B.Z Q)

En el Capftulo IV se obtiene el valor de e*(n) como conse-

cuencia de un Leorema mas general sobre la g-invariante de

cuerpos globales formales-reales. También en este Capftulo

se calcula Ia g-invariante para cuerpos globales no reales

y para IR'(t)

En general, el cálculo de la g-invariante de un cuerpo , BT&-

cias a los resultados que aparecen en el Capltulo II, se re-

ducen a considerar relaciones entre formas cuadráticas, cu-

ya teorla general se expone en eI Capftulo I. En el Capftu-

lo III aparecen algunos resultados sobre cuerpos globales

(como por ejemplo el teorema de Hasse-Minkowski, etc).

En el Capltulo V se calcula la g-invariante para extensiones

puramente trascendentes de un cuerpo algebraicamente cerra-

do; y en el Capftulo VI se obtienen algunas interesantes re-

laciones entre la u-invariante y la g-invariante de un cuer-

po no real.

Los resultados de los Capftulos II, IV, V y VI han sido obte-

nidos conjuntamente con Juan Pablo Prieto.

Deseo expresar mis agradecimientos al Profesor Ricardo Baeza

por haberme invitado a trabajar en este tema y haberme entre-

gado la formación necesaria para poder realizarlo.

También deseo agradecer a mi compañero Juan Pablo Prieto por

sus valiosos aportes a este trabaj o.
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I. PRELIMINARES.

En este Capf.tulo introduciremos conceptos básicos de Ia Teo-

rla de Formas Cuadráticas sobre cuerpos con caracterfstica

distinta de dos.

Todos los resultados de este Capftulo los daremos sin demos-

tración; estas se pueden encontrar por ejemplo en IL], tOl.

§ 1. Conceptos Básicos.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un

cuerpo k , car(k) * 2 , consideremos una forma bilineal si-

métrica,B:VxV*k

Definamos q: V*k como

q(x) := B(x,x) Vx€V

el par (V, q) se llama espacio cuadrático.

Cuando no se preste a confusión, d.iremos que q es una for-

ma cuadrática sobre k y omitiremos el espacio vectorial V

Las siguientes propiedades son inmediatas:

)a) q(ox) o-q(x) , o € k , x € V

1b) B(x,y) = il t{" + y) - q(x) - q(y)l ; x,y € V
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Si V=ker0 0ke
n

" 1l-l=r
entoncesn

n)
q (x) = o,it (et)

I-I

Nota: Una forma cuadrática también puede ser visLa como un

polinomio homogéneo de grado 2. En este caso se puede obte-

ner la forma bilineal, gu€ diremos asociada a q , Bq , a

partir de la identidad dada por (b).

A cada forma cuadrática q se asocia una matriz simétrica,

a saber, la matriz M , definida por la forma bilineal UO

Esto €s, si V = ke, 0 0 kerr, entonces

M: (BO(e'e,)) e ur,(k)

Sea (V,q) espacio cuadrático y

q con respecto a dos bases de V

guiente ecuación matricial:

A - ctgc (,k )

donde C € GL(n,k) es La matriz de cambio de

nota su transpuesta.

A,B matrices asociadas a

, enLonces se tiene 1a si-

f
base y C" de-

Cuando dos matrices A,B satisfacen Ia ecuación (tk) deci-

mos que ellas son equivalentes.

Definición: Si (V, q) y (V' , q') son espacios cuadráticos

decimos que son isométricos, si existe un isomor-sobre k ,
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fismo lineal o , V -> V' Lal que q(x) : q'(ox) ,

V x € V y en tal caso ponemos q = q'

Observación: q = q' si y sólo si sus matrices asociadas son

equivalentes.

Definición: f) Sea (V,q) un espacio cuadrático sobre k ,

definimos 1a dimensión de la forma cuadrática q , dim q ,

como la dimensión de V sobre k

2) Llamaremos a la clase del determinante de A en

kykxL v {0} , donde A es cualquier matri-z asociada a la

forma cuadrática q , el determinante de q , y 1o denotare-

mos por d(q)

Observación: d(q) es una invariante para la forma cuadráti-

ca q , €D virtud de (rk)

Si q 3 q' entonces d(q) : d(q')

El determinante permite distinguir las formas cuadráticas en

dos tipos:

a) d(q) = 0

b) d(q) f o

En el caso (a) decimos que q es singular y en el caso (b)

decimos que q es regular (o no singular).



Operaciones entre espacios cuadráticos

Suma ortogonal:

Sean (V, q) , (V' , e' ) dos espacios cuadráticos , definimos

la suma ortogonal de ellos, como el espacio cuadrático

(V 0 V',q I q') , donde:

q I q' : V 0 V' + ft

(x O y) - q(x) + q'(y)

Definición: 1) Sea (V,q) un espacio cuadrático, sean

x,y€V,decimosque x esortogonala y si n'(x,l)=0
2) Sea U g V subespacio vectorial ( (V, q) induce una es

tructura de espacio cuadrático sobre U).

Definimos el complemento ortogonal de U como:

d = {x e Y/Bt(x,y) = o v y e u}

Notación: Sea W : Ul 0 UZ suma directa de espacios cuadrá-

ticosy talque nO(x,V)=0 Vx€U1,y=U2 sediceque

esta descomposición es ortogonal y anotamos hr : UI f UZ

Proposición l: Sea (V,q) espacio cuadrático

pacio tal que (U,q 
I U) sea regular, entonces

Con esto se obtiene el siguiente teorema de ciiagonalt-zacLÓn:

Teorema 2: Sea (V, q) un espacio cuadrático entonces V

ortogonal, esto es: V: ke, I ... I k"r,.

U

V

c V subes-

:UId

tiene una base

4.
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Notación: Si (ke,q) es un espacio cuadrático con

q(e) = a , anotamos q := ( a) Para un espacio

V=ke, I l kerr, con q(ei) = ai, ponemos

q := (ar) I 1 (a.r)

:: (a, , ar)

Asl d(q) = a, ... a. e kr,/W,Z v {0i
n

Además para un vector x : *i"i , *i € k se tiene
l-= I

n4
q (x) : ui"i

l-= I

En adelante toda forma cuadrática la anotaremos en su forma

diagonal.

Con esta notación se tiene la siguiente propiedad para la

suma ortogonal: Si q = (rl , ,r) , q' = (b1 , b*)

entonces:

q 1 q' = , rl, ..., arr,b1, ..., brr)

y por lo tanto

¿(q I q') = d(q)'d(q')

La forma qI ...1 q Ia anotaremos por n x q

Producto tensorial: Sean (V, q) y (V' , q') espacios cua-

dráticos sobre k , definimos el producto tensorial entre
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donde q0q',VOkV'*k

ellos, de la siguiente manera:

(V,q) O (V',q') := (V tkV',q Oq') 
'

xoY*q(x)'q'(Y)

Asf , si q: (a1, "rr) , 9' = (b1' "r' b*) ' entonces

qOq':(rlbt ,rlb* , ".rb*)
'n

La forma .O,('l,ui) se dice una n-forma de Pfister y La ano-
I=I

taremos por ((a, , arr))

SiQesunan-formadePfister'entoncesO=(1)Io'
Llamaremos a o' la subforma pura de O '

cuando no se preste a confusión, la forma q o q' Ia anota-

remos Por qq'

Extensión de escalares:

sea k<--, K una extensión de k y (V'q) un espacio cuadrá-

tico sobre k Construyamos el K-espacio cuadrático

(V %K,qia) de la siguiente manera:

VOkK=Ker0 0Ker, '

si V=ker0 0ker.,

y definimos:



96:VOK*K

(x O I) --) I2q(*)

Daremos ahora algunas definiciones usuales:

I) Decimos que una forma cuadrática q representa a d e k:t

si existe un vector x tal que q(x) = d

EI conjunto de elementos, distintos de 0, representados

por la forma q sobre k , lo denotaremos por OU(e) ,

es decir,

ou(t) = {q(x) f 0 / x € V} c k't

Decimos que una forma es universal si nU(t) - l¡:k2)

3)

4)

Una forma cuadrática q se dice isótropa si existe un

vector x I 0 , con q(x) = 0 Asi mismo una forma se

dice anisótropa si no existe un tal vector.

Sean e, e' formas cuadráticas , decimos que q' es sub-

forma de q (V anotamos g' : q) si existe una forma

T tal que q' I r = q

Un ejemplo importante

Sea V=ker0ke, y

el siguiente:

definida por:

CS

DD q
(e L,"2) : 0 2q(.1) = I , q("2) = -l

es decir q: (I, -I)

7.
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A esta forma la llamaremos plano hiperbólico y la denotare-

mos por lH

Si x = *1"1 * *ZuZ entonces

Observemos que para x € k,

aLq(x) : xr-I
2

*Z

lx + rl 2 lx - rl2x= f--z-j - l--z-)
asi Dk Gi) - [:k

Claramente H es isótropa.

A continuación

cuadráticas.

daremos los teoremas mas usuales sobre formas

Proposición 3: Sea q una forma cuadrática regular, enton-

ces q se descompone de la siguiente manera:

Q=rxlHl qo,

con qo forma cuadrática anisótropa, T

(q anisótropa + r:0, q isótropa

Observación: Por la proposición anterior

universal.tica isótropa es

Teorema 4 (Cancelación de

>0

+ r >0)

toda forma cuadrá-

rditr):

o 1 o. -^ rr

Si g, e1,92

ql 92*9L

formasson

=92cuadráticas, entonces:
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A partir de este teorema se obtiene el siguiente resultado:

Teorema (Witt): La descomposición dada en la Proposición 3

es única.

Proposición 5 (Representación): Sea q una forma cuadráti-

ca sobre k y d e k:k , entonces:

I) d e OU(O) 4:) existe forma q' sobre k tal que

q = (d) 1 q'

2) deOU(l) <=+ q1(-d) esisótropa.

Proposición 6: Sean g,e' formas cuadráticas con

dim q: dim q' = 2 , entonces:

f) d(q)=-1 + q=lH

2) q=qr<=+ d(q)= d(q') v ou(s)nnu(t')+0

En 1o siguiente introduciremos un concepto clásico de la

teorla de formas cuadráticas.

Anillo de \^Iitt.

Sea k un cuerpo, car (k) * 2 , introduzcamos Ia siguiente

relación de equivalencia entre formas cuadráticas sobre k

Sean q y q' formas cuadráticas sobre k , decimos que

q es equivalente a q' si existen enteros r y s tal

que:
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qIrxlH=q'IsxlH

Es fáci1 ver que esto define una relación de equivalencia

en el conjunto de las formas cuadráticas sobre k

El conjunto de las clases 1o denotaremos por W(k) , €I

cual posee estructura de anillo con las siguientes operaeio-

nes l

Sean A,A' € I^I(k) , definimos:

q + q' = lf-T'

v q.q' : E-6q'

es claro que estas operaciones están bien definidas y hacen

de W(k) un anillo conmutativo con unidad (1l = fTT y

0 =fr).

Consideremos e1 siguiente homomorfismo :

dim:w(k)-r/ZZ

q-dIml

Denotemos por It el núcleo de este homomorfismo, el cual

es justamente el ideal de las clases de formas de dimensión

par.

Observación: Para todo n > I el ideal iil está generado

por las n-formas de Pfister, como grupo abeliano.
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9 2. Invariante Ce H¿.sse.

En esta sección daremos en forma somera Ia construcción del

Brupo de Brauer de un cuerpo y la definición de Ia invarian-

te de Hasse, para lo cual usaremos algunos resultados y de-

finiciones conocidos que omitiremos.

Sean A,B dos algebras central-simples sobre un cuerpo k ,

decimos que ellas son equivalentes si existen enteros

r,s > 0 tal que:

Mr(k) o A = Ms(k) o B

(Isomorfismo de algebras) .

Es claro que esta es una relación de equivalencia en el con-

junto de algebras central-simples sobre k Et conjunto de

estas clases Io denotaremos por Br (k)

Definamos la siguiente operación en Br(k): Sean

lAl , tBl € Br(k) ,

tAl.tBt = tA % Bl

y tAl-r: tAoPl ,

donde Aop es el álgebra opuesta de A

Con esta operación Br(k) es un grupo abeliano, con unidad

l1 = [Mn(k)] , llamado grupo de Brauer de k
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Nótese La analogfa que existe entre la construcción del gru-

po de Brauer de k y del grupo aditivo de W(k)

Un ejemplo importante de algebras central-simples es el si-
guiente:

Sean a,b c krk , denotamos por (",b)k 1a k-álgebra

k 0 ki 0 kj 0 kij , eu€ satisface las relaciones:

.2 .2]- = a , J = D , rJ = -Jr-

Este tipo de algebras es llamado álgebra de cuaterniones.

Veamos algunas propiedades de estas á1gebras.

Proposición 7 : Sean a, b, c e k:k entonces :

I) (r,b)k = (^*2,uy2)t ; x,y e k,k

2) (a,-a)U = (l,a)U = Mr(k)

3) (r,.)k = (a,-1)k

4) (a,l-a)n*Mr(k), a+ t

5) (a,b)t Ot (a,c)t = (a,bc)k o M2(k)

Dada el álgebra de cuaterniones (a,b)k , podemos hacer de

esta áIgebra un espacio cuadrático sobre k , como sigue:

Sea - : (a,b)k * (r,b)k la conjugación

q * Bi +yj + óij + 0 - Bi - yj - 6ij
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y N: (a,b)k* lanorma

x-xi

Asl ((a,b)k,N) es un espacio cuadrático sobre k

N es llamada la formanórmica de (a,b)t

Observación: La forma bilineal asociada a N , BN, está

definida por BN(X,Y) : |«*V + YÍ) Asf es fácil ver que

{1,i,j,ij-} es una base ortogonal del espacio cuadrático

((a,b)k,N) Como además: N(i) : -a , N(j) = -b ,

N(ij) = ab, s€ tiene N = ( 1,-a,-b,ab) = (( -a,-b))

Proposición 8: Sean (.,b)k , (c,d)k algebras de cuaternio-

nes, entonces (",b)k = (c,d)k si y solo si sus formas nór-

micas son isométricas.

Teorema 9; Para un álgebra de cuaterniones (a,b)t , son

equivalentes:

1) (a,b)k = M2(k)

2) La forma nórmica ( ( -a, -b ) ) es isótropa.

3) La forma cuadrática ( a,b ) representa a I

4) ¿ € Nt(v--b)/r. (t (v-E))

En cualquiera de estos casos se dice que (a,b)k se descom-

pone o es trivial

Interpretemos las propiedades anteriores de las álgebras de

cuaterniones en eI grupo de Brauer, Br (k)



i) [(a,-a)t] [(I,a)t] = [(a,1-a)t] : 11

ii) [ (a,b)¡)t (a,.)k] [ (a,bc)UJ

)iii) [ (r, b) t] 
- 11

iv) [(a,b)t] : 1l e+ (a,b) representa a 1.

En adelante trabajaremos con clases de áIgebras de cuater

niones en Br(k) , y a [ (a,b)t] lo denotaremos por (a,b)

Sea q = (rl , 3n) forma cuadrárica sobre k Asocie-

mos a q eI siguiente elemento en Br(k) :

L4.

(invariante de Hasse)s (q) = ,1, (at, a, )
a<J

Proposición l0: s(q) depende solo de la clase de isometrla

de q En particular no depende de Ia diagonalLzacLón ele-

gida para q

Para ver esto usaremos el siguiente lema.

Lema (I^litt) : Sean q,q' formas cuadráticas de dimensión

n Si q = q' entonces existe sucesión de formas cuadrá-

ticas de dimensión n , go , gm tal que qo = q ,

(0 < i < m-l) entonces existen indices r,s tal que:

i) (a .a ) = (b .b ). T. S T. S

ii) "r = ba en kr/kr2 , r * r, s
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Demostración de la Proposición l0: Sean q : ( ,I , .. )

y q' = ( bl , bn ) dos formas isométricas. Aplicando el

lema anterior, basta demostrar:

Si q' = ( by,b2,a3, ..., ,r) y ( bl,b2) = \ a.,ar) entonces

s(q) = s(q')

Como ( b1,b2 ) = ( aa,a, ) tenemos que btbZ = ^L^Z en

kYurJ y por 1o tanto (( -q-,-bz) ) = (( -rl ,-ar)) ; asf

(bl,b2)i. = (ar,a2)¡ (Proposición 8).

Luego s (q) = (aL,a2) (ar,a3 a.,) (ar,at 
"r) r.l.j 

(a1, a, )

: (bl,b2)(brbr,a, ,r,)^ T .(ri,"i) = s(q')
J< 1-<J

Veamos algunos resultados donde se aplica esta invariante.

Teorema II : Sean e, g' formas cuadráticas con

dim q = dim q' < 3 , entonces

q = q' e+ d(q) d(q') y

s(q) = s(q')

Proposición 12: Sea q una forma cuadrática con dim q = 3 ,

entonces q es isótropa €+ s(q) : (-f,-d(q))

Observación: La dimensión, €l determinante y la invariante

de Hasse, no caracterr-zan completamente las formas cuadráti-
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ticas de dimensión mayor que 3. Por ejemplo, considerando

lasformas q=4 x(1) y q'=4 x(-1) sobre lR setie-

ne que: dim q = dim q' = 4, d(q) = d(q') : I y

s(q) = s(q') = lf. Pero q * q' y, que -f É \(C)

El siguiente teorema muestra un caso donde estras tres inva-

riantes clasifican completamente las formas cuadráticas.

Teorema l3 (Clasificación): Supongamos que toda forma cua

drática de dimensión > 5 , sobre un cuerpo k , €s isótro-
pa. Entonces dos formas q y q' son isométricas si y so-

'Iosi

dim q = dim q'

d(q) = d(q')

y s(q) = s(q')

DemosE.raeión: Si dimq< 3, Teoremall implica q=q'

Supongamos dimq > 4, entonces qI (-1) es isótropa
(Hipótesis). Asf q representa a I (Proposición 5). Luego

podemosponer q=(l)I f y q'=(I)l f' (porelmismo

argumento) .

Es claro que dim f = dim f ' , d(f) = d(f ') y

s(f) = s(f')
Usandoinducciónobtenemos f=f' y asf q=q'

§ota: Usando el coneepto de u-invariante, e.d. la máxima di-
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mensión de las formas anisótropás, que introduciremos en e1

párrafo siguiente; este teorema clasifica las formas cuadrá-

ticas sobre cuerpos con u-invariante < 4 Como por ej emplo

para los cuerpos: o I- (r)'p q'

§ 3. Algunas Invariantes de Cuerpos

En esta sección introduciremos los conceptos de núrmero de

Pitágoras, nivel y u-invariante.

Definición: Sea A un anillo conmutativo, se define el nú-

mero de Pitágoras de

11 < @ cal que toda

Io mas n cuadrados

A , p (A) , como el menor entero

suma de cuadrados en A es suma de a

enA

a) p(T-) = p(Q) 4

b) p@) : I

c) p(Q(x)) = 5

d) p(zl,xl) : @

(Lagrange)

(Pourchet)

(I CDLR] )

Algunos resultados sobre el número de Pitágoras se pueden

encontrar en IL], ICDLR], IHJ] y ICLRR].

EI cálculo de esta invariante, en general no es un problema

sencillo como se puede apreciar en los trabajos citados. Un

resultado conocido que usaremos es el sigui.ente:
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!e_o¡e4a ,14 (Pfister): Sea k un cuerpo y q una n-forma

de Pfister sobre k , entonces:

oU(C) es un grupo bajo la multiplicación.

En particular, para q = 2n x ( 1 ) se tiene Ia siguiente

representación:

) ^ 2* +u2 )=(urvr+ *u-v^)2+("í + ,rlrr) ' t" 
2n 

= (,rtr + * u2nu 
zn) 

+

*w + +w2
2n

con ciertos w. € k

Definición: EI nivel de un anillo A , conmutativo con uni-
dad l, se define como:

á(A):Minin/-l = "?,* *rÍl

Si -I no es suma de cuadrados en A , ponemos ¿ (A) : o

Ej emplog :

a) Á (q( '/-:7)) - 4

b) á(Q) = @

c) ¿@^) = T,2 si q = 1,3 (mod 4) respectivamente.
q

Como consecuencia del teorema L4 se obtiene el siguiente re-

sultado acerca del nivel de un cuerpo

Teorema 15 (Pfister) : Sea k un cuerpo con Á (k) < @ , eD-

2
2

tonces ,J (k) = 2n , para cierto n > 0



r9.

DemosLración: Sea t tal que

r tsrl
2t < 

^ 
< 2t'' , á = á(k)

Supongamos A > 2t, sean ri € krt, 1 < i < .ó con
))I+ai+ *^í =0 Asftenemos:

-(1 +^?* *":r-)=^1r* *^l+o
' 2'-L 2'

y por lo tanto
.2 2. 2 2

)-2')(1 + ,i + * a-- )'' I oE l
L -L

y asf. -1 es suma de a lo más 2t cuadrados en k , ya

que Dk(2t x ( 1) ) es un grupo (teorema L4), contradicción.

Observación: 1) Toda potencia de 2 se puede reaLizar como

nivel de cierto cuerpo. En efecto, €1 cuerpo:

¡ffi¡t
2'

2) Et teorema anterior no es válido para anillos, por ej emplo:

-1 =

^(v. /42) = 3

En el siguiente teorema se relacionan el número de Pitágoras

y eI nivel de un anillo.
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Teorema 16: Sea A un anillo con ^ -- ó (A) < @ , entonces

a) ¿ < p(A) < 
^ 

+ 2

b) Si 2 es invertible en A entonces ¿ < p(A) < 
^ 

+ I

y todo elemento de A es suma de cuadrados.

Demostración:

a) Sea a= » ^?, .tkA y b:?*i* » 3'd.
i 

*i ' *i.- -- r - i.j r J

Luego se tiene la siguiente expresión para ai

a = (r + ? ^r)2 - t - 2b = (r + ? "i)z * az - (b + D2
i-r-

Como -1 es suma de á cuadrados, obtenemos que a es su-

ma de a lo más d * 2 cuadrados.

,2 ,Zb)Sea -1= bí* *b;,entonces: Va€Ai

la + rl2 (u - rl2 (a + rl2a= l.?J -l.?) = 
L=_z--=] 

+

+ (a2+ *b1,[';t]'

Los siguientes ej emplos muestran que las cotas dadas Por el

teorema no pueden ser mejoradas en general:

a) A-Z.IL) , L2: -I

á(A) : 1 Y P(A) < 3

Considerando el elemento 2(i - 1) : (1 + i)2 + tZ + L2 ;

.J
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tenemos que p(A) = 3 , ya que 2(L - f) no es suma de 2

cuadrados (ver por ejemplo, J.R. Joly: Sommes des carrés

dans certains anneaux principaux, Bull. Sc. Math., 2e. série,

En efecto, es fácil ver que el elemento x - I no es suma

de 2 cuadrados.

94, L970, 85-95).

b) A:r3txl ; Á(A) = 2

Con esta notación el número

mo r tal que S (A) c S- (A)

Decimos que: un cuerpo k

por ej emplo:

Un cuerpo k

(de otro modo

por ej emplo:

Definición: Sea k

como:

Y P(A) = 3

es pitagórico si p (k) = I ,

c , lR , lR((r))
es formal real si ó (k) = @

decimos que k es no real),

Pitágoras de A , €s el mlni-

En adelante usaremos 1a siguiente notación

T^
Sr(A) = {.», ul/^r. ¿} : DO(r x ( 1) )

I=I

s (A) = 
,Y, 

sr (A)

de

q (X) es formal real,

Q (x) (r/ - (*2 * f) ) es no real.

k , u(k)

un cuerpo. Se def ine la u- j-nvariante de
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mayor que n

u(k) : Min{n/toda forma
mayor o igual que

22. .

cuadrática con dimensión
es isótropa sobre k)

cuadrática con dimensión
n es universal sobre k)

Si existen formas anisótropas de cualquier dimensión, pone-

mos u(k) = @ ; como es el caso de cuerpos formal real, ya

que la forma m x (l) es anisótropa V m > I

0bservación: La u-invariante no proporciona ninguna informa-

ción de los cuerpos formal real, pero R. Elman y T.Y.Lam,

(tf.I-.I.l ) dieron una definición más general para Ia u-in-

variante, a saber,

ñ<f.> = Iiáx{dim q/q forma anisótropa, q € \^lr(k)}

Con esta def inición, ñ«f.> no es en general inf inito para

k formal real; por ejemplo: ñeC(rr)) ((t) ) ((t3))) : 0

En eI caso de un cuerpo k no real, u(k) = ñ(t) pues

I,Ir(k) = W(k)

En este trabajo no usaremos Ia definición dada en tE.L.I.l

Algunos ejemplos:

a)

b)

c)

d)

u(Fq)=2,2N q

u(QP) : 4

u(CI ( (rr) )

u(k) : I
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tiota: I(aplanski ha conj eturado que la u-invariante de un

cuerpo es siempre potencia de 2, o infinito.

Acerca cle esta conjetura se tiene el siguiente resultado:

Proposición 17: Para un cuerpo k , u(k) * 3,5,J

Proposición lB: Para un cuerpo k , u(k) < 2 si y solo si

rl:o
Observación: l-) La proposición anterior implica que si

u(k) = 4 , entonces existe una Z'forma de Pfister anisótro-

Pá,

2) Se conjetura que l: 0* u(k) < m , pero hasta eI rnomen-,K

to no ha sido demostrado.

Otros resultados sobre la u-invariante, aI igual que las de-

mostraciones de las proposiciones L7 y IB, se pueden encon-

trar en tE.L.I.l, IE.L.IL] y tLl.
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II RESULTADOS GENERALES SOBRE LA g-INVARIANTE.

§ l. Resultados preliminares.

En este capltulo expondrernos nuestros primeros resultados so-

bre 1, g-invariante, algunos de los cuales son esenciales

para nuestros cálculos posteriores.

Recordemos que Ia g-invariante o número pitagórico lineal
de un anillo conmutativo A , B6(n) , s€ define como el mf-

nimo entero r tal que toda suma de cuadrados de A-formas

lineales en n-variables se representa como suma de a lo más

r cuadrados de tales formas.

A partir de esta definición, el siguiente es el (rnico resul-

tado conocido para la g-invariante de un cuerpo cualquiera

y se debe a I CDLR] .

Teorema l: Sea k Lln cr.rerpo con p = p(k) < (i: , entonces

B¡ (n) < n.p

Demostración: Sean LL(*T, . .., *rr) formas lineales n-arias

sobrek,l<i<m

Consideremos la forma cuadrática

m)
Q(xt ' .. ', *r,) = 

i]r 
ei(x1 , "., *r)- ('k)
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Diagonalizando la forma q se tiene

n
q(xl , Xn, : 

r], 
uj tj(*, , *.,)2

con a. e k (y posiblemenre 0 para algún j) y
J

L, (x., , .. ., *-) I . j < n son formas lineales independien-J!r.r
tes sobre k

Vemosoue a. €S(k)cS-(k), llj<n: considerando^ J p'
para cada j un vectoruj e kn ra1 que L, (v, ) = I y

Lr(vr) : 0 , i * j y comparando (rk) con su forma diago-rJ

nal, obtenertos que ,j € S(k) Por lo tanto

n2z,)q(xr , *.,) = 
¡],. 

(rÍr * ,Ío)tj ("r, ..., *r)'

Es decir q es suma de a lo más np cuadrados de formas

lineales y asf 9,. (n) < np (k)

observación: 1) con este argumento, estudiar sumas de cuadra-

dos de formas lineales es equivarente a estudiar formas cua-

dráticas tal que los coeficientes de alguna (y por lo tanto

de toda) diagonalización sean sumas de cuadrados en k

2) Si k es no real, todo elemento es suma de cuadrados y

por 1o tanto toda forma cuadrática es suma de cuadrados de

formas lineales; lo que no ocurre en el caso real.

3) Sea q una forma cuadrática de dimensión n Si q es

suma de m cuadrados de formas lineales, con m < n , enton-

ces fácilmente se puede ver que q es singular.
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4) En adelante, para el estudio de la g-invariante conside-

raremos sólo formas regulares, ya que las formas singulares

pueden ser vistas como formas regulares de menor dimensión.

La siguiente proposición nos proporciona cotas inferiores
para la g-invariante.

Proposición 2: La forma cuadrática: *? + * "? = 11 x ( I )
IN

es suma de exactamente n cuadrados de formas lineales

n-ari-as .

Demostración: Sean Zr(x, , *rr) = *i Entonces

n)
n x (l): » .t-.(x" x )'"i.--I , ,-Tt,

l:I

Supongamos que n x ( I ) es suma de n-l cuadrados de for-

mas Iineales;

n-l
n x (I,: -.r. 

Lr(x, , *n)2
l=I

COn L.(X. \ - a v + + ¿. Xr r' ^n/ oil^l | " ' ' rn n

Asi tenemos:

n x (l) = *?,* * *3 = :;: (ril*t * + a.,rxr)2
I:I

Comparando coeficientes obtenemos las siguientes ecuaciones:

n-I )
1 

- 
\- ^LI - A d..l'll-r

l. j <n
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n-1
0 = » a. a.IT 1Sr-l

rfs

Esto €s, existen n vectores ortogonares con respecto a

ra forma (n - r) x ( 1) que representan a r, contradicción.

Corolario 3: Sea k un cuerpo, enLonces:

a) p(k)<e¡(n) Vn>r (p(k)=gk(r))

b) n < g,_(n) V n > I
- -l{'

c) gr-(n) < g,-(m) V m > n > I
AI\

Notación: Sea k un cuerpo, r, s ) 0 enteros . Definamos

rl«r.l = {q forma cuadrática/dim q : sr'
y q es suma de r cuadrados de formas

lineales s-arias]

Observando la demostración deI Teorema l. obtenemos fácilmen-

te el siguiente resultado:

Proposición 4: Sea k un cuerpo, entonces k pitagórico
(e.d. p(k) : f) si y sólo si

e¡ (n) : 11 Vn>l

Por ejemplo, esto se aplica cuando k es: real cerrado,

cuadráticamente cerrado o algebraicamente cerrado.
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9 2. Un ej emplo.

El siguiente ejemplo muestra que es posible, usando métodos

"elementales", calcular la g-invariante en algunos casos.

Consideremos un cuerpo finito con q : pr elementos,

2 I p , gu€ denotaremos por *O . Se sabe que si f es una

forma cuadrática sobre ,O , entonces:

l)

l,e) donde " #8,Í2'q

Se tienen dos casos:

i) Si f=(1, l)= "1* *rl entonces f es

suma de exactamente n cuadrados de formas lineales.

ii) si f =(I,..., l,e); sean a,beIF* talque
))e=a'+b-,Iuego

n-l ) ) )
f - » zi + (az )'+ bz,)'-r f1' ' n'l-: I

esto es r e lf,*r@o) veamos que f # LIG'q) supon-

gamos que sf, entonces existen n formas lineales:

n)
f - lr(zr, ,n)'

i=I
n

Sea Lr(2, , ,n) .r, ,ijri
J:T

I r r,
f =.1 6

I

i. , r,
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Por lo tanto:

n.
I = t u1 .

l1l=I
l. j <n-l

n?n
e = » a?^ y t d"--á,^:0 r + srn . l-r rsl-=l l=l

Poniendo estas ecuaciones en forma matricial tenemos:

Sea 'rr ^Lz tr,

^zL az2 u2,.

fr-

a, a ^ !.. anI n¿ nn

entonces por las ecuaciones anteriores obtenemos

10 0

0l 0

AtA :

0 0e

,)

Tomando determinantes se tiene; det (A) - : e , contradicción
- --r-ZDUES E É IFq̂

Asl, como La forma ( l, l,e) es suma de n * I cua-
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drados de formas lineales y no de menos. Tenemos el siguien-

te:

Teorema 5: Sea q : pr , p primo impar, entonces

fo.(n)=n*1
q

Observación: 1) El argumento anterior solo es aplicable

cuando se tiene e¡(n) < n * I

2) El teorema 5 lo obtendremos en el párrafo siguiente como

consecuencia de un resultado más general.

§ 3. Resultados fundamentales.

En este párrafo obtendremos resultados que nos permiten re-

ducir el estudio de las sumas de cuadrados de fot*!, linea-

Ies, a considerar relaciones entre formas cuadráticas.

forma cuadrática sobre k , ,i a k'k Entonces: q es su-

ma de m cuadrados de formas lineales si y solo si q es sub-

forma de m x (1)

Demostración: ;11 Supongamos
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m
Asf ('r' 'r,) =..]., ('tj*t+ *'.,j*,')'

a:¡

Comparando coeficientes tenemos

m¡IIl

"i=.], ^i: Y ,],"j'"j= o vr+ s

J=l ' ¿

Esto es, m x (l) representa ortogonalmente a ,1, "r, ;

aSf mx(1)=(, , a )I q'Lt -.ol , *n,* Y

Luego q < m x (l)

3 Sea 0: mx(l) , BO la forma bilineal asociada a 0 ,

m
B^(X,Y) = , X,Y=

Y.,tI I=I

Supongamos que q < mx(l) entonces existen vectores

11, r^ talque o(vi): ai y B*(v'v3):0 Vif i

Pongamos ,i : (rit , ,ir)

Definamos tr(Xr, x.,) 
ilr.ijr,

Se tiene

mn)
= t(I(a..X.)-+2»

i:'r i-r rJ L' i<kJ-r r-r 'ij't jxixk)

nm))m
= » ( Z al .)X: + 2 2 Z z..d,.X-.X,-

i=I j=l -aJ'--r i<k ¡=1 rJ KJ r K
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Como B*(vr,vU) 0, i *k resulca

m)r7?n)
.I,Zi(XI , Xr,)'= 0(vr)X? = » a.Xi = q

¡=¡ -' r' n' t=r l- i:I I l-

Observación: Asf S¡(n) es el mf.nimo entero r tal que

toda suma de cuadrados de formas lineales n-arias (o equiva-

lente, toda forma cuadrática e = ( al, .r, ) con

,i. S(k)) es subforma de r x (l)

El siguiente resultado nos proporciona una buena cota para

la g-invariante de un cuerpo con u-invariante finita.

Teorema 7 (Fundamental): Sea k un cuerpo con u(k) < @ 
,

entonces:

e¡(n) <nf u(k) - t Vn:I

Demostración: Como u(k) < @ , k es no real. Por lo tanto

toda forma cuadrática és suma de cuadrados de formas linea-
les.

Inducción sobre n

Para 11 = I toda forma cuadrática sobre k

q = (a). p(k) x (l) < u(k) x (l)

Supongamos que el teorema vale para m < n :

Sea q = (rI , án) = (a1, rrr_l) f (ar"r)

-l



33.

Por hipótesis inductiva (y usando el Lema 6) 
'

(á-,, a-.,)< (n+u(k) -2) x(l)
r t-t- I

entonces existe forma cuadrática h sobre k con

dimh=u(k)-l talque

(a1, 
"rr_l)11=(n+u(k) -2) x(l)

Asf (a1, 
".,._1)l h1 (1) = (n+u(k) - f) x (l)

Pero h I ( 1) es universal, luego h I ( l) = (arr) I h',

con cierta h' Por 1o tanto q I h' = (n + u(k) - 1) x (l)

CorolarÍo 8: Sea k un cuerpo con u(k) = p(k) < @ , enton-

ces S¡(n):n*u(k)-1

Demostración: A priori

S¡(n) < n * u(k) - I (Teorema 1).

Asl basta encontrar, para cada n , una forma cuadrática de

dimensión n , que no sea subforma de (n + u(k) - 2) x ( l)

Si u(k) = 1 entonces k es pitagórico. Por Proposición 4

S¡ (n) : 11

Supongamos u(k) > 1 Sea a € k'k tal que a es suma de

p (k) cuadrados y no menos.

Consideremos q : ( a) I (n - f) x ( l), suPongamos

q < (n + u(k) - 2) x ( l) ,
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esto €s, existe forma cuádrática h , dirn h : u(k) - 2 ,

Lal que q t h = (n + u(k) - 2) x ( 1)

Cancelando obtenemos:

(a)ih.-(u(k)-1)x(l),

por lo tanto a es suma de u(k) - I (: p(k) - f) cuadra-

dos en k , contradicción.

Asf ep(n) -n*u(k) - t

Observación: I) E1 valor de la g-invariante para ,O , que

obtuvimos en el párrafo 2, es consecuencia inmediata del

Corolario B. , ya que O@O) : ,G-O) 2

Otros cuerpos donde se puede aplicar eI Corolario anterior
son, por ejemplo A((t)) , Q2

2) Como veremos más adelante, €D el Teorema 7. no es posible

obtener 1a igualdad, aL meno's para n < u(k) - I

3) EI Teorema 7 muestra que p(k).n no es una buena cota

para e¡(n) , aI menos para cuerpos con u-invariante finita.

§ 4. g_- invariante gener .

Iu,
B¡(n) , como el mf.nimo entero m de modo que toda suma de

cuadrados de formas de grado d en n variables se repre-

senta como suma de a Io más In cuadrados de tales formas.
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Queremos reducir el problema de calcular g* al cáIculo de

8¡

Sea f una forma de grado d en n-variables, i.e.

f =f(Xf ,Xr,)

Sean Mi, l.i<r los r monomiosdistintosdegrado

d en n-variables f, = [n+rl-l ) )t t "-t-,Jj' 
Podemos escribir

T
f(Xf, ...,Xrr) =.r, ,iMi

I=I

Considerámos la forma lineal r-aria
r

h(zL , ,r) = ^Lri ,

l-= r

entonces f (Xl ,

Sean

m formas de grado d en n variables.

Consideremos la forma de grado 2d :

m

Xr)-rr(Mf ,Mr)



m formas lineales en r variables.

Por definición de g¡ :

m , 8¡(r) )
j=l j:I J

L. formas lineales r-arias.
J

Reemplazando rL por Mi, 1 < i < r se tiene

e¡ (r)
o (xr , X.r)

J:I

por Io tanto

ln+d-r)r l"-r l

sfl«r¡ =B¡(r) , r=["::;t]

Lj(Mr, ... ,*r)2

sfl r"¡ . ek (') ,

donde

El siguiente teorema resuelve completamente el problema de

calcular *fl conociendo el valor de B¡

Teorema 9: Sea k un cuerpo, entonces

Demostración: Basta demostrar que existe una forma de grado

36.

2d en n variables, que es suma de B¡(r) cuadrados de
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formas de grado d y no de menos.

Sea
8¡(r) ,q(zL ,rr) = .r. ,i(rL, ..., ,r)'

J =I

una forma cuadrática que es suma de exactamente S¡(r) cua-

drados de formas lineales.
Construyamos la siguiente forma de grado 2d :

o(Mr , Mr):
g,- (r)

t\)

Li (i"II , Mr)-
j =l

es suma de e¡(r) cuadrados de formas de grado d

Supongamos o(Mt , Mr) es suma de e¡(r) - t cuadra-

dos de forntas de grado d , €s decir

8¡(r) -r )o(Mt ,Mr) : L.1q- ,Mr)-j:l- J' r'
T

donde ¿j (rr, . . . , Mr) 
i]f 

Otjr, son formas de grado d

en n variables.

Luego X-r(za, ,r) son formas lineales en Las variables
Jr

z.I

Asi

8,- (r) -IÁ)
» t.(2", ..., ,r)' ,t,(zL ,.r) q(zl , ...,,r)

' 1 J'r
J!

contradicción, pues q(zl , ,r) no es suma de S¡(r) - I

cuadrados de formas lineales.
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III CUERPOS GLOBALES.

El propósito de este Capftulo es recopilar resultados sobre

formas cuadráticas en cuerpos globales (como por ej emplo el

conocido Teorema de Hasse-Minkowski), para tener las herra-

mientas necesarias para el cálculo de la g-invariante de un

cuerpo global.

Definición: Sea

global si k es

finita de I'_ (t)q

ideales primos del anillo de

pondencia biunfvoca con las

k

k un cuerpo, decimos que k es un cuerpo

una extensión finita de A o una extensión

Para un cuerpo global k , sea 0t eI conjunro de todas las

valuaciones (arquimedeanas y no arquimedeanas) de k

Observación: Es conocido que delos primos

enteros de

valuaciones

k, €s decir los

, están en corres-

arquimedeanas de

k

no

Sea

por

Es

CS

yt € Q,- , la completación de k en p , Ia denotaremos,K

k
p

sabido que si yt e 0k

un cuerpo p-ádico o de

es no arquimedeano

series de Laurent

, entonces k,'p
sobre un cuerpo
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finito y si p es arquimedeano UO

timo caso se tiene sólo si k es un

decir una extensión finita de A).

Sea q una forma cuadrática sobre un

notaremos por ep Ia fc;rma q 
" 

U,

§ l. Princip"io local-global .

l"i - rlr, . e ,
,I

(donde I l^ denota la normari

cuerpo global De-

la1¿

asociada a la valuación pi)

abierto V ys e f¿,- , €fl eI teorema
K

encontrar aek (e suficien-

I<i<n

es lR

cuerpo

ó

de

C ; es te Ú11-

números (es

A continuación mencionaremos algunos resultados clásicos

sobre cuerpos globales, que dejaremos sin demostración, pa-

ra no alargar demasiado estos preliminares. Ver I L] , t Ol pa-

ra los detalles.

Te<¡rema I (Aproximación): Sea k un cuerpo global, sean

0r' or,. = k Y P¡,

existe a€k talque

p € A, entonces: dado e > 0, ,n K

Observación: Como
.,2K)í es

p

anterior siempre es posible

temente pequeño) tal que

a € o..kl2 ,LIJ

Teorema 2 (Cuadrado global): Sea un cuer:po global. Sea
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a € kr'c, entonces a e k)rZ si y sóIo si a e k)Í2p

Yper¿k

Teorema 3 (Norma de Hasse): Sea F una extensión cuadrátiea

de un cuerpo global k Un elemento a e k es una norma

de la extensión F si y sólo si a es una norma en cada

completación de k

Observación: Es fácil ver, aplicando el Teorema 9.I. que el

resultado anterior es equivalente a:

Sea A un álgebra de cuaterniones sobre k Entonces A

se descompone sobre k si y sólo si A se descompone sobre

k^ , V fr e f¿rpK

Los tres teoremas anteriores los aplicaremos a la demostra-

ción del resultado central de este Capftulo.

Teorema 4 (Hasse-Minkowski): Sea q una forma cuaclrática

sobre un cuerpo global k , enLonces q es isótropa sobre

k si y sóIo si gp es isótropa sobre O, , V ¡c e ak

Demostración: =] Trivial.

C Sea 11 =dimq
Supongamos 11 = 2 , sin restricción podemos escribir

q : ( l,-a)

ep isótropa sobre cada U, + a e k*2 , V yt e 0t
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Teorema I + a€krr? y asl q es isótropa sobre k

Sea 11 : 3 Podemos suponer q : ( l,-a,-b) con a,b g k'kz

qp isótropa V p e Ak =+ (1,-a), representa b en U, ,

esto€s, b€u(kp(Va)), Y¡ce ok,asf b€N(k(/;))
(Teorema 3). Por 1o tanto q es isótropa sobre k

Sea 11: 4 Pongamos q: (l,a,b,c) , distingamos dos casos:

2i) d(q) € k,k- entonces q =(l,a,b,ab) Por hipótesis el
álgebra (-r,-b)k^ es trivial V p e Ok , yd que qp es

p
Ia forma nórmica. Por lo tanto el álgebra (-r,-b)k es tri-
vial (Teorema 3), asf q es isótropa.

ii) d(q) = d+kr(Z Sea F - k(V-A) (extensión cuadrática) ,

asf sobre F

q = ( l,a,b,ab)

Como q,c es isótropa V ¡t e CIk entonces ep es isótropa

V¡te0p

Luego por (i) q es isótropa sobre F

Sea x + y /d[ un vector isótropo, Do cero.

q(x + y \6-) : q(x) + dq(y) = 2 tfiBl,(x,y) 0

Por lo tanto

q(x) = -dq(y) y n'(x,y) = 0
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Si q(x)=0 entonces q(y)=0,como x e y nopueden

ser simultáneamente cero, se tiene q isótropa sobre k

Supongamos q(x),q(y) distintos de cero. Asf podemos poner:

q = ( -dq(y) ) r ( q(y) ) r q'

ya que x e y son ortogonales.

Comparando determinantes q' = lH

Supongamos ahora n > 5 Inducción en n

Pongamos q=(a,b)191 , dimqr>3

91 : (rl , an-Z)

Paral<i<n-2sean

Ti : iP e ou/at no es unidad en ur] 
'

es conocido que Ti es finito

v

Consideremos T- {pe AU./p
(n-2 l

diádico) u I u T.l
[i=r ')

el cual también es conjunto finito. Para cada p e CIk - T ,

gtp es isótropa, pués ,i es una unidad en U, y

dim gr, > 3 ([L], pá9. f50). Como ep es isótropa para ca-

da p e f¿k , €D particular ep es isótropa para cada

p e T , entonces elijamos ,, a kO tal que ( a,b ) ,
representa a ,p y gtp representa a -zp

Por Teorema I existen x,y € k tal que aproximan a *p ,

y respectÍ-vamente y de modo que si'p
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,,
L I L1z -- xa-|-vDp p "p

))z xa+y b

entonces z está en la misma clase de cuadrados que ,p

enk p

Si z = 0 entonces (a,b) es isótropa y por lo tanto q

también.

Supongamos z * 0, Iuego podemos escribir

q=(zab)I(z)IA1

Para cada yt e T , glp representa a -zp y

(zl,=rrr) yasf (z), fqlp esisótropa Vpe Ok

Usando hipótesis inductiva ( z) L g1 es isótropa sobre k

y por lo tanto q

Corolario 5: Sea k un cuerpo global. g,e' dos formas

cuadráticas sobre k , entonces q es subforma de q' so-

bre k si y sólo si gp es subforma de q; sobre UO

Vpeat

Demostración: *l TriviaI.

=J Inducción sobre dim q

Supongamos dim q = I , entonces q = (u) , o, € k:k

Porhipótesis q; representaa o, Vyt€ 0k,entonces
( -cx,), I q' es isótropa V p e Ak , por lo tanto
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( -cl ) I q' es isótropa sobre k

Supongamos dimq>l Sea o€Dk(q) entonces

c¿€'nrtor'9Dtr(lr) V¡ce 0k,

asf q'=(cx)1 f'

f' forma sobre k

Como g = (cr) 1 f , f forma cuadrática sobre k , pasando

a las completaciones, cancelando y usando la hipótesis induc-

tiva, obtenemos f < f' sobre k y asf q < q'

Corolario 6: Mismas hipótesis anteriores, entonces q = q'

sobre k si y sóIo si O, = O, sobre U, , V y: e 0k

Demostración: =l Trivial.

=l Sea f : q' 1 { -1 ) q Por hipótesir t, es hiperbólica

sobre U, , Y yt e Ak Asl, por Teorema 4, f debe ser

hiperbólica sobre k

Usando el Corolario 5 se puede obtener una demostración más

direcla de este hecho.

9 2. Algunas invariantes de cuerpos globales.

Veamos algunas propiedades de cuerpos globales no reales.

Teorema J: Sea k un cuerpo gLobal no real, entonces u(k) /¡



Demostración: Por Teorema de Hasse-Minkowski u(k) < 4 ,

pués

u(k ) . 4' lr'
VnGO-",k

Sea yt e. Ok no arquimedeano, entonces la forma ( ( -u,-r ) )

es anisótropa sobre U, , donde ?r es un uniformizante de

nO y u cierta unidad de n, (t Ll pá9. f56) .

Por la densidad de k en k. , existen a,b € krk tal que

ae -nk'fz y be -rrk12 Entonces la forma ((a,b)) esp'p
anisótropa sobre k , y asf u(k) 4

Veamos ahoras las invariantes p (k) y Á (k) para un cuerpo

global k no real.

Como u(k) = 4 , s€ tiene á(k) < 4 y tenemos asf tres ca-

sos posibles:

a) ó(k) : I , entonces f < p(k) < 2, como k no es cua-

dráticamente cerrado, se tiene p (k) 2

b) Si Á (k) = 2 , entonces p (k) 3 En efecto: Supongamos

p(k) : 2 , esto és, la forma cuadrática ( 1,1,-a) es isótro-
pa V a e kk 6 equivalentemente

l1 = s((1,1,-a))= (-l,a) Va€k:k,

45.

es decir, (-t,a)k es trivial V a e k't

sea rr e CIk ta1 que -l * u,;' (siempre existe tal p pues
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ó (k) = 2) y UO no diádico.

Sea fl un uniformizante de U, Como k es denso en k
,Pexiste a€k* talque -aennr:'y asf laforma ((1,-a))

sobre k es isomorfa a ( I,1,T,r ) sobre U, , La cual es

anisótropa sobre U, Asl ( ( l, -a ) ) es anisótropa sobre

k (Teorema 4.) y por Io tanto el álgebra (-l,a)k es no

trivial. Asf p(k) = 3

c) ¿ (k) 4 :+ p(k) = 4 pués u(k) : 4

Observación: El nivel de un cuerpo de números no real se

puede caracterLzar a partir de las completaciones diádicas

de la siguiente manera:

Si k es un cuerpo de n(rmeros no real y -T 4 k;r2 , entonces:

i) ¿(k) = 2 é tU, , QZI es par V p e f¿k , p diádico.

ii) ¿(k)=4 ++tOr,QZl esimparparaalg(m pe Ak

diádico.

Por ej emplo, ver t Hl

Calculemos el número de Pitágoras de un cuerpo global formal

real k

Sea a € k?k suma de cuadrados, entonces la f orma

4 x (1) I (-a) es isótropa en todas las completaciones

(incluyendo lR) , asf. P(k) < 4

Proposición 8: Sea k un cuerpo global formal real, entonces

P(k) > 2
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Demostración: Supongamos p (k) = 2

Sea p e Ok no arquimedeano tal que -f É k-kz y no diádico.

Sea r un uniformizartte de UO como vimos anteriormente,
aexiste bekrk talque berkl'

p

Sea e > 0 , a e krr ta1 que

la - f l < e' 'Pi V a. € 0,'t- K

tal que kr. ,-lR (sólo hay un n(rmero finito de tales pi)
,t

Y la - bl < e¿ | ,p

Asl tenemos que a es totalmente positivo y además

a € nk:z (basta elegir e suficientemente pequeño). Asf
p

al igual que antes eI álgebra (-I,-a)k es no trivial (pués

en k (-l,n)¡ es no trivial). Luego a no es suma dePp
dos cuadrados.

Asf se tiene p(k) : 3,4 con k global y formal real.

Estos dos casos se pueden caracterLzar considerando las co[r-:

pletaciones diádicas de estos cuerpos, de la siguiente manera:

Teorema 9: Sea k un cuerpo global y formal real, entonces

p(k) = 3 si y sólo si V p e CIk tal que O, es diádico

t U, , QZI es par.

Demostración: I Supongamos existe f) e Ak con tU, , QZI

impar, como Á (Q2) = 4 por Teorema de Springer o (kp) 4
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Sea a € krk tal que a está suficientemente cerca de I en

todas las completaciones reales, es decir , a es totalmen-

te positivo, y suficientemente cerca de -1 en k
p̂

Entonces a no es suma de tres cuadrados en U, , por lo
tanto a no es suma de tres cuadrados en k Asl p (k) : 4

:-l Supongamos t U, ' QZI es par V p con n, diádico.

Entonces á (k ) . 2 , pués nO descompone el álgebra

(-l,-t)t y asf 3 x (l) es isórropa sobre k^
",tP

Sea a e S(k) , entonces (1,I,1) representa a a en k ,

pués lo representa en todas las completaciones.
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IV LA g-INVARIANTE PARA CUERPOS GLOBALES.

En este Capítulo calcularemos la g-invariante por medio de un prin-

cipio local-global, para cuerpos globales y para IR'(t)

§ 1. Caso Global.

A Io largo de este pá.rrafo designaremos por k un cuerpo

global.

Haremos uso de los resultados sobre la g-invariante para

cuerpos p-ádicos y de series de Laurent obtenidos en t Pl .

En primer lugar estudiaremos eI caso no real.

Teorema I: Sea k no rea1, entonces :

S¡(n)=n*3 , Vn>3

B¡(2) = 4 , si á(k) = 1,2

Si ,ó (k) : 4 entonces B¡(2) = 5

Demostración:

i) Supongamos á(k):4,entonces p(k):4: u(k) yasf.

S¡(n) : n * 3, V n (Corolario B.II.)..

ii) Supongamos ó(k) 2 , entonces p(k) = 3 , (pá9. 45)

v
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v

Calculemos primero B¡(2) :

Sea q unaformacuadráticasobre k, dimq=2 Como

qt (-1)q =2 xlH

2 xlH = 4 x (.1 ) (pués ¿(k) : 2) ,

entonces por Lema 6. II. , gk(Z) . 4

Sea a € k:k suma de 3 cuadrados y no menos. Pongamos

q = ( l,a),y supongamos q e l!ff.>, esto es q < 3 x (l)

y en consecuencia

qI (a): (1,&,&) = 3 x (I)

Cancelando obtenemos a € 52(k), contradicción. Asf B¡(2) = 4

Veamos gk(3) , a priori gk(3) < 6 (Teorema 7. II. ) .

Sea a como arriba, consideremos 1a forma q = ( -L,a,a)

y supongamos q e rf tr.> , €s decir, existen e, d e k:k tal

que

( -I,a,a) I ( e,d) = 5 x ( l)

Comparando determinantes (e,d) =(e,-e) = lH y además

5 x (1) - IHI (-1,1,1) , pués ¿(k) = 2 Por lo tanto

q = ( -1,1,1) y asf a € S2(k), contradicción.

Luego gk(3) : 6
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En general tonlemos la forma:

q' q 1 (n - 3) x (l) ,

es fácil ver que q' # Ll+2(k) , ya que si q' e Ll+2(k)

q't (e,d) = (n + 2) x (l) ,

cancelando volvemos al caso de dimensión tres. Por lo tanto

Vn>3

iii) Supongamos á(k) I , entonces p(k) = 2

Por Teorema 8.I1I. existe una 2-forma de Pfister ( ( a,b ) ) ,

anisótropa. Igual que en el caso (ii) Br,(2) . 4 Pongamos

q = (a,b) , si q e f-r2if.l , entonces

qr (ab) - I x (l) =lHI (l)

(pués 
^ 

(k) = l), contradicción. Asf gk(2) = 4

En dimensiones mayores consicleremos la forma

q = (a,b,ab) 1 (n - 3) x (l)

Sabemos que q c L:+3 (k) , (aplicando Teorema 1 .TI. y Lema

6. II. ) , usando eI mismo argumento que en (ii) obtenemos

e,(n):n*3 , Vn>3
'K'

Para terminar el caso global, consideremos cuerpos globales
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formal reales. Como en este caso la u-invarj-ante es infinita,
no es posible aplicar el Teorema 7 .IL. Pero entonces hacien-

do uso del principio local-global, obtenemos la misma cota

para g¡ (n)

Teorema 2: Sea k formal real, entonces

B,-(n) : n * 3 , V n > 3
N

gk(2):5 si p(k):4

gk(2):4 si P(k)=3

Demostración: Sea q - ( .I , án ) forma cuadrática sobre

k tal que a.: es suma de cuadrados en k , I < i < n
I

Entonces

q^<(n*3)x(1).^'IJ _ 
P

V p € f¿,_ no arquimediano (por tPl ) y para p arquimediano't<

Q,r-nx(l),,'
t- l"

ya que en este caso kr, = lR ó 0 (ya que k es formal real),
y por lo tanto gp 1 (n + 3) *,1,,, V p € fik

Usando eI Corolario 5. I1I. , obtenemos

q < (n + 3) x ( I )



Luego 8,"(n) < n * 3 , V n > I
-t\

i) Supongamos p (k) : 4 Sea a e k:k , srlma de cuatro cua-

drados y no menos, entonces la forma

En efecto, si q € L:+2(k) entonces por Lema 6.1I.

q < (n + 2) x (l) ,

asi existe forma cuadrática h , dim h = 2 , de modo que

q t h - (n + 2) x ( l)

Cancelando obtenemos

(a)1h=3x(l),

contradicción, pues a # S3 (k)

Conesto B¡(n)=n*3 , n>l

ii) Supongamos p (k) = 3

Sea g = ( a1,a 2) , con ^L,^2 suma de cuadrados en k

En todas las completaciones reales de k se tiene que

q = ( 1,1) < 4 x ( l)

Como ó (k.^) < 2 en todas las completaciones p-ádicas de k ,
{r

incluyendo las diádicas (por Teorema 9.III. y Ia observación

53.
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de Ia página 39) , se tiene:

g-, t(-l)gp=2xlI=4x(l)

Luego gp . 4 x ( I ) en todas las completaciones de k
Asf usando Corolario 5.III., q < 4 x (I) y entonces
skQ) . 4

Para ver la igualdad, consideremos la forma q : ( l,a) ,con a suma de tres cuadrados y no menos.

Es fácil ver que q # rl«r.> , pués como a # s2 (k) enLon-
ces (l,a) no puede ser subforma de 3 x (t)
Asf B¡(2) = 4

Calculemos gk(3)

Por tP] existen p e Ok tal que (u,n,ur) no es subforma
de 5x(l) en uo donde r€k uniformizantey u€uk
cierta unidad de UO '-p

Sea pe At uno de éstos, usando e1 Teorema 1. III. , pode_
mos encontrar a,b € k'k totarmente positivos y de modo que

"euk?it y be nkrrZ énr-^-p t L-..-,rtJo , ellCOnCeS la fOrma

(a,b,ab) 
O = (u,?T,ulT)

Luego ( a,b,ab) 
, no es subforma de 5 x ( I) en kp y asf

tampoco en k por Io tanto gk(3) : 6

Para n > 3 consideremos la forma
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q : (a,b,ab) I (n - 3) x (1),

la cual por 1o anterior no peruenece a Ll_., (k) En conse-rl-t¿'
cuencia

B,-(n) = n + 3 , V n > 3

Nota: Con estos resultados se generaliza el trabajo de

Mordel I t't] , en eI cual demuestra que:

g 2. Formas cuadráticas sobre lR(t)

En el resto de este Capftulo nos dedicaremos a calcular la
g-invariante para JR'(t) (cuerpo de funciones racionales en

una variable sobre IR) .

Basándonos en un trabajo de Knight (t Kl ), usaremos un prin-

cipio local-global para IR(t).

Necesitamos entonces conocer las completaciones de IR'(t) y

caracterizar las formas cuadráticas sobre R(t) , vfa sus

completaciones.

Sea K un cuerpo cualquiera y K(t) el cuerpo de funciones

racionales en una variable sobre K Hay esencialmente dos

tipos de valuaciones sobre K(t) , triviales en K :

i) voo : K(r) n Z, u {-} definida por:

Sea g€K(t), entonces g: á con f,h€Kttl y
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(f,h)=l;entonces

lr)v*(8) = .r-lñ] = gr(h) - sr(f )

La uniformizante asociada a v6 es Llt y entonces el
cuerpo residual es K(-) - K

ii) Valuaciones finitas:

Sea n € K[t] un polinomio mónico irreducible, asf todo

g € K(t) se escribe (rnicamente de la fo n ffmaB:Tñ,COn

f ,h e Kt t] y (n,fh) : I Entonces definimos:

v-:K(t)*Zu{-}
1T

poniendo v_ (g) = 11

En este caso la uniformizante es T y el cuerpo residual
ES

Notación: Por A denotaremos el conjunto de valuaciones

finitas de 1R"(t)

Usaremos, para conocer las completaciones de R(t) , €l si-
guiente teorema de estructura:

Teorema 3: Sea A un anillo de valuación discreta completo,

con cuerpo residual K Supongamos que A y I( tienen Ia

K(r) : K[ tY 
<r>

misma caracterlstica y que R es perfecto, entonces
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A = K[TI]

Para una demostración ver I Gl .

Especializando estos dos hechos a R.(t) , tenemos que los

cuerpos residuales de las completaciones de R(t) son lR

ó 0 Asf se tiene que las completaciones obtenidas de las

valuaciones def inidas en (ii) son JR'( (T) ) ó 0 ( (T) )

Estudiemos un poco estos cuerpos.

Teorema 4: Sea K un cuerpo formal real, entonces

p(K[r]) = p(K)

Demostración: Sea f una suma de cuadrados en KIITn , sin

restricción podemos suponer

f ^2d T2d+1 +-=rot*11

con a, € K , Bo € K)k y suma de cuadrados, poniendo

f - ^or'o(1 + aorarT + ...)
)

Se tiene que f e ao(K[Tn)- , yd que

l+a-lalT+ 
^-oT^rtz 

+ € (K[TI)2 ,

por Lema de Hensel (ver por ejemplo IG]), y asf. obtenemos

p(K[rn) : p(K)
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Corolario 5: p(R) : p@.[T]l ) = p@((T))) = I

Demostración: Sea A un anillo de integridad, es fácil ver

que:

Como

p(Quot(A)) < p(A)

R'((r)) :: QuotG.[rn)

tenemos p(R((T))) : I (usando Teorema 4.)

Proposición 6: Sea F:IR((T)) entonces tr/r*z = {1,-I,T,-T}

Demostración: Sea f e F;t , como F es un cuerpo local con

uniformizante T , f: Tru , u cierta unidad de lR[Tn ,

esdecir TXu

Entonces pongamos a * Tg con g € F y a €1ft:k

i) a > 0 + a €lR;k2 :+ u € Fsr2 (por Lema de Hensel).

Luego f € fr1F,'.2;

Si r es par, f e F;,2 y si r impar f e T.Frt2

ii) a < 0 .+ -a €lR:k2 + -u € F:k2 :+ f € -Tr.pr'.2

Asf f e -Frrz 6 f €-T.Frk2 si r esparoimpar.

Para el caso CI((T)) se tienen los siguientes resulLados:

Proposición 7: Sea F = CI((T)) , entonces p(F.) 2 y

Fr'/rtz = {l,T}
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Demostración: Como á(F) = I , se tiene p(F) z" / , pero
)

T e F,k' , asf p(F) = 2

Sea f € I' , f = Tru , r.r unidad. Como

te cerrado, 1r € P:t2 Asf f € Fs.2 si

si r es impar.

Observación: La Proposición 6 también vale si

por un cuerpo real cerrado. En la Proposición

biar 0 por un cuerpo cuadráticamente cerrado

mos el siguiente teorema.

es cuadráticamen-

par y f € T.FJZ

cambiamos lR

7 podemos cam-

y asf obtene-

K es un cuerpo cuadrá-

CI

T

Teorema 8: Sea F = K( (T) ) ,

ticamente cerrado, entonces

Demostración: Sea q : ( a1,

a. = l.Tl_

"r=^Z
_)a2(J -r) -'r*

asf es isótropa.

Corolario 9:

Por Proposición l
podemos suponer

regular sobre

comp letamente

donde

u(F) :

a)'n
(r't2,

(F't2, ,

:0,

a. € F'k v n
I

i<n Como

1o tanto

,

l<

por

>3

n>3

Sea F como arriba,
F , entonces d(q)

aq

sea q forma cuadrática

y dim(q) caracterLzan

Observación: Sea q una forma cuadrática sobre

suponer q = (f1,
R(t) , eD-

f),ntonces sin restrj-cción podemos
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con f, € R[ t]t-

qa

1a forma cuadrática sobre lR

a €R , si a no es una rafz

Denotaremos por

, fn(a) )

, obtenida evaluando fi
de f . I < i < n

].

,r<i<n

en

Notación: El sfmbolo V' indicará "para todo excepto un nú-

mero finito".

La demostración de la siguiente proposición (debida a Witt)

no la daremos por salirse del contexto de este trabajo. Es-

ta se basa en ciertos resultados acerca de curvas algebrai-

cas sobre R y áIgebras de cuaterniones sobre lR(x,y) La

proposición en su forma más general se puede encontrar en eI

trabajo "Zerlegung reeller algebraischer funktionen in

quadrate schiefkorper uber reellem funktionenkorper" Crelle J.

L7L (r934).

Proposición l0 (Witt): Sea q una forma

sobre R(t) , con dimq > 3, entonces

bre R(t) si y sóIo si qa es isótropa

cuadrática regular

q es isótropa so-

sobre lR , V'a € lR

La importancia de la proposición anterior se debe a la si

guiente observación:

I) Las completaciones finitas y reales de IR(t) , provienen

de considerar valuaciones asociadas a polinomios deI tipo
1T = t - a , a €IR Además, por eI Teorema 3, estas comple-
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taciones son series formales de Laurent sobre lR , por 1o

tanto son de la forma fR((r - a))

2) sea f(t) € lR[ t] , miremos f(t) en cada compleración

R((t - a)) , donde f (a) + 0 (Esro se sarisface V'a e 1R).

Desarrollando f(t) en serie, se tiene:
)

f (t) = f (a) + f '(a) (t - a) + f"«r>G-id *

= f (a) (r + f (a)-lf '(r) (. - a) + ...)

como (1 + f (a)-lf '(r) (. - a) + ...) e lR((r - ü)Z

(Lema de Hensel) , tenemos que:

f(t) = f(a)h2 , helR((r - a))

Asl tenemos eI siguiente principio local-global:

Teorema lI: Sea q una forma cuadrática regular sobre

R(t) , entonces: q es isótropa si y sólo si qn es isó-

tropa, V n € CI (e* es la extensión de escalares de q a la

completación determinada por r).

Demostración: SóIo necesitamos probar: Si q_ es isótropa

V n € 0 entonces q es isótropa.

Si dim q = 2, entonces d(qn) = -1, V r € f¿, por 1o tan-

to d(q) = -1 Asf q es isótroPa.

Supongamos dimq>3
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Sea

Por hipótesis qr es isótropa v r € 0 En particurar
V n € A real, por la observación anterior, g, : qa , don_

de t - a y a no es raf,z de fi , 1 < i < n

Asf qa es isótropa V'a € lR , luego por Proposición 10,

q es isótropa sobre E.(t)

Teorema 12 : sean g, g' f ormas cuadráticas sobre R(t) , €ñ-
tonces:

q < qr e+ q_ < ql V n e f¿

p5:mostración: =J Es inmediato.

d Inducción sobre la dimensión de q

Supongamos dim q: 1 , q = (f ) , f €lR[ t] entonces f
está representado por q; , V n € 0 , asf (-f)rI q; es

isótropa v r e CI Por teorema anterior ( -f) I q' es isó-
tropa, por lo tanto ( f) < q'

Supongamos dimq>l

Sea feD(q).o(Qr)gD(q;) Vn€CI

Por 1o anterior f e D(q')

Asf tenemos q =(f)1 r , g' =(f)1 r'

qn:q;como Vr€0,
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se tiene ,,, . r; y dim r < dim r'

Por hipótesis inductiva r < r' y asl q < q'

Asf tenemos e1 siguiente corolario:

Corolario 13: Sean e,e' dos formas cuadráticas sobre R(t) ,

entonces q=q' siysóIosi gr=gi. Vr€f¿

Ahora estamos en condiciones de calcular Ia g-invariante de

R(t) Para esto veamos la g-invariante para las completa

ciones finitas de E.(t)

En el caso complejo, como vimos, las completaciones son del

tipo F - CI((T)) Como u(F) = p(F) = 2 podemos aplicar
el Corolario 8. II para obtener

ep(n) : n * I , n > I

Cuando las completaciones son del tipo F : lR( (T) ) se tiene

Sp (n) : 11 , pués F es pitagórico.

Asl toda forma cuadrática sobre R(t) , gu€ es suma de cua-

drados de formas lineales, es subforma de (n + I) x ( I )

sobre R(t) , €o virtud del Lema 6.II y del Teorema L2. Lue-

go

fu(tr(n) < n * I 
'

además como p@(t)) : 2 , s€ tiene

fu1t¡(n) : n * 1 , n : 1
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Tenemos asL

Teorema L4:

Observación:

principio de

dad

h1t¡(") : n + r

En general para

Has se-Minkowski

n>l

k que satis face el

Ia siguiente desigual-

un

SC

cuerPo

tiene

completaciones de k)(n) /kp
p



65.

V CALCULO DE LA g-INVARIANTE PARA CUERPOS DE FUNCIONES.

Ahora trataremos el caso de extensiones trascendentes sobre

cuerpos algebraicamente cerrados. A 1o largo de este capf.tu-

lo K designará un cuerpo algebraicamente cerrado. Necesi

taremos del siguiente teorema para calcular la u-invariante

de algunos cuerpos.

Teorema 1 (Tsen-Lang): Sea F un cuerpo de grado de tras-
cendencia n sobre K,entonces u(F).2n

Una demostración de este teorema en una forma más general se

puede encontrar en t Gl .

Veamos primero el caso más sencillo:

Sea F un cuerpo de grado de trascendencia I sobre K , €D-

tonces u(F) : L,2 Si u(F) = 1 entonces Sr(n)

Si u(F) :2 entonces p(f) = 2 , por Io tanto Sp(n) : n * t

Por ejemplo, en eI caso F : K(X) , tenemo" g¡,(.,) : n * 1

El próximo lema lo usaremos para calcular la u-invariante

de extensiones puramente trascendentes de K

Lema 2: Sea F un cuerpo y gl ,gl formas cuadráticas ani-

sótropas sobre F



66.

Entonces et f { X ) q, es anisótropa sobre la extensión pu-

ramente trascendente F (X)

Demostración: Sea a1 = ( uI , ur) , g2 = ( b1, b" )

supongamos gt 1 ( X ) q, isótropa sobre F (X) Esto és ,

exis ten

fl(x) , fr(x) , gl(x) , gs(x) e Flxl

tal que:

otfr(x)2+ *rrfr(x)2+xb1B1(x)2+ +

+ xbr8" (x) 2 : 0

haciendo X = 0 , s€ obtiene:

-'))
"ltl(O)-+ 

*r=fr(O)-= 0

como g1 es anisótropa sobre F se tiene X/fi(x) ,

I < i < r Pongamos fi(X) = Xhi(x), reemplazando en la

ecuación original, tenemos:

Trs)
x[ x ) a-hr(X)'+ : brgi(x)-l = 0

i:lrri=Ir

Por lo tanto

x; a.h.(X)'*7, b.s.(x)2 = o
I a 1' I r"l'

Reiterando este argumento de descenso podemos suponer en la

ecuaciónoriginalque X/fi(X),cierto i ó Xler(X) ,
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cierto j , y con esto se obtiene que g1 6 g2 es isótro-
pa sobre F , contradicción.

Aplicando este resultado a las extensiones puramente trascen-

dentes obLenemos:

Proposición 3: Sea F = f(Xf, . ! . , Xrr) una extensión pura-

mente trascendente sobre K , entonces u(F) : 2n

Demostración: Inducción sobre n Considerar

Fi: r(Xf , Xi_f)(Xi)

y usar lema anterior, junto con Teorema 1.

Asf para Ia g-invariante tenemos:

Teorema 4: Sea F - K(Xr, ..., X-) , entonces

gp(m) = m * 2n - 1 , m > 2n - I

ep (m) = 2m

tropa sobre F

Sea o' la subforma pura de Qr, , por Teorema 7 .TT

ep(m) < m + Zn - I

entonces o; l (2n+1 - » x (l)

Supongamos ol . (2t+l - 3) x (1) 
,-n-
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es decir, existe h , con dim h = zrL - 2 tal que

*;t h = (2n+1 - 3) x (t)

Como á(F) = I , tenemos:

(2n+l - 3) x (l) = (2n - z) xlHr (1)

=hr (-1) h1(l) ,

Luego 0;=(-1)h1 (1),

y asf o - ( -l ) h I ( I ) I ( I )n

= ( -1) h I Ii, contradicción.

EnLonces g'(2n - r) = ,n*1 - Z

Para el caso de mayor dimensión, considerando

q: o;1 (m - (2'- 1)) x (l)

seobtiene Sp(m)=m*2n-I , m>2n -1

ii) A priori ep(m) < 2m , pues

qI (-l)q - (dimq) xlH

- | (dim q) x (I) ,

pués á (F) = f (q una forma cuadrática cualquiera.)

Sea q una forma cuadrática con dim q = m , y tal que

o < otn
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Supongamos q . LI*-f(F) , esto €s, existe forma cuadrática

h,condimh=m-l,talque

qlh-¿(2m-1)x(l)

= (m - 1) xlHl (1) Pués Á(F) = 1

=h1(-l) hr (I)

Cancelando, obtenemos :

q =(-1) hl (1)

Luego 0;=(-1)hI(I)1r,

con cierta forma cuadrática r

Igua1 que en el caso (i) tendrfamos 0r, isótropa, contradicción.

Por lo tanto

Sp(m) = 2m , m < 2n - I



VI RELACIONES ENTRE LA g.INVARIANTE Y LA U-INVARIANTE.

En este Capftulo mostraremos ciertos resultados que generali-

zan algunos casos que tratamos anteriormente, y que nos mues-

tran una interesante relación entre Ia g-invariante y Ia

u-invariante de un cuerpo.

Proposición l: Sea F un cuerPo no real, entonces

g'(n)=n*I Vn>I €+ u(F)=2

Demostraciónr - Si ep(n) = n*I Vn entonces

gF(f): p(F) = 2 , luego como F es no real Á(F) < 2

Sea q una forma cuadrática sobre F , con dim q = 3

como SU(n) n + I ,

q l- ( d) = /*,', ( 1 > = Z': lfl

con cierto d É: F,'' Asf q =lFl I ( -d) , es decir, q es

isótropa, por Lo tanto u(F) < 2 , y luego u(F) 2 (pués

P(F) = 2).

:,] Si u (F) 2 entonces p (F) 2 , en ef ecto :



Asf u(F) = p(F) = 2 , por lo tanto Por el Corolario B.II

Sp(n) = n + I , V n > I

Porposición 2: Sea F un cuerpo no real, entonces:

ea(n)=n+3 , Vn>J + u(F)=4

Demostración: ¿(F) I p(F) < gr(3) 6 entonces .¡(F) < 4 ,

por Teorema 15. I

Sea q forma cuadrática sobre F, dim q = 5, Por hipóte-

sis q < 8 x ( 1) , Iuego existe forma cuadrática h sobre

F, dimh:3 talque

Asl

q I h = 8 x ( l)

qI h=4xlH (r (F) "_ 4)

Porlotantoq=(-l)hfnl

entonces u (lt) .' 4

Supongamos u(lt) 4 , enconces por Proposición -I7. i. ,

u(F) L,2

Si u(F) = I entonces Bp (n) = n , contraclicción -

Si u(F) = 2 , enfonces por Proposición anEerior Pp n * I ,

contradicción.

I



EI recfproco de la Proposición anterior
(u(F) = 4 + Sp(n) = n * 3 , V n > 3) se tiene si supone-

mos p(F) = 3 cuando Á(F) = 2

En efecto: Por Teorema 7 .TL. , gp(n) . n * 3

u(F) 4 á l(F) < 4, entonces tenemos tres casos:

i) ó(F) = I Como u(F) = 4 , por Proposición I8.I.
)T; + 0 Esto €s, existe una 2-forma de Pfister

q = ((a,b)) anisótropa; sea q' = (a,b,ab) la subforma pu-

rade q

Por hipótesis q' < 6 x ( I) Supongamos q' < 5 x ( l) ,

luego exisEe forma cuadrática h , dim h = 2 tal que

q'l h = 5 x (l) Comparando determinantes se tiene

h=(l,l) y entoncescancelando h obtenemos

q' = 3 x (l) =lH t (l) , contradicción.

?Asf q' # L; (F) V entonces considerando Ia forma

q' I (n - 3) ( I)

se tiene gp(n) = n + 3 , n ' 3

ii) ó (F) = '2 Como en esLe caso suponemos p (Ir) 3 exis-

te a € S" (F)\ S.., (F) Consideremos 1a forma (anisótropa)
1' L'

3-dimensional ( a, a, -l )

Usando el mismo argumento anterior, obtenenmos

g-(n) = n * 3 , n 3-r



iii) á(F) = 4 En este caso P(F) = 4 Usando el Corola-

rio B. II. , se tiene:

Sp(n) = n t 3 , n > I

Observación: Este resultado no es válido cuando n < 2 
'

como Se observa en resultados anteriores (en los casos (i),

(ii) sF(2) :4).

Proposición 3: Sea F un cuerpo no real, entonces

g-(n):n*J,n,7+u(F)=B

Demostración: Se tiene 5 (F) . 14 , por io tanto 5 (F) = L,2,4,8

(usando Teorema 15. I.). Es conocido que (2¿(F))'W(F) = 0

(ver IL], pág. 3f2), Luego 16 x ( l) = 8 x lH

Sea q forma cuadrática, con dim q = 9 , entonces

e < 16 x (l) = B xlH , es decir, existe forma cuadrática h

tal que

Asf

qIh=8xlH Y dimh=7

qr h=hl (-l) hrll

y luego q es isótropa, por lo tanto u(F) B Si

u(F) . 8 , entonces por Teorema J-TT., g.(n) 'n * 7 ,

contradicción.

Las Proposiciones I y Z resuelven compLetamente el problema



de calcular la g-invariante para cuerpos con u-invariante

2 y 4 (respectivamente), ya que ellos muestran la igualdad

en el Teorema 7 .ÍT. El recfproco de la Proposición 3 es sen-

cillo para los casos ó (F) = L,2,8 ; pero si .5 (F) = 4 , oo

hemos logrado obtener una demostración.

Una generalización de la Proposición 3 es el siguiente:

Teorema 4: Sea F un cuerpo no real, entonces :

eu(n)=n+2k-I , n,2k -|+u(F)=2k

Demostración: Como p(F) < SU(n) , V n se tiene

¿(F) I gF(n) , V n En especial, si 11 = 2k - I ,

ó (F) < 2k+r - 2 Asf ¿ (F) , 2k (por Teorema 15. r. ) .

Sea á(F) = Zt , L < k, entonces

i,,a l
?('rt.l/T,'\ - nL V! \T / U .

l'or lo t¿rnlo 2k+1 ( I ) -l: 2k , n-l

Sea q r-rna forma cuatlrática, con clim q : 2k - 1 Por hi-
pótesis

q < 2k+l x ( l) = 2k x fi

Por lo tanto existe una forma h sobre F , con
.^k1-dimh=2" -1 talque qIh=2^x]F{ Asl

qI h=hl(-l)hIlH



tonces por Teorema 7 .TT. ,

I

Bp(n) < n + 2K - I , contradicción.

Observación: Para obtener el recf.proco de este teorema, si-

guiendo los métodos anteriores, tendrfamos que suponer

IF = 0 + u(F) . 2k ,

Io cual es aún un problema abierto en el caso general, y aún

enelcaso k-3

En el teorema anterior si suponemo, gf(rr) : n * m , con
1-

m # 2^ - I la demostración dada falla.

EI siguiente teorema es una aproximación a la determinación

de la g-invariante para cuerpos con u-invariante finiCa.

Teorema 5: Sea F Lln cuerpo con u(F) = u < m , entonces

-l

Demostración: Sea q forma cuadráEica sobre F , con

dim q = u y anisó[ropa.

Como q es universal, podemos poner q = ( l) 1 Q', donde

q' no represent¿r a l, sabemos q' e t;;12 (i'-) Supongamos

ntu

2r',

f 

sn {")

s(tr) I - 
]

l'*u «"¡

,n>u-l

n<u-l



q, e r.|;1, «r> ,

enEonces existe forma h, con dim h = u - 2 tal que

q'1 h = (2u - 3) x (I)

= (u - 2) x lH I ( l)

Por Io tanto q' I h = hl- ( -l) hI ( l)

Cancelando se tiene que q' representa a l, contradicción.

Para n > u - I ; tomando q'1 (n - u+ f) x (l) se obtie-

ne:

g-(n) = n * u - I , n > u - 1

En general Bp(n) . 2n pués á(F) = I , si n < u - 1 ; con-

siderando cualquier subforma de q' y usando el método ante-

rior se obtiene

u,..(n) = ln , n u - I

Observación: Entre la u-invariante generaL:-zada, introducida

en la página 22, para un cuerpo formal real, y la g-invarian-

te, no conocemos relaciones como las obtenidas en eI Capftu-

lo II y en este Capftulo.

Serfa interesante obtener en general una cota para la g-inva-



riance de un cuerpo formal rear k , que mejore la cota

p(k)n , obtenida en el Teorema 1. Il.

un problema bastante más complicado es calcular la g-inva

riante para anillos con número de pitágoras finito.

En todo caso, para un anillo de inregridad A, €s fácil
ver que

Ba(n)>g¡(n) , vn>1,

donde k - Quot(A)

Es claro que los métodos usados en este trabajo no permiten

calcular la g-invariante de un anillo.

Algunos resultados en esta dirección son, por ejemplo:

a) Sea A = Z" lil p primo, entonces

g^(n) < n + 3
-A

gn(n)= n*3 n<5
&

b)


