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INTRODUCCTION.

La motivacién de este trabajo ha sido el estudio de las si-

guientes invariantes:
- La primera invariante es:

Dado un anillo conmutativo A , su ntmero de Pitédgoras, p(A) ,
es el minimo entero r tal que toda suma de cuadrados en A

se escribe como suma de a lo mds 1 cuadrados en A

En general el cdlculo del ntGmero de Pitdgoras es un proble-
ma bastante complicado y no resuelto completamente para cual-
quier anillo. Algunos resultados con respecto a esta invarian-

te se pueden encontrar por ejemplo en [CDLR], [CLRR].

Un problema un poco mids complejo que calcular el nGmero de

Pitdgoras de un anillo, es el siguiente:

Sea A un anillo conmutativo con ntmero de Pitdgoras finito
y M una A-3dlgebra, finitamente generada como A-médulo.

y P,

en funcién del nGmero de Pit4goras de A y de otras inva -

(Existe una cota para el nGmero de Pitédgoras de M

riantes de M?

Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa si A es un

cuerpo (= k), la demostracién de este hecho (que aparece



en [ CDLR]) se sigue de considerar la siguiente invariante

de un anillo conmutativo A:

- gA(n) es el menor entero tal que toda suma de cuadrados

de formas lineales n-arias sobre A, se escribe como suma

de a lo méas gA(n) de cuadrados de tales formas. Asi se de-
muestra que si dimk M =n entonces p(M) < gk(n) < n-p(k)

(si p(k) < ).

La invariante gk(n) puede ser generalizada de la siguiente

manera:

Sea gz(n) el menor entero tal que toda forma homogénea de
grado 2d , que es suma de cuadrados de formas homogéneas
de grado d , en n wvariables sobre A , se escribe como |

suma de a lo més gz(n) cuadrados de tales formas.

En este trabajo calcularemos gﬁ explicitamente para cier-
tos cuerpos; como por ejemplo: k wun cuerpo global o k una
extensién puramente trascendente sobre un cuerpo algebraica-

mente cerrado.

En el Capftulo II veremos que el cédlculo de gi se reduce
a encontrar gi = By invariante que llamaremos ''mGmero Pi-

tagérico lineal' o simplemente g-invariante.

Los tGnicos valores conocidos de la g-invariante que hay en

la literatura son los encontrados por Mordell ([M]) donde

ii



calcula gQ(n) y gZZ(Z)

En el Capitulo IV se obtiene el wvalor de (n) como conse-

éq
cuencia de un teorema mas general sobre la g-invariante de
cuerpos globales formales-reales. También en este Capitulo

se calcula la g-invariante para cuerpos globales no reales

y para IRR(t)

En general, el cdlculo de la g-invariante de un cuerpo, gra-
cias a los resultados que aparecen en el Capitulo II, se re-
ducen a considerar relaciones entre formas cuadréticas, cu-
ya teoria general se expone en el Capitulo I. En el Capitu-
lo IIT aparecen algunos resultados sobre cuerpos globales

(como por ejemplo el teorema de Hasse-Minkowski, etc).

En el Capitulo V se calcula la g-invariante para extensiones
puramente trascendentes de un cuerpo algebraicamente cerra-

do; y en el Capitulo VI se obtienen algunas interesantes re-
laciones entre la u-invariante y la g-invariante de un cuer-

po no real.

Los resultados de los Capitulos II, IV, V y VI han sido obte-

nidos conjuntamente con Juan Pablo Prieto.

Deseo expresar mis agradecimientos al Profesor Ricardo Baeza
por haberme invitado a trabajar en este tema y haberme entre-

gado la formacién necesaria para poder realizarlo.

También deseo agradecer a mi compafiero Juan Pablo Prieto por

sus valiosos aportes a este trabajo.
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I. PRELIMINARES.

En este Capitulo introduciremos conceptos b&sicos de la Teo-
ria de Formas Cuadréticas sobre cuerpos con caracteristica
distinta de dos.

Todos los resultados de este Capitulo los daremos sin demos-

tracién; estas se pueden encontrar por ejemplo en [L], [O].

§ 1. Conceptos Bisicos.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un

cuerpo k , car(k) # 2 , consideremos una forma bilineal si-

métrica, B : V x V = k

Definamos q : V » k como
q(x) := B(x,x) Vx €YV

el par (V,q) se llama espacio cuadrético.

Cuando no se preste a confusién, diremos que q es una for-
ma cuadritica sobre k y omitiremos el espacio vectorial V
Las siguientes propiedades son inmediatas:

a) qlox) = a%q(x) , 6 €k, REY

b) B(x,y) = 3la(x +y) - q(x) - a1 ; x,y €V



n
Si V = kel ® ... ®ke. y x= X o.e., entonces
n il i7i
i=1
s B
q(x) = Z a:q(e.) + 2 Z a.a.B(e.,e.)
j=1 1 i j<j 13

Nota: Una forma cuadrética también puede ser vista como un
polinomio homogéneo de grado 2. En este caso se puede obte-
ner la forma bilineal, que diremos asociada a q , B_, a

q
partir de la identidad dada por (b).

A cada forma cuadridtica q se asocia una matriz simétrica,
a saber, la matriz M , definida por la forma bilineal Bq
Esto es, si V = ke1 ® ... ® ken , entonces

M= (Bq(ei,ej)) = Mn(k)

Sea (V,q) espacio cuadrédtico y A,B matrices asociadas a
q con respecto a dos bases de V , entonces se tiene la si-

guiente ecuacidén matricial:
A = ctBC (%)

donde C € GL(n,k) es la matriz de cambio de base y 65 e
nota su transpuesta.

Cuando dos matrices A,B satisfacen la ecuacién (¥*) deci-

mos que ellas son equivalentes.

Definicién: Si (V,q) y (V',q') son espacios cuadréaticos

sobre k , decimos que son isométricos, si existe un isomor-



fismo lineal o : V —» V' tal que q(x) = q'(ox)

1
~ 1

Vxe&€V yen tal caso ponemos q = q

Observacién: q = q si y sbélo si sus matrices asociadas son

equivalentes.

Definicién: 1) Sea (V,q) un espacio cuadrético sobre k ,

definimos la dimensién de la forma cuadritica q , dim q ,
como la dimensién de V sobre k

2) Llamaremos a la clase del determinante de A en

*/ix2 Y {0} , donde A es cualquier matriz asociada a la

forma cuadrédtica q , el determinante de q , y lo denotare-

mos por d(q)

Observacidén: d(g) es una invariante para la forma cuadréti-

ca q , en virtud de (%)

1

q' entonces d(q) = d(q')

1

8i g
El determinante permite distinguir las formas cuadréticas en
dos tipos:

a) d(q) = 0

b) d(q) # 0

En el caso (a) decimos que q es singular y en el caso (b)

decimos que q es regular (o no singular).



Operaciones entre espacios cuadréticos.

Suma ortogonal:

Sean (V,q) , (V',q') dos espacios cuadraticos, definimos

la suma ortogonal de ellos, como el espacio cuadritico

(Ve Vi,gl q') , donde:

ql q' : Ve V' »>k
(x ®y) > qx) +q'(y)

Definicién: 1) Sea (V,qg) un espacio cuadritico, sean
x,y € V , decimos que x es ortogonal a y si Bq(x,y) =0
2) Sea U €V subespacio vectorial ((V,q) induce una es -

tructura de espacio cuadritico sobre U).

Definimos el complemento ortogonal de U como:

U= {x € V/B (x,y) =0 Vye&uU]

Notacién: Sea W = Ul © U2 suma directa de espacios cuadréa-

ticos y tal que Bq(x,y) = 0 ¥ x E Ul,y €U, se dice que

esta descomposicién es ortogonal y anotamos W Ul 1 U2

Proposicién 1: Sea (V,q) espacio cuadratico U C€ V subes-

pacio tal que (U,q U) sea regular, entonces V = U 1 UL :
Con esto se obtiene el siguiente teorema de diagonalizacién:
Teorema 2: Sea (V,q) un espacio cuadrdtico entonces V

tiene una base ortogonal, esto es: V = kel - RENWPEL) - ken



Notacién: Si (ke,q) es un espacio cuadrdtico con

q(e) = a , anotamos q := (a) . Para un espacio
V = ke1 L ... 1 ken , con q(ei) = a; , ponemos
q :=(ay> 1l L ¢a )
= <al’ s an)
Asi d(q) = a; a, € k¥* k*Z v {0}
n
Ademéds para un vector x = X x.e. , X. € k se tiene
j-1 11 i
q(x) = ; a xz
j=1 b1

En adelante toda forma cuadrédtica la anotaremos en su forma

diagonal.

Con esta notacién se tiene la siguiente propiedad para la

b_»

suma ortogonal: Si ={(a,, ..., a.?, q =«b;, ...,
& 9 1 n 1 m

entonces:

i 8 '={(a, ..., a_,b
q q 1

y por lo tanto

d(q L q') d(q)-d(q")

La forma ql ... 1l g 1la anotaremos por n X ¢

Producto tensorial: Sean (V,q) vy (V',q') -espacios cua-

dréticos sobre k , definimos el producto tensorial entre



ellos, de la siguiente manera:

(V,q) © (V',q") := (V Q%V',q ©q') ,

donde q®q' :V Q%V' - k

x @y~ qx)-q"' ()

Asi, si q = (ay, . an) , q' = (bl’ , bm> , entonces
q©q' = (albl’ , albm’ , anbm>
n
La forma .®1Vl,ai> se dice una n-forma de Pfister y la ano-
l:
taremos por {{&8., «.+; @_2)
1 n

Si ¢ es una n-forma de Pfister, entonces o =(1y1l o'

Llamaremos a ¢' la subforma pura de ¢

Cuando no se preste a confusidn, la forma gq © q' la anota-
remos por qq'

Extensién de escalares:

Sea k< K una extensié6m de k ¥y (V,q) un espacio cuadré-
tico sobre k . Construyamos el K-espacio cuadrético
QY QRK’qK) de la siguiente manera:

V © K = Ke1 e ... 0 Ken ,

si V = ke

y definimos:



dx V ©K - K

(x @) » A2q(x)

Daremos ahora algunas definiciones usuales:

iy

2)

3)

4)

Un

Sea

es

Decimos que una forma cuadrdtica q representa a d € k¥*
si existe un vector x tal que q(x) =d

El conjunto de elementos, distintos de 0, representados
por la forma q sobre k

, lo denotaremos por Dk(q) ,

es decir,
Dk(Q.) e {Q(X) +# 0 /) x € A S %

Decimos que una forma es universal si Dk(q) = k*

Una forma cuadrédtica q se dice isétropa si existe un
vector x # 0 , con q(x) = 0 . Asi mismo una forma se

dice anisétropa si no existe un tal vector.

Sean q,q' formas cuadréticas, decimos que ¢ es sub-

forma de q (y anotamos q' < q) si existe una forma

r tal que q' 1l r = ¢

ejemplo importante es el siguiente:

vV = kel & ke2 y q definida por:
qley) =1, q(ep) = -1 y B lep,ey) =0,

decir q = (1



A esta forma la llamaremos plano hiperbdélico y la denotare-

mos por I
Si x = + £ (x) = x°
AL X = xlel X2e2 enconces gqg(x = Xl = Xz

Observemos que para x € k

asi DkGH) = k*

Claramente H es isétropa.

A continuacidén daremos los teoremas mas usuales sobre formas

cuadriticas.

Proposicién 3: Sea q wuna forma cuadrdtica regular, enton-

ces q se descompone de la siguiente manera:

q:rx]Hi qo’

con q forma cuadratica anisétropa, r > O

(q anisétropa = r =0, q 1isé6tropa = r > 0)

Observacién: Por la proposicién anterior toda forma cuadré-

tica isétropa es universal.

Teorema 4 (Cancelacién de Witt): Si 9,491,499 son formas

cuadriticas, entonces: q 1 qq 2 gl q, = qq = q,



A partir de este teorema se obtiene el siguiente resultado:

Teorema (Witt): La descomposicién dada en la Proposicién 3

es Unica.

Proposicién 5 (Representacién): Sea q una forma cuadréti-

ca sobre k y d € k* , entonces:

1) d e Dk(q) < existe forma q' sobre k tal que
q =4(d) L ¢q°'

2) d e Dk(q) <« ql (-d) es isétropa.

Proposicién 6: Sean q,q' formas cuadrédticas con
dim q = dim q' = 2 , entonces:
1) d(@) = -1 = q=H

1%

2) q=gq' = d(q) =d(q') vy D(q) NnD(q") # ¥

En lo siguiente introduciremos un concepto cldsico de la

teoria de formas cuadraticas.

Anillo de Witt.

Sea k un cuerpo, car(k) # 2 , introduzcamos la siguiente

relacién de equivalencia entre formas cuadrdticas sobre Kk

Sean q y q' formas cuadrdticas sobre k , decimos que

q es equivalente a q' si existen enteros r y s tal

que:



10.

gl rxH=q"'l s xH

Es fdcil ver que esto define una relacién de equivalencia

en el conjunto de las formas cuadrédticas sobre k

El conjunto de las clases lo denotaremos por W(k) , el

cual posee estructura de anillo con las siguientes operacio-

nes:

Sean q,q' € W(k) , definimos:

Nal|
+
ol
il
Fi’
]

L
Naj]
Najy|
Il
?).
Nal

es claro que estas operaciones estédn bien definidas y hacen
de W(k) un anillo conmutativo con unidad (11 =<(1) vy

0 =H).

Consideremos el siguiente homomorfismo:

dim : W(k) - Za/ZZZ

q » dim g

Denotemos por Ik el ndcleo de este homomorfismo, el cual
es justamente el ideal de las clases de formas de dimensién

par.

Observacién: Para todo n > 1 el ideal Ii estd generado

por las n-formas de Pfister, como grupo abeliano.



i

§ 2. Invariante de Hasse.

En esta seccién daremos en forma somera la construccién del
grupo de Brauer de un cuerpo y la definicién de la invarian-
te de Hasse, para lo cual usaremos algunos resultados y de-

finiciones conocidos que omitiremos.

Sean A,B dos algebras central-simples sobre un cuerpo k

b

decimos que ellas son equivalentes si existen enteros

r,s > 0 tal que:
M_(k) ©A=M_(k) ©B

(Isomorfismo de algebras).
Es claro que esta es una relacién de equivalencia en el con-
junto de algebras central-simples sobre k . El conjunto de

estas clases lo denotaremos por Br (k)

Definamos la siguiente operacién en Br(k): Sean

[A], [B] € Br(k) ,
[Al -[B] =[A &« B]
v [A]—l = [A°P] |

donde A°P es el dlgebra opuesta de A

Con esta operacién Br(k) es un grupo abeliano, con unidad

n = [Mn(k)] , llamado grupo de Brauer de Kk



1d .

Nétese la analogfia que existe entre la construccién del gru-

po de Brauer de k y del grupo aditivo de W(k)

Un ejemplo importante de algebras central-simples es el si-

guiente:

Sean a,b € k* |, denotamos por (a,b)k la k-4lgebra
k & ki & kj & kij , que satisface las relaciones:

i“=a, j°=b, 1j = -ji

Este tipo de algebras es llamado &lgebra de cuaterniones.

Veamos algunas propiedades de estas &lgebras.

Proposicién 7: Sean a,b,c € k¥ entonces:

1) (a,b), = (axz,byz)k : w g & ke
2) (a,-a), = (l,a), =1M,(k)
3) (a,a)k = (a,—l)k

4) (a,l-a), = M,(k) a# 1l

-

5) (a,b)k Q& (a,c)k = (a,bc)k © Mz(k)

Dada el &4lgebra de cuaterniones (a,b)k , podemos hacer de

esta 4lgebra un espacio cuadrédtico sobre k , como sigue:

Sea - : (a,b)k - (a,b)k la conjugacién

a + 8L+ vyj + 8ij - a - BL - y] - 61i]



13.

y N : (a,b)k - k la norma
X - XX
Asi ((a,b)k,N) es un espacio cuadritico sobre k
N es llamada la formandérmica de (a,b)k

Observacidén: La forma bilineal asociada a N , BN , esté

definida por By(X,Y) = L(X% + ¥YX) . Asf es facil ver que
{1,i,j,13} es una base ortogonal del espacio cuadréatico
((a,b),,N) . Como ademds: N(i) = -a , N(j) = -b ,

N(ij) = ab , se tiene N =(1,-a,-b,ab) =<((-a,-b))

Proposicién 8: Sean (a,b)k ; (c,d)k algebras de cuaternio-
nes, entonces (a,b)k = (c,d)k si yv solo si sus formas nér-

micas son isométricas.

Teorema 9: Para un dlgebra de cuaterniones (a,b)k , son

equivalentes:

1) (a,b)y = M,y(k)

2) La forma nérmica <({-a,-b)) es isétropa.
3) La forma cuadrédtica <(a,b) representa a 1

En cualquiera de estos casos se dice que (a,b)k se descom-
pone o es trivial.

Interpretemos las propiedades anteriores de las 4lgebras de

cuaterniones en el grupo de Brauer, Br(k)



14.

1) [(a,-a) ) =1[(,a),) =1[(a,l-a), ] = 1
ii) [(a,b) Il (a,c)y ] = [(a,bc)yl]

ii1) [(a,b) 1% = 1

iv) [(a,b),] =1 <« (a,b) representa a 1.

En adelante trabajaremos con clases de 4lgebras de cuater -

niones en Br(k) , y a [(a,b)k] lo denotaremos por (a,b)

Sea q = (al, e, an> forma cuadrédtica sobre k . Asocie-

mos a q el siguiente elemento en Br(k)

s(q) = 1 (ai,aj) . (invariante de Hasse)
i<j

Proposicién 10: s(q) depende solo de la clase de isometria

de q . En particular no depende de la diagonalizacién ele-

gida para ¢

Para ver esto usaremos el siguiente lema.

Lema (Witt): Sean q,q' formas cuadridticas de dimensién
n . Si q = q' entonces existe sucesién de formas cuadré-
ticas de dimensién n , Agys -+ 9y tal que 45 = 4 >

q, = q' vy si q; = <al, o, an> » Q547 T (bl, ey bn>
(0 < i < m-1) entonces existen Iindices r,s tal que:

i) (ar,as) = (br,bs)

ii) a,_ = bt en ki/k*Z , t # r,s



L3,

Demostracién de la Proposicién 10: Sean q = <al, .. an)
y q' = (bl’ % 5 g bn> dos formas isométricas. Aplicando el
lema anterior, basta demostrar:
. Voo ~
8i g (bl’bZ’aB’ NP an) y <bl,b2> = <a1,a2> entonces
s(q) = s(q")

Como (bl,b2> = (al,a2> tenemos que ble = aja, en
ki/k*Z y por lo tanto <(—br-b2)) = <(—al,—a2>) : asi

(bl,bz)k = (al’a2>k (Proposicién 8).

Luego s(q) = (aj,a,)(aj,ay ... ad(ag,ay ... a)) T (a;,a)
3¢i«] J
(B ;Ba ) (Byby 8y .+ 8.) T (8.,8:) = 8{q')
1'72 17273 n 3<i<i 1279

Veamos algunos resultados donde se aplica esta invariante.

Teorema 1ll: Sean q,q' formas cuadréticas con

dim q¢ = dim q' < 3 , entonces

q =q' = d(q) =d(q') vy
s(q) = s(q")
Proposicién 12: Sea ¢q wuna forma cuadrdtica con dim q = 3 ,

entonces q es is6étropa <+« s(q) = (-1,-d(q))

Observacién: La dimensién, el determinante y la invariante

de Hasse, no caracterizan completamente las formas cuadrati-



L6

ticas de dimensién mayor que 3. Por ejemplo, considerando
las formas q = 4 x (1) y q' =4 x (-1) sobre R se tie-
ne que: dim q = dim q' = 4 , d(q) = d(q') =1 vy

s(q) = s(q') = 1Il. Pero q #q' vya que -1 ¢ qR(q)

El siguiente teorema muestra un caso donde estras tres inva-

riantes clasifican completamente las formas cuadrdticas.

Teorema 13 (Clasificacién): Supongamos que toda forma cua -

drética de dimensién > 5 , sobre un cuerpo k , es isétro-
pa. Entonces dos formas q y q' son isométricas si y so-
lo si

dim q = dim q'

d(q) = d(q")
y s(q) = s(q")
Demostracién: Si dim q < 3 , Teorema 1l implica q = q'
Supongamos dim q > 4 , entonces q 1l (-1) es isétropa

(Hipb6tesis). Asf q representa a 1 (Proposicién 5). Luego
podemos poner q =<(1)>Ll £ y q' =<(1) L1 £f' (por el mismo
argumento) .

Es claro que dim f = dim £' , d(f) = d(f') vy

s(f) = s(f'")

1

Usando induccién obtenemos £ = f' y asi ¢

Nota: Usando el concepto de u-invariante, e.d. la méixima di-
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mensién de las formas anisétropas, que introduciremos en el
pédrrafo siguiente; este teorema clasifica las formas cuadré-
ticas sobre cuerpos con u-invariante < 4 . Como por ejemplo

para los cuerpos: Qp , ]Fq(t)

§ 3. Algunas Invariantes de Cuerpos.

En esta seccién introduciremos los conceptos de ntGmero de

Pitigoras, nivel y u-invariante.

Definicién: Sea A un anillo conmutativo, se define el naG-

mero de Pit&dgoras de A , p(A) , como el menor entero

n < « tal que toda suma de cuadrados en A es suma de a

lo mas n cuadrados en A

Ejemplos:

a) p(Z) =p(@ =4 (Lagrange)

b) p@®) =1
c) p@EX)) =5 (Pourchet)

d) p(Z[x]) =« (I CDLR])

Algunos resultados sobre el ndmero de Pitdgoras se pueden

encontrar en [L], [CDLR], [HJ] y [CLRR].

El cédlculo de esta invariante, en general no es un problema
sencillo como se puede apreciar en los trabajos citados. Un

resultado conocido que usaremos es el siguiente:
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Teorema 14 (Pfister): Sea k un cuerpo y q una n-forma

de Pfister sobre k , entonces:

Dk(q) es un grupo bajo la multiplicacién.

En particular, para q = 2" x (1) se tiene la siguiente

representacién:

2 —
(u% w2 (wvi+ ...+v")={(yvy+ ... +u oV

+ w% T osaw T w2

con ciertos W, € k

Definicién: El nivel de un anillo A , conmutativo con uni-

dad 1, se define como:

s(A) = Min{n/-1 = a%'¥ PR az}
n
Si -1 no es suma de cuadrados en A , ponemos 4(A) = «
Ejemplos:

a) s(@Q(V-7)) = 4

b) s(Q) = «

c) AGFq) = 1,2 si q = 1,3 (mod 4) respectivamente.

Como consecuencia del teorema 14 se obtiene el siguiente re-

sultado acerca del nivel de un cuerpo.

Teorema 15 (Pfister): Sea k wun cuerpo con 4(k) < « , en-

tonces 4s(k) = gh , para cierto n > 0
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Demostracién: Sea t tal que

27 < 5 < 2 , 4 = 5(k)
Supongamos 4 > ke , sean a, € k* , l=zdi<s con
1 + a% P i W ai = (0 . Asi tenemos:
“(L+al+ . H+a’ ) =a‘ +...+tat0
2 -1 2
y por lo tanto
(azt S az)(l + a2 + ... * a2 )
5 1 t
_l—_— 2 2"']_
2
(1 + a% + + a2t )
27 -1
y asi -1 es suma de a lo més 2t cuadrados en k , ya

que Dk(Zt x (1)) es un grupo (teorema 1l4), contradiccién.

Observacién: 1) Toda potencia de 2 se puede realizar como

nivel de cierto cuerpo. En efecto, el cuerpo:
” 2 2
k=REY, -, X V& el

tiene nivel 2t

2) El teorema anterior no es valido para anillos, por ejemplo:

s(Z |4ZZ ) = 3

En el siguiente teorema se relacionan el nGmero de Pit4goras

y el nivel de un anillo.
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Teorema 16: Sea A wun anillo con s = s5(A) < = , entonces
a) 4 < p(A) < s + 2

b) Si 2 es invertible en A entonces 4 < p(A) < 4 + 1

y todo elemento de A es suma de cuadrados.

Demostraciédn:

a) Sea a = Z a%
i

] _ o
P ai_E Ay b= ? a. + 2 a.a.

i 1< i™]
Luego se tiene la siguiente expresién para a:

2

a= (L+3 ai)2 S 1 -2b=(L4+% ai)z + b2 - b+ 1?2

i i
Como -1 es suma de 4 cuadrados, obtenemos que a es su-

ma de a lo mads 4 + 2 cuadrados.

b) Sea -1 = b% + .. b bf entonces: V a € A

)

2
e (b2+ +bf)[é—§—l]

Los siguientes ejemplos muestran que las cotas dadas por el

teorema no pueden ser mejoradas en general:

s(8) =1 y p(A) <3

Considerando el elemento 2(i - 1) = (1 + i)2 + iz + i2 :
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tenemos que p(A) = 3 , ya que 2(i - 1) no es suma de 2
cuadrados (ver por ejemplo, J.R. Joly: Sommes des carrés

dans certains anneaux principaux, Bull. Sc. Math., 2e. série,

94, 1970, 85-95).

3[X] : s(A) = 2 y p(A) =3

En efecto, es f4cil ver que el elemento x - 1 no es suma

de 2 cuadrados.

En adelante usaremos la siguiente notacién

™R

Sr(A) = { ai/aiEpg = DA(r x (1Y) .

i=1

S(A) = U S _(A
®) = 98w

Con esta notacién el ntmero de Pitdgoras de A , es el mini-

mo r tal que S(A) C Sr(A)

Decimos que: un cuerpo k es pitagérico si p(k) =1 ,
por ejemplo: T , R , R((t))
Un cuerpo k es formal real si s(k) = «
(de otro modo decimos que k es no real),
por ejemplo: Q(X) es formal real,

(Q(X)(V/t(x2 + 1)) es no real.

Definicién: Sea k un cuerpo. Se define la u-invariante de

k , u(k) como:
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u(k) = Min{n/toda forma cuadritica con dimensién
mayor que n es isbtropa sobre k}
u(k) = Min{n/toda forma cuadritica con dimensién

mayor o igual que n es universal sobre k}

Si existen formas anisétropas de cualquier dimensién, pone-
mos u(k) = «» ; como es el caso de cuerpos formal real, ya

que la forma m x (1) es anisétropa V m > 1

Observacién: La u-invariante no proporciona ninguna informa-

cién de los cuerpos formal real, pero R. Elman y T.Y. Lam,
(lE.L.I.]) dieron una definicién més general para la u-in-

variante, a saber,
u(k) = Max{dim q/q forma anisétropa, g € W (k) }

Con esta definicién, G(k) no es en general infinito para
k formal real; por ejemplo: GGR((tl))((tz))((t3))) =0
En el caso de un cuerpo k no real, wu(k) = a(k) pues

W, (k) = W(k)
En este trabajo no usaremos la definicién dada en [E.L.I.]

Algunos ejemplos:

a) uGFq) =2, 2JXq
) u(@) =4
¢)  u(@(t) ... ((£))) =27

d) u(k) = l == k;‘; - k.;l‘,z
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Nota: Kaplanski ha conjeturado que la u-invariante de un
cuerpo es siempre potencia de 2, o infinito.

Acerca de esta conjetura se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 17: Para un cuerpo k , wu(k) # 3,5,7

Proposicién 18: Para un cuerpo k , u(k) < 2 si y solo si

Observacién: 1) La proposicién anterior implica que si

u(k) = 4 , entonces existe una 2-forma de Pfister anisétro-
pa,
2) Se conjetura que Ii = 0= u(k) < « |, pero hasta el momen-

to no ha sido demostrado.

Otros resultados sobre la u-invariante, al igual que las de-
mostraciones de las proposiciones 17 y 18, se pueden encon-

trar en [E.L.I.], [E.L.II.] v [L].
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IT RESULTADOS GENERALES SOBRE LA g-INVARIANTE.

§ 1. Resultados preliminares.

En este capitulo expondremos nuestros primeros resultados so-
bre la g-invariante, algunos de los cuales son esenciales
para nuestros cédlculos posteriores.

Recordemos que la g-invariante o nGmero pitagdbrico lineal

de un anillo conmutativo A , gA(n) , se define como el mi-
nimo entero r tal que toda suma de cuadrados de A-formas
lineales en n-variables se representa como suma de a lo més

r cuadrados de tales formas.

A partir de esta definicién, el siguiente es el Gnico resul-
tado conocido para la g-invariante de un cuerpo cualquiera

y se debe a [CDLR].

Teorema l: Sea k wun cuerpo con p = p(k) < « | entonces

g (n) < n-p

Demostracién: Sean Zi(xl, 2 v s 3 Xn) formas lineales n-arias
sobre k , 1 <i<m

Consideremos la forma cuadrética

q(Xl, . e ey . ) =

e Zi(xl, Ce e, X)) (*)

I RE=]

1

i
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Diagonalizando la forma q se tiene
n
= S‘

q(xl, — xn) - a. Lj(xl’ e, X))

con aj € k (y posiblemente 0 para algin j) vy

Lj(xl, " @ g xn) 1 <j <n son formas lineales independien-
tes sobre k

Vemos que aj € S(k) ¢ Sp(k) , 1 <j <n: considerando
para cada j un vector vj e k" tal que Lj(vj) =1 vy
Li(vj) =0, 1#]J y comparando (*) con su forma diago-

nal, obtenemos que aj € S(k) . Por lo tanto

B
. 2
q(xl, .., X ) = E (a.. * ... ajp)Lj(Xl’ e, xn)

Es decir q es suma de a lo md4s np cuadrados de formas

lineales y asi gk(n) < np (k)

Observacién: 1) Con este argumento, estudiar sumas de cuadra-

dos de formas lineales es equivalente a estudiar formas cua-
dréticas tal que los coeficientes de alguna (y por lo tanto

de toda) diagonalizacién sean sumas de cuadrados en k

2) Si k es no real, todo elemento es suma de cuadrados y
por lo tanto toda forma cuadrédtica es suma de cuadrados de

formas lineales; lo que no ocurre en el caso real.

3) Sea q wuna forma cuadrdtica de dimensién n . Si q es

suma de m cuadrados de formas lineales, con m < n enton-

’

ces f4cilmente se puede ver que q es singular.



26.

4) En adelante, para el estudio de la g-invariante conside-
raremos sbélo formas regulares, ya que las formas singulares

pueden ser vistas como formas regulares de menor dimensién.

La siguiente proposicién nos proporciona cotas inferiores

para la g-invariante.

Proposicién 2: La forma cuadritica: x% + .. F xi =n x (1)

es suma de exactamente n cuadrados de formas lineales

n-arias.
Demostracidén: Sean Ki(xl, 2R g Xn) = X5 Entonces
o 2
nx{(l) = _? ﬁi(xl’ 55 By Xn)
i=1
Supongamos que n x (1) es suma de mn-1 cuadrados de for-
mas lineales:
I‘l-—l 2
nx<l)= Z L,(xX,, y X))
_ B § n
i=1
con Li(xl’ Ce xn) = ag¥ o opwe T a; %
Asi tenemos:
-1
2 2 0 2
n x (1) = X] —+ -+ X = izl (ailxl + ... + ainxn>

Comparando coeficientes obtenemos las siguientes ecuaciones:
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r ¥ s

Esto es, existen n vectores ortogonales con respecto a

la forma (n - 1) x (1) que representan a 1, contradiccién.

Corolario 3: Sea k wun cuerpo, entonces:

IV

a) p(k) < g () Vo>l (p(k) = g, (1))
b) n < g, (n) Vnon>1

€) gk(n) < gk(m) Vm>n>1

Notacidén: Sea k un cuerpo, r,s > 0 enteros. Definamos

Li(k) = {q forma cuadrdtica/dim q = s
y q es suma de r cuadrados de formas

lineales s-arias}

Observando la demostracién del Teorema 1. obtenemos facilmen-

te el siguiente resultado:

Proposicién 4: Sea k un cuerpo, entonces k pitagérico

(e.d. p(k) = 1) si y sb6lo si

gk(n) =n Vn>1

Por ejemplo, esto se aplica cuando k es: real cerrado,

cuadrédticamente cerrado o algebraicamente cerrado.
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§ 2. Un ejemplo.

El siguiente ejemplo muestra que es posible, usando métodos
"elementales', calcular la g-invariante en algunos casos.

- - r
Consideremos un cuerpo finito con q = p elementos,

2 # p , que denotaremos por ﬁFq . Se sabe que si f es una
forma cuadréatica sobre ﬁFq , entonces:
(1, , L)
f = 6
ik
(1, , 1,e) donde e ¢‘Fa

Se tienen dos casos:

i) Ssi £ =<1, ..., 1) = z% + .. F zi entonces f es

suma de exactamente n cuadrados de formas lineales.

ii) si £ =<1, ..., l,e)> ; sean a,b EﬁFg tal que
e = a2 + b2 , luego
n-1
SERPURIS 2 2 2
£ = iil 2] + (azn) + (bzn)

esto es f € Lg+lGFq) . Veamos que f ¢ LEGFq) supon-

gamos que si, entonces existen n formas lineales:

Kl(zl, o, Zn)’ e, Kn(zl, e, zn) tal que
= 2
f = 151 Ki(zl, ; zn)
n
Sea Ei(zl, e, zn) = jfl aijzj
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Por lo tanto:

o2
1= % a;. l<j<n-1
i=1 -
n 9 n
e = X a& y ¥ a,_a.. =0 r # s
;=1 in ;o1 irTis

Sea aj a12 .......... aln
ayq a22 .......... a2n

<

a1 Agg e an

10 ..... 0
o1 ..... 0
AtA = |
o ..... 0 e
Tomando determinantes se tiene: det(A)2 = e , contradiccidn
pues e ¢?F§2

Asi, como la forma (1, ..., l,e) es suma de n + 1 cua-
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drados de formas lineales y no de menos. Tenemos el siguien-

Les

Teorema 5: Sea q = pr

, P primo impar, entonces

B (n) = n + 1
q

Observacién: 1) El argumento anterior solo es aplicable

cuando se tiene gk(n) 4 mF L
2) E1 teorema 5 lo obtendremos en el pirrafo siguiente como

consecuencia de un resultado més general.

§ 3. Resultados fundamentales.

En este parrafo obtendremos resultados que nos permiten re-
ducir el estudio de las sumas de cuadrados de formas linea-

les, a considerar relaciones entre formas cuadraticas.

Lema 6 (Fundamental): Sea k wun cuerpo. Sea q = (a;, ..., a ?’

forma cuadrdtica sobre k

b

a; € * . Entonces: q es su-
ma de m cuadrados de formas lineales si y solo si q es sub-

forma de m x (1)

Demostracién: =| Supongamos

sean Kj(xl, .., X)) = aljxl + ... &8 % , ‘L2 j <@
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m
- 2
Asi <a1, 1a an> = '§ (al Xy + + anjxn>
j=1
Comparando coeficientes tenemos
m 2 m
a; = z al. y Z a sag . = 0 Vr#s
j=1 J j=1 J s]
Esto es, m x (1) representa ortogonalmente a al, C ey, an
asi mx(1l) = (al, , an> L q'
Luego q <mx (L)
=] Sea ¢ = mx(1l) , B¢ la forma bilineal asociada a ¢
m
- b3
B®(X,Y) = Z Xin
i=1

Supongamos que

M EERREE

Pongamos

q

Definamos Kj(Xl,

Se tiene

< m X (1> entonces existen vectores

LA tal que ®(vi) = a: 7 B®(Vi,vj)
v, = (ail’ e 1y aim>
n
, X ) = T as:X
i=] .=
m 9 m n 9
z 'E(Xl; , Xn) = X (Z ale)
=] 3 j=1 i=1 -
m n 2
T (Y (a..X. )"+ 232 a..a .X.X) =
j=1 i=1 11 jag KK
n m 2 2 m
T (2 a; )% +2F 3 a.a XX
I e i<k j=L 3

0 Vi#]j
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Como B®(Vi’vk) =0, 1 # k resulta

Il
Nal

2 _
. @(Vi)Xi = .

1 N ]
o)

. K
i

Observacidn: Asi gk(n) es el minimo entero r tal que
toda suma de cuadrados de formas lineales n-arias (o equiva-
lente, toda forma cuadritica q = (al, ..., a.) con

n
a; € S(k)) es subforma de r x (1)

El siguiente resultado nos proporciona una buena cota para

la g-invariante de un cuerpo con u-invariante finita.

Teorema 7 (Fundamental): Sea k wun cuerpo con u(k) < « |

entonces:

gr(n) <n + uk) -1 Vno>1

Demostracién: Como wu(k) < « , k es no real. Por lo tanto

toda forma cuadritica es suma de cuadrados de formas linea-
les.
Induccién sobre n

Para n = 1 toda forma cuadrética sobre k

q =(a) < p(k) x (1) < u(k) x (1)

Supongamos que el teorema vale para m < n

Sea q = Clyy sowy @) = LBy, Laap AL b b CE)
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Por hipétesis inductiva (y usando el Lema 6):

(al, e, an-l) < (n+ u(k) - 2) x <L)

entonces existe forma cuadrdtica h sobre k con
dim h = u(k) - 1 tal que

(al, ipay B >1L h= (n+ ulk) - 2) x (1)
Asi (al,

o an_l) L hl (1)Y= (n+ uk) - 1) x ¢1»

Pero h 1l (1) es universal, luego h L (1) = <an> L R' ,

con cierta h' . Por lo tanto ql h' = (n + u(k) - 1) x (1)

Corolario 8: Sea k wun cuerpo con u(k) = p(k) < « , enton-

ces gk(n) =n + u(k) -1

Demostracidén: A priori

gk(n) <n + u(k) ~ 1 (Teorema 7).

Asi basta encontrar, para cada n , una forma cuadrédtica de

dimensién n , que no sea subforma de (n + u(k) - 2) x (1)
Si wu(k) = 1 entonces k es pitagbérico. Por Proposicién 4
g (n) =n

Supongamos u(k) > 1 . Sea a € k* tal que a es suma de

p(k) cuadrados y no menos.

Consideremos q = <(a)l (n - 1) x (1) , supongamos

q< (m+uck) - 2) x (1)

b
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esto es, existe forma cuadrdtica h , dim h = u(k) - 2

tal que ql h = (n + uk) - 2) x (1)

Cancelando obtenemos:

(a’>Ll h= (uk) - 1) x <(1) ,

por lo tanto a es suma de u(k) - 1 (= p(k) - 1) cuadra-

dos en k , contradiccién.
Asi gk(n) =n + u(k) - 1
Observacién: 1) El valor de la g-invariante para in , que

obtuvimos en el pidrrafo 2, es consecuencia inmediata del

Corolario 8., ya que pGFq) = uGFq) = 2

Otros cuerpos donde se puede aplicar el Corolario anterior

son, por ejemplo C((t)) , Q,

2) Como veremos mds adelante, en el Teorema 7. no es posible

obtener la igualdad, al menos para n < u(k) - 1

3) El Teorema 7 muestra que p(k)-n no es una buena cota

para gk(n) , al menos para cuerpos con u-invariante finita.

§ 4. g - invariante generalizada.

Definicién: Definamos la g-invariante generalizada,

gi(n) , como el minimo entero m de modo que toda suma de
cuadrados de formas de grado d en n variables se repre-

senta como suma de a lo md4s m cuadrados de tales formas.
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Queremos reducir el problema de calcular gﬁ al célculo de
Bk

Sea f una forma de grado d en n-variables, i.e.

£ = 8%y, ... XD
Sean Mi , L <i<r los r monomios distintos de grado
( ( -1
d en n-variables lr = tng§llJJ’ podemos escribir
r
f(Xl, 5 v Xn) = izl a M,

T
h(zl: ) Zr) = .§ a i )
i=1
entonces f(Xl, , Xn) = h(Ml’ , M)
Sean
T
fj(xl’ ce e, Xn) = ifl aijMi , 1l <j<m

m formas de grado d en n wvariables.

Consideremos la forma de grado 2d

m
@(Xl, .., X)) = ¥ f.KX

i
Sean hj(zl’ ey B ) = X . a,.2Z. , 1 <j <m
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m formas lineales en r wvariables.

Por definicién de g1

m 9 gk(r) _

¥ h.(z,, ..., z_)° = b L.(2y, <., 2.)
j=1 il T 5=1 i e

Lj formas lineales r-arias.

Reemplazando z, por Mi ,

gy (1)

, .., X ) = z L. (M
1 n =1 ]

1l <1i<r se tiene

2

o (X ; B.)

1 - T
por lo tanto

d

g (n) < g (r)

donde

n+d -1
n - 1

El siguiente teorema resuelve completamente el problema de

caleular gi conociendo el valor de &1

Teorema 9: Sea k un cuerpo, entonces

gﬁ(n) = g (r) , ©= o

n+d - l}

Demostracién: Basta demostrar que existe una forma de grado

2d en n variables, que es suma de gk(r) cuadrados de
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formas de grado d y no de menos.

Sea
gk(r)
q(zl’ '~"z)= i-: LJ(Zl; ~--;Zr>

una forma cuadrética que es suma de exactamente gk(r) cua-
drados de formas lineales.
Construyamos la siguiente forma de grado 2d

gk(r)

L, MH)= 2 L.(M;, ..., M)
T =1 3 1 T

2
oMy,

es suma de gk(r) cuadrados de formas de grado d

Supongamos ¢(Ml, C, Mr) es suma de gk(r) - 1 cuadra-

dos de formas de grado d , es decir

gk(r)‘l 9
@(Ml, - g Mr) = '? Kj(Ml, 3 9. Mr)
j=1
o
donde ﬂj(Ml, 3 By Mr) = izl bijMi son formas de grado d
en n variables.
Luego Kj(zl, it 3 zr) son formas lineales en las variables
B
:
Asi
gk<r)"l 5
'f zj(zl, e, zr) = @(zl, @ B Zr> = q(zl,
j=1
contradiccién, pues q(zl, 2 zr) no es suma de gk(r) -1

cuadrados de formas lineales.
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1L CUERPOS GLOBALES.

El propdésito de este Capitulo es recopilar resultados sobre
formas cuadrdticas en cuerpos globales (como por ejemplo el
conocido Teorema de Hasse-Minkowski), para tener las herra-
mientas necesarias para el cdlculo de la g-invariante de un

cuerpo global.

Definicién: Sea k un cuerpo, decimos que k es un cuerpo

global si k es una extensién finita de @ o una extensién

finita de ﬁFq(t)

Para un cuerpo global k , sea Qk el conjunto de todas las

valuaciones (arquimedeanas y no arquimedeanas) de k

Observacién: Es conocido que los primos de k , es decir los

ideales primos del anillo de enteros de k , estdn en corres-

pondencia biunfvoca con las valuaciones no arquimedeanas de

k
Sea p € & , la completacién de k en p , la denotaremos
por k

P

Es sabido que si p € Qk es no arquimedeano, entonces kp

es un cuerpo p-4dico o de series de Laurent sobre un cuerpo
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finito y si p es arquimedeano kp es R 6 T ; este tl-
timo caso se tiene sélo si k es un cuerpo de ntmeros (es

decir una extensién finita de Q).

Sea q wuna forma cuadrética sobre un cuerpo global k . De-

notaremos por qp la forma q ® kp

§ 1. Principio local-global.

A continuacidén mencionaremos algunos resultados clésicos
sobre cuerpos globales, que dejaremos sin demostracién, pa-
ra no alargar demasiado estos preliminares. Ver [L], [O] pa-

ra los detalles.

Teorema 1 (Aproximacién): Sea k wun cuerpo global, sean
Qps weey O € k y Pis w-es P € Qk , entonces: dado ¢ > 0

existe a € k tal que
-al <e 1 <ic<n

(donde | ‘P denota la norma asociada a la valuacién pi)
i

. 2 . ]
Observacién: Como k; es abierto V p € £ » en el teorema
anterior siempre es posible encontrar a € k (e suficien-

temente pequefio) tal que

12
a € qg.k¥*

1l <1 <n
i p ) = =

Teorema 2 (Cuadrado global): Sea k un cuerpo global. Sea
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a € k¥ , entonces a € k¥* si y s6lo si a € kﬁ

Vpe Qk

Teorema 3 (Norma de Hasse): Sea F una extensidén cuadritica
de un cuerpo global k . Un elemento a € k es una norma
de la extensién F si y s6élo si a es una norma en cada

completacién de k

Observacién: Es facil ver, aplicando el Teorema 9.I. que el

resultado anterior es equivalente a:

Sea A un &lgebra de cuaterniones sobre k . Entonces A
se descompone sobre k si y s6lo si A se descompone sobre

kp , ¥ pE fp

Los tres teoremas anteriores los aplicaremos a la demostra-

cién del resultado central de este Capitulo.

Teorema 4 (Hasse-Minkowski): Sea q wuna forma cuadrética

sobre un cuerpo global k , entonces ¢q es isétropa sobre
k si y sb6lo si qp es isdétropa sobre kp , ¥ pe€E Qk
Demostracién: =| Trivial.
<] Sea n = dim g
Supongamos n = 2 , sin restriccién podemos escribir
q=<(1,-a)

g : Gl

qp isétropa sobre cada kp = a€ k¥ , Vpe€ S
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2

Teorema 2 = a € k*™ vy asi q es isétropa sobre k

Sea n = 3 . Podemos suponer q = <(1l,-a,-b)> con a,b ¢ k*z
isbtropa V € Q = (1,-a» representa b en k

qp P P Te p P p

esto es, b € N(kp(vrg3) , Vpe€gq ,ast beNkE a))

(Teorema 3). Por lo tanto q es is6tropa sobre k

Sea n =4 . Pongamos q = (1l,a,b,c) , distingamos dos casos:

i) d(q) € k*z entonces q = (1l,a,b,ab) . Por hipbétesis el

dlgebra (—a,—b)k es trivial V p € 4 » vya que qp es

la forma nérmica. Por lo tanto el &lgebra (~a,—b)k es tri-

vial (Teorema 3), asi q es is6tropa.

ii) d(q) = d¢ %2 . Sea F = k@/ d) (extensién cuadrética),

asf sobre F
q=<(1l,a,b,ab)

Como qp es is6tropa V p € Qk entonces qp es isétropa

V p € QF

Luego por (i) q es is6tropa sobre F

Sea x + y+d un vector is6tropo, no cero.

q(x + y vd) = q(x) + dq(y) = 2 vﬁBq(x,y) =0

Por lo tanto

q(x) = -dq(y) y Bq(x,y) = [
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Si q(x) = 0 entonces q(y) = 0, como x e y no pueden

ser simultdneamente cero, se tiene q 1is6tropa sobre k

Supongamos q(x),q(y) distintos de cero. Asi podemos poner:

q =<(-dq(y)> L (qy)>1l q'

ya que X e y son ortogonales.

Comparando determinantes q' = H
Supongamos ahora n > 5 . Induccién en n
Pongamos g =4a,b) 1 qq dim 1, > 3
y q = (al, i w5 an_2>
Para 1l < i <n -2 sean
Ti = {p € Qk/ai no es unidad en kp} :

es conocido que Ti es finito

Consideremos T = {p € Qk/p diddicol} U
i=1

n-2 ]
u T.
M i

el cual también es conjunto finito. Para cada p € Qk - T ,

qlp es isdtropa, pués a; es una unidad en kp vy

dim qlp >3 ([L], padg. 150). Como qp es is6tropa para ca-

da p € @ , en particular qp es is6tropa para cada

p € T , entonces elijamos zp = kp tal que <(a,b)

1

representa a zp y qlp representa a -z

Por Teorema 1 existen x,y € k tal que aproximan a Xp g

yp respectivamente y de modo que si
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2 2
Z = + b
R
y zZ = xza ot yzb

entonces 2z estd en la misma clase de cuadrados que =z

P
en k
P

Si z =0 entonces (a,b) es isétropa y por lo tanto ¢
también.
Supongamos z # 0 , luego podemos escribir

q =f(zab) L (z) 1 qq
Para cada p € T , representa a -z

i ql)O P P Yy

(z>p g (zp) y asi (z))o L qlp es is6tropa ¥ p € Qk

Usando hipétesis inductiva <(z) 1 q; es is6tropa sobre k

y por lo tanto ¢

Corolario 5: Sea k wun cuerpo global. q,q' dos formas

cuadréticas sobre k , entonces q es subforma de q so-
bre k si y s6lo si qp es subforma de qb sobre kp

V p e Qk

Demostracién: =] Trivial.

£/ Induccién sobre dim q

Supongamos dim q = 1 , entonces q = (a)> , o € k¥

Por hipétesis qb representa a o , V p € 2, , entonces

(—oc)p L q' es isbtropa V p € € » POT lo tanto



bl

(-a)l q' es is6tropa sobre k

Supongamos dim q > 1 . Sea o € Dk(q) entonces

o € Dk (q)O) - Dk (q}O) V p € Qk ’
P P
asi q' =< (o>l f'
f' forma sobre k
Como q =<(a)l £ , f forma cuadrédtica sobre k , pasando

a las completaciones, cancelando y usando la hipétesis induc-

tiva, obtenemos f < f' sobre k y asfi q < q'

Corolario 6: Mismas hip6tesis anteriores, entonces q = q

sobre k si sb6lo si = q' sobre k , ¥V € Q
Yy qp qp P o k

Demostracidbn: =] Triwvial.

<] Sea f =q'l (-1>q . Por hipébtesis fp es hiperbdlica

sobre kp ;, Y pPpER Asi, por Teorema 4, f debe ser

k
hiperbélica sobre k

Usando el Corolario 5 se puede obtener una demostracidén més

directa de este hecho.

§ 2. Algunas invariantes de cuerpos globales.

Veamos algunas propiedades de cuerpos globales no reales.

Teorema 7: Sea k un cuerpo global no real, entonces u(k) = 4
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Demostracién: Por Teorema de Hasse-Minkowski wu(k) < 4 ,

pués

u(kp) < 4 Vpe&EqQ

Sea p € Qk no arquimedeano, entonces la forma <((-u,-m))
es anisétropa sobre k , donde = es un uniformizante de

kp y u cierta unidad de kp ([L] pag. 156).

Por la densidad de k en kp , existen a,b € k¥* tal que
a € "ﬂkgz y b e —uk;o\‘2 . Entonces la forma <((a,b)) es

anisétropa sobre k , y asfi wu(k) = 4

Veamos ahoras las invariantes p(k) y s(k) para un cuerpo

global k no real.

Como u(k) = 4 , se tiene s(k) < 4 y tenemos asi tres ca-

sos posibles:

como Kk mno es cua-

’

a) s(k) =1 , entonces 1 < p(k) < 2

dréticamente cerrado, se tiene p(k) = 2
b) Si s(k) = 2 , entonces p(k) = 3 . En efecto: Supongamos
p(k) = 2 , esto es, la forma cuadrédtica (1,1,-a) es isétro-

pa V a € k¥ 6 equivalentemente
nL=sl,1,-a))= (-1,a) V a € k¥ |

es decir, (—l,a)k es trivial ¥V a € k¥

Sea p € O tal que -1 ¢ k;z (siempre existe tal p pues
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s (k)

2) y kp no dié&dico.

Sea 7 un uniformizante de kp . Como k es denso en k

existe a € k¥ tal que -a € ﬂkgz y asi la forma <((1,-a))
sobre k es isomorfa a (1,1,w,7m) sobre kp , la cual es
anisétropa sobre kp . Asf ((1l,-a)) es anisétropa sobre

k (Teorema 4.) y por lo tanto el &4lgebra (-l,a)k es no

trivial. Asf p(k) = 3

c) s(k) =4 = pk) =4 pués u(k) = 4

Observacién: E1l nivel de un cuerpo de ntmeros no real se

puede caracterizar a partir de las completaciones diéddicas

de la siguiente manera:

Si k es un cuerpo de ntmeros no real y -1 € k*z

, entonces:
i) atk) = 24 == [kp Q,] es par Vpe g ,p diddico.
ii) s(k) =4 = [k Q,] es impar para algn p € Q
diéddico.

Por ejemplo, ver [H]

Calculemos el ntmero de Pit4dgoras de un cuerpo global formal

real k

Sea a € k*¥ suma de cuadrados, entonces la forma
4 x (1YLl (-a) es is6tropa en todas las completaciones

(incluyendo R), asi P(k) < 4

Proposicién 8: Sea k wun cuerpo global formal real, entonces

P(k) > 2
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Demostracién: Supongamos p(k) = 2

2

Sea p € 9, no arquimedeano tal que -1 ¢ k¥ y no dié&dico.

Sea 7 wun uniformizante de kp como vimos anteriormente,

existe b € k* tal que b € nkgz

Sea e > 0, a € k*¥ tal que

la - llpi < g Vop; €9

tal que kpi =R (s6lo hay un nGmero finito de tales pi)
y |a - b}p < €

Asi tenemos que a es totalmente positivo y ademés

a € Wkgz (basta elegir ¢ suficientemente pequefio). Asi

al igual que antes el &algebra (—l,—a)k es no trivial (pués
en kp (—1,ﬂ)k es no trivial). Luego a no es suma de

P
dos cuadrados.

Asi se tiene p(k) = 3,4 con k global y formal real.

Estos dos casos se pueden caracterizar considerando las com-

pletaciones diddicas de estos cuerpos, de la siguiente manera:

Teorema 9: Sea k wun cuerpo global y formal real, entonces

p(k) = 3 si y sé6lo si V p € 0 tal que kp es diadico
[kp : Q,] es par.
Demostracién: =| Supongamos existe p € 2, con [kp : Qz]

impar, como A(Qz) = 4 por Teorema de Springer A(kp) = 4



Sea a € k¥ tal que a estd suficientemente cerca de 1 en

todas las completaciones reales, es decir, a es totalmen-
te positivo, y suficientemente cerca de -1 en kp

Entonces a no es suma de tres cuadrados en kp , por lo
tanto a no es suma de tres cuadrados en k . Asi p(k) = 4

=| Supongamos [kp : @] es par V p con kp diddico.

Entonces s(k ) < 2 , pués kp descompone el dlgebra

(—l,—l)k y asf 3 x (1) es is6tropa sobre k
o

Sea a € S(k) , entonces (1,1,1) representa a a en k ,

P

pués lo representa en todas las completaciones.

48 .
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IV LA g-INVARIANTE PARA CUERPOS GLOBALES.

En este Capitulo calcularemos la g-invariante por medio de un prin-

cipio local-global, para cuerpos globales y para R(t)

§ 1. Caso Global.

A lo largo de este pa4rrafo designaremos por k un cuerpo

global.

Haremos uso de los resultados sobre la g-invariante para
cuerpos p-4dicos y de series de Laurent obtenidos en [P].

En primer lugar estudiaremos el caso no real.
Teorema 1: Sea k no real, entonces:

gk(n)=n+3 , ¥n>3

|
~

y gy (2) , si s(k) =1,2
Si s(k) = 4 entonces gk(Z) =5

Demostracibn:

5

i) Supongamos 4 (k) , entonces pi(k) 4 = u(k) vy asi

gy(m) =n+3, Vn. (Corolario 8.I1.).

1l
w

ii) Supongamos 4 (k) 2 , entonces p(k) , (pag. 45)



Calculemos primero gk(Z)

Sea q una forma cuadrdtica sobre k , dim q = 2 . Como

ql (-1>qg =2 xH

y 2 xH =4 x (1) (pués (k) = 2) ,
entonces por Lema 6.11., gk(Z) < 4
Sea a € k* suma de 3 cuadrados y no menos. Pongamos

q =¢1l,a) ,y supongamos q € L%(k) , esto es q < 3 x (L)

y en consecuencia
ql (a)=+«(1l,a,a) =3 x (1)

Cancelando obtenemos a € Sz(k), contradicecidén. Asi gk(2)
Veamos gk(3) , a priori gk(3) < 6 (Teorema 7.II.).
Sea a como arriba, consideremos la forma q = (-1,a,a)

y supongamos ¢ € Lg(k) , es decir, existen e,d € k¥ tal

que

(-1l,a,a> 1l (e,d) =5 x (1)

~

Comparando determinantes (e,d) =(e,-e) = H vy ademés

5 x (1= W1l ¢(-1,1,1> , pués 4s(k) = 2 . Por lo tanto

1R

q (-1,1,1) y asi a € Sz(k) , contradiccién.

Luego gk(3) = 6

20

= 4
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En general tomemos la forma:
q' =ql (n-3) x 1),

. Y n . 1 n
es facil ver que q' ¢ Ln+2<k> , ya que s1 q & Ln+2(k)

q' 1 (e,d)> = (n + 2) x (1)

b

cancelando volvemos al caso de dimensidén tres. Por lo tanto

gk(n) =n + 3 VYVn > 3

iii) Supongamos 4(k) = 1 entonces p(k) = 2

)

Por Teorema 8.I1II1. existe una 2-forma de Pfister <((a,b)) ,
anisétropa. Igual que en el caso (ii) gk(Z) < 4 . Pongamos

q=¢<a,b) , si q € L%(k) , entonces

ql Cab) =3 x (1) =H L (1)
(pués s(k) = 1), contradiccién. Asi gk(Z) = 4
En dimensiones mayores consideremos la forma

q =(a,b,ab)> 1l (n - 3) x (1)

Sabemos que q € L2+3(k), (aplicando Teorema 7.11. y Lema

6.I1.), usando el mismo argumento que en (ii) obtenemos

gk(n) =n+ 3 , ¥n >3

Para terminar el caso global, consideremos cuerpos globales
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formal reales. Como en este caso la u-invariante es infinita,
no es posible aplicar el Teorema 7.II. Pero entonces hacien-
do uso del principio local-global, obtenemos la misma cota

para gk(n)

Teorema 2: Sea k formal real, entonces

gk(n) =n + 3 , Vn>3
y g, (2) =5 si p(k) = 4
¥ g (2) =4 si p(k) =3
Demostracidén: Sea q = (al, e, an> forma cuadrédtica sobre
k tal que a, es suma de cuadrados en k , 1 < i <n

Entonces
< + 3) x (1)
qp (n )

Vpe Qk no arquimediano (por [P]) y para p arquimediano

= x (1)
@ =B p

ya que en este caso kp =R 6 € (ya que k es formal real),

y por lo tanto qp g {m+ 3) x £1) B V p € oy

Usando el Corolario 5.II1., obtenemos

g < (n+ 3) x (1)
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Luego gk(n) emn*3 , ¥Vn >l

i) Supongamos p(k) = 4 . Sea a € k*¥ , suma de cuatro cua-

drados y no menos, entonces la forma
q=<al (n - 1) x (1) ¢ Lg+2(k)
En efecto, si q € L2+2(k) entonces por Lema 6.1T1.

q< (n+2) x<1) ,

asi existe forma cuadrédtica h , dim h = 2 , de modo que
gl h=@n+2) x41)

Cancelando obtenemos
(a>l h =3 x (1),

contradiccién, pues a ¢ S3(k)

Con esto gk(n) =n+3 , n>1

ii) Supongamos p(k) = 3

Sea q = (al,a2> , con  a;,a, suma de cuadrados en k

En todas las completaciones reales de k se tiene que

1K

(1,1 < 4 x (1)

Como A(kp) < 2 en todas las completaciones p-&dicas de k

b

incluyendo las diddicas (por Teorema 9.III1. y la observacién
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qp A (—l)c%j% 2 xH =4 x (1)

Luego qp <4 x (1) en todas las completaciones de k

Asi usando Corolario 5.II1., ¢ <4 x (1) y entonces

gk<2) < 4

Para ver 1a igualdad, consideremos la forma q = (1l,a)

con  a suma de tresg cuadrados y no menos.

Es fécil ver que q ¢ L%(k) » Pués como a ¢ Sz(k) enton-
ces (l,a) no puede ser subforma de 3 x (1)

As{ 8. (2) = 4

Calculemos gk(3)

Por [P] existen p € Qk tal que (u,m,ur) no es subforma

de 5 x (1) en kp donde 17 € k uniformizante y u € Uk

cierta unidad de k

Sea p e Qk uno de éstos, usando el Teorema 1.I1L, pode-

mos encontrar a,b € k¥* totalmente positivos y de modo que

2

a € ukg y b e Wk;z , entonces la forma

(a,b,ab) = (u,m,un)
P

P

Luego (a,b,ab))o no es subforma de 5 x (1) en k y asi

tampoco en k por lo tanto gk(3) = §

Para n > 3 consideremos la forma

54,
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la cual por lo anterior no pertenece a L2+2(k) . En conse-

cuencia
gk(n) =n+ 3 ¥n>3

Nota: Con estos resultados se generaliza el trabajo de

Mordel [Ml, en el cual demuestra que:

gm(n) gnm4+ 3 |, vV n

§ 2. Formas cuadrdticas sobre IR(t)

En el resto de este Capitulo nos dedicaremos a calcular 1la
g-invariante para R(t) (cuerpo de funciones racionales en

una variable sobre 1R).

Bas&ndonos en un trabajo de Knight ([K]), usaremos un prin-

cipio local-global para IR(t).

Necesitamos entonces conocer las completaciones de R(t) vy
caracterizar las formas cuadrédticas sobre R(t) , via sus

completaciones.

53,

Sea K un cuerpo cualquiera y K(t) el cuerpo de funciones

racionales en una variable sobre K . Hay esencialmente dos

tipos de valuaciones sobre K(t) , triviales en K

i) v, : K(t) = Z U {*} definida por:

(o]

Sea g € K(t) , entonces g = eon f.hE EKlt] ¥

£
h
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(f,h) = 1 ; entonces

Vu(8) = Valf| = g - gr(D)

La uniformizante asociada a v es 1/t vy entonces el

(e o]

cuerpo residual es K(«) = K

ii) Valuaciones finitas:

Sea 1m € K[t] wun polinomio ménico irreducible, asi todo
g € K(t) se escribe tGnicamente de la forma g = i g , con

f,heXKlt] yv (w,fh) = 1 . Entonces definimos:
Voo K(t) = Z U {o}

poniendo Vﬂ(g) =n

En este caso la uniformizante es 7 y el cuerpo residual

es

K(m) = K[tL/<W)

Notacién: Por & denotaremos el conjunto de valuaciones

finitas de TR(t)

Usaremos, para conocer las completaciones de W(t) , el si-

guiente teorema de estructura:

Teorema 3: Sea A un anillo de valuacién discreta completo,

con cuerpo residual K . Supongamos que A y K tienen la

misma caracteristica y que K es perfecto, entonces
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A = K[T]
Para una demostracién ver [G].
Especializando estos dos hechos a R(t) , tenemos que los
cuerpos residuales de las completaciones de R(t) son 1R

6 € . Asf se tiene que las completaciones obtenidas de las

valuaciones definidas en (ii) son R((T)) &6 CT((T))

Estudiemos un poco estos cuerpos.

Teorema 4: Sea K wun cuerpo formal real, entonces

p(KIT]) = p(K)

Demostracién: Sea f wuna suma de cuadrados en K[T] , sin

restriccién podemos suponer

2d a T2d+l

i = aOT + a; +
con a, € K, a, € K* 'y suma de cuadrados, poniendo
_ 2d -1
f = aOT (1 + a, alT + ...)

Se tiene que f € aO(KﬂTU)Z , ya que

1+ a;la T + a;la T2 + ... € (KHTH)Z

)

1 2

por Lema de Hensel (ver por ejemplo [G]), y asi obtenemos

p(KITI) = p(K)
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Corolario 5: p@R) = p@RITI) = pR(T))) =1

Demostracién: Sea A un anillo de integridad, es fécil ver

que:
p(Quot(A)) < p(A)

Como R((T)) := Quot®[T])

tenemos P@R((T))) =1 (usando Teorema &4.)

Proposicién 6: Sea F = R((T)) entonces F* F*Z = {1,-1,T,-T}

Demostracién: Sea f € F*¥ |, como F ‘es un cuerpo local con

r

uniformizante T , £ = T u , u cierta unidad de R[T] ,

es decir T X u

Entonces pongamos u = a + Tg con g &€ F y a € R¥

i) a>0 = a&€ * u € F*Z (por Lema de Hensel).
Luego f e Tr(F*z)
y gl ” ’ )
Si r es par, f € F¥% y si r impar f € T.F%
ii) a < 0 = -a € ]R*Z = -y € F‘kz = f & —Tr.F‘kz
sk g , .
Asi f € -F* 6 £ € =[.-F% si r es par o impar.

Para el caso UC((T)) se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 7: Sea F = C((T)) , entonces p(F) =2 vy

e = (1,10
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Demostracién: Como 4(F) = 1 , se tiene p(F) < 2 , pero

T ¢ F"\‘2 , asi p(F) = 2

, f = Ty , u unidad. Como T es cuadrédticamen-

2 . Asi f € F‘"\‘2 si r pary f € T-F"'\‘2

Sea f €F
te cerrado, u € F*

si r es impar.

Observacién: La Proposicién 6 también vale si cambiamos R

por un cuerpo real cerrado. En la Proposicién 7 podemos cam-
biar € por un cuerpo cuadrdticamente cerrado y asi obtene-

mos el siguiente teorema.

Teorema 8: Sea F = K((T)) , donde K es un cuerpo cuadré-
ticamente cerrado, entonces u(F) = 2

Demostracién: Sea q = (al, e an) Ay EF* v n> 3
Por Proposicién 7 a; = 1,T (F*z) l1<i<n.Como n >3
podemos suponer a; = a, (F*z) , por lo tanto

—\ 2
a; + aZGJ -1)" =0,
asi q es isétropa.

Corolario 9: Sea F como arriba, sea q forma cuadrética

regular sobre F , entonces d(q) y dim(q) caracterizan

completamente a (¢

Observacién: Sea q una forma cuadrdtica sobre R(t) en-

9

R fn)

tonces sin restriccién podemos suponer q = (f
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con f. € R[t]

i , 1 <1 <n . Denotaremos por

q, = (£f,(a), ..., £ (a))

la forma cuadritica sobre R , obtenida evaluando fi en

a €R , si a no es una raiz de fi y, L <1 <n

Notacién: E1l simbolo V¥' indicaréd ''para todo excepto un naG-

mero finito'.

La demostracién de la siguiente proposicién (debida a Witt)

no la daremos por salirse del contexto de este trabajo. Es-

ta se basa en ciertos resultados acerca de curvas algebrai-

cas sobre IR y &lgebras de cuaterniones sobre R(x,y) . La

proposicién en su forma mis general se puede encontrar en el
trabajo '"Zerlegung reeller algebraischer funktionen in

quadrate schiefkorper uber reellem funktionenkorper' Crelle J.

171 (1934).

Proposicién 10 (Witt): Sea q wuna forma cuadrética regular

sobre R(t) , con dim q > 3 , ‘entonces q es is6tropa so-

bre R(t) si y s6lo si q, es isétropa sobre R , V'a €R

La importancia de la proposicién anterior se debe a la si -

guiente observacién:

1) Las completaciones finitas y reales de WR(t) , provienen
de considerar wvaluaciones asociadas a polinomios del tipo

mT=+t -a, a¢€R . Adem&s, por el Teorema 3, estas comple-
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taciones son series formales de Laurent sobre R , por lo

tanto son de la forma R((t - a))

2) Sea f(t) €RIlt] , miremos £f(t) en cada completacién
R((t - a)) , donde f(a) # 0 . (Esto se satisface V¥'a € R).

Desarrollando f(t) en serie, se tiene:

2
£(t) = £(a) + £'(a)(t - a) + £"(a) B 520

= BUad Tl & 20y RSB TRITE = T - . o o]
ST (L4 £6a) LE ) (E - a) &+ ...) € B((E - a))®

(Lema de Hensel), tenemos que:
£(t) = £(ah® , hE€R((t - a))
Asi tenemos el siguiente principio local-global:

Teorema 1ll: Sea q wuna forma cuadrdtica regular sobre

R(t) , entonces: q es isétropa si y sblo si q, es is6-
tropa, V 1m € Q (qﬂ es la extensién de escalares de q a la

completacién determinada por ).

Demostracién: S6lo necesitamos probar: Si q, es isétropa

Ve entonces q es isbtropa.
Si dim q = 2 , entonces d(qﬂ) = -1, Vwme g, por lo tan-

to d(q) = -1 . Asf q es isé6tropa.

Supongamos dim q > 3
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Sea q=«(f f ) fi € R[ t]

11‘-'7 n )

Por hipétesis q, es isétropa V m € QO . En particular
V1€ 0 real, por la observacién anterior: q, = q, - don-
i

de m =1t -a y a no es raiz de fi » L <i<mn

Asi q, es is6tropa V'a € R , luego por Proposicién 10,

q es is6tropa sobre R(t)

Teorema 12: Sean q,q' formas cuadrédticas sobre R(t) , en-

tonces:

929 = q <49 vrmeQq

Demostracién: =| Es inmediato.

=l Induccién sobre la dimensién de q

Supongamos dim q =1 , q=(f) , f €R[t] entonces f
estd representado por q% , Vme€QqQ , asi <—f>,ﬂl q% es
is6tropa V m € @ . Por teorema anterior (-f) L q' es is6-

tropa, por lo tanto (f) < q'
Supongamos dim q > 1

Sea f € D(q) ¢ D(qﬂ) e D(q%) V1meaeg

Por lo anterior f € D(q'")

Asi tenemos =(fYL r, q' =(f)rl r'

como qﬂ < q% Y une§a .
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se tiene r, < x! y dim r < dim r'
Por hipé6tesis inductiva r < r' y asf q < q'

Asf tenemos el siguiente corolario:

Corolario 13: Sean q,q' dos formas cuadrédticas sobre R(t)

entonces q = q' si y sélo si g = q% Vrmeaq

Ahora estamos en condiciones de calcular la g-invariante de
R(t) . Para esto veamos la g-invariante para las completa -

ciones finitas de R(t)

En el caso complejo, como vimos, las completaciones son del
tipo F = C((T)) . Como u(F) = p(F) = 2 podemos aplicar

el Corolario 8.II para obtener
gF(n) =n+ 1 , n>l

Cuando las completaciones son del tipo F = R((T)) se tiene

gF(n) =n , pués F es pitagérico.

Asi toda forma cuadrédtica sobre R(t) , que es suma de cua-

drados de formas lineales, es subforma de (n + 1) x (1)

sobre R(t) , en virtud del Lema 6.I1I1 y del Teorema 12. Lue-

g0
%R(t)(n) L : B i N
ademds como p@®R(t)) = 2 , se tiene

%R(t)(n) =n + 1 |, n > 1
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Tenemos asi

Y¥n > 1

)

Teorema 14: %R(t)(n> =n + 1

Observacién: En general para un cuerpo k que satisface el

principio de Hasse-Minkowski se tiene la siguiente desigual-

dad

gk(n) < max {gk (n)/kp completaciones de k}
P
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\ CALCULO DE LA g-INVARIANTE PARA CUERPOS DE FUNCIONES.

Ahora trataremos el caso de extensiones trascendentes sobre
cuerpos algebraicamente cerrados. A lo largo de este capitu-
lo K designard un cuerpo algebraicamente cerrado. Necesi -
taremos del siguiente teorema para calcular la u-invariante

de algunos cuerpos.

Teorema 1 (Tsen-Lang): Sea F un cuerpo de grado de tras-

. n
cendencia mn sobre K , entonces u(F) < 2

Una demostracién de este teorema en una forma mis general se

puede encontrar en [G].

Veamos primero el caso més sencillo:

Sea F un cuerpo de grado de trascendencia 1 sobre K , en-
tonces u(F) = 1,2 . Si u(F) = 1 entonces gF(n) =n
Si u(F) = 2 entonces p(F) = 2 , por lo tanto gF(n) =n +

Por ejemplo, en el caso F = K(X) , tenemos gF(n) =n+ 1

El préximo lema lo usaremos para calcular la u-invariante

de extensiones puramente trascendentes de K

Lema 2: Sea F un cuerpo y 91,99 formas cuadréiticas ani-

s6tropas sobre F
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Entonces qy L (X)q2 es anisétropa sobre la extensidn pu-

ramente trascendente F(X)

Demostracién: Sea q; = (al, B ey ar) , Gy = (bl, i % B bS>

supongamos  q; 1 ()i)qz isétropa sobre F(X) . Esto es,

existen
£, .., £.0 , g (X)), ..., g () € FIX]
tal que:
a f.(0)2% + +oa f ()% + xbog. O + +
171 T rr 181 T
+Xb g (X)2 =0
s®s
haciendo X = 0 , se obtiene:

4 2
f —
ay l(O) * el F arfr(O) 0

como qq es anisétropa sobre F se tiene X/fi(X) r
1 < i< r . Pongamos fi(X) - Xhi(X) , reemplazando en la

ecuacién original, tenemos:

. ¥ 2 o 2
XX T ah (0D°+ = bg (X7 =0

i=1 i=1
Por lo tanto
£ 7 B 2
XZTah,. (X" +Z b.g.(X)" =0
] 1d 1 171

Reiterando este argumento de descenso podemos suponer en la

ecuacién original que X ( fi(X) , cierto 1 6 X [/ gj(X) L
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cierto j , y con esto se obtiene que 9y 6 q, es isétro-

pa sobre F , contradiccién.

Aplicando este resultado a las extensiones puramente trascen-

dentes obtenemos:

Proposiciémn 3: Sea F = K(Xl, s 3 Xn) una extensién pura-

mente trascendente sobre K , entonces u(F) = Vi

Demostracidén: Induccidén sobre n . Considerar

Py = BLEy , coxp Xy o )0E,)

y usar lema anterior, junto con Teorema 1.

Asi para la g-invariante tenemos:

Teorema 4: Sea F = K(Xl’ o %0 Xn) , entonces

i) gF(m) =m+ 25 - 1 , m > Ll |

1 n

ii) gF(m) = 2m W€ 27~

Demostracién: i) Por Lema 2 @n = ((Xl, B a5 Xn)> es anisé6-

tropa sobre F

Sea ¢' la subforma pura de ¢ . por Teorema 7.I1I1

gp(m) < m+ 27 -1

n+1

entonces o' < (2 - 2) x (1)

Supongamos @é < (2n+l - 3) x (1) |



es decir, existe h , con dim h = 2" - 2 tal que

o' L h= 2™ o3y x (1
Como 4(F) = 1 , tenemos:

2™ D3y xq1y = 2™ - 2) xHL (D)

=hl (-1>h 1 <1 ,
Luego @5 =(-1>h1l (1),
y asi ®n =(-1>hl1l (1YL (1)
=(-1>hl H , contradiccién.

Entonces gF(Zn - 1) = 2n+l - 2

Para el caso de mayor dimensién, considerando
q=20¢ Ll (m- 2" - 1)) x (1)
n

se obtiene gpm =m+ 2% -1 , m>2" -1

ii) A priori gF(m)

A

2m , pues

ql (-1>q = (dim q) x H
= 2 (dim gq) x (1) ,
pués s (F) =1 (q¢ una forma cuadrédtica cualquiera.)

Sea q wuna forma cuadrética con dim q = m y tal que

2

1
4 59



69 .

Supongamos q € Lgm_l(F) , esto es, existe forma cuadritica

h

, con dim h =m - 1 , tal que

ql h= 2m-1) x (1)

1R

(m - 1) xH L (1) pués s(F) =1

IR

hil (-1>h1 (1)
Cancelando, obtenemos:

q=(-1) hli1 (1)
Luego @A =(-1)h!l (1)1 r ,

con cilerta forma cuadrdtica r

Igual que en el caso (i) tendriamos B isétropa, contradiccién.

Por lo tanto

gp(m) = 2m , m<2" -1



VI RELACIONES ENTRE LA g-INVARIANTE Y LA u-INVARIANTE.

En este Capftulo mostraremos ciertos resultados que generali-
zan algunos casos que tratamos anteriormente, y que nos mues-
tran una interesante relacién entre la g-invariante y la

u-invariante de un cuerpo.

Proposicién 1l: Sea F un cuerpo no real, entonces

gp(n) =n + 1 Vn>1l <= u(F) =2

Demostracién: = Si gF(n) =n + 1 V n entonces

gF(l) = p(F) = 2 , luego como F es no real 4(F) < 2

Sea q wuna forma cuadrédtica sobre F , con dim q = 3
Como gF(n) =n+ 1,

ql (dy =4 x (1) =2 xH,
con cierto d € F¥ , Asi q =H 1 (-d) , es decir, ¢q es

is6tropa, por lo tanto u(F) < 2 , y luego u(F) = 2 (pués

p(F) = 2).

| Si wu(F) = 2 entonces p(F) = 2 en efecto:

)

O(F) = 1 = F* = F* = u(F) =1



Asf u(F) = p(F) = 2 , por lo tanto por el Corolario 8.II
gF(n) =n+1l , Vno>1

Porposicién 2: Sea F un cuerpo no real, entonces:

gF(n)=n+3 , ¥n>3 = u(F) =4

Demostracidén: 4 (F) i p(F) < gF(B) = 6 entonces s(F) < 4 ,

por Teorema 15.1.

Sea q forma cuadritica sobre F , dim q = 5 , por hipéte-
sis q < 8 x (1) , luego existe forma cuadrdtica h sobre
F, dim h =3 tal que

ql h=28 x (1)
Asi gL h=4 x H (s (F) < &)

Por lo tenteo @ &2 (~13h L W

entonces u(F) < 4

Supongamos u(F) < 4 , entonces por Proposicién 17.1.,

u(F) = 1,2

Si u(F)

1l

1 , entonces gF(n) = n , contradiccién.

i

Si u(F) 2 , entonces por Proposicién anterior g

contradiccidén.



El reciproco de la Proposicién anterior
(u(F) = 4 = gF(n) =n+3, Vn>3) se tiene si supone-

mos p(F) = 3 cuando s (F) = 2

En efecto: Por Teorema 7.1I., gF(n) <n + 3

u(F) = 4 = s(F) < 4 , entonces tenemos tres casos:

i) 5(F) = 1 . Como u(F) = 4 , por Proposicién 18.1.

I% # 0 . Esto es, existe una 2-forma de Pfister
q = ((a,b)) anisdétropa; sea q' = (a,b,ab) 1la subforma pu-
ra de q

Por hipétesis q' < 6 x (1) . Supongamos q' < 5 x (1)

)

luego existe forma cuadritica h , dim h = 2 tal que

q' L h =5 x (1) . Comparando determinantes se tiene

[0

h (1,1) y entonces cancelando h obtenemos

1

q

1t

3 x(ly=H L (1) , contradiccién.
Asi q' ¢ L%(F) y entonces considerando la forma

q''L (m - 3) = (1),

se tiene gF(n) =n+3 , n>3
ii) #(F) = 2 . Como en este caso suponemos p(F) = 3 , exis-
te a € SB(F)\SZ(F> . Consideremos la forma (anisdtropa)

3-dimensional <(a,a,-1)

Usando el mismo argumento anterior, obtenenmos

gF(n) =fn4 3 ; mnE 3



iii) 4(F) = 4 . En este caso p(F) = 4 . Usando el Corola-

rio 8.I1., se tiene:

gg(m) =n+3 , n> 1

Observacién: Este resultado no es valido cuando n < 2 ,

como se observa en resultados anteriores (en los casos (i),

(11) gp(2) = 4.

Proposicién 3: Sea F un cuerpo no real, entonces

gF(n>:H+7 ,n:‘_—]:’U(F):B
Demostracién: Se tiene s(F) < 14 , por lo tanto s(F) = 1,2,4,8
(usando Teorema 15. I.). Es conocido que (25 (F)) -W(F) =0
(ver [L], pag. 312). Luego 16 x (1) =8 x H
Sea q forma cuadrédtica, con dim q = 9 , entonces
g < 16 x (1> =8 xH , es decir, existe forma cuadrdtica h
tal que
gl h=38 xH y dim h = 7
Ast gl h=h! (-1>hl H

y luego q es isétropa, por lo tanto wu(F) < 8 . 8i
u(F) < 8 , entonces por Teorema /.II., gF(n) 3 O

eceontradicecidn.

Las Proposiciones 1 y 2 resuelven completamente el problema



de calcular la g-invariante para cuerpos con u-invariante

2 y 4 (respectivamente), ya que ellos muestran la igualdad
en el Teorema 7.II1. El reciproco de la Proposicién 3 es sen-
cillo para los casos 4(F) = 1,2,8 ; pero si 4 (F) = 4 , no

hemos logrado obtener una demostracién.

Una generalizacién de la Proposicién 3 es el siguiente:

Teorema 4: Sea F un cuerpo no real, entonces:

gp(m) =n+25-1 | n>2fo1=u@E = 2"
Demostracién: Como p(F) < gF(n) , ¥ n se tiene
5(F) < gF(n) , VY n . En especial, si n = 2k -1,
s(F) < 25T L2 ast s(F) < 2% (por Teorema 15.1.).
Sea s (F) = 23 , £ < k , entonces
26+lw(F) - 0
Por lo tanto 2k+l x (1) = Zk x H
Sea q wuna forma cuadrédtica, con dim q = Zk + 1 . For hi-
pbtesis
q < 2" oy = 2% xm
Por lo tanto existe una forma h sobre F , con

dim h = Zk -1 tal que q L h 2k «~H . Asi

i

qlL h=h!l ¢(-1>hLH
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Luego q es is6tropa y asi u(F) < 27 . Si wu(F) < 2 en-

4

tonces por Teorema 7.11.,

gF(n) < n + Zk -1 , contradiccién.

Observacién: Para obtener el reciproco de este teorema, si-

guiendo los métodos anteriores, tendrfamos que suponer

Ik=0 = u(F)<2k

lo cual es atGn un problema abierto en el caso general, y aan

en el caso k = 3
En el teorema anterior si suponemos gF(n) = n-+m , con
m # 2k - 1 1la demostracidén dada falla.

El siguiente teorema es una aproximacién a la determinacién

de la g-invariante para cuerpos con u-invariante finita.

)

Teorema 5: Sea F un cuerpo con u(F) = u < = entonces

gF(n) =n+u-1., n>u-1

s(F) = 1 =

2n

Il

, n<u -1

\gF (n)

Demostracién: Sea q forma cuadrética sobre F , con

dim q = u y anisétropa.

Como q es universal, podemos poner q =<(1) 1l q', donde

q' no representa a l, sabemos q' € L;;EZ(F) . Supongamos



' u-1
q € LZU‘3<F) )
es decir q' < (2u - 3) x (1)
entonces existe forma h , con dim h = u - 2 tal que

q' 1l h=(2u - 3) x<1)

e

(u - 2) xHL (1>

112

Por lo tanto q' 1l h hl (-1 h1i (1)

Cancelando se tiene que q' Trepresenta a 1, contradiccién.
Para n > u - 1 ; tomando q' L (n - u+ 1) x (1) se obtie-
nne:

gF(n) =n+u-1 |, n>u-1
En general gF(n) <« 2n pués 4(F) =1 , si n < w -1 ; con-
siderando cualquier subforma de q' y usando el método ante-

rior se obtiene

gF(n) =2n , n < u -1

Observacién: Entre la u-invariante generalizada, introducida

en la pédgina 22, para un cuerpo formal real, y la g-invarian-
te, no conocemos relaciones como las obtenidas en el Capitu-

le II y en este Capitulo.

Serfa interesante obtener en general una cota para la g-inva-



riante de un cuerpo formal real k , que mejore la cota

p(k)n , obtenida en el Teorema 1. II.

Un problema bastante mé&s complicado es calcular la g-inva -

riante para anillos con numero de Pit4goras finito.

En todo caso, para un anillo de integridad A , es fécil

ver que
donde k = Quot(A)

Es claro que los métodos usados en este trabajo no permiten

calcular la g-invariante de un anillo.

Algunos resultados en esta direccién son, por ejemplo:
a) Sea A= Z|[=] , p primo, entonces
gA(n) <m 4 3

b) ng<n) =n+3 , n <5



