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SUMMARY

An important result in Finite Group Character
Theory is the one of Ito, which refers to degress of irredu

cible characters of a group, and asserts:

Let G be a finite group, let x be an irreduci

ble character of G, 1let H be a normal abelian subgroup

of G; then x (1) divides [G: HI.

The study of this theorem brought us the question
of finding its proof without using powerful tools as Number
Theory, specially P-adic Numbers. This question was the fo
rerun of the central idea of this thesis which initialy in

tended a proof using if possible only tools from the classic

character theory.

In spite of this idea, during our research of this
method, we found two methods wich used by one side Group

Cohomology, and on the other side Centralized algebras and

Number Theory.

This work is the result of the research and its

divided into three basic parts wich contain the diferent

aproaches to Ito's Theorem.

The first part contains the classical aproach in
the way Larry Dornhof does it, and considers important re-

sults on characters as Cliffords, Mackey, etc.



The second aproach is the development of the theory
using Proyective Representations, Cohomology and Central Ex-

tensions wich we found so interesting that we included it in

this work.

The last part, introduces a Centralized Algebra,
and studying the elements that conform this algebra, we obtain

as Corollary Ito's Theorem.



INTRODUCCION

En Teoria de Caracteres de Grupos Finitos uno de
los resultados importantes es el Teorema de Ito, que se re-

fiere al grado de Caracteres irreducibles de un Grupo.

Este Teorema afirma: si X es un cardcter irredu
cible de un grupo finito G, H< G un subgrupo normal abe-

liano, entonces x(l) divide a |G: H]|.

Una de las aplicaciones de éste teorema es que
permite encontrar el grado de los caracteres y representacio
nes irreducibles de un grupo cualquiera que contenga grupos

normales abelianos.

El estudio de este Teorema nos dejo la inquietud
de demostrarlo sin usar herramientas tan poderosas como la
Teoria de Numeros, especificamente Nimeros p-4ddicos. Esta
inquietud es la precursora de la idea central de este traba-
jo de Tesis que en principio pretendia demostrar éste Teore-
ma usando en lo posible sélo las herramientas de la Teoria

de Grupos o de Caracteres de Grupos Finitos.

A pesar de esto, durante la busqueda de un método

para demostrar este Teorema, nos encontramos ante métodos que

utilizan herramientas como Cohomologia de Grupos, Algebras

Centralizadoras y Teoria de Numeros.



<1

Este trabajo es el resultado de la bidsqueda, y es-
t4 dividido bédsicamente en tres partes que contienen distin-
tas formas o caminos para demostrar el Teorema de Ito con to-

dos los elementos necesarios para lograrlo.

La primera parte contiene el camino ''cldsico' que
considera Teoremas de la Teoria de Caracteres como el Teorema

Clifford, Teorema de Mackey, etc.

La segunda parte es un desarrollo que encontramos
muy interesante puesto que se desarrolla por medio de Repre-
sentaciones Proyectivas, Cohomologias, Extensiones Centrales,

etc. logrando un resultado a través del cual se obtiene como

un corolario el Teorema de Ito.

La Gltima parte, introduce un &dlgebra centraliza-
dora, y a través del estudio de las propiedades de los elemen
tos que conforman una base de ésta dlgebra, se obtiene como
corolario el Teorema de Ito. Los resultados que se ven en es
ta parte del trabajo, en parte pueden ser considerados como
una extensién del Teorema de Ito, y cabe hacer notar que difi
cilmente se puede llegar a una extensién mayor puesto que los

ejemplos muestran que se trata de un caso extremo.

Estas tres partes estdn desarrolladas en extenso
con el objeto de hacer el trabajo autocontenido. La segunda
parte se desarrollo especialmente con todo detalle debido a

lo interesante que encontramos es su desarrollo.



iii.

A pesar de los esfuerzos realizados por encontrar
una forma que no usara estas poderosas herramientas, estos
fueron infructuosos debido quizds a que los caminos que se
escogieron no fueron los apropiados, o tal vez debido a la

profundidad del Teorema mismo.




PARTE I

Esta primera parte es introductoria a la Teorfia de Ca
racteres de Grupos Finitos, en ella se presentan los resulta-
dos béasicos de la Teoria Cléasica, mediante los cuales se lle-

ga a demostrar el Teorema de Ito.

En general, se trata de desarrollar este trabajo lo
més general posible, pero siempre sobre cuerpos con caracte-
ristica cero, empero ésto, gran parte de los resultados son
vadlidos para cuerpos de caracteristica que no divida al orden
del grupo; e incluso, algunos resultados son vdlidos conside-
rando sélo &dlgebras conmutativas con unidad sobre un cuerpo

cualquiera.

Cabe hacer notar que cada uno de los resultados pre-
sentados en esta parte son necesarios para los resultados que
le siguen, siendo un desarrollo lineal de la materia expuesta

hacia la demostracidén del Teorema de I1Ito.

Sea A un &lgebra sobre F. Sea M un A-médulo de-
recho de dimensién finita sobre F. Para a € A fijo, laapli

cacion

- M

)..]
=

4]

es una transformacidén lineal. La funcidén



Xuy: A —- F

a = Tr (Ta)
se llama carédcter del médulo M.

Si M se descompone como suma directa de A-mbédulos

(Mi irreducibles) entonces

+ si: F XM

Av = X
M Ml k

Sea G un grupo finito y F wun cuerpo

FG = {2 . € T}
2, - 8lag

con las operaciones:

(Za_-g) + (Zb_-g) = Z(a_ + bg> 8

(Za_-g) - (Zb_-g) = 2( Z a_ b ) g
g g g'g''=g & g
a(Za_+g) = 2(aa_) *g
o o
B: B, B, = F, g, 8,8 €G

es un &lgebra sobre F con base G y naturalmente es un FG-

médulo derecho. El carédcter de FG se llama cardcter de la

representacién regular de G.

|G| -1 si

(e}

XFG(g> =



Definicién: Sea k, cuerpo, A un dlgebra sobre k, V un A-

médulo, K cuerpo que extiende a k

K
\Y =:V®kK Vk=:K®kV

O

dependiendo si es un médulo derecho o izquierdo.

V®k K es un A®k K médulo bajo la accién

(v® k)(a ® k") va @ kk'

O

(@@ K (v@k') = av @ kk'

dependiendo si es accién a derecha o izquierda.

Definicién: Sea k wun cuerpo, A un dlgebra sobre k, V un
A-m6édulo irreducible (derecho o izquierdo): V es absoluta-
mente irreducible. Si VK es irreducible para todo cuerpo K

que extienda k.

k se llama cuerpo de descomposicién para A si todo

A-médulo irreducible es absolutamente irreducible.

k es un cuerpo de descomposicién para un grupo finito

G, si k es un cuerpo de descomposicién para kG.

k es un cuerpode descomposicién para kG si y sélo si

Ende(V) = k para todo kG-médulo irreducible V.



Si F es un cuerpo de descomposicién de FG y car

I = 0 entonces
FG=A1@...®Ak Aiz[F]di
donde [F]d. denota el &dlgebra de matrices sobre F de dimensién
i
d. x d..
i i

Sea Ii el conjunto de vectores fila de 1 x di sobre
F, entonces Ii es Ai—médulo derecho irreducible, de hecho

Ii es un FG-médulo irreducible con
I.A. =0 si i # 3.

Los caracteres X; = Xq i=1, ..., k se lla-
i

man caracteres irreducibles o caracteres de Frobenius de FG.

Lema: Sea F un cuerpo de descomposicién de G, car F = 0.
Sean /ﬁ&, Ce }fh las clases de conjugacién de G vy

hi = Vgil' Sean Xy, oo, Xy representantes de las cla
ses de conjugacibn vy X910 o Xy los caracteres irreducibles
de G con n; = ogrx; = Xi(l). Entonces

hixj(xi)
= ——=—=— sgson enteros algebraicos i,j =1
N
J

bl

W s
1]

Demostracidén: Sean C. = z x € FG




Si g€&€g = g_l C;g = C; = C; € Z(FG) y como los
Ci son linealmente independientes, estos forman una base del

centro, ya que ellos generan FG, en efecto:

Sea Za g € Z(FG) y ulgu=h u g nec

= u (Zagg)u = Zag ‘g

= 1 = = =¥ =
agu gu agh a,h ag ay
n
De ¢ s Ao, . .C. = Z ..
De aqui que 3‘&JH1 tal que ClCJ 2 clJmCm
Si X es el carédcter de la representacién T sea

G t’

Vt el TFG-m6dulo irreducible correspondiente y extendiendo

Tt: G - End?G(Vt> a todo FG por linealidad entonces:

Te(CPTL(C) = T cyyp TL(Gy) )

ijm m

Como Ci € Z(FG) = npara todo x € FG:

I

Tt(Ci) X Vv Tt(Ci)(Tt(X)(v)) = Tt(Cix)v

Tt(xCi)v = Tt(x)Tt(Ci)v
eo B € E =

luego It(Ci) EndFG(Vt) F

Luego para algln @y 3 € F« Tt(Ci) = oy I

Calculando trazas: hixt(xi) = w.,_n



* = = )
y 9 “1E wjt - Cijm “mt
m
= 0= c.. 5 - w..,w., = 2 ... = 8. :
ijm “mt ~ “it%jt <C13m Sim wig) ot
m m
1« x (1)
i /g = = i —] t =
Si 1 {1y = hl 1 Yo owqg - 1
(=
para i, t fijos, el sistema 0 =2 (c.. - 6._ w..) xX_ tie
i ijm jm “it m =
ne solucién no trivial puesto que Wi T 1 #0
= det(c.. - 6. w.,)y =20
ijm im T it
7 w;. s una raiz del polinomio caracteristico de
la matriz (c.._) . =1, ., h
ijm’ j, m
Z ws satisface un polinomio ménico con coeficientes
enteros
luego es un entero algebraico.
Teorema: Si x es un carédcter irreducible de G sobre €
entonces X (1) divide a|G: Z(G)]|.
Demostracidén: (Glauberman) .
Sea Z = Z2(G) y ,51, ...,}gn las clases de conjuga-

cién de G con x; € ’gi y bﬁil = h,

Vi y ¥z € Z: zﬁa = ;g algtn j.



Definimos ,5i “ggj = f?i = zf% algn z € 2

Si /é’iw;j = h, = h,

1 J
Supongamos que @Ql, ...”gizi}, e bg(t-l) AR
‘gtlzl}’ son todas las clases de equivalencia con |Z| elemen
tos distintos y el resto de las clases son menores.
Sea ¢ la representacidédn matricial que aporta X, ¥y

supongamos que ¢ es fiel,

Si j > t|Z|, entonces /gj = zé% algin z € Z - {0}

uZI = ¢(z) es una matriz escalar, de manera que

x(xj> = ><(zxj) = Tr(¢(2)¢(xj>) = Tr(a ¢(Xj)) = azx(xj)
¢ es fiel = o«_# 1. Luego x(xj) =0 Vj > t|z].
Yx €EG y -  Vz € Z: | x(zx)| ~—-1cxz-x<'x>| = jazllx(xﬂ = | x(x) |
Luego | x(x)| es constante en las clases de conjugacidén equi-
valentes.

De las relaciones de ortogonalidad:

n
Gl = T X012 = T ohylxex)|?
xe€G i=1
t|Z] t A [ R
= > Y 2 = b3 | v X(X,
= i;l hiix(Xi)l izl-lzihi}Z||A<Kl!Zi>I
t
—_ | | o ~r
=2 IRz )OO ))



il
Mt

[Z] x(1) w. X(x.,
i <l
f=1 1 i|z]

_ Pz X&)

y w, = es entero algebraico.
1 .
x (1)
G:Z E .
Luego - = X w. X (%, ) es entero algebraico
T 1M Z] =
X (1) i=1
|G: 2| . .
y como es racional = es nUGmero entero.
x (1)
Corolario: Si G es abeliano entonces todos sus caracteres

irreducibles son lineales.

Definicién: Sea H < G, R anillo conmutativo, W un RH-mé-

dulo, {xi} una transversal de H en G.

G

W =RC@Qgy W=@Zx, RHQVW = . @ W
1

=
- 6 Bl I
Xy G/H

G P
W~ se llama médulo inducido y es un RG-médulo bajo la accién:

x(xi®w) =xxi®w=xjh®w=Xj®hw€xj®w Vx € G

Definicién: Sea H < G, R anillo conmutativo, V un RG-médu-
lo, VH es la restriccidén de V a RH.

Teorema: (Clifford).- Sea k un cuerpo, V un kG-mdédulo irre-
ducible, N A G. Si W es un kN-submédulo de V, como kN-mé-

dulo, aenotaremos gW = {gu|lw € W} C V.



i) Si {0} # W es un kN-subm6dulo de V, entonces V= X gW.
g <G
Si W es irreducible = gW también lo es, lo que de-

muestra que Vi es un kN-médulo completamente reduci-

ble,

ii) Sean W W los representantes de las clases de

L5 e m

isomorfismos de kN-submédulos irreducibles de V y sea

Vi la suma de todos los KN-submédulos de V isomorfos
- m

a W,. Entonces V = ﬁt% v. .
l:

iii) Si g € G entonces gVi = Vj algn j (i.e. G es tran-

i G m
sitivo en {Vi}izl

iv) si Hy = {g € Glng = V,}, entonces V; es irreducible
G
1

como kH,-médulo y V = VS = kG @® L/
1 . 1
kHl
V) VN = e(wl e ... (—me) algtn e € NW.

vi) Sea ©® un cardcter irreducible de G con V como kG-médulo

irreducible. Sean X3 caracteres irreducibles de N con
wi como kN-médulos irreducibles 1 =1, ..., m.
Entonces GN = e(xl + s F xm) donde
W, = g.W algin g. € G y ¥ = xgi
i il i i ~1
&i 81y _ .
donde x; (x) = xl(X ) = Xl(gi X g:)-
Demostracioén:
i) V irreducible como kG-médulo = V = Z gW. Sin €N
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- g
y gw €W = ngew = gg ngw = gn o € gW. Luego gW es

un kN-mdédulo.

=1

Si gW tiene un kN-submédulo propio wo = g wo es
submédulo propio de W (-« ).
Luego gW son irreducibles = VN es completamente re-
ducible.

ii) Sea L un kN-submédulo irreducible de V..
Sea ¢: Vi oW, D ... B Wi un isomorfismo, Ty la j-ési

ma proyeccidn (ﬂj o¢) (L) # {0} algan j.
Luego g o¢: L Wi es un isomorfismo V-

Hemos visto que los factores de composicién de Vj

son isomorfos a Wi.

Luego (V; + ... + V., DNV, =(0) = V=V, 0 ... 0V

1

iii) Afirmacién 1: Vi = Z{xwllx € G, le Wi} puesto que

i = L{xW, |x € = W. ! . C V.
si Ui {Xdllx G, xwl Ml entonces Ul < Vl y

v=1U + ... +1U por iy = Us :,Vi por ii).

Afirmacidén 2: xW, = yW = gxwl = gjfwl puesto que

. , w1l
si ¢: xWy ¥ > yw; = g¢g ": gxWy > gyW; es unk

isomorfismo y para n € N

(g¢g'l>(ngxwl) (g¢)((g'lng)xw1) = g(g'lng>¢(xwl)

il

-1
n(gog )(ngl)



Las afiLnlaCiOneS 1 4 2 V., C V. algln V..
g
1 IS) J

Si gV. # Vj entonces dim Vi < dim Vj pero

i
gV, <V, = V.<gly
Como gVi = Vj algn j, la irreducibilidad de V como
kG-médulo obliga que G sea transitivo en {Vl, e, mG
iv) De iii) m = [b:Hl| si escogemos xq =1, ..., x_ o .
con x.V, = V. entonces x.H,, ..., x H, son las cla-
j1 3 171 m 1
ses izquierdas de H1 en G.
G <

=1 == %A 7 -

Como V.l kG @k" \7l <X1 ® V1> G ... D (xm@ Xl) de
!
finimos
6.V OV - G r
0 1 ) : V V1 por
Zx z S j o=
X U - X ® u. Yu Jl i 1, ,
o € G i ., = = H = gx.u, = X.hu,
Vg € G si gXs x‘h, h & Hy gx u, leul v
= < ol A . —3 T,G

g(xi ® ul) = =, @ hu; de donde b: V Vi es un

kG-isomorfismo.

V, es irreducible como kHl-médulo puesto que si tuvie
1 €

" . . 713G . ”
se un submédulo propio Vi = L¥) seria un kG-submé
G o

dulo propio de Vl = ¥V (= ).
- J =~ 11 = "'1— J 7 = ~
v) Cada hi —»xiwl = dim Wi dim Wi Xi xivl
luego dim V. = dim Vi Vv sea e = dim Vl/dim wl'
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vi) Por wv) Oy = e(x1 + ...+ xm). Tenemos gue ver que
“ X
%W aporta el carécter y
i1 1
Sea {ul, ..., u_} una k-base de Wl, entonces
L ¥

X, u,, ..., X.u es una base de x.W

] : Byed “ il
Si x € N podemos escribir:

-1 = -1 t
(%x.7%xX,) u. = Z a,.Uu. = y (x."xx.) = Z a..

i i’ 73 i=1 ij i 1M i joq1 it
Vemos que:

1 t t
X «x.u., = x,(x, xx.u.) =X p @, .1, = X qo,.X.u,
1] ] 1 =1 13 1 1= 1J * L
Luego el carécter X5 aportado por x{wl satisface:
t -1 X.
x.(x) = Z a.,, = x.(x,7xx.,) = X, (2).
Al( s_q 11 x1.< i 1> 1 (%,
i=1
Definicidén: Sean X, X' caracteres de G. Se define

( R 1 < 5 o § - 1\ . 1 < vileasXd T £y
X XA gT TGT “ x(g)x' (g 7) = TEW’ l x(g)Xx (8

Teorema: (Reciprocidad de Frobenius).- Sean H < G, x un

cardcter de G, X

rdcter de Hy ¢

donde;:

a la restriccién de x a H. Sea & un ca-

G

la funcién de clases inducida sobre G i.e.

F(ege™h



Entonces (XH’ Q)H = {x, ¢t >G’

Demostracién: (¥, CG) - z  x(g) @G(g'l)
CT gl g
l g
1 1 -1 -1
2 i, g t)

N x(t‘lgt)c<t-lg— £)
6] |H| 8,tec
L l WV -
o= - ) xH(g>c<g l)
gHi t €G
- (\H’ C)H
=1

el ntGmero de soluciones
t«lg—lt -1 |

* esto puesto que para

(T
)
Hh
-
(G
O

de = h con t, g € G es |G].
Lema: Sean V y W kG-médulos (car k = Q) con caracteres
Xy ©. Entonces V =W <= X= 9,
Demostracidn: Supongamos X = 0. Sea K la cerradura alge-
braica de k; X1s +oes Ko los KG caracteres irreducibles,
3 i

R los kG caracteres irreducibles.

Si 1 # 3 = b., ¢.)~ =0

) 7 " (Ql J>(I

Sean Vl, , Vt los kG-médulos irreducibles que apor
tan 91, «-vn b ¥ Ul’ Ce, UP los KG-médulos irreducibles

o i

ue aportan X Ce, X
q p L2 13 ) n
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El KG-médulo VE aportan la misma representacién ma

tricial que Vi = aportan el carécter 95 -

V? es completamente reducible, digamos:

K
Vi=UlEB...@Ul@...@Un@...@Un

Sea 43 el ntGmero de copias de Uj'

n
Entonces ¢i = X a..x.

luego

2

= Y‘ " = £ = ?
(¢i, ¢i)G (Za..y., Z a.zxﬁ) ng aijdi£6j£ 5 aij >0

1373° 1

Sea m la multiplicidad de Vi en V y n; la multi

plicidad de Vi en W.

Entonces: (¢j, X)

Il
—~
-5
Y
=}
c=
~
Il
c M
=
y
~
-
Cie
25
~

Luego m; = (., X2/ (o, 4.).

Analogamente nj = (¢j,e)/(¢j, @j) pero x = 0, lue-

g0 mj = nj Vi y como V y W son completamente reducibles:
V=W

Teorema: (Descomposicién de Mackey).? Sean k cuerpo,

H, A < G, W un kH-médulo libre. Sea {xi} una transversal

de H en G.



G = le U ... Ux, H t = |G:H|. Entonces:

i) Vx € G, x@ W es un k(xHx_l) -médulo con una accidn:

x‘nx_l(x Qu) =xh @ w = x ® ho.

ii) V(A, H)-clase doble D=AXHde G, el k A-médulo
A
x @W -1 depende sélo de las clases do-
xHx "M A

bles D y no de la eleccidén de X € D.

L(D)

iii) (WG)A =@ X L(D) donde D recorre las (A, H) clases do

D
bles de G.

Demostracién: Supongamos los Xy escogidos de manera que

s
= 1 U 1 1 =
D th Y XSH y denotemos MD E X @ W.

.

i=1

™Mt

. . G
Por su construccién, sabemos que W~ =

. X ® W. Luego MD

1

es un k A-submédulo de WG, de hecho:

(WG) =@ X M. como k A-mbédulos.
A D D
MD no depende de la eleccién de {Xi} puesto que si
1 = 11 = z = < W = 1 = ' 1 = : ‘7.
x;H X H . & W X Q@ HW xiH W xik W X W
D=AxH-=x H=a,xi a, €A.
D A x H ‘le ooV xsh, sea th alxh a; A
. -1 mo-1 §
Afirmamos que al(xhx nNA), ..., aS(xHX N A) son las cla

-

ses distintas de (xHx = N A) en A. .
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Son distintas puesto que:

L n A) = a.(xHx—l NA) < a. a. € (xHx

a, (xHx "
i j j i

y ellas llenan A puesto que si a € A = ax € D, ax = a_xh

algin i v algtin h € H, a € aixHx_l, a € (aixHX—1 N a,A) =

ai(xHx"l N A).
S S s
Ahora My = z X, H@W =2 a,xH@W=2 a.(x@ W)
. _ * i i
i=1 1 1
. s
pero (x ® W) 1 8 =3 a.(x @ W)
(xHx N A) 1 -
donde A act@ia igual que sobre MD.
: - A
Luego MD = (x QW) -1
(xHx N A)
Lema: Sean k wun cuerpo, H < G. W un kH-médulo libre ¥y

x € G. Entonces podemos definir un k(xHx_l)—médulo We 1lla-

: . % o 2
mado un conjugado de W como W = W. pero la accidén como

Lo=1
xhx “w = hw, Entonces:
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i) W =x @W como k(x}lx_l)—médulos.

1

s 5 ; . X
ii) Si 0 es el carécter aportado por W entonces W apor

ta el cardcter o+ donde @X(y) = @(YX Yy € XHX-l

iii) Si x, y € G y H = G entonces (W)Y =W*. En parti

{g € G|WE& =W} entonces I(w) DH es

cular si I®W)

un subgrupo de G llamado ''grupo de inercia de W'".

Demostracién: Es claro que W es un k(XHX—l) -médulo.

i) Sea {uw,, }  una base de W

= (X Wy, -.., X ® wt} es una base de x@ W.
Si h € H sea hw. = 2 a..w. = XhX_lm. = hw. =Za..w.
’ J PR S ] ; 131

7 xhx“l(x® wi> =xh @ o5 =X®hwj = xQ®Ca..0w:) =20, . X ® w.)

o

~

Luego W = x @ W.

. N . X, N
ii) Sea y = xhx l, h € H; 7 (y)=Za.

;3 v oh) = o(y™) =Zay

iii) Por i), sbélo falta ver que yx QW =y Q(x @ W) para

h € H cualquiera sea h = yxh'X"Ly_l, h = yh'y —,
hlz - Xhmx“l
Luego h'"' = x "h'x = x "y “hyx = h'
4 ; 1 —1 “1 I\ _ 1 — - 1
vy h(yx @ w) =yxh'x 7y (yx Q@ uw) = yxh' @u = yx @ h'w
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mientras que h(y @(x @ w)) =yh”y—l(y EEuw)) =yh"@x @ w)

vy & xh'”x_l(x @ w)

=y @ h"x @ w)

Il

=y @Eh'"@w) = y@x@h" w).

Teorema: Sea Ha G, k cuerpo, W un kH-médulo libre y sea

I(W) = {g € G|W& = u}.

Sea G = yll(w) Uo,.. U ytI(w) con yq = 1.
c t Vi
Entonces (W )H = |Iw) :H(® Z wWh.
i=1
Demostracién: Sea I(W) = le U ... U x H, m = T (W) :H]|, Xy =
5 s
Luego WJ =W Vj y G= U yiXsH.

Por el teorema de descomposicién de Mackey con A = H

tenemos:

VX,
(WG)H =@ -Z. yixj QW =6 Z' wtld = .Z‘. w1l

R

Vi
n(@® = wh
i

NOTA: El resultado para caracteres es equivalente debido a

resultados anteriores.

1



Lema: Sea k un cuerpo de descomposicién de G vy de todos
sus subgrupos (car k = 0). Sean A, H < G, @ un cardcter de
H y n un carédcter de A. Sean Ale, Ceey Ame todas las
(A, H)-clases dobles de G.
-1
Sean Ki = X4Hxi* N A 1 <i<m. Entonces:
g @ 0 *i
- = Z 2
<o b n >G - (O K- nK.>*7‘
i=1 i i i
. e B . 3 8 G&
Demostracidén: Por resultados anteriores (0 >A = 2 (0 X )
i=1 i
y usando dos veces el teorema de reciprocidad de Frobenius:
G G G m Xy A m X
fa = (0 = X & g = X > 1 ./
(‘-) » N )G (\U >A) n)A T ((O K> s ”)A . (O K'; ﬂk-%{—‘
i=1 i i=1 i i i

Lema: Sea Kk
subgrupos (car k = 0). Sea ¥
Ha G, 0 un carédcter irreducible de H tal que
0 esté contenido en la descomposicidn de Xy
irreducibles).
de I(0)

1 C\CT {C . 188 c};
tal que © q Y & XI(@) Mas atn

Exist cia. Y- T
Existencila Sea (0)

cibles.

Tomamos & = §.

19,

un cuerpo de descomposicién de G y de todos sus

un carédcter irreducible de G,

B € % (i.&,

en caracteres

Entonces hay un Gnico cardcter irreducible ¢

g. idrredu-
ol
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Mostraremos ahora que X = aG‘ Por reciprocidad de
Frobenius: (EG, X)G > 0, luego basta mostrar que EG es irze
ducible.

Sean I(@)xll(e), oy I(@)xml(@), Xy = 1 todas 1las

(L(e), I(e))-clases dobles de G y denotemos por

k, = (x,I(e)x]1 N 1(e)) DO H
Luego
& .G %5
(7, €D =2 (8 * , & Dy, k., = I(0)
G k. k. k
i i i i
*g
= (E , &, ) =1
k1" iy
X,
Si 141 = x, £I() = o #0,si G=1I()
= &g = €0, e € N. (Teorema de Clifford con G = I(0))
Luego
X, X, X, i X,
£ Ty = eo y (& T8y =e“(e, 0 ), =0
X.
Si (g lk v By )k # 0 = existe cardcter irreducible
i 1 4
Tdek;, con tCg* ,tCg = T, 1 Cgy
i i
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Por el teorema de Clifford: x. = (g = e

V.
e, € N y {6 ' esel conjunto de conjugados de o en G.

V.
Logicamente [{e *}| = [G:I(0)]. Luego
x(1l) = eO}G:I(e)lO(l) y por otra parte x (L) = 1G:I(e)]|e(l)

Luego (x..

qe @y = e, = 8(1)/e(l); Ey = €0, e €N

& = («EH, @)H= e

O

Luego XI(@)-E satisface (o, <XI(@)—E)H>H = e, - e= 0.

<

= 8 ¢ (XI(G)—E)H y £ es Gnica.

Lema: Sean T: G -~ M, (C) wuna representacién que aporta el

cardcter X. Entonces V¥x € G IX(x)| <t vy la igualdad vale
solo si T(x) = oI, algn o € C.

Demostracidén: Sean €15 .o, By raices caracteristicas de
T(x). Luego X(x) = e + ... + E. ¥ | Xx(x)| =

kl + ...+ et{ < |elt + ... +igti =t y la igualdad se cum-
ple solo si €1 % ... T gL = a.

Si la igualdad se cumple, la matriz ¢(x) generada

- 5 = & . . E
por T(x) satisface la ecuacién caracteristica (x - a)" = 0
on xlCl
y también X = 1.

Luego ¢ (x) es un cero de M.C.D. {(x~a)t, lel - 1} = x - a.
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Teorema: (Ito).- Sea X un cardcter irreducible de G, vy sea
H e G abeliano. Entonces x(1)||G:H].
Demostracidén: Por induccidén sobre |G\. Si X no es fiel,

entonces X es un cardcter de G/Ker X vy por induccién

x(1)||G/Ker x: H/H N Ker x|.

Luego x(l) divide a LgiKer x| - |G:H|
IHH N Ker X‘ [Ker X:H N Ker X:

v listo si X no es fiel.

o

Supongamos que X es fiel, y sea A un caréacter irre-
ducible de H con (XH’ A)H > 0. Como H es abeliano = ) es

lineal.

Caso 1: Si I()x) # G, entonces existe un caracter irreducible

£ de I()x) con gG = X y i C EH'

Por induccién g(l)i}I(x):Hi y X(1l) = |G:I(n)|&e(L)

= X(1)||G:H].
Caso 2: Si I(x) = G, entonces por el teorema de Clifford
Xg = eX algn e € N, (1) =1, luego x(l) = e.

Si h € H:|x(h)| = e|a(h)| = e = x(1).

Luego, por el lema anterior y el hecho que x es fiel,
la representacién matricial que aporta a x consiste de matri

ces escalares en H = H < Z(G).

Luego por resultados anteriores x(1)||G:H].



PARTE II

Definicién: Sea G grupo, F un cuerpo. Sea

tal que Vg, h € G existe a(g, h) € F tal que

I(g) 1(h) = a(g,h)x(gh)

X: G = GL(n,F)

Entonces X es una F-representacidén proyectiva de G.

Su grado es n y la funcién «: G x G - F es el conjunto de

factores asociado de X.

Notese que o tiene valores no nulos, y
te determinado por X debido a que las matrices

singulares.

estd Unicamen

L(g) son no-

Sea Z(n, F) = Z(GL(n, F)) € GL(n, F) el grupo de ma-

trices escalares.

PGL(n, F) = GL(n, F)/Z(n, F) es el grupo proyectivo

lineal general.

Si ¥ es una F-representacién proyectiva de G de gra-

do n, entonces la composicién de ¥ con el homomorfismo cand-

nico GL(n, F) -~ PGL(n, F) es un homomorfismo

G - PGL(n,F).

Analogamente si w: G = PGL(n, F) es un homomorfismo,

podemos definir una representacién proyectiva ¥

de G definien

do m(g) = (algin elemento de la clase n(g) de Z(n, F) en

GL(n, F)).
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Definicién: Sea A un grupo abeliano (incluso infinito), G

un grupo. Un conjunto de A-factores de G es una funcién

a: Gx G - A tal que:

a(xy, z)a(x, y) = a(x, yz)a(y, z) Vxv,2 €G
Observacién: F-factores de definicién anterior.
Definicién: Sea G wun grupo finito, F cuerpo, o conjunto de

F¥-factores de G. Sea F*[G ] el F-espacio vectorial con base
{g|g€G} donde g-h= a(g, h) gh y extendemos via 1li-

nealidad .

El &dlgebra F%[G] es el "4dlgebra de grupo torcida”

con respecto a a .

Lema: Sea o un conjunto de A-factores de G entonces

a(l, x) = o(l, 1) = a(x, 1) ¥x € G.
Demostracidén: a(l -1, x)a(l. 1) = a(l, 1 -x)a(l, x)
cancelando o(l, 1) = a(l, %)

: % _ .
Sea « un conjunto de F -factores de Gy
-1

m

v = a(l, 1) F

(vID)g = «(1, g) vg = a(1,1) vg = g



Luego vI es el elemento unidad de F“[G ]

1

gh = a(g,h) Bh = vI = (g) " = 4(g, g 1) vg~
Sea ahora n una representacién del dlgebra F%[G]. De-
finimos Z(g) = n(g), entonces %I(g) es no-singular, vy

I(g)X(h) = n(g)n(h)

n(gh) = n(a(g,h) gh) = «(g,h)n(gh)

= a(g,n) ¥ (gh)

Analogamente si I es una F-representacidén proyecti-
va de G con conjunto de factores o, podemos definir una re-
presentacién n de F%[G] poniendo n(g) = I(g) v extendemos

por linealidad.

En otras palabras hay una correspondencia 1-1 entre
las F-representaciones proyectivas de G con conjunto de fac
tores o y las representaciones del &4lgebra de grupo torcida

F*[G ].

El conjunto de A-factores de G forman un grupo bajo

la multiplicacién punto a punto.

En el lenguaje de cohomologia de grupos, este grupo se

denota por Z2(G, A): el grupo de Z-cociclos.

Si u: G = A es una funcién arbitraria, podemos de
finir:
s(u): G x G - A

e, by + pladelhielsh) ™
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es fécil probar que §(p) es un 2-cociclo.

Notese que & es un homomorfismo del grupo de funcio-

nes A-valuadas sobre G en ZZ(G, A). La imagen de § es

el subgrupo BZ(G, A) C 22

des, HZ(G, A) = ZZ(G, A)/BZ(G, A) es el segundo grupo de co

(G, A) que es el grupo de 2-cobor-

homologia de G con valores en A.

Definicién: Dos 2-cociclos de G son equivalentes si son con-

gruentes mod BZ(G, A). Asi, HZ(G, A) es el conjunto de cla

ses de equivalencias de 2-cociclos de G.

Si Y es una F-representacidén proyectiva de G con

§

WX ; ' o " e
E una funcién cualquiera, defini-

2-cociclo o y wu: G -

mos: n = Xup por n(g) = X(g)u(g).

Es féacil probar que =n es una representacién proyec-

tiva de G con 2-cociclo g = as(py) . Ty n tienen 2-co-

Definicién: Si I y n son F-representaciones proyectivas

de G, decimos que I y n son equivalentes si n es simi-
g v - -«X y ~ 2 .

lar a ¥y para alguna funcién p: G — F . Es facil ver que

se define una relacién de equivalencia que preserva irreducibi

lidad.

Teorema: Sea N &4 G y sea 0 € Irr N invariante en G. Sea

n la representacidédn que aporta a 0 y sea I una representacidn
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proyectiva de G tal que

1) XIm) = n(n) ¥n € N
2) I(ng) = I(n)I(g) ¥n € N, g €G
3) I(gn) = I(g) X (n) yn €N, g€G@G

Sea o el 2-cociclo de ¥. Definamos B € ZZ(G/N, ™)

como B(gN, hN) = a(g, h).

Entonces B estéd bien definida y su imagen
B € HZ(G/N, EX) depende sélo de ©. Ademds 0o es extendible

a G siysolo si g8 = 1.

Demostracién: Para n, m € N. g, h € G se tiene:

i

o(gn, hm) X (gnhm) X(gn) ¥ (hm)
= ¥(g) X (nhm)
. h
= X(g) X (hn m)
i - h
= X(g) ¥ (h) I(n m)
; h
= ao(g,h) T(gh) T(n "m)
h
= a(g,h) I(ghn m)
= a(g,h) X (gnhm)
Como X(gnhm) es no singular se tiene que

a (gn, hm) = a(g, h) vy luego B8 esta bien definida. Si es-

. . X
cogemos EO en lugar de ¥, tenemos 10 = Zu con up:G~>C



.
constante en las clases de N, de manera que podemos definir

v(gN) = u(g).

Si IO tiene 2-cociclo o entonces

2

oy (g, h) = a(g,W)u(g)u(h)u(gh) ™t = 8 (g, hN)v (gN)v (b)) v (ghN) ~*

luego B es independiente de la eleccién de X.

Si se hubiera escogido PnP_l en lugar de n, podemos

reemplazar X por Prp b 10 que deja a, By B sin cambios;

)

de aqui, B queda determinada Gnicamente al ser dado ©.

Si 0 es extendible a G, podemos escoger X y n
de manera que ¥ sea una representacién . o = 1 vy luego

B = k.
A la inversa, si B =1 3F v: G/N = T tal que

v (8 v (hNY v (ghN) ~1

B (gN, hN)

Definimos u: G — c* por u(g) = v(gN) ¥y
g8 = I(g)u(g)_l de manera que X es una representacién

proyectiva de G con conjunto de factores
3 -1 (-1 _
a (g,n) = a(g,ulg) "u(h) “u(gh) =1
y luego Io es una representacién de G.

Més atn como X (1) = n(l) = I, tenemos

1= a(1,1) = p(Du(Wp( ™ = u(1). Luego y(n) = v(1) = u(l) =1

VmeEN v X (n) =X(n) u(n)—l = n(n).
J o



Luego EO

Definicién:

I (posiblemente infinito)

bre G tal que
Lema: Sea (I, =)
Sea X

Definamos

3
- — 5
Entonces o € Z7(

una transversal de

29.

es una extensidén de n.

A en T vy escribamos

{x_|g € G} donde (x ) =g
g C
- nor X X = g(g X ..
o G x G A porx %% o(g, h) ol
G, A) Mis atGn, la clase de equivalencia

de o es independiente de la eleccién de X.

Demostracidén: «
X K. K =
g h'k
84 I ={w } &8
%
nig) €A,y

es un conjunto de A-factores puesto que:

i R v (n(h k& N " hi) e (h K)x ..
kg(knhk> xg(w\h,k)xhk/ (g,xk)a(l,k))ghK
(xgxh)xk = (a(g h)xgh)xk a(gh,k>@(%;h)xghk

otra transversal entonces y_ = u(g)x

-

U9

[ o

-

g

. 5 / gk .
Yo ¥y = H(@nd)x x, =u(g)uh)a(g, h)x L=u(guh)u(gh) Talg,h)y
-

wm
H
=2
<
7]
O
=
oQ
}"\:
[
i=)
@]
0
o8]
o
)
],..-l
}-—l .
o
-
@]
wn
<

A € Hom(A,U) Va € ZZ(G,A>

Una extensidén central de un grupo G es un grupo

junto con un epimorfismo w de T so
Ker = C Z{r)
una extensién central de G con Kerm = A
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definimos A(a) por i(a)(g,h)

|
>
N
Q2
~~
e}
ry
~
N~
I
0

fédcil probar

2
que A(a) € Z7 (G, U).

Corolario: Sea (r, =) una extensién central finita de G y
sean A, X = (X} y o como en el lema anterior. Sea n una

F-representacidén (ordinaria) de T tal que sea una repre

na

sentacién escalar: I algn A € Hom(A, F*). Definamos

¥

iig) = n(Xg) Vg € G. Entonces I es una F-representacidn

proyectiva de G con conjunto de factores a(w). Mas aln,

n(y) = I(n(y))u(y) Vy E€r donde u: T - F° es la fun-

cién definida por wu(y) = x(yx y). Ademéds, X es irreduci

7 (y)
ble si y solo si n lo es y la clase de equivalencia de I es

independiente de la eleccidén de X.

Demostracidn: Tenemos:

I(g)X(h) = n(xg)n(xh) = n(a(g, h)xgh)
= r(a(g, h))X(gh)
y I es una representacidén proyectiva con 2-cociclo A(a) .

SLy€r sy = axg donde g = ﬁ(y) y a € A luego
. -1 . .
n(y) =X (g)r(a) = X(n(y))r(yx W(y)). En particular X(G) y
n(r) generan el mismo espacio vectorial de matrices sobre F.

Luego tenemos la dependencia de irreducibilidad.
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Finalmente, si Il es la representacién proyectiva de

terminada por otra eleccidén de transversal, tendriamos:
1. (; = =1 _ % =1
1) = n(Muy) 7 = LN u¥u (v

luego Il y ¥ son equivalentes.

Notese que si n es un UC-representacidén irreducible
(6 F-representacién absolutamente irreducible), entonces la
condicién que n, sea matriz escalar es automidticamente satis

fecha.

mn

Definicidén: Sea (r, 7) una extensién central finita de G.

Sea I wuna U-representacidén proyectiva de G. Decimos que I
se puede levantar a T si existe una representacién (ordina-

X

ria) n de T vy una funcién u: 17 - C tal que

7

n(x) = X(r(x))u(x) Vx €.

Se dice que (I, w) tiene la propiedad de levantamien
to proyectivo si toda UC-representacidén proyectiva de G pue-

de ser levantada a T.

Nétese que si ¥ es levantado a la representacidén n
de T, entonces nn es necesariamente una representacidén es-
calar; y por el corolario anterior, podemos construir una re-
presentacidén proyectiva Il de G escogiendo representantes
para Ker = en T. Entonces, ﬁl(ﬂ(i))ul(x) = n(X)=X(r(x))u(x),

luego %, es equivalente I.
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Si (r, w) tiene la propiedad de levantamiento proyec
tivo para G; entonces, todas las U-representaciones proyecti
vas de G son equivalentes a las obtenidas via la construccidn

del corolario.

Definicién: El multiplicador de Schur de G es el grupo

M(G) = H7(G, T%).

Para un grupo finito A, denotaremos: A=TIrr A. S8i
(T, ) es una extensién central de G con Ker n= A finito,

construimos un homomorfismo n: X - M(G) .
Sea X una transversal de A enl y X = {xglg € G}
donde n(xg) = g. Sea o € ZZ(G, A) definido por

ngh

(o) € ZZ(G, EX) esta definido como A(a)(g,h) = rx(a(g,h)) ¥

1l

a(g, h) Xgh para A € 2 definimos n(x) = A2(a) donde

la barra denota el epimorfismo candénico
< 2
ZZ(G, EX) - H(G, EX) = M(G). Notemos que n es un homo-

morfismo.

La funcién n: A = M(G) es independiente de la elec
cién de X. Esto, puesto que otra eleccién nos llevaria a un
conjunto de factores B8 € ZZ(G, A), que es equivalente a a.

Como uB—l & BZ(G, A) se tiene que

A(a)x(s)_l = x(ae—l) = Bz(GL T

luego r(a) y A(B) son equivalentes en ZZ(G, T®) vy (o) = x(8).
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. - ~ : : .
Este homomorfismo Gnico n: A - M(G) se denomina funcidén es-

tandar.

Teorema: Sea (r, =) una extensién central finita de G, vy
sea n la funcién estandar asociada. Sea ¥ wuna L-representa-
cién proyectiva de G con 2-cociclo . Entonces X puede

ser levantada a r si y solo si y CIml.

En particular, (r, n) tiene la propiedad de levanta-

miento proyectivo si y solo si n es sobre.

i

Demostracién: Sea A = ker 7 v X {Xg[g € G, ﬂ(Xg) = g} trans

versal de A en 1. Pongamos Xth = o(g, h) Xgh de manera que
o € ZZ(G, A). Supongamos que y = n(A) algtn i € 4. Enton-

ces A(a) es equivalente a vy y

Aa(g, b)) = v(g,Mul(gu()u(gh) ™ * algin u: ¢ - CF

Definamos $ en T por ¢(an) = 2(a)i(g)ulg)

il

0 (X)) o(X) = LDIMu@un) = v(z Ienu@uh)

= A (alg, b)) X(gh)ulgh) = ¢(alg W)X )
= @(XgAh
Como ¢(aX0) = x(a) @(Xg) entonces ¢ es una representacidn;

4

-

luego ¢ levanta L a T.

Inversamente si X puede levantarse, tenemos

b (x) = X(n(x))p(x) alguna representaciodn ¢ de T y
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wi T~ € luego X(1) = w(L) T 4(l)y vVac€a

s(a) = T(Du(a) = p(au()™F o)

y a(a) = u(a)u(l)_l es un caracter lineal de A.
Escribamos ahora v(g) = p(Xg) y tenemos:
2(a(g ) o(Xy) = $(X) o(X) = (@I v(g)v(h). Luego

A(a(g,n))v(gh)X(gh) = vy(g,h)v(g)v(h)I(gh) y Ar(a) es equiva

lente a . Luego n(d) = 2(a) = v.

Dado un grupo finito arbitrario G se mostrara que
M(G) es finito y se construira una extensidén central (r, =)
de G con ker 7 = A tal que la funcién estandar n:ﬁ - M(G)

es un isomorfismo.

Este serd un grupo con la propiedad de levantamiento
proyectivo para G <con el menor orden posible: |G| - |M(G)].
Este grupo T se llama Grupo de Representaciones de Schur pa

ra G.

Definicidén: Un grupo abeliano Q es divisible si V¥x € Q vy

n €EN existe y € Q tal que yn = x. Por ejemplo F* es

¥

divisible si F es algebraicamente cerrado.

Lema: Sea A un grupo abeliano (infinito), y sea Q € A con

Q divisible. Supongamos |A:Q| < «. Entonces Q se comple

menta en A. (Frobenius).
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Demostracién: Por induccidén sobre |A:Q|. Escojamos a € ANQ.
Sea n = o|aQ| en A/Q y sea u = a". Sea v € Q con
vl = u por divisibilidad y sea b = av_l de manera que
b = 1. Como aQ = bQ, se tiene que n = o0|bQ| en A/Q y lue

go (b)) NQ =1,

Sea K =A/Kb) .. Q= Qb){(b) satisface T =Q vy

rasi
i

= |A:Q{b) |<|A:Q].

Por hipétesis de induccién Q se complementa en Ay

luego, existe B CA con B N Qb) (b?> y QB = A. Ahora

QNB=QNQbYNB=QNI(b)=1.

Teorema: Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y G un
grupo finito. Entonces HZ(G, F*) es finito y cada elemento
tiene orden que divide a |G|. Mias aln BZ(G, ) se complemen

ta en ZZ(G, Xy |

Demostracidn:

i) Sea g € BZ(G, FX) vy n €N, g = 6(p) algin
v: G - X, Vg € G sea vy(g) € F¥ tal que y(g)n==u(g)

entonces §(y)n = §(p) = B.

*y y definamos u(g) = xZéG a(g, x)

ii) Sea o € Z7(G, F
para g, h € G fijos tenemos
(g, hx)a(h, x) = a(gh, x)a(g, h) entonces

p(g)u(h) = u(gh)a(g, h)'Gi,entonces a‘GiE BZ(G, ).
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2 .
Esto muestra que H" (G, F¥) tiene exponente que divide

a |G|.
Sea U = {a € Z2(G, FX)}uIGI = 1}. Para o € z2(¢, F¥)
sea A = (B®(G, F5), o), |A: B2(G, F¥)| divide a |G

luego BZ(G, F) se complementa en A y su complemento
es un subgrupo de U. Luego o € BZ(G, F*) U vy luego

BE{G, 7Y T = 22, 75

Todo elemento de U es una funcidén de G x G en

{Y € FQY‘Gl = 1}, como es un conjunto finito se tiene

que |U| < » y luego

[H(G, F| = |B(G, FOU: B(G, FH| < |U] < =
De 1) y 1i) se tiene demostrado el Teorema.
Lema: Sea A wun grupo abeliano y sea o € ZZ(G, A). Enton-

ces existe una extensidn central (r, n) de G con ker n= A
y tal que existe una transversal X = {Xglg € G} de AenT

con n(Xg) = g v Xth = a(g,h)Xgh

Demostracién: Sea I' = G x A como conjunto y definamos

(g, a)y(h, b) = (gh, a(g, h) ab). Esta multiplicacién es aso

ciativa puesto que o es un 2-cociclo.

Sea z = a(l, 1)_l € A, entonces

(1, z)(g, a) = (g, a«(l, g)za) = (g, a)
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—l "'l ’ "‘l = 7/

(g 7, a "alg ~, &) lz}(g, a) = (1, z)

Luego r es un grupo con 1 = (1, z)

Claramente w: ' = G definido por (g, a) = g es
un homomorfismo con Ker = = & = {(1, a)la € A}. Como
a(l, g) = a(g, 1) entonces 2 C Z(r). Como
(1, za) (1, zb) = (1, zab)

a <= (1, za) define un isomorfismo: A = A. Sea

X= {(g, D|g € G}; wn: X - G es 1-1 vy sobre, luego X

es una transversal de A en T.

Ahora (g, 1)(h,1) =(h, o(g, h)) = (1, za(g, h))(gh, 1)

Como (1, za(g, h)) = a(g, h) por la identificaciédn

A =X se tiene el lema demostrado.

Teorema: (Schur) Dado G, existe una extensién central fini
ta (r, m) que tiene la propiedad de levantamiento proyecti-
vo para G. Mas atn, (r, m) se puede escoger de manera que
ker # = A =M(G) vy la funcién estandar 2 - M(G) sea un

isomorfismo.

Demostracién: Sea M un complemento para B2 (G, T) en

ZZ(G, T). Sea A = 1. Definamos «af(g, h) € A como

Cﬁ(%; h) (v) = \)(g, h)v\) =M

es claro que of((g, h) € 1 =A.
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(e (gh, k)a(g, h))(v) = v(gh, k)v(g, h)

(a(g, hk)a(h, k)) (v) v(g, hk)v(h,k)

" . 2
y como v recorre todo un 2-cociclo, se tiene que o € Z7(G, A).

Sea (I, m) y X como en el Lema, de manera que

Xth = o(g, h)Xgh.

Sea n: & - M(G) la funcién estandar. Para
v € M(G) = Zz(G, EX)/BZ(G, T*) existey € M N Y puesto que

M complementa a BZ(G, EX) en Zz(G, T).

Definamos A en A = & como la funcidén evaluacién en v.
Notese que » € &. r(a(g,h)) = a(g,h) (v) = v(g,h); entonces
A(a) = v. Luego n(r) = x(a) = v y de aqui n es sobre. En

tonces T tiene la propiedad de levantamiento proyectivo para

G.

Ademds |A] = |&] = |n@)] = [M(G)| = M| = |A]
luego n debe ser 1-1 y 2 = M(G).
Corolario: Sea ¥ una UT-representacién proyectiva irreduci-

ble de G. Entonces gr(X)/|G].

Demostracién: Existe una extensién central finita (T, =) con

la propiedad de levantamiento proyectivo para G.

X
Luego I se puede levantar a n: T = (O como
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n(x) = p(x)IL(r(x))

X
con g T ==

¥y = A(Xy"lﬂ(y>)

como en la construccidén del corolario anterior y segtn la ob-
servacién subsiguiente a dicho corolario. Como se puede esco

ger una transversal, escojamos x; = 1, entonces

1 -1

p(l) = A(1 x~ = x(x l) = (1) =1

w (1))
puesto que X: ker w C* es una representacidén escalar.
Entonces n(l) = (1)

Pero n(l)!EF: Z(Tr) |

v I z<r>|\;r; Ker =| = |G (Ker = C Z(r))

Luego I(l){[Gi

Teorema: Sea (I', 7) una extensién central finita de G con
A=ker my n: & - M(G) la funcién estandar.
Sea b = & N T''". Entonces ker n = {) € KIAO C ker A}.

En particular n es 1-1 si y solo si A C T

Demostracién: Sea X = {Xglg € G} como siempre y sea
2 .
X X “(g, WXy con a €276, A).

gh

Supongamos X € ker 71, entonces 1 = n(x) = x(a)
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Entonces A(a) € BZ(G, iy
luego A(a(g, h)) = p(g)p(h)u(gh)—l algln uv: G~ T*.

Definamos % en T por T(an) = a(a)u(g) vy verifiquemos:

TEOAE) = u@ud) = 2(alg, MIulgh) = R(a (g WXy = TEXKp)
luego % es un cardcter lineal de T que extiende a A.

r' C ker % luego AO C ker A

Inversamente, sea AO C ker A, entonces A €S extendible
a AO € Irr (Ar'/r') por Ao(ax) = a(a) yx € r'. Como T/T'

es abeliano, AO es extendible a Al € Irr(r/17').
Ahora xl(Xg)xl(Xh) = Al(Xth) = A (a(g, h))kl(xgh).
Definimos wu(g) = Al(Xg) y entonces

" (alg, 1)) = u(g)u(mulgn) ™t

N

Corolario: Sea (r, =) una extensién central finita de G con
A = ker 7.
a) Si A Cr' entonces A es isomorfo a un subgrupo de
M(G) .
b) Si |A] = |M(G)|. Entonces A Cr' siy solo si T
tiene la propiedad de levantamiento proyectivo para G.

En este caso M(G) = A.
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Demostracidn:

a) es inmediato puesto que A = x

b) es inmediato del Teorema anterior.

Asi, hemos visto que I es un grupo de representaciones
de Schur para G si y solo si T/A =G para algin A C Z(r)

tal que |A] = |[M(G)| y A Cr'.

Corolario: Sea p un primo que divide a |M(G)|. Entonces un

p-subgrupo de Sylow de G mno es ciclico.

Demostracién: Sea T un grupo de representaciones de Schur pa-

ra G. Podemos suponer que T/A =G con A C Z(r). Sea

P/A € Sylp(G) vy supongamos que P/A es ciclico. Como A es
central, se tiene que P es abeliano. pX|r' N zZ(r)|. Como
A Cr' por el corolario anterior, tenemos que PX¥[A|. Enton

ces pX|M(G)| (~-==).

Corolario: Sea N a G con G/N ciclico, y sea @ € Irr N

invariante en G. Entonces 0 es extendible a G.

i

5 )
i ) - . . A 2 oy B X
Demostracién: Por el corolario anterior M(G/N) H™(G/N, T)

es trivial y por el teorema anterior (P. 26), este resultado
es inmediato.

© € Irr N invariante en G entonces

>

Definicién: Sea N a G

(G, N, 0) se llama un triple.
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Ch(G|e) = {x € @[XN es multiplo de o}.
Irr(Gle) ={X € Ch(G|o) X es irreducible}.

Si N<H<G, x4 €Ch(iile) = X €Ch(G, o), vy

(H, N, 0) es un triple.

Si t: U - V es un isomorfismo de grupos y ¢ € Irr U,

T 2 .
sea ¢ € Irr V el carécter correspondiente de manera que

6" (Ut = ¢(u).

Definicién: Sean (G, N, o) y (r, M, ¢) triples y sea

t : G/N = /M un isomorfismo. Para N < H < G, sea H' la
imagen en r de v (H/N). Para cada tal H, supongamos que

existe una funcidn:

o Ch(H|e) - Ch(HTj¢) tal que se cumplen las si -

H'
guientes condiciones para H, K con NS<KS<HSG vy

X, vy € Ch(H|e)

a) CH(X + w) = OH(X) S B OH(d))

b) (x, y) = (OH(X), oH(w>>
c) op (xg) = (o OOy
d) e lxe) = oH(x)sT Vg € Irr H/N

Sea o la unidén de las funciones Oy Entonces se dice

que (1, o) es un isomorfismo de (G, N, 0) en (T, M, ¢).
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N6tese que si (t, o) es un isomorfismo de (G, N, ©) en
(r, M, ¢) entonces oy queda determinado por su restriccidn

a Irr(H|e) (a)

Irr(H|e) - Irr(H'|¢) es 1-1 (b)

o

H .
Luego, para construir un isomorfismo (t, o) basta definir

oy sobre Irr(H|e) que sea 1-1 y se extiende la definicién
por a) y se comprueba que c¢) y d) se cumplen para

X € Irr(H|o).

Lema: Sea (v, o): (G, N, 0) = (r, M, ¢) un isomorfismo de

triples. Entonces o es una biyeccién de Ch(H|e) sobre

H
CH(H'|¢) VH con N <HS<G. Mis aln:

Xx (1)/e(1l) = oH(X)(l)/¢(l) ¥x € Ch(H|e)

Demostracién: Si oH(Xl) = oH(Xz) para Xj, X, € Ch(H|o) te-

nemos <Xi’ Pp) = (oH(xi), oH(w)) es independiente de i
vy € Irr(H|e), entonces X1 = X, Y oy es 1-1.
Para X € Ch(H|e) escribamos e(X) =X(l>/®(l) v
e(n) = n<l)/¢(l) para n € Ch(HT1¢), oN(e) € Irr(M|¢) entonces

o, (@) = ¢
Xy = eXo y ny = el

y o elo 00)e = (o (X)) = o(X) = oglex)e) = e(x)s
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luego e(op(x)) = e(X)

Por Frobenius: OH = z e(x)x y comparando
X € Irr(H|o)

grados Te(x)20(1l) = |H:N|o(l); Ze(x)?

H:N| donde X re-

corre Irr(H|e). Analogamente Ze(n)“ = |H': M| = |H:N| para
n € Irr(H' |¢).
Como o,: Irr(H|e) =~ Irr(HT]¢) es 1-1 tenemos que

H

|H: |

fe(0)? = Ze(oy(x))? < Te(m)? = |H:N

Luego, todo n € Irr(HT, ¢) es de la forma GH(X> para algin

X € Irr(k|o).

Corolario: Los isomorfismos son relaciones de equivalencias

sopre 1los triples.

Demostracidén: Si (t, o): (G, N, e¢) —~ (I, M, ¢) es un isomor

fismo, entonces e Ch(H|e) =~ Ch(K|¢) es 1-1 vy sobre
(K = H'). Podemos definir — como (o_l)K = (GH)—I para

-1
M<KS<T donde H=K"", Es facil probar que:

(T—l, O_l): (r, M, ) = (G, N, 0) es un isomorfismo.

Lema: Sea (G, N, 0) wun triple y sea u: G — I un epimorfis
mo con ker py C ker 9. Sea M = pu(N) y sea ¢ € Irr M el ca-
rdcter correpondiente a 0 € Irr(N/ker p). Entonces (G, N, o)

v (r, M, ¢) son triples isomorfos.
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Demostracién: Tenemos =t: G/N = T /M definido naturalmente

por p. Para N<HS<G y X € Ch(H|o) tenemos ker p C ker X
y podemos considerarlo como un cardcter de H/ker yu. Sea oH(x)
el cardcter correspondiente a p(H) = H/ker u B.d. que (1, o)

es el isomorfismo deseado.

Lema: Sea (G, N, ©) wun triple y sea n € Irr G tal que

e T ¢ € Irr N. Para N < H < G definamos:

g

- Ch(i]e) - Ch@H| ¢) por oy (V) = yny.

Sea 1i: G/N = G/N 1la identidad. Entonces

(i, 9): (G, N, 0) = (G, N, ¢) es un isomorfismo de triples.

Dados 1, 0 € Irr N invariantes en G con x(l) = 1 se

tiene que (G, N, 1) yv (G, N, o) son isomorfos si ox es ex

tenaible a G.

Teorema: Sea (G, N, ©) un triple y (T, m) una extensién
central finita de G/N que tenga la propiedad de levantamiento
proyectivo. Sea A = ker w. Entonces (G, N, 0) es isomorfo

a (I, A, ») para algln 1 € a.

Demostracién: (G, N, 0) determina un B8 € HZ(G/N, EX) = M(G/N).

Como I' tiene la propiedad de levantamiento proyectivo para G/N

podemos encontrar un x € & tal que n()) = E"l donde n es la
G

e

funcién estandar. Sea # < G x T definido como



Il

G*¥ = {(g, x)|g = n(x)} donde g = gN. Sea L =0N=xA, L<G*

Definamos 6% y a»* en L como o*(h, a) = o(h) ¥y

A (h, a) = a(a); e*, a* € Irr L son invariantes en G¥.
Tenemos homomorfismos ug: G* _EPL . g Y up & EBL

y ker ug =1 x A C ker e* y ker p, = N x 1 C ker .az*. Luego
(G*, L, 0*%) es isomorfo a (G, N, o) v
(G*, L, A»*) es isomorfo a (I, A, )

Basta demostrar (G*, L, o%) = (G*¥, L, A»*) y estariamos

listos si probamos que @*A*-l es extendible a G.

Sea ¢ una representacidén que aporte a 0 y I una repre
sentacién proyectiva de G tal que ¥I(n) = o(n),

I(ng) = I(m)X(g) y X(gn) = I(g)X®).

Sea o el conjunto de factores de G pertenecientes a

X v sea B el conjunto de factores de G/N definidos como

g(gN, aN) = a(g, D).

Sea {Xgig € G/N} una transversal de A en I' con
ﬂ(Xg) =g vy tal que Xy = 1. Ponemos XgXH = v(g, h>X§E

tal que y € ZZ(G/N, A). Como n(x) = E—l tenemos

r(y)e € BZ(G/N, EX) entonces

(v (B, B))alg, ) = v@ L v@® Tt vEh)  algin

v: G/N - C*.
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Todo elemento de G* es solo de la forma (g, an). De-
finimos 3 en G* por 3(g, an) = 3Z(g)>\(a1)_l v(g) y calculamos:
3(g, aXp) 3(h, bXp ) = E(gh)r(ab) Talg, M@ (B y
3 (gh, ab v(z, BXzp) = T(ga@d) ™ 2@ BH7F v@R  como
estas dos expresiones son iguales, tenemos que 3 es una repre

sentacién de G,
Como (I, I) =1 y a(l, 1) =1 vy () = v(l) =1

h € N, Tenemos que 3(n, a) = ¢(n)x(a)'l v 3L aporta o%a%’

Corolario: Sea N4 G y Xx € Irr G. Sea 0 € Irr N un cons

tituyente de Xy- Entonces x(1)/e(l) divide a |G:N]|.

Il

Demostracién; Sea T = IG(G) = {g € GI@g

cia y sea ¢y € Ir T tal que wG =%y wN = e0. (Lema P. 19)
Como x(l) = |G:T|y(l). Basta demostrar v (1) /e (1)
divide a |T:N|. Sea (T, A, ) un triple isomorfo a (T,N,0)

con A lineal.

Sea ¢ € Irr(r|ix) correspondiente con y € Irr(T|o).

Entonces ¢ (l)/0(l) = (1)/x(l) = ¢z(1). Como A< ZzZ(r), t(l)

divide a iF:Ai = |T:NJ.
Corolario: (Teorema de Ito).- Sea N a4 G, N abeliano. Sea

X un cardcter irreducible de G, X: G - . Entonces X(1)

divide a |G:N]|.

%

0} el grupo de iner-
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Ejemplo: Sea G = Qg = {1, a, a2, a3, b, ab, a?b, a3b}.
Tabla de Multiplicacién

1 a a2 as b ab a2b as3b
1 1 a a2 as b ab a’bh a3b
a a aZ al 1 ab aZb a3b b
a2 a2 a3 1 a a?b | a°b b ab
al al 1 a a? a3b b ab a’b
b b a3b | a?b ab gt a 1 as
ab ab b |a3b | a?b as &2 a 1
a?b | a?b ab b -adb il a3l a? &
as3b a3b a’b | ab b a 1 a3 a?

Clases de conjugacién:

Ky = {13

KZ = {a, a°}
Ky = {a%}

By = ib, a?b}
K. = {ab, a3b}
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Sea H = {1, a?}
aH = {a, a3}

bH

{b, a?b}

abH {ab, a3b}

Generemos un cociclo o: G/H x G/H — T

I a b ab
T 1 i 1 1
a 1 -1 L -1
b 1 -1 -1 1
ab | 1 L -1 -1

Extendemos o a todo G: a(g, h) = a(g, h)

Con este cociclo o, la tabla de multiplicacién G

queda como:

1 g a4 as b ab a‘b adb
1 1 a g2 as b ab a*h 8°b
a a -a? a3 -1 ab -aégw‘ as3b -b
a2 a? asl _ 1 *:; ‘ ézﬁw as3b b Mwég——n
a3 as -1 a -a? asb -b ab -a’b
b b -adb a?b -ab -a? a -1 ﬂ al
ab ab b a3b | a’b -a3 -a? -a -1
a*b | a®b -ab b -a’b -1 al :;éi a
a’b | a’b| a?b ab b -a -1 -as -a?




Extendiendo por linealidad este producto a todo C Qg

como conjunto, tenemos el &dlgebra EQQS.
Pero considerando otra base para FGQ8, se tiene que
Ean = EQ8, y esto es claro tomando como base
{1, a, -a?, -a%, b, ab, -a?b, -a3b}.
y desarrollando el producto:
1 & -a? -a3 b ab | -a’b | -a’b
1 1 a -a? -a3 b ab -a’b -a’b
a a -a? -a’ 1 ab -a’b | -ad%b b
~a2 a2 | -as 1 a -a?b | -a’ | b ab |
-a?l -as 1 & -a? -a3b b ab -ab ;
o _ . |
b b | -a’b | -a2b ab | -a? a 1 - |
ab ab b | -a3b -a’b -a’ -a? a i |
-a’b | -ab ab b -a’b 1 -a? -a’ a
-a’b | -a% | -a?p ab b & 1 -a3 -a?
Este resultado no nos debe extrafiar puesto que al ex-
tender « a todo Q8’ este resulta ser un coborde, que en
H'(Qq, ©) es 1.
Pero, analicemos que ocurre'en G/H = K (Klein)
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T a b ab
T T | a b ab
a a -1 ab -b
b b -ab -T a
ab ab b -a -1

Que al extenderse a CT(G/H) resulta un 4lgebra anticon

mutativa, que no es un &lgebra de grupo.

Consideremos ahora la representacidén irreducible de

Q8 dada por:

0 -1
R )
que al restringirla a C%K resulta una representacién irredu

cible de grado 2.

Esta representacién es una representacidén proyectiva

para el grupo de Klein K. de grado 2 que es irreducible.

Examinemos ahora que ocurre con G = D4.



Su tabla de Multiplicacidén es:

52

1 g a a2 g3 b ab | a?b adb |
1 1 % a ak LE b ab | a?b a3b j
a a | a 52 1 ab a’b| a’b b |
a% a? a 1 a a?b | a®b| b ab
a3 zs & a2 | ab ;wﬂgﬁab ‘a;g
b b a%b a’b ab 1 a32 a? a
ab ab b a3b  a?b a 1 g9 a?
a’b  a’b ab b a’b g a 1 g4
a’b adb a’b i ab | b g a?2| a 3

Clases de Conjugacién:

{1}
{a, a3}
{a?}
{b,

ab}

{ab, a3b}
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Sea H = {1, a2} 1 a b ab
1 1 a b ab
ali = {a, a®} a a I | a5 b
bH = {b, a®b} b b ab I | a
abH = {ab, a3b} ab | ab b a I
Luego G/H = K (klein).
Generemos un cociclo g: G/H x G/H - c*
T a b ab
T 1 1 1 1
a 1 -1 1 -1
b 1 -1 1 -1
ab 1 1 1 1

Con este cociclo construyamos la nueva tabla de multi

plicacién:

=
o
S
o

Y
oy
1
—
=
1
o

]
|__-1

ab| ab | b

bl ot




Extendiendo a UCT(G/H) por linealidad, tenemos la mul-

tiplicacién para EB(G/H) =~ ¢f K.

Considerando la representacién irreducible de D4 dada

y restringiendo a T° K, tenemos una representacién irreduci-
ble de ES(G/H) de grado 2, que es una representacién proyec-

tiva del grupo de Klein de grado 2, que es irreducible.



PARTE 11T

Sea G wun grupo finito, H < G, K un cuerpo de des-
composicién de G y H (car K=0), A =KG y B = KH las 41

gebras de grupo de G y H.

Sea ¥ un carédcter de H aportado por el B-médulo iz-

quierdo Be, donde e es un idempotente de B.
El anillo centralizador E = eAe es un 4lgebra con
identidad e, que es sub-4lgebra de A.
G
Teorema: Sea ¢ un cardcter irreducible de G tal que (z,v) > 0.

Entonces EE es un cardcter irreducible de E de grado (C,wG).

Reciprocamente, cada cardcter ¢ de E es la restriccidn

a E de un Gnico cardcter irreducible ¢ de G.

Demostracién: Sea ¢ aportado por un A-médulo irreducible M.

Entonces eM es un E-médulo izquierdo de dimensién (T, wG)

(Teorema de Clifford), y es irreducible puesto que si

0 # mE€ eM = Em (eAe)m = (eA)m = eM.

Sea x €EE = xM C eM, de manera que la traza de x
en M es igual a la traza de x en eM. Luego la restriccidn

tp es el caréacter del E-médulo eM.

Reciprocamente, sea ¢ el cardcter de un E-médulo iz

quierdo irreducible N. Como E es semisimple podemos suponer
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que N =En donde n es un idempotente primitivo de E. Lue
go, n también es idempotente primitivo de A, luego An es

un A-médulo izquierdo irreducible.

Si ¢ es el carlcter aportado por An, Lp es el ca-
r4dcter de E aportado por eAn = En por la primera parte de

la demostracién.

Luego ¢ = ¢. Finalmente, si M es otro A-médulo
irreducible con caridcter ¢' tal que ;é = 4. Entonces

z'(n) = ¢(n) =1, luego nM # 0. Luego M = An puesto que

1

An es irreducible, y luego = .

Corolario: Si 7 es un carécter irreducible de A tal que

(&, &G) = 1, entonces la restriccién tp s un homomorfismo
de £ en K. Reciprocamente, todo homomorfismo ¢ de E en K

es la restriccidén a E de un Gnico cardcter irreducible z de
G

A tal que (g, v°) = 1.
Notaciones:  caracter lineal de H
1 - g =il i 3 i pe
@ = e 2 y(h 7) *h el idempotente primitivo de
|lH| hen
B = KH aportado por v.
g* = X_lHX

AR = wih) B e BF
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Teorema: Sea G = U Di, D3 (H, H)-clases dobles HgH en
i€l
G. Sea J={j €1I/y=y® algn g€D; en HNEHE} C I,

esta condicién depende solo de las clases dobles y no de sus

representantes. Para j € J escojamos g3 = Dj y sea

« = 3. 'g- . . o ) =
Bj [H: H N E®J] ] egje. Los elementos {sj}j ey Son una ba
se para LE = eAe. El conjunto {Dj}j ey €S invariante bajo
la aplicacién D -~ D_l, de manera que hay una segunda base
2. . = [H: =5 -1

(B3} gy donde By = [H: HNHZI] egive.

. - s .
i BiBj = aijkBk’ entonces las constantes de

estructura a,., son enteros algebraicos en K.

Demostracidén: Probaremos primero que para g € G,

ege # 0 = y = wg en H N HS,
Nétese que para h € H: he = eh = y(h)e.

Sea h € HNH®, digamos h = h} para h h; € H. En-

tonces: wg(h)ege = w(hl)ege = ehlge = eghe = egeh = y(h)-ege.

Luego si ege # 0 = v&(h) Y (h) .

Reciprocamente, sea wg =3y en HN Hg, entonces

hlth = g para hz € H <= h2 € H N HSE, Luego el coeficien

B 3 &

te de g en ege es JR: ARl N exe # 0 y de hecho, para
|H|?

j&J

% - 1 AN '—l "1 .

) By = z v(hy™) w(hy,™) - hygh,

|H| h;gh, € HgH



Mas atGn, ege # 0 si y sélo si eye # 0 cuando g, y es

tédn en la misma clase doble y ege # 0 si y s6lo si eg-le # 0.

Luego {Dj}jEJ estd bien definida y es invariante ba-

=1

jo la aplicacién D - D Ahora es claro que {Bj}j c j es

una base para E. Lo mismo vale para {?j}j = g3

Ll siguiente paso es calcular las constantes de estrug
tura aijk’ consideraremos los elementos de E como funciones

sobre G vy multiplicaremos seglin la férmula de convolucidn

usual.
: T i .= . ke J.
Evaluando en &1 ambos lados de SiBJ i aijkgk’ J
a;5 = IHlese. (g) = |H| 3 55 (8)8, (87 g)
ijk 173 “Pk gEEDi N g Dfl i J k
(usando (*)). Como Di N ngE €s unién de clases izquierdas.

y si g, ghe€p, n ngfl
j

entonces
-1 _ -1 -1
£1(8)85 (g g = 8;(gh) 8 (h g g ).

Teorema: Sea ¢ un cardcter irreducible de G +tal que

(¢, vG) > 0. Entonces

1) ! 5
e(g) e = L7 - (B.) 8.
’ [G:H] j€J [H.Hngu®L “°737"%;

M t4
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donde:

e(e) = 2 T (DeihH g
|Gl g€6G

es el idempotente primitivo central de A aportado por «¢. Si
t v T son caracteres irreducibles contenidos en wG con mul-

tiplicidad positiva, entonces:

0 siz # 7

G o —r
(z,vy ) si g =71

Demostracidén: Basta demostrar la primera asercidén puesto que

es inmediato que <(e(z)-e) = (g, wG) y T(e(z) »e) = 0 si

t # 7T

Il
[0}
m

~
Y
Rt
o
I

e(z)-e

c(1)  » > c(hy g D (b v (hy) cegye
|G| i€I h,g.h, €Hg.H
18172 ~ 784

Este teorema puede interpretarse como dando algunas re

laciones de ortogonalidad en el anillo centralizador.
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Corolario: Sea ¢: E - K un homomorfismo. Entonces ¢ es la
restriccién a E de un Gnico carécter irreducible ¢ de G tal

que (¢, wG) = 1. Mé&s atn,

g = 541 ) 1 ; o (B.) 8.
[G:H] j €J [H:H nHF & 4

es un idempotente primitivo en A tal que Au aporta a z.

Teorema: Sea ¢ un carécter irreducible de G tal que

(z, wG) > 0. Entonces

G 1 . -1
t(1) = [G:H] (¢, v )( Z s (B (e.))
j € J [H:H n H%I] J J
y t(1)/[G:H] »m.c.m. {[H:H nH®I]: j € J}.
Demostracién: Sea K wuna extensién finita de @Q que contie
ne las rafces |G]-ésimas de 1. Sea p un primo y sea v una

valuacién sobre K que extiende la valuacién p-4adica sobre Q.

Sea R el anillo de valuacién sobre K, e.d.

R = {a € K|v(a) < 1}.

- _ ;1
Sea D el R-orden en E con R-base {Bj’j c 3

Sabemos que las constantes de estructuras aijk son en

teros algebraicos, luego estidn en R.
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Nétese que ﬁ} €D, j € J puesto que Rj es milti

plo entero algebraico de B; algin 1 € J.

tp es aportado por un E-médulo irreducible M. Como
K es cuerpo de descomposicién de E, M es absolutamente
irreducible. Ahora, R es un dominio de ideales principales

con K como cuerpo cociente, de manera que existe un D-médu

lo NCM tal que:

a) KN = M

b) N es un R-mbédulo libre con R-base § = {ml, Ce, mn}

que también es una K-base para M.

Sea T:; E = Kn la representacién matricial de E

aportada por M, calculada segin la K-base S.

Analogamente, definamos U:; D - Rn para el D-médu

lo N con respecto a S,

Claramente TD = U,

Para j € J: C(Ej) = Tr(T(gj)) Tr(U(@ﬁ)) € R pues

to que PB. € D.
8]

Sea ¢ = m.c.m {[H:HNHJ]: j €J} y sea
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Como cada . o € Z CR ycomo <¢(B.) ER te
[H:H N B3] J

nemos que w € D,

Pero w es central en E puesto que es un miltiplo

escalar de ¢e(¢)-e. Como T es una representacidén absoluta

mente irreducible de E: T(w) = o - I, o € K.

Ahora, w € D = T(w) = U(w) € Rn y luego o € R. Mé&s

atn, c(w) = Tr(T(w)) = n-a = (z, v¥)- a.
Por el Teorema anterior o = LELEL~& - e(g)-e, pexro
(L)
t(e () e) = (2, v©)
Luego LG:H] (z, wG) = ¢(w) = (g, wG)' a, como
z (1)
(z, 4% > 0 [G:H}R=aERﬂQ=Q.
z (1) P

Luego ;(1)—1 [G:H] -2 es un entero p-&dico Vp = es

entero.

Corolario: (Teorema de Ito): Sea H 4 G, H abeliano y sea

¢ un carécter irreducible de G. Entonces z(1)/[G:H].

Demostracidén: Como H es abeliano hay cardcter lineal y de H

tal que (tz, wG) > 0. Pero H es normal = [H:H N Hg] = 1

Vg € G, y por el Teorema = el Corolario.



'i_i ?
[0
Sea s =
b1
AS
= B U BsB;

il

S

JEY
Ea

1l

H=2S5

w

U ==

(a
& & i
qH =
4 l\(’)

,___A__\,__MW
©

-
JY
Q
=
™~

Y e
(@I

X | }
0 |

ti aé:
a=1l}|

)
A
A

== i
T Y

D

co= o TG .



Clases de conjugacién de 84:

K3 = {g1, o031 s3¢, o2, o331z, s3tz%}
K4= {¢2, 021, 1}
- K{3 = {g, g3, ot G3c2, cTZ, orr?}
Tabla de Caracteres de 84:
— 1 8 6 3 6
L Ry L) B 2 s
X1 1 1 1 1 1
Xo 1 1 -1 1 -1
X3 2 -1 0 1 0
X4 3 0 1 =1 -1
Xg 3 0 -1 -1 1
G S Ky o Ky

(xo ) ;
voF Xo 5 X =
- 2y 2y 4 1 2 0



Sg = {1, 62¢2, o2, o1, o312%, o %%
83 N Sgd = {1, o31, g31z?}
G (D = x, (7 =3 (D)
Zh - o
X (637) = -1 = X9 (o1) = X9 ((c°1
2 H H
g37¢2) = =1 = y, (631) = x, ((o3t
*g, (o7 . 2y g
Luego:
J = {1, 2}.
e=-{1§ (1 + ¢+ r2 - g3t -g3tg~0%15?) =

1
[HHHNH ] -ele = 1l-e

Il

L
6

65.

) = Xz (c31)

(1 ~03r)(l+g+;2)
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[H:H N H"] -ece = 3 -% (63 + 03¢ + 0322 - 1- 17 -12%)

=3 (% - DA+ o+ D)

I
% (34040 +(-1)(-1) + (-1) (=1) + (1) (-1)) = 1
1 2
La+ey +1-¢n-on=3
3

Xs(l)/[G:H] m.c.m. {...} =4 3.

Observacién: Estos ejemplos muestran claramente que el resul

tado del teorema es un caso extremo, por lo que dificilmente

se podrd llegar a una generalizacidén mejor que la presentada.



BIBLIOGRAFIA.

DORNHOFF, LARRY: Groups representation theory. Part A.

Marcel Dekker Inc. New York, 1972.

ISAACS, MARTIN : Character theory of finite groups.

Academic Press, 1976.

CURTIS, CHARLES-FOSSUM, TIMOTHY: On centralizer rings and
characters of representation of finite
groups. Mathematisch Zeits Chrift 107.

Springer-Verlag, 1968.

BARRIGA, OSCAR : Caracteres de grupos finitos.

Depto.de Matemdticas. Facultad de Ciencias

Universidad de Chile, 1980.



N

| T R T R S R I R S ] ) ‘\].1_




