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An important result in Finite Group Character

Theory is the one of Ito, wtrich refers to degress of irredu
ci.ble characters of a group, and asserts:

Let G be a finite group, let x be an irreduci
bi-e character of G, let H be a normal abelian sr:bgroup

of G; then x(l) divides IC' H].

The study of this theorem brought us the question

of finding its proof without using powerful tools as Number

Theory, specialiy P-adic Numbers. Thi-s question was the fo
rerun of the central idea of this thesis which i_nitiaty in
tended a proof using if possible only tools frorn the ciassic
character theory "

In spite of this idea, during our research of Lhis

method, we found two methods wich used by one side Group

Cohomology, and on the other side Centralized algebras and

Number Theory.

This work i.s the result of the research and its
divicled into three basic parts wich contain the diferent
aproaches to lto's Theorem.

The f irst part contains th.e classical aproach in
tlre way Larry Dornhof does it, and considers important re*

sults on characters as Cli.f forcls, Mackey, etc.
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The secorid aproach is the development of the ttreory

using Proyective Representaticns, Cohomology and Central Ex-

tensions wich we found so interesting that we included it in

this rn¡ork.

The last part, introduces a Centralizect Algebra,

ancl studying the elements that confor:m this algebr:a, we obtain

as Corollary Ito's Theorem.
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INTRODUCCION

En Teoría de Caracteres de Grupos Finitos uno de

ios resultados importantes es el- Teorema de Ito, que se re-
fiere al grado de Caracteres irreducibles de un Grupo.

Este Teorema afirma: si x es un carácter irredu

cible de un grupo finito G, H < G un subgrupo normal abe-

liano, entonces x(f) divide a lC, Hl .

Una de las aplicaciones de éste teorema es que

permite encontrar el grado d.e los caracteres y representacio

nes irreducibles de un grupo cualquiera que contenga grupos

normales abeli-anos .

EL estudio de este Teorema nos dejo la inquietuci

de demostrarlo sin usar herramientas can poderosas como la

Teorfa de Números, especificamente Números p-ádicos. Esta

inquietud es Ia precurscra. de La idea central de este traba-

jo de Tesis que en principio pretendia demcstrar éste Teore-

ma usando en lo posible sólo l.as herramientas de la Teorfa

de Grupos o de Caracteres de Grupos Finitos.

A pesar de esto, durante la búsqueda de un métr:do

para <lemos t'rar es te Teorema , nos encontramos ante métodos que

utilizan herramientas como Cohomología de Grupos, Algebras

CentralLzadoras y Teorfa de Números.

I

l
I



I

l_r

Este trabajo es el resuluado oe La búsqueda, y es-

tá dividido básicamente en Lres partes que contienen distin-
tas formas o caminos para demostrar el Teorema de Ito con to-

dos los eLementos necesarios para lograr:1o.

La primera parte contiene eI camino "clásico" que

considera Teoremas de la Teorfa de Caracteres como el Teorema

Clifford, Teorema de Mackey, etc.

La segunda parte es un desarrollo que encontramos

muy interesante puesto que se desarrolla por medio de Repre-

sentaciones Proyectivas, Cc'homologfas, Extensiones Centrales,

e1-c. logrando un resultado a través de1 cual se obtiene como

un corolario el Teorema de Ito.

La última parte, introduce un áIgebra centraliza-
dora, y a través del estudio de las propiedades de los elemen

tos que conforman una base de ésta álgebra, s€ obtiene como

corolarío eI Teorema c1e Ito. Los resultados que se ven en es

ta parte del trabajo, en parte pueden ser considerados como

una extensión del Teorema de Ito, y cabe hacer notar que difi

cilmente se puede llegar a una extensión mayor puesto que los

ejemplos muestran que se trata de un caso extremo.

Estas tres partes están desa::rolladas en extenso

con el objeto de hacer el trabajo autocontenido. La segunda

parte se desarrollo especialmente con todo detalle debido a

lo interesante que encontramos es su desarrollo.
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A pesar de Los esfuerzos realizados por encontrar

una forma que no Llsa"ra e.stas poder:osas herramientas, estos

fueron infructuosos debido quízás a que los caminos que se

escogieron no fueron los apropiados, o tal, vez debido a la

prof undidad clel Teorema mismo.
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PARTE

Esta prirnera parie es introductoria a la Teoría de Ca

recteres de Grr-rpos Finj-tos, en ella. se presenLan los resulta-
dos básicos de la TeorÍa Clásica, mediante 1os cuales se IIe-
ga a demostrar el Teorema de Ito.

En generaL, se LTata de desarrollar este trabajo lo
más gerieral posible, pero siempre so.bre- cuerpos corl earacte-

rÍstica cero, empero ésto, gran parte de los resultados son

válidos para cuerpos cle caracterÍstica que no divida aI orden

cieL grr-lpo ; e incluso, algunos resultados son -¡álidos conside-

rando sólo áigebras corrmutatj-vas con unidad sobre un cuerpo

cualquiera.

Cabe iracer notar que cada uno de los resultados pl:e-

sentados en esta parte son necesarios para 1.os resultados que

le siguen, siendo un desarrollo lineal cie Ia materia expuesta

hacia Ia demosLración del Teorerna de lto.

Sea A un

recho oe dimensión

caeión

áIgebra

finita

:M-+
d

sobre

sobre

IYI un

a€A

t1

F.

Sea

Para

A-módulo de-

fij o, la apli

es una transforuración lineal La función



2.

YA+F
^i4'

a -) Tr (Ta)

se llama carácxer del módulo M.

Si M se descompone como suma directa <1e A-módulos

Mt (Mi irreducibles) entonces,\4*rl ,

es un álgebra sobre F con base G y naturalmente es un FG-

módulo derecho. El caráctet de FG se llama carácter de la

representación regular de C.

Ii.t .1 si s=lx".(s) = 
1I 0 si g+ I
\

Sea G un grupo finito y F un cuerpo

FG = {Ea . sla e F}gg

con las operaciones:

(»a^ .g) + (»b-. S) : I(a- + b-) 'gé-ééé

(Iao . g) (»bo . B) = r( &s, 'bn,,) 'g
ó (, o,'or -o. a

btrt)

a(Ia,.g) = I(aao) .g
Bo

,ahgF,B,B',g"€Gq, so' "o
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Definición: Sea k, cuerpo, A un álgebra sobre k, V un A_

módulo, K cuerpo que extiende a k

."K - __kv '-' V@k K ó V" =. 6@t V

dependiendo si- es un mód.uro d.erecho o izquierclo.

y @t K es un A @t K módulo bajo la acción

(v@k)(aOk'):va@kk'

(a@k)(v6k') : av@kk'

dependiendo si es acción a derecha o izquiercia.

Definición: sea k un cuerpo, A un álgebra sobre k, V un

A-módulo irreducible (clerecho o izquiercio): v es absoluta-
mente irreducible. si vK es irreducible para todo cuerpo K

que extienda k.

k se llama cuer:po de descomposi.ción para A si tocio

A-módulo irreducible es absolutamente irreducibre.

k es un cuerpo de <iescomposición para un grupo finito
G, si k es un cuerpo de descomposición para kG.

k es un cuerpo d,e descomposición para kG si y sólo si
End*a(V) - k para todo kG-módulo irreducibie V.
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Si F es un cuerpo cle descomposición de FG y car
F : 0 e"ntonces

FG=Ar@...sAt A. ., IF ].l 'd.
]-

donde I F ], denota el álgebra de matrices sobre F de dimensión- -d.
]-

d. x d..
l- l-

Sea Ii el conjunto de vectores fila de I x di sobre

F, entonces Ii es A.-módulo derecho irreducible, de irecho

I_. es un FG-módulo irreducible conI

I,A. = 0 si L + j.r-l

Los caracteres Xi: XI. i - I, ..., k se l_la-
L

man caracteres irreducibles o cara.cteres de Frobenius c1e FG.

Lema: Sea F un cuerpo de descomposición de G, car F - 0.

sean ,Éy, . . . , ,Éh las clases de conjugación de G y

hi = l\rl Sean *1, . . . , th representantes de las cla

ses de conjugación 1, Xl, X.h los caracteres irreducibLes

de G con ri : grxi = xi(f), Entonces

h-y.,(x,)r J r son enteros algebraicos i,j : 1, h.rJ n.
I

Demostracióg: Sean Ci= 2, xeFG
xele.,l
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Si g € G :'+ g-l Cig = Ci =+ Ci_ e ZGC) y como los
ci son linealmente inciependientes, estos forman una base del
centro, ya que ellos generan FG, en efecto:

Sea zr,g c Z(FG) y u-l gu : h 11, g, h € Gó

;\ u-l (ra=s)u : r"* . g

- a *-in, = a h: a.h + ag g 'g ah'

IL
De aquf que 3:cijm tar qi-le ara-j = 

,1, "i¡nco.,

Si Xt es el carácter de la representación Ta, sea

va el FG-móciulo irreducible correspondiente y extendiendo

Tr, G -+ EndUa(Va) a rodo FG por linealidad entonces:

Tr(Ci)T.(cj) = r "ij* Tr(Cm)

Como Ci e Z (FG) =) pa.ra todo x e FG:

rr(Ci) x v: r.(Ci)(Tr(x)(v)) : rt(Crx)v

T. (xCi) r = T. (x) T. (Cr) v

luego Tr(Ci) e EndUa(V.) = F

Luego para algún ,ij € F: Tr (Ci) : .ir I

Calculando trazas, hixa(xr) = ,itnt

/:'r\
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y ('k) + ,it ,ir : "iir r*r
- 111

+ 0 = » Cr._ üJ_- - LJ_.-ür:- =: (C.r_ - 6. t.r.-), -m ijm CImt - "it"j t - 
; 

t'ij* '' jm -it'-mt

I .x (r)
Si ÉL {ri - ht=l y rlr= 

-j|I-=l'r_

para i, t fijos, el sistema 0 - » (c_.,_ - 6.-- ,,-) x_ tie
m aJm Jm l_E' m

ne solución no trivial puesto que *lt = L * 0.

+ det(c.. - ¿. *,..) 0' aJm Jm ac'

+ ,it es una raiz del polinomio característico de

la matriz ("1¡r) j, ,: l, h

+ ,it sati sface un polinomio mónico con coeficientes

entero s

luego es un entero algebraico.

Teorema: Si X es 'dn carácter irreducible de G sobre 0

entonces x(f) divide alG, Z(G)1.

Demostración: (Glauberman) .

Sea Z Z(G) y ,ÉL, . . . ,Én las clases de conjuga-

ciórr cie G con *i e ,Si y lFLl -' hi

Vi y Vz e Z: =Fi : Éj atgún j.
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Def inimo, ,8. N §. <+ F. ,É. aleún z e ZL,J,IJ"

Si É.N$. + h.=h..L ,J r_ J

Sr:porrgamosque{Ft,...,F1zt},...){F<t-D|7'\

Brt z t j , son todas las clases de equivalencia con lzl elemenLILI

tos distintos y el resto de las clases son menores.

Sea O la representación matricial que aporta x , y

supongamos que I es fiel.

Si jrLlZl , entonces 16: =rÉ: algfin ze Z -i0]
orT : q(z) es una matriz escalar, de manera que

*("j) = 1(zxr) = tr(0(z)6(xr)) Tr(c¿ q(xr)) = crrx(x¡)

O esfiel + ozf I. Luego x("j)=0 Vj rtlzl.

Vx€6 y Yze z: lx(zx)l=lorx(x)l: l*rllx(x)l= lx(x)l

Luego I x(x) I "= constante en las clases de conjugación equi-

valentes.

t
= ,], ;zihilzl x(*ilzl);1"itrJ)

I:I

De las relaciones de ortogonalidad:

n

xeG i=l L L

Llzl r
= : h,l¡1*r)12 =.t, lzlhilzllr("i¡7¡)12

i:I ' t:,-
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lzl x (r) 'i -f"t i'¿

h.,-rX(x.,-,)y ,i = -ffit es entero algebraico.

i^ -t t
a--^- - lúiLl _ \. ../__Luego r"'"r - i ,r^,.^..¡r¡) es entero aLgebraico

x(1) i:L L Ltul

I c,zly corno ' "'" I es racional + es número entero.
x (r)

Corolaríc¡: Si. G es abeliano entonces todos sus caracteres

i rredur:ibles son lineales .

Def inición: Sea H ¡ G, R anill-o conmutatir¡o, I'i un R.H-mó-

dulc , {,r, } una transversal de H en G.

WG = RGBRIi l^l = @ I ", Rll @ W : Zn,u x, @ l,l
I X" -Lr/fl

I'1" se liama módulo inducido y es un RG-módulo bajo la acción:

x(xi @ r) xx, E o = x.h @ o : x, @ ho = rj €) I^/ Vx e G

Definición: Sea ii . G, R anillo conmutativo, \/ un RG-módu-

lo, Vil es la restriccj-ón de V a RH.

Tecrema: (Clifford) . - Sea k un cuerpo, V un kG-módulo irre-

ducible, N ¿ G. Si I^I es un kN-submódulo de V, como kN-mó-

dulo, oenotaremos gW : {gol, € I^I} c V.



o
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1

i) Si {0} I W es un kN-submóCulo de V, entonces V

Si W es irreCucible :=+ gVJ también 1o és, lo
muestra que VN es Ltn kN-módulo completamente

ble.

, gw.
g €G

que de-

reduci-

ii) Sean I^1, , W_ los representantes de las clases de'Lm

isomorfismos de kl'l-submódulos irreducibles de V y sea

V. la. surfla de tocios los KN-subnódulos de V isor¡orfos,-*
a 'r^I. . Entonces V : l+) V. .fv1- i=1

iii) Si g e G entonces BVi : Vj algri.n j (i. e.

sicivo en {V-. }T_,
I I_I

iv) SÍ Hl = {g e CICV'

como kHr-módulo y

G es tran-

Vt es irreducible
\i

17 1ur"
- .rG: ,l

entonces

= KGE

v) VN = e(ll1 @ O W ) a.lsúnm'

kI{r

s € ]i.

vi) Sea o un carácter ir::educible oe G con V como kG-módulo

irreducible. Sean xi caracteres irreducibles de I{ con

Wi como kN-módulos irreducibles i - 1, m.

EnL onc e s oN : "(xr +

= s.W" alsún e. e G

donde xli «*> *, {rsi)

Demo strac ión :

donde

o,O]nl

x s.).

V: : gW. Sin€N
B-U

+v),.m,

v x.

_.1
x. (s.

I ..,1

i) V irreducible como kG-móduio
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r0.

y Bt¡ e W - nB,¡ gg-I ng, = gn¿,, € gW. Luego gW es

un kN-módulo.

Si gW tiene un kN-submódulo propio l^l^ - g-l W^ esoo
submódulo propio de I.,l ( *- ) .

Luego gW son irreducibles =+ Vn., es completamente re-
<iucible.

ii) Sea L un kN-submódulo irreducible de V,.

Sea rI: Vi -, Wi @ . .. 0 Wi un isomorfismo, rrj ta j-ési
ma proyección ("j ,i) (L) + {0} algún j .

Luego n. o Q : L --> Wi es un isomorf ismo Vi.

Ltemos visto que los factores cie composición cie Vi

son isomorfos a Inlr.

Luego (\¡t-F +Vi_f).Vi= {0} - V-Vf @ OV*.

'..\iii) Atirmación 1: V_. I{xWr lx e G, xW., - W. } puesto que
L I' I i- r

si Ui r{xt^lri* e G, rWI = Wi} entonces Ui a Vi y

V - IJ., + + U_ por i) r U-. V- por ii).Imll

Af irmación 2: xW, = yWl_ + gxWl = g y WI puesto que

si S: *Wl 't , yWt ::) g0g-1, gxWl gyWt es un k

isomorfismoypara n€N

(gqg-r¡ lrrg*r1) (go) ( (g-1r',g)xr1) e(g-rrg) o (xr,1)

= n(goe-r) (gxr1)
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Las afi::maciones I y I - gvi : Vj aigún Vj .

q'í a\r r V. entonccs din V. < dir', \/ r,..?,-)5,ui , J .i --.-1 uj PeL')

eV. rr V. * V. * n-I V.r.JJ

Conio gV. = \/ nl orn i La i¡reducibiiiciad Ce V comor,.i ,iJ

kG-módulo obliga que G sea transir-irrc en i-,,L, \,oi.

iv) De iii) m : G:Firl si escogernou *l- I, ..., ,,-in e Ll

con x.V. : V. entonces x" H- x Fi- son las cia-j r J I )-' --in--L

ses i-zquieroas rie H., en G.
.L

CCor,:c Yi = kG e,,_ \,1 (-rl S V.,) O @ (x_" g \,r) de-
i(n"

f inirno s

\,'. A O f¡* -+ \,? po:'i \r rr -

=rr,ri 
* ,* j. 6 *i Vui -- 'Jl i' : I , ñ

Vg +-: G si Bs, xrh, ri c ii1 -=' !X.u-. = >:.1:u. y-L -l L r j :. "

g(x, E u.) : ;'" § hu-, cle donde ,i: V -' V? es un)-' -j- ]. - j

k-G- isoino rf ismo .

V. es irreciucibLe como kti-, -1,:óduio puesto que si tuvieI1
rlse un subrnódulo prop-i 6 V, =5 (V] ) seria iln kG- submó

(:
dulo propio cie \';' : V ( *.- ,\ .

v) Cacla \ii = -r.\rT, clin \.^l- dirn'ri'r_. \'. ::.V,

i,.i.,¡:o uir: Vi Ci::r \ri )' sca e Cin V L,,din W, .

I



12.

r¡r'\, 1)¡r .,\ O.. e ( ,. + + .r_ ) . lenelnos .l ,re \/L:f er_lc",i *' .L ..í1t'

>r.IJ, áDorta eI cr-lráctei ":i.]- I ' ''I

Se¿-i ir, u_J i-lrla k-base de \^J., eil*-onces
l-u.L

'í-{.u" x.u I es una br.lSe de x.r,""' i^ L r_ t- r I

Si x e i'i podemos escribir:

-r t -- t
(xlr>"x.) u. I G..u .-(xlit*.) = )l :) "' J- 1' I .r-l fJ i. l-' . r :_1 ..1 '.

" t-l - r'--l-

ler ,c s due :

. *-t t ,.

x. j{.u. :; (r.-xs"u.) x. I ,..r-. : , .:i.i-.i J a'l- lJ' t i=L iJ -r -i=: r-l a"i

Luego e l cal:ác Lcr it j" apor Iado i]or: -iiJi sar-i s f ¿,ce :

t r X"
)a(x) oii r¡(:'.Izxr) .,t(-*,.

L-l

ile f ini.ción: Seai:r l(, x I caractel:es ce G. Se <tef ii:e

/ t r t / \. t / -lt i(0, x')n:,r;r : x(g)r'(L, ru s€G 
g-') m*lax(e)i-Gr

j**:SU"1, (lteciprc;cjciad de f'roroenj-us) . - Sean !i < G, )l un

rflcrsr cie i{ ), =C l.a función iie clases inCuc j-cia so'br:r: G j-. e.

)* l_ w .. 1.g,_l;
itil r e. G

í;(i',) si h r€ H
{

I

L 0 si t i i{

sG (g

É qul
donie:
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Ent orrce s

Demostración:

estc pu"esto
_'1 _1oet g :

(r,,, ,)i-,: (r,

r1
lr .t\ L
\ /. , 2 / f1U 

Gi

G.(. ),-.(;

i t.: x (g) (" (g- -)
EG

f i,1o , e.J- númerc

G es lci

1a

de sol-uciones

I

r)

. -ique par:a i-i - e l{
" -Lir con L. g,;

lel,n: :i e ar, V ,z ,rJ

)( y 0. ¡,ntonces

k"Cl-nócir:Los (car k:0) con cal:¡rcte-res

\/ -'- \\' .:) /f

Derno s trac iítn : S,.rpongamo s ¡' : C. Sea 1{ Ia cerraciura alge-
F,e¡r ¿'a !^ i.pr.c;lLo Li(: f,,

-t

iL

Ci i f,
U-L .L i-

Se¿.n .I. \r,

tan :-. ;t y U..

qrle al)Or-l-¿tn l. jt

" v ios KG caracteres irreducibles.l. n 
!u:- r\U Ldrdr-.Lure:;r Lj_Ir-¡JLr

los 1,rG caracLeres irredi:cibies.

j =+ (oi, ,.)._ 0.l(,

l-cs kG--nóoulos i::reduc:ibIes que epcr

ii Los KG*módul-os i,rreduci.bies,n

6.' o"A
,s!iljl!',irr,t&

ú,tu
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El KG-módulo vl aportan ra misma representación ma

tricial que Vi =+ aportan eI carácter Oi.

VI es completamente reducible, digamos:

vX : ur @ ... @ ur o ... @ ur-,@ ... @ u,-,

Sea a_i i el número de copias de U.rJ-J

Entonces ó. = 3 a..\.'l- i:'r 
*ij"j

luego

(r^ ,+. \ /§- .. \. \ _(éi, ,LrG .--ij^j, - oL[_^Lt » á.,.á-,ó.n:: ^?, >O
i,L rJ rt-J¿ j -r:

Sea ,i la multiplicidad de Vi en V y ,i la multi
pliciciacl de Vi en W.

Entonces: (*j, x) = (oj, 
irioi) = 

i 
*r,*., *i)

: *j(ój, nj)

Luego *j (*j,x)/(or, ój).

Analogamente rj = (O'o)/(+r, *j) pero x = o, lue-

go *j : n. Vj y como V y W son completamente reducibles:
V : W.

Teorema: (Descornposición de }lackey) . - sean k cuerpo,
H, A < G, hI un kH-módulo Libre. Sea {xi} una transversal
de HenG.



G=*IH u UxaH t = lG:Hl. Entonces:

15.

es un k(xHx-l)-*ódrrlo con una acción:

xir @ o : x @ ht¡.

x8 W

E ")

i)

o

Lr.

Vx € G,

_1
xhx (x

ii) v (A,

L (D)

b les

H)-clase doble D = A x H

= (x @ W) _.1 
A d"p"ndu

xHx -n A

D y no de la ele.cción de

de G, el k A-módulo

sólo de las clases do-

,1. C U.

:- L (D) donde D r:ecorre ias (A, H) clases oo
;-'))

escogidos de manera que

xt @ I,I.

x. rR) lI. Lueso il*
]-V L)

VT

U

S
\.

i:l
^trrlg 

- 
\.

I_I

(:
iii) (I,J")e:

bles cie

Demostración: Supongamos los x.
I

x H v denotemosD xrh U...U

Por su construcción, sabemos que

es un k A-submódulo de i,IG, de hecl-ro:

(.*¡G)o =€l i uo ccmo k A-r:óciulos.

t"b no depende de la eLección de {ri} puesto que si

x.I1 : xlll =+ x, @1{ = *i@Hl,¡: *iHEW: xl}i@W = xi @w.

D: A x H: xllt U t *"H; sea *iH: arxH ,i e A.

i*- I n A) son las c Ia

ses distintas de (xHx-I n A) en A.
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Son distintas
_1ar(xHx - n A)

puesto que:

_ -ta., (xlix - n A) <-
J

-1 _1d,-&r€-(xHx-nA)Jr

-l _1
a. A. e XllxJ *r-

-l -'tx -a.-a.x € HJL

a.xH : a.xHJr-

e> i: j

y elias llenan

algún i y algún

_1a.(xHx - nA).
a

puesto que si a
_1€ ii. a e a.xHx !--, *i-^'

:+ ax € D,
_1€ (a. xHx

ax : a.xh
l_

n a.A) =
L

A

h

CAU¡t

S

I
I

S
\.

I
tx ¡rg

H

S
t
I

Ahora l'fl =
S
s.
, .¿f .

I
I_I

A

n A\

@rrJ=

a. (xt'

a. (x @ hr)

libre y

_..xt! IIa-

como

a.xH S ltl =

w)pero (x I Iü) _ l
(xHx

donde A actúa igual ql"1e sobre

ALuego MO (x @ i{) _1(xtix - n A)

Lema: Sean k un clierpo , Ii < G.

x € G. Entonces podemos definir L1n

maCo un conjugado de InI como 1.r7x : I'l

. -1xirx ül : hco, Entonces:

MD.

hI un

k (x!Ix

pero

kH-móduLo
_1'-) -módulo

la acción
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i \ t.lX : ., rh r.i 't. /- 
1

L/ y! -- "- q} 'u,' cJno k(xltx -) -rródulos.

.íi\ c,-: ^r ^^-1 -^r^ - "XLrl )L u es e1 carácter: aportado por W entonces 1.1^ apor

r-¿: el carácte: ¡': oi-¡i:cle cx-(y¡ = o (.rx) Vy € xir,:<- I .

iii) Si x, y e G :t 11 ,¡' G entonces (tVx¡)' = Wlx. En parLi

cular si Ii;;) ig € Gllüg = 'r^t] enronces .1,(r) I H es

1ln su'ngrupo ,:1e G .l .l-anado "g::upo de inerci-a ,ie [^]" .

ferl1!§il*gÉón: Es clar:o quc iu's cs un k(r-tTx-I)-n-.Uciulo.

i) Sea irl-, -t J una base de id

'é x S ,:i. x § L] cs uua base de x S ',i.

_'tSi h e H. s¿a i-iir. I .{iiúji .=- xirx -u,i hri : I"ii"i'L

t---- L /-. r\ \ - ..'- ^i, >:irx (x Qg ",) 
::::: ff, _.i:.I h-j x§(:rijri) =I,i-j(r. § -i)

Luc.o ;': ': st9\',.

-i x. , x,t1) 5ea y x:is h ': li; C (y):lo;; ')r 0(n) i()' ).')-,.,
-. .r- r -']

iii) Por r), sól-o falta ..¡er que yx S W = y E(x S i.,') para
_l _1 _l

1 " r -! -Ilt t l- Cu,1 .Lct ir].el:?, seá" it : _vXLl X -v n = l.'n ..

-,'
1- 1 .-l- rl .- '. --1l -\tL ^'!
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mientras que h(y @(x 8 r)) :yh"y-f (, @(, @ r)) :yh"@(x @ r)

:y@ h"(x@ r) : y I xhr,x-t(*@ r)

:y @(xh"'@ ,) : y @(x @ h"' ur).

Teorema: Sea Tt a G, k cuerpo, Il un kH-módulo libre y sea

I(I^I) : {g e Clr,"l8 = }Ii.

Sea G : v-I(w) U U v I(w) ^^ñ r, = i
l-.", - J¡-r"z u\''rr JL

Enronces (wG)H = lr(*),iil(O .i,n">.
I:l

lSggslggigg: Sea I(Id) xrli u , *,nH, n = iI(\,,1) ,Hl , *I : I

^aLuego WJ -W Vi v G : U v.x.H.
I

lrJ

Por el teorema de descomposición de l{ackey con A - }i

tenemo s ;

^ v.x. x.Y.
(\^lt')*i:@ yi*i@t^l=6l i{'r: =@ wJ-t

a,J " I,j a,J

V,
=m(@ : \^I"r)

i

I\TOTA: El re.sultado para caracteres es equivalente debido a

resultados anteriores.
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Lema. : Sea k L1i-i cuerpo <ie descomposi ción de G y de todos

sus subgrllpos (car k 0). Scan A, ti. G, , un carácter de

H y n L1n ca'rácter de A. Sean Ax,ll , - . ., Ax_-Fi todas las
iil

(A, tl)-cl-ases ciobles cic C.

Sean K. : x.Hr..L ñ ¡\ I < i ( i¡r. Entonces:1l-I

^ n x.
r,ru -u\ ) ' 1\J r )G .-. (t' K. nK.)K.

I:l- 1. L l-

^ r:1 x.
Qgqg"iI.!*§:: Por: resulta,los anLelio.,. es (¡") o : ( r t-o )^A i=i ^i

y usand.o di:s veces el- teoie¡rLa de recipr:ocidad de Frobenius:

(e", i'-)G ((:u);, .).,, .:,((,. 
t,(.)'', ,,)A: .:.(, '"., ,,K.)ii-.

i:l "i i: I -'i '"i, -'i

Lerna: Sea ir un cl.lerpü de clesconposici-ón rje G ), oe todcs sús

subg,::upos (car k : 0) . Lie¿r 7; 1-111 c.arácLer i::reducibie cie C,

H á G, e un caráccer irreciucibl-e de H t¿ri q.ue c c Xr, (i.e-.

u esté contenidc er-l Ia clescompc¡sici ón de )iu en ceracteres

ir:reducíbl-es). Entonces tray un único caráci:el: ir::educibLe E

de 1(o) :ai que ,, C..1i i,¡ c T(,). lÍas aún q'-: r..

!-r:qoslraqi_g-n: Existenc j-a. Sea ',f (o) "- I nlli, qi ir:redtr-

c -Lb le.q .

l-ue.qr =. Itl .t"u ri l--lH

Toinair:os i nij- al.gún i con g c ,rrr.
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Ilostraremos ahora que x - {G. por raciprocicac1 de

Frobenius: (qG, ,)C > ü, luego basta mostrar que gG es irre
ducible.

Sean I(o)xrl(o), ..., I(o)xilll(o), *I = I t«:das las
(I (0) , I (o) ) *clases dobles d.e G y denoremos por

ki : (*ir(o)xrl n r(o)) r H

Luego

(EG, EG), = ? ,r*tu., 6k.)k., kt = r(o)
1.LAI

x.:+ (q to,, Eto_) = i.
II

x.
Si -i+ I =+ *if I(o) :+ ot* Orsi G-T(o)

':) EH = €0, e € N. (Terorema de Clifford con G - I(CI))

Luego
x. >i. x. x.

r r = eo t y (E trr,Err) = e2(0, o t),, 
0t H J \t r, fl " 'H

>i.
Si (q tU., 6k.)k. l0 '+ existe carácter irreducible

1l-l-
x. x.

"r de k. con 1

,- 'c f 'k., 1C 6i.. + ¡ C {'*, r C EH
l- l-

x.
+ /r L - \=) (q Fi, Eg) + 0 (--)<- )

x.
'1Luego (E -U., 6k.)k. : 0 Vi > 0

Il_l-

Luego es irreducible :4 [ = qG.
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Por el teorena de Clifford, XH = (eG), : 
"n I oyi,

I
uo e N y ioYii es el conjunto cie conjugados de o en G.

Logicamenre ¡ foyil ¡ = lc,r(o) I . Luego

x(f) = eolC:I(e)lo(1) y por orra parre x(I) ,f c,r(o)lg(r)

Luego (XH, 6)u = .o = E(Jr) lo(f); {H : €0, e € N

e : (tH, g)H 
"o

Luego xf qo¡-U satisface (s, (*f (a¡-{)¡¡)* = "o - e: 0.

:+ o F (rr(r)-6)n y E es úrnica.

:gg*: Sean T: G -+ Ma (CI) una representación que aporta el
carácter x. Entonces Vx e G: lx(x) i < t y la igualciad vale
solo si T(x) : o1, algún o e ü.

Dernostración: Sean .1, .t raíces caracterlsticas <1e

T(x) . Luego X(x) = .l -F + ,r y I x(") I :

ple solo si .l = .t 0.

Si la igualdad se cumple, la matriz 0 (x) generada

por T(x) satisface la ecuación característica (x - o) t = 0

y también *lGl= 1"

Luego O(x) es un cero de M.C"D, { (x-o)t, *lGl - l} = x - c!.
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Teorema ' (rto) . - sea x r.1n ca::ácEer i-rreducible de G, y sea

Hé c abeliano. Enronces x(i)llc,Hl.
I

Demostración: Por inducción sobre lcl si x no es fiel,
entonces X es un carácter de G/Ker x y por inducción

I

x (r) i I c/rler X: tl¡ n Ker x i .t'

Luego x(r) ciivide a lc:Ker xl : lc'Hl
lH,tin Ker xl lfer X:Hñ Ker xl

y listo si x no es fiel.

Supongamos que X es fiel, y sea tr un earácter irre-
ducible oe H cor] (Xrl, r)U > 0. Como H es abelianc :+ ). es

lineal.

Caso l: Si I(I) * G, entonces existe un carácter irreducible

EdeI(I)con EG=X y ¡CEH.

Por induccién i (f) lr1r.¡'tii y x(r) = lc,r1r)iq(r)
+ x(r) 

I lc,Hi .

Caso 2: Si I(I) = G, entonces por eI teorema de Clifford

xli: etr algún e e N, r(f) = 1, luego x(1) e.

Si h e H' lx(h) | = elr(h) | : e : x(1).

Luego, por el lema anterior y e-l hecho que X es f iel ,

la representación matricial que apor.ta a X consiste de matri

ces escalares en H + H . Z(G).

Luego por resultados anteriores x(L) i lc,u! .,1,



PARTE I]

Def inición: Sea G grupo , F un cuerpo. Sea tr : G --, GL (n, F)

tal que Vg, h e G existe o(9, h) € F tal que

r(e) [(h) = o(g,h)I(gh)

Entonces tr es una F-representación proyectiva de G.

Su grado es n y la función e: G x G -+ F es eI conjunto cie

factores asociado de I.

i\ótese que cv tiene valores no nulos, y está únicamen

te determinado por I debido a que las matrices I (g) son no-

s ingulares .

Sea Z(n, F) : Z(GL(n, F)) C GL(n, F) el grupo de ma-

trices escalares.

PGL(n, F) GL(n , T) /Z(n, F) es el grupo proyec[ivo

lineal general.

Si I es una F-representación proyectiva de G de gra-

do n, entonces la composición de I con el homomorfismo canó-

nico GL (n, F) -> PGL (n, F) es un homomorf ismo G -+ PGL (n, F) .

Analogamente si 'iT : G -+ PGL (n, F) es un homomorf ismo ,

pociemos <lefinir una representación proyectiva I de G ciefinieq

do n(g) : (algún eiemento de la cfase,r(g) de Z(n, F) en

GL(n, F)).
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Definición: sea A un grupo abeliano (incluso infinito), G

un grupo. Un conjunLo cie A-factores de G es una función

o(xy, z)a(x, y) cr(x, yz)rr(y, z) V x,y,z e G

Observación: F-factores de definición anterior.

D<.-f ini-ción; Sea G rin g:upo f i-nitc, F cu€rpo, ct conj unto r1e

Fx-factores de G. Sea ¡'"IG ] et F-espacio vectorial con base

tglg€G) donde g.ñ: o(g,h)gE y extendemosvia li-

nealidad .

El álgebra F"[ G i es el "áIgebra de grupo torcida"

con respecto a o,.

Lema: Sea o un conjunto de A-factores de G entcnces

o(1, x) = o(1, I) = o(x, 1) Vx e 6.

Demostración: ü(f . f , x)o(l f) s(1, I " x)c(1, x)

cancelando o (1, 1) = o (1, x).

Sea c{ un conjunto de Fx-factores de G y
_1

v = o(1, r-) - € F

i

(rT)s = o(1, g) ,á = o(l,l) ,g = g



¿).

Lr-rego vf es el elemento unidad de f"[C ]

:E - /- L\ =f:- '-' -1 
1 

-BrI - o(g,h) An : vl :+ (g) - : 
"Gig- 

f ) ,;=T

Sea ahora n una representación del álgebra FsIG ]. De-

finimos I (g) n (g) , entonces I (g) es no-singular, y

l(e)r(h) = n(s)n(ñ) = n(eñ) = n(s(g,h) gE) = o(g,h)n(gñ)

= o (9, h) I (gh)

Analogamente si tr es una F-representación proyecti-
va de G con conjunto de factores cL, podemos definir una re-
presentación n de F"[G ] poniendo n(g) : l(g) y extendemos

por linealidad.

En otras palabras hay una correspondencia t*1 entre

las F-representaciones proyectivas de G con conjunto de fac

tores c,. y las representaciones dei álgebra de grupo torci<1a

F"Ic ].

El conjunto de A-factores de G forman un grupo bajo

la multiplicación punto a punto.

En el lenguaj e de cohomologfa de grupos, esLe Brupo se

denota por z2 (c, A) , el grupo de Z-cociclos.

Si u r G -+ A es una función arbitraria, podemos de

finir:
6(u); G x G a A

(g, h) + u (g) u (h) i, (gh) - f
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e sj f ác il probar

ii,l;Ecse

ncs A-valuatlas

e 1 sub.grupo BZ

')
des , H- (C, A)

homr:1-ogíei de G

Si I

2-coci-clo a

lrlos : X t,

(1 114 ó (u) es un 2-cocicl-o.

que ó

sob::e

(u, 1\)

)
L (rs

c c 11f1

Gen
-2,^\_ /, It,

,, ..2, A)/t)

val- oz:e s

homomc¡rf i srni.r

zz (c, A) .

, A) qile e,s

(G, A) es el

en A.

del grupo de Íuncio-
La imagen de ó es

e1. grupo de ?--cobar-

segundo grupo rle co

IJef iníción: Dos 2"-cocicios de
)gruen tes mod il- (G, A) . As í ,

ses cie equivalencias ic .l-cocn'c

G son eci uivalentes si son con-
,.2 . -,li-(G. A) es el coniunto cie cla

Los de G.

es una l-*re presenr-¿1ción proycc tiva ae G con

Y :,: C ¿-x .l:.a f .i:lcií>lr cuarqi:rerr, cicflrlri-

pcr . (g,) I (e;) u (e) .

Es f ác:-i pro':alr c,.iLr- ri e s Ll{ia representación pro} e_c-

tiva de G cün 2-cocj-cio ít : oó (ir) .'. i ¡,. 1 r.r cncn Z-:o-

ciclos equivalp-ntes.

,a c,-ñ t'-a-.,.1reSr:ntaCir:neS i}rCVeCtiVaSI rLi-rL\.JLL¡L{aUrUlrUO !

1., ,r sol1 equi-.",ai entes si. r-l e s sirni-

Í'.:nciin ]r : C i'x. Es f áci.i ,,'er q'je

ie equivaiencia qlre preserva irredr-rcibi

c1e G, clecirnos qlle .

lcr- :i I¡ para r.g;:-la

se define f.ina rel¿¿ción

1ir1ad .

IggJg*e_. Sea li 4 G

n 1a lrepl:esentacién

Tr:r N inr¡ariante en G. Sea

0 y sea i unp- repi:esentación

l¡ sea 0

ñ114\ ,l¡a\1_i-a

C

a



L= r(g) q (h) tr(n"m)

i-
o(g,i-r) I(gh) tr(n"m)

= ry(g,h) I(ghnhm)

o (9, h) I (gnhm)

21 .

proyectiva de G tal que

f) I(n) : n(n) VneN

2) I(ne) : I(n)I(g) Vn € N, g e c

3)I(en)= I(g)I(n) Vne N, ge c

Sea * el 2-cociclo de I. Definamos B e zZG/N, CI")

como g (gN, hN) = o (g, h) .

Entonces B está bien definida y su imagen
)"g e u.t (G/rrl, 0*) depende só1o de o. Además o es extenclible

a G si y solo si B : I.

Demostración: Para n, m € N. g, h e G se tiene:

o (Bn, hni) tr (gniirir) = I(gn) I (hm)

: I(e) I (nhm)

1-II
-q(g) JI (hI] m)

Como tr(gntrrn) es no singular se tiene que

o (Bn, hm) o(8, h) y luego B es.ta bien definida. Si es-

cogemon tro en lugar de tr, tenemo" tro = Iu con p'G * 6x



I

óoLO.

constante en tas clases de N, de manera que podemos delinir
u (gN) = L, (e) .

Si tro tiene 2-cociclo oo, entonces

cro(E,h) : o (g,h)u (e)u (1i)1, (eh) -l = g (gN,hN)u (gN), (hN) v (gtrN) -l

lu.ego B es independiente de la elección de f .

Si se hubiera escogido PnP I "r, lugar de rt, podemos

reernpLazar I por PIP-I, Io que deja c!, B y g sin cambios;

de aqui, E- queda cleterminada úrnicamente al ser ciado o.

Si O es extendible a G, podemos escoBer I y n

de manera que I sea una representación .. o 1- y luego
:
D - r.

A la inversa, si B : f J v: GiN -.> 0 tal que

e (Si!, hN) : v (gN) v (hN) v (ghN) -1

Definimos u: G -+ 0x por u(g) = v(gN) y

ro(e) : I(g)u(g)-r de manera que tro es una representaeión

proyectiva de G con conjunto de facLores

cto(g,h) = o(g,h)p(g)-1u(h)-fu(gh) t

y luego ,o es uria representación de G.

IIás aún como I (1) n (1) = I, tenemos

L : q(l,t) = u(l)u(1)u(f)-f = r, (I). Luego u(n) v(f) p(I) = 1

Vn€N v r (n):I(n) u(.)-l:n(n).ro
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"

Luego tro es una elrt-ensión cie n .

Definición: i-lria extens:i-ón c¿nrral de un grupo G

f (pos jbLenentce ir::f ;-nito)

b::e C taL que

j unto con url epim<;::f isn'rr:

V.^- - í-'-1 1¡\L\E! iI L L\.! )

i-en¿r: Sc¿ (i , rr) Line extcns.i-ón

a) A 11r,

ñce
8rrL1p O

I' ug

Sea ;i u.11á trans"ve:::;a..L,fe A, e-n

cen[,':aI r1e G cr:n

! v CSCrI-D¿.í::OS

i7 ^-- -_ {

X : {x lg. e Ci
?,

Def inemos 11 : G r
a

C:rrclrccs :,i"(G, ¡r)

de ./ eS itfC..,a-dioni-r'¡1 ',

cr:nCe n(>:,") - g
¿f

A i)ol :i x- (: h) x.
t- (''

,o*, ;r-..,-:.'.. =o-r"rr.::r-
el-ección cie X"

G

f1¿ s

La

Den'ir;st::ación": ,r es un conlunto rie A-facto:e.q 1',L:esto .1 ue:

e s orr:i L::ans've rsai e nt-onc¡is y.,, i, (¿:);x.- ar J-gú:.t
,>5

yg)'t-, : u (e) u (ir) x*xn : u (e) u (h) o (g, h) rgi, = u (g) u (h) u (eh) - 1o (g' h) vgh.

Si A 1r 
'[J son grupos a'Lre1-iar:Los y ;:'. e Hom(/','i) v* € z'2 (G , rr)
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definimos ).(c) por r(") (g,h) ¡(',(g, h)). Es fáciL probar
)que I (.') € Z* (G, U) .

Corolario: Sea (t , n) urla extensión central finita de G y

A 1¡sean A, /r = i*rl y cr coÍLo en el lema anlerior. Sea ¡ uoa
O

F-representación (r:rd.inaria) de I' tal que nA sea una repre

sentación escalar: IL, algún ¡ e llom(A, F*) . Def inarnos

I (g) n (x*) Vg = G. Entonces tr es una F'-representación

pr:oyectiva de G con conjunto de facto::es i(a). lfás aún,

n(y) tr(r(rv))u(y) Vy e r dcnde u: | -+ Fx es ia fun-

ción ciefi-r-ric1a por u(f) = l(yx i*r=-.',). Adernás, tr es ir::educi
; t. 1/,,

ble si y sol o si n Ic es y la clase de equivalencia ie tr es

inoepenciente de la el eccién de X.

Denostracién: Tenemos :

tr(r:)I(h\ = ¡(:-\"./'' \ - ^/'r(g, h)x-r-)-' \¿,/ ^ \!:. ', \'\¡,¡ l;\-!h./ Il\' 
b,l

* ¡.(cx(8, tr))[(Cl"])

y I es una r:epreseni-ación proyectiva con 2-cocíc1o I (s) .

Si),e t:) ,*g dcnde g:,r(-v) y ae A luego

n(y) : I(g)i(a) : f (ri(;r))r(y)i-1-,..,). En particuLar i(G) y', n \|/
n (r') ge-neran el misno espacio vectorial de rnatrices sobre F"

Luego tenemcrs la dependencia de irreducibilidad.
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Finalrnente, si Ol es

terminada por otra elección de

rr(r(r)) = n(y)ur(r)-1

La representación proyectiva de

transversal, tendriamos :

= r(r(y))u(v)u1(v)-r

luego rr Y son equivalentes

Nótese que si n es un C-representación irreducible
(ó F-representación absolutamente irreducible), entonces la
conciición que nA sea natrLz escalar es automáticamente satis
fecha.

Definición: Sea (r, n) una extensión central finita de G.

Sea I una 0-representación proyectiva de G. Decimos que tr

se puecie levantar a r si existe una representación (ordina*

ria) n cie I y una función u: | + 0x tal que

n(N) I(n(x))u(x) Vx € r.

Se dice que (1, r) tiene la propiedad de levantamien

proyectivo si toda 0-representación proyectiva de G pue-

ser levantada a f.

Nótese que si tr es levantado a }a representación n

de f, entonces nA es necesariamente una representación es-

calar; y For el corolario anterior, podemos construir una re-

presentación proyectiva It de G escogiendo representantes

para Ker n en r. Entonces, tri(n(x))u1(x) = n(x):tr("(x))u(x)
Iuego [., es equival-ente I .I

to

de
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Si (r

tivo para G;

vas cie G son

del corolario.

Como

I (o)

luego x (cr) y

, ¡) tiene la

entonces, todas

equivalence.s a

propiedaci de levantamiento proyec

las 0-representaciones proyect!

las obtenidas vfa la construcción

Definición: es el- grupo

1'1(G) = 11,2 (G,

Para un grupo finito A, denotaremos: A : irr A. Si

(r, n) es una extensión central de G con Ker n: A finito,

construimos un iromomorf ismo rt : t -> M(G) .

EI multipl icador de Schur de

0x) .

Sea X una transve::sal de A eni Y x: {

donde ,(xo) g. Sea o e Z2(G, A) definido por

x )L t.(s. h'gn )*gh Para l€A definimos n(i)=

r (cr) e zZ G, 0*) es tá def inido como r (o) (8, kr) l

la barra denota el epimorfismo canónico

zz (c, c*) -> H2 (c, c') : M(G) . Notemos que n

morfismo.

x le € G]

^(q) 
donde

("(g,h)) y

es un homo-

La función n: t -+ lf (G) es independiente de Ia elec

ción cie X. Esto, puesto que otra elección nos lievaría a un

conjunto de factores g e 22(G, A), que es equivalente a o'

Ie B'(G, A) se tiene qLle

-1 1: r(.,8 ') e B'(G, c^)

son equivalentes en zZ(c, c") y r(JT = IGf

-l
oE

-1I (B)

I (s)
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Este Lromomorfismo úinico n: t -> M(G) se denomina función es-
tandar.

Iggg§*g; Sea (r, n) una extensión central finita d.e G, y

sea n la función estandar asociada. sea r una E-repres;enta*

ción proyecti.va de G con 2-cociclo y. Entonces tr puede

ser levantada a r si y solo si 7 g¡m(d.

En particular, (r, n) tiene Ia prooiedact de levanta-
miento proyectivo si y solo si n es sobre.

9gg""lfg"ig1: Sea A=kerry X: {Xglge G, r(Xg) =gl r.rans

versal de A en f . Pongamos X^X, = o(g, tr) X^,- de manera queg n gn

o, € Z'(C, A). Supongamos que t : n(r) al-gún l € A. Enron-

ces I (") es equivalente a y y

I(o(B,h)) = y(g,h)u(g)u(h)u(eh)-f algún u: G -> 0x

Def inamos Q en r por ,tr (aX-) : r (a) I (g) u (e)

+(x-) .p(xr) = r(g)r(h)I,(e)u(h) = y(g,ir)r(gh)u(e)I,(n)
á !1

= r (o (g, h) ) I (eh) u (eh) : ó (" (g, h) Xeh)

= 6 (x^X*)

Como S(aX^) : r(a) 0(X-) entonces f es una representación;
at

Iuego ó levanta I a I.

Inversamente si tr puede levantarse, tenemos

+ (x) = I(n(x))u(x) alguna representación 4l de r y
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u: r -+ CI*; luego I(f) u(f)-f O(f) y Va € A

O(a) : tr(1)u(a) = u(a)u(1)-r ó(1)

y r(a) = ¡, (a)u(f)-f es un carácter lineal de A.

Escribamos ahora ,(g) : p(Xo) y tenemos:

r(cx(g,ir))v(gh)r(eh) = y(g,h)v(e)v(h)r (gi-r) y r(o) es equiva-

lente a .y. Luego n(r) = l(-ü: I.

Dado un grupo finito arbitrario G se mostrara que

M(G) es finito y se construira una extensión central (r, n)

de G con ker r¡ = A tal que la función estandar n:t -> LI(G)

es un isomorfismo.

Este será un grupo con Ia propiedad de l.evantamiento

proyectivo para G con el menor orden posibLe: lGl . ll'{(G) I .

Este grupo I se llama Grupo de Representaciones de Schur pa

Ta G.

Definición: Un grupo abeliano a es divisible si Vx e q y

n € N existe y e Q tal que y' = x. Por ejemplo Fx es

divisibie si F es algebraicamente cerrado.

Lema: Sea A un grupo abeliano (infinito) , y sea Q c A con

a divisible. Supongamos lA,ql < 6. Entonces a se comple

menta en A. (Frobenius) .
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Demostración : Por inducción sobre l'A,Q I . Escoj amos a € ArQ.

Sea 11 = oiaQl ., A/Q y sea 11 = ,'. Sea v € Q con

,' = u por divisibiliciad y sea b : ".r-l <ie manera que

bn = l. Como aQ: bQ, se tiene que n = olbQi .. A/Q y lue

go (b) ñQ:1.

Sea Á:A/(b) q:Q(b)/(b) sarisface Q=Q y

lÁ,Ql : la,q<ut l.lA:Ql.

Por hipótesis <ie inducción a- se complementa en A y

luego, existe B C A con B n Q(b): (b) y QB: A. Ahora

a ñ B: Q n Q(b) n B: Q ñ (b): 1.

Teorema: Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y G un

grupo f init-o. Entonces lt2(c, F*) es finito y cada elemento

tiene orcien que divj-de a I G i , l4ás aún g2 (C, F*) se complemen

ta en zz (c, F*) .

Demostración:

i)Sea 6ee2(G,Ft) y n€N,g: o(u) algún

u: G -+ Fx. Vg € G sea y(g) € Fx tal que v(g)t = u(g)

entonces 6(y)n: 6(u) B.

ii)Sea oezZ(G, F*) ydefinamos u(e):*La o(g,x)

para B, h€G fijostenemos

o (g, hx) c¿ (h , x) " 
(gh, x) o (g,' h) entonces

u(g)1,(h) : u(eh)o(g,h)1G1,..,tor,.." olGl€ g2(C, F).
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Esto muestra que n2 (O, f't) tiene exponente que divicle

a lcl .

sea u - {o € z2 (c, Fx) lo lcl : 1}. para o e z?- (G, F*)

sea A : ( g?(c, Fx), o ), lA, 827G, Fx) i divide a lcl
" _2.-_luego B- (G, F) se corüpiemerrta en A y sL1 complemento

es un subgrupo de U. Luego o e B2(G, r*) U y luego

g2 (c, r) u - z2 (c, F")

Todo elemento cJe U es una fr.rnción de G x G en
I ¡l.-t-.1\-rl{Y e FlYr"l = 1}, como es un conjunto finito se tiene

que lul < @ y luego

De i) y ii) se tiene demostraCo el Teorema.

Lemq: Sea A un grupo abeliano y sea ¿¡ € zZ (C, A) . Enton-

ces existe una extensión central (r, n) de G con ker r¡ = A

y tal que existe una transversal X = {X, I g e G} de A en r
t)

con n(X,,) = g y XoX¡ = c(g,h)Xon
t b ll--

Demostraciónr Sea r - G x A como conjunto y definamos

(9, a)(h, b) : (gh, o(9, h) ab). Esta multiplicación es aso

ciativa puesto que cr es un Z*cociclo.

Sea z o(1, I)-f E A, 
"rraorr."=

(l-, z)(g, a) : (9, o(1, g)za) = (9, a)



Claramente r: r --)

un homomorfismo con Ker

o (1, g) = o (g, l") enton.ces

(1, za)(L, zb) = (1, zab)

a <.---> (1, za) define

X= {(g, f)lg e Gi; rr: X -}

es una transversal de A en f.

-'l -.1 _1 _1(g -, a -0(g', g) -z)(9, a) = (f. z)

Luego r es un grupo con
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1 - (1, z)

definido por ,(9, a) : I es

{ (1, ,) l, e A} . Como

Z( I) . Como

isomorfismo: A=Á. Sea

es t-l y sobre, luego )l

G

n-

A(

un

G

Aho::a (g, 1) (h , 1) : (gh, o (g, h) ) : (1, zo (g, h) ) (gh, 1)

Como (1, zo(9, h) ) : 
" 
(9, h)

se tiene el lema demostrado.

por la identificación

Teorema: (Schur)

ta (r, n) que

vo para G. I'fás

ker n: A =l'I(G)
isomorfismo.

Demostración: Sea

zZ(c, o). sea A: ü.

n(o* \tf ,

o (9, h)

Definamos o(9, h) € A como

h)(r) = ,(g, h),v e M

- \¡ ._ 
^L trl 

-. 
H

Dado G, exisfe una e,xtensi"ón central fini

tiene la propiedad de levantamiento proyecti-

aún, (i, n) se puede escoger de manera que

y 1a función estandar A -) M(G) sea un

I'i un complemento para BZ (G, CI) en

es claro que
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I

("(gi-r, k)o(g, h))(v) = ,(gh, k)v(g, h)

(o(e, hk)o(h, k))(v) = r(9, hk)v(h,k)

y como v recorre todo un 2-cociclo, se tiene que qi € ZZ(C, A).

Sea (r, n) y X como en eI Lema, de manera que

X X, o(s. h)X ,gn gn

I € LI(G) : zZ(c, CI*) /gZ(c, 0*) exisre y e M n v puesro que

M complementa a e2(c, C*) en z2(c, C).

Defi-namos ). en A: ft como la función evaluaeión en v.

iilótese que r € A. r(o(g,h)) : o(g,h)(v) : v(g,h); entonces

r(s): v. Luego n(r) = l(o): v y de aquf n es sobre. Etr

tonces I tiene la pr:opiedad de l-evantamiento proyectirzo para

Lr.

Aoemás

luego¡clebeser l-l y A=U(C).

Corolario: Sea tr una C-representación prcyecti¡..,a irreduci-
ble de G. Entonces gr (I ) / I c 

I

Demostración: Existe una extensión central finita (r, ,r) con

la propiedad de levantamiento proyectivo para G.

Luego I se puede levantar a r: I -> CIx como



J9.

n(x) = u(x)I(r(x))

COn U: | --> 0x

y --) r (xy ln 
(y) )

como en la construcción del corolario anterior y segúrn la ob-

servación subsiguiente a dicho corolario. Corno se puede esco

ger una transversal, escojamos *1 : l, entonces

u(r) = ^(r *-ln(i)) : r1"-ll : r(r) : r

puesto que tr: ker n -> CIx es una representación escalar.

Entonces n (f) I(f)
IPero n (r) I lr' z(r) 

|

y Ir'z(r)l Ir, Ker nl : lCl (Ker " cZ(r))

Luego r(1)llcl

Teorema; Sea (r, r) una extensión central finita de G con

A: ker 1r y n: Á --+ M(G) la función esLandar.

Sea A- = A ñ l' Entonces ker {¡, e Ale C ker r}.o --'--o

En particular n es 1-I si y solo si A C I'

Agqg§-gggfg": Sea x = tX*ie e G] como siempre y sea

X-X* = o (g, h)X-L con o e Z2 (G, A) .8 n gn

\

Supongamos I e ker r, entonces I : n(r) : lC"T
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Entonces r (ci ) e s2 (c, c*)

luego ¡,(o(g, h)) : u(g)u(h)u(gh)-1 alghn u: G "> 0x'

Definamos X en r por f (aXo) r (a) u (g) y verifiquemos I

f(xs)X(xh) = u(e)u(h) = x(,,(g, h))u(eh) : T(o,t,h)X*i-r) = f(xgxh)

Iuego X es un catácter lineal de f que extiende a l '

r' ! ker i luegc Ao I ker r

Inversamente' sea Ao C ker tr' entonces I es extendi'ble

al€Irr(Ar'/r')porr^(ax)r(a)Vxer'ComoTlT'"o ' E o -

es abeliano, lo es extendible a ^l'Irr(r/r')'

Ahora r, (x*) r, (xn) : r, (x*x6) = r' (c' (g , h) ) i t (x*6) '

Definimos u(g) it(X*) Y entonces

_t
("(e, h)) = u(e)u(h)P(eh)

Corolario: Sea (t , n) una extensión Central finíta de G ccn

A = ker r.

a) Si A c f' entonces A e§ isomorfo a un subgrupo de

11(G).

b) Si lal = 1lt«C) I Entonces A I r' si y solo si r

tieneiapropiedaddelevantamientoproyeCtir,,oparaG,
En este caso M(G) = A'
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Demos t::aciói-L r

a) es inmediato puesto que A = f

b) es inmediato del Teorema anterior.

Asi, hemos visto que f es un grupo de representaciones

de Schur para G si- y solo si r/A = G pera algún A c Z(r)

LaLque lai = lM(c)l y Acr'.

Corolario: Sea p un primo que divide a lM(G) I Entonces rrn

p-subgrupo de Sylow de G no es cíclico.

Denostración: Sea I un grupo de representaciones de Schur pa-

ra G. Podemos suponer que TIA = G con A c Z(¡). Sea

P/A e Svf^ (G) y suponganos que P/A es ciclico. Como A es
D-

central, ,u tiene que P es abeliano. pÉi r' n Z(r) I . Como

A c I' por eL coroiario anterior, tenerlos que Pf iAi . Enton

ces pÁllt(C)l (**).

Corolar:io: Sea N a G con G/N cf clico, y sea 3 e Irr N

invariante en G. Entonces o es extendible a G.

Den,ostración: Por eL coz"olario anterior li(G/N) H2(C/i'1, C")

es trivial y por el teorema anterior (P. 26) , este ::esultado

es inn;ediato.

Def ii-Lición: Sea. N Á G, 6 e irr Ll irivariante en C entonces

(G, l'i, o) se llana un triple.
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Ch(Glo) : { x € 0l xn es mu|tiplo de o}.

Irr(Clo) :1x € Ch(clo) x es irreduciblei.

Si i§ < H q G, ,H . Ch(Iilo) +=+ x € Ch(G, o), y

(11, l{, O) es un triple.

Si r: U -) V es un isomorfismo de grupos y q € Irr U,

T-sea O' e Irr V el carácter correspondiente de manera que

Qt (..t) = O(u).

Definición: Sean (G, N, o) y (1, I'4, O) triples y sea

r : G/N --' ll[ un isomorfismo. P¿¡.ra N < H < G, sea Hr la
imagen en f de t (li/N). Para cada tal H, supongamos que

existe una función:

oH, Ch(H I o) --» Ch(Hr I ó) tal que se cumplen las si -

guientescondicionespara H,K con N<K<H<G y

x, !, e Ch(i{lo)

a) on(x + U) = or(x) + or(,i,)

b) (x, U) (or(x), or(,i,))

c) o* (x6) (or(x) )6

d) on( xs) or( x) B- vB e rrr H/N

Sea o la unión de las funcione" oH. Entonces se dice

que (t, o) es un isor,rorfismo de (G, N, O) en (1, I'f , O).
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Nótese que si (., o) es un isomorfismo de (G, N, o) en

(t, M, O) entonces oH queda determinado por su restricción

a Irr (H I o) (a)

oH' Irr (H I o) --) rrr (Hr | 4,) es l-l (b)

Luego, para construir un isomorfismo (r, o) basta definir
oH sobre lrr(i{lo) que sea l-L y se extiende 1a definición
por a) y se comprueba que c) y d) se cumplen para

x e lrr(Hlo).

Lema: Sea (., o): (G, N, o) -> (t, I'{, +,) un isomorfismo de

triples. Entonces oH es una biyección de- Ch(Hlo) sobre

CH(Hr I O) VP, con i\l < H < G. Más aún:

x (1) /o (r) = or(x) (1) /O (r) Vx € ch(H lo)

Dernostración: Si or(x1) = or(x2) para Xl,x2 €Ch(Hlo) te-

nemo" (Xi, ú) = (or(xi), or(,t,)) es independiente de i

Vii.,e lrr(Filo), entonces Xl:xZ y oli es 1-1.

Para x e ch(Hlo) escribamos e(x) =x(l)/s(r) y

etn) : n(r)iO(r) para ¡ € Ch(HrlO), o*(o) e Irr(IllO) entonces

o-r.u(o) : .i,

XI.J : e(X)o y nl4 = e(n)O

y e(oH(x))o: (orr(x))u: o*(x*) = o*(e(x)o) = e(x)o

t-
I



luego e(on(x)) = e(x)

Por Frobenius: OH :
X e Irr(Hlo)

grados xe(x)20(f) = lu,ulo(f); >e(x)2 =

corre lrr(Hlo). Analogamente I.(n)2 :

¡ e rrr(Hr l6¡.
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e(x)x y comparando

[-ti: i{ | donde x re-

Itt'' I{l : lH,Nl para

Como oH, Irr(HI o)

lH'i'tl = xe(x)2:

Luego, tocio ¡ e lrr(Hr, q)

X € lrr(t,lo).

- ,--T,-) Irr(H' I O) es l-1 tenemos que

xe(o"(x))2 ( tre(n)2 = iu'xl

es de la forma on(x) para a1gún

Corolario: Los isor:iorf ismos son relaciones de equivalencias

soL::e ios triples.

Denostración: Si (r, o): (G, N, ó) es un isomor

1-I y sobre
_1

= (o,,) paTa
rL

Que:

es un isomorfismo.

fismo, entonces

(K : u'). Podemos

11 <K<r donde

o--: Ch(Hlo) +
H

_'l
.!

de t r-nrr o

--t
fl=l(Ls

0) -) (t, M,

Ch(rlO) es
_'l

como (o -)K

fáci1 probar

(G, N, O), -L -1.\r , o )'. (r, M, ó)

Lema: Sea (G, N, 0) un triple y sea

mo con ker u C ker o. Sea M - u (i{)

rácter correpondiente a g e Irr(N/ker

y (l , M, O) son triples isomorfos.

p: G --> | un epimorfis

y seaqelrrM elca-

u). Entonces (G, N, o)



Demostración: Tenemos r: G/l{

por p. Para l'l < H < G y

y podemos considerarlo como

el carácter correspondiente

es el isomorfismo deseado.

Lema: Sea (G, N, o) un triple y

nNo q e Irr i'T. Para N < Ii < G

oH, Ch(H I o)

Sea i: G/N

(i, o): (G, N, 0) '->

45

T ll4. def inido naturalmente

x € Ch(Hlo) tenemos ker u C ker x

un carácter de H/ker u. Sea o*(x)

a u (H) = Hlker u B.d. que (., o)

seaneTtt G talque

definamos:

ch(Hlq) por or(,r) : únil.

--) G/N la iden cidad. Entonces

(G, i'í, 0) es un isomorf ismo de triples

Dados i, o € Irr N invariantes en G con r (1)

tiene que (G, i'J, ),) y (G, N, o) son isomorfos si o)-l e

tenoible a G.

Teorema: Sea (G, lJ, 0) un

G/I,l que

A : keriT

alg(rn I

triple y (r, n) una extensión

Demostración: (G, N, o) determina un g e H2(G/N, 0*)

I se

sex

central finita de

proyectivo. Sea

a (l', A, ^) para

tenga la propiedad

. Entonces (G, I'J,

-Q

Levantamiento

es isomorfo

: 11(G/N)

para G/N

n es la

de

o)

Como f tiene la propiedad de levantamiento proyectivo

podemos encontrar un l e A tal qr-le n (l) = B-1 dcnde

función estandar. Sea Grk ( G x r definido como

I

I

I

t-
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G,k: {(g,x)lg:n(x)} donde g: gii. Sea L:NxA,L(G'k

Def inamos Or. y ).rk en L como Ork (h, a) : O (h) y

l:k(tr, a) f (a); Ork, l?k e Irr L son invariantes en G)k.

Tenemos homomorfismos uG, G:'' -ePi ' a y ur 6* ePi 
' '

y ker rG : I x A g ker O,k y ker uI = N x 1 I ker l''k. Luego

(Grk, L, Ork) es isomorf o a (G, N, O) Y

(Grk, L, ).rk) es isomorfo a (t, A, I)

Basta iernostrar (Grt, L, o'k) - (G'k, L, l'k) y estaríamos

listos si probamos que 6:''¡''r 
-1 es extendible a G '

Sea O una representación que aporte a O y tr una repre

sentación prolzectiva de G tal que I (n) 0 (n) ,

I(ne)=I(n)I(e) y I(gn)= I(e)I(n).

Sea o eI conjunto de factores de G pertenecientes a

I y sea B el conjunto de factores de G/N definidos como

e (gi'{, hN) o (9, h) .

Sea {XEig e G/N} una transversal de A en I con

,T(Xg) = g y tal que Xf = I' Ponemos X*X6 : v(9, h)Xgñ

ral que y e z2(G/N, A). como n(r) B-1 tenemos

r (v) B e 82 (G/ii, ot) entonces

¡,(v(E, E))o(gr h) : v(E)-r ,(E)-r ,(ñ) algírn

v : G/i{ '+ 0x.
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Todo elemento de Grk es solo de la forma (g, aX*) . De-

finimos 3 en 6;k por 3(g, aX;) = I (e) r (a) -f ,(g) y calculamos:

3(g, ax*) 3 (h, bxñ ) : r (et,) r (ab) - Io (g, h) v (g) v (ñ-) y

= I(gir)r(ab)-I r(v(E, fr))-r v(6ñ) como

son iguales, tenemos que 3 es una repre

3 (gh, ab y (E , ñ) xEñ)

estas dos expresiones

sentación de G)k.

47.

y 3f aporta g>k¡:t-lh € N,

como I (T, r) I
Tenemos que 3 (n,

Corolario; Sea

t ituyente cie

NáG y X€IrrG.
X.,. Entonces x(f)/"'(f)

N

Seag€IrrN uncons

divide a lC,ml.

Demostración;

cia y sea p

Sea T = fa(o)
e Irr T tal que

,G
10 - {;tt-)e

: 1,. Y V',-t\

o) el grupo de iner-

eO. (Lema P. f9)

Como x(1) = lG:f l,l,(1).
ciivide a lT:Nl, Sea (1, A, l)
con I lineal.

Basta rLeriostrar !,(l)/O(1)

un triple isomorfo a (T,N,0)

Sea 4 e Irr(r l L) correspondiente con ü e Irrlfl o).

Entonces il,(1)/o(f) = r.(L)/x(f) : q(f). Como A -< Z(r), 6(f)
ciivide a lr,al : lf,Nl.

Corolario: (Teorema de Ito) . - N á G, i{ abeliano. Sea

Entonces X(f)

Sea

x un carácter irreducible de

divide a lC:wl.

X: G 0.
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I

Ejemplo: Sea G - Qg = {1, a, &2, zt, b, ab, a2b, a3bJ.

Tabla de Multiplicación

Clases de conjugación:

.1rol trJ

. ?¡K2 = tá, a'¡

K3 : {a2}

K4 : {b, a?b}

K5 = {ab, a3b}

I

:

I 2 a2 )ar b ab azb 2rA'D

I 1 a ^?d--
a

QJ b ab a2b a3b

a a a2
)a" 1 ab a2b 2ra,D b

a2 a2 1 a a2b a3b b ab

G
ñ.)
d I a ^2 ^JhdU b ab a¡a'D

b b a3b a2b ab a2- d I ?
a

ab ab b 2ra.'D a2b )a' a2 a I

a2b a2b ^L(1U b
)r

'du I 2 ^2d a

a3b a3b a2b ab b a 1
1

AJ ^2d
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Sea. H - {1, a2}

aH: {a, a3}

bll : {b, azb}

abH : {ab, a3b}

Generemos un cocf.clo o.: G/H x G/H --> 0

i:lxtendemos cr a todo G: *(g, h) = o(g, h)

Con este cociclo ü, la tabla de multiplicación G

queda como:

\

TI a E- áE"

I I I 1 I

a I -I I -L

6" I -t -t I

á6 I L -t -L

I a ^2 a
a b ab )1a'D 2ra,D

I l
L a a

d- a b ab a'f) ?ra'D

a ^2-d
?

é-- -t ab ^2t-du
21a-D -b

^2d a2
a

cL- I a
?1

AU b ab

?
,J

2 -1 a
a

-d AJD -b ab -azb

b b --tla-d u dU -ab -d a -l ,)

ab ab b a3b a?_b
.l

-aJ _a2 -a -l

a2b aLb -ab b -art) -1 a
d ^2-d a

a'b ?ra,D a'b ab b -d -1 x _a2
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Extendiendo por linealidad este producto a todo CI QA

como conjunto, tenemos el álgebra 0"Q8.

Pero considerando otra base para FoQB, se tiene que

OqQg = CIQB, y esto es claro tomando como base

{1, a, -a'2, -33, b, áb, -a2b, -a3b}.

y <iesarrollando el producto:

i-ste resultacio no nos debe extrañar puesto que al ex-

tender o a todo Qg, esLe resull-.a ser un coborde, que en
)H'(0.,. 0) es t.

I d _a2 ?-ó b ab _a?-b ,--a'b

I I a ^2-d
a

^,J-d. D ab -azb -a 3b

a _a2 )-a' I ^LdU - azb -a"D bi
_a2 _a2 a

-d I a - a2b -a3b b ab

-d
a

-aJ I a _a2 -a3b b ab -a2b

b b -a 3b - a'f) ^LdU _a2 ) I 5_
-ar

ab ^L<LU b
l"

^Jk-d u - azb ^2-.1 d 1

- a2b -azb ()U b -a 3b I _a3 ,
-<a o

-a 3b l--a'b ^2u-d. u ab b 4 I e
-d -a?

Pero, analicemos que ocurre en G/H : ( (KLein)

i
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Que al extenderse a 0(G/H) resulta un álgebra anticon

mutativa, que no es un álgebra de grupo.

Consideremos ahora la representación irreducible de

Qg oada por:

que al restringirLa a OoK resulta una representación irredu

cible de grado 2.

Esta representación es una representación proyectiva

para el grupo de Klein K. de grado 2 que es irreducible.

Examinemos ahora que ocurre con G = D4.

r a 6 AD

r T a D áE

a d -I .1U
t-.D

E 6 -eE -r a

^L<1U ^1-cLU 6- -á -r



Su tabla de liultiPlicación es:

Ciases de Conjugación:

T:t\- I

K.-
I

K.
-)

K.,
4

K-)

il i

f.ia, a'f

i a2 i

il,, a2b;

iab. a-Dj

I ^2.a e1 b ab
irA'D

I 1 a a2 b ab <au arb

a a a2 ?a" 1 ab )1a. D
a.

.1 U D

a2 a2
aa' 1 a ¿l' b

?1
<1 U b ab

?
cL I e a2

)-a'b b -l- rdU
l

h b a'b, a2b ab
r^ii1 ai i az I a 

,

- 

-,; 
----**--f -*.----+--

_:b ___:1_

^'b __::l
a1 :1a"b a'D

b

^L<1D

a2b

?1a-D

:'
c l-t

^z*

AU

b

a

a2

?a"

iii
I a3 az

a 1 a3

-

olaz; A 1

i
1
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Sea H - {1, a2}

- ).ah = ta, a"j

bH : {b, azb}

abtr : {ab, a3bi

Luego G/H=K (klein).

Generenros un cociclo B: G/H x G/H -+ 0x

Con este cociclo construyamos la nueva tabla de multi

plicación:

T á 6. a5

r r á 6. ^LAU

d A I á6 6

D F á6 r d

cL l) d.u l-\ 4 I

r 4 5 .t5

r i t 1 I

d I -l 1 -l

6 1 -l 1 -I

á6 I I 1 I

L á 6 áb-

I r á b á6

á ó -r ^L.1U -6

6 5 -á5 r
á6- ci- U 5 a I
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tenemo s la mul-Extendiendo a CI(G/H) por linealidad,

riplicación pa'ra 0B (Gi H) = oB K.

por:

Considerando 1a representación irreducible de D4 dacia

IL
d't^

Iu

b .+ ll

0l
-11

_rl
ól

y restringiendo a 03 K,

ble de aB (c/n) de grado

tiva del grupo de Klein

tenemos uná representación irreduci-
2, que es una representación proyec-

de grado 2, que es irreducible.
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PARTE III

Sea G un grupo finito, H 4 G, K un cuerpo de des-

composición de G y H (car K - 0), A: KG y B: KH las áL

gebras de grupo de G y H.

Sea ü un ca'recxe'r de H aportado por el B-módulo tz-

quierdo Be, donde e es un idempotente de B.

El anillo centralizador E : eAe es un álgebra con

identidad e, que es sub-álgebra de A.

Teorema: Sea 6 un carácLer irred"ucible de G tal que G ,f) > 0.

Entonces eE es un carácter irreducible de E de grado (e,úG).

Reeíprocamente, cada carácter ó de E es La restricción

a E de un (rnico carácter irreducible ( de G.

Demostración: Sea e aportado por un A-módulo irreducible l'1.

Entonces eM es un E-módulo izquierdo de dimensión (e, pG)

(Teorema de Clifford), y es irreducible puesto que si

0 I m € efi =+ Em : (eAe)m = (eA)m = eM.

Sea x e E :+ xM C eM, de manera que la t-raza de x

en II es igual a la traza de x en eII. Luego la restricción

ef, es el carácter del E-módulo eM.

Reciprocamente, sea 0 el carácter de un E-módulo iz

quierdo irreducible N. Como E es semisimple podemos suponer

I
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que

oñÉ)" ,

un

N = E n donde n es un idempotente primitivo de E. Lue

n también es idempotente primitivo de A, luego An es

A-rnódulo izquierdo irreducible.

de

I

Luego 6g = O. Finalmente, si M es otro A-módulo

irreducible con carácter 4'tal que e;: O. Entonces

e '(n) = O(n) : l, luego nM I 0. Luego M - An puesto que

An es irreducible, y luego C' = e.

CoroLario: Si 4 es un carácte'r irreducible de A tal que

entonces la restricción en es un homomorfismo
¿

c
(e , ,r") = l,
de E en K. Recíprocamente, todo homomorfismo 6 de E en K

es la restricción a E cie un único carácter irredueible 6 de

A tal que (e , .J,G) = I .

Notaciones: r¡ carácLer lineai de H

Si q es el carácter

rácter cie E aportado por eAn

la demostración.

= I r ,!(h-r).h
IHI h e H

1

H^ : x-tHx

,t,*(t-r*) = .r(h)

aportado por An , e E es eI ca-

: E n por la primera parte de

el ioempotente primitivo
B : KH aportado por !,.

.x - -,xn eH
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Teorema: Sea G - Ü Di, Di (H, H)-clases dobles HgH en
i e 1

G. Sea J={je I/\1,: úg algfin ge Dj en gn681 c I,

esta condición depende solo de las clases dobles y no de sus

representantes. Para j e .l escoj amos gj a Dj y sea
o.

B¡ = [H, H n I{oJ 1 .eg¡e. Los elementos {B¡}j., son una ba-

se para E eAe. El conjunto {D¡ }5 e -r es invariante bajo

la aplicación D --) D-1, de manera que hay una segunda base

fÉ¡]3 et donde ?i = IH' H n Hgj I ."gJr..

Si BiUj = _:, ,i3kBk, entonces las constantes de
l- L.J

estructura z=.,_ son enteros algebraicos en K.rJK

Demostración: Probaremos primero que para g e G,

ege + 0 €=+ ü - úg en H n Hg.

Nótese que para h e H: he : eh = r¡(h)e.

Sea h € Ii n Hg, digamos h: h? para 4hr € H. En-

tonces: ,t,g(fr)ege = ,¡(hf)ege = ehrge : eghe egeh : .1,(h)'ege.

Luego si ege + 0 + üg(h) ,1,(h) .

Recíprocamente, sea ,pg : !r en H n Hg, entonces

ht8hZ g para n, 
li 

= 

hZ€Hnlig. Luegoelcoeficien

te de g en ege es lH rr Hol + exe # 0 y de hecho, para
lHl'

j € J,

(,k) Bi = r ; ü(hi1) *ir.,zr).hreh,
' lHl hrBhzeHgH r



:
k

,
j e .l

5E.

Más aún, ege +
tán en la misma clase

* 0 cuando g, y es

sólo si eg-I" * 0.

Luego iDjlj .¡ está bien ciefinida y es invari.ante ba-
jo ra apricación D -> D-1. Ahora es claro que {Bj}j € J es
una base para E. Lo mismo vale para {Bj}j €J

Ll siguiente paso es carcurar ras constantes de estruc
tura 

'ijk, consideraremos ros eremenLos de E como funci_ones
sobre G ¡z murtipricaremos según La fórmura de convorución
usuai.

Evaluando en 8¡ ambos lacios de Bi Bj = 'i3k3¡' k € J'

0 si y sólo si eye

dobleyege*0siy

_ _tti r-\ ñ n"í ' , tkrj es unión de clases izquierdas.
_'loñ{ók"., entonces
J

-tet (e) uj (*-'*o) : e, (eh) Bj (h-re-Isu) 
.

tal que

u(e).e: e(1) .l
rññs{ ((6j)'tj

'ijk: lHlsior(e¡) = iHl ^l_ _r Bi(e)ar(s-t*,.,- geDi n ekDr'

(us ando (,k) ) . Como

y si g, gheDin

Teorema: Sea

(e , rG) > o.

6 un carácter irreducible de

Entonces

I G:H ]
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donde:

e(r) = r E e(r)r(g-r).g
lcl g € c

es el idernpotente primitivo central de A aportado por C. Si

e y í son caracteres irreducibles contenidos en !,G con mul-

tiplicidad positiva, entonces :

f¿l0 si(.+i
6(f) t I = rfñ..l7fe.t : Icr. 9\P:/5\P:,/ I

IG'HI j e J [H:H.IioJ1 J J I n
i.(e ,,1") si c : I

Demostración: Basta demostrar la primera aserción puesto que
r\

es inmediaro que s(e(s).e) = (e ,,1,t) y í(.(e).e) :0 si

e (s).e = e .e (e).e = +) » 6(g t)..*u
IGI s € G

= q ( r) » t e $;t*; tni'> 
,p (hr) ,p (hz) .esie

lcl i€r htBihz€Hg.H L L !

= 4(f) : q(lHl s,) --L-----"=. .8.
Icl j e¡-\ J'IH,HnHéj¡ J

Este teorema puede interpretarse como dando algunas re

laciones de ortogonalidad en el anil.lo centralizador.
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cororario: sea 0 : E -) K un homomorfismo. Entonces o es la

restricción a E de un único carácter irreducible ( de G tal
(\

que (c, , ,! ") = I . Más aún,

6(1) s IL ______E:_ +(.§.,).a.
lcrHl j € J [H:Ur^lH"']1 -r J

es un idempotente primitivo en A tal que Au aporta a (,.

Teorenra: Sea E un carácter irreducible de G tal que

(e, uG) > o. Entonces

E(f)=[G:H] (e,,t,G)( x 

-l--=, 

e(B',)E(g,))-1
J € J [H:H N HOJ] J J

y (.(L) /[ G:Hl . m.c.m. {[]i:H n UBjl , j e Ji.

Demostración: Sea K una extensión finita de A que contie

ne las rafces J Gl -ésimas de 1. Sea p un primo y sea y urrá

valuación sobre K que extiende la valuación p-ádica sobre A.

Sea R eI anillo de valuación sobre K, e.d.

R - {o e Klv(o) < ti.

Sea D el R-orden en E con R-base {6i}i e J.JJ

Sabemos que las constantes de estructuras .ijt son en

teros algebraicos, Iuego están en R.
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i'lótese que 6., € D, j e J puesto que B. es mrllti
JJ

plo entero algebraico de Ei alg(rn i c J.

6E es aportado por un E-módulo irreducible M. Corno

K es cuerpo de descomposición de E, tI es absolutamente

irreciucible. Ahora, R es un dominio de ideales principales

con K como cuerpo cociente, de manera que existe un D-módu

Io N C l{ tal que:

a) KN = l,l

b) i'í es un R-módulo libre con R-base S - {*1, *rr}

que también es una K-base para M.

Sea T: E --t Kr, 1a representación matrieial de E

aportacia por M, calculada seg(in la K-base S.

Analogamente, definamos U; D "> R., para el D-módg

lo i'l con respecto a S.

Claramente To : U.

Para j e ¡: q(?'.,) = Tr(T(n..)) : Tr(U(?r)) e R pues
JJJ

.^to que B. C D..J

Sea L - m.c-m i[]i:H n Iígjl, j e J] Y sea

._

r\i, = » --J-------;. q(?..).8,.
j€JlH;IinHoJl J J
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Comocada--t---tr,- e Z,CR ycomo q(e.,)e Rte
[H,H n HoJ] J -

nemosque w€D.

Pero w es central en E puesto que es un múltiplo
escalar de e(q).e. Como T es una representación absoluta

mente irreducible de E: T(w) : u . I, o, € K.

Ahora,or€D =+ T(w)=U(r)aR. y luego oe R.Más

aún, E(r) : Tr(T(r¡)) = r1.o = (e , UG). 0.

por el Teorema anterior 0r : IG:H] I ,(r).e, pero
( (1)

r,(e(e).e) : (e , ,r,G)

Luego IG:]il (e ,,pG) e (r) : (e ,,¡G). o, como
1(1)

(r,,,t,G)>o [G:H] '!'-ae RoQ= Qp.
( (1)

Luego a(f)-t ta:lIl .r. es un entero p-ádico Vp * es

entero.

Corolario: (Teorema de lto); Sea H ¿ G, H abeliano y sea

6 un carácter irreducible de G. Entonces 6(1)/t G:Hl .

Dernostración; Como H es abeliano hay carácter lineal U de H

tal que (e , q,G) > 0. Pero H es normal =+ [H:H r^r g81 = t

Vg € G, y por eI Teorema ::) el Corolario .
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tij empl-ci: Sea 'u = ).1,r.¿, Li ,l
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Clases cle conjugación <1e S r*'

r1t
T IJ

rr r - -2-
^2 rr,s '

Te , re?, óe ,6e2, ozrr:?j

{
J

: {o-r, o3',,, o3i,, óa2, o3rr., o3tL2}

I\/
+

,, .) '^) \
t',', i-1, TJ

i{-f = {c, o3, a,r,, .r3(2-, 5te , c'r1?-}

Tabl a de Caracteres c1e

(-
l-

c

,'l

xz

,"J

x4

x5

1

K.
L

t

1

2

3

3

C,(J

I\.
L

l_

l-

-
--L

0

0

o

1*L

-l

K.
L

ü

3

K,
¿+

1
L

1

'l
I

1
-L

... I

K,

1

6

1r-)

1
-L

-t-

0

'l
-f-

1

,'
I\¡

J

0

I(.,
,)

)
'^l

+

c

li-

n
, aG

X.r i \Xr )
'- lL lL
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L
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L
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i
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l
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l

I

I
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I

It-

I
I

I

I

L

I
I

L

:

I

I

I

I
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Luego:

l

,i- Iil:lj n li I ele l'e
P1

I
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BZ: [H:H n Ho].eoe = 3.+ (o3 * o3c+ o3e2- r- rr.-rez)

l: á (o3 - t)(l + q + tz)

1xr(er) = 6 (3 +0 +0 + (-1) (-t) + (-1) (-1) + (-1) (-r")) = I

xu(er): l (1 +(-r) + I -(-r) - (o)) = ?

xr(I) : 3

3 : xr(1)/[G:H] m.c.m. {...} = 4'3.

Observación: Estos ejemploS muestran claramente que el resul--

tado del teorema es un caso extremo, por lo que dificilmente

se podrá llegar a una generalizacj.ón mejor que la presentada.
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