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I. INTRODUCCION

La manera más natural de clasificar a las

propi edades magnét'i cas de aquel I os materj al es que presentan

una tenrperatura de orden magnético de largo alcance es inves-

tigando su respuesta a la acción de un campo magnético aplica

do. Esta respuesta está caracterjzada por la suceptib'i lidad,

X, er la relación:

--+
11 =

(1-1)

donde
-+
M es la magnetización o moinento magnétjco por unidad de

volumen v io es el campo aplicado. En general 7C es un tensor,

func i ón tanto Oe üo como de I a temperatura. A1 gunos materi a

les tjenen una suceptibilidad escalar pequeña (- 10-5), nega-

tiva e independiente de la temperatura (T) y reciben el nombre

de dianragnét'icos. En otros la suceptibilidad es pos'i tiva y de

pendi ente de I a temperatura ;, a temperatura ambi ente es del or
_,

den de i0 - y varía aproximadamente como L/T, éstos reciben

el nombre de paramagnéti cos. La sucept'i bi I i dad paramagnéti ca

varía I i nealmente con el campo apl i cado, ( para campos peque

ños), y por lo tanto se anula cuando el campo es nulo. Sjn em

bargo, existen algunos materiales que p'resentan una magnetiza-

c i ón, o monento magnét i co macroscópi co, en ausenci a de campo

]LH"
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externo, al ser enfriados a una temperatura sufic'ientemente

baja. Esta magnetización, llamada magnetización espontánea,

es el resultado de una interacc'ión entre los átomos magnéticos

presentes en el materjal, los cuales tienden a al jnear sus mo-

mentos magnét'icos establec.i éndose un orden de largo alcance.

Un cristal con magnetización espontánea es un

ejempl o de un si stema cooperati vo en el cual I os átomos i nter-

actúan tan fuertemente que no pueden, en ninguna aproximación

razonabl e, ser cons'i derados i ndependi entes unos de I os otros.

Tales materiales paramagnéticos se dividen, por conveniencia,

en cuatro clases: ferromagnéticos, ant'i ferromagnét'icos, ferri -

magnét jcos y hel imagnét jcos; como es usual en las clas'i f icacio

nes, las distinciones son ocasionalmente arbitrarias.

Los material es f erromagnét'icos son conoc'idos

desde épocas remotas y ti enen gran importanci a tecnol ógi ca des

.0. hace más de 100 años. Por otro I ado I a exi stenc'ia de I as

otras tres clases ha sido reconocida sólo rec'ientemente. El

primero en proponer I a exi stencj a del anti ferromagneti smo fue

Néel en la década de 1930; y una posterior generalización de

sus i deas I I evó al descubrimi ento del f errimagnet'i smo y hel 'i -

magneti smo.

In un material ferromagnético las jnteracc'io-

magnéti cos f avorecen el al'ineam'i ento paral el o

I

I

I

j

nes entre átomos

de I os momentos

to es completo y

magnétjcos. En el cero absol uto el al i neam'i en

I

la magnet'ización espontánea tiene su máximo va

2.
i
I

I

I
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I or pos i b1 e. Cuando I a temperatüra comí enza a au

nrentar, crece la probabilidad de ocupación de estados magnéti

cos de mayor energ ía y tamb'ién aumentan I as f I uctuac'iones en

torno al al i neami ento promedi o. Por lo cualrel ordenam'iento

inicial comienza a desaparecer y la magnetizac'ión espontánea

decrece, gradualmente al principio y luego más y más rapidamen

te hasta hacerse cero a c i erta temperatura caracterí st'i ca, co-

nocida como temperatura de transic'ión o temperatura de Curie

(Tc). Para temperaturas superiores a la temperatura de tran-

sición, región donde predomjnan los efectos de las fluctuac'io

nes térm'icas, la magnetizac'ión espontánea es nula. En esta

región de temperaturas los materiales ferromagnét'icos t'ienen

muchas de I as caractcríst'icas dg I os materi al es puramente para

magnéti cos , aunque su sucepti bi I i dad es i ndependi ente del cam-

po ap1 icado, para campos ordinarios (,- 104 0e)l y su dependen-

cia de la temperatura tiene aproximadamente la forma:

X= ClCr-s) ) -r >>T, (1-2)

donde C es una constante, conocida como constante de Curie y

0 una temperatura característica de cada material, generalmen-

te llamada temperatura paramagnética de Curie.

La s pri nc i pa 1 es ca racterí s t i ca s experi menta I es

de los materiales ferromagnéticos, Que cualquier teoría conside

rada como satisfactoria debe explicar, son: a) la existenc'i a de

una magnetización espontánea, b) la existencia de una temperatu
I

I

3.

¡

I

I
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4.

ra de transjcjón (Tc) y c) la suceptibjl idad a al tas tempera-

La i dea de que I a magneti zac'ión espontánea

se debe a i nteracc'i ones entre I os átomos magnéti cos f ue

nic'ialmente propuesta por Pierre [,lejss en 1907; sin embargo,

las 'i nteracciones magnéticas que él tenía en mente (jnterac-

c'ión entre dipolos magnéticos) resultaron ser muy pequeñas (típi-

camente del orden de 10-4 eV para dipolos separados por 2 Ál

como para dar cuenta de las temperaturas de transicjón obser-

vadas. No fue sino, hasta la aparición de las teorías cuánti-

cas cuando Heisenberg y otros mostraron que las"'i nteracciones"

eran de origen mecánico cuánticas y además una consecuencja d1

recta de las restricciones 'impuestas a las funciones de onda

por el principio de exclus'ión de Pauli. Específicamente este

principio requ'iere que las funciones de onda para partículas

con spin semi-entero o entero sean antjsimétricas o simétricas,

respectivamente, con respecto al intercamb'io de un par de par-

tículas. Esto hace que los autovalores de la energía dependan

de las orientacjones relatjvas de los spines, efectc¡ que puede

ser interpretado en térm'inos de una "'interacc'ión" que tjende a

ori entar I os spi nes, y consecuentemente a I os momento magné-

ticos de .l as partículas /l/.

. Sin embargo, la teoría de bandas en só'l idos,

que requiere que cada uno de los electrones se mueva en una "ór

bi ta" que se ext j ende a través del sól ido, no cal za con e'l con-

cepto de momentos I ocal i zados y I as teorías sobre ferromagneti s

,'

i-

I

I
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5.

Usando el model o que cons i dera I os momentos

magnét'icos locai izados se construirá un Ham'i ltoniano para un

sistema ferromagnético, luego se buscarán los autovectores de

ese Ham'iltoniano, ello se hará usando aproximacjones de campo

molecular (campo molecula'r de InJeiss y campo molecular de 0guchi )

y aproximación de constante de acopl am'i ento y se compararán

los resultados obtenidos mediante estos 3 métodos. Finalmen

t€, usando la aproxiinacjón de constante de acoplamiento, se

estudiarán las prop'iedades termodinám'icas del sistema descrito
por ese Hami I ton'iano.

l_
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mo han debido dividjrse en dos clases: local'izados y no lo-

cal i zados; con i ntentos ocas'i onaI es de combi nar ambos concep-

tos. En las sales iónjcas el concepto de momentos local'i za-

dos es ampliamente aceptado, mucho más de lo que lo es en meta

1es, y a pesar de que en las sales se t'ienen los m'ismos reque

rimjentos de periodicidad éstos son ignorados y la djscusión

es dada, invari'ablemente, usando un modelo localizado. En el

grupo de transic'ión 3-d las sales (aisladoras), aparentemente,

deben ser estudiadas usando un modelo localizado, lo mismo su-

cede con a'l gunas aleaciones (v.g. Cu-Mn). En metales puros y

muchas aleaciones lo mejor es considerar teoría de bandas. En

ti erras raras el model o I ocal i zado puede ser usado tanto para
lsales como para metales. Pero siempre debe recordarse que ni

el modelo local"i zado n'i la teoría de bandas proporcionan un

cuadro compl eto; ambas están basadas en aprox'imaciones y la
teoría que proporc'ione un estud'io compl eto debe ser una mezc'l a

de ambas /2/.



L

t

I

i

i

l

I

/

l

I

I

i

I

i

II

de spin) t.ienen

por:

donde

es el Jlamado

Landé.

gu'lar total es:

Los momentos angulares (tanto
asoc'iado un momento magnético,

__t-pL
-áp§

= - le lL /z"nc (2 -21

HAMILTONIANO.

En el esquema de Russel I _Saunders I os momen_tos angurares orbitares de ros erectrones se acoplan entre sídando un momento angurar orbitar i y ros momentos angurares
de spin de cada uno de ros erectrones tambjén se acoplan dan_do un momento angular de spin total § ; tuego i y í se aco-plan dando un momento angular total -Í 

=Í * í.

i,
F,

13
I

magnetón de Bohr V 7
el factor g i romagnéti co de

El momento magnético asoc.iado al momento an_

orbi ta I como

que viene dado

(z-t )

(z -s¡
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Lo primero que se observa es que

7.

el momen

\) n0 es

*-,

,Pr =

I

I

I

I
I
i
l

I
I

I

I

I

I

-
I

I

I

!

I

donde:

to magnét'ico asoc'iado al momento angular total ( ,Ef
paral el o al momento angul ar total i ).

S'i n embargo, la.interaccjón de un'ión con

campos el éctricos crj stal i nos puede "apagar" el momento angu-

I ar orbi tal /3 I ; con esto:

-tP§ =.f , (2-4)

Se supondrá que efectj vamente el momento

angul ar orbi tal está "apagado " , por l o tanto son estos l os mo

mentos magnéticos que interactúan entre sí para dar origen al

ferromagneti smo.

Consideraremos dos iones magnéticos razo-

nablemente cercanos, pEro con la restri'cc'ión de que la interac

c'ión sea predom'i nantemente entre los dos iones.Esto sugiere usar

un Hamiltoniano del tipo:

(2-5)LLr-- k, "X, *U""¡

LLr= Hamiltoniano del 1erión aislado
-t .,

j,'_,,= Hamiltoniano del 2" ión aislado
'i{^r= 

Hamilton'iano que da cuenta de la interacción

e l os 'iones,. 'invol ucra a ambos sp'ines:
¿
Cy J2-

entr
,r)r
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B.

tipongarnos que cada uno de los iones t'i e-

ne sólo un electrón d, que el acoplam'i ento spin - órbita es

desprecjable (o que el momento angular orbital está "apagado")

y que también se desprecia la interacción dipolar magnét'ica

enlre lc¡s rlrornentos magnét.icos de spin. Entonces cada uno de

los jones tendrá spin 1/2. Si ahora el par es cons'iderado co-

nr0 un sist.ena ,rc()plado, el Harni.l toniano contendrá términos no

dependientes del spin y por 'l o tanto conmutará con el spin to-

tal del sistelna. Ahora, un sistema con dos sp"ines 7/2 t'iene

un spin total S .. 1 ó S = 0; por lo tanto el diagrama de ni-
veles de energía del par tiene un nivel para S - 1 y otro S = 0;

la separacjón errtre ambos niveles está determinada por lo que

generalmente se llama "interacción entre iones" y puede ser ob-

tenida teóricamente a part'i r de un detallado estudjo del Ha-

m i I toni ano de I os dos 'i ones ; aunquL, en I a prácti ca es bastante

difícil determjnar esta separación y decir cuáles son los prin-

cipales necanisnlos que dan oriqen a ella.

l

I

I

l

I

l
i

I

I

i

t

l

l

l

i

rniltoniano que

&^,

EI

describ

Co

= -L*

Este Hamilton'iano conmuta con el spin to-
)

tal §='3,*-§, y tiene autovalores de energía 5r= l/2\1,
/\ 

;

(para s - 1) v €r= 3/2 I (para S :0); el parámetro.l'.

determinado experimentalmente para que'el Hamiltoniano repro

problema inmediato es encontrar un Ha-

a al par "i nteractuando.

ns'i deraremos e I s i gui ente Hami I toni ano :

-: .._) (Z_O)
,,: . -).



9.

duzca I as prop'i edades observadas en el si stema formado por el

par de i ones , por ej empl o I a correcta separaci ón de I os dos

niveles. Para nuestros propósitos no es necesario preguntar-

se si la interaccjón entre los jones prov'iene de un jnter -

canb'io d'i recto, Ce un super intercanlbio u otro tipo de

'i ntercambio. Se espera, si n embargo, que sea sensi bl e a I a

separación y orientación relat'i va de las órbitas de los elec-

trones de cada i ón. Si ahora se ap1 i ca un campo magnét'ico el

estado con S - 1 se separa deb.ido al eiecto Zeeman. El esta-

do con S = 0 no sufre tal separación. Esta separación es re-

producidaasregando et térm'ino 
Spi?'{Sr* 

§r¡ at Hamjttonia-

no de interacción.

Ahora supongamos que los iones tienen cada

uno dos electrones. Entonces, en ausencia de acoplamjento

spin-órb'i ta y s'i n interacción dipolar magnética entre los

momentos magnéticos de spin de los iones, cada 'ión puede estar

en un estado con spin Sr - i y el par acoplado puede tener

spin S - 2,1,0; el Hamjltoniano ll-",f.= -2+i g,
Cr^'

con S1 = Sz = I efect.i vamente proporciona tres autovalores de
0

energía; ellos son: tr=-)* (para S = 2), ¿L =2*
(para S - 1) y €,"=r-t * (para S - 0); pero la separación en-

tre los niveles no es necesariamente la correcta, es decjr no

hay razón para que ta retación ¿"-tr=Otz)(a^-,:r) sea,

a priori, verciadera. Esto jndica que e1 Hamjltoniano debe ser

corregido, por ejemplo considerando dos parámetros, y además

debe cont'inuar conmutando con el spin total 3. La corrección

más general se obtiene escribjendo:

L-



Jt* = -21,G,.§. ) o J,r( s,.S. t'

tiene

pa ra S

so ant

ntalme

es.

donde el parámetro s¿ es una med i da de

nrino bicuadrático respecto al término

interacción de Heisenberg.

10.

Este Hami I toniano

¿r =2lr-\'1, (

Tal como en el ca

mj nabl es experime

ción de los nivel

autovalores €r= -21r.4f, (para s =

= i) y to = 14¿r* \6*r. (para § = o).
))erjor los parámetros '*, I'j, son deter-

nte de modo de obtener I a real separa-

(2-7 )

importanci a del tér-
ineal o tárrnino de

2)

Se tiene entonces un Ham'i ltoniano gue, en

principio,da cuenta del comportamiento, en presencia de un.,
campo magnético exterior H, de un par de iones cuando son con-

s'iderados conro un si stema acopl ado, este es:

Jt"t =
(2-8)

el cua1, por comodjdad, se escribe en la forma:

X^r -- -2 (2-e)

-t{,(í .s,) -'t t,(q.1 f - ypñ.(3,.,s.)

f {ri <,) **(i ir} - epr.(§, 
*1)

la

bi I

Habi endo determj nado un Hami i ton i ano que

da cuenta de I a 'i nteracc'ión de un par de i ones , se general i za

para un coniunto de iones magnét'icos interactuantes. Es*"e si s-

tenra puerle anal jzarse surroniendo que los -iones jnteractúan li-
bremente de a pares de primeros vecinos, lo que permitirá es-
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11.

crib'i r el Harniltoniano total como una suma de Hamiltonianos

de pares de iones, es dec'ir:

tL= (2-10)

I

,t p: {,, F,8,) 
**q (3, 3*r} * 

¿. Pi'
:1

-rl
s, 

lJ

Con esto se t j ene un Ham'i I ton'iano QU0, con

al gunas aproximac jones,perm jte el estudio de un conjunto de 'io-

nes i nteractuantes y su comportamj ento en un campo magnét'i co.

En I a ecuación (2-4) se supuso que el mo-

mento angul ar orbi tal está "apagado" por el efecto de campos

eléctricos cristaljnos. Este campo cristaljno además de "apa-

gar" el momento angular orbital afecta a las func'iones de on-

da y niveles de energía de los 'iones magnétjcos del sistema;

sj los efectos del campo el éctrico cristal ino son considera-

dos como una perturbación a las funciones de onda y niveles

de energía del 'ión, entonces, e1 problema es encontrar el

Hami I ton i ano rle perturbac i ón y sus el ementos de matr j z.

Basándose en un modelo que considera al

ión como carga puntual para determinar el Hamiltoniano de per-

turbación es necesario, primero, evaluar el potenc'ial e'l ectros-

tático V (Y,8,Y), debido a los vecinos del ión, en un pun-

to (r,O,Y). Clásicamente tal potencial es:

V{,,r,,r¡ - I 7r/tÑr-lt

jI

?:
-ésimo ión situaclo .n(,

¿
donde es la carga del

(2-1r)
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está en ñ entonces

perturba será:

S i el i ón magnéti co ti ene una carga

I a energ ía deI potenc i al cri stal i no

u/. Vi= o-{)
(2-t2)

General mente en I a sumatori a sobre i ones

magnéticos ( Zt ) só10 se cons"ideran electrones de capas no

llenas, pues el efecto del campo cristalino sobre capas lle-
nas (capas cerradas) es sign'i ficativo a un alto orden en teo-

ría de perturbac'iones /2/ .

Si la energía potenc'ial clásica del ión mag

néti co en el campo cri stal 'ino está dada por (2-12 ) el opera-

dor Hamil ton"iano perturbativo puede obtenerse ap1 icando las

reglas usuales ( x*¡,:r.,'l-t Yop, z -> z"r). Esto significa
que el término perturbativo del Hamiltoniano será simplemente

la energía potencial clásica:

[.= \^¿ = -i.l Z v (xi,y¿,2;.\ (2-13)

donde se ha puesto iL ='lel V la sumatoria se extiende so-

bre todos I os el ectrones de I os i ones magnéti cos.

El potencial crjstal jno puede ser calcula-

do en coordenadas cartesianas o directamente en armónicos es-

féricos. Es más conver¡iertte expresar el potencial eléctrico
cri stalino en armónicos esférjcos por dos razones: primero,

?iY
que

r
=+ lt

r' t-.)4+ *i
L¿. I Itti it

1

t



l

I

r/tq-r/ ,i (,yrj.')pr" (.o, *)

.on !f , pol inomio de Legendre, def inido en la forma usual:

l

porque puede encontrarse fác j I mente una

su eval uación y segundo, porque en esta

fácil calcular los elementos de matriz

c'ial.

13.

fórmul a general para

forma es mucho más

de la energía poten-

I

¡

?r yt1;y
S i tr,l es el ángu'lo entre I os vectores

?; (.*) : /-1-\ r^ t ,,2 r \n
\J",,1,)tr \/r -1/

y en térm'inos de armónicos esféricos:

É r t)^ Y,-^(ni,!)
¿tn:-J

Y,\

=f ?.,
¿

I

i

\/o
=/)

I [u-^
=F[.n

!'r.o. -1= ffi¿frf X-^(n¿ ,Y¡\\^(e.,t)

con esto:

'V 
(v ,e,y)

7"*lo

-LLt*

s ec to r i a I e s :

ii.z "'f; zttt R:-u

Por comod'idad se definen los armónicos

. /ln
*(_1)

Yi te,v1 Q-17

(2-t 4 )

(2-15)

(2-16)

(2-18)



i zil=Ft,
con esto y usando el teorema de adición de

?f p,-,= #*4 zuti\z{,(B)

14.

I

¡

I

i

En térmi nos de po1 i nomi r:s asoc i ados de Legendre:

-51)* =

--7 c
Í)*, = c ou (rt Y)

'/il

(§¿, rj t 

l*^

É[y,^-(-r)-x ]

[eurl
LL ?* t.rs e)

?4^ (.o. e) sen (¡m Y)

'tT

(2-1e)

armónicos esféricos:

(2-20)

l os Z¿.. están

sobre «l ; es

para todc m

eval uados en

decir, para

I os puntos ? y tl y

cada l, hay términos

la sumatoria es

z.; , z;,., ,7;,,,

F'i nalmente el potencial, debido a una car-

- sa ?* en il¡,
@Yl

V(1e,y) =XjI ry,
(o^,Y*) 7 tu (2-21)l-r,l)IL

L_"<

,tT Z la
J.l+ I

(n,*l

v para k cargas:

üÓ

h

'f ?¡
¡.= 

I

V (r,o,y) =Z L rt fr* Z^n (0, v)
l=o 4

donde

Ltli zru
Jrit

{^^ l. +l (2-22)
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Esta es una forma muy conveni ente de escri -

bir el potencjal. Sj los Zr< se expresan en coordenadas car-

tesi anas ex'i ste una correspondenci a i nmedi ata entre e11os y

los operadores equi valentes de Stevens. Los cuales pueden usar-

se para evaluar los elementos de matriz del térmjno perturba-

tj vo La matri z puede ser di agonal i zada para encontrar los

niveles de energía y autofunciones del jón en el campo crista-
l'i no.

Evidentemente I a eval uaci ón de los elemen-

tos de matri z puede hacerse por j ntegraci ón dj recta, este mé-

todo está claramente descrito en /4/. Las func'iones de onda

del ión I i bre (no perturbado) son expand'i das en productos de

estados que involuurañ func'iones de onda del electrón solo (ú¿),
sobre las cuales actúan los correspondientes términos V(xi,)t,zi'¡

^,jde l'r. Los elelnen'L,os de matriz, expresados en coordenadas

esfér'i cas, por lo tanto se reducen a sumas de térm jnos de la

forma:

Je,l(',,s¿,Y,) 
v{

como I a parte radi al de I a funci ón de onda

es totalmente conocida, la parte rad'i al de

como un parámetro

Yr- (e¿,f¿) dr(r;, oi,Y¿) f,v

(

la

Pt') ) casi nunca

'i ntegral se toma

=)t / t"l l' tr rt a,( 
"')
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Una forma más conveniente de evaluar los

elementos de matri z del potenc'i al cri stal i no es medi ante el

uso de los operadores equi val entes de Stevens. Este método

elimina la necesidad de volver cada vez a las funciones de on-

da del electrón solo, medi ante el uso de un "operador equi va-

lente" a il-,,, este operador cons"i ste de operadores de momento

angular, los cuales actúan sobre la parte angular de la func'ión

de onda de'l si stema; en real i dad ésta es una apl i cac j ón del

teorema de Wi gner Eckart /5/. Este método aparece descrito

en /6/. Si f (x, y, z) es una función, en coordenadas carte-

s i anas , de un grado dado, entonces para encontrar el operador

equ'i valente a los términos de la form. { f(xi, yL, zt) que

ll , r T -i
aparecen en #-. s€ reempl azan x, y, z por .lv, J y, J¡ respect jva-

onmutación de f *,Tv,J r.
ctos de X,y, z por una

ibles combinaciones dife-
por el número total de com-

r construído tiene las mis-

ajo rotaci ones, que ti ene

A modo de ejemp'lo:

mente, pero si empre cuidando

Esto se logra reemplaz,ando 1

expresión que contenga todas
-rfT

rentes de i ,,J y,J z y d'i v

bi naci ones. De este modo el

mas propi edades de transform

el potencial.

f1
t1

L

(3 z;'-

Í-
L

§"L
t

Cr

du

os

o

do

b

(,')Ltt i;J= nÁ

') [r* Jy * lr:J fl

la no

0s pro

las p

idiend

0pera

ación,

(*;'- yt')

:-\
fi /= *.r (,)F r." - l(r-r!

(xrvi¡ ="e¡(r



(x, y, z) se

lac'i onan con

Si el

definen las

ZL*(*, !, z

potenci a1 es

funciones

) por la rela

17.

{onZr*

s e re-

V(x, y, z) =It'
., l*
It.* (x, J, z) que

ción:

Son estas f unc'i ones

ci onan con los operadores equi valentes

(2_23)

lU las que se rela-

de Stevens ()fl ,.di ante:

slartu) l:*-lrrr,4/rr

\- l,=LY
la-

(2 -24)

(?-?4)

según (2 -2?) , V(x,y,:)

usando (2-13), (2,23) y

X.=4Ebr,.or^

Tr*Z tu(x, y, *)

se tiene:

(?-25)

l

dond" 3;o,., 
", el I lamado parámetro del campo crista'li no , 0;*

e I operador eq ui val ente de Stevens.

El Hamiltoniano (?-25), sin embaFgo, puede

reducirse considerablemente pues la invarianc'ia del potencial

frente a operaciones de i nversión exi gen la anulación de térm'i -

nos con I i mpar; tambi én son nulos los térm'i nos tales que { > ZL

donde L es el número cuántico orb'i tal del electrón. De modo

Zo^(*,y,2) = (.o",

Z l";^(*,,y, )ru.t=ol ( ,t> 0[
con Oi: un factor multiplicativo; los operadores '))'*as 

comu-

nes aparecen en /7/.
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que para iones del grupo 3-d sólo es necesario consjderar

I = 0,2, 4 y I = O,?,4,6 para los del grupo 4-f , /81 .

Exi ste además numerosa evidenci a que demues

tra que los térm'i nos correspond'i entes a { = { son un orden de

magnitud menores que los correspondientes a ), = 2, /8/. De

este modo una aproximaci ón adecuada es considerar:

x. (?-26)

donde

(?-27 )

=¿ (3; oj * ¡i o; 
)L

= [u r.'- J(]- {
=Ff -J11

0;

0;

Nos

d remos que e I parámetro

cada 'ión del s'i stema.

gular orbital "apagado"

baci ón produci da por e1

restringjremos al caso un'iaxjal y supon

de campo cri stal i no es el mi smo para

Con esto y I a s uposi ción de momento an-

tenemos el Ham'i lton'i ano para I a pertur-

campo cri stal'i no:

c= -)r
L

H,,, f.,,ltr 
.3¡) **..¡(8, .sit'i-, pP. { +}

El primer término

bi I i ne al de Hei s enbe rg.

(2-28)

corresponde a la usual

El segundo es la interac-

n2
-'ü¿

en consideración es:

En resumen el Hami I toni ano para el s i stema

(2-2e)
1,L=

d

-Z
L=l

*l.f

interacc'ión
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c'ión b"i cuadráti ca, que puede ser consi derada como una correc-

ción a la interaccjón b'i lineal. El tercer término, término

de Zeeman, da cuenta de I a 'i nteracci ón entre un i ón y un cam-

po magnético, (g es el factor de Lande y |,3 "l magnetón de

Bohr) . Fi na'lmente el último térm'i no, tambi én I lamado tármi no

de anisotropía, corresponde a la'i nteracc'ión del ión con el

carnpo eléctr.ico cristalino debido a los iones vecinos.

En pri nc'i pio , todas I as propi edades termo-

dinámicas del sistema descrito por e1 Hamiltoniano (2-29) pue-

den ser obteni das encontrando sus autovalores y autovectores

y construyendo la función partición. En la práct'i ca, este pro

blema, para un cri stal tr j -d'imensional , es demas'i ado d'i f íc j I

como para ser so I uci onado por un "ataque frontal ". Los pro-

bl emas son puramente mecáni co estadíst'i cós, pues , como vi nos ,

la 'i deal'ización del problema f ís'i co subyacente se real jza fáci I

mente y todo lo que queda es la evaluación explíc'ita de la

f unción parti ción. Esta eval uación es, por supuesto, la d'i f i-
cultad.

Al parecer no hay una técni ca simple y de

s uf i c'i ente general i dad q ue pueda ser apl j cada para I a eval ua-

ción explÍc'i ta de la función part jción; por ello exi ste una

varj edad de métodos para el anál i s j s mecáni co estadísti co de

un estado ferromagnét'i co; a1 gunos son ri gurosos en restri ngi -

das regiones de temperatura (teoría de ondas de spjn); otros

son aproximados, poderosos y relatjvamente complejos (método

de las funciones de Green) y otros cuya principal ventaja es
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la simplicjdad (aproxjmaciones de "pequeños racimos" (clusters) ).
El más simple de estos últimos, la teorÍa de campo molecular

de t,Jeiss, proporciona una teoría conveniente y cualitativamen-

te razonable para aquel 1 as propi edades, tal como I a magneti za-

c'i ón, gue sean I a s uma de I as contr j buci ones de cada uno de los

átomos. Sjn embargo, aquellas propjedades que dependen de la
interacción entre dos o más átomos están fuera del alcance de

.la teoría de t¡'le'iss. Varias aproxi.maciones de "pequeños rac'imos"

i ntentan extender l a teoría de f.le'i ss (" racimo 2-spi n" de 0guchi ,

rnétodo B-P-l^l). Peror ge0eralmente, exh'i ben inco'ns'i stencias

i nternas tales como I a temperatura ant'i -Curi e de'l método B-P-I,J.

Si n embafgo, una teoría que por lo menos no presenta estas i n-

consistencias es la aproximación de "constante de acoplam'iento"

(constant coupli ng aproximation) de Kasteleijn y van Kranendonk

/9/, que puede ser cons'iderada como una aprox'imac'ión de "racimo

2-spines" definida solamente para s'i stemas con interacción en-

tre vecinos más cercanos y es ampliamente usada como la teoría

simple más conveni ente para estud'i ar aquel las prop'iedades que

dependen de I a correl aci ón entre veci nos más cercanos.

l-ras aproxima.c'i ones de "pequeños racjmos"

tj enen como característj ca más importante el que una pequeña

sección del crjstal es tratada exactamente y la 'i nteracción

(de esta pequeña sección) con el resto del cri stal es tratada

usando a1 guna aproximación. Como las 'i nteracciones afectan

el alineam'i ento de los momentos magnéticos, una aproximacjón

físicamente plausible es reemplazarlas por un campo efectivo,
cuyas característi cas deben ser determi nadas por a1 guna rel a-
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ción de cons'i stenci a fís icamente aceptable.

Se considerará sol amente el caso en que

todos los iones magnéticos son jdénticos y se encuentran en

s'i tios de la red que son cristalográficamente equivalentes.

Además, s'i los iones magnéticos están suficientemente leios

unos de otros, de nrodo que la superposi ción de sus funciones

de onda electrónicas sea pequeña, se puede considerar, como

primera aproxjmación, que la interaccjón es sólo entre los ve-

cj nos más cercanos. En este caso se ti ene que:

r/. -'.,

)1 =-2!E{í.3¿) H--i l{ s; (2-30)

t_

(i, sá) ]-áPI

+4 \- -Z
11. S; - DL 5,,

L

§-L
L

( + s'i los iones i y j son primeros vec'i nos
lo1., = ¿ü"¿ 

I

LO Si los 'i ones 'i y i no son primeros vec'i nos

si los iones i y j son primeros vecinos

si los .iones i y j no son primeros veci nos

Con esta consideración el Hamiltoniano es reescrito como:

t6a

ahora 'l a pri mera s umatori

de iones (i, j) que sean

Si se

(2-30) se transforma en:

fL(i q,) -1p

a debe hacerse solamente para pares

primeros vecinos entre s'í.

cons'idera D( = 0, el Hami ltoniano

IL= -J (2-31)

I
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Los autovalores y autovectores de (2-31 )

se calcularán rnedi ante la aproximacjón de campo molecular de

I^leiss y la aproxinlación de campo molecular de 0guchi. Luego,

usando 'l a apr0ximacjón de constante de ac0plam'i ento, se estu-

dj arán I as propi edades termodj námi cas del si stema descri to



]II APROXIMACION DE CAMPO MOLECULAR DE I^IEISS

La aproximac'ión de campo molecular de l,leiss

(ACMI^l), .l a más simple e 'i ngenua de las aprox'imaciones de "peque-

ños racimos", consi ste en cons'i derar solamente un ión magnéti -

co y reemplazar su interacc.i ón con el resto del cristal por un

campo efecti vo. Hj stóri camente el primero en mencjonar tal

apr0ximac'ión fue P'i erre t^Jei ss en 1907, el cual además supuso

(luÉl el canipo efecti vo era proporci onal al promedi o del momento

rna!lnético neto del cristal. Este campo fuellamado por l,leiss

catnp0 lnolecular, y se ha nlantenido este nombre para campos e-

fectivos de la forma:

*.-?

H.=y11

es el campo efecti vo, fi

(s-t1

moorento magnéti co de I a

coefi ci ente del campo mo-

eldond. H.

muestra y

lccular.

'i una constante, llamada

Si se considera solamente un ión magnético

el térr¡rjno de interacción de Heisenberg torla la forma;

(3-2 )N*r=-)(i.rq



I

\

ros vecinos del i

iones veclnos 5ün

Al hacer

-és'imo ión,

iguales y

la suma sólo sobre

y puesto que cada

er¡ uivaleri'Les entre

los z

uno de

sl, se

24.

pri me-

I os

Liene:

K,-t = -2 drS,'q) ( 3- 3 )

es el prornedio térrnjco estadíst.ico definido por:

T" e-x/tr ) lT (e-x/hr)

En el espír'i tu

es reemp 1 az ad a por

donde

(.

()

.) (3-4)

de la aprox'imacjón de Weiss

un campo magnét'ico ef ecti vo ,I a i nteracción

es deci r:

igualando (3-

Tt=

3) y (S-S¡ se tiene:

01(q)
3r'

(e-s ¡

(l-o¡

tJeiss respecto al

magnéti co del cri s-campo ef ect'i

tal está rel

YI

vo'y el

ac'i onado

Usando la supos'i ción de

i,.cho de que el momento
/:',

con',: ) Dor:, -r)/

=N:p(q)

l

)

lt;t= -3pE:'H"

se tiene que:

(3- 7 )



-.+

H.:L,L
Ná'13'

-*-+
Fl

eje z en la

y están en

forma en:

25.

(3-8)

-direcc'i ón de 11

s i t i o s eq u i v a -y como todos

lentes, la re

Definiendo el

los iones son jguales

lación (3-7) se trans

l'1 =*¿P(5¡) (3-e)

Se define la rnagnetjzac'ión reduci da como:

Yr= -XpH5* -Ds;

el campo H es la suma del campo

aplicado.

efecti

Los autovalor

H rm - )r',','

I

[= ylNtP

y usando (3-g)

En 'l 
a

(3- 10 )

(3- 11)

ACMt^l e'l Hamjlton'i ano (2-31) adopta

(3- 12 )

vo y el campo externo

C = (s.)

I a fo rma:

d',=-tp

es de K, son:

(3-13)



remos el caso

0r-t= 1, 0, -1.

Para i'l ustrar esta

de iones con spin tota"l S

26.

aproxj maci ón consi de-

= 1, entonces:

'l

l=
De (3-11) y (3-13) se tiene:

(r*»)/nr 
.(-r +))/ATe-(

pH.

(3-14)

c0 n

=?} = o
d

(3-15)pz HJ

, .)
donde l-1.. es

t'i vo debido

sl'derado.

el campo efectivo

a cada uno de los

por vecino, i.e. e'l

z pr imeros veci nos

campo efec-

del ión con-

De (3-B), (3-9), (3-10) y (3-15) se tiene:

(3-16)

con lo cual:

(3- 17 )

y reenrplazando (3-17) en (3-14) se t'i ene la ecuación de auto-

cons.i stencia que debe ser resuelta para obtener la magnetiza-

cj on reduci da como funci ón de I a temperatura en ACMi,,l.

). = t-(c

Hl = )(G /ep
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(ul* {r,^.,-,)/hr (¡--1, r!§^,-*)f nr
ñ/O(,, * c -\-

Uo.*u, (3-18)

e +e +r
Esta ecuación puede ser resuelta numéri-

camente, luego de f iiar los parámetros *,, , ,. para ello se

el abord el programa ACMI^l que f i gura en el apéndi ce.

La ACMi.l proporci ona un sorprendente buen

esquema cua.l i tat j vo de I as propi eciades f ís"icas más importantes

de un rnateri al ferromagnético, p0r ejemplo 'l a magnet'ización

espontánea y su dependenci a con 'l a temperatura. S'i n embargo

cuando se hace una cornparación detallada entre la teorÍa y los

experimentos la concordancj a cuantitativa no es muy buena.

Al parecer I as defj ci encj as de ACMhI provi e-

nen de sust'Í tui r todas I as i nteracci ones de i ntercamb'io en el

cri stal por un campo efect'i vo, de modo que c jertas prop jeda-

des de la i nteracción i. E se pierden completamente. Es

precisamente esta deficiencia la que se pretende corregir, en

un primer orden, en la aproximación de campo molecular de 0gu-

chi /10/. Es lo que se tratará en el siguiente capítu1o.

I



la aproximación

un par de iones,

c'i nos entre sí.

I V. APROXIMACION DE CAMPO MOLECULAR DE OGUCHI

Intentando mejorar el tratamiento de tJe'i ss

de campo molecular de 0guchi (ACM0) consjdera

seleccionados el azar y que sean primeros ve-

La i nteracc'ión entre el I os es tratado exacta-

I os con el resto de I cri stal medi ante un campomente y la de el

efectivo tipo campo molecular

spines"),

El Hamj ltoni ano para este par ("racimo ?-

cuantizando en la direccjón arbitraria z, es:

-¿ptl(s,.*5.*) -¡(si-(
{-2{'l(. 

=
.5¿

el spin total

sí, se tiene
.--+

- ¿ ¡4').=)r+5r-

¡L \*)¿¡.l

los operadores

(4-t¡

---) -)5rv 5,

5'

5'.3,
entre

- 28,

I

i

sea 5=

conmutan

Luego:

del par; s'i

que:

(4-2)

5o+ 5.u*= 54

X. = 4G:* 5,' - 5") - 
¡,PH 

5* -)(5,1 "s;) (4-3)



j-cular de .iones 
con

el par tiene spin 5

Nuestro i nterés

sPin total JI =

= 2,1, 0.

I t ^",)J

1>,1

es coniderar el
c-)z = 1. En

29.

caso part

tal caso

(4-s¡

(+-o-a¡

E I s i guj ente conj unto completo de vectoresson autovectores de 
lor-operadores Sr. S; , 5r y S.,r

{t ,r-.0}= {, ,n¡} =l/i t,:',:,,/i.?''-1¿r2 
'2)} 

(4_4,itoo¡ I\/
Este conjunto de vectores permite evaluarlos erenrentos de ra matriz Hami rtoniana correspondiente a rosdos primeros térmi nos de (+-s). Estos vectores no son auto-vectores de los operadorer S; y Sri, poF ro que ros eremen-tos de matriz correspondientes al término de anisotropfa debenser evaluados usando este otro conjunto completo:

{lr, s¿ ^, "r)} =it', -, )

10)rlt -1)J{/s,.",! =f rdonde

los que se relacionan con I Sü medi ante

/ s 11) =,,§,/ s, s, *,*t) ( 5, s, ^t ^11 5 r.1)
h¡ +n'a - 11

los términos (5rS.^t*¿ljM) son tos ttamados
de Clebsh-Gordan,

coeficientes



Desarrollando y

tes se encuentra que:

30.

calculando los coeficien-

It

(q-o-¡)

10»

t22>= lt I it)
lr r) = 

(/tr)( lr I to> + l1l o t))

t 2 o\ = (1/{T)( lr r I -1) * lu-r 1)*1

l2r= (tte)Un -1 o) .lrro -r))
l)-t¡=Irl-t-t)

([r),,=(s'M'lÍ, lsm¡=
" 

= {tt,(S'*t) + 5r(Sr*1)}J,

,[ s ( s* r) §.r, §,*, - ¡,fl

) (s'x'l (s,i * s],)Js m)

o)=
-1> =

l1

ll

Ahora se pueden calcular los elementos de

(+-z¡'' &"t'-

&u,Á,,-

l1 t¡= (,/E)(lrr ro> rlrot))
(va)(lrrr-t> lr t-tr))
(t/'tr)(lt to-1)-lt t -to>)

lo o)= (t/f,r)(ltrr-t)+l rt-r1)-/1 roo¡)

matri z de ( q- g) t

El último térmj no es eval uado usando (+-0-U)

Al hacer el cá'lculo exp'l íc'i to se encuentra

que son dist'i ntos de cero sólo los siguientes elementos del

Ham'i ltoniano en cons'i deración:



il,, = (¿l/x./rt) = - J{ -J}' - J}
Hrr=(rt t J{,ll t) = - l{ - l -}
Xrr= (¿otl/'rtto¡ = -J( -2/sl
Kw=(J-1/fi./:-t)= - Lj + I - )
Xru=(-z-:lX.ll-t)= - )l + J L- J D

X,, =(rrlX"ir r) = J l-l -)
Xr, =(10/ X,l t o¡ = 2* - 2 )
kr,=(t"tlx.ll-l) = l'tt ¡ -)
X,r =(ool )|,,!od = \ .{ - 

e/sD

H,, =(oo/ N^l)o) = -(i'tr7-i ) )
It,; =(ro/x,loo) = -b'tT' 13) 

]

31.

(+-a)

Si

debe ser diagonal'izada

tores.

entonces la matriz Hamiltoniana

conocer sus autovalores y autovec-

Luego de haber tratado en forma exacta la
i nteracc'ión entre un par de i ones se debe determi nar el campo

efecti vo que acopl a este par con el resto del cri sta'l , 0guchi

consideró que el campo efectivo era un campo molecu'lar, es de-

cir el campo efect'i vo es proporc'ional a la magnet.i zación prome-

dio del cristal.

D/o
para

molecular se procede

a (3-B), encontrando

Para determi nar el coef i c'i ente del campo

en forma simi lar a ACMt^l (ecuaciones (3-2)

q ue:

---)

}.l. -2k-1\I M
NÍ. f3'

(4-e)



donde N es el número de átomos

gi romagnéti co de Landé, p el

primeros veci noS del i ón.

3?.

de la muestra, g el factor

magnetón de Bohr y z el número

(4- io )

(4-tt)

El coeficiente molecular difiere del ob-

ten'i do en ACM!,I so I amente en que ¿. es reempl azado por (¡ - 1)

porque la jnteracción del ión con uno de sus primeros veci-

nos ha s ido tratada exactamente y son las (z-1) j nteracc'iones

restantes las que se tratan con una aproximac'ión de campo mo-

lecular.

Como el par f ue elegi do arb'i trari amente o

s u momento magnétj co promedi o, por átomo, debe ser el mi smo

que e'l de cualqui er otro pdf , y por lo tanto el mi smo que para

el cri stal completo.

y se define la magnetjzacjón reducida, por átomo:

-I-2

a -_+

Análogamente a ACMl^l 'imponemos:

N¿ 
P (s*)

(s,)

Fi nalmente, juntando (4-11) con (+-S¡ y

(a-10) y si

dond. HJ es

no existe campo externo, de modo que Hr= (Z-f ¡ HJ ,

el campo efectivo por veci no, se tiene:



tr=¿(z-i)(6

Reempl azando (4-12 ) en (+-A)

cular la ntagnt:tizac'i ón reducida, pol^ átomo, c0m0

la tenrperatura, iuego de fijar los parámetros z,

se puede

func"ión

I
¿ Y -'!)

33.

(4-12)

cal-

de

La compl'i cac'i ón adi cional

a ACMW es que I a matri z Hami I ton.i ana debe ser

para conocer sus autovalores y autovectores.
i\
I L I res pecti vamente , entonces:

G -l L\ á ( ils=li) e- "(o^''"Yo'-AcIr' \2 / I o-t¿(C-',"")//.rft(:

de ACM0 respecto

diagonalizada

Sean el lot Ei v

(+-.ts)

Esta ecuación de autoconsjstencia, que

como se dljo, permite obtener la magnetjzación reducida, por

átomo, en AC110, puecie ser resuelta numéricamente, para ello se

conceccionó el programa ACM0 que fi gura en el apéndj ce.

Si bi en este método representa un mejora-

nriento respecto a la aproxinración de I,Jeiss, retiene algunas de

sus def iciencias, debido a la supos'i ción común a ambas teorías,

de que el campo efectivo es proporcional a la magnetización.

El cons jderar un campo efect'i vo más general, es dec'i r, uno que

sea una función arbitraria de la magnetización y de la tempe-

ratura puede proporcj onar una meior descri pci ón del ferromagne-

t i snro .
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En el próximo capítulo se comentarán I as

aproximaciones de "pequeños rac'imos" en general y se mostrará

la aproximación de constante de acopl,amjento, la cual, se espe

Fd, mejore algunas de las deficienc'i as de las aproximaciones

mostradas en los capítulos anteriores.



V. APROXIMACION DE CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO

Dado el Hami ltoni ano de un si stema ferro-
magnético el problema de encontrar sus propiedades magnéticas

está, en pri nci pio, resuelto cuando se evalúa la matriz dens'idad

- lr /hT
et (5-1)_r ;1{/hrly \-

pues la magnetización, o el valorr promedi o de Sr, se cal cul a:

(s,* f ) (5-2)

11r:

(s.) -r

Los métodos de "pequeños racimos", en ge-

nera1, comienzan seleqcionando sólo una pequeña sección del

cri stal y l uegs reeflpLaza los operadores de sp"i n de todos

los otros iones del Ham'i ltoniano por:

.*

(5-3)
rq- )-

al hacer es

matri z dens

Ham'i ltoniano del si

queda dependi endo de

y por lo tanto la

v (S-z) es una ecua-

-/c-'rJ:

to e I

'id ad

s tema

(s)

E=5y"O
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c'ión autocons i stente para ( 5.) La f orma de hacerlo está
'i lustrada en los dos,capítulos a.nteriores para dos casos dife-
rentes, uno es Ia aproxjmación de campo molecular de tJeiss y

el otro es la aprox'imacjón de campo molecular de 0guchi. Es-

ta forma de evaluar (5*) cjertamente no garantiza la comple-

ta cons'i stenci a de la teoría resultante /11/"

La naturaleza de los "defectos" de estas

teorÍas ha sido analjzada por Kasteleijn y van Kranendonk l9l.
Ellos'i nd'i can que las propiedades del sjstema están completa-

mente determ'i nadas por la matrjz densjdad de un sjstema de dos

partÍculas ( lr¿ ). Esta matriz densjdad es la proyeccjón de

la matriz densidad de todo el sistema ( P ) sobre el subespa-

cio formado por las dos partículas.

se escribe en la forma:

(5-4)

si 2,L¿

^-1". ¡rrrC

T,. g ".¡ 
litr

entonces i', se relaciona con el Hamiltoniano del sistema com--¿

pleto en alguna formu,f que puede 11egar a ser bastante comple-

i a. Es este operador 'L{,,i el que casi todos los métodos de

"pequeños racimos" tratan de evaluar reemplazando, en el Ham'i l-
toniano del §istema, algunos operadores de spin por sus valores

promed i o .

f,,:

Para

tropía de campo cri stal i

sj stemas de i ones de spi n 1 y con ani so
n

no I a f orma de &; ; debe ser:vZ



r co'n la co nd i ci ón:

l^
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-5¡1 ) (5-5)

(5- 6 )

(5-7)

A,[4,.3¿. 
" 

(3i 3r)']-¿pA.(sirr s¿.) - ] (si--2I,, =

funci ones de I a temperatura y del

Estas funcjones están sujetas a cier-
ncia, 1as cuales son fijadas median-

a fÍsi camente razonable, entonces

er cuál es I a mejor de todas. Debe

independientes entre sí, pues si tn.,

(5-5) entonces lo, .N^, def i nidos por:

dond. Al y A, pueden

campo m.agnét'i co aplicad

tas condiciones de cons

te alguna suposición qu

el problema consiste en

notarse que los A; no

son los autoval.ores d

ser

o.

i ste

e se

sab

son

e

ér- lat

- L ¡i.r
l^

deben

e
tL
n

plicum

t
1-
41

la condición (5-7) permite fijar un AL cuando el otro ha sido

fijado por alguna condición de cons'istenc'ia.

A modo de ejempio, si escogemos:

Ar=o ) A,=lt.*j2(s,,) (5-8)

*(r
se obti ene la aproxjmación de campo molecular de Weiss.

_t-I

La aproximación de campo molecular de 0guchi

se obti ene imponi endo:



3;
Ar=d Ar= H"* (r.)

38.

(5-e)

salvo

c'i ona

estos casos part'i culares el encontrar como se rela-

iJ. con el Hamiltoniano original del sistema es bastante

complejo, esto signifjca que es bastante difÍcil dec'i r la for-
ma de I as f unci ones Ai ; que son I as que rel ac'i onan ambos

Hami I toni anos. En e'l prdximo capítulo se usará una cond j ción

de consistencia s'imilar a la usada por Kastelejjn y van Kranen-

donk y en ese caso intentar cncontrar explícitamente las fun-

ciones A,¡" es algo bastante complejo, en todo caso se espera

obtener un apreciable mejoramiento respecto a las aprox'imacio-

nes de campo molecular discutidas en los capítulos anteriores.

Una di scusi ón detal I ada de las aprox'imaci o-

nes de "pequeños raci,mos" es dada por Ca11en y Callen /12/.

en

x"



IL= ,{l,yi $+"((i q4 *p!É'-i-ri u;

Hami I toni ano ti ene I a forma:

VI. APLICACION DE APROXIMACION DE CONSTANTE DE

ACOPLAMI ENTO A UN HAMI LTONIANO ANISOTROPICO

En este capítulo se cons'iderará el Hamil-

toni ano (2-30):

(o- t ¡

' Si el si stema presenta magneti zación es-

pontánea, es decir sj tiene magnetizacjón neta en ausencja de

campo externo, d'i cha magnetización def ihe un eje z y se pue-

de suponer que los spi nes e.starán bajo I a acci ón de un campo

magnético efect'i vo en la di recc'ión z.

Pri mero se consi derará I a i nteracci ón de

sólo un ión magnét'i cocon sl campo efect'i vo. Para un ión el

(o-z¡

donde el campo H es la suma del campo efectivo y el campo exter-

r=-xpH5f-Ds!



ro,€l cual se considerará nulo para estudjar la magnetizacjón

espontánea.

Si se considera sólo la interacc'ión con los

z primeros vecinos y todos ellos son'i guales y están en sitios
cri stalográf i camente equi va'lentes , tanto entre sí como con res-

pecto al ión cons'iderado, se puede escribir:

H. :ZH: (6-3)

do nd e HL es e I c ampo e fecti vo por ve cj no.

Los autovalores de ( 6 - 2) son:

40.

(6- 4 )

se tiene

en la forma

9
L qY\-

2,
ftY\- 2P Hr- - D

I

P ar a

-1 y se define

iones con spin total S = ]

la magnetización reducidam = 1, 0,

usual:

q (H)7)= (

con esto

f (rr:r)=

Por otro

no es:

5¡ ( H' ,T )), (6-s1

^(o*¿ H')lAt (¡ -zH')/tTe -e
e +e +1,

lado, si se considera un par

(6-o)

el Ham'i ltoni a-de iones
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(a-t 
1

ne S

i
, -. d.lr rl ,l

-2\ 5,' 5, ) = - i

5'= 5; * 51 + 2§,

dond. S,: =

."' llsmlse

5"5'+)5: S'-25: S"'

^L ^¿S; = S; y usando el conjunto

tiene que:

( s' n'I (-Jtr*)(3,'3,)'/s11) =

b]s(s+1)- i *(s*r)'-{ f,, q",

el resto de los términos es evaluado exactamente igual a como

se hizo en ACM0, y también se encuentra que son djstintos de

cero sólo los si gu'i entes elementos de matriz:

W,= -)il(r,.q)+o (í, 1)J - lplbo**s,,) 
-) (s;. q: )

en ACM0 se defi

evaluado del si gui ente modo:

Procedi endo

=-?=,5 [ * 5-z'

en forma aná1oga a como se hjzo

El térm'i no bi cuadrático es

(6-8)

(6-e)

completo de vecto-

(6-10)
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(6- 11)

, y como

veci nos

-21 ){* -2 tr -2»
-21-)*<-h-l)
2l-2*"-¿hb

-2{-)!*t}-}
-2{ -)1" +Jtr-r}
41. )Íx-A-D
21-)í*-¿)
2{ -)** +} -}
4Í S**-'tlj}
=io olüt¿ o). - Q0 lil»

<22 Jlt. i LL> =

(¿l lx,! zit =

(¿o l\L,ito>]0-_ =
JJ

10,, '
\l :
0ú+

Xo, =

t0=av$

x,n, =

11,, =

xrr -

X*, =

t1o:1 = 'q:

H = H*

i meros

; si es que no exi ste campo externo

ólo se consjderan interacciones a pr

iguales y equivalentes entre sí H"

.on,l=JP H

antes, s'i s

y todos son

con lo cual

Q-t ly""l2-1)
<H)t(,,12-2>
(111i{,,111)
(tolX, lto>
(r-r ltLtl-1)
(ooll[,100>
(l ,l'tl.rloo7=X

=(*-l)H" ,

(6-12))HJ = (z-1)H'l = ¡p(z-l
reemplazando (6-12) en (6-11) se tienen los elementos de matrjz

del Hami ltoni ano en térmi nos del campo efectivo por veci no H'

Esta matrjz debe ser diagonalizada para encontrar sus autovalo-

res y autovectores. Sean ellor á; y I i) respectivamente, en-

tonces la magnetización reducida por átomo es:

(H1r)=(+)

I

(6-i3)

i=l

8r(u') f nrZ <L/5xi,) ei'l ' '*

15- :; 
'(p\/tiL_, e

q
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La ecuación (6-13) proporciona la magneti-

zac'ión reduci da como f unc'i ón de la temperatura y del campo e-

fect'i vo H', el cual es una función arb'i trari a de la magneti-

zaci ón y debe ser determi nado medi ante a1 guna rel aci ón de con-

sistencia

Si el campo efectivo H' es suficientemen-

te bueno (el mejor de todos los posi b'les) entonces (6-6) y

(6- 13 ) deben co nd uci r al m j smo res ul tado , es dec'i r:

6L (H;i)= q ( H',T) (6-14)

esta condición de consistencia permite conocer ll'.o,no func'ión

de la temperatura y se puede entonces calcular.la magnet'i zacjón

reducida mediante (6-6) ó (6-13). Puesto que (6-14) debe ser

resuelta numét'jcamente lo que se

r j ca entr. H' y T y entr. (

I

\

i

/,

!tL

.

t-

obti ene es una rel aci ón numé-

Iyl

Llt
gua-

de sp'in total
equivalente a i

, P'ara un sistema de iones

el.igualar las magnetizaciones reducidas es

I ar:

P -r p
l¡ 'Yzlt.

(6-15)

(6-16)

es I a matri z densidad para un ión, es dec'i r:

--x tlhT
=(---r-

ur-

donde



s.i endo

tición
par de

)'{, el Hami

; por otro

iones y

para un ión y

es la matriz

44.

/, la func'ión par-4l

densidad para un

(6- 17 )

Itoni

I ado

ano

0
12"

sobre uno de los

I to ni ano de I par

está detallada en

Horwi tz /ll/
una condición

alor oe (5.)

muestran Q ue,

de consisten-

calculado me-

t+)r(

- €,lnr

-xrltT
lptyz v

7/-r 
"&

ar, (. =

significa tomar la traza sólo

tri z densidad, W- es el Hamj
¿

part'ición. Esta equivalencia

Strieb, Calleny

para s i stemas con s pi n arbi trari o,

ci a equ'i valente es imponer que el v

d'i ante:

(s.) = 5r, * 5"*) f*

sea igual a1 obten'i dr-r derivando la energía ljbre de Helmholtz

res pecto al campo.

Las propi edades termodi námi cas del s'i stema

se calcu'l an usando el Ham'i ltoniano (6-7) luego que el campo e-

fectivo ha s'i do determinado mediante la cond'i cjón (6-14). Al

resolver (6-14) además de determinar el campo efectivo ( H')
se encuentran los autovalores del Hamiltoniano (6-7), si llama-

Cmos L ¿ a esos autovalores, entonces I a energía 'i nterna es:

€¿€

i ones en la ma-
t--/

v f la función'H2

/13/.

- E ¿int
(6-18)
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La energía libre de Helmholtz es calculada

mediante la relación:

F = * }1f ,[^Z (6-1e)

¿on¿e Z es la función partición definida por I

/-=L e t

L-t
(6-20)

F'i nalmente se cal cul a I a entropÍa, con I a

relación:

(6-21)

sjendo tJ y ¡' la energía jnterna y la energía libre de Helm

holt z respectivamente y i." la constante de Bol tzman; el resto

de I as f unc'i ones termod'i námi cas pueden cal cul arse de un modo

s.im.ilar.

Debe hacerse notar que sólo Se obtj ene una

relación nur¡ér'ica entre estas funciones termodinámicas y la

ternperatura, sin embargo ello no es obstáculo para extraer bas-

tante i nformaci ón sobre I as propiedades del si stema.

0tra funci ón i nteresante de cal cul ar en los

si stemas que presentan ordenami ento magnétj co es I a funci ón

correlación de spin, defin"i da por:

s/a =(!lhr(u-r)

)
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(6-22)

esta func'ión es una medida de la correlación exi stente entre

ios spines de un par de iones del sistema, es decir muestra

cuanto es , en promedi o, I a i nteracci ón entre el i -ésimo y el

j-ésimo 'ión.

Puesto que se está usando una aproxjmaci ón

de pares y con la restri cción que los 'iones sean primeros ve-

c'i nos entre sí, se cal cul a I a f unci ón correl aci ón de spi n para

vecinos más cercanos; para iones conspin,t.otal § = 1 es:

t=(L/s)<q.s,)

que se evalúa definjendo

ces:

<q i)=

s''-sr'-sr')

(6-23)

. Se ti ene ento n-

(6-? 4)

6

§i=5(
Us ando e I co nj unto compl eto de vectores

.

I

l

{iS,5 SH )j se evalúan los elementos de matriz; éstos son:

(s,,s, s'rl'/i.i/r,q sm)=[á r(s*r )'z] {r. {.,,, (6-2s)

de matri z se cal cul a 6 fi), esto seco noci endo

h'i zo numéri

los elementos

camente.

3, -3, 
" 

1ú'/oT

T'
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' Para resolver la ecuación (6-1a) y calcular

la magnetizacjón reducida la energía interna, la energÍa libre
de Helmholtz la entropía y la función correlación de spin se

el aboró el programa ACA, que fi gura en el apéndi ce.

I

)
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VII. RESULTADOS NUMERI COS

A. Caso q : 0

Por comodidad se mostrarán primero los re-

sultados obtenidos para el caso §( = 0, j. e. , si n cons'iderar

el térmi no bi cuadrático. Este caso fue tratado usando las

tres aproximaciones mencionadas en los capítulos anteriores

(ACMI^l , ACM0 y ACA) esto permitió comparar entre sí las apro-

ximaciones usadas. Luego, usando ACA, se mostrará de qué ma-

nera se modifican 'los resultados al considerar el parámetro

Usando los programas que figuran en el a-

péndice se pueden resolver, numéricamente, las ecuac'iones

(3-18) , (a-13) y (6-14) 1as que permjten conocer la magnet'i za-

ción reducida y el campo efectivo como funcjón de la tempera-

tura para ACMl,J, ACM0 y ACA.

Lo primero que se observa es que el siste-
ma descri to por el Hami ltoniano (2-31 ) presenta, en las tres

aproxjmaciones, una magnetizac'i ón neta en ausenc'i a de campo

externo para temperaturas que estén p0r debajo de cierta tem-

peratura crítj ca ( gráfi cos 1 , 2 y 3 ). Tanto ACMhI como ACMO

predicen una ritr.ución completa de la magnet'i zac'i ón a tempe-



(f

1

KT

arbi trari as;
de l,Jei ss,

GRAFICO

Magneti z aci ón reduci da v/s l'rT , en uni dades
para z = B, 'f = 1. Curva 1: campo molecular

I

Curva
Curva

¿:
).J.

campo molecular de 0guchi,
constante de acopl am'iento

49.
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GRAFICO

Magnetizac'ióii reducida v/s la T , en unidades arbi trari as;
para, = B, +-1 , Curva 1: campo molecular de [,leiss,
Curva
Curva

?:
3:

campo molecular de Oguchi ,
constante de acoplamiento



51.

(I

1

GRAFI CO 3.

Magnetización reducida v/s AT , en unidades
para 7 = B, t=f. Curva 1: campo molecular de
Curva 2: campo molecular de Oguchi,
Curva 3: constante de acoplamiento

arbi trari as;
I^le'iss,
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f^.r,* (-l-= o) = 6o.,",o (T = o) = 1,

D. No s ucede I os mi smo en ACA, por ej em-

ene:

ratura cero, esto es

para todo valor de

plo para ¿ = B'se ti

0

.§

4

I o. oso

]o-n,,
l, o

{*(r=o) =

para D -

para D -

para D )z

Es probable que esta "defic'i enc'i a" del mé-

todo provenga del hecho que en ACA el campo efecti vo que actúa

sobre el 'i ón magnéti co com'i enza a aumentar cuando la temperatu-

ra comjenza a descender ('f <T. ), pBFo luego alcanza un máximo

y comi enza a di smi nui r si es que se conti núa bajando la tempe-

ratura, para finalmente hacerse cero a temperatura cero. Este

cotnportam'iento se observa para todos los valores del parámetro

D estudi ados. La dependenci a del campo con I a temperatura es

nrostrada en los gráficos 4 y 5 para [ = 0 y D - 4 respectiva-

rnente. En estas m j smas f i guras puede notarse que el campo e-

fecti vo es may0r cuando aumenta D al compararlos para una

temperatura fi ja cualquiera en el intervalo O<a<-f .,
esto junto con el hecho que fo,o(.I = 0) - 1 para D ü 4 pa-

recerÍa confi rmar que la "anomalía" en la magnetización espon-

tánea se rlebe, efectjvamente, al "mal comportamiento" del cam-

po (es de:'i r el campo efectivo se anule a temperatura cero).

En las dPrr^oxinlaciones de campo molecular el campo efectivo es

proporcional a la magnetizacjón (ecuaciones (3-ll) y (4-lZ)
por lo qurl al disminuri r la temperatura (lo que signl'fjca que

aumente I a magnetización) el campo aumenta, rápidamente al

l
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H' v/s
Curva
Curva
Curva

GRAFI CO 4.

kT, en unidades arb'i trarias; para
1: campo molecular de tjejss,
2: campo molecular de 0guch'i ,
3: constante de acoplamiento

¿ - B, * = 1.
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H' v/s
Curva 1:
Curva 2:
Curva 3:

GRAFICO 5.

kT , en uni dades arbi trari as ; para
campo molecular de [^leiss,
campo molecular de Oguchi,
constante de acopl am'iento

z= B, t =r.
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principio y luego más y más 'lentamente hasta alcanzar su com-

pleta saturación para temperaturas lo sufi ci entemente bajas

(gráficos 4 y 5).

Desde un punto de vista físico cabe pre-

guntarse qué hace que los iones orjenten sus momentos magné-

ti cos s'i el campo ef ecti vo que actúa sobre el los es nulo (pa-

ra T = 0), esto puede responderse diciendo que para temperatu

ras s ufi cj entemente baj as I os efectos de agi taci ón térmi ca

son cada vez más pequeños de modo que el "campo necesario" pa-

ra ordenarlos es cada vez menor, es una mani festac'i ón de I a

tercera ley de la termodjnámica, la cual exige que la entro-

pia sea cero para temperatura cero, esto s i gn'i f i ca que e1

"ordenami ento" de los momentos magnétj cos sea total y al ser

ésta una aproximación de pares e1 "ordenamiento" significa que

los dos i ones tengan s us momentos paralelos i ndependi entes de

I a ex'i stenc'i a de un campo ef ecti vo (para T = 0) .

0tro resultado importante es que las tem-

peraturas crít'icas son diferentes para cada una de las tres

aproximaciones usadas; las obtenidas mediante ACA resultan ser

si empre menores que las obten'idas en ACM0 y estas últimas, a

su vez, son menores que las obten'idas en ACMl,l , esto sucede para

cualquier valor del parámetro de an'i sotropía 0 (gráfico 6).

En este mi smo gráfi co (gráfi co 6) se puede ver que para val0-

res pequeños de D la temperatura crítica aumenta cuando D aumen-

td, si n embargo para valores muy grandes (por ejemplo D > L?O



GRAFICO 6.

t.= kTc/l v/s D/*
Curva 1 : COnstante de _ acopl ami.ento para
Curva 2: campo rnolecular ile Weiss para
Curva 3: carnpo nlolecular de 0guchi para
Curva 4: constante de acoplamiento para
Curva 5: constante de acoplamiento para

z= 12
¿= B,
a _ ór
Z= Q.

z = 6.

56.
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para z - 6 y z = B y D> 150 para z = 12) la temperatura críti-
ca (o hli ) se hace constante, es decir un aumento de D no se

traduce en un aumento de hT. , esto sucede en las tres apro-

xj maci ones usadas, este resultado es importante pues se puede

mostrar que la temperatura crÍtica debe permanecer fi n'i ta cuan-

do D ---+ qr En ACMti el sistema tiene tres autovalores de ener-

gÍa €"1 =-*(1H-D , €*=O , C" =?PH-D , corres-

pondientes a'los estados /tt¡ ,lLO> y l1-1) respec-

tivamente. La separación entre t^ y E1 (o entr" Ez y

a
a t ) es proporcional d D, por lo tanto para D pequeño es po-

sj ble que aumentos de temperatura produzcan transjc'iones entre

estados, pero cuando D es muy grande la separación entre los

niveles es tan grande que resulta imposi ble obtener transi cio-

nes entre los estados, por lo que hT.- debe converger cuan-

do D se hace i nfi ni to. Más aún, es posi b1e encontrar anal íti -

camente la temperatura crít'i ca para los casos part'iculares

D = 0 y D->oc , pdra otros valores de D se obt'i ene una ecuac j ón

gue debe resolverse numéricamente..

i ) caso D - 0

Cuando D = 0 la ecuación (3-14) es:

:,{alw --2r {clare -e -
aztc/tti -tx tdlr*e +e +l

usando el hecho de que § *-+ 0 cuando l^tT*-+ hT. se pueden

expandi r en seri e I as exponenci aies y considerar sólo los tér-



ene:

8

t 0.66
)/II,

(z=6)

(¡"9)
(z=tz)

58.

s eri e

se tiene:

minos lineales, con ello la ecuación (3-14) se transforma en:

^- D /trre 0 y expand'iendo en

ando sólo los térmi nos I i neales
(
\41 (¿=a\
l-:-tz =< t / (Z=*)a<_& 
lJb| 7Ll {t=tz-)
\,4 

t

a ACM0 'i ntentar encontrar anál

lrT. l( no es tan sencillo; si

rtz Hamiltoniana es diagonal lo

s una expresi ón que debe ser re

_ L + r*46/nr. - l* r*.4t IAL
1 + t*Ir lht " + L_ l*do/ffi, * !_

6

iticamen-

b'i en al

que se

s ue I ta

Los resultados obtenidos en este trabajo

t#" (r=o¡=
l)l2T'

ri

(

l
i
i
I

t

ii) caso D--+o

(ec. 3-14)

si D->co entonces

I as exponenci ales y tom

l. l;"- () -'oo)
,(
¿'

Par

te una expresión para

cons'iderar D - 0 la mat

o:btiene para loT.l* e

numé ri camente.

simplificando y arreglando se

Cuando D+O la magnetización reducida

CS:

_ e:'{alat _ e- 
r, drlur

niuestran que:
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T^IT-I-, = 1.5
lc (¡=o)

( i* r)e p ?., ¿''o^te ds z)

<A¿A (ttl tz.L)

*É*=li ;? '*',!),,

tsto jndica que la influencia de la aniso-

tropía sobre I as temperaturas crÍti cas es mayor en ACA que en

ACM[^l y dentro de ACA es mayor cuando es menor el número de ve-

ci nos.

Resulta además 'i nteresante analizar la e-

nergía 'i nterna obtenida mediante ACA y c'ompararla con la obte-

nida al usar ACt'11^/ (gráfico.7). La energía interna tiene un

curi oso comportami ento , primero comi enza a d'i smi nu j r cuando

I a temperatura .di smi nuye por debajo de la temperatura crít'i ca

pero l uego a'l canz a un mÍni mo y comi enza a aumentar, este com-

portamj ento es debi do al "mal comportamiento" del campo efec-

tjvo. La principal critica que puede hacerse a la func'ión ener-

gía interna es que resulta difícil de entender el hecho que

al bajar la temperatura por debajo de un cjerto valor la ener-

gía.interna total del sistema aume.nte, esto se traduce en un

calor específi co negat'ivo para bajas temperaturas, lo cual no

es fác'i'l de expl icar. La energía 'i nterna total .calculada me-

di ante ACMtI no ti ene estos i nconveni entes , di smi nuye al d'i sm'i nu'i r

la temperatura hasta hacerse constante a temperaturas suf iciente
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GRAFICO 7

EnergÍa interna v/s kT, en unidades arbitrarias; para z= B,
Curva 1: constante de acoplamiento )
Curva 2: campo molecular de hleiss
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meirte bajas,esto 'implica que el calor específico es cero para

T - 0, y éste si es un resultado fís'i camente aceptable. D'i -

ferentes valores de D, r'ro cambian la forma de la energía inter-
na.total para ninguna de las dos aproximaciones que se están

comparando, sólo cambi an los valores numéri cos.

Si n embargo, si nos l"imi tamos a l a energía

de i ntercambj o entre los i ones , cal cul ada medi ante ACA, el re-

sultado es completamente d'i ferente. El térmjno de intercambio

del Ham"i ltoniano es:

1_

X-;,= -)4rZ(r q)
o 

,.,,.,

el cual se transforma en

'){' i 'i
al considerar

significa que

i nteracci ón

la energía

sólo con los z primeros vec'i nos. Esto

de intercambio tJ;r." es:

lJ-r* = (t¿rr) =-J(.< í, S,>

dond" (...) es el promedio térmico estadístico defin'ido

según (3-4). Usando la definición de función correlac'ión de
Uspin b (l-)(ec.6-23) laenergía'i nterna deintercambio

es simplemente:

tl*. = -L§zE
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se muestra en el gráfico

. De la forma ¿.6(T)
La f unc:a^ {(T)

I

se t'iene que la energía de 'i ntercamb'io (y el calor específ j co

de intercambio) tiene una forma físicamente aceptable, es de-

cir comienza a dismjnuir al bajar la temperatura ( T La. )

para fi nalmente hacerse constante a temperaturas sufi ci ente-

nrente bajas, con este comportamiento el calor específico de

i ntercambi o es cero a, temperatura cero y posi ti vo para tempe-

raturas entre cero y 1

Caso, o \< s( \< 1

Se mostrarán los resultados obtenidos cuan-

do se considera el término bicuadrát'i co en el Hamiltoniano.

Tal como se señaló anteriormente I a 'i nf I uenci a del térmi no bi -

cuadrático es estudiado sólo dentro de ACA. El principal obje-

tivo es ver de qué manera se modjfican los resultados obten'i -

dos cuando la anisotropíade1 campo cristaljno y la interacción

de intercamb'io bicuadrático son cons'ideradas.

Lo primero que se puede notar es que tampo-

co se tiene una saturac'i ón completa de la magnetizacjón a tempe-

ratura cero, los valores obtenidos para f(.[=o)se muestran en la

sigu'i ente tabla, para z = 8.

B.
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0

.5

.5

4

C¡

0. 9960

0. 997 3

1.

1.

0. 995 9

0 .997 ?

0. 9990

1.

0. 9955

0. 9930

0. 9920

0.9920

Anter jormente se h'i zo notar que cuando

cd = 0 un aumento de D conduce a que { -> 1 cuando -T-O 
t

de I a tabl a anterjor se puede ver que para 5 el aumento

de D también ayuda a una saturacjón completa pero cuando y= 1

la cosa es a la inversa, es dec'i r un aumento de D disminuye la
magnetizac'i ón a temperatura cero. Al analizar las curvas de

magnetizac'ión reduc'ida v/s temperatura reducida (gráfico 8) se

tiene que para §( = ; la curva correspondjente a D = Q está

por encima de la correspondiente a D = 0 para cualquier tempe-

ratura en el .i ntervalo o<Ta-I. ; sin embargo cuando c(=1

la s'i tuac'i ón es a la inversa, o sea la curva para ! = 0 está

por enc'ima de I a curva para D - 4. Este comportam'i ento será

discutjdo en el próximo capítulo.

carnbi a el

hecho de

fico 9).

La i ncl usi ón del térmi no bi cuadráti co no

comportami ento de1 campo ef ecti vo pues subs'i ste el

que se anula cuando la temperatura tiende a cero (grá-

Cuando se mostraron los resultados obten'i doS con

0 se hizo notar que el campo efectivo era mayor para

D - 4 que para D - 0, y se dijo que este aumento podía ser la
expljcación de que la magnetización se sature, a temperatura

cero, para D >,r' 4. Sin embargo, a'l considerar o<- = I vemos
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GRAFI CO B.

Magnetizacjón reducida v/s Temperatura reducida. En aprox.
de constante de acop'lamiento; para ¿= B, t - 1.
Curval: =<=0, D=0
Curva 2: { = 0, D = 4
Curva 3: c{ = 1, D = 0
Curva 4: o( = 1, D = 4
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F

-q-fr

GRAFI CO 9.

H' v/s Temperatura reduc'ida , uni dades
constante de acoplamiento; para z =
Curva l: §< = 0, D = 0;
Curva 2: o( = 0, D = 4;
Curva 3: "( = 1, D = 0;
Curva O o4 = 1, D = 4

arbi trari as.
B, ú= t.

En aprox. de
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que I a si tuaci ón se 'i nvi erte

efect'i vo para D - 0 es mayor

se refleja en gue, cuando o(

dism'i nuye a1 aumentar-¡ D.

La temperatura críti ca si gue si endo f i n'i -

ta cuandoD*"qr(gráfico 10); pero la inclusión de ci- la hace

di smi nu j r , además hace q ue h-l-. se haga cons tante , como f un-

ción de D, para un valor de D menor que el que se tenÍa cuando

o( - 0. El gráfi co 11 muestra como varÍa la temperatura crí-

puede notar que para a<- - I ya cas'i no ex'i ste d'i ferenc'i a en-

tre tos vatores de t. = h.T, ¡ 1y cuando )>10 (para z - 8)

yD>S(paraZ=6).

pues ahora se t'i ene que el campo

que para D = 4 y en efecto esto

= 1, la magnetización a -f = Q

Respecto a las propi
del sistema, los gráficos 12,13 y 14,

terna, entropía y funci ón correl aci ón de

cercanos como funcj ón de I a temperatura

de t<* y D.

ed ades termod i n ámi c as

muestran la energía in-

spin para vec'i nos más

para di ferentes valores

La energía interna total sigue dando orí-
gerl a un calor específl co negati vo para bajas temperaturas y no

hay práctrcainente ningún cambio en 'la forma general de Ias cur-

vas, sólo en los valores numéricos.

La entropía se comporta en forma correcta,

e. se hace cero para temperatura cero; su derjvada, respecto

la temperatura, es discontÍnua para | =1.'lo que signjf jca

i.

a



FIGURA 10.

L = hr./t v/s D/¡ En aprox, de constante de acopla-
mi ento. *

Curva I: x = 0, z= 12;
Curva 2: Y = 0, Z= 8;
CUfVa 3: s( = 1 , Z= 12;
CurVa 4: §( = .5, 7= B,
CUrVa 5: =t = 1 , L= 8;

§
o
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Lc = kTc/,:t
Para z= I
Curva A: u
Curva D: D

Para t, = 6
Curva a: D

GRAF I CO 11

v/s o<, En aprox,
(1ínea 11ena),
= 0, Curva B:
= 10, Curva E:
(1 Ínea punteada)
= 0, Curva b:

de constante

D = .5,
D=@

D - 5,

de acopl amjento.

Curva C: D = 5,

Curva c: D =oo

-=b--______-\._ 
\

\\\\\_\___, ---__\-.
_i______:____ ____\.
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-2C^

U

Ene rgÍa i nterna
paraD=0, l=
Curva 1: a( = 0
Curva 2: o( = 1

GRAFICO 12

v/s
B,

kT, en

*= I

69.

uni dades arbi trarj as ;
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si kB

Ent ro pÍ a
Curva 1:
Curva 2:
Curva 3:
Curva 4:

GRAFiCO 13

v/s temperatura reducida; para
.X = 0, D = 0;
.,< = 0, D = 4.,
o< = 1, D = 0;
.r{ = 1, D = 4

r= g, *= l,
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GRAFICO

Función correlación de sp"in de
Temperatura reduc'ida; para | =
Curval: v=0,
Curva 2: * = .5,
Curva 3: §( = 1

pares de'primeros vecinos v/s
8, *= L.

14

7L,

o
F'
F

o
ú)

o

F
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que I a transi ción de f ase del estado f erromagnét'i co a un estado

paramagnét'i co es de segundo orden y f i nalmente 5 * h. .8^ 1

cuando T--->«: lo cual también es físicamente correcto pues

el sistema par de'iones que se está analizando tiene nueve es-

tados.

Por último la función correlación de spi n

( Z ) muestra que para temperaturas mayores que I a temperatura

crít'i ca los sp'i nes de ambos iones no son totalmente independien-

tes uno de otro (f +Op.,o-TrI. ). Es interesante notar que,

para Z = B, cuando D = 0 el valor de 6 para T>4. es jnde-

pendjente de o( y para -l z-T. la curva correspondiente a

o(- 1 está por encima de la curva para o( - .5 y esta últjma,

las tres curvas se cruzan para un cierto valor de T/f. ligera-
mente menor que 1 y desde ese punto en adelante se tjene que

f (-( = 1) <G(*- = .5)<U (.(= 0); para D = 4 el cruce

se produce para un valor de T/T. menor al del caso anteri or,
(cuando [ = .5); finalmente cuando D = 150 la situación es a

la inversa del caso D = 0, i.e, G Q=l)< Tr@=.S) <G{*=O)
para todo valor de a/fc, la diferencia entre Z (<= 0) y

Üt*=.5) es tan pequeña que esta última curva no se ha incluÍ-
do para mayor claridad del di bujo.

Tambi én resul ta i nteresante

evolución de los autovalores de energía del Hami

17 para D - 0, i0 y 100 respectivamente cuando

¡

estudi ar

Itoniano

os 15, 16

hT = ,, {

la

en

v

-i
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GRAFICO 15.

a(-, unidades arbitrarias; para D = 0,

Curva
Curv a
Curv a
Curva

z, (l- rIuJ1- !>
4: (00/8./oo\
o:(to l1l,tzo)
a:(l tl*,t¿11

Niveles de energía v/s
kT=3, V=8, 4=t.
Curva I : {2-2 l1.l..lz-s}
Curva 3: (t-llN"l¿-l)
Curva 5: (I o/ltri lo)
curva l: p I Jil./J 1)
Lurva t: \J2lg¿ I ¿?)



GRAFICO 16

Niveles de energÍa v/s c( ; para D = 10, kT = 3, z= B,

* = t'

11.

I



75.

D=
t=

l

i-

'

l
I

;

GRAFICO ),7.

100, kr =

1.

.---- -.-t- - -l 
- '- -

3, 7= 8,N.iveles de energía v/s e( ; para

I KT/D

2A.68
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y z = B. Al comparar estos tres gráficos se advierte que el

"cruzam'i ento" entre los autovalores aumenta notori amente al

pasar de D - 0 a D - 10, sin embargo para D - 100 la dependen-

cj a de el los ( los autovalores ) con c<- es casi una recta y no

se produce ni ngún "cruce" entre unos y otros. Más i nteresante

resulta el graficar los autovalores, como función de c( , para

hT - 7 (gráficos ,U,r, , ?O) para los mismos tres valores

de D (D = 0, 10 y 100). En ellos se nota que para o( ) {c
(dond. d. es el valor de d- para el cual el s'istema deja

de ser ferromagnético, el cual depende, evidentemente, de los

valores de D y l^tf eleg'i dos) los autovalores de energía son

degenerados. Esta degeneración proviene de que el campo efecti-
vo se hace nulo y por lo tanto el tármjno de interacción entre

los nromentos magnéticos y el campo efectivo se anula por lo gue

e I Ham'i I to n'i ano no depende de S¿ , aunq ue s í depend e de 5;
cuando D + 0, esto contribuye a romper parte de la degeneración

que se t'i ene cuando [ = 0 (comparar gráf ico 18 con gráf icos i9

v 20).

Para facilitar y acortar los cálculos resul-

ta útil calcular la probabil'idad de ocupación de cada uno de

los estados del sistema, esta es:

?'v

sjendo €
/ t> der

-É¿lat_e,
/J

L

..e
s i s te

- t'lh-r
e

I autovalor de

ma. A modo de

energía que corresponde al estado

ejemplo se t'i ene que para 7 = B,
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GRATICO 18

Niveles de energía v/s ot ,
para kT = 7, z= B, A
Curva 1 :(: -:ilt.¡2-¿y u

Curva 3: (J-t/il," [¿-ry
Curva 5:(10/¿,¡10)
Curva 7:(ttlX¿_lI"t)
Curva g:(2.Lly,-lzz>

uni dades arb'itrari as; para D = 0,
-1

Curva 2:(t- 1¡¿.lt*{>
Curva 4: (o oJltloo¡
Curva 6: (tolll,lzo)
Curva B:(¿ t 11¿,/¿t)

77 .
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Ni veles de energía
* = l.

GRAFI CO 1 9

v/s §( ; para D = 10, kT = 7, z= B,

78.
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,I

Niveles de energía
f - 1

[- L.

GRAFI CO 20.

v/S §{ ; para D = 100, kT = 7, 7= B,
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aturas

baj a

10).

lita I

i nte nt

I zz)

lzt)
Itr)
izo)

t'.-
Rl= 3 y D = 0

cuatro estados
,]

I a probabi 1

de más baja

Estado

idad de ocupac'i ón de cada uno de los

energÍa es

c(= 0 .5 1

.9437

.0423

. 0112

.0020

.00CI8

.9358

.0476

.0125

.002 4

.0017

.8697

.0867

.0229

.0090

.0090los otros 5 estadosjunto§

para D = 10 (fiT = 3 y .t =

taculares pues la prcbabi

de los dos estados de más

8) los resultados

lidad de ocupacjón

baja energía es:

son aún más espec-

Pr de cada uno

\=0 .5

P1

P¿

los otros 7 estados
J Unros

.9988

.0007

.0005

.997 0

.0015

.0015

.9310

.0454

.0236

todo esto 'i ndi ca q ue para ba j as tempe r

den consi derar sólo los estados de más

en el caso [ = 0 y uno en el caso D -

con unos pocos ni veles de energía faci
ma considerable y se podrÍa, i ncluso,

ticarnente las propiedades del sistema.

(hf< 3) se pue-

energía (cuatro

El poder trabajar

os cálculos en for-
ar calcular analÍ-
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GRAFI CO 21.

! ' v/s magneti z aci ón reduc"i da , uni dades arbj trari as ;Para z = B, ,-k= l
Curva 1: campo molecular de lleiss, .,( = 0, D = 0.
En aprox. de constante de acoplamiento:
Curva 2:'r. = 0, D = 4;
Curva J; r-, = Q, D = 0;
Curva 4:'rr= 1, D = 0;
Curva 5:t= 1, D = 4.

82.



VIiI ,RESUMEN, DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se estudió un sistema ferromagnético des-

cri to por un Hami I toni ano de He'i senberg a1 que se le agregó 'i n-

teracc'i ón de i ntercambi o bi cuadrát'i ca y ani sotropía uni ax j al

deb.i da al campo cristalino. La interacc'i ón bjcuadrática se con-

s'i deró como una correcc'i ón a la usual interacción de Heisenberg

y la anisotropía del campo crjstal'i no se incluyó en el Hamiltonja*

no usando el rnétodo de los operadores equ'ivalentes de Stevens.

Todas I as propi edades termodi nám'icas del

s j stema pueden ser ca.lcul adas conoc'i endo I a f unci ón parti ci ón;

para c0nocer la función participación (o equivalente los auto-

valores de energía del Ham'i ltoniano) existe una amplia varie-

dad de métodos, unos bastantes s'imples como las aproximaciones

de campo molecular y otros complejos y poderosos que utilizan
fLlnciones de Green, aunque ninguno de ellos es exacto, todos

se basan ern alguna aproximación. Un método relativamente sen-

ci 'l lo y q ue proporci ona resultados bastante buenos es I a I I ama-

da aproxi rnaci ón de constante de acopl ami ento , y es este, preci -

samente, e'l método que se usó para conocer los autovalores de

energia y construir la función partición y con ello calcular

al gunas pr0piedades termodi nám'i cas del sistema como, poF ejem-

plo, la magnetizac'ión espontánea, energía interna, entropía,
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Los gráficos 1, 2, 3, y 6 muestran que las

temperaturas críti cas obteni das mediante ACA son si empre meno-

res que las obtenidas por ACivll^J y AClvl0. Cuando D .= 0 los va-
.lores de hT" l* pueden compararse con los de Rushbrooke y

t^lood /tS¡ quienes usando un nrétodo llamado: expansión a altas

tertrperaturas (EAT) obtuvieron "lo que parece ser una muy buena

r

I

energía libre de Helmholtz y funcjón corre'lacjón de spin, todo

para el caso particu'l ar de s'istemas con spi n uno, aunque e1

rnritodo puede ser usado para sistemas con spin arbitrario.

El pri nci pal objetivo era ver de qué forma

se rlrodificaban estas funciones termodinámicas cuando la inter-
acción bicuadrática y la anisotropía eran variadas independiente-

mente. Los resultados obtenidos muestran que existe una fuer-

te dependenci a de las propi edades del si stema con la 'i nterac-

ci ón b'i cuadráti ca y con I a ani sotropÍa, y además se observó

que en al gunos casos ambas compj ten "ap1 acándose" mutuamente

y en otros cooperan constructivamente.

A.- Caso o(- =

Primero se discutirán los resultados obte-

cipalmente sobre los resultados obtenjdos mediante los tres

nrétodos empleados, con ello se pretende mostrar que ACA es,efec-

tivamente, un mejoramiento de los otros dos métodos.
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l

: la cual, para spin 1, se reduce a:

aprox'inración" /1/
y hacen notar que

un error menor que

85.

t" tz -f)[1 t=5
?("

para t c = Vr.T, l& para varias redes,

sus resultados pueden ser reproducidos con

l% por la relación empír'i ca:

Pn la

6,8 y

z - 6

qt
t0

8.0

5 .92

5 .47 :.

10.66

8.70

7 .66

16.0

14.0

12.03

El que I as temperaturas crít'i cas obtenidas

nrediante ACA estén más cercanas a las obtenjdas por EAT que las

de ACMtI indicaría gue , al menos para altas temperaturas (T{.)
el tomar un campo efectivo que no es proporcional a la magne-

t'i zac'ión (contrariamente a lo que hacen las aproximaciones de

campo nrolecular) es un avance en la dirección correcta.

Respecto a la influencia del

an'i sotropía sobre I as temperaturas críti cas , el

tra T. (D)/ T. (0), para f = 6, en f uncidn de

parámetro de

gráf ico ZZ mues-

D para ACMUI Y

f "= 
1ot (r-t)

res de tc para z -

A C MI^I

ACA

EAT

5(srl)-il

siguie.nte tabla se comparan los valo-

12.

z-B Z,=12
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GRAFI CO 22.

Tc (D)/Tc(0) v/s D; para x = 0, z = 6, * = t
Curva 1: campo molecular de Weiss , u

Curva 2: constante de acoplamiento,
Curva 3: resultados de Devl i n,
Curva 4: resultados de Anderson y Ca11en
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ACA compa rad as co n I as o bte ni d as

y Devlin /ll/ usando funciones de

ACA subest'iman la importancja de

pero son, en ese senti do, mejores

tados de Anderson y Cal len tj enen

cuando D --> (§

por Anderson y Cal len l16/

Green. Los resultados de

D respecto a los de Devlin

que los de ACMI,J; los resul-

e I pro bl ema d e q ue T. --+cD

L-

-'

Lamentabl emente puesto que D no es un pa-

rálnetro que puede variarse experimentalmente (como lo es I a

temperatura) , s i no que es 'i ntrÍnseco a cada materi al , no re-

su'l ta claro deci r, cuantitat jvamente, cuan "mejor" es una cur-

va que otra " "Sólo puede deci rse, en térmi nos cuali tativos,
que la importancja de D en las temperaturas crÍticas es mayor

en ACA que en ACMbI

A continuación se discut'i rán las modifica-

ciones que sufrieron los resultados anteriores al ser incluÍ-
da la'i nteracc'ión de intercambio bicuadrática.

D. 0 --( o( ._(

A pesar de estar bien establecidas las ba-

ses leóricas para la inclusión de la interaccjón de intercambio

bicuadrátjco en sistemas magnétjcos /lB/ y /ts¡ un cjerto jnte-

rés por su estudio surgió sólo después que Harris y 0wen /ZOl
y Robdel I y otros /2L/ mostraron que exi sti ría una aprecj able

contribuc'i ón de la interacción bicuadrática a las propiedades
I
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En el gráfico 22 se mostró T. (o)l-t (Ci

como función de D para o( = 0 (z = 6 ) V se diio que ACA, a

pesar de dar mejores resultados que ACMI,I , subest'imaba la'i n-

fl uenci a de I a ani sotropía de campo cri stal i no. El gráfi co

23 muestra-[. (D)/l-(sj (para/ = 8) cuando se incluye

I a i nteracci ón de i ntercambi o bi cuadráti co y se compara con

los de Devlin y los de Anderson y Callen (los cuales consi-

deran r{ = 0). para *< - .5 .l a dependenc'i a de Tc (O)/1. (O)

cia con D es notorjamente más fuerte, incluso es mayor que

I a o bte ni da por I os otros autores .

El parámetro .r. , dl i gual que D, tambi én

es i ntrínseco a cada materi a'l por lo que tampoco puede ser

varrado experimentalrnente para "verificar" los resultados ob-

teni dos.

Evi dentemente al método usado en este

trabajo (la aproximación de constante de acoplamiento) se le

pueden hacer var.i as crÍtjcas y tal vez la mayor de todas sea

la validez de la aproximac"i ón empleada en (6-2) para escrjbir

e I Hanri I ton.i hno para e I " raci mo 1-s pi n" .

llr=-?(!H5r-Ds;

pués la interacc.i ón bicuadrática es considerada sólo implíci-

tamente en el Campo ef ect'ivo, quizás un método simi lar al usado

por l,.ine:; y Jones /23/ para sistemas antiferromagnéticos, en

l

L

I

l
l

I

I

I

I

I
I

)
i

i
I

t_
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90.

_ T"(D)/Tc(o)

GRAFICO 23

Tc(P)/Tc(0) v/s D; para 7= B, ,[ = t.
Curva: l campo molecular de l,leiss. En aprox. de constante de

acoplamiento
Curva 2: ''- = 0, Curva 3: c( =,5,
Curva 4: ./. - I Curva 5: resultados de Devli n
Curva 6: resultaüos de Anderson y Ca11en
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i nteracci ón b'i cuadrát i ca es cons'i derada de manera

puede ser un importante mejoramiento del método.

Por úl ti mo una extens i ón 'i nmedi ata de

este trabajo seria el estudio de materjales amorfos descritos

por el modelo de Harri s, Pl i schke y Zuckerman n 124/ y añad'i en-

doles la interacción de intercambio bicuadrát'ica.

t-
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