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El presente trabajo consiste en plantear un modelo fenomenolégico simple, el cual estime las
pérdidas de agua por atrapamiento a lo largo del escurrimiento desarrollado por un relave desde
el punto de descarga hasta 800 m aguas abajo en el sector playa en un depdsito de relaves
convencional. El modelo consta de cinco ecuaciones fundamentales que buscan caracterizar
la hidrdulica del escurrimiento del relave descargado, dichas ecuaciones buscan representar
la fisica detrds del escurrimiento y corresponden a: la conservacion de volumen de la fase
sélida, la conservacién de volumen de la mezcla, el criterio de sedimentacion, la distribucion de
concentraciones en volumen de la fase sélida y la ecuacién de momentum lineal de la mezcla.

Una vez enunciadas y deducidas las cinco ecuaciones fundamentales del modelo, las cuales
conforman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, se aplica la hipdtesis cuasiestatica, la
cual transforma el sistema deducido en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)
en el espacio que debe ser resuelto para cada instante de tiempo, o bien se debe resolver una
“sucesion de regimenes permanentes”. De esta manera, se procede a resolver el sistema de EDOs
para cada instante de tiempo utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4, donde en cada
iteracion, se resuelve el sistema de EDOs en régimen permanente y, posteriormente, se actualiza
la topografia del canal. Ademds, en funcién de las condiciones operacionales, se definen las
condiciones de borde, inicial y pardmetros que alimentan al sistema de ecuaciones.

Posteriormente, una vez que se procede a resolver el sistema de EDOs deducido, se obtiene como
un resultado importante que, para efectos del modelo, la incorrecta elecciéon de las condiciones
de borde entrega una solucién matemdtica del problema y no asi una solucién fisicamente
interpretable, lo que ocurre al momento de analizar la solucién obtenida para el espesor de
escurrimiento definido en la zona de la mezcla bajo las condiciones que definen un eje hidraulico
F3, puesto que presenta un cambio de monotonia respecto a la distancia, en contraste a la solucién
para este tipo de eje a caudal constante en la cual exhibe una monotonia creciente. De este
modo, redefiniendo las condiciones de borde del problema, se obtiene una solucién fisicamente
interpretable, en la cual el espesor presenta monotonia decreciente y, una posible explicacion a
dicho comportamiento es la pérdida de masa que experimenta la mezcla producto de la segregacion.

Finalmente, se obtienen soluciones asociadas a la evolucién en la topografia del canal en la cual
el canal tiende a peraltarse en funcién del tiempo, razén por la cual la evolucién en la variable
temporal genera un aumento progresivo en la velocidad media de la mezcla y, por lo tanto, la
sedimentacion tiende a disminuir aguas abajo del escurrimiento en funcién del tiempo. Ademads, al
cuantificar las pérdidas por atrapamiento acumuladas a lo largo del escurrimiento se obtiene que el
agua atrapada en los intersticios del lecho sedimentado corresponde a aproximadamente a un 24 %
del agua descargada, la cual equivale a 128 L/s.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

En la actualidad, con un mercado mundial en constante expansion para los commodities minerales,
tales como el cobre, oro, hierro, carbén, manganeso, cromo y zinc, indispensables para el
funcionamiento de distintas industrias, las compaififas mineras estdn explotando yacimientos
minerales de menor ley a una escala cada vez mayor. Normalmente para que una mina de baja
ley sea rentable en el largo plazo es necesario realizar una explotacion minera a gran escala, la cual
trae consigo la generacion de residuos mineros a una escala proporcional (Blight, 2009).

En un contexto global, segin el Informe Mundial de las Naciones Unidas sobre el Desarrollo de
los Recursos Hidricos 2020 emitido por la United Nations Educational, Scientific and Cultural
Organization (UNESCO), se estd en un escenario de crisis hidrica mundial, lo que establece un
enorme desafio para las industrias en lograr un consumo de agua eficiente y sostenible, evitar
pérdidas y optimizar sus procesos de recuperacion de agua. Esto es de particular importancia para
la industria minera donde se tienen altos consumos de agua pero también altas pérdidas, lo que
conlleva a la necesidad de mejorar sus procesos de tratamiento de minerales y estudiar mas a fondo
los distintos mecanismos que generan estas pérdidas, esto con el fin de disminuir su impacto y
generar un negocio rentable y sostenible en el tiempo. (UNESCO, 2020)

En lo que respecta a los desafios de la industria minera, la disminucién en las leyes de los
yacimientos trae como consecuencia tasas de produccién de mineral cada vez mds altas en
los procesos planta, lo que conlleva a un incremento progresivo en el consumo de agua. En
consecuencia, para satisfacer la demanda de agua se han propuesto dos cursos de accion: la
identificacion y andlisis de nuevas fuentes de suministro de agua y, por otro lado, la modificacion
de los procesos y estrategias de deposicidn de relaves para minimizar las pérdidas y maximizar la
recuperacion de agua.

Es en este escenario que la recuperacion de agua desde el depdsito de relaves ofrece una alternativa
de gran interés, siendo el aspecto clave la caracterizacion de los distintos mecanismos que controlan
las pérdidas de agua, los que incluyen las pérdidas por atrapamiento en los intersticios del relave
depositado, la evaporacion de agua en la superficie del relave, las infiltraciones que dependen de
las caracteristicas hidraulicas del medio granular y las pérdidas por restauracion de capas de relave
secas debido a la incorporacion de capas de relave fresco durante la deposicion.

Lo anterior, plantea un gran desafio en el campo de la ingenieria y la investigacion orientado a
mejorar las estrategias de deposicion de relave para tener un mayor conocimiento y control sobre



los mecanismos de pérdida de agua.

La propuesta de memoria consiste en plantear un modelo fenomenoldgico simplificado que
incorpore las variables fisicas que gobiernan la hidrdulica del escurrimiento de un relave y, a partir
de esta, estimar las pérdidas de agua por atrapamiento, considerando los balances de momentum y
masa del escurrimiento en el sector playa.

1.2. Objetivo general

Plantear un modelo fenomenoldgico simple que incorpore distintos pardmetros asociados a la
operacion de descarga de relaves en la cubeta y, a partir del modelo, predecir el comportamiento
hidrdulico del escurrimiento de dichos relaves, permitiendo estimar las pérdidas de agua por
atrapamiento en el sector playa.

1.3. Objetivos especificos

1.

Modelar el escurrimiento del relave en el sector playa y estimar las pérdidas de agua por
atrapamiento.

Plantear las ecuaciones bdsicas que describan la fisica del escurrimiento, en particular, los
balances de masa, momentum y la sedimentacion de particulas sélidas.

. Analizar y predecir la hidrdulica asociada al escurrimiento del relave.

Aplicar el modelo a un caso de prueba simplificado.

1.4. Alcances

Los parametros que alimentan al modelo se obtienen a partir de un estudio bibliografico, no
corresponden a mediciones propias

El modelo propuesto pretende ser una base conceptual en la determinacion de las pérdidas de
agua

La solucién presentada corresponde a una solucién simplificada del sistema que describe la
fisica del modelo

El programa utilizado en la resolucién del problema corresponde al lenguaje de programacion
Python y el cédigo utilizado es por elaboracién propia



Capitulo 2

Estudio del arte

2.1. Depositos de relave convencionales

Un depésito de relaves es una obra que se construye para contener en forma segura los relaves
provenientes de una planta de concentraciéon de minerales por flotacién (Ministerio de Mineria,
2007).

Los depdsitos de relave superficiales se clasifican dependiendo del material que compone el muro
principal de contencién del depdsito.

2.1.1. Clasificacion segin el material que compone el muro principal

= Tranques de relaves

Corresponden a depositos de relaves donde el muro de contencién es construido con la
fraccion més gruesa de s6lidos que componen el relave (arenas). En Chile la mayoria de los
depdsitos de relave corresponden a tranques de relave (Ministerio de Mineria, 2007).

= Embalses de relaves

Corresponden a aquellos depdsitos de relaves donde el muro de contencién estd construido
con material de empréstito y se encuentra impermeabilizado en el coronamiento y en su
talud interno. La impermeabilizacion puede estar realizada con un material natural de baja
permeabilidad o de material sintético como una geomembrana de alta densidad. También se
Ilama embalses de relaves a aquellos depdsitos ubicados en alguna depresion del terreno en
que no se requiere la construccién de un muro de contencién (Ministerio de Mineria, 2007).

2.1.2. Componentes de un deposito de relaves convencional

Un depésito de relaves convencional posee distintas componentes. A continuacion, se enfatiza en
cinco de estas componentes.

= Muro de contencion: Corresponde a la zona periférica del depdsito de relaves, que delimita
el perimetro natural para conformar la zona de la cubeta. Este muro puede estar conformado
de material de empréstito, en el caso de los embalses, o arena del relave en el caso de los
tranques.



= Cubeta: Corresponde a la zona del depdsito de relaves en la cual se acumulan —segun el
proceso de sedimentacion— los sélidos de grano mds finos de los relaves, en el caso de los
tranques de relaves, o la totalidad de los relaves, en los otros sistemas de deposicion.

= Laguna de aguas claras: Corresponde al agua clarificada que es producto del proceso de
sedimentacion de las particulas sélidas que conforman el relave. En la operacién de tranques
de relave es de suma importancia que la laguna se encuentre alejada del muro de contencién
principal, dado que la presién de poro generada por el nivel fredtico pone en riesgo la
estabilidad del muro.

= Sector de playa activa: Corresponde a la zona donde se descargan los relaves en la cubeta,
se le denomina playa porque usualmente esta seca en la superficie y se asemeja a una playa
de arenas finas. Es la parte del depdsito de relaves o lamas situada en las cercanias de la linea
de vaciado.

= Sector de playa inactiva: Corresponde a la zona de la cubeta que se encuentra seca en la
superficie del relave. Se le llama inactiva dado que se compone principalmente de capas de
relave secas las cuales se resaturan una vez que los puntos de descarga depositan relave fresco
sobre ellas.

2.1.3. Meétodos constructivos

Para los depositos de relave convencionales existen tres métodos constructivos para la confeccion
del muro mediante el transporte hidrdulico de relaves (Vick, 1999).

= Método aguas abajo

Este método consiste en que la linea central del muro se mueva progresivamente aguas abajo
mientras crece en cota. Ademads, como se aprecia en la Figura 2.1 este método proporciona una
gran estabilidad y sustento al muro, razén por la cual se prefiere como método constructivo,
en especial en los cuales existe una gran actividad sismica.

Diques de Arena
-

Murg de
par tida

Suelo de
fundacion

Figura 2.1: Método constructivo aguas abajo

Nota. Tomado de Guia técnica de operacion 'y control de depdsitos de relaves (p. 11), de
N. Ramirez, 2007, (Ramirez, 2007)

Es importante mencionar que en el caso de Chile el método constructivo aguas abajo es el
mads utilizado dada la gran estabilidad fisica que ofrece, la que es consecuencia del grado de
compactacion que alcanza el muro de arena a medida que se va depositando el relave y a la
compactacion mecdnica realizada por bull-dozers mientras el muro crece.



= Método eje central

Este método consiste en que la linea central del muro permanezca en la misma posicion
durante toda la construccién. Como muestra la Figura 2.2, este método también proporciona
un muro exterior estable para el almacenamiento.
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Figura 2.2: Método constructivo eje central

Nota. Tomado de Guia técnica de operacion y control de depdsitos de relaves (p. 11), de
N. Ramirez, 2007, (Ramirez, 2007)

= Método aguas arriba

Este método consiste en el que la linea central del muro se mueva progresivamente aguas
arriba mientras crece en cota. Como muestra la Figura 2.3, esto da como resultado un muro
exterior menos estable para el almacenamiento.
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Figura 2.3: Método constructivo aguas arriba

Nota. Tomado de Guia técnica de operacion y control de depdsitos de relaves (p. 11), de
N. Ramirez, 2007, (Ramirez, 2007)

Es importante hacer énfasis en que este método constructivo estd prohibido por la autoridad
chilena de acuerdo a lo estipulado en el decreto supremo 248 que aprueba el reglamento para
la aprobacién de proyectos de disefio, construccion, operacion y cierre de los depdsitos de
relave.

En los métodos de construccion descritos se menciona que el muro de contencion estd compuesto
de arena. La arena se obtiene a través de hidrociclones. Un hidrociclon es un dispositivo consistente
en una carcasa conica equipada con un tubo de alimentacién que ingresa al cono tangencialmente.
Ademads, segundo tubo entra en el cono sobre su eje y se introduce en el cuerpo del cono. La
alimentacion de relave ingresa por el primer tubo y es forzada a girar hacia el extremo del cono. En
el proceso, la fuerza centrifuga genera que las particulas de mayor tamafio en el relave se muevan
hacia abajo y lejos del eje, mientras que las particulas mas pequefias se concentran en el eje de
rotaciéon y se mueven, en la direccién opuesta, hacia el “vortex finder”. Consecuentemente, las
particulas més finas y la mayor parte del agua salen del ciclon a través del vortex finder y forman el
“overflow”, mientras que las particulas mds grandes (arenas) salen por el extremo opuesto formando
el “underflow” (Blight, 2009).



2.2. Balance hidrico en un depdésito de relaves convencional

En la Figura 2.4 se puede apreciar las distintas componentes que se deben considerar en un balance
hidrico para depésitos de relave convencionales en operacion. Un balance hidrico consiste en la
relacion que existe entre las entradas y salidas totales de agua en un sistema.
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Figura 2.4: Componentes de un balance hidrico en un depdsito de relaves
convencional

Nota. Adaptado de Geotechnical Engineering for Mine Waste Storage Facilities (p. 384),
de G. Blight, 2009, (Blight, 2009)

Considerando un balance global de agua en el depdsito es posible distinguir tres componentes
principales.

2.2.1. Entradas de agua

= Agua contenida en el relave que alimenta al depdsito (F en la Figura 2.4). Esta comprende
el agua intersticial (I en la Figura 2.4) que se encuentra atrapada en los poros del material
granular, y el agua sobrenadante (W), en la Figura 2.4) que es la que “sangra” a la superficie
del depdsito debido a la sedimentacion del relave depositado y que se recolecta en la laguna.

» Agua proveniente de las precipitaciones en la superficie del depdsito, la cual es recolectada en
el reservorio de agua (P en la Figura 2.4).

Dado que el norte de Chile es una zona drida, la contribucién por parte de las precipitaciones no
supone una entrada de agua importante en el balance global.



2.2.2. Salidas de agua

» El agua descargada por el dren chimenea (D en la Figura 2.4) hacia el reservorio de agua.

= El agua infiltrada hacia el dren alfombra, que rodea al depdsito de relaves, y que retorna el
agua hacia el reservorio (d en la Figura 2.4).

= El agua infiltrada hacia el suelo o fundacién del depdsito de relaves que es irrecuperable y
constituye una recarga de agua a las napas subterrdneas (R en la Figura 2.4).

= El agua evaporada desde el relave en la superficie del depdsito (E en la Figura 2.4).

En Chile, dado el disefio de los tranques de relave, el dren normalmente se encuentra ubicado en
el muro de contencidn principal para controlar la subida del nivel fredtico y asi evitar que se ponga
en riesgo la integridad del muro de arena debido a la presion de poros. Ademas, la recuperacion
de agua desde la laguna se realiza mediante torres de captacion de agua o mediante balsas en las
cuales se instala una bomba capaz de impulsar el agua hacia la planta.

Por otro lado, las infiltraciones pueden ocurrir hacia el muro de arena o hacia la fundacién en donde
se encuentra construido el depdsito. Cabe mencionar que la infiltracién también puede ocurrir hacia
la cubeta, por lo que es de suma relevancia caracterizar el relave, las arenas y la fundacion.

2.2.3. Agua almacenada en el deposito

= Agua retenida en los vacios o intersticios del relave sedimentado por accién capilar (/ en la
Figura 2.4). La proporciéon de agua retenida por este medio depende del indice de vacios,
distribucién del tamafio de particulas del relave y la forma en la que se deposita el relave,
es decir, si hay separacion de las particulas gruesas de las finas en el depdsito, ya sea por
gravedad o por ciclonaje.

» Agua almacenada en la laguna de aguas claras (W), en la Figura 2.4).

2.2.4. Ecuacion general de balance hidrico

En general, no hay régimen permanente al interior del depdsito de relaves, es decir, la tasa de
acumulacion de volumen de agua es igual a los flujos de entrada de agua menos los flujos se salida
de agua. La tasa de cambio de volumen de agua puede ser utilizada para predecir el nivel del agua
en la cubeta.

Por lo tanto, la ecuacion general de balance de agua se puede escribir como:

Y (F+P)=) (D+d+E+I1+W,) =) R+losses 2.1)

Donde el término “losses” en la Ecuacion 2.1 corresponde a un término que surge debido a la falta
de precision en estimar los términos restantes de la ecuacion, lo que se debe en parte a mediciones
imprecisas, supuestos injustificados acerca de como estimar alguna de las cantidades y debido a la
poca cantidad de registros de los que se dispone al momento de realizar estimaciones de balance
hidrico.

Es de suma relevancia tomar en consideracion que para las minas ubicadas en zonas de clima
arido o semi-arido o que no posean una fuente de suministro de agua a bajo costo y en suficientes
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cantidades, la disminucién en los consumos de agua fresca es un desafio de alta prioridad para
las compaiiias (Chambers, Plewes, Pottie, Murray, y Burgess, 2003). Por esta razén, si se toma en
consideracion la suma total de las componentes de entrada, observadas en la Figura 2.4, sélo el
agua que se recupera por parte del sistema de drenaje desde la laguna de aguas claras puede ser
recirculada a los procesos planta. Por otro lado, toda el agua evaporada (ya sea en el sector playa,
laguna o reservorio) e infiltrada hacia la fundacién o el muro, son pérdidas irrecuperables de agua.
En consecuencia, hay un nimero limitado de alternativas para recuperar agua en depdsitos de relave
convencionales, entre las que se menciona:

1. Mejorar el control del agua en la laguna y en el reservorio, lo que incluye:

= Mantener la laguna a un tamafio minimo, considerando la limitante de permitir un tiempo
minimo para que ocurra el proceso de sedimentacién de particulas sélidas y el agua se
clarifique.

= Minimizar las pérdidas por evaporacion e infiltracion, tanto como sea posible en el
reservorio de recuperacion de agua. Esto requiere reservorios profundos que minimicen
el area de la superficie libre, junto con el uso de geomembranas respectivamente.

2. Incrementar la tasa de crecimiento del depdsito. En teoria, esto incrementa la razén de agua
drenada - agua evaporada, pero trae consigo el riesgo de elevar el nivel freatico y, por lo
tanto, disminuir la resistencia al corte del muro de contencion. Ademds, el agua intersticial
por tonelada depositada se mantiene practicamente constante y los flujos de drenaje aumentan
debido al aumento del nivel freético.

3. Reducir el tonelaje de relaves enviados al depdsito. Esto puede lograrse por medio de una
mineria mas selectiva, reduciendo la diluciéon del mineral por la roca estéril. Lo anterior,
también trae consigo un beneficio econdmico asociado a la reduccién de costos de transporte
y procesamiento dado el menor tonelaje de estéril.

2.3. Mecanismos de pérdida de agua

En esta seccion se entra en detalle respecto a las variables criticas y los fendmenos fisicos que
gobiernan los distintos mecanismos de pérdida de agua, en particular, se enfatiza en las pérdidas
por atrapamiento, evaporacion, resaturacion e infiltracion.

Si bien, las formulaciones y descripciones constituyen un factor esencial en el estudio de los
mecanismos de pérdida, es importante considerar la magnitud relativa de las pérdidas de agua
en un deposito de relaves convencional. Un estudio realizado por Wels & Robertson durante el ano
2003 en Tranque Talabre (Wels y Robertson, 2003), perteneciente a la division Chuquicamata de la
compaififa Codelco, presenta los resultados obtenidos al realizar un balance hidrico en el tranque y
la magnitud relativa de las pérdidas de agua, los que se observan en la 2.5.

En la Figura 2.5 se aprecia que el mecanismo de pérdida predominante en un depdsito de relaves
convencional son las pérdidas por atrapamiento, correspondientes al 52 % del agua que ingresa
al deposito. Le siguen las pérdidas por evaporacién, las que en total equivalen a un 17 % del
agua que ingresa al depdsito y, con menor magnitud, se encuentran las pérdidas por resaturacion
equivalentes al 11 % del agua ingresada al tranque. Las pérdidas por infiltracién se obtienen del
cierre del balance.
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Figura 2.5: Balance hidrico realizado en Tranque Talabre

Nota. Adaptado de Conceptual model for estimating water recovery in tailings
impoundments, de C. Wels & A. Robertson, 2003, (Wels y Robertson, 2003)

Con lo anterior, se aprecia que del total de agua que ingresa al depdsito de relaves s6lo un 20 %
corresponde al agua recuperada y recirculada hacia los procesos planta. En consecuencia, el mejor
entendimiento y comprension de los mecanismos de pérdida de agua constituye un punto clave para
la implementacion de estrategias que permitan aumentar la recuperacion de agua desde el depdsito.

2.3.1. Pérdidas por atrapamiento

Las pérdidas de agua por atrapamiento constituyen el principal mecanismo de pérdida en un
depdsito de relaves convencional. Dado esto, es de vital importancia identificar los fenémenos
fisicos y parametros criticos que gobiernan su comportamiento.

2.3.1.1. Indice de vacios

Para comprender los fenémenos que gobiernan las pérdidas por atrapamiento es de vital
importancia establecer una terminologia que describa la geometria interna de un material granular,
tales como, los relaves ya sedimentados en un depdsito.

Figura 2.6: Descripcién de la geometria interna de un material granular

Nota. Adaptado de Geotechnical Engineering for Mine Waste Storage Facilities (p. 91),
de G. Blight, 2009, (Blight, 2009)



El esquema i de la Figura 2.6 muestra el volumen total de sélidos agrupados como Vi, el cual para
para una seccion transversal dada A posee una altura Hy. De forma similar, los vacios poseen un
volumen V), y una altura H,. El indice de vacios se define como la raz6n entre el volumen de vacios
y el volumen de sélidos y se denota con la letra e.

&

-V 2.2)

e

Luego, si se considera que no se presentan distorsiones geométricas y que la seccién transversal
definida por el material s6lido Ag no es igual a la seccidn transversal definida por los vacios A,, lo
que en general es cierto, se cumple la relacién presentada en la Ecuacién 2.3.

Vo  (H)\’

Por lo tanto, el volumen total se puede escribir como:

V=Vi+V,=V,+Vee=Vs(l +e) (2.4)

Si el material esta sujeto a compresion (esquema ii), cualquier variacion de volumen ocurre en los
vacios ya que generalmente se supone que los sélidos son incompresibles, y si la altura de vacios
experimenta una variacion Ae, la deformacion volumétrica se define como:

Ae
I+e
Por otro lado, el esquema iii muestra la masa y peso de la materia sélida. El aire en los poros
también posee masa y peso, pero se considera despreciable en comparacién con la del sélido y agua.

Entonces, la densidad aparente seca del material se define como la masa seca (masa de s6lidos) por
unidad de volumen total.

& (2.5)

MS pS
= 2.6
Vv l+e (2.6
Por lo tanto, el peso especifico aparente seco:
W Ys
= = 2.7
1 V. 1+e @.7)
La densidad del material se calcula como:
(MS + MV)
= ¥ 2.8
p v (2.8)
El contenido de agua gravimétrico del material se define como:
M,,
= 29
Laly2 (2.9)
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Por lo tanto:

_M(1+w) _p(i+w)

= =py(1 2.10
Similarmente, el peso especifico:
Y= "Ya(1+w) (2.11)
La gravedad especifica de las particulas se define como:
Ps
G, =2 (2.12)
s Ow
Reemplazando en la Ecuacién 2.10, se obtiene:
Gs(1+w)
=—_ 7 2.13
Para el peso especifico:
Gs(1+w)
= 7 2.14

El grado en el cual los poros del material granular son rellenados con agua, se define como el grado
de saturacion S:

W
Vv V4V,

(2.15)

Donde V, corresponde al volumen de aire, puesto que el volumen de vacios corresponde a la suma
del volumen de agua y volumen de aire. Luego, dado que V,, = M,,/p,, y considerando la Ecuacién
2.9 se obtiene que M,, = wM, = Vywp,,G;. Pero Ve = V,,. Reemplazando:

vowGs WGy

S = 2.16
Ve e ( )
Por lo tanto, la densidad también se puede escribir como:
Gs(1+eS/G Gs+eS
p= o / S)pwz( : >pw (2.17)

(1+e) (1+e)

Lo que se cumple de forma andloga para el peso especifico. Luego, si un medio se encuentra
completamente saturado, es decir, S = 1, la densidad del medio saturado se calcula como:

(Gs+e)
=—— 2.18
psat (1 + e) pW ( )
Lo que se cumple de forma anédloga para el peso especifico en un medio completamente saturado.
En el caso de la densidad (y peso especifico) aparente, al reemplazar el resultado de la Ecuacién
2.10 en la Ecuacion 2.13, se obtiene la Ecuacién 2.19 que se interpreta como si en la Ecuacion 2.17
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el contenido de humedad S = 0.

Gy
Pa = mpw (2.19)

Ademads, se debe considerar que un medio granular, la porosidad queda definida como:

(2.20)

Entonces, las pérdidas de agua por atrapamiento surgen debido a que el agua queda atrapada
o retenida en los intersticios del relave ya sedimentado por la accion capilar. Donde, el agua
intersticial puede ser calculada mediante el conocimiento de la gravedad especifica de las particulas
sOlidas y el indice de vacios del relave ya depositado y sedimentado. Esto constituye una de las
principales fuentes de error con los datos, y que aporta al término “losses” en la Ecuacién 2.1,
porque, si bien en la actualidad las mediciones del indice de vacios existen, el indice de vacios
puede variar ampliamente, desde valores cercanos a 0.5 a 60 metros de profundidad desde la
superficie de la playa hasta valores cercanos a 2.2 a 2 metros de profundidad debido al mecanismo
de consolidacién (Blight, 2009).

2.3.1.2. [Estimacion de las pérdidas por atrapamiento

Para realizar la estimacion de las pérdidas por atrapamiento se considera la utilizacion de las
formulaciones presentadas anteriormente.

En primer lugar, supongase que la tasa de deposicién de relave seco por unidad de superficie de
relave en el deposito es T, que la gravedad especifica de las particulas s6lidas que componen el
relave es G, que el indice de vacios medido es ey y que la densidad del agua es p,,. Con esto, la
densidad del relave completamente saturado p; se obtiene aplicando la Ecuacién 2.18.

Gs+eg
pr =
1—|—eo

Pw (2.21)

Como se tiene un medio completamente saturado, sabemos de la Ecuacion 2.16 que el indice de
vacios se calcula como:

ey = wG; (2.22)

Entonces a partir de la Ecuacion 2.21 y la Ecuacién 2.22, se calcula el contenido de agua como:

o GsPw—pPr (2.23)

GS(pw - pt)

Luego, de la Ecuacion 2.9, si los relaves que alimentan al depdsito poseen un contenido de agua
constante, el flujo de alimentacion de agua por unidad de area del depdsito (F' segtn la Ecuacién
2.1) se puede calcular como:

F=wT (2.24)
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Y por lo tanto el agua contenida en los intersticios del relave (I segin la Ecuacién 2.1) se puede
calcular como:

€o
= GST (2.25)
Una de las variables criticas para la estimacion es la densidad del relave p;. Esta puede ser medida
en balanzas de pulpa, que corresponde a una balanza de resorte calibrada en unidades de densidad
relativa de pulpa (p;/p,,). Para medir, un cilindro calibrado es rellenado con un litro de pulpa y es
pesado en la balanza de pulpa. Las calibraciones de la balanza entregan la densidad relativa de la
pulpa (p;/pw), como también valores de w para distintos valores de G.

La problemética asociada a la estimacion de las pérdidas por atrapamiento, es que la densidad de la
pulpa es a menudo un valor estimado y no un valor medido, que es también variable. La densidad
del relave puede variar ampliamente, dado que, operacionalmente, la planta de procesamiento no
puede controlar la densidad de la pulpa de tal manera de mantenerla constante en el tiempo.

Por otro lado, segtin mediciones realizadas en terreno, el indice de vacios disminuye a medida que
se profundiza en el dep6sito (Blight, 2009). Esto es de suma relevancia al momento de caracterizar
las pérdidas por atrapamiento, pues existe un mecanismo fisico que explica este fendmeno, el cual
es conocido como consolidacion.

2.3.1.3. Consolidacién de medios porosos

Previo a la presentacion de las ecuaciones de consolidacién, se debe considerar algunos principios
basicos que subyacen a la teorfa de consolidacion.

» Compresion sin drenaje

Considere un elemento de medio granular de porosidad n, saturado con un fluido. El elemento
es cargado, bajo condiciones de no drenaje, por un esfuerzo total isétropo de magnitud Ac. La
presion de poro de agua es denotada por Ap. Luego, se debe encontrar una relacion entre Ac
y Ap, la carga es aplicada en dos etapas. La primera estd asociada al incremento de presion
en el fluido y en las particulas sélidas de magnitud Ap. La segunda estd asociada a la carga
aplicada sobre el medio granular sin considerar la presion de poro, de magnitud Ac —Ap .

En la primera etapa, el cambio de volumen de fluido en los poros se escribe como:
AV = —nCrApV (2.26)

Donde Cy es la compresibilidad del fluido en los poros y V' es el volumen del elemento
considerado. Por otro lado, el cambio de volumen de las particulas s6lidas se escribe como:

AV, = —(1—n)CsApV (2.27)

Donde Cs es la compresibilidad del material sélido. Considerando que todas las particulas
tienen la misma compresibilidad, se deduce que su compresion uniforme genera un cambio
en el volumen de los poros de la misma magnitud. Asi, el cambio de volumen total del medio
poroso es:

AV = C,ApV (2.28)
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En la segunda etapa, la presion en el fluido se mantiene constante, en consecuencia no se
genera un cambio de volumen en el fluido.

AVy =0 (2.29)

Posteriormente, el incremento de esfuerzo en el medio granular Ac — Ap, a presion de poro
constante, causa un incremento de esfuerzo promedio de magnitud (Ao —Ap)/(1 —n) en las
particulas sélidas. En consecuencia, el cambio de volumen generado en las particulas sélidas
se escribe como:

AV, = —Cy(Ac — Ap)V (2.30)

En esta etapa, el cambio de volumen en el medio poroso involucra en su conjunto a la
deformacién debido a los deslizamientos y rodaduras en los puntos de contacto entre las
particulas sélidas. Suponiendo que esto es un proceso lineal, se deduce que en esta etapa
el cambio de volumen se escribe como:

AV = —Cp(AG — Ap)V (2.31)

Donde C,, es la compresibilidad del medio poroso. Es de esperar que la compresibilidad del
medio poroso sea mucho mayor que la compresibilidad de los constituyentes del sistema, el
fluido y las particulas sé6lidas, debido a que la principal causa en la deformacién de suelos
se debe al reordenamiento de las particulas en el medio granular, como consecuencia del
deslizamiento y rodado.

Considerando los resultados por etapa, los cambios totales en los elementos de volumen
quedan descritos por:

AVf = —anApV (2.32)
AVy = —(1 —n)C;ApV — Cs(Ac — Ap)V (2.33)
AV = —Cs,ApV — Cpy(Ac — Ap)V (2.34)

Dado que no existe drenaje, dado el supuesto inicial, el cambio en el volumen total debe
ser igual al cambio de volumen de fluido y de las particulas s6lidas que componen el medio
granular, es decir, AV = AV, + AVy. Con esto, es posible obtener la siguiente relacion

Ap_B_ 1
Ao 7 1+n(Cr—Cy)/(Cn—Cy)

(2.35)

Donde la derivacién que conduce a la Ecuacién 2.35 se debe a Bishop (Bishop, 1973). Cabe
mencionar que en estudios previos, como el de Terzaghi, la compresibilidad del fluido y sélido
no se tomaron en cuenta, es decir, Cy = C; = 0. En este caso B bajo condiciones de esfuerzos
1s6tropos, es igual a 1 y se utiliza frecuentemente como primera aproximacion (Verruijt, 2010).
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La posibilidad de que Cs sea mayor que C,, es pequeila en rocas y suelos completamente
saturados. Asi, en la mayoria de los trabajos geotécnicos en los cuales se trabaja con medios
saturados es una buena aproximacion considerar que Cs ~ Cy ~ 0, puesto que la teoria de
consolidacion de Terzaghi entrega estimaciones lo suficientemente precisas (Blight, 2009).
Dentro de los trabajos geotécnicos que aplican dicha teoria se menciona aquellos relacionados
a la estimacion de una tasa de crecimiento segura en depdsitos de relave de relleno hidraulico.

Por otro lado, hay casos en los cuales es importante considerar que C; presenta valores
mayores a Cy como ocurre en el caso de los procesos de reduccion de tamafio de particulas que
poseen gas ocluido (cémo las que se encuentran en las cenizas de combustible pulverizada)
dada la compresibilidad presentada por el gas.

Relacion entre esfuerzo, deformacion y presion de poro

Previo a enunciar la teoria de consolidacion tridimensional propuesta por Biot en el afio 1941
(M. A. Biot, 1941) se definen algunas relaciones y conceptos que facilitan la compresioén de
dicha teorfa.

En primer lugar, deben enunciar todos los supuestos considerados en la deduccion de las
relaciones fisicas y en la teoria de consolidacion, las cuales corresponden a la siguientes:

Suelo isétropo

Reversibilidad en la relacion esfuerzo-deformacion bajo condiciones de equilibrio final
Linealidad en la relacion esfuerzo-deformacion

Deformaciones pequeiias

El agua contenida en los poros es incompresible

SN o

El agua fluye a través del esqueleto poroso de acuerdo a la ley de Darcy

Entonces, en primer lugar se debe considerar un pequefio elemento cubico de suelo
consolidado, que se encuentra en una orientacion paralela a los ejes coordenados. Ademas,
se considera que el tamafio de dicho elemento es lo suficientemente grande en comparacién
al tamafio de los poros, por lo que el material puede ser considerado como un material
homogéneo, pero a la vez, el tamafio del elemento se considera lo suficientemente pequeiio
comparado con el fendémenos macroscépico que interesa analizar, de este modo dicho
elemento se considera infinitesimal para efectos matematicos.

Luego, las componentes del esfuerzo promedio que actian sobre el elemento de suelo deben
satisfacer las expresiones conocidas de condicion de equilibrio para un campo de esfuerzos,
las cuales se presenta a continuacion:

doy dt, %_

A R (2.36)
Jdt, doy, Jdt
Jt, dt,  do;
gﬁ—a—y—f—a—z—o (2.38)
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Donde o son las componentes de los esfuerzos normales y T son las componentes del esfuerzo
de corte. Fisicamente se puede pensar que estos esfuerzos estdn compuestos por dos partes:
Una que es consecuencia de la presion hidrostatica del agua que rellena los poros y la otra
causada por el esfuerzo promedio en el esqueleto.

Luego, es importante definir las componentes de la deformacién en el suelo. Asi, considerando
que u, v 'y w son las componentes del desplazamiento del suelo y considerando que las
deformacion son pequeiias, las ecuaciones que gobiernan las componentes de la deformacion
corresponden a las siguientes:

du ow dv

exza, '}’x:a—y-l—a—z (2.39)
v Ju Jdw

ey:a—y, %:8_z+$ (2.40)
ow Jdv du

eZ:a—Z, ']/Z:a—x‘f‘a—y (241)

Luego, con el objetivo de describir completamente la condicién macroscépica del suelo se
debe considerar una variable adicional la cual expresa la cantidad de agua en los poros. Asi,
se define 6 llamada variacion en el contenido de agua, la cual corresponde al incremento de
volumen de agua por unidad de volumen de suelo. Luego, el incremento en la presion de agua
se denota con la letra ©.

Por otro lado, la presion de agua en los poros puede considerarse uniforme siempre y cuando
el tamafio del elemento de suelo sea los suficientemente pequeiio o, si este no es el caso,
siempre y cuando los cambios ocurran a una velocidad lo suficientemente pequefia como para
que las diferencias de presion sean insignificantes.

Es claro que si los cambios en el suelo ocurren por procesos reversibles, la condicion
macroscépica del suelo debe ser una funcién definida de los esfuerzos y la presion del agua, es
decir, las siete variables ey, ey, e;, ¥, %, ¥; y 6 deben ser una funcién definida de las variables
Oy, Oy, Oy, Ty, Ty, T,y O.

Ademas, si se supone que las deformaciones y las variaciones en el contenido de agua son en
cantidades pequeiias, la relacién entre estos dos conjuntos de variables puede tomarse como
lineal en una primera aproximacién. Primero consideramos estas relaciones funcionales para
el caso particular donde ¢ = 0. Asi, las seis componentes de la deformacién son solamente
funciones de las seis componentes del campo de esfuerzos oy, oy, Oz, Ty, Ty, T;. Suponiendo
que el suelo tiene propiedades isétropas, estas relaciones deben reducirse a las conocidas
expresiones de la ley de Hooke para un cuerpo eldstico isétropo en la teoria de la elasticidad,
entonces se obtiene:

Oy V T

— E—E(Gﬁ—oz), Ve = 5’“ (2.42)
O, \% T

ey = Ey—E(GﬂLGZ), % = Ey (2.43)
O. \% T.

=5~ (O:t), r=_ (2.44)
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Donde E, G y v son constantes y corresponden al modulo de deformacién, al modulo de corte
y al coeficiente de Poisson del esqueleto sélido. En realidad, s6lo hay dos constantes dada la
relacidn existente entre dichos modulos:

E
G= Ry (2.45)
Sin embargo, las relaciones anteriores son vélidas si no se considera el efecto de 6. Asi, si se
considera el efecto de o se debe considerar que ¢ no produce ninguna deformacién angular
dado que se supone un material is6tropo y, que por esta misma razon, su efecto debe ser
el mismo en las tres componentes de la deformacion lineal ey, ey y e;. En consecuencia, al
considerar la influencia de o las deformaciones se escriben como:

oy = % - % (Gy+0:)+ 3% (2.46)
ey = %—%(Gx—l—dz)—l—% (2.47)
ey = % - % (0, +0y) + 3£H (2.48)
=2 (2.49)
%= % (2.50)
¥ — % (2.51)

Donde H es una constante fisica adicional. Asi, se dispone de las seis relaciones que expresan
todas las componentes de la deformacion lineal y angular de un suelo como funcién de los
esfuerzos que actian sobre el mismo y la presion de agua en los poros. Sin embargo, atn
se debe considerar la dependencia que existe de el incremento en el contenido de agua 6 en
funcién de las variables mencionadas previamente. La relacién mds general consiste en la
siguiente:

7] =a10x+a0x +a30x+ a4 +ast +aeT; +a;0 (2.52)

Luego, dado que el material es isétropo cambios en el signo de 7., 7, y 7, no afectan al
contenido de agua, y por lo tanto as = a5 = ag = 0 y el efecto de las componentes del esfuerzo
de corte en 6 desparece. Mas aun, en las tres direcciones x, y y z se deben tener propiedades
equivalentes a; = ap = as. Por lo tanto, la ecuacién que expresa 6 adquiere la forma:

0= %Hl(oﬁcy%-cz)jt% (2.53)
Donde H; y R son dos constantes fisicas. De esta forma, las Ecuaciones 2.46, 2.47, 2.48,
2.49, 2.50, 2.51 y 2.53 contienen cinco constantes fisicas diferentes. En realidad, el nimero
de constantes fisicas corresponden a cuatro dado que se puede demostrar que H = Hj si se
considera una definicién adicional, la cual corresponde a la “energia potencial del suelo” o
energia de deformacidn del suelo. Esta consideracion significa que si los cambios ocurren a
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una velocidad infinitamente lenta, el trabajo realizado para llevar el suelo desde la condicion
inicial hasta su estado final de esfuerzo y contenido de agua es independiente de la forma en
que se alcanza el estado final y es un funcion definida de los seis componentes del esfuerzo y
el contenido de agua. Esta suposicion se deriva de manera bastante natural de la reversibilidad
presentada anteriormente, ya que la ausencia de energia potencial implica que una cantidad
indefinida de energia podria extraerse del suelo cargando y descargando a lo largo de un ciclo
cerrado.

La energia potencial del suelo por unidad de volumen viene dada por:
1
U= 3 (oxex+oyey + 0.6+ TV + Ty + T, +00) (2.54)
Para demostrar que H = H; se considera una condicion particular para los esfuerzos, tal que:

Tu+Ty+7,=0 (2.56)

Asi, la energia potencial se escribe como:
1
U= 5(61£+69) (2.57)

Donde € = e| + e + e3 y a partir de las Ecuaciones 2.46, 2.47, 2.48, 2.49, 2.50, 2.51 y 2.53
se tiene que:

3(1—-2v) c
= — 2.58
€ £ 61+H (2.58)
(o] o
0=—+— 2.59
7 +R (2.59)

La cantidad € representa el incremento de volumen de suelo por unidad inicial de volumen.
Entonces, despejando 07 y o se obtiene que:

o= (2.60)
e 3(1-2v)6
_ 2.61
c A + A (2.61)
3(1-2 1
a0 =2v) (2.62)
ER  HH,

La energia potencial en este caso se considera como una funcién de dos variables € y 6. De
este modo, en virtud a lo anterior se obtiene que:

U U
S =0 350 (2.63)
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Por lo tanto:

Jo; do
S22 2.64
a0  Jde (264)
Lo que implica:
1 1
— = 2.65
HA HA ( )
Entonces, dado que ya prueba que H = H, entonces es posible escribir 8 como:
1 o
0= 3—H(Gx+6y—|—GZ)+E (2.66)

De este modo, las Ecuaciones 2.46, 2.47, 2.48, 2.49, 2.50, 2.51 y 2.66 son las ecuaciones
fundamentales que logran describir completamente en una primera aproximacion las
propiedades del suelo, para la deformacién y el contenido de agua, bajo condicién de
equilibrio. Dichas ecuaciones contienen cuatro constantes fisicas G, v, H y R. Luego, si las
ecuaciones fundamentales se escriben para los esfuerzos (y no las deformaciones) se obtienen
las seis ecuaciones enunciadas:

VE
6. =2G <ex + 2v) o 2.67)
6, =2G <ey s X“;v) oo (2.68)
VE
6, =2G <ez +— 2v) —ao (2.69)
1. = Gy, (2.70)
e 2.71)
7, =Gy, (2.72)
Donde:
2(14+v) G
e P 273
YT30-2vH 2.73)

De la mismo forma, se puede expresar la variacién en el contenido de agua como:

o
0=o0c+— (2.74)
0
Donde:
1 1 o
- ___= 2.
O R H (2.75)
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= Ecuacion general de consolidacion en tres dimensiones

Ahora se procede a plantear las ecuaciones diferenciales para el fendmenos transiente de
consolidacién, es decir, aquellas ecuaciones que gobiernan la distribucién de esfuerzos,
contenido de agua, y compactacion en funcion del tiempo en un suelo sometido a cargas. Asi,
sustituyendo las ecuaciones fundamentales para los esfuerzos (desde la Ecuacion 2.70 hasta la
2.75) en la ecuacion de equilibrio se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

) G Jde 86__

GVu+ —— " ovar _8x =0 (2.76)
) G Jde Jo

GVYv+ —— Y 8y Ot—ay =0 (2.77)
’ G de Jdo _

GV-w+ 1T—2v 9z oc—aZ =0 (2.78)

Las cuales corresponden a tres ecuaciones con cuatro incégnitas u, v, w y o. Para poder
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales se requiere de una ecuacién adicional. Lo
anterior se logra integrando la ley de Darcy la cual gobierna en flujo de agua en medios
porosos. Entonces, considerando el mismo elemento diferencial de volumen de suelo utilizado
para deducir las distintas relaciones y se llama V, el volumen de agua fluyendo por segundo y
unidad de drea a través de la cara del elemento de suelo ortogonal al eje x. De la misma forma
se definen Vy y V,. En virtud a la ley de Darcy, estas tres componentes de flujo unitario estdn
relacionadas con la caida de presion mediante las siguientes relaciones:

do do do

Jy’ V,=—k 7z (2.79)
La constante fisica k se llama coeficiente de permeabilidad de el suelo. Cabe mencionar que k
es igual en las tres direcciones dado que se considera que el esqueleto sélido es isétropo. Por
otro lado, si se considera que el agua es incompresible la tasa de cambio de contenido de agua
de un elemento de suelo debe ser igual al volumen de agua que entra al elemento de suelo por
segundo a través de su superficie, por lo tanto:

20 aVy JdV, IV,
B T £ (2.80)
ot dx dy 09z
Luego, combinando las Ecuaciones 2.74, 2.79 y 2.80 se obtiene la cuarta ecuacion diferencial
que compone el sistema.

de 10
kVZG:aa—f+§a—f 2.81)

= Interpretacion fisica de las constantes

Las constantes £, G y v poseen la misma interpretacion que las establecidas en la teoria de
elasticidad y se consideran como constantes promedios del esqueleto sélido. En este sentido,
E corresponde al modulo de elasticidad (deformaciones elésticas), G corresponde al modulo
de corte y v mide la razén entre la deformacion lateral y la deformacién vertical en condicién
de equilibrio.
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Por parte de las constantes fisicas H y R, el coeficiente 1 /H es una media de la compresibilidad
del suelo bajo un cambio en la presién de agua y el coeficiente 1/R mide el cambio en
el contenido de agua bajo un cambio en la presiéon de agua. Asi, cabe recordar que bajo
los supuestos considerados en el planteamiento de la teoria de consolidacion las constantes
elasticas y las constantes H y R definen completamente las proporciones fisicas de un suelo
isétropo en condiciones de equilibrio.

El resto de las constantes que aparecen en la deduccidn de la teoria se derivan de las constantes
elasticas, H y R. Por ejemplo, o se define como:

2(14+v) G
o= 2.82
3(1-2v)H (2:82)
La cual mide la razén entre volumen de agua sacado o exprimido del suelo y el cambio de
volumen del suelo si este ultimo se comprime mientras permite que el agua escape.

Por otro lado, el coeficiente 1/Q mide la cantidad de agua que puede ser forzada a entrar al
suelo bajo presion mientras el volumen de suelo se mantenga constante. Asi, cabe destacar
que las constantes o y Q presentan un efecto mds significante en suelo no completamente
saturados, puesto que dependen del grado de saturacion.

Cabe destacar que en este apartado se entrega una breve descripcion de las constantes fisicas,
sin embargo un andlisis més profundo de estas se detalla en el trabajo publicado por Biot &
Willis (M. Biot y Willis, 1957).

Cabe mencionar que hay otros autores que plantean relaciones de consolidacion aplicable en

depdsitos de relave, como lo es el caso de Gibson (Gibson, 1958) quien plantea la siguiente
relacion:

82u_9u /%

Cva_sz”at

(2.83)

Donde u corresponde a la presion de poro sobre y mds alld de la presion de poro de equilibrio
. / . . . .

estdtico, ¥ correponde al peso especifico sumergido del material, C, es el coeficiente de

consolidacién y dh/dt es la tasa de crecimiento de las capas de relave depositado.
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2.3.2. Pérdidas por evaporacion

Las pérdidas por evaporacién constituyen uno de los mecanismos mas relevantes en las pérdidas
de agua en los sectores de playa activa. En consecuencia, la identificacion de los factores que
influyen en la evaporacion, junto con la utilizacién de un modelo fisico que sea capaz de cuantificar
apropiadamente estas pérdidas, constituye un punto clave en el balance hidrico global en un
depdsito de relaves convencional.

Por lo mencionado anteriormente, surge la necesidad de conceptualizar apropiadamente la distintas
componentes y relaciones fisicas que involucran a la evaporacion.

2.3.2.1. Evaporacion potencial

Existen tres factores independientes que influencian el comportamiento de la evaporacion en suelos
sin vegetacion (Newson y Fahey, 2003).

1. Disponibilidad de energia en la superficie que evapora el agua para suplir la demanda de calor
latente.

Las fuentes de radiacion para esto incluye el sol (radiacion directa), el cielo y las nubes
(radiacidn difusa), y el calor transferido desde el aire o suelos adyacentes.

2. La distribucion de energia en el sistema.

Esto depende del albedo (o poder reflexivo) de la superficie, la difusividad térmica del suelo y
aire, y los gradientes verticales de temperatura en ambos. Estos gradientes son influenciados
por un segundo factor, el cual es la capacidad del aire de transferir vapor de agua lejos de la
superficie en donde se evapora el agua. Esto es dependiente a su vez del gradiente vertical de
humedad y la de efectividad de la mezcla turbulenta en las capas inferiores.

3. la disponibilidad de agua en y bajo la superficie de evaporacion.

En el caso de los suelos depende de la conductividad hidrdulica del medio granular y del
contenido de humedad remanente en el medio.

Un gran nimero de diferentes definiciones de evaporacion potencial (E,) han sido propuestas en la
literatura. Una de las definiciones mds tipicas corresponde a la de Penman (H. L. Penman, 1948) que
la define como ““la evaporacion tedrica que ocurriria desde una superficie infinita, adecuadamente
abastecida de humedad cuando se expone a condiciones climdticas especificas que permanecen
inalteradas por la evaporacion misma". La evaporacion real (E;) en una superficie usualmente se
considera proporcional a la evaporacion potencial. Tipicamente, esto es controlado por el contenido
de humedad del suelo.

En el caso de los depdsitos de relave, las estimaciones utilizadas para determinar la evaporacion
estan frecuentemente basadas en datos obtenidos de bandejas de evaporacion de clase A locales,
el corresponde a un recipiente cilindrico de dimensiones estandarizadas, con un didmetro de
47.52 profundidad de 10". Si bien esto no necesariamente representa la evaporacion potencial,
proporciona un punto de referencia ampliamente aceptado y disponible con el que comparar las
evaporaciones medidas.

Particularmente, para depdsitos de relave ubicados en zonas aridas o semi-dridas, la tasa de
evaporacion obtenida desde una bandeja de evaporacion localizada inmediatamente adyacente al
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depdsito (o mds exactamente, cercano a la laguna) puede ser algo menor que un valor obtenido
de una bandeja ubicada lejos del depdsito. Esto se debe al efecto localizado del agua en el
almacenamiento sobre la humedad relativa en las inmediaciones del depdsito de relaves, y también
depende de la velocidad y direccion del viento (condiciones de borde convectivas).

Ademds, es de suma relevancia considerar que la radiacion solar es el dnico factor realmente
independiente que afecta a la evaporacion; Para un conjunto de condiciones en estado estacionario,
el resto de los factores se ajustan para producir una tasa de evaporacion particular. Cualquier cambio
en alguno de ellos no genera cambios proporcionales en la tasa de evaporacién, pero si causa un
cambio en los otros factores y genera un nuevo balance de energia en el sistema.

2.3.2.2. Balance de energia en una superficie

Coémo se menciona previamente, el proceso de evaporacion requiere de un suministro de energia
lo suficientemente alto para permitir el cambio de fase del agua desde la fase liquida a la fase
vapor y remover la humedad del aire para permitir que el proceso continde. En este proceso, el
Unico suministro independiente en el balance de energia sobre una superficie de suelo o de relaves
corresponde a la radiacion solar. Luego, si se cuantifica la cantidad de energia consumida por el
proceso de evaporacion, la cantidad de agua evaporada puede ser deducida.

La cantidad de energia solar que llega a la superficie terrestre, depende principalmente de:

La constante solar

La latitud de la localizacién que se estd considerando y época del afio

Influencia de la atmdsfera (polvo y nubes)

Albedo de la superficie terrestre

» Flevacion de la localizacion

La constante solar es la cantidad de energia recibida en forma de radiacion solar por unidad de
tiempo y unidad de superficie, en una superficie tedrica perpendicular a los rayos del sol y a la
distancia media entre la Tierra y el Sol. Parte de esta radiacion incidente es reflejada o absorbida
por la atmésfera y no alcanza la superficie terrestre. La mayor parte de la radiacién que llega a
la superficie terrestre se limita a longitudes de onda cortas, en la banda de 0.3 a 3 um. Al llegar
al suelo, parte de la radiacion de onda corta también se refleja en la superficie (Newson y Fahey,

2003).

Luego, el balance general de radiacion entre el espacio y la superficie de la tierra puede ser descrito
por las ecuaciones:

(Ra+Rs) =Rs (1 - ) (2.84)

Ry = (Ry+Ry)(1—a) (2.85)

Donde en la Ecuacién 2.84, R4 es la radiacion solar directa recibida en el limite exterior de la
atmosfera y o es el albedo planetario o reflexividad, la proporcién de la radiacion solar reflejada
por la atmésfera. El albedo planetario & depende de la nubosidad y la latitud, pero en las latitudes
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habitadas de la Tierra de 60 °N a 45 °S, se encuentra en el rango de 0.3 a 0.5, siendo 0.4 un valor
promedio anual razonable (Blight, 2009).

En la Ecuacion 2.85, R, es la radiacion neta incidente en la superficie del suelo, R; es la cantidad
de radiacidn solar incidente directa, R, es la cantidad de radiacion solar incidente difusa, y a es el
albedo o reflexividad de la superficie del suelo. El albedo de la superficie varia a lo largo del dia
y depende del color y la textura de la superficie de la Tierra. Normalmente para agua sobre una
superficie de relaves de color claro, el albedo toma el valor de 0.4.

Muchos métodos indirectos para medir la evaporacion estan basados en medir o estimar los flujos
de energia a través de la superficie del suelo, siendo la diferencia entre el flujo de entrada y salida el
calor latente de vaporizacion. Estos métodos consideran la radiacion neta, la cual es una funcién de
la temperatura, emisividad y reflexividad de la superficie. Luego, esta radiacion neta es convertida
en calor neto de vaporizacién en concordancia con la ecuacién general de balance de energia en
una superficie de suelo, la que se escribe como:

Ri=H+LE+G (2.86)

En la Ecuacién 2.86, H es el flujo de calor convectivo hacia el aire, E es la tasa de evaporacion,
L, es el calor latente de vaporizacion, R, es el flujo de radiacién neto y G es el flujo de calor
transmitido hacia el suelo. En consecuencia, si la radiacion y los términos del flujo de calor pueden
ser medidos, el calor utilizado para la vaporizacion puede ser determinado. Esto comprende la base
de los métodos de estimacién de evaporacion mediante balances de energia. Las componentes del
balance de energia en la superficie se pueden apreciar en la Figura 2.7.

Radiacion de Radiacion de Flujo sensible
onda corta onda larga de calor

(Rs) (Ry) (H)

Incidente Reflejada t
x
////
y
P
/// v
R(1-a) - Ri=R,

v

Flujo de calor
hacia el suelo

(G)
Figura 2.7: Componentes del balance de energia en una superficie

En lo que respecta a las componentes: R, puede ser medido directamente y G puede ser estimado
por los cambios en la temperatura y el gradiente de temperatura bajo la superficie junto con la
capacidad caldrica especifica del relave. H puede ser estimado por los gradientes de temperatura y
humedad sobre la superficie. En principio, es posible hacer el calculo de los términos de la Ecuacién
2.86, pero en la prictica es complejo dado que las ecuaciones tienden a estar mal condicionadas,
especialmente cuando los gradientes de temperatura y humedad son pequefios.
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2.3.2.3. Evaporacion relativa

La evaporacion relativa se define cdmo la razén entre la tasa de evaporacion real y la tasa de
evaporacién potencial (E,/E,). La definicion mencionada posibilita la comprensién de algunos
fenémenos en términos relativos, lo que permite comparar los cambios entre una tasa de
evaporacion y la otra en distintos escenarios.

Un fenémeno de gran interés como consecuencia de la evaporacion del agua de los relaves es el de
secado. En términos generales, los cambios en el volumen de un relave conformado por agua fresca
son producto del proceso de secado.

Inicialmente, cuando el relave es depositado se encuentra en el punto A de la Figura 2.8, donde
el contenido de humedad se encuentra por sobre el limite liquido. Luego, a medida que el relave
se seca, este pasa por el limite liquido y plastico, mientras va reduciendo su volumen. Hasta esta
etapa, el relave se encuentra completamente saturado. Cuando el relave alcanza el punto B la tasa
de cambio de volumen disminuye y diverge a una linea horizontal cémo se muestra en la figura (es
decir, la pérdida de agua ya no es igual al cambio de volumen del relave). Este punto, corresponde al
punto desde el cual el sélido comienza a desaturarse (en primer lugar, los poros de mayor tamafo).
A medida que el sélido se siga secando, los poros de tamafio cada vez mds pequeilo comienzan a
desaturarse y el aire comienza a entrar a los poros (presién de poro negativa). Cabe mencionar que
la desaturacion ocurre en un rango de contenido de humedad y debe considerarse que ocurre en
una regién mas que en un punto especifico. Eventualmente el sélido alcanza el limite de quiebre
(shrinkage), donde no hay mayores incrementos en la densidad del relave, pero la permeabilidad
continia disminuyendo mientras el grado de saturacién siga disminuyendo. (Newson y Fahey,
2003)

Volumen o largo
A

Cuando se deposita

Limite liquido
No se manifiesta incremento en la
densidad por debajo del limite de quiebre
El secado causa

Limite plastico agrietamiento

Limite de quiebre
(succion > 1 MPa)

>

Contenido de

humedad (%)

Figura 2.8: Cambios de estado debido al proceso de secado en relaves

Nota. Adaptado de Measurement of evaporation from saline tailings storages (p. 221), de
T. Newson & M. Fahey, 2003, (Newson y Fahey, 2003)

Por otro lado, la tasa de evaporacién real (E,) varia en funcién del contenido de humedad como se
muestra en la Figura 2.9.
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Figura 2.9: Variaciones en la tasa de evaporacion real en funcién del contenido de
humedad para relaves conformados por agua fresca y salina

Nota. Adaptado de Measurement of evaporation from saline tailings storages (p. 221), de
T. Newson & M. Fahey, 2003, (Newson y Fahey, 2003)

En la Figura 2.9 la tasa de evaporacion real en una superficie de relave conformado por agua fresca,
E,, varfa desde un punto cercano a la evaporacién potencial (E,) (etapa I de secado) a casi cero
(etapa III de secado), para un relave desaturado. La etapa I de secado estd gobernada solamente
por condiciones climdticas y ambientales, y es aplicable a condiciones de relave en o cercana a
la saturacion. Una vez que el relave no pueda seguir satisfaciendo la demanda del proceso de
evaporacion, este comienza a desaturarse. En la etapa II entonces comienza una rédpida disminucién
en la tasa de evaporacion. En este caso ambas, las condiciones climdtica y las propiedades del medio
granular (como la permeabilidad la zona insaturada) controlan la tasa de evaporacion durante esta
fase. La etapa III ocurre una vez que el relave alcanza el contenido humedad residual y la tasa de
evaporacion es efectivamente cero. (Newson y Fahey, 2003)

Dado lo anterior, dependiendo de si se esté analizando un sector de playa activa (en donde se tiene
una superficie de relave saturada) o un sector de playa inactiva (en donde dependiendo del tiempo
de secado de la capa superficial de relave, esta puede encontrarse insaturada) las pérdidas por
evaporacion cambian en gran magnitud. Esto es respaldado por un estudio realizado en el tranque
Laguna Seca de la mina Escondida en el afio 1997 (Chambers et al., 2003) donde el resultado
obtenido al medir la evaporacién en una bandeja de evaporacion en el tranque se observan en la
2.10.

~ 9.6 mm/dia ~9.7 mm/dia ~ 10 mm/dia ~2.5 mm/dia ~ 1 mm/dia
200 mm 50 mm Relave 1 dia 2 meses
Agua Agua fresco de secado de secado
sobrenadante sobrenadante saturado

Figura 2.10: Variacién en la tasa de evaporacion

Nota. Adaptado de Water recovery from a mine in the Atacama desert (p. 12), de B.
Chambers et al, 2003, (Chambers et al., 2003)
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2.3.3. Pérdidas por resaturacion

Las pérdidas por resaturacidn constituyen uno de los puntos de mayor interés en el desarrollo del
presente trabajo. Estas pérdidas suponen un sumidero de agua al momento de depositar relave
fresco proveniente desde la planta.

2.3.3.1. Concepto de resaturacion

En primer lugar, se debe tener en consideracién que después de que se realiza una descarga de
relave en el depdsito, pasado un determinado periodo de tiempo, ocurre un fenémenos de secado
producto del proceso de evaporacion ya detallado en la subseccion de pérdidas por evaporacion.

En consecuencia, cuando se estd depositando una nueva capa de relaves fresca sobre las capas de
relave previamente depositadas o secas, ocurre un proceso de infiltraciéon del agua contenida en
los relaves frescos hacia las capas de relave secas producto de la presion de poro negativa que
existe debido a que el medio se encuentra desaturado. Estas pérdidas de agua que afectan a las
capas de relave fresco recientemente depositadas se les conoce como pérdidas por resaturacion.
En consecuencia, para poder describir estas pérdidas se requiere estudiar las variables fisicas que
gobiernan en un medio desaturado o parcialmente saturado.

En primer lugar, segun el estudio realizado por Wels & Robertson (Wels y Robertson, 2003) las
pérdidas por resaturacion dependen de la duracién de la descarga. Inicialmente, estas pérdidas son
altas, dado que los relaves frescos se depositan sobre capas de relaves desaturadas que se han
secado al aire de forma significativa. La experiencia en terreno indica que estas pérdidas iniciales
por resaturacion consumen toda el agua disponible en un periodo de 1 a 2 dias donde esencialmente
no se recupera agua en este periodo de tiempo. Una vez que este déficit en el contenido de agua es
solucionado y los relaves se resaturan, las pérdidas por resaturaciéon disminuyen sustancialmente.

Sin embargo, las pérdidas por resaturacion también crecen si los relaves son descargados durante
un periodo extendido de tiempo, entiéndase, durante méds de 1 mes desde el mismo punto de
descarga. Mientras que las dreas inundadas (o con agua sobrenadante), donde ocurre la deposicion
del relave, alcanzan un tamafio maximo, hay un incremento continuo en el tamafio total de area de
deposicién (o drea himeda) entre mds relaves se depositen. Dicho en otras palabras, a medida que
transcurra el tiempo, el drea que define la escorrentia de agua desde el sector playa activa hacia
la laguna ocupa cada vez menos porcentaje del drea de deposicion total, es decir, la razén entre
el area inundada y el area himeda disminuye. Esta separacion natural del drea inundada en un
abanico de deposicidn activo causa pérdidas adicionales por infiltracién debido a que los relaves
frescos recientemente depositados comienzan un proceso de desaturacion (principalmente debido
a la evaporacion) mientras mds capas se siguen depositando en las cercanias del punto de descarga.
Luego, cuando el flujo de relaves frescos proveniente de las ultimas capas depositadas alcancen
la zona en donde los relaves comienzan a desaturarse estos comienzan un proceso de resaturacion
hasta alcanzar el grado de saturacién (Wels y Robertson, 2003).

2.3.3.2. Modelo de pérdidas por resaturacion

Wels & Robertson (Wels y Robertson, 2003) plantean dos ecuaciones bdsicas que buscan describir
las dos etapas mds importantes asociadas a las pérdidas por resaturacion mencionadas previamente.
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= Resaturacion de capas desaturadas

La ecuacién que plantea Wels viene dada por:

e
IRL = DRW (1 — Syy,) (1+—fef)A“C”” (2.87)

Donde, DRW es la profundidad efectiva de resaturacion, Sy corresponde al grado
(porcentaje) de saturacion promedio de los relaves en el sector de playa inactiva, ey
corresponde al indice de vacios una vez que la evaporacion haya completado el proceso de
secado de los relaves y A,.ive corresponde al drea del sector de playa activa.

= Resaturacion por descarga prolongada

La ecuacién que plantea Wels viene dada por:

RWL =MD -Afipodea (2.88)

Donde MD corresponde al déficit de humedad, la que es una funcién del tiempo que los
relaves frescos recientemente depositados se han expuesto al proceso de secado producto de
la evaporacion y A fippqea cOrresponde al area inundada.

Luego, el tiempo disponible para que ocurra la evaporacién entre la deposicion de capas
sucesivas en la misma porcién del sector de playa activa, definido como tiempo de retorno,
que es el tiempo que debe pasar antes de que la capa de relave siguiente llegue a la misma
localizacion de la previa, se escribe como:

Tr = (Ry — 1)Tep (2.89)

Donde Ry es la razon entre el drea del sector playa activa y el drea inundada y Tp,), es el
tiempo promedio requerido para la deposicion de una capa de relaves.

Luego, el tiempo promedio requerido para la deposicion de una capa de relaves es una funcién
de la tasa de deposicién de solidos T, el espesor promedio de las capas de relave depositadas
D y la densidad aparente seca p,.

Tpep = D%A flooded (2.90)

2.3.4. Pérdidas por infiltracion

Las pérdidas por infiltracion constituyen el mecanismo de pérdida asociado a las caracteristicas
del medio granular por donde fluye el agua en el caso de los depdsitos de relave convencionales.
Si bien, este mecanismos reporta una menor cantidad de pérdidas de agua en comparacion a los
detallados previamente, la importancia de caracterizar apropiadamente los pardmetros criticos y
fendmenos fisicos que gobiernan su comportamiento recae en el potencial impacto que puedan
causar en la fundacién o en el muro de contencién.
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2.3.4.1. Leyde Darcy

El fendmeno de infiltracion, que se define como el proceso en el cual un fluido fluye a través de
un medio granular, se puede caracterizar adecuadamente mediante el uso de la ley de Darcy, la que
plantea que la velocidad del flujo a través de un medio poroso es proporcional al gradiente de carga
hidrdulica en la direccién del flujo. La formulacion se expresa como:

v=ki (2.91)

Donde v corresponde a la velocidad del flujo, & es el coeficiente de permeabilidad y i corresponde al
gradiente de carga hidrdulica en la direccidn del flujo. La carga hidrédulica se define como la presion
por unidad de peso especifico de fluido mas la cota. (Blight, 2009)

Es importante destacar que el coeficiente de permeabilidad (k) es una medida de la resistencia del
medio granular a que el fluido pueda fluir a través de el. En consecuencia, la velocidad o caudal
asociado a las pérdidas por infiltracién dependen fuertemente de esta propiedad del medio, por lo
que caracterizar adecuadamente la permeabilidad del relave y de la fundacién es un punto clave en
la estimacion de estas pérdidas.

El coeficiente de permeabilidad (k) depende fuertemente de las caracteristicas de las estructuras
y macroestructuras que componen la fundacion (grietas de contraccidn, fisuras, estratificacion,
alternancia de capas gruesas y finas, capas gruesas ocasionales, etc) y los relaves (principalmente,
grietas de contraccion y fisuras, alternancia de capas gruesas y finas, y gradacion horizontal desde
particulas gruesas a finas). Como resultado de esta sensibilidad del coeficiente de permeabilidad,
mediciones de permeabilidad a pequefia escala (usualmente, medidas en laboratorio) tienden a
no ser una representacion adecuada del medio que se estd estudiando, dado que muestras de
pequeia escala no contienen caracteristicas asociadas a las macroestructuras, por lo tanto, el efecto
generalizado de un conjunto de macroestructuras no se estima correctamente. Ademds, usualmente
son muestras perturbadas y presentan una profundidad distinta del medio desde donde se obtiene
dicha muestra. Por esta razén, en general, se prefiere realizar mediciones de gran escala en terreno
del coeficiente de permeabilidad.

2.3.4.2. Diferencias en la medicion de la permeabilidad para pequeia y gran escala

Segun estudios realizados por distintos autores, Day and Daniel (Day y Daniel, 1985) y Chen and
Yamamoto (Chen y Yamamoto, 1987) se deduce una serie de posibles razones que respaldan el
hecho de que las mediciones de permeabilidad en campo difieren de las mediciones realizadas en
laboratorio. Estas razones se resumen en los siguientes puntos:

= Una gran drea expuesta a infiltracién tiene mayor probabilidad de contener imperfecciones en
forma de fracturas y zonas de mayor permeabilidad que en el caso de dreas pequeiias.

= El coeficiente de permeabilidad en la ecuacién de Darcy (Ecuacion 2.91) no es una constante
y depende del gradiente hidrdulico en la direccién del flujo. Por lo tanto, la existencia de
gradientes hidrdulicos distintos en campo y en laboratorio, genera que se tengan mediciones
distintas en campo y en laboratorio.

= Un espécimen sujeto a un alto esfuerzo efectivo presenta una menor permeabilidad que en el
caso de un espécimen similar sujeto a un esfuerzo efectivo bajo.
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2.3.4.3. Distribucion de tamaiio de particulas en el sector playa

Para efectos de disefio, los relaves pueden ser considerados como un fluido equivalente homogéneo
y asi modelar el comportamiento de las pérdidas de carga en el transporte hacia el depdsito de
relaves. Sin embargo, esto ya no es vélido una vez que los relaves se encuentren en el deposito.

En los depésitos de relave convencional, los relaves son depositados en las cercanias del perimetro
del muro de contencién y después escurren por el sector playa hacia la laguna desde donde el agua
es recuperada y recirculada a la planta.

Los relaves se depositan usualmente en puntos de descarga mudltiples, y la extensién del flujo
después de la deposicion trae como resultado una disminucién en la velocidad a medida que el
relave desciende hacia la laguna. Luego, dado que las particulas mds gruesas que componen al
relave sedimentan primero que las particulas mas finas, se genera como resultado una distribucién
de tamano de particulas playa abajo, con las particulas gruesas depositadas adyacentes a los puntos
de descarga y progresivamente se tienen particulas depositadas mds finas con el incremento de la
distancia desde el punto de descarga. La Figura 2.11 muestra la distribucion de tamaiio de particulas
que resulta en una gran playa (280 metros de largo) de un depdsito de relaves de diamante (Blight
y Bentel, 1983).
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Figura 2.11: Distribucién del tamafio de particulas que ocurre en la playa de un
depdsito de relaves convencional

Nota. Tomado de The behaviour of mine tailings during hydraulic deposition (p. 81), de
G. Blight & G. Bentel, 1983, (Blight y Bentel, 1983)

Es importante mencionar que la distribucién de tamafio de particulas en el sector playa tiene un
efecto significativo en la estabilidad del muro de contencion principal en un depdsito de relaves.
Si el muro de contencién y la zona més perimetral del sector playa estdn compuestos de particulas
gruesas, que es un material mds permeable, el nivel fredtico disminuird su cota y esto le ofrece
mayor resistencia al muro como consecuencia de una menor presion de poros. Sin embargo, las
ventajas que se puedan obtener de la distribucion de tamafio de particulas en un depdsito de relaves
s6lo pueden ser aprovechadas si se logra predecir su comportamiento en la etapa de disefio mediante
un andlisis completo del depdsito de relaves.
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A continuacién, dado el fendmenos descrito, se plantean las ecuaciones propuestas por Blight
& Bentel (1983) para derivar un método que sea capaz de predecir el tamafio de particula
predominante, y por lo tanto, indirectamente la permeabilidad, en cualquier punto a lo largo del
sector playa. Estas ecuaciones son una herramienta que es posible utilizar para determinar la
posicion de la superficie fredtica y, por lo tanto, el esfuerzo de corte en el muro de contencion
principal.

Considere una particula de didmetro D desplazdndose playa abajo con una pendiente i a una
velocidad horizontal v, mientras simultineamente sedimenta a una velocidad v,. Si se ignora la
interferencia de las particulas adyacentes en el relave, la velocidad de sedimentacién viene dada
por la siguiente formulacidn:

2 4(ps _pw)gD

= =KD 292

En donde, py es la densidad de las particulas, p,, es la densidad del fluido homogéneo y C es un
coeficiente.

Luego, si la profundidad de la capa de la capa de fluido es &, el tiempo maximo que le toma a la
particula de didmetro D sedimentar hasta llegar a la superficie de la playa es:

ty=— (2.93)

Durante este tiempo, la particula se desplaza playa abajo hasta una distancia horizontal méxima
dada por:

H= vhvé (2.94)

y v, estd gobernada por la ecuacion de Chézy vélida en canales abiertos, dado que el escurrimiento
del relave erosiona las particulas sedimentadas previamente en la superficie de la playa y forma
pequeios canales por donde preferentemente escurre el relave, de la forma:

vy = C(8i)? (2.95)

Por lo tanto, despejando el didmetro de la particula:
C81i
KH

(]

D —

(2.96)

En otras palabras, el tamafio de particula predominante que se encuentra a una distancia H desde
el punto de deposicién es aproximadamente inversamente proporcional a H. Esta es la forma de
la curva que se observa en la Figura 2.11. Alternativamente, si la velocidad de sedimentacién esta
gobernada por la ley de Stokes:

s — Py)dD?
vy = % —K'D? (2.97)
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y, por lo tanto:

1
Cc63il?

D=|——
K'H

(2.98)

Es decir, el tamaiio de particula predominante que se encuentra a una distancia H desde el punto de
deposicién es inversamente proporcional al cuadrado de H.

Este andlisis es aproximado, dadas las idealizaciones en las que estd basado. Ademds, de que la
interferencia entre particulas deba ocurrir, la pendiente de la playa i varia en funcién de H, y como
el flujo se expande desde el punto de deposicién, 6 disminuye. Esto se traduce en que existen mas
factores que afectan a la distribucién de tamafio, como el movimiento generado por la rodadura de
las particulas depositadas a lo largo de la superficie de la playa inducida por el flujo y los cambios
de pendiente. También es posible que el material depositado durante un ciclo de deposicién, pueda
ser erosionado y arrastrado por el flujo, redepositandolo en el ciclo de deposicién siguiente.

Es de suma relevancia tener presente de que las condiciones de flujo laminar que se suponen para
el andlisis no siempre ocurren. En vez de esto, un flujo inestable, desordenado y turbulento es
cominmente observado en el sector playa. Este desorden en el flujo causa que el régimen de
sedimentacion se vea alterado y por lo tanto las particulas finas pueden sedimentar antes que lo
predicho por la Ecuacion 2.98.

Cabe mencionar que el andlisis realizado por Blight & Bentel supone que el perfil de distribucién
de velocidades es constante en la seccion de escurrimiento, 1o cual es valido en fluidos ideales. En
contraste, en fluidos reales se desarrolla un perfil de velocidades v, = f(y) donde y corresponde
a la distancia medida perpendicularmente desde el fondo del canal y f corresponde a la forma de
perfil de distribucién de velocidades. En el andlisis considerado Blight et al. supone condiciones
de flujo laminar y escurrimiento uniforme, donde para este caso particular la forma del perfil de
velocidades viene dado por la Ecuacion 2.99.

Pw8i ( y)
v = o0—= 2.99
() - y > (2.99)
Por lo tanto, al calcular la distancia recorrida horizontalmente por una particula ubicada
inicialmente en la superficie libre de escurrimiento y suponiendo que la densidad y la viscosidad
del fluido homogéneo son constantes para cada seccion de escurrimiento se obtiene la Ecuacion
2.100.

1o 1 pugi o3
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Ecuaciones base del modelo

En primer lugar, se debe enunciar cuales son las ecuaciones bésicas que componen el modelo fisico.
El modelo posee cinco ecuaciones fundamentales, las cuales se deducen al analizar la descarga de
un flujo de relave en el sector playa, donde dicho flujo corresponde al de una mezcla (relave) que se
compone tanto de una fase liquida como de una fase sélida. En consecuencia, dependiendo de qué
fase se busque analizar (sélido, liquido o mezcla) se obtienen distintas formulaciones que buscan
expresar conceptualmente la fisica detrds del escurrimiento del relave.

La existencia de un flujo de relave en el sector playa es consecuencia de la descarga del relave
en cada punto de descarga, dado que el relave descargado de dichos puntos al impactar contra
la superficie de la playa genera un proceso erosivo de las particulas que componen la superficie,
formando asi, canales por donde circula el relave desde las cercanias del punto de descarga hasta
el sector laguna. Se supone que la descarga de cada punto s6lo puede generar un canal por punto
(dado que la posibilidad de que se generen ramificaciones del canal se considera un proceso de
segundo orden para efectos del presente estudio).

Entonces, previo a detallar el como se deducen cada una de las ecuaciones, se enuncian los
supuestos considerados y se esquematiza el volumen de control utilizado junto con las variables
de interés necesarias para dicha deduccion. Finalmente, se enuncia una hipétesis adicional clave
en el modelo que permite obtener una solucién simple al sistema de ecuaciones, esta hipétesis
corresponde a la hipdtesis cuasiestdtica.

3.1.1. Supuestos del modelo

A continuacion, se especifican los supuestos considerados para la confeccién del modelo fisico.

1. Modelo cuasiestatico
2. La fase s6lida y liquida son incompresibles
Los canales generados por el proceso erosivo se suponen rectangulares y de ancho constante

El escurrimiento de relave en el sector playa es gradualmente variado

ook w

La concentracion volumétrica de solidos es constante en una misma seccion de escurrimiento
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10.

1.
12.
13.

La concentracidn critica de empaquetamiento se supone constante a lo largo del escurrimiento

. Se considera que la mezcla s6lido-liquida se comporta como un fluido equivalente homogéneo

de comportamiento no Newtoniano, en particular, el fluido es Herschel-Bulkley. Sin embargo,
se supone que existe un mecanismo de deposicion de particulas

. Se considera que por el rango de tamafio de particulas que componen el relave en la descarga,

la velocidad que adquieren las particulas s6lidas en la direccién del flujo es igual a la velocidad
media de escurrimiento

Al alcanzar la velocidad critica de deposicion, las particulas sélidas sedimentan y conforman
una zona llamada “lecho”.

Las lineas de corriente son aproximadamente paralelas, por lo tanto, la ley hidrostética de
presiones es vdlida en la direccion ortogonal al flujo

La ley de resistencia responde a la ley de Darcy-Weisbach
El factor de friccion considerado corresponde al factor de Chilton y Stainsby

La segregacion de particulas se describe a través de un modelo de velocidad de depdsito

3.1.2. Definicion de volumen de control y variables de interés

En virtud a lo previamente detallado, si se estudia un volumen de control de largo dx para uno de
los canales generados producto de la descarga, se obtiene el esquema observado en la Figura 3.1.

h(x+dx)  gydy)

z,(x+dx)
Lecho

Figura 3.1: Volumen de control el canal generado

Las variables indicadas en el esquema de la Figura 3.1 corresponden a las siguientes:

q(x): Flujo volumétrico o caudal de mezcla unitario

zs(x): Altura del lecho conformado por aquellas particulas sélidas que sedimentan a lo largo
del escurrimiento

h(x): Altura de escurrimiento
¢ (x): Concentracién volumétrica de sélidos en la zona de la mezcla o suspensién

Om(x): Concentracion critica de empaquetamiento de sélidos en la zona del lecho
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En la Figura 3.1 la linea punteada representa el volumen de control utilizado para analizar las
variaciones en las propiedades fisicas al interior y los flujos de dichas propiedades en las fronteras
del volumen de control. Las propiedades fisicas utilizadas en el andlisis son la masa de la fase
s6lida, la masa de la fase liquida y el momentum lineal de la mezcla.

Ademads, dada la definicion de las variables asociadas a la Figura 3.1 se define una nueva variable
la cual resulta conveniente definir para las deducciones y estimaciones del modelo. Esta variable
corresponde al espesor de escurrimiento /4 el cual se define segun la Ecuacion 3.1.

h(x) = h(x) — zs(x) (3.1)

3.1.3. Formulacion teérica de las ecuaciones de momentum y masa

Anteriormente, se menciona que el modelo fisico se compone de cinco ecuaciones fundamentales,
donde cada una de ellas busca expresar conceptualmente la fisica detrds del escurrimiento del
relave. Asi, tres de dichas ecuaciones se formulan tedricamente a partir de las ecuaciones de
momentum y masa.

En una primera instancia, se busca expresar la conservacion de masa de la fase s6lida en el volumen
de control detallado en la subseccion 3.1.2. dado que el proceso de segregacion de particulas
sOlidas naturalmente supone una acumulacion de sélidos al interior del volumen de control, la
cual es la responsable de la formacion del lecho de particulas sélidas. Por otro lado, también se
busca expresar la conservacion de masa de la mezcla sélido-liquida puesto que la segregacion
longitudinal de particulas no sélo genera una acumulacién de sélidos al interior del volumen
de control, sino también una acumulacién de liquido al interior del mismo. En consecuencia, la
ecuacion de conservacion de masa para la mezcla permite expresar aquellas pérdidas de liquido
producto del proceso de segregacion, ademds de que permite integrar aquellas pérdidas de liquido
generadas por otros mecanismo, como lo son la infiltracién y la evaporacion.

En lo que respecta a la ecuacion de momentum lineal, esta busca representar la dindmica detrds
del escurrimiento del relave. Asi, al formular la ecuacion de momentum lineal se debe identificar
aquellas fuerzas que impulsan y resisten el movimiento de la mezcla. Para efectos del modelo, se
integran en el balance de fuerzas la fuerza peso, las fuerzas de presion y la fuerza de friccion.

3.1.4. Consideraciones sobre la reologia de la mezcla

Dado que el modelo propuesto considera el uso de un modelo de velocidad depdsito para
caracterizar la segregacion longitudinal de particulas sélidas debido al efecto de la gravedad en
una mezcla solido-liquido, el asociar una reologia especifica a la mezcla no representa exactamente
su comportamiento debido a dicha segregacién (Ihle y Tamburrino, 2012a). Por esta razén, se
considera que la mezcla se comporta aproximadamente como un fluido equivalente homogéneo,
puesto que resulta conveniente utilizar la reologia que caracteriza a dicho fluido homogéneo para
obtener una estimacion adecuada del factor de friccion.

Entonces, puesto que el uso de un modelo reolégico tiempo independiente resulta una aproximacion
razonable, se considera que en particular el modelo pléstico de Herschel-Bulkley corresponde a una
representacion reoldgica razonable. El modelo de Herschel-Bulkley describe el comportamiento
generalizado de un pléstico de Bingham y algunos modelos simples de fluido no Newtoniano
corresponden a casos particulares del modelo de Herschel-Bulkley como lo son los el modelo
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plastico de Bingham y de ley de potencia. La ecuacién constitutiva que gobierna a los fluidos de
Herschel-Bulkley viene dada por la Ecuacion 3.2.

T=1+j(7)" 32)

Donde 7 corresponde al esfuerzo de corte, 7, a la tension de fluencia, j al factor de consistencia, y
es la tasa de deformacién angular y » el indice de flujo.

Por otro lado, es importante destacar que, en el caso de los fluido Newtonianos, la ecuacion de
Darcy-Weisbach es ampliamente utilizada para relacionar la caida de presion longitudinal con la
altura de velocidad en tuberias para flujos turbulentos y laminares. Sin embargo, la ecuacién de
Darcy-Weisbach requiere determinar un pardmetro adimensional f el cual corresponde al factor de
friccion de Fanning, el cual en flujos laminares viene dado por lo expresado en la Ecuacién 3.3.

16
f= = (3.3)

Donde Re corresponde al nimero de Reynolds, el cual en fluidos Newtonianos viene dado por la
Ecuacion 3.4.

_ PVD,
u

Donde p corresponde a la densidad del fluido, V la velocidad media de escurrimiento, D;, el
didmetro hidrdulico y u a la viscosidad del fluido. Posteriormente, Reed & Metzner (Metzner y
Reed, 1955) en su estudio logran obtener una expresion para el factor de fricciéon no Newtoniano
en el caso de flujos laminares relacionando su expresion general para la caida de presion con la
ecuacion de Darcy-Weisbach, obteniendo una expresion similar a la presentada en la Ecuacién 3.3
pero considerando un nimero de Reynolds generalizado. Asi, en el estudio presentado por Chilton
& Stainsby (Chilton y Stainsby, 1998) dicho nimero de Reynolds generalizado se obtiene para el
caso de un fluido Herschel-Bulkley, de tal manera que viene dado por la Ecuacién 3.5.

Re

(3.4)

R= PV Dn (3.5)

]'(%‘D(nl) ()" (%) (1—aX—le2—Cx3>n

Donde X corresponde a la razon entre la tension de fluencia 7, y el esfuerzo de corte en la pared 7,
y a,b y c corresponden a coeficientes adimensionales dependientes del indice de flujo.

Alternativamente, el nimero de Reynolds generalizado se puede escribir en funcion de la viscosidad
aparente en la pared u,, entregando la expresion presentada en la Ecuacién 3.6.

pVDy
341" 1
e (5) <l—aX—bX2—cX3>

Donde la viscosidad aparente en la pared para un fluido Herschel-Bulkley se define segun la
Ecuacién 3.7.

R=

(3.6)

(n=1) 1 n
W:E:mncid (3.7)
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Donde t,, corresponde al esfuerzo de corte en la pared, 7, corresponde a la tasa de deformacién
angular en la pared. Luego, para el caso particular de un fluido Herschel-Bulkley la relacién
presentada por Chilton & Stainsby para la caida de presion longitudinal permite deducir una
expresion para T,, a partir de la cual se deduce la Ecuacion 3.8 para ..

/8V (n—1) 1 1 (n—1)
Hw=1J (3) (1—X) (1—aX—bX2—0X3) (3-8)

Como se menciona previamente, uno de los modelos mas simples para representar el
comportamiento de un fluido No-Newtoniano corresponde al modelo plastico de Bingham, el cual
se procede a utilizar para las estimaciones y cdlculos del modelo fisico dado que corresponde a una
aproximacion razonable para representar el comportamiento de un relave. Asi, desde el modelo
Herschel-Bulkley se rescata el modelo plédstico de Bingham de considerar que el indice de flujo
(n) es igual a la unidad y considerando que el factor de consistencia (j) es igual a la viscosidad
(dindmica) de Bingham la cual se denota con la letra 1.

Cabe mencionar que para efectos del modelo plastico de Bingham el nimero de Reynolds
generalizado se reduce a la expresion presentada en la Ecuacion 3.9.

pVDy

R — (3.9)
(%) (=erp=rs)
1-X 1—aX—bX%—cX?3
Donde se que tiene que la viscosidad aparente viene definida por la Ecuacion 3.10.
n
= — 1
o= (3.10)

Entonces, dado que ya se tiene definido el modelo reolégico a considerar en el estudio, resta
caracterizar los pardmetros que definen la reologia del fluido, los cuales para un fluido pléstico
de Bingham corresponden a la viscosidad de Bingham v y a la tension de fluencia 7y.

Por parte de la viscosidad de Bingham, el modelo utilizado para su estimacién corresponde al
modelo de Krieger-Dougherty (Krieger y Dougherty, 1959) dada su utilizacién en la caracterizacion
de la viscosidad de mezclas densas de particulas no coloidales inmersas en un fluido Newtoniano
(Ovarlez, Bertrand, y Rodts, 2006) y su uso para estimar la viscosidad de Bingham (Ihle y Kracht,
2018). La ecuacién enunciada por Krieger-Dougherty se presenta en la Ecuacién 3.11.

g: (1—%)75 3.11)

Los valores adoptados por los pardmetros ¥ y ¢,, se detallan en la subseccién 3.3.2.

En lo que respecta a la tension de fluencia, el modelo empirico utilizado para su determinacion
corresponde al modelo enunciado por Alejo & Barrientos (Alejo y Barrientos, 2009) el cual se
presenta en la Ecuacion 3.12.

1
ka } m*
Ty=|—0tr— (3.12)
g {(% —9)
Donde m* y k4 son coeficientes empiricos y se detallan en la subseccién 3.3.2.
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3.1.5. Segregacion longitudinal de particulas

En lo que respecta al proceso de segregacion de particulas sélidas, se requiere emplear un modelo
acorde a las condiciones del presente estudio, en particular, al rango de tamafio de particulas
que conforma al relave. El modelo a emplear debe caracterizar adecuadamente el proceso de
sedimentacién de particulas, por lo que se considera un modelo de velocidad de depésito.

En la literatura se plantean multiples formulaciones que relacionan el didmetro de las particulas con
la velocidad critica. Sin embargo, la mayoria de estas tienen un rango de aplicabilidad de tamaiio de
particulas desde 200 um hasta 1 mm (Miedema y Ramsdell, 2015). En el caso de particulas finas,
es decir, con un tamafo menor a 200 um, también se plantean relaciones empiricas que buscan
representar el fendmeno de la deposicion de particulas en conductos cerrados. (Poloski et al., 2010)
realiza un estudio en pulpas de desecho radiactivo compuestas por particulas de pequefio didmetro
(Numero de Arquimedes menor a 80) para el U.S. Department of Energy’s Hanford, en donde
obtiene una relacién que expresa un limite superior para la velocidad critica de deposicién y, por lo
tanto, una condicién de operacion segura para evitar el embancamiento. Es importante mencionar
que el rango de tamafio de particulas con el cual se trabaja en dicho estudio es similar al del relave.

La relacion obtenida en el estudio corresponde a una ley de potencia entre el nimero de Froude de
Durand y el nimero de Arquimedes.

El ndmero de Froude de Durand corresponde al expresado en la Ecuacién 3.13.

Fr= __ Y (3.13)
gD(S—1)
Donde V, es la velocidad critica de deposicion, g es la acelaracion de gravedad, D es el didmetro
hidraulico y S es la gravedad especifica de los sélidos. El nimero de Froude de Durand es un
nimero adimensional que relaciona la fuerza inercial del flujo y la fuerza gravitacional, lo que
define una velocidad critica adimensional.

Por otro lado, el nimero de Arquimedes corresponde al expresado en la Ecuacién 3.14.

48d’(S—1)p;

Ar 3 772

(3.14)
Donde g es la aceleracion de gravedad, d es el didmetro de la particula, S es la gravedad especifica
del sélido, py corresponde a la densidad de la mezcla y 1 es la viscosidad la mezcla que segiin
las consideraciones reoldgicas del modelo corresponde a la viscosidad estimada con el modelo
de Krieger-Dougerthy. El nimero de Arquimedes relaciona la fuerza de gravedad corregida por
la fuerza boyante que actuia sobre las particulas sé6lidas y las fuerzas viscosas que actian sobre la
misma. La formulacion se plantea para particulas con forma esférica.

Asi, una vez definido ambos nimeros adimensionales, en la Ecuacion 3.15 se expresa la relacion
existente entre dichos adimensionales.

Fr=aAr’ (3.15)

Donde a y b son constantes empiricas, F'r es el nimero de Froude de Durand y Ar es el nimero de
Arquimedes.
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Por parte de la densidad de la mezcla, esta sigue la expresion presentada en la Ecuacién 3.16.

Py =ps¢+pi(1—9) (3.16)

Donde ps corresponde a la densidad de las particulas sélidas que componen la suspension,
p; corresponde a la densidad del liquido que compone la suspensiéon y ¢ es la concentracion
volumétrica de sélidos en la mezcla.

Cabe destacar que las relaciones detalladas previamente son aplicables a flujos turbulentos en
conductos cerrados. Sin embargo, se puede extender su uso a conductos abiertos considerando
como dimensién caracteristica del flujo el didmetro hidraulico. También cabe destacar que las
relaciones planteadas por Miedema y Ramsdell, y por Poloski et al. consideran que el mecanismo
que mantiene las particulas en suspension son las fuerzas de arrastre generadas por las fluctuaciones
de la velocidad del flujo, y no la resuspension viscosa, el cual es el mecanismo que mantiene las
particulas en suspension en un flujo laminar.

3.1.6. Hipotesis cuasiestatica

Una vez deducidas las cinco ecuaciones basicas del modelo fisico, se construye, a partir de dichas
ecuaciones, el sistema de ecuaciones que a resolverse para caracterizar el escurrimiento del relave.
El sistema de ecuaciones deducido corresponde a un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDPs) el cual debe resolverse simultdneamente en el tiempo y en el espacio en todo el dominio
definido.

Es en este punto en el cual se enuncia y se propone el uso de la hipdtesis cuasiestdtica, la cual
es capaz de transformar el sistema de EDPs deducido a un sistema de Ecuaciones Diferenciales
Ordinario (EDOs) el cual utiliza el tiempo de forma paramétrica. La razon detrds de la utilizacién
de la hipoétesis cuasiestética es que comprende una simplificacion lo suficientemente razonable del
sistema de ecuaciones sin perder la fisica detrds de las formulaciones originalmente deducidas vy,
por otro lado, supone una simplificacién en términos de la resolucién numérica del sistema de
ecuaciones, puesto que en vez de resolver un sistema de EDPs, el cual debe resolverse de forma
simultanea en el espacio y el tiempo definido para todo el dominio, se resuelve un sistema de EDOs
en todo el espacio definido en el dominio en cada instante de tiempo, o bien se resuelve lo que desde
ahora se denomina ““sucesion de regimenes permanentes”, lo que se detalla en la seccién 3.2.

3.2. Resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales

En esta seccion se detalla los pasos a seguir para encontrar una solucion al sistema de EDO’s
obtenido una vez aplicada la hipétesis cuasiestatica al sistema de EDP’s deducido en un comienzo.
De esta forma, en una primera instancia se plantea un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales
y, posteriormente, se detalla el como resolver de forma iterativa dicho sistema acoplado, en términos
fisicos, el como resolver cada sucesion de regimenes permanentes.

3.2.1. Sistema de ecuaciones diferenciales acoplado

Una vez se obtiene el sistema de EDO’s cdmo consecuencia de utilizar la hipdtesis cuasiestdtica
es posible acoplar las ecuaciones de tal manera que se obtenga un sistema de tres ecuaciones
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diferenciales ordinarias con incégnitas g, h —zg y @, es decir, caudal de mezcla, espesor de
escurrimiento y concentracién volumétrica de sélidos. Asi, dicho sistema permite despejar las
variables mencionadas y, a partir de estas, obtener el resto de incégnitas del problema.

3.2.2. Resolucion de la sucesion de regimenes permanentes

En esta seccion establece el como encontrar la solucidn numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales acoplado en todo el dominio definido para el espacio y el tiempo.

Entonces, previo a detallar cada una de las etapas se requiere discretizar tanto la variable tiempo
t como la variable espacio x para la obtencion de la solucién numérica del problema. Las
discretizaciones de dichas variables se detallan en las Ecuaciones 3.17 y 3.18, respectivamente.

X :xO+iAX (317)
tj=to+ jAt (3.18)

Donde xq y #o son la distancia y tiempo iniciales, i y j corresponden al nimero de pasos de cada
discretizaciéon y Ax y At corresponden al paso de cada discretizacion. Ademds, el maximo niimero
de pasos de la discretizacion espacial y temporal son n y m, respectivamente, definiendo asi la
distancia maxima (x,) y tiempo maximo (f,,), los cuales se aprecian en las Ecuaciones 3.19 y 3.20.

X, = X0 +nAx (3.19)
tn = to +mAt (3.20)

Por otro lado, antes de resolver cualquier sistema de ecuaciones diferenciales se requiere definir
tanto las condiciones de borde como las condiciones iniciales. La condicién inicial viene dada por
la topografia inicial del canal, la cual ingresa al modelo como un dato ya conocido. Asi, la condicion
inicial se expresa en la Ecuacion 3.21.

zs(xi,t0) = Zso (x;) Vie[0,n] (3.21)

Por otro lado, las condiciones de borde se suponen invariantes en el tiempo para efectos del
modelo, es decir, las condiciones de borde no varian en cada instante de tiempo. La razén detrds
del supuesto, es que se considera que las condiciones de operacion en la descarga de relaves
son constantes en el tiempo, y por lo tanto, las condiciones de borde para el caudal de mezcla,
concentracion volumétrica de sélidos y espesor de escurrimiento se mantienen. Estas condiciones
de borde se presentan en las Ecuaciones 3.22, 3.23 y 3.24.

q(xo0,t;) = qo Vj€[0,m] (3.22)
h(xo,t;) =ho Vj€[0,m] (3.23)
¢ (x0,1;) = o Vj € [0,m] (3.24)

Con estas consideraciones, el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado se procede a resolver
con el método de Runge-Kutta de orden 4 (detallado en Anexo A) considerando la actualizacion
temporal en la topografia (Anexo C). El lenguaje de programacion utilizado para resolver el sistema
de ecuaciones corresponde a Python y el c6digo implementado se presenta en el Anexo B.
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3.3. Parametros y condiciones de borde del modelo

Una vez establecidas las ecuaciones base del modelo se deben plantear las condiciones de borde
y definir los parametros para la resolucion de estas. Las condiciones de borde responden a las
ecuaciones diferenciales que se plantean en el sistema de EDO’s acopladas, mientras que los
pardmetros responden, principalmente, a definir numéricamente constantes empiricas o valores
referenciales que alimenten a las ecuaciones.

3.3.1. Parametros asociados a las condiciones de operacion

En primer lugar, se debe tener una aproximacion de qué valores adoptan normalmente tanto el
caudal de descarga de lamas como la concentracién volumétrica de sélidos durante la operacion
normal de descarga de lamas hacia la cubeta de un depésito de relaves.

Por lo ya mencionado, se deben definir rangos de caudal de operacién en lineas de descarga de
lamas y, del mismo modo, también es necesario definir un rango de operacién para la concentracién
en volumen de sélidos transportados. Entonces, si se considera que la densidad de las particulas
sélidas es en promedio 2.7 t/m>, el cual es un valor referencial tipico para la densidad media de
gangas que componen la fase solida de los relaves y se considera que la densidad del agua es
en promedio 1 t/m?, se obtiene los rangos de operacién presentados en la Tabla 3.1, los cuales
son valores de operacion presentados por Misle en su estudio para la confeccién de un manual de
operacion (Misle Salah, 2020).

Tabla 3.1: Rango de operacion para el caudal de descarga y el contenido en sélidos

‘ Parametro ‘ Valor min ‘ Valor max ‘ Unidades ‘
Q| 150 | 350 | Lis |
o | 3 | 37 | % |

Ademads de los pardmetros de control utilizados en la operaciéon normal de descarga de relaves,
se debe definir adecuadamente los pardmetros que definen la distribucién de tamafo de particulas
sOlidas. Previo a la formacién propiamente tal de un relave, el mineral a procesar pasa a través
de dos procesos de conminucion, los cuales son el chancado y la molienda, y multiples procesos
de concentracién fisico-quimica, los cuales corresponden al proceso de flotacién. Asi, el material
no seleccionado de dicho proceso de concentracion forma el relave, donde se considera que para
efectos del presente estudio posee un tamaino caracteristico de 300 um dado los requerimientos
del proceso de flotacién y dado que es un valor en torno al cual el proceso de flotacién resulta
ineficiente operacionalmente. En base a lo mencionado, se observa en la Tabla 3.2 los parametros
que definen la granulometria de las particulas s6lidas segun la distribucion Rosin-Rammler.

Tabla 3.2: Parametros de la distribucion Rosin-Rammler

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Unidad ‘
o 2 -
| des2 | 300 | pm |
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3.3.2. Parametros asociados a la reologia de la mezcla

Por parte de la reologia de 1a mezcla, segin lo detallado en la subseccién 3.1.5, se requiere definir
adecuadamente la viscosidad (dindmica) de Bingham y la tension de fluencia de la mezcla. Por parte
de la viscosidad de Bingham se utiliza el modelo de Krieger-Dougerthy donde el pardmetro que
se requiere definir es ), asi dado los estudios presentados por Ovarlez et. al (Ovarlez et al., 2006)
e Ihle & Kracht (Ihle y Kracht, 2018) el valor considerado para dicho pardmetro se presenta en la
Tabla 3.3. En lo que respecta a la tension de fluencia, se utiliza el modelo de Alejo-Barrientos para
su estimacion, donde el valor considerado para el parametro m* corresponde al estimado por Thle &
Tamburrino (Thle y Tamburrino, 2012b) en suspensiones de cuarzo, al igual que la forma adoptada
por el pardmetro k4 el cual depende del tamafio caracteristico de la distribucion de tamafios. Estos
dos dltimos pardmetros también se adjuntan en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3: Pardmetros empiricos asociados a la reologia de la mezcla

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Unidad ‘
x| 2 ] -
| m* | 055 | - |
| ka | 0161 |  Pa |

3.3.3. Parametros asociados a la velocidad critica de deposicion

Por otro lado, para estimar adecuadamente la velocidad critica deposicioén se requiere definir
adecuadamente cinco pardmetros: la densidad y viscosidad de la mezcla (los cuales son funcién de
la concentracién volumétrica de sélidos y, por lo tanto, dependiente de las condiciones de borde), la
gravedad especifica de los s6lidos y las constantes adimensionales a y b planteadas en la Ecuaciéon
3.15. Los ultimos dos pardmetros mencionados se aprecian en la Tabla 3.4 y que corresponden a
los establecidos por Poloski en su estudio con particulas finas. Por otro lado, la gravedad especifica
de los s6lidos se considera igual a 2.7 dado que la densidad de particulas s6lidas se supone igual a
2.7 t/m? y la densidad del liquido que compone la suspensién (agua) se supone igual a 1 t/m°.

Cabe mencionar que la viscosidad de la mezcla depende de un pardmetro adicional, el cual es
la concentracién critica de empaquetamiento, la cual corresponde a la concentracién a la cual se
encuentran las particulas sélidas en el lecho de sélidos una vez estas se “ordenan” en el lecho. El
valor de la concentracion critica de empaquetamiento (¢,,,) también se aprecia en la Tabla 3.4. Para
efectos del presente estudio el valor de ¢, se considera constante pese a la variabilidad que pueda
presentar.

Tabla 3.4: Parametros ley de potencia y concentracion critica de empaquetamiento

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Unidad ‘
| a | 059 | - |
| b o1s | -
I O B
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3.3.4. Parametros asociados a la geometria del canal

Respecto a los pardmetros del modelo, sélo resta definir las caracteristicas geométricas del canal
por el cual se transporta el relave. COmo bien se menciona en los supuestos de cada fase para
el planteamiento del modelo, los canales se suponen rectangulares y de ancho constante. Por otro
lado, segin estudios presentes en la literatura (Wels y Robertson, 2003) y (Blight, 2009) se sabe que
el escurrimiento de relave en el sector playa corresponde a un escurrimiento somero o de “aguas
poco profundas”, aunque no se encuentran mediciones o estimaciones precisas de la profundidad
de estos canales. De esta forma, valores asociados a la altura de escurrimiento son del orden del
centimetro y se entra en mayor detalle en la subseccién de condiciones de borde.

Luego, se debe definir cual serd el ancho del canal. La determinacion del ancho de escurrimiento
en estos canales es un problema de alta complejidad dado que se debe considerar tanto el proceso
de erosion como el de sedimentacion producto del escurrimiento del relave, el cual depende de las
caracteristicas del flujo, del lecho o medio granular, de las particulas que componen el relave, las
propiedades del fluido, entre otros. Es por esta razon que se supone por simplicidad del modelo
un ancho de escurrimiento constante, el cual se mide a partir de imédgenes satelitales en canales
detectados entre la descarga de lamas en las cercanias del muro y el sector de la laguna de aguas
claras.

En la Figura 3.2 se presenta una imagen satelital en la cual se pueden apreciar los canales
previamente mencionados por donde escurre la mezcla sélido-liquida.

Figura 3.2: Imagen satelital en la cual se aprecian los canales formados por el
proceso erosivo

A partir de las imdgenes satelitales observadas se procede a medir un posible valor que puede
adquirir el ancho promedio de escurrimiento en el canal. Este ancho presenta una gran variabilidad
dependiendo de la descarga y direcciones preferenciales de flujo, es por esta razén que se acota el
rango de ancho para los canales que presentan una mayor frecuencia de aparicion a escala visual.
Estos canales presentan un ancho promedio de 1 m.

Por otro lado, la pendiente inicial del canal se supone constante por simplicidad del modelo, dado
que en realidad los procesos de erosion y sedimentacidon generan cambios temporales y espaciales
en las pendientes que se desarrollan a lo largo del sector playa. El valor que se considera para la
pendiente del canal considera el estudio realizado por Bligth en depdsitos de relave de cobre (Blight
y Bentel, 1983).
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Entonces, los parametros geométricos del canal se resumen en la Tabla 3.5:

Tabla 3.5: Pardmetros geométricos del canal

‘ Parametro ‘ Valor promedio ‘ Unidades ‘
‘ B (ancho) ‘ 1 ‘ m ‘
‘ i (pendiente) ‘ 0.01 ‘ m/m ‘

3.3.5. Condiciones de borde

Las condiciones de borde necesarias para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales vienen
dadas por el caudal por unidad de ancho, el espesor de escurrimiento y la concentracion volumétrica
de solidos.

Por parte del caudal de mezcla y la concentracion volumétrica de solidos, es posible definir las
condiciones de borde para resolver el sistema de EDO’s acopladas aguas arriba, las cuales vienen
dadas por las condiciones operacionales de descarga de lamas. Entonces, se escogen valores de
caudal de mezcla y concentracién volumétrica dentro del rango de operacién en la descarga, los
cuales quedan expresados por las condiciones de borde apreciadas en las Ecuaciones 3.25 y 3.26.

g(x=0,t) =qp=0.2m?*/s (3.25)
¢(x=0,1) = ¢p = 0.36 (3.26)

Por parte del espesor de escurrimiento, la eleccion de la condicién de borde depende de si el
escurrimiento a lo largo del canal es subcritico, caso en el cual la condicién de borde debe
imponerse aguas abajo del escurrimiento, o supercritico, caso en el cual la condicion de borde
debe imponerse aguas arriba del escurrimiento, lo que depende del nimero de Froude.

Para efectos del caso de prueba, el cual se detalla en la siguiente subseccion, la eleccion de la
condicion de borde es aguas arriba del escurrimiento, por lo tanto, se presume que el escurrimiento
es supercritico y, por lo tanto, Fr > 1. Posteriormente, se debe considerar la relacion existente entre
el espesor de escurrimiento (h), 1a altura critica (h.) y la altura normal (A;,).

Entonces, dado que el escurrimiento es supercritico, el espesor de escurrimiento es menor a la altura
critica y dependiendo de la relacidn que exista entre h. y h, es posible definir tres ejes hidraulicos.
Luego, en el presente trabajo se analiza un caso de estudio en el cual la condicién de borde cumpla
dos restricciones h < h. (flujo supercritico) y h, < h. (pendiente fuerte), lo cual sélo deja dos
posibles escenarios a analizar: eje hidraulico peraltado en pendiente fuerte (F2) y eje hidraulico
deprimido en pendiente fuerte (F3).

3.4. Validacion cualitativa del sistema de EDOs

En esta seccion se presenta un caso de prueba y, a partir de dicho caso, se valida cualitativamente la
solucion presentada por el sistema de EDOs en lo que respecta al comportamiento de las diversas
variables que lo componen, junto con analizar el efecto de las condiciones de borde.
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3.4.1. Caso de prueba

En la presente seccion se detalla el caso de prueba con el cual se analizan los resultados entregados
por el modelo fisico planteado. Este caso de prueba considera los pardmetros ya detallados en las
subsecciones anteriores: operacionales, reologia, velocidad critica, y geométricos.

Por otro lado, en lo que respecta a las condiciones de borde, se escoge una condicién de borde para
el espesor de escurrimiento de la mezcla tal que cumpla la restriccion de que el escurrimiento sea
supercritico y en pendiente fuerte. En otras palabras, si /1y corresponde a la condicién de borde esta
debe cumplir que /g < h, < h.. De esta manera, el sistema de ecuaciones se resuelve con el set de
condiciones de borde presentado en las Ecuaciones 3.27, 3.28 y 3.29.

q(x=0,t)=¢qp=0.2 mz/s (3.27)
d(x=0,t) = ¢ =0.36 (3.28)
h(x =0,t) = hy = 0.066 m (3.29)

Luego, se especifica la discretizacion utilizada para la variable espacio y tiempo. Entonces, la
variable x y ¢ se discretizan segun lo apreciado en las Ecuaciones 3.17 y 3.18.

Asi, en la Tabla 3.6 y en la Tabla 3.7 se explicitan los valores minimos, méximos, el paso y el
numero de pasos de la discretizacion espacial y temporal, respectivamente.

Tabla 3.6: Pardmetros para la discretizacion espacial

‘ Pardmetros ‘ Valores ‘ Unidades ‘
I T N L
| - | 7200 | S |
- N S D
| m | 7200 | |

Tabla 3.7: Pardmetros para la discretizacién temporal

‘ Parametros ‘ Valores ‘ Unidades ‘
x| 0 | m |
| Xn | 800 | m |
& 1 ] m
| n | 800 | |

Por otro lado, resulta relevante mencionar que para efectos del caso prueba sélo se considera el
efecto de la segregacion de particulas sdlidas en la determinacion de las pérdidas de agua, es
decir, so6lo se estiman las pérdidas por atrapamiento y no aquellas producidas por el efecto de
la evaporacion e infiltracion. Asi, pese al hecho de que las pérdidas por evaporacion e infiltracion
se encuentren integradas en la formulacién del modelo, s6lo para efectos del caso de prueba no se
considera su efecto.
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Dado lo anterior, en la seccién 3.5 se detalla la forma en la que se estiman las pérdidas por
atrapamiento acumuladas debido al efecto de la segregacion de particulas, tanto de forma absoluta
como de forma porcentual.

3.4.2. Estimacion de las pérdidas de agua por atrapamiento

En esta seccidn, en base a los resultados obtenidos en las secciones anteriores, se estiman las
pérdidas por atrapamiento acumuladas que ocurren a lo largo del canal para las condiciones y
parametros impuestos en el caso de prueba.

El cdlculo de las pérdidas involucra, en una primera instancia, obtener la solucién para el caudal de
mezcla en todo el espacio y tiempo g(x,7) y, a partir de esta, relacionar el flujo de agua en todo el
canal con el flujo de agua descargado en x = 0. Entonces, en términos matemadticos, la cantidad de
agua, en volumen, inicial descargada por el punto de descarga viene dada por la Ecuacion 3.30.

qi(x=0,t) = qo (1 —¢o) (3.30)

Por otro lado, si se quiere estimar la pérdida de agua por atrapamiento acumulada en cada punto
del espacio tan s6lo se debe realizar la resta entre el flujo de liquido registrado en la descarga, el
cual depende de las condiciones de borde, y el flujo volumétrico de agua que escurre a lo largo del
canal en la zona de la mezcla, el cual depende de la solucién obtenida para el sistema de ecuaciones
respecto a las variables g(x,7) y ¢(x,7). Asi, con el uso de la Ecuacion 3.31 se estima la pérdida
acumulada de agua en funcién de x y t.

I(x7t):ql<x:07t)_CI(xat)(l_(P(x’t)) (3.31)

Por otro lado, si se quiere estimar la pérdida de agua procentual respecto al volumen de liquido
descargado, se requiere del uso de la Ecuacion 3.32.

Q(x’t> (1 _d)(x’t))
qo (1 — ¢o)

I(x,1)=1- (3.32)
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Capitulo 4

Resultados y analisis

4.1. Sistema de ecuaciones

4.1.1. Ecuacion de conservacion de masa de sélidos en la suspension

En primer lugar, considerando el volumen de control presentado en la Figura 3.1, es posible estudiar
las dos fases que componen tanto la suspension como el lecho de forma separada (fase sélida
y liquida). A partir del estudio de la fase sélida se plantea la primera ecuacién fundamental del
modelo que se obtiene de aplicar el teorema de transporte de Reynolds a la masa total de s6lidos
en la suspension y el lecho, obteniéndose asi, la Ecuacién 4.1.

DM,
Dt

d
= a_/ Ps(Pst—F/ ps¢s (\%.ﬁ)dS (4'1)
tJv, Se

Donde M; corresponde a la masa total de la fase sélida (propiedad extensiva), py corresponde a
la densidad de la fase sélida y ¢ corresponde a la concentracion volumétrica de sélidos totales.
Posteriormente, en virtud al principio de conservacién de masa de sélidos totales, el término
de la derivada material es nulo y, dado que la densidad de las particulas sélidas es constante,
independientemente del tamafio, esta sale como una constante de la integrales y las derivadas.
En consecuencia, se deduce la Ecuacion 4.2 que representa la conservacion de volumen total de
sOlidos en el volumen de control.

J Lo
OZE/VCq)st—l—/SCq)S(vs-n)dS 4.2)

Para continuar con el desarrollo de la Ecuacién 4.2, se supone que en la zona de la suspension
se cumple que vy = v,,, es decir, la velocidad de las particulas sélidas a través de la frontera del
volumen de control en la direccidn del flujo es aproximadamente igual a la velocidad de la mezcla
a través de la frontera del volumen de control. En consecuencia, separando las integrales respecto
a la zona del lecho y la zona de suspension resulta la Ecuacion 4.3.

J 0 h—zg
0=2 ( ¢mdz+/ ¢dz> dx+
t 0 S,

—Zs salida

6 )dS— [ ou(vei)ds  (43)

Sentmda
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Cabe destacar que en la Ecuacién 4.3 el término de acumulacién se separa en dos integrales. La
primera integral estd referida al lecho de particulas y la segunda integral estd referida a la suspension
y, debido a esto, la primera se escribe en funcion de la concentracion critica de empaquetamiento
(0) y la segunda se escribe en funcion de la concentraciéon volumétrica de sdlidos totales en la
suspension (¢). Los limites de cada integral corresponden a las cotas que delimitan tanto la zona
del lecho como la zona de la suspension.

Por otro lado, se debe esclarecer que en el término convectivo la velocidad de la mezcla
(Vi) es distinta de cero en la zona de la suspension e igual a cero en la zona del lecho. La
aseveracion anterior es correcta dado que el modelo fisico supone la formacién de un lecho fijo. En
consecuencia, la concentracion con la cual se trabaja en el término convectivo es la concentracion
volumétrica de sélidos totales en la suspension (¢). Ademds, la seccion de escurrimiento en la cual
existe flujo de suspension estd delimitada entre la altura de lecho z; y la altura de escurrimiento 4.

Por lo tanto, considerando que la concentracion volumétrica de sélidos es constante en la seccidon
de flujo y evaluando las integrales en las superficies de entrada y salida, aguas arriba y aguas abajo
respectivamente, se obtiene la Ecuacion 4.4.

J 0 h—2zg
Oza_<¢m/ dz+¢/ dz>dx+¢q
t —2Z 0

Donde, sacando el término ¢ de las integrales del término convectivo, naturalmente aparece el
caudal de mezcla g. En base a lo anterior, se deduce la Ecuacién 4.5.

a9, =

pa 0 h—zs 0 4
O—E(q)m/_zsdz%—(])/o dz)dx—l—a((pq)dx 4.5)
Simplificando los dx e integrando, se obtiene finalmente la Ecuacién 4.6.
d d d
0= ([h—2zl)+ 5 (dmzs) + 5-(0q) (4.6)

En consecuencia, la primera ecuacion bdsica del modelo corresponde a la conservacion de volumen
total de sé6lidos, la cual se encuentra expresada en la Ecuacion 4.6.

Por lo tanto, al expresar la primera ecuacién bdsica del modelo en funcién del espesor de
escurrimiento (4), variable que fue introducida en la subseccién 3.1.2 del capitulo 3 (metodologia),
finalmente se obtiene lo apreciado en la Ecuacién 4.7.

d, - 0 d
0= E ((])/’l) + E ((Pst) + EC (‘PQ) 4.7)

4.1.2. Ecuacion de conservacion de masa de la mezcla

Es importante recordar que, segun las hipdtesis del modelo, tanto los s6lidos como el liquido que
componen la mezcla son incompresibles. Ademads, la primera ecuacién basica del modelo entrega
una expresion para la conservacion de masa total de s6lidos. Por lo anterior, se plantea el balance
de masa en la fase liquida el cual considera el efecto de la evaporacion e infiltracion y asi, formular
el balance de masa de la mezcla.

48



Entonces, en virtud a lo ya mencionado, se expresa el teorema de transporte de Reynolds aplicado
a la masa de la fase liquida en la Ecuacidn 4.8.

pM; 9 -
D = E/ﬂ. P1¢1dV+/SC PAGROEN (4.8)

Donde M; corresponde a la masa de la fase liquida (propiedad extensiva), p; corresponde a la
densidad de la fase liquida y ¢ corresponde a la concentracion volumétrica de liquido total. Por
otro lado, dado que el liquido es incompresible, las densidades son constantes para efectos de la
integracién y derivacion. En consecuencia, simplificando por la densidad del liquido, el término
de la derivada material ahora expresa el cambio total en el volumen de liquido. Posteriormente, el
término de la derivada material es distinto de cero puesto que existen pérdidas de liquido producto
del proceso de evaporacion e infiltracion (los cuales se detallan en Capitulo 2), las cuales se
expresan en términos de las tasas Lg y Lj, respectivamente. Asi, se obtiene la Ecuacién 4.9 que
representa el balance de volumen de liquido en el volumen de control.

d
—Lg—L;= E/v ¢1dv—|—/s ¢1 (v}ﬁ)dS 4.9)

Luego, en la zona de suspension, se supone que V; & v, es decir, la velocidad del liquido a través
de la frontera del volumen de control es aproximadamente igual a la velocidad de la mezcla.

Por otro lado, se debe recordar que en la mezcla existe una relacién entre la concentracion
volumétrica total de sélidos y la de liquido. Esta relacion esta explicita en la Ecuacion 4.10.

¢r=1—¢s (4.10)

Entonces, dado todo lo anterior, se obtiene la Ecuacion 4.11.

0 h—2zs
“te-n=5 ([ a-gmdzt [ (- 0)dz)axt (1004

s

(1—¢5)q . @ID

+dx

Cabe destacar que en la Ecuacién 4.11 el término de acumulacion se separa en dos integrales. La
primera integral estd referida al lecho de particulas y la segunda integral estd referida a la suspension
y, debido a esto, la primera se escribe en funcién de la concentracidn critica de empaquetamiento
() y la segunda se escribe en funcion de la concentracion de sélidos totales (¢). Los limites de
cada integral corresponden a las alturas que delimitan la zona del lecho y la zona de la suspension.

Por otro lado, en el término convectivo, se debe esclarecer que la velocidad de la mezcla (v;,) es
distinta de cero en la zona de la suspension e igual a cero en la zona del lecho. Dado lo anterior,
la concentracion con la cual se trabaja en el término convectivo es ¢. Ademads, la seccién de
escurrimiento en la cual existe flujo de suspension esta delimitada entre las alturas z; y A.

Por lo tanto, considerando que la concentracion volumétrica de sélidos es constante en la seccion
de flujo y evaluando las integrales en las superficies de entrada y salida, aguas arriba y aguas abajo
respectivamente, se obtiene la Ecuacién 4.12.

J 0 h—2z,
—LE—L1=§<(1—¢m) dZ+<1—¢)/O dz)dx—l—(l—q)s)q

—Zs

e (1—¢5)q i (4.12)
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En base a lo anterior, se deduce la Ecuacion 4.13.

0

-2 (n dz+ (1 a2 d 413
te-n=5 (00 [ art-9) [Ca)a S0-glga @

—Zs

Simplificando los dx e integrando, se obtiene finalmente la Ecuacion 4.14.

LpLi= D (gl b (o)t (1-0lg) @)

Posteriormente, al sumar la Ecuacion 4.14 y la Ecuacion 4.6 se obtiene la Ecuacion 4.15.

—aU’l—ZS) +%+@

ot Jt  dx
En consecuencia, al aplicar el mismo cambio variables que se propuso en la deduccién de la
ecuacion de conservacion de volumen de sélidos totales en la mezcla, se obtiene la Ecuacién 4.16

que corresponde a la segunda ecuacion bésica del modelo y que expresa la conservacion de volumen
de la mezcla en el volumen de control.

—Lg—L;= (4.15)

oh 9z g

“hem =5t o

(4.16)

4.1.3. Ecuacion de sedimentacion o criterio de sedimentacion

En lo que respecta a esta ecuacion, se recuerda que la formulacién del problema fisico involucra
el proceso de sedimentacion de particulas s6lidas en suspension y, por lo tanto, el modelo requiere
de un criterio para discernir bajo qué circunstancias una particula de tamafo d sedimenta o se
mantiene en la suspension bajo las hipétesis de flujo turbulento. Asi, la formulacién empirica que
cuantifica dicho criterio viene dada por la relacion que existe entre el nimero de Froude de Durand
y el nimero de Arquimedes.

Es sabido, en base al criterio mencionado previamente, que existe una relacion entre el didmetro
de particula d y la velocidad critica de deposicion V.. Para efectos del modelo, se considera
que la velocidad critica de deposicién para cada x es representada por la velocidad media del
escurrimiento, lo que trae como consecuencia directa, que sea posible determinar cual es el
didmetro critico de deposicioén o el didmetro de corte de particula para cada x. Asi, para cada x
es posible discernir qué particulas poseen un didmetro menor al didmetro de corte, y por lo tanto se
mantienen en suspension, y qué particulas poseen un didmetro mayor al didmetro de corte, y por lo
tanto sedimentan, pasando a formar parte del lecho.

Entonces, se procede a plantear la relacidn existente entre el nimero de Froude de Durand y el
nimero de Arquimedes, la cual se expresa en la Ecuacion 4.17.

BSs—1p2\?
Ve _ .48 ﬁ_Tlfﬂ 4.17)
V&Dh(S—1) 3 n

Luego, dado que V. = V para efectos del modelo y que Dj, corresponde al didmetro hidraulico,
el cual es una funcién del espesor de escurrimiento, es posible despejar el didmetro de corte d,
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de la Ecuacion 4.17. Por lo tanto, el didmetro de corte se calcula segin la Ecuacion 4.18 y que
corresponde a la tercera ecuacion basica del modelo.

do= 2"

q
4g(S—1)p; | ah\/gDy(S—1)

Se recuerda que py y 1 son pardmetros de la mezcla que dependen de ¢, en particular, 7
es la viscosidad de Bingham. En consecuencia, la funcién didmetro de corte es una funcién
d. = d.(q,h,¢). En otras palabras, el didmetro de corte es funcién de la concentracién volumétrica
de sélidos, el espesor de escurrimiento y el caudal de mezcla, siendo la consecuencia de esto, que
el didmetro de corte sea un pardmetro dependiente de las caracteristicas del escurrimiento, y por lo
tanto, se logra ligar la hidréaulica del flujo con la sedimentacion de particulas solidas.

(4.18)

4.1.4. Ecuacion de distribucion de concentraciones volumétricas

Cabe recordar que la ecuacién de sedimentacién tan s6lo entrega un criterio que le permite al
modelo discernir cudles particulas permanecen o no en suspension, sin embargo, no actualiza
el valor de la concentracion volumétrica de sélidos en funcién de la cantidad de particulas que
sedimentan en cada coordenada x. Asi, la ecuacion de distribucion de concentraciones volumétricas
se encarga de realizar dicha actualizacién, lo que es posible dado que esta ecuacion relaciona de
forma directa la concentracion volumétrica de sélidos en la mezcla con el didmetro de corte.

Entonces, la expresion general que considera el modelo para estimar la concentracién total de la
mezcla en funcién de la funcién densidad de distribucién de concentraciones viene dada por la
Ecuacion 4.19.

dc
¢ = ’ 04(d)dd (4.19)
Donde d,,;,, es el tamafio minimo de la distribucién de tamafios, d. es el didmetro de corte y ¢,
corresponde a una funcién densidad de distribucién de concentraciones arbitraria.

Luego, se recuerda que en la subsecciéon 3.3.1 se menciona que para efectos del caso de
estudio se considera que las particulas sélidas siguen una distribucién granulométrica del tipo
Rosin-Rammler. En consecuencia, si se conoce la condicién de borde para la concentracién
volumétrica de sélidos totales en el punto de descarga de relaves (¢ (xo,t;) = @) y se define
un didmetro minimo para la distribucién de tamafio de particulas (d,;,), entonces la expresion
que adopta la ecuacion general de distribucién de concentraciones volumétrica, para la condicién
d¢ > dpin, viene dada por la Ecuacion 4.20.

eofor- () ) ool () }) aan

Cabe mencionar que en el caso de que el didmetro de corte sea menor que el didmetro minimo, toda
la distribucién de tamaios sedimenta (ya que toda la distribucién posee un tamafio mayor al corte)
y, consecuentemente, la concentracién volumétrica de sélidos en suspension serd igual a cero. Por
lo tanto, en estricto rigor la funcién de distribucion de concentracion es una funcién por partes, la
cual es dependiente de la hidrdulica del escurrimiento dada su dependencia con d..
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De esta manera, la funcién por partes mencionada previamente se observa en la Ecuacién 4.21.

o= (w{- (1) }-ow{- () }) o ez

¢ = (4.21)
0 st de < dpin

Luego, dada la ecuacidn general enunciada en la Ecuacion 4.20 se debe notar que ¢ se escribe como
una funcién distribucién de concentraciones por tamafio. Por lo tanto, a partir de dicha expresion
general es posible obtener la funcién densidad de concentraciones por tamafio derivando ¢ respecto
a d., lo que se expresa en la Ecuacion 4.22.

210
od, ¢a(de) (4.22)

Que en el caso particular de la distribucién Rosin-Rammler se rescata la expresion enunciada en la

Ecuacién 4.23.
= () () o)}
_ - _ 4.23
ad, % <n de32) \de32 exp de3 2 425

Asi, la Ecuacién 4.21 corresponde a la cuarta ecuacion fundamental del modelo y se puede
interpretar fisicamente como que el didmetro de corte en cada x “retira” de la distribucion de
tamanos aquellas particulas que posean un didmetro mayor a d. y, consecuentemente, actualiza
¢ en funcidn de las particulas que retire de la distribucion.

4.1.5. Ecuacion de momentum lineal

Previo a deducir la ecuacién de momentum lineal, se requiere conocer algunas definiciones que
facilitan la deduccién de dicha ecuacion.

Entonces, la primera definicién que se debe recordar es que la fuerza de presion que actia sobre
una superficie plana puede expresarse segun la Ecuacion 4.24.

Fpg = PGS (4.24)

Donde Fpg corresponde a la fuerza de presion total que actia sobre la superficie plana, Pg es la
presion aplicada en el centro de gravedad y S corresponde al drea de la superficie.

Por otro lado, la fuerza de corte que actia sobre la mezcla producto del movimiento del fluido viene
dada por la Ecuacién 4.25.

F: = 1A (4.25)

Donde F; corresponde a la fuerza total de corte aplicada sobre la mezcla, 7y corresponde al esfuerzo
de corte medio en la pared y A corresponde a la superficie en la cual actian los esfuerzos de corte.
Luego, se define el esfuerzo de corte medio en la pared segtin la Ecuacién 4.26.

T = VIR, (4.26)

52



Donde 7y corresponde al peso especifico de la mezcla, J corresponde a la pendiente de la linea de
carga y Ry, corresponde al radio hidraulico. A su vez, la pendiente de la linea de carga cumple con
la relacién de Darcy-Weisbach, la que se aprecia en la Ecuacion 4.27.

N 4.27

=f Dy 2% (4.27)
Donde f corresponde al factor de friccion de Darcy, V la velocidad media de escurrimiento y g la
aceleracion de gravedad. Luego, en virtud a los supuestos del modelo, el factor de friccion sigue la
relacion propuesta por Chilton y Stainsby (Chilton y Stainsby, 1998) la cual es valida en régimen
de flujo turbulento y se puede apreciar en la Ecuacién 4.28.

R —0.25

Donde R corresponde al nimero de Reynolds generalizado, n el indice de flujo y X corresponde
a la relacion que existe entre el esfuerzo de corte en la pared y la tensién de fluencia, todos estos
parametros corresponden a los mismos que se expresan en la subseccion 3.1.4. Luego, la definicién
de X queda expresada segtin la Ecuacién 4.29.

¥ = 1fP—2

4.29
s (4.29)

Donde f es el factor de friccion, p corresponde a la densidad de la mezcla, 77 es la tension de
fluencia y V corresponde a la velocidad media del flujo. Se debe mencionar, que debido a la
definicién de X la Ecuacién 4.28 se convierte en una ecuacion iterativa en f.

Asi, con las definiciones establecidas previamente se procede a deducir la quinta ecuacién
fundamental del modelo. Esta ecuacion refleja el balance de fuerzas en la zona de la suspension en
el volumen de control, dado que en esta zona la mezcla se encuentra en movimiento, y considera
que las fuerzas involucradas en el balance son el peso, las fuerzas de presion y la fuerza de corte.

En primer lugar, en la zona de la suspension o mezcla se debe plantear el teorema de transporte de
Reynolds aplicado al momentum lineal de la mezcla, obteniéndose la Ecuacién 4.30.

DM¥ 9 ﬁ L
o= E/chq)vdV—i—/SCpq)v(v-n)dS (4.30)

En la Ecuacién 4.30 el término ¥ corresponde a la velocidad de la mezcla y py corresponde a la
densidad de la mezcla. Ademds, el lado izquierdo de la ecuacion representa la suma de fuerzas,
en virtud a la segunda ley de Newton, y el lado derecho la variacion total de momentum lineal.
En lo que respecta al lado derecho de la Ecuacién 4.30 se separan las integrales por zona (lecho
y suspension) en el término de acumulacion y se expresa el término convectivo para la seccioén de
entrada y salida, obteniéndose la Ecuacion 4.31.

. 0 h—2zs
ZF (i ( p¢mvdz+/ p¢vdz> dx+ peV (V-7)dS — peV (V-i)dS (4.31)

—Zs Ssalida Sentrada
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Luego, la primera integral del término de acumulacién es igual a cero dado que el lecho es fijo vy,
por otro lado, dado que la concentracion de s6lidos es constante en la seccién de escurrimiento, la
densidad es constante para efectos de la integracion, obteniéndose la Ecuacion 4.32.

. 0 h—z q2
F — = Vi -
Z 3 (p¢/0 vdz) dx—+pg 7

Posteriormente, al desarrollar la integral del término de acumulacién de la Ecuacién 4.32 se obtiene
la Ecuacion 4.33. En esta ecuacion se aprecia que ya se encuentra desarrollada la parte de la
ecuacion que involucra la variacion material o total de momentum lineal.

(]2
— P = 4.32
x+dx Pq) h ’x ( )

Zﬁ:i(p )dx+i pq—2 dx (4.33)
o1 \Pod ax \"? T, '

Entonces, para desarrollar el lado izquierdo de la Ecuacion 4.33 se esquematizan las fuerzas
que actdan en la zona de la suspension y también el peraltamiento del canal producto de la
sedimentacion de particulas. El esquema se aprecia en la Figura 4.1.

_ Wi(x)
¢ Suspension

Foa(x+dx)

z(x) z(x+dx)

¢m Lecho

Figura 4.1: Esquema que representa el balance de fuerzas en la suspension

En el esquema W representa la fuerza peso, F; es la fuerza de corte y F),; es la fuerza de presion.
Por otro lado, el angulo 0 es al dngulo que se forma naturalmente producto de la sedimentacion de
particulas sdlidas. Asi, se procede a determinar la expresion asociada a cada una de las fuerzas.

En lo que respecta a la fuerza peso, esta se puede escribir en funcién de la densidad de la suspension,
el volumen de mezcla y la aceleracion de gravedad como expresa la Ecuacion 4.34. El peraltamiento
del canal es el responsable de que exista una componente del peso en el balance de fuerzas.

W = pyghsin(0)dx (4.34)

Por parte de la fuerza de corte se debe recordar que en un escurrimiento gradualmente variado la
expresion que cuantifica el esfuerzo de corte medio en las paredes de un canal viene dada por la
Ecuacion 4.26. Entonces desarrollando la expresion del esfuerzo de corte medio considerando el
uso de la Ecuacion 4.27 se obtiene la Ecuacion 4.35

1 q 2
To = §P¢f (Z) (4.35)
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Por lo tanto, dado que la superficie en donde actia el esfuerzo de corte medio viene dada por
la superficie del lecho, entonces la fuerza de corte que actda en la suspension viene dada por la
Ecuacion 4.36.

1 2
Fe=gpof (%) dx (4.36)

Por otro lado, en lo que respecta a las fuerzas de presion, se recuerda que en superficies planas la
fuerza de presion se calcula como el producto entre el drea de la superficie y la presion aplicada
sobre esta en su centro de gravedad. Dado esto, la fuerza de presién que actia en la superficie
definida en x se calcula segun dicta la Ecuacién 4.37.

72
FoG(x) = p¢gcos(9)? (4.37)
En consecuencia, si se considera la fuerza de presion que actiia en la seccion de flujo aguas arriba
y en la seccion de flujo aguas abajo, la fuerza neta resultante viene dada por la Ecuacién 4.38.

Fp6 = 1o (ppgcos(0)h*) dx (4.38)
2 dx

Posteriormente, se recuerda que la topografia inicial del canal exhibe una pendiente del 1% Yy,

consecuentemente, la sedimentacion de particulas s6lidas es tal que peralta el canal con pendientes

en torno al 1 %. En consecuencia, considerando la geometria del canal producto del peraltamiento

generado por las particulas sélidas se obtienen las relaciones geométricas expresadas en las

Ecuaciones 4.39 y 4.40.

sin(6) = —% (439)
2
cos(0)=4/1— (%) ~ 1 (4.40)

Finalmente, reemplazando la expresion determinada en las Ecuaciones 4.34, 4.36, 4.38, 4.39 y
4.40 en el lado izquierdo la Ecuacién 4.33, se obtiene la quinta y tultima ecuacion bdsica del
modelo fisico que corresponde al balance de momentum lineal. La quinta ecuacién fundamental
delo modelo se encuentra expresada en la Ecuacion 4.41.

oh dz 1 g\? 1., dpy 0 d 7
_p¢gh<ax+ ax) —5pof () — 3850 = 5 (pea) + 5 (po 7 (41)
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4.1.6. Sistema de ecuaciones del modelo e hipétesis cuasiestatica

En virtud a las ecuaciones previamente deducidas y enunciadas, se presenta el sistema de EDP’s del
modelo fisico. Asi, el sistema de ecuaciones fundamental del modelo se encuentra conformado por
la ecuacién de conservacion de volumen de sélidos (Ecuacion 4.42), la ecuacidon de conservaciéon
de volumen de la mezcla (Ecuacién 4.43), la ecuacion de sedimentacion o criterio de sedimentacion
(Ecuacion 4.44), 1a ecuacién de distribucion de concentraciones volumétricas (Ecuacion 4.45) y la
ecuacion de balance de momentum lineal en la zona de la suspension (Ecuacion 4.46).

0= % (¢h) + % ($mzs) + % (99) (4.42)
—LE—L,:(;—}ZJF%JF% (4.43)
1/6\ 1/3
de = %g(Sszl)p(% [aiz gDC,i (S— 1)] (449
o ()] ()] e
—pygh <§—z + %) - équf (%)2 - %ﬁzga% = % (Poa) + % (%%2) (4.46)

El sistema de ecuaciones diferenciales enunciado corresponde a un sistema de EDP’s no lineales,
de orden 1 y homogéneo. Las variables a despejar del sistema de ecuaciones corresponden al caudal
de la mezcla (g), al espesor de escurrimiento en la zona de la mezcla (h), a la altura del lecho de
particulas sélidas (z;), la concentraciéon volumétrica de sélidos en la zona de la suspensién (¢) y
el didmetro de corte (d.). Sin embargo, es posible reducir la cantidad de variables a despejar a tan
solo tres, utilizando la hipdtesis cuasiestatica.

La hipdtesis cuasiestdtica permite trabajar el sistema de ecuaciones diferenciales previamente
enunciado simplificando algunos términos. En particular, la hip6tesis permite considerar que la
derivada temporal del caudal de mezcla, la derivada temporal del espesor de escurrimiento y la
derivada temporal de la concentracién volumétrica de sélidos son despreciables. Fisicamente, esta
hipétesis permite suponer lo enunciado en las Ecuaciones 4.47, 4.48 y 4.49.

8q~

5, ~0 (4.47)
oh
5, &0 (4.48)
¢
5 ~0 (4.49)

Es interesante notar que la hipétesis cuasiestatica no supone que la tasa de crecimiento del lecho de
particulas es despreciable (dz;/dt # 0). La razén detrds de lo mencionado, es que el uso de dicha
suposicidn entra en contradiccion con la ecuacion de conservacion de volumen de la fase sélida,
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dado que el modelo supone la existencia de un proceso de sedimentacion de particulas a lo largo del
escurrimiento, y debido a esto, existe acumulacién de particulas al interior del volumen de control,
siendo el término en la ecuacién que refleja esto aquel relacionado a dz,/dt.

Por lo anteriormente argumentado, si se aplica la hipétesis cuasiestdtica al sistema de EDP’s
deducido originalmente, dicha hipétesis entrega todo su potencial en este punto dado que permite
plantear un nuevo sistema de ecuaciones, el cual corresponde a un sistema de EDO’s el se resuelve

para cada instante de tiempo en todo el espacio y se escribe segin lo que expresan las Ecuaciones
4.50 hasta la 4.54.

Jzg (P aq
s =—q5 - — 0 (4.50)
0z dq
5 _a—LE—L, 4.51)
, Up\ 1/3
A S R — (4.52)
48(S—1)pgs | ah/gDy(S—1)

o=oforl- () oot (@) ) =

dh  dzs 1 B l g\ ¢ qdq q_28_71
_p¢gh(8x ax)_8p¢f<> Ap( AN )8x+ Porox  Polaox (4-54)

Donde Ap corresponde a la diferencia de densidad que existe entre el sélido y el liquido que
componen la suspension.

Cabe mencionar que en este nuevo sistema de ecuaciones, la Ecuacién 4.51 toma un valor
fundamental en la resolucién del sistema de ecuaciones, dado que esta ecuacion es la que permite
actualizar la topografia del canal en cada instante de tiempo en funcion de la variacion longitudinal
del caudal unitario y las tasas de evaporacion e infiltracion.

Luego, cabe recordar que para efectos del caso de prueba no se considera el efecto de las pérdidas
por evaporacion e infiltracion, razén por la cual a partir de la seccién 4.2 toda la resolucion del
sistema de ecuaciones se plantea sin considerar estas pérdidas, dado que se busca estudiar la
pérdida de agua por atrapamiento debido al proceso de segregacion de particulas sélidas desde
la suspension. En consecuencia, de ahora en adelante Lg = 0y L; = 0. Es importante destacar que
esta simplificacion tan s6lo surte efecto para el caso de prueba. En contraste, si se quiere integrar de
forma simple dichas pérdidas se puede considerar que las pérdidas por infiltracién y evaporaciéon
obedecen a la ley de Darcy y la ley de Dalton, respectivamente, las cuales se mencionan en el
Capitulo 2.

4.1.7. Sistema de ecuaciones diferenciales acoplado

A continuacidn, se detalla como se deduce el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado principal
del modelo a partir del cual se obtiene la solucién numérica.
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Entonces, sin considerar ain el uso de condiciones de borde ni inicial, es posible acoplar las
Ecuaciones 4.50, 4.51, 4.52 y 4.53 obteniéndose la Ecuacién 4.55.

dg _ q 99
ox (¢m ¢) dx

Luego, aplicando la regla de la cadena a la derivada espacial de la concentracién volumétrica de
sOlidos se obtiene la Ecuacién 4.56. Cabe mencionar que el uso de la regla de cadena es valido
puesto que la Ecuacién 4.53 plantea que ¢ = ¢(d,) y la Ecuacion 4.52 plantea que d. = d.(x).

(4.55)

dqg _ q 99 dd.
ox (¢ —0) dd. dIx

(4.56)

Segtn los términos observados en la Ecuacién 4.56, la derivada de la concentracién volumétrica de
sOlidos respecto al didmetro de corte requiere del uso de la Ecuacién 4.53. Por otro lado, la derivada
del didmetro de corte respecto a x requiere del uso de la Ecuacién 4.52. Entonces, se procede a
calcular ambas derivadas, las cuales corresponden con las Ecuaciones 4.57 y 4.58, respectivamente.

90 s [ (“) () epd ()
3dc_¢0 <n<d63.2> (d63.2) exp{ (%3.2) }> (4:37)

dd. 1 Ly 2 90 oh
=3 (A ® ) {(E +L)5+F {Gax +H$H (4.58)

Donde A, C, E, F, Gy H son coeficientes variables que pueden depender de ¢, A, ¢, o bien alguna
combinacién de estas variables. Luego, desde la Ecuacion 4.59 hasta la Ecuacion 4.64 se define
cada uno de los factores utilizados en la Ecuacion 4.58.

3 g
A=2 ' (4.59)
4g(S— 1)P¢
i - (4.60)
hav\/gDy (S—1)
2 Ha ( ¢ )_3 Ap 1/b
E=2A -—) - 4.61
F= zl,A " (4.62)
1
7 4.63
ha+/gDy, (S—1) (4.63)
_ 4 (2h+B) "2 W¥2BY2 — 1.531/2B/2 (2 + B)'? (4.64)
a g(S—1) 73B .

Donde § corresponde a la gravedad especifica de las particulas sélidas y B corresponde al ancho
del canal.
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Es interesante notar que una vez despejadas las derivadas, se llega a una expresion que permite
obtener la derivada espacial de la concentracién volumétrica de s6lidos cdmo una derivada
implicita, tal como indica la Ecuacién 4.65.

09 99 dd. - dq oh d¢
a_ adc x _f(QJILa(P,a,a,g (465)

Al hacer explicita la funcién f se obtiene la Ecuacién 4.66.

a9 1 1p\ 23 99 [ _d¢ dq oh
e Y [Echgﬂma (4.66)

Luego, se definen tres variables para despejar explicitamente la derivada de la concentracion. Estas
tres variables se expresan desde la Ecuacion 4.67 hasta la Ecuacién 4.69.

. 1 1/b *2/3 (9¢
X= (A (C) ) S E (4.67)

. 1 l/b *2/3 (9(])
Ki=3 (A (©) ) 54 F6 (4.68)

1 1/p\"2/3 d¢
K= (A (©) ) 50 FH (4.69)

De esta manera, finalmente se llega a la Ecuacién 4.70.

0 _ K, K 7
dx 1—-Xodx 1—Xodx

(4.70)

De esta manera, a partir del sistema de EDO’s deducido de la hipdtesis cuasiestdtica, se plantea un
nuevo sistema de ecuaciones el cual expresa las derivadas espaciales de g, 1 y ¢ y que se constituye
por la Ecuacién 4.55, la Ecuacién 4.54 y la Ecuacién 4.70.

dg g IJ¢

9x (pm—9) 0x @7n

- (dh dz 1 q\2 1., ¢*\ d¢ q dq q* oh
—P¢g’“(a+a)‘§f’¢f(z> —Ap(ih“Z ax TP e, TP

0 _ K, K 7
dx 1—-Xodx 1—Xodx

(4.73)

El sistema de ecuaciones enunciado corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales acoplado
y es un sistema de EDQO’s, no lineales y homogéneas. Asi, el sistema de ecuaciones acoplado se
deduce en virtud a la hipdtesis cuasiestdtica y es a partir del cual se obtiene la solucién numérica,
la cual se detalla en el Anexo C.
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4.2. Caso de prueba: Segregacion y pérdidas por atrapamiento

4.2.1. Resolucion del sistema en el tiempo inicial

En primer lugar, se debe recordar que la ecuacion de distribucidn de concentraciones volumétricas
requiere de la definicién de un didmetro minimo (d,,;,) de acuerdo a la deduccién realizada en la
subseccion 4.1.4. Asi, dado que el tamafio caracteristico de la distribucion dg3 , se define, en base
a los requerimientos de eficiencia operacional del proceso de flotacion, el didmetro minimo el cual
es dos ordenes de magnitud inferior al didmetro caracteristico, puesto que para tamafios inferiores
a 10 um el fendmeno de adhesién particula-burbuja se vuelve altamente ineficiente dado que para
estos tamafios las particulas comienzan a exhibir un comportamiento coloidal con el agua, o bien
siguen las lineas de flujo.

De esta forma, el didmetro minimo seleccionado se presenta en la Ecuacién 4.74 y, por otro lado,
en la Figura 4.2 se aprecia la funcion distribucion de concentraciones volumétricas en funcién del
diametro de corte (d,.) considerando los pardmetros definidos en la subseccion 3.3.1 y la condiciéon
de borde para la concentracién volumétrica de sélidos (@) detallada en la subseccién 3.3.5.

dmin =1 pm (4.74)

Distribucién de concentraciones volumétricas
0.35 A1 ¢

0.30

0.25 1

0.20 A

¢ [-]

0.05 1

0.00

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
dc [pm]

Figura 4.2: Distribucién de concentraciones volumétricas en funcién de d.

Entonces, al observar la Figura 4.2 se aprecia que al evaluar la Ecuacién 4.53 para d. = d;, la
concentracion de la mezcla es igual a cero, lo que es coherente dado que en este escenario todo
tamafo superior al tamafio minimo sedimenta y, por lo tanto, la concentracion total de la mezcla
es nula. Por otro lado, al evaluar la ecuacién para d. ~ 1000 um la concentracién de la mezcla se
encuentra en torno a ¢, la razén detrds de esto es que la distribucién exhibe una mayor densidad
de concentraciones en torno a los tamafios finos (del orden de 300 pm) abarcando pricticamente
en su totalidad a la distribucion, en cambio, a partir de aquellos tamafios superiores a 1 mm las
concentraciones por tamafio son marginales y no aportan a la concentracion total de la mezcla.

Posteriormente, una vez definida adecuadamente la distribucién de concentraciones se procede a
ejecutar la etapa 1 de la subseccion 3.2.2. Entonces, al considerar que el tiempo en el cual se trabaja
corresponde a #y se aprecia en las Figuras 4.3.a y 4.3.b la solucién obtenida para las variables g y
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¢, en las Figura 4.4.a y 4.4.b la solucién obtenida para la variable / y la relacién existente entre A,
hn 'y he,y en las Figuras 4.5.a y 4.5.b la solucién obtenida para las variables V' y d.. Por otro lado,
con el objetivo de simplificar notacién, a partir de ahora se expresa V=1V.

Solucién método Runge-Kutta de orden 4 para q

0.20 A

-1 0.350 —
015 0.325
0.300
2 016 0.275
NE RS
S 0.250
0.14 1 0225
0.200
0.12 1
0.175
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
xm Xxm
(a) Solucién para g(x) (b) Solucién para ¢ (x)
Figura 4.3: Solucién paragy ¢ ent =1ty
Solucién método Runge-Kutta de orden 4 para h Espesor de escurrimiento, altura normal y critica para cada x
— h 0.16 i
0.066 hn
0.14 he
0.064 012
E £
RX <] o
0.062 1 0.10
0.08
0.060
0.06
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
xm xm
(a) Solucién para h(x) (b) Relacién entre h(x), hy(x) y he(x)
Figura 4.4: Solucién para i y relacién entre i, h, y he ent =t
Velocidad media de escurrimiento para cada x Diametro de corte para cada x
3.01 — Vv 7001 de
2.81 600 1
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£ 241 3 400
227 300
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(a) Solucidn para V (x)

Solucién método Runge-Kutta para ¢

(b) Solucién para d(x)

Figura 4.5: Solucién paraV y d.ent =19

Entonces, a partir de los resultados obtenidos en esta etapa, se aprecia en una primera instancia
que seguin lo observado en la Figura 4.5.b el didmetro de corte es una funcién decreciente con
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la distancia y, mds atn, alcanza un didmetro igual a 300 um, el cual corresponde al didmetro
caracteristico de la distribucién (dg3.2), a una distancia de 53 m. Lo anterior, implicitamente indica
que a lo largo del escurrimiento estd ocurriendo un proceso de sedimentacion de particulas, dado
que el didmetro de corte estd, efectivamente, “cortando” a la distribucién de concentraciones Yy,
consecuentemente, es esperable que exista una disminucién de la concentracion volumétrica de
s6lidos a medida que avanza el escurrimiento. Ademas, se aprecia que la concentracion volumétrica
de solidos varfa desde un valor maximo ¢ = 0.36 a un valor minimo ¢ = 0.16, donde el minimo de
concentracion se alcanza cuando el didmetro de corte es d. ~ 135 um.

Otra consecuencia generada por el decrecimiento en la funcién d,. es que el caudal de la mezcla
disminuye a lo largo del escurrimiento. El decaimiento progresivo en la funcién d,(x) se interpreta
fisicamente como que a lo largo del flujo estdn, progresivamente, depositando particulas sélidas,
las cuales una vez se reordenan conforman un lecho. De esta forma, la deposicién de particulas
sOlidas se traduce cémo una “pérdida de s6lido” para la mezcla y una “ganancia de sélido” para
el lecho, asi, dicha pérdida de s6lidos para la mezcla, el sistema de ecuaciones la manifiesta cémo
un decrecimiento progresivo del caudal unitario g, lo que se condice con lo apreciado en la Figura
4.3.a. Ademas, el decaimiento en el flujo volumétrico de la mezcla en funcién de la distancia no
sOlo es responsabilidad de la fase sélida (particulas), puesto que dada las hipétesis del modelo el
lecho de particulas que se forma producto de la sedimentacién posee una concentracion critica de
empaquetamiento ¢, = 0.6 constante, en otras palabras, el lecho se encuentra conformado en un
60 % por la fase solida y un 40% por la fase liquida, lo que indirectamente esta expresando que
la deposicion de sélidos conlleva consigo un “atrapamiento” de liquido al formar el lecho, dicho
atrapamiento es lo que comtinmente se le llama “pérdidas de agua por atrapamiento”.

Hasta el momento, el comportamiento de las variables ¢ y ¢ es el esperado dada la tendencia
manifestada por d., o bien, V. Cabe mencionar que todo el andlisis efectuado previamente bien
puede explicarse en términos de V y no de d,, esto es posible dado que las hipétesis del modelo
establecen que la velocidad media de escurrimiento representa adecuadamente a la velocidad critica
de deposicion, que es a partir de la cual se define el didmetro de corte. De esta manera, tanto d,
como V expresan de manera equivalente el fendmeno de la deposicion.

Lo que resulta de gran interés para el andlisis es el comportamiento que exhibe el espesor de
escurrimiento, el cual se aprecia en la Figura 4.4.a. En primer lugar, en base a lo observado en
la Figura 4.4.b es claro que la condicién de borde escogida para el espesor de escurrimiento (/) es
menor que la altura normal y que la altura critica evaluadas en x = 0, es mds, para todo x definido
en el dominio se cumple que /(x) < h,(x) < he(x), en particular, esto se cumple a partir de x = 250
m que es la distancia desde la cual g es aproximadamente constante, por lo que el tipo de eje
hidraulico que se espera que se desarrolle a partir de esta distancia sea F3, o bien torrente deprimido
en pendiente fuerte. Cabe destacar que la particularidad que posee el eje hidraulico F3 a caudal
constante, es que la altura de escurrimiento manifiesta un crecimiento mondétono y céncavo, de tal
manera que cuando x — oo entonces 7 — h,. Entonces, en contraste al comportamiento exhibido
por el espesor de escurrimiento para el caso F3 a caudal constante, el resultado entregado por el
modelo manifiesta cambios en la tendencia del espesor de escurrimiento respecto a la distancia, en
particular, presenta un maximo en x = 9 m y presenta un punto de inflexién en x = 46 m, en otras
palabras, exhibe un cambio de monotonia y un cambio de concavidad, respectivamente. Por otra
parte, es interesante notar a partir de x = 250 m en todo momento es menor a £, por lo que se sigue
respetando que para x — oo se tiene que & — h,, pero con una tendencia decreciente de A.
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4.2.2. Anadlisis en el comportamiento de la altura de escurrimiento

La razén que explica el cambio en la monotonia del espesor de escurrimiento se obtiene a partir
de efectuar un andlisis de el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado. Asi, si en el sistema
acoplado se reemplaza la Ecuacion 4.70 en la Ecuacion 4.55 se obtiene la Ecuacion 4.75.

J K 0 K> oh
9 _ 49 L %9, T2 97 (4.75)
dx  (op—9¢)\1—-Xdx 1—-Xdx
Trabajando algebraicamente la Ecuacion 4.75 se llega a la Ecuacion 4.76.
dq C, oh
A e 4.76
9x ~ (1=ACy) ox (4.76)
Donde A, C; y C; se expresan en las Ecuaciones 4.77, 4.78 y 4.79.
q
A= 4.77)
(0m—¢)
K
C = 4.78
=7 x (4.78)
K>
C, = 4.79
2=1_x (4.79)

De esta manera, al observar la Ecuacién 4.76 resulta 16gico pensar que el signo que adopte la
derivada de la altura de escurrimiento depende de los signos que adquieran los coeficientes variables
A, C y C,. De este modo, por simple inspeccion A > 0 en todo el dominio definido en x para las
condiciones del modelo y el signo de C; y C; dependen de K1 y X y de K> y X, respectivamente.

Entonces, al analizar los signos de cada una de las componentes de K, las cuales se observan en
la Ecuacién 4.68, se obtiene que A, C, F y G son funciones positivas y d¢ /d. es una funcién no
negativa para todo x bajo las condiciones del modelo y, por lo tanto, K; > 0 en todo el dominio. Por
otro lado, al analizar los signos de las componentes de K, las que se observan en la Ecuacion 4.69,
la dnica componente que controla el signo del factor K, es H y al graficar el factor H en funcién
de x se obtiene la Figura 4.6.a. En lo que respecta al factor X, es posible graficar directamente el
comportamiento del término (1 — X) con lo que se obtiene la Figura 4.6.b.

Factor 1 — X para cada x

Factor H para cada x

-85 — H
—90
—95

~100 A x
-

H[m5?]

-105 4 0.4 1

~110 0.3 1

—115 A

(IJ 160 Z(I)O 360 460 560 6(‘)0 7(IJO 860 0 100 200 300 400 500 600 700 800
x [m] x[m]

(a) Factor H (x) (b) Término 1 — X (x)

Figura 4.6: Comportamiento del factor H y el término 1 — X en funcién de x

63



Al observar el comportamiento de H y 1 — X bajo las condiciones del modelo se deduce lo
explicitado en las Ecuaciones 4.80, 4.81 y 4.82.

A>0 Vx (4.80)
K120 A (1-X)>0 = C; >0 Wx (4.81)
K,<0 A (1-X)>0 = G, <0 Wx (4.82)

En consecuencia, el signo que adopte la derivada del espesor de escurrimiento depende
exclusivamente de los valores que adopte el término (1 —AC;) dado que se conoce el signo que
adopta C; en todo el espacio y, en base a la Figura 4.3.a, se deduce que dg/dx < 0 en todo el
espacio. Entonces, analizando nuevamente la Figura 4.4.a se observa que para todos lo valores de x
menores a 9 m se cumple que d/1/dx > 0y que para todos los valores de x mayores a 9 m se tiene
que d7/dx < 0. Por lo tanto, se expresa en las Ecuaciones 4.83 y 4.84 los valores que adopta el
término (1 —AC}) y, cémo a partir de este, se obtiene el signo de d7/dx en todo el espacio.

%<0 AN Cr<0 A (1—AC1)>0:>%>0 Vx <9 [m] (4.83)
dx dx
%<0 AN Cr<0 A (1—AC1)<0:>%<0 Vx>9 [m] (4.84)

Posterior al andlisis, resulta ineludible preguntarse qué pardmetros o factores son los responsables
de que se manifieste el cambio de signo en la derivada del espesor de escurrimiento. La respuesta
a dicha pregunta son las condiciones de borde que se ingresan al modelo fisico, sobre las que se
discute en mayor detalle en la siguiente subseccion.

4.2.3. Discusion sobre las condiciones de borde

A partir del andlisis efectuado para el comportamiento que exhibe el espesor de escurrimiento, es
posible conjeturar que dependiendo de las condiciones de borde del sistema de ecuaciones o, /o,
¢o y la evolucién que presenten las variables ¢, 7'y ¢ a lo largo del escurrimiento, el cambio en
la monotonia del espesor de escurrimiento puede no presentarse. Para respaldar dicha conjetura se
presentan en las Figuras 4.7.a, 4.7.b, 4.8.a y 4.8.b el comportamiento presentando para la solucién
de la variable /4 y el comportamiento presentado por /,, considerando distintos valores de hg e
iguales valores de go y ¢o. Es importante destacar que a nivel operacional es poco factible alterar las
condiciones de borde asociadas a gg y ¢ dado que estas se encuentran definidas por pardmetros que
aumentan la eficiencia operacional en los procesos de flotacion, por ejemplo optimizar el tiempo
medio de residencia de las particulas sélidas al interior de una celda, y por la capacidad de los
equipos planta que dispone la faena en cuestion.

Cabe mencionar que los valores de /i seleccionados cumplen con la condicién i < h,, < h. puesto
que se busca que en todos los casos se desarrolle un eje hidraulico F3 para comparar el como varia el
comportamiento de la variable 7. Ademds, dado que se cumplen las condiciones para el desarrollo
de un eje hidraulico F3, se debe cumplir en todos los casos que cuando x — oo entonces i — hy,
dado que a una distancia lo suficientemente alejada de la condicién de borde impuesta aguas arriba
del escurrimiento, el espesor de escurrimiento tiende a la altura de escurrimiento uniforme.
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Espesor de escurrimiento y altura normal para cada x Espesor de escurrimiento y altura normal para cada x
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(a) Condicidn de borde hg = 0.05 m (b) Condicién de borde /g = 0.07 m

Figura 4.7: h(x) para las condiciones /1o = 0.05 m y /g = 0.07 m

Espesor de escurrimiento y altura normal para cada x Espesor de escurrimiento y altura normal para cada x
J — i —
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0.0725 4
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xm xXm
(a) Condicion de borde iy = 0.075 m (b) Condicién de borde /g = 0.08 m

Figura 4.8: h(x) para las condiciones /g = 0.075 m y & = 0.08 m

En lo que respecta a los dos casos presentados en la Figura 4.7 se observa que para las condiciones
de borde para el espesor de escurrimiento mencionadas, la variable /& sigue exhibiendo el cambio
de monotonia apreciado en la subseccion 4.2.2. Por el contraste, en la Figura 4.8 se aprecia que
en el caso de la Figura 4.8.a la tendencia a cambiar de monotonfa por parte de & se mantiene
de forma perceptible y en el caso de la Figura 4.8.b la variable z es monStonamente decreciente
con la distancia. Entonces, a partir de los resultados observados se deduce que la eleccion de las
condiciones de borde condiciona el comportamiento que manifiesta la variable A.

Por lo tanto, en base a lo analizado en la subseccion 4.2.3. y en la subseccion 4.2.4, si g es una
funcién monétona, existe un set de condiciones de borde o, hg, @ tal que la solucién entregada
por el sistema de ecuaciones g(x), i(x), ¢ (x) en todo el dominio cumpla con que la funcién k(x)
sea una funcién monétona. En otras palabras, si ¢ es monétona, existe ¢, 1y ¢ tal que Vx € [xg, ]
se tiene que (1 —AC]) no cambia de signo.

Un set de condiciones de borde que cumpla con lo ya mencionado es el definido por las Ecuaciones
4.85,4.86 y 4.87. Las cuales se relacionan con el maximo observado en la Figura 4.4.a.

go=0.19 m?/s (4.85)
ho =0.07 m (4.86)
0o =0.34 (4.87)
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Asi, el comportamiento de las funciones g(x) y h(x) para estas nuevas condiciones de aprecia en
las Figuras 4.9.a y 4.9.b, respectivamente.

Solucién método Runge-Kutta de orden 4 para q Solucién método Runge-Kutta de orden 4 para h

0.19 q h
0.18
0.17 A

0.16

qm?s)

0.15 A

0.14 A 0.064

0.13 0.063

0.12

0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
x[m] x[m]

(a) Comportamiento de g(x) (b) Comportamiento de /(x)

Figura 4.9: Comportamiento de la solucién para ¢(x) y i(x) (nuevas condiciones)

Entonces, dado que las soluciones g y / presentan la misma monotonfa en todo el dominio espacial,
es posible inferir el signo que adopta el denominador en la Ecuacién 4.76, de tal manera que se
cumple lo expresado en la Ecuacidon 4.88.

(1-AC1) <0 Vx € [x0,x,] (4.88)

La importancia y el por qué se efectda el andlisis asociado al cambio de monotonia de la funcion
h(x) y a la correcta eleccién de las condiciones de borde, es que si bien el sistema de ecuaciones
acepta determinados sets de condiciones de bordes no todos entregan una solucién fisicamente
interpretable para efectos del problema en estudio. Por ejemplo, para las condiciones de borde
analizadas en las Figuras 4.4.a, 4.7.a, 4.7.b y 4.8.a la solucidn entregada por el modelo corresponde
a una solucién matematica del problema, sin embargo no hay sustento fisico asociado a la hidraulica
del escurrimiento que permita explicar de forma fundamentada dicha solucién. Por otro lado, en
el caso de la solucién entregada para /(x) con la condicién de borde estudiada en la Figura 4.8.b
esta corresponde a una solucidn tanto fisica como matematica del problema dado que una posible
explicacion detrds de la monotonia decreciente que presenta la solucidn esté asociada al fendmeno
de la sedimentacion o pérdida de masa sélida y liquida a lo largo del escurrimiento.

Entonces, en virtud a lo discutido, resulta interesante el definir adecuadamente las condiciones
de borde que entreguen una solucién fisicamente interpretable del problema, puesto que no basta
solamente con encontrar un set adecuado de condiciones de borde que entreguen una solucién
razonable para ¢, i y ¢ sino que ademds deben cumplir con las restricciones operacionales
asociadas a la operacion minera, puesto que aquellas condiciones que suponen grandes ineficiencias
en el uso de los equipos o en el rendimiento de los procesos no son condiciones operacionalmente
factibles, un ejemplo de esto es considerar ¢g = 0.5 salvo que no se esté trabajando en un depdsito
de relaves convencional sino en sistemas de relave espesado o caudales de operacién gg = 0.1 m? /s
que subutilizan la capacidad de las bombas de impulsién o no sea una condicién acorde a la
infraestructura que compone los sistemas de impulsion de lamas con descarga a cubeta. De esta
manera, la correcta eleccion de las condiciones del borde utilizadas para resolver el sistema de
ecuaciones no es un problema trivial.
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4.2.4. Resolucion del sistema a tiempo inicial corregida

En esta seccién se presentan y analizan los resultados obtenidos del sistema de ecuaciones
diferenciales acoplado a tiempo inicial (fg) considerando el set de condiciones de borde presentado
en la subseccion anterior. Asi, se presentan en las Figuras 4.10.a, 4.10.b, 4.11.a, 4.11.b, 4.12.ay
4.12.b la solucién obtenida para g, ¢, &, 1a relacién entre &, h, y he, d. y V para todo x.

Solucién método Runge-Kutta de orden 4 para q Solucién método Runge-Kutta para ¢
0.19 — g 0.34 4 —
0.18 1 0321
0.17 4 0.30 1
0.28 1
 0.16 1
e < 0.26
o 0.15 A
0.24
0.14 A
0.221
0.13
0.20 1
0.12
. . . . . . . . . 0.18 1 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
xm xm
(a) Solucidn para ¢(x) corregida (b) Solucién para ¢ (x) corregida
Figura 4.10: Solucién para las variables g(x) y ¢(x) corregidas
Solucion método Runge-Kutta de orden 4 para h Espesor de escurrimiento, altura normal y critica para cada x
0.070 — -
— h
0.069 A hp
0.14
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0.067 - 0.12
zE 0.066 - X-E
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0.065 -
0.064 0.08
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0.062 1 . . . . . , , : 0.06
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
xm xm
(a) Solucién para (x) corregida (b) Relacion entre h, h,, y h. corregida
Figura 4.11: Solucién para la variable &(x) y relacion entre h, h, y h,
Didmetro de corte para cada x
450 dc Velocidad media de escurrimiento para cada x
—_— Vv
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200 1
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Figura 4.12: Solucion para las variables d.(x) y V(x) corregidas
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A partir de los resultados, se aprecia en las Figuras 4.12.a y 4.12.b que tanto el didmetro de corte
como la velocidad media del escurrimiento son decrecientes en funcion de la distancia respecto al
punto de descarga. Ademads, se observa que el didmetro de corte varia desde un didmetro inicial de
463 um hasta un diametro final de 143 um y, dado que la distribuciéon de tamafios se encuentra
definida a partir de un didmetro caracteristico de 300 um, entonces la evolucién en el didmetro de
corte genera un proceso de sedimentacion de particulas sélidas. En consecuencia, la sedimentacion
de la fase so6lida genera un decaimiento en el caudal de la mezcla y en la concentracién volumétrica
de solidos, lo que se condice con lo observado en las Figuras 4.10.a y 4.10.b, en donde el caudal
de la mezcla varfa desde 0.19 m? /s hasta 0.118 m? /s puesto que la sedimentacién de la fase sélida
trae consigo una “pérdida” de sélido y liquido en la mezcla, y en donde la concentracién de sélidos
varia desde 0.34 hasta 0.183, respectivamente.

Por otro lado, al observar la Figura 4.11.a se aprecia que el espesor de escurrimiento presenta
un comportamiento mondtonamente decreciente respecto a la distancia variando desde una altura
de 7 cm hasta 6.34 cm. Ademas, al observar la Figura 4.11.b en la cual se compara el espesor
de escurrimiento, con la altura normal y la altura critica, se aprecia que para todo x > 200 m se
cumple que h < h,, < h. y que g se mantiene aproximadamente constante que corresponden a las
condiciones que definen el eje hidrdulico torrente deprimido en pendiente fuerte o F3. Lo que
resulta interesante de analizar respecto al comportamiento exhibido por la altura de escurrimiento,
es que para las condiciones bajo las cuales se desarrolla un eje hidraulico F3 a caudal constante, la
altura de escurrimiento presenta una monotonia creciente respecto a la distancia de tal manera que
para x — oo se cumple que h — h,. Sin embargo, al observar el resultado presentado en la Figura
4.11.b se aprecia que el espesor de escurrimiento, en contraste con lo que ocurre para el caso en el
que se desarrolla un eje hidraulico F3 a caudal constante, presenta una monotonia decreciente
respecto a la distancia, pero atin asi cumple con que si x — oo entonces i — h,. Una posible
explicacion respecto a la monotonia decreciente presentada por el espesor de escurrimiento, es que
el proceso de sedimentacion de particulas trae consigo una disminucién en el caudal de mezcla, el
cual es el resultado de una disminucién tanto en el flujo de sélidos como en flujo de liquido, tal que
dicha disminucion afecta de forma significativa a la hidraulica del escurrimiento respecto al caso
en el cual se tiene caudal constante, lo que se plantea como una posible razon detrds del contraste
de monotonia exhibido por /. Cabe mencionar la disminucién del espesor respecto a la condicién
de borde es tan s6lo de un 9.5 %.

Por parte de las Figuras 4.13.a y 4.13.b se observan los valores entregados para la densidad y la
viscosidad de la mezcla para todo x, respectivamente.

Viscosidad de la mezcla para cada x

Densidad de la mezcla para cada x
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1500 A
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1300

(a) Densidad de la mezcla (b) Viscosidad de la mezcla

Figura 4.13: Densidad y viscosidad de la mezcla
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En lo que respecta a la Figura 4.13.a se observa que la densidad de la mezcla progresivamente
disminuye a lo largo del escurrimiento, lo que es una consecuencia légica dado que a medida que
se desarrolla el flujo la mezcla sedimenta y, en consecuencia, la componente de la ecuacién de
densidad de mezcla que pondera la densidad de la fase sélida cobra cada vez menos influencia.
La densidad de la mezcla varfa desde de 1578 kg/m? hasta un valor de 1311 kg/m?, asf resulta
relevante mencionar que los s6lidos que componen a la mezcla cuando esta presenta su densidad
mads baja corresponden a los s6lidos mds finos que componen a la distribucién de tamafios o las
llamadas “lamas”.

Por otro lado, en lo que respecta a la Figura 4.13.b se observa que la viscosidad de la mezcla,
al igual que la densidad, disminuye progresivamente a medida que se desarrolla el flujo. Dada
la expresion propuesta por Krieger-Dougerthy la disminucion progresiva en la concentracion de
sOlidos trae consigo una disminucién de la viscosidad de la mezcla, la cual varia desde un valor
inicial de 5.3 mPa-s, la cual equivale a 5.3 veces la viscosidad del agua a un valor de 2.0 mPa:-s, la
cual equivale a 2.0 veces la viscosidad del agua. Dado estos resultados, se deduce que el proceso
de sedimentacion de particulas genera que aquella parte de la distribucién de concentraciones que
controla mayormente la reologia de la mezcla pase a formar parte del lecho de particulas, logrando
que a medida que avanza el escurrimiento la viscosidad de la mezcla tiende a asemejarse mads a la
viscosidad de la fase liquida.

Por parte de las Figuras 4.14.a y 4.14.b se observan los valores entregados para los nimeros
adimensionales correspondientes al nimero de Reynolds y al nimero de Froude.

1e5 NUmero de Reynolds para cada x NUmero de Froude para cada x
28— Re N
3.2 1
2.7 1
2.6 1 3.0 1
° 2.51 N
< w
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2.3
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2.2
211 . . . . . . . . 244 . . : : : . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
xm xm
(a) Numero de Reynolds (b) Nimero de Froude

Figura 4.14: Ndmero de Reynolds y Nimero de Froude para cada x

Entonces, en lo que respecta a la Figura 4.14.a se observa que el nimero de Reynolds es del
orden de 10° por lo que el flujo es altamente turbulento, lo que vélida sélidamente la hipétesis
del modelo de utilizar el modelo de Chilton y Stainsby para la estimacién del factor de friccion,
puesto que el modelo propuesto por estos autores es vélido s6lo en régimen de flujo turbulento dada
las consideraciones utilizadas en su estudio. Del mismo modo, dada la turbulencia que presenta el
flujo es razonable suponer que el mecanismo que mantiene a las particulas sélidas en suspensién
es el arrastre generado por el fluido producto de las fluctuaciones de velocidad caracteristicas del
flujo turbulento.

Por otro lado, en lo que respecta a la Figura 4.14.b se aprecia que el nimero de Froude decrece
a medida que evoluciona el flujo y que durante todo el escurrimiento presenta valores mayores a
1. Lo anterior, indica que el escurrimiento es supercritico o tipo torrente por lo que el imponer
la condicion de borde aguas arriba del escurrimiento es consecuente con este resultado. Ademas,
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el nimero de Froude varia desde 3.25 a 2.42 lo que es indicio de que la componente inercial del
escurrimiento es mucho mds predominante que la componente asociada a la fuerza gravitacional y,
por lo tanto, las condiciones impuestas al problema no permiten que exista un escenario en el cual
exista una transicion desde un escurrimiento tipo torrente a un escurrimiento tipo rio.

Posteriormente, por parte de las Figuras 4.15.a'y 4.15.b se observan los valores entregados para el
factor de friccion de Chilton y Stainsby y la pendiente de la linea de carga.

Factor de friccién para cada x Pendiente de la linea de carga para cada x
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Figura 4.15: Factor de friccidn y pendiente de linea de carga para cada x

En lo que respecta a la Figura 4.15.a se observa la evolucion que presenta el factor de friccion de
Chilton y Stainsby a medida que transcurre el flujo. El factor de friccidn al inicio del escurrimiento
posee un valor de 0.0146 y disminuye hasta un valor de 0.0135 al término del escurrimiento. El
rango de valores que adopta el factor de friccién es un rango razonable dada las condiciones que
presenta el escurrimiento, y el decaimiento observado en dicho parametro se explica principalmente
por el aumento progresivo en el nimero de Reynolds. En consecuencia, la fuerza de corte disminuye
progresivamente a medida que avanza el escurrimiento dada la caida del factor de friccion, la
densidad de la mezcla y del caudal de mezcla, o dicho de otra forma, la sedimentacién de la fase
sOlida genera que la mezcla progresivamente tengo una menor “resistencia’ al flujo dada la pérdida
de masa en la mezcla y el efecto que esta tiene en la reologia de la mezcla.

Por otro lado, en lo que respecta a la Figura 4.15.b se aprecia la evolucion que presenta la pendiente
de la linea de carga a medida que evoluciona el escurrimiento. Si bien la pendiente de la linea de
carga se utiliza normalmente para cuantificar la pérdida de altura de energia en el flujo por unidad de
longitud, permite comprender de mejor manera el efecto producido por parte de la fuerza de corte
en el escurrimiento, la cual es la responsable de generar dicha pérdida de energia por unidad de peso
del fluido. Para efectos del problema, la pérdida de energia en el flujo se traduce principalmente en
una disminucidn en la energia cinética, lo que explica la caida progresiva en la velocidad media del
escurrimiento. Asi, la pendiente de la linea de carga varia desde un valor de 2.3 % hasta un valor de
1.12 % exhibiendo una monotonia decreciente en funcién de la distancia, lo cual es consecuencia
del decaimiento en la velocidad media del flujo y en el factor de friccion.

Hasta el momento el andlisis efectuado comprende lo que ocurre en el flujo para el tiempo inicial
to sin considerar el efecto de la evolucién en la topografia del canal, o dicho de otra forma, la
solucién presentada y analizada corresponde a la solucién en régimen permanente para t = fy. Sin
embargo, como se menciona en el Capitulo 3 el problema realmente se compone de una sucesion
de regimenes permanentes, la que se analiza en la subseccion 4.2.6.
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4.2.5. Resolucion iterativa en el tiempo (sucesion de regimenes permanentes)

En esta seccidn se presenta la solucion entregada por el sistema de ecuaciones en todo el dominio
espacial y temporal definido en el problema. Asi, se presentan en las Figuras 4.16.a, 4.16.b, 4.17.a,

4.17.b, 4.18.a'y 4.18.b la solucién obtenida para g(), ¢ (¢), h(t), zs(¢), V(1) y d.(1).
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Figura 4.16: Solucién temporal para las variables g() y h(t)
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Figura 4.17: Solucién temporal para las variables ¢ (¢) y z,(t)
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Figura 4.18: Solucién temporal para las variables V() y d.(t)
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A partir de las soluciones temporales se aprecia que a medida que evoluciona el tiempo todas las
variables exhiben cambios en su comportamiento, por lo que, si bien se resuelve una “sucesion
de regimenes permanentes”, el problema no es independiente del tiempo. Ademas, la variable
fundamental que promueve variaciones en el resto de las variables del sistema corresponde a la
altura del lecho de sélidos z(t).

Entonces, al observar la Figura 4.17.b se aprecia que el lecho de sdlidos progresivamente se
“peralta” en funcion del tiempo. El peraltamiento del canal es consecuencia del constante proceso
de sedimentacion de particulas en cada instante de tiempo, dado que al observar nuevamente
la Ecuacion 4.51, se observa que las variaciones temporales en la altura de lecho son producto
de la tasa de cambio espacial en el caudal de mezcla, la cual es consecuencia del proceso de
sedimentacion de particulas.

En lo que respecta a la Figura 4.16.a se aprecia que el caudal de mezcla disminuye aguas abajo
en funcion de la distancia para un determinado instante de tiempo, lo cual es consecuencia del
proceso de sedimentacion de particulas. Ademas, el caudal de mezcla paulatinamente, en funcién
del tiempo, aumenta aguas abajo del escurrimiento. Asi, considerando la distancia x = 800 m el
caudal de mezcla varia desde 0.1185 m?/s en el instante de tiempo ¢ = O s hasta 0.1216 m?/s
en el instante de tiempo ¢ = 7200 s o dos horas después. El aumento progresivo en el caudal de
mezcla aguas abajo del escurrimiento, a medida que transcurre el tiempo, se debe al paulatino
peraltamiento del canal, el cual se complementa con lo presentado en la Figura 4.19 que muestra la
evolucién temporal que presenta la pendiente del canal.
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Figura 4.19: Evolucién temporal en la pendiente del canal

Entonces, como se aprecia en la Figura 4.19 en los primeros 600 m de canal, las pendientes, a
medida que transcurre el tiempo progresivamente se empinan evolucionando desde un valor inicial
de - 1% constante en el espacio para el instante de tiempo ¢ = 0 s hasta un valor maximo de -
1.845% dos horas después de iniciada la primera descarga para x = 0 m. Por otro lado, para un
determinado instante de tiempo la pendiente del canal decrece aguas abajo del canal, donde para el
caso t = 7200 s la pendiente decrece desde un valor de - 1.845 % para x = 0 m hasta un valor de -
1.11 % para x = 800 m, la razon detrds de dicho decrecimiento espacial se explica en el siguiente
parrafo. Entonces, el aumento paulatino en el 4ngulo de inclinacién del lecho de sélidos, en funcién
del tiempo, genera que la componente gravitacional de las fuerzas que se encuentran en el lado
izquierdo de la ecuacion de balance de momentum adquiera mayor importancia y, por lo tanto, la
componente que impulsa el movimiento del fluido es mayor lo que genera un aumento progresivo
en la velocidad media de escurrimiento aguas abajo respecto al tiempo, lo que se condice con lo
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apreciado en la Figura 4.18.a. Consecuentemente, el aumento temporal en la velocidad media de
escurrimiento implica que, en virtud a la ecuacién o criterio de sedimentacion, el didmetro de corte
aumente paulatinamente en funcién del tiempo aguas abajo, que efectivamente corresponde a lo
que se observa en la Figura 4.18.b, lo cual se puede interpretar como que el transcurso del tiempo
gradualmente “inhibe la sedimentacién” producto del peraltamiento del canal. En otras palabras,
la tendencia mostrada por g(x,7) y S(x,7) es tal que para tiempos de descarga lo suficientemente
grandes (t — oo) la velocidad de escurrimiento y la pendiente del canal son tales que no ocurre
sedimentacion del relave descargado.

Por otro lado, resulta vélido cuestionar el por qué, para un determinado instante de tiempo, las
pendientes del canal decrecen aguas abajo, distinto del caso inicial donde la pendiente es constante
en todo el canal. La raz6n detrds de este decrecimiento de las pendientes en funcidn de la distancia
es el comportamiento que exhibe la derivada del caudal de mezcla, o bien la convexidad de
la funcién q. Entonces, observando las cinco curvas mostradas en la Figura 4.16.a se aprecia
que las pendientes del caudal de mezcla en funcién de la distancia son mds pronunciadas en
los primeros 400 m de canal y, para distancias mayores, las derivadas comienzan a achatarse,
dicho de otra manera, el modulo de la derivada de la funcién g es decreciente respecto a
x. Entonces, la interpretacion asociada al hecho de que |dg/dx| sea una funcién decreciente,
apoyandose del resultado de la Ecuacién 4.51, es que progresivamente en el espacio la tasa de
crecimiento temporal del lecho disminuye, lo que implica que la topografia del canal evoluciona
desde pendientes mas pronunciadas a pendientes menos pronunciadas. Una forma mas intuitiva
de entender este comportamiento, es que durante los primeros 400 m de canal existe una mayor
sedimentacion de particulas sdlidas que para distancias mayores y, por lo tanto, hay mds “pérdida
de caudal de mezcla” en la primera parte del trazado que para la parte final del trazado, lo que
explica el por qué el médulo de la derivada de g evoluciona de forma decreciente a lo largo del
escurrimiento. Siguiendo la misma ldgica, en los primeros metros de trazado el lecho dispone de
mads material sélido para aumentar la altura del mismo, distinto de los metros finales en los cuales
el lecho dispone de menos material sélido y la altura se modifica marginalmente, lo que genera el
comportamiento observado para las pendientes aguas abajo.

Complementando lo anterior, se observa en la Figura 4.17.a que la concentraciéon volumétrica de
sOlidos paulatinamente, en funcién del tiempo, aumenta aguas abajo del escurrimiento, lo cual es
una consecuencia directa del progresivo aumento en el tiempo del didmetro de corte o la velocidad
media de escurrimiento, lo que es producto del peraltamiento observado en la Figura 4.17.b.

En lo que respecta al espesor de escurrimiento, el cual se observa en la Figura 4.16.b se observa
que en el transcurso del tiempo, el espesor sigue exhibiendo el comportamiento monétonamente
decreciente, analizado en la subseccion 4.2.5. Las variaciones asociadas al espesor de escurrimiento
es que éste paulatinamente aumenta aguas abajo en funcién del tiempo. Sin embargo, a diferencia de
las demads variables, este comportamiento se exhibe s6lo hasta una distancia de x = 600 m puesto que
para distancias mayores el espesor exhibe una tendencia constante en torno a 2 = 0.062 m. El hecho
de que el espesor de escurrimiento mantenga la monotonia presentada para la solucién entregada
por el sistema en ¢ = 0 s es que para las condiciones de flujo impuestas en cada instante de tiempo
(condiciones de borde y topografia del canal) el término que controla el signo de la derivada de 7 (x)
mantiene un signo constante a lo largo del escurrimiento, para cada instante de tiempo, o bien el
término apreciado en la Ecuacion 4.76 es negativo en todo el espacio. Ademds, cabe mencionar que
en cada instante de tiempo el espesor de escurrimiento mantiene la relacién h(t) < hy, (1) < h.(t)
manteniendo las condiciones para el desarrollo de un eje hidrdulico tipo torrente deprimido en
pendiente fuerte.
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Por otro lado, en las Figuras 4.20.a y 4.20.b se aprecian las soluciones temporales para la densidad
de la mezcla y para la viscosidad de la mezcla, respectivamente.
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Figura 4.20: Solucién temporal para las variables p(¢) y wu(r)

En la Figura 4.20.a se aprecia que a medida que progresa el tiempo la densidad la mezcla
aumenta aguas abajo. La explicacion detrds de esto es el aumento progresivo en la concentracion
volumétrica de so6lidos en funcién del tiempo aguas abajo del escurrimiento, dado que el aumento
de concentracion de s6lidos en la mezcla, genera que haya una mayor preponderancia por parte del
término de la densidad de sélidos en la Ecuacién 3.16. Por otro lado cabe mencionar que para x =
800 m la densidad crece desde un valor de 1304 kg/m?> para el instante de tiempo inicial a un valor
de 1342 kg/m? a dos horas desde el inicio de la primera descarga. Intuitivamente, este resultado
se puede interpretar que dado el peraltamiento del canal y el aumento paulatino en la velocidad
media de flujo en funcién del tiempo, genera que sedimenten menos particulas, como se menciona
anteriormente, obteniéndose una mezcla mas concentrada.

Por parte de la Figura 4.20.b se aprecia una tendencia similar que la exhibida por parte de p(¢). En
este caso, en virtud a la expresion de Krieger-Dougerthy, el paulatino aumento de la concentracién
volumétrica de sélidos en funcién del tiempo genera un aumento progresivo en la viscosidad de la
mezcla, de tal manera que a una distancia x = 800 m la viscosidad varia desde un valor inicial de
2.0 mPa - s para la condicion # = 0 s hasta un valor de 2.13 mPa - s para r = 7200 s.

En lo que respecta a las Figuras 4.21.a y 4.21.b se observa la solucién presentada para el nimero
de Reynolds y el numero de Froude en funcion del tiempo.
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Figura 4.21: Solucién temporal para las variables Re(t) y Fr(t)
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Por parte de la Figura 4.21.a se aprecia una paulatina disminucién del nimero de Reynolds en
funcién del tiempo. Sin embargo, dado el orden de valores que presenta el nimero de Reynolds, su
progresiva disminucién no afecta al régimen de flujo, puesto que este se mantiene turbulento para
todo x y t. La consecuencia directa de lo anterior, es qué el dada las condiciones del escurrimiento
es valido, para efectos del modelo, el estimar con la ecuacion de Chilton y Stainsby el factor de
fricciéon, dado que segtn las hipétesis de sus estudios dicha formulacién es vélida en régimen
de flujo turbulento. Por otro lado, la paulatina disminucién en el nimero de Reynolds se explica
principalmente por tres factores: la disminucién paulatina de la densidad de la mezcla, el aumento
paulatino en la viscosidad de la mezcla y el aumento de g en funcion de ¢ y su disminucion en
funcién de x. En contraste, el resto de los parametros que definen al nimero de Reynolds, los
cuales corresponden a la velocidad media de escurrimiento y al didmetro hidrdulico, donde el
comportamiento exhibido por el didmetro hidrdulico se observa en la Figura 4.22, exhiben un
comportamiento tal que buscan aumentar progresivamente en el tiempo el valor del nimero de
Reynolds.
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Figura 4.22: Evolucién temporal de Dy,

Entonces, observando la Figura 4.22 se aprecia que el didmetro hidrdulico aumenta
progresivamente en el tiempo aguas abajo del escurrimiento, donde dicho aumento se presenta
durante los primeros 600 m de canal. El aumento en la dimension caracteristica del flujo depende
principalmente del comportamiento mostrado por parte del espesor de escurrimiento, el cual se
menciona previamente en esta subseccion. Asi, pese al aumento progresivo de la velocidad media
y en el didmetro hidrdulico, lo que impulsa un crecimiento progresivo en el Reynolds, dicho
adimensional disminuye en funcién del tiempo, siendo la causa principal las variaciones en las
propiedades del fluido.

En lo que respecta a la evolucién temporal del nimero de Froude, la cual se aprecia en la Figura
4.21.b, se observa que dicha evolucién es creciente en el tiempo, lo que implica que el avance de la
variable tiempo no afecta al régimen de escurrimiento, manteniendo el hecho de que F, > 1 de tal
manera que el escurrimiento es supercritico o tipo torrente en todo el dominio espacial y temporal
definido en el problema, de hecho el rango de nimeros de Froude para efectos de este problema
es entre 3.4 y 2.5, quedando asi lejos de la condicidn subcritica o tipo rio. El aumento observado
para el nimero de Froude se explica principalmente por el aumento en la velocidad media del
escurrimiento en funcién del tiempo, lo que consecuentemente aumenta paulatinamente la inercia
del flujo y, por lo tanto, progresivamente la componente inercial del flujo comienza a predominar
con mayor intensidad en el escurrimiento.
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Por parte de las Figuras 4.23.a y 4.23.b se observa la solucion temporal presentada para el calculo
del factor de friccién de Chilton y Stainsby y para la pendiente de la linea de carga.
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Figura 4.23: Solucién temporal para las variables f(¢) y J(¢)

En lo que respecta a la Figura 4.23.a se aprecia la evolucién temporal que presenta el factor de
friccion de Chilton y Stainsby, el cual aumenta en funcién del tiempo aguas abajo del escurrimiento.
El crecimiento temporal exhibido por f es consecuencia directa del aumento temporal presentado
por la viscosidad de la mezcla y la disminucién temporal presentada por el niimero de Reynolds. El
efecto del aumento paulatino en el factor de friccién genera que el flujo a medida que se desarrolla
en el tiempo presente una mayor pendiente de linea de carga, lo que se traduce en una mayor
pérdida de energia en el flujo.

Entonces, al observar la Figura 4.23.b se aprecia la evolucién temporal en la pendiente de la linea
de carga, la cual aumenta en funcidén del tiempo aguas abajo y decrece en funcidn del espacio.
El aumento presentado por la pendiente de la linea de carga es consecuencia del aumento en el
factor de friccién, cémo se menciona en el parrafo anterior, y del aumento temporal en la velocidad
media de escurrimiento, en virtud a la ley de resistencia que sigue el célculo de J. Fisicamente,
esto estd ligado al hecho de que el aumento en la velocidad de escurrimiento y en el factor de
friccion genera que las fuerzas de corte se opongan con mayor intensidad al movimiento, generando
mayores pérdidas de energia cinética aguas abajo del escurrimiento, explicando enérgicamente la
causa en el decaimiento espacial de la velocidad media del flujo.

4.2.6. Pérdidas de agua por atrapamiento

En virtud a los resultados obtenidos en las secciones anteriores, se logra caracterizar adecuadamente
la hidrdulica del escurrimiento de un relave que fluye aguas abajo desde el punto de descarga y la
sedimentacion progresiva de particulas sélidas a lo largo del trazado del canal. Entonces, a partir
de la relacion existente entre el comportamiento hidrdulico del escurrimiento y la sedimentacion a
lo largo de dicho escurrimiento se logra cuantificar las pérdidas de agua por atrapamiento.

Las pérdidas de agua por atrapamiento, para efectos del modelo, se producen debido a la formacién
del lecho de particulas sélidas, las cuales al reordenarse en el lecho alcanzan una concentracién
critica de empaquetamiento ¢, = 0.6. Consecuentemente, parte del lecho de particulas estd
conformado por la fase liquida, 1a cual conforma un 40 % del volumen y dicho volumen corresponde
a las pérdidas de agua por atrapamiento. Otra forma de verlo es que la sedimentacion de particulas
sOlidas arrastra y deja “atrapada” agua entre los intersticios.
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Entonces, al observar las Figuras 4.24.a y 4.24.b se aprecia el flujo volumétrico de liquido a lo
largo del escurrimiento y las pérdidas por atrapamiento que se calcula a partir de la disminucién
paulatina del flujo de liquido, respectivamente.

Flujo volumétrico de liquido para cada x Pérdidas de agua por atrapamiento para cada x
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Figura 4.24: Flujo de liquido y pérdidas por atrapamiento de agua acumulada

Al observar la Figura 4.24.b se aprecia que, aproximadamente, a finales del escurrimiento para el
instante de tiempo ¢ = 0 s la pérdida acumulada de agua por atrapamiento converge a un valor de
28 L/s las cuales equivalen a aproximadamente el 24 % del flujo volumétrico de agua inicial. Lo
interesante, es que independientemente del tiempo, las pérdidas de agua por atrapamiento tienden a
valores alrededor de los 28 - 29 L/s indicando que para cada instante de tiempo se estdn registrando
pérdidas de tan sélo del 24 % para el atrapamiento (sin considerar infiltracién ni evaporacion),
lo cual es un dato coherentes dado el estudio bibliografico realizado en el Capitulo 2, puesto
que este mecanismo de pérdida comprende el principal mecanismo de pérdida de agua en los
depdsitos de relave convencionales. En consecuencia, el modelo logra mostrar esta esencia que
es caracteristica en los depdsitos de relave convencionales, y dicha estimacién en las pérdidas se
logra caracterizando adecuadamente la hidrdulica del escurrimiento y, a partir de esta, alimentar a
la ecuacion de sedimentacion quien es la responsable en el modelo de la formacion del lecho. Asi,

en la Figura 4.25 se aprecia la fraccion de agua atrapada acumulada respecto a la cantidad de agua
inicial descargada.
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Figura 4.25: Fraccidn de la pérdida acumulada de agua por atrapamiento
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Entonces, al observar la Figura 4.25 se aprecia que el decaimiento mas pronunciado en el flujo de
liquido ocurre en torno a los 100 - 200 m de canal que es donde ocurre el proceso de sedimentacién
con mayor intensidad dado el comportamiento exhibido por el didmetro de corte y la concentracion
de sdlidos, observadas en las Figuras 4.18.b y 4.17.a, respectivamente.

4.2.7. Discusion sobre clasificacion de tamaiios en el sector playa

Dado los resultados ya presentados, resulta interesante el comparar los resultados presentados por
el modelo propuesto en el presente trabajo de memoria con los resultados obtenidos por Blight
& Bentel en su trabajo (Blight y Bentel, 1983) en el cual plantean un modelo simplificado para
determinar cual es el tamafo predominante que es posible encontrar a una distancia x desde el
punto de descarga a lo largo del sector playa, modelo que se encuentra detallado en la subsecciéon
2.3.43.

En primer lugar, el resultado obtenido por el modelo de Blight & Bentel en la determinacién del
tamano de particula predominante depositado en la playa corresponde al observado en la Figura
2.11 en el cual se aprecia que a lo largo de la playa se genera una clasificacion natural por tamafios,
en la cual el tamafio decrece desde el punto de descarga a aguas abajo, de tal manera que los
tamafios mds gruesos se concentran en los primeros metros de playa desde el punto de descarga y
los tamafios mds finos se concentran en lo sectores cercanos a la laguna de aguas claras. Por otro
lado, segtn los resultados presentados en el modelo para d, el cual corresponde al tamafio de corte
para cada posicidn espacial y, por lo tanto, puede considerarse como el tamafio mas probable de
encontrar en una posicion x desde el punto de descarga, el cual dado los resultados observados en
las Figuras 4.18.b y 4.12.a se aprecia que, al igual que en el modelo planteado por Blight & Bentel,
el tamafio depositado para cada x decrece desde sectores cercanos al punto de descarga (material
grueso) hasta sectores cercanos a la laguna (material fino).

Por otro lado, resulta de gran interés notar que ambos modelos se plantean a partir de hipdtesis
y consideraciones distintas, puesto que el modelo propuesto por Blight & Bentel considera el uso
de una velocidad de sedimentacion (ley de Stokes) para las particulas, escurrimiento uniforme y
considera el uso de la ecuacion de Chézy para caracterizar la velocidad de escurrimiento a lo largo
del canal (ecuacién de movimiento). En cambio, el modelo propuesto considera un modelo de
velocidad de depdsito (Poloski et al., 2010), escurrimiento gradualmente variado y el uso de la
ecuacion de Darcy, ademds de las ecuaciones de conservacion de masa. Sin embargo, pese a dichas
diferencias se destaca el hecho de que el comportamiento de los resultados presentados por ambos
es similar, mds audn, es interesante notar que en ambos modelos la caida mds brusca en el tamafio
de particulas més probable de encontrar en la playa ocurre en los primeros metros de la playa,
aproximadamente a 1/6 del largo total de la playa.

En consecuencia, dado los resultados presentados en ambos modelos la concordancia en el
comportamiento de d. en el caso del modelo propuesto y D en el modelo de Blight & Bentel
se puede interpretar de que, efectivamente, el tamafo de las particulas que componen al relave es
un factor preponderante en este comportamiento puesto que ya sea con el uso de un modelo de
velocidad de sedimentacion (ley de Stokes) o con un modelo de velocidad de depdsito (Poloski et
al., 2010) para caracterizar el proceso de sedimentacion, el comportamiento exhibido responde a
una tendencia similar.
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Capitulo 5

Conclusion

En conclusion se tiene que a partir del modelo propuesto se obtiene una solucién espacial y
temporal para las variables que caracterizan la hidrdulica del problema, las cuales corresponden
al caudal de mezcla g(x,?), al espesor de escurrimiento /(x,t) y la concentracién en volumen de
solidos ¢ (x,t) para el caso de prueba estudiado, y a partir de dicha solucién, se estiman cuales
son las pérdidas de agua acumuladas por atrapamiento para las condiciones del caso de estudio. La
estimacion realizada por el modelo indica que las pérdidas de agua por atrapamiento equivalen a
29 L/s para la condicidn inicial y a 28 L/s dos horas después de iniciada la descarga de los relaves
a cubeta, donde dichas pérdidas corresponden a aproximadamente al 24 % del flujo volumétrico de
agua descargado en la cubeta, el cual corresponde a 128 L/s.

Por otro lado, se concluye que dadas las hip6tesis del modelo, la monotonia que presenta la solucién
asociada al espesor de escurrimiento A(x, 1) es dependiente de las condiciones de borde impuestas
al problema y, en consecuencia, dependiendo de las condiciones de borde es posible obtener tan
s6lo una solucién matemadtica al problema, sin sustento fisico que explique el comportamiento
exhibido por ﬁ(x,t), o una solucién tanto fisica como matemaética del problema para efectos de
la hidrdulica del escurrimiento del relave en la cubeta. Para efectos del caso de estudio, el set de
condiciones de borde gy = 0.19 m?/s , hg = 7 cm y ¢y = 0.34 entrega una solucién fisicamente
interpretable del problema, siendo ésta la correspondiente al eje hidraulico tipo torrente deprimido
en pendiente fuerte, tal que /(x,t) es monStonamente decreciente, donde dicho resultado contrasta
con la solucién mondtonamente creciente exhibida por la altura de escurrimiento para el caso del
eje hidraulico F3 a caudal constante. Asi, una posible explicacion que se propone a dicho contraste
presentado en la solucién de /(x,t) corresponde a la pérdida de caudal de mezcla asociada al
proceso de sedimentacién de particulas sélidas.

Finalmente, se concluye que para las condiciones operacionales y fisicas del problema, la solucién
asociada a la altura del lecho de particulas z;(x,?) establece que paulatinamente, en funcién del
tiempo, el canal se peralta exhibiendo pendientes cada vez mas empinadas en los primeros 600 m
de trazado, donde el canal evoluciona desde una topografia inicial con una pendiente constante en
el espacio de 1% para t = 0 s a una topografia final con una pendiente maxima de 1.85% en el
punto de descarga, la cual progresivamente decrece hasta una pendiente minima de 1.11% en x =
800 m para ¢ = 7200 s. De esta manera, la razon fisica detrds de la forma de la topografia final del
canal estd relacionada con el continuo proceso de sedimentacion de particulas sélidas, el cual es
mucho mads intenso en los primeros 200 m de trazado y casi nulo en los tltimos 200 m de trazado.
Ademas, la solucién g(x,7) es una funcién convexa por lo que paulatinamente la pérdida de material
va decayendo en funcién de x.
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Anexo A

Método de Runge-Kutta de orden 4

El método de Runge-Kutta de orden 4 permite obtener una soluciéon numérica al problema de valor
inicial y estima el valor en el paso siguiente de la solucion del sistema de EDO’s en funcién del
paso actual y una pendiente estimada. Escrito de forma matematica, el método de Runge-Kutta, en
esta etapa en particular, entrega una solucién en todo el espacio para g, i y ¢ considerando el uso
de las condiciones de borde e inicial para el tiempo fy. La solucidn que entrega el método para cada
una de las variables ya mencionadas se aprecia en las Ecuaciones A.1, A2 y A.3.

1 :
q(xiv1,t0) = q(xi,t0) + EAX (ki1 +2kyy +2k31 +kay) Vie [0,n—1] (A.1)
- - 1
h(xit1,t0) = h(xi,t0) + gAx (k1o +2koy 4 2k3p + kap) Vi€ [0,n—1] (A.2)
1 .
¢)(x,'+1,l‘()) = ¢)(x,-,to) +8Ax (k13+2k23+2k33+k43) Vie [O,I’l— 1] (A.3)

Donde en las Ecuaciones A.4, A.5, A.6 'y A.7 se aprecian las expresiones asociadas a las distintas
pendientes en distintas partes del intervalo espacial.

ki = g1 (q(xist0) 11 (xi,20) @ (xi,t0) ) (A.4)
1 - 1 1
ky=g\q xi+§Axk11,lo h xi+§Axku,fo N0 xi+§Axk11,to (A.5)

1 - 1 1
k3 = g (61 (Xi + EAXIQIJO) h (Xi + EAXkZhIO) N0 (xi + EAkaIatO)) (A.6)

kar = g1 (q (x; + Axksy, t0) 1 (xi + Axksy, 10) , @ (x; + Axksy, 1) ) (A7)

Donde / € [1,3] dado que en el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado sélo se definen las
funciones g1, g2 y g3 que corresponden a las derivadas de cada una de las variables de interés.
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Anexo B

Cédigo de Python

A continuacién se presenta el codigo implementado para resolver las ecuaciones diferenciales
planteadas en el modelo. Se especifica en que consiste que cada parte del codigo fuente.

Cédigo B.1: Cédigo principal con el método cuasiestitico

#Importar librerias

import numpy as np

import math

from matplotlib import pyplot as plt

4
def Metodo_ Cuasiestatico(f,g,m,q0,h0,phi0,zs0,50,a,b,delta_ x,t0,tf,delta_ t):

# Vector que indica el paso y los limites en donde se evalua el tiempo
t = np.arange(t0,tf+delta_t,delta_t)

# Numero de nodos para el tiempo
nt = len(t)

# Vector que indica el paso y los limites en donde se evalua el espacio
x = np.arange(a,b+delta_ x,delta_x)

# Numero de nodos para el espacio
nx = len(x)

# Vector Solucién para el vector S (pendiente del canal) para cada t en todo x
S = np.zeros((nt,nx))

# Vector solucién para el vector zs (cota del fondo del canal) para cada t en todo x
zs = np.zeros((nt,nx))

# Vector que representa cada componente del vector solucién S
S_t = np.zeros(nx)
for 1 in range(nx):

S_t[ll = S0

# Vector que representa cada componente del vector solucién zs
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31 zS_t = np.zeros(nx)

35 for i in range(nx):

36 zs_ t[i] = zs0 + delta_ x*i*S0

37

38 # Vectores solucién del método cuasiestatico en x y t

3 q = np.zeros((nt,nx)); h = np.zeros((nt,nx)); phi = np.zeros((nt,nx));
w0 dqg_dx = np.zeros((nt,nx)); dh_ dx = np.zeros((nt,nx)); d_ corte = np.zeros((nt,nx))
41

42 # Paradmetros globales del sistema

43 rho_s = 2700; rho_1 = 1000; Ty = 0.5; B = 1; n0 = 2; d0 = 0.0003
4 Tolerancia = 10%**(-20); Parametro = 0.000001;

55 d_max = dO*(-1*math.log(Tolerancia))**(1/n0)+Parametro

s d_min = d0*(-1*math.log(1+Tolerancia))**(1/n0)+Parametro

47

43 # Iteracidn

4 for j in range(nt):

50 Sl = S_t

51 zs[jl = zs_t

52 RK = Runge_ Kutta_ System(f,g,m,S[j],q0,h0,phi0,a,b,delta_ x)

53 q[_]] = RK]I0]

s hlj] = RKI1]

s philj] = RK[2]

56 dqg__dx[jl = RKI3]

57 dh__dx[jl = RKI[4]

58 d__corte[jl = RKI[5]

5 for k in range(nx):

60 zs_ t[k] = zs_ t[k] - delta_ t*dq_ dx[jl[k]
6l for i in range(nx-1):

62 S_tli] = (zs_tli+1] - zs_tli])/delta_x

63

64 ## Graficar la solucién de q

s fig = plt.figure(dpi=150)

¢ for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

67 tiempo = str(j)

68 plt.plot(x,qljl,label="$q(t)$ $t=%"+str(G)+’ [$s$]")
o plt.xlabelC$x$ [$m$]”)

70 plt.ylabel(C$q(t)$ [$m~2/s$]")

71 plt.title(’Solucién método cuasiestatico para $q$°)
7 plt.legend()

73 plt.savefig(’Solucion-caudal-por-unidad-de-ancho.png’, dpi=fig.dpi)
74 plt.show()

75

76 # Graficar la solucién de h

77 fig = plt.figure(dpi=150)

75 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

79 tiempo = str(j)

so plt.plot(x,h[jl,label="8h(t)$ $t=8 +str(j)+’ [$s$]’)
st plt.xlabelC$x$ [$m$]”)

52 plt.ylabel($h(t)$ [$m$]’)

3 plt.title(’Solucién método cuasiestatico para $h$’)
32 plt.legend()

ss  plt.savefig(’Solucion-altura-de-escurrimiento.png’, dpi=fig.dpi)
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5o plt.show()

87

88 # Graficar la solucién de phi

s fig = plt.figure(dpi=150)

o for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

o1 tiempo = str(j)

9 plt.plot(x,philj],label="$\phi(t)$ $t=$+str(jD+’ [$s$]")
o3 plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)

or  plt.ylabelC$\phi (t)$ [-1’)

os  plt.title(’Soluciéon método cuasiestatico para $\phi$’)

9%  plt.legend()

97 plt.savefig(’Solucion-concentracion-volumetrica-de-solidos.png’, dpi=fig.dpi)
os  plt.show()

99

wo  ## Graficar la solucién de zs

o1 fig = plt.figure(dpi=150)

02 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

103 tiempo = str(j)

104 plt.plot(x,zs[jl,label="$z_ {s}(t)$ $t=$ +str(G)+ [$s$]’)
05 plt.xlabelC$x$ [$m$]’)

106 plt.ylabel(’$z_{s} t)$ [$m3]”)

107 plt.titleCSolucién método cuasiestatico para $z_ {s}$’)
s plt.legend()

100 plt.savefig(’Solucion-cota-lecho.png’, dpi=fig.dpi)

1o plt.show()

111

2 # Graficar la solucién de dq_ dx

s fig = plt.figure(dpi=150)

e for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

s plt.plot(x,dq_ dx[jl,label=’Derivada del caudal unitario en t’+str(j))
116 plt.xlabel(’x [m]’)

17 plt.ylabel(’dq_dx [m/s]’)

s plt.titleCSolucién método cuasiestatico para dq_ dx’)

o plt.legend()

10 plt.savefig(’Solucion-derivada-caudal-unitario.png’, dpi=fig.dpi)
21 plt.show()

123 # Graficar la solucién de dh__dx

4 fig = plt.figure(dpi=150)

s for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

126 plt.plot(x,dh_ dx[j],label="Derivada de la altura de escurrimiento en t’+str(2*j))
127 plt.xlabel(’x [m]’)

s plt.ylabelCCdh_dx [m/s]”)

10 plt.titleCSolucién método cuasiestatico para dh_ dx’)

130 plt.legend()

131 plt.savefig(’Solucion-derivada-altura-escurrimiento.png’, dpi=fig.dpi)

132 plt.show()

134 # Se definen los vectores solucién para diversas variables de interés
135 ~# para cada x

136 F

137 # Variables:
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138 # Rho_slurry: (kg/m~3) Densidad de la mezcla

139 # N__Fr: (-) Numero de Froude

0 # V. (m/s) Velocidad media de escurrimiento

41 # D_h: (m) Diametro hidraulico

w2 #f_D: (-) Factor de friccién de Chilton y Staisnby
s #J (m/m) Pendiente del plano de carga

44 # S: (m/m) Pendiente del canal

s # N_Re: (-) Namero de Reynolds

146 # Numerador: (-) Numerador en la ecuacidén del eje hidraulico
147 # Denominador: (-) Denominador en la ecuacién del eje hidraulico

48 # dq_dx: (m/s) Variacién espacial del caudal por unidad de ancho
49 # dh_ dx: (-) Variacidén espacial de la altura de escurrimiento

150 # X (-) razoén esfuerzo de fluencia/esfuerzo de pared

151 # hn: (m) Altura normal de escurrimiento

152 # hc: (m) Altura de escurrimiento critica (minima energia esp.)
153 # Dc: (m) Diadmetro critico de deposicién

155 Rho_slurry = np.zeros((nt,nx)); N_Fr = np.zeros((nt,nx)); V = np.zeros((nt,nx));
156 D_h = np.zeros((nt,nx)); £ D = np.zeros((nt,nx)); J = np.zeros((nt,nx));

157 N__Re = np.zeros((nt,nx)); d_ c = np.zeros((nt,nx)); gs = np.zeros((nt,nx));

iss gl = np.zeros((nt,nx)); mu = np.zeros((nt,nx)); hn = np.zeros((nt,nx));

159 hc = np.zeros((nt,nx)); I = np.zeros((nt,nx)); I_p = np.zeros((nt,nx))

160

161

162 for j in range(nt):

163 for i in range(nx):

164 Rho_ slurryl[jlli] = rho_ slurry(rho_s,rho_ 1,philjl{i])

165 muljllil] = mu_ slurry(philjlil)

166 N_ Fr(jllil = Adimensional(qljllil,h[jllil,philjl{i],Rho_ slurryl[jl[il,B)[1]

167 V[J][l] = q[J][l]/h[J][l]

168 D_ h[jlli] = Dh(nljlli],B)

169 f_DI[jllil = £_ChiltonSainsby(VI[jli],D_ h[jllil,muljl[i], Ty,Rho_ slurryljl[i])[0]
170 JGIl = J_Darcy(qljllil,h(jllil,B,f_DI[jI{D

171 N__Reljllil = Adimensional(q[jl[il,h[jllil,philjl[il, Rho__slurryljl[il,B)[O]

172 d_c[jllil = dc(qljllil,h[jllil,philj]l[i],B,rho_s,rho_1)

173 gs(jllil = qljllil*philjlli]
174 alljllil = qljllil*(1-philjl[ED

175 I[jl[i] = qO0x(1-phiO0) - qlljlli]

176 I_pljllil = (q0*(1-phi0) - qlljlli])/(q0*(1-phi0))

177 hn[jlli] = Altura_ normal(q[jlil,h[j][i],philj](i],x[il,S[j1(i],

178 B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corteljllil,d_min,n0,d0,phi0)
179 hcljlli] = Altura_ critica(q[jl[i])

180

181~ # Graficar el Nimero de Froude en funcidén de x

2 fig = plt.figure(dpi=150)

153 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

184 plt.plot(x,N_Fr[jl,label="Fr $t=$"+str(G)+’ [$s$]")
155 plt.xlabelC$x$ [$m$]”)

56 plt.ylabelCFr [-]’)

157 plt.titleCNamero de Froude para cada x’)

155 plt.legend()

150 plt.savefig(’Numero-de-Froude.png’, dpi=fig.dpi)
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plt.show()

# Graficar el Numero de Reynolds en funcidén de x

fig = plt.figure(dpi=150)

for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,N__Reljl,label="Re $t=%$"+str(G)+’ [$s$]’)

plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)

plt.ylabelCRe [-]’)

plt.titleCNumero de Reynolds para cada x’)

plt.legend()

plt.ticklabel format(style=’sci’, axis="y’, scilimits=(0,5))

plt.savefig(’Numero-de-Reynolds.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches="tight’)

plt.show()

# Graficar la velocidad media de escurrimiento en funcién de x
fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

plt.plot(x,VI[jl,label="$v(t)$ $t=%"+str(G)+’ [$s$]")
plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)
plt.ylabel(C$v$ [$m/s$]")
plt.title(’Velocidad media de escurrimiento para cada x’)
plt.legend ()
plt.savefig(’Velocidad-media-de-escurrimiento.png’, dpi=fig.dpi)
plt.show()

# Graficar el factor de friccién en funcién de x
fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,f_Dl[j]l,label="$f(t)$ $t=8$ +str(j)+’ [$s$]’)
plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)
plt.ylabel(C$£$ [-17)
plt.titleC’Factor de friccién para cada x’)
plt.legend()
plt.savefig(’Factor-de-friccion.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches="tight’)
plt.show()

# Graficar la pendiente de la linea de carga en funcién de x
fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,J[jl,label="$J(t)$ $t=$ +str(jD+’ [$s3$]’)
plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)
plt.ylabel($J$ [$m/m$])
plt.titleCPendiente de la linea de carga para cada x’)
plt.legend()
plt.savefig(’Pendiente-linea-de-carga.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
plt.show()

# Graficar el flujo volumétrico de liquido en funcién de x

fig = plt.figure(dpi=150)

for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,qlljl,label="$q_ {1} (t)$ $t=$ +str(G)+’ [$s$]")

plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)
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22 plt.ylabel(C$q_{1}$ [$m~2/S$]’)

23 plt.titleCFlujo volumeétrico de liquido para cada x’)

21 plt.legend()

us  plt.savefig("Flujo-volumetrico-liquido.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
26 plt.show()

247

s # Graficar las pérdidas por atrapamiento acumuladas en funcién de x

u  fig = plt.figure(dpi=150)

0 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

251 plt.plot(x,I[jl,label="$I(t)$ $t=%"+str(G)+’ [$s$]")

50 plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)

53 plt.ylabel(C$I$ [$m~2/S$]")

54 plt.titleCPérdidas de agua por atrapamiento para cada x’)

55 plt.legend()

56 plt.savefig("Perdidas-de-agua-por-atrapamiento.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
57 plt.show()

259 # Graficar las pérdidas por atrapamiento acumuladas en funcién de x
w0 fig = plt.figure(dpi=150)

%1 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

262 plt.plot(x,I_pljl,label="$I(t)$ $t=%"+str(G)+  [$s$]")

%3 plt.xlabel(C$x$ [$m$]’)

% plt.ylabel(C$I$ [-])

%s  plt.titleCPérdidas de agua por atrapamiento para cada x’)

w6 plt.legend()

%7 plt.savefig(’Perdidas-de-agua-por-atrapamiento.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches="tight’)
%8s plt.show()

269

20 ## Graficar el didmetro de corte en funcidén de x

o fig = plt.figure(dpi=150)

22 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

273 d_ cljl = d_ c[j]1*1000000

274 plt.plot(x,d_ cljl,label="8d_ {c}(t)$ $t=8"+str(G)+’ [$s$]")

5 plt.xlabel(C$x$ [$m$]”)

76 plt.ylabel(C$d_ {c}$ [$\mu m$]’)

277 plt.titleCDidmetro de corte para cada x’)

23 plt.legend()

279 plt.savefig(’Diametro-de-corte.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
250 plt.show()

22 ## Graficar la densidad de la mezcla en funcién de x

2wy fig = plt.figure(dpi=150)

4 for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):

285 plt.plot(x,Rho_ slurry[jl,label=r'$\rho (t)$ $t=%"+str(j)+ [$s$]")
6 plt.xlabel(C$x$ [$m$]”)

7 plt.ylabel(r’$\rho$ [$kg/m~3$]")

s plt.title(Densidad de la mezcla para cada x’)

%0 plt.legend()

w0 plt.savefig(’Densidad-de-la-mezcla.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
291 plt.ShOW()

292

203  # Graficar la viscosidad de la mezcla en funcién de x
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fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
mulj] = mul[j]*1000
plt.plot(x,muljl,label="$\mu (t)$ $t=8+str(G)+’ [$s$]’)
plt.xlabel($x$ [$m$]’)
plt.ylabel(C$\mu$ [$mPa \cdot s$]’)
plt.title(’Viscosidad de la mezcla para cada x’)
plt.legend ()
plt.savefig("Viscosidad-de-la-mezcla.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
plt.show()

# Graficar el didmetro hidraulico en funcién de x
fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,D_hljl,label="$D_ {h}(t)$ $t=$+str(G)+’ [$s$]")
plt.xlabel($x$ [$m$]’)
plt.ylabel($D_ {h}$ [$m$])
plt.titleCDidmetro hidriulico para cada x’)
plt.legend()
plt.savefig(’Diametro-hidraulico.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
plt.show()

# Graficar la pendiente del canal en funcién de x
fig = plt.figure(dpi=150)
for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
plt.plot(x,S[jl,label="$S(t)$ $t=%"+str(j)+’ [$s$]”)
plt.xlabel($x$ [$m$]’)
plt.ylabel("$S$ [$-3$]")
plt.title(CPendiente del canal para cada x’)
plt.legend()
plt.savefig("Pendiente-canal.png’, dpi=fig.dpi, bbox_ inches=’tight’)
plt.show()

# Se importa una libreria con la que se puede exportar resultados a excel
import openpyxl

# Se crea un workbook y luego se activa

wb = openpyxl.Workbook()

hoja = wb.active

for j in range(0,nt,int((nt-1)/5)):
hoja = wb.create_sheet(index=1, title="Hoja ’+str(j))
hoja = wb['Hoja ’'+str(j)]
wb.active = hoja

# Encabezados de la primera fila de los resultados exportados
hoja.append((’x [m]’,’q [m~2/s]’,’h [m]’,’phi [-]’,’V [m/s]’,’Dh [m]’,’Re [-]’,’Fr [-]’,
fD [-1°,’J [m/m]’,’dc [m]’,’rho’,’mu’,’S?))

# crear tuplas
tupla = []

# Se insetan fila a fila las soluciones de cada variable para cada x
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349

350

351

352

353

354

355

35

36

37

38

39

for i in range(nx):
tupla.append([x[il, q[jlli], hijlfi], philjllil, V[jlli], D_h[jl{l, N_Reljllil, N_Frjlfl, f_DIjlll,
J[j10), d_cljllil, Rho_ slurryljllil, muljllil, S[jlill)

# agregar las tuplas al excel
for fila in tupla:
hoja.append(fila)

# Se guarda la hoja creada en un excel
wb.save(’Valores-eje-hidraulico.xlsx’)

Cdédigo B.2: Cédigo principal con el método de Runge-Kutta de orden 4

#Importar librerias

import numpy as np

import math

from matplotlib import pyplot as plt

# Método de Runge-Kutta de orden 4 para resolver sistema de ecuaciones diferenciales
def Runge_ Kutta_ System(f,g,m,S,q0,h0,phi0,a,b,t):

# Vector que indica el paso y los limites en donde se evalia x
x = np.arange(a,b+t,t)

# Numero de nodos
n = len(x)

# Vectores solucién para q, h y phi
q = np.zeros(n); h = np.zeros(n); phi = np.zeros(n)

# Condiciones de borde para g, h y phi en x=0
ql[0] = qO; h[0] = hO; phil0] = phi0

# Variables globales del sistema

rho_s = 2700; rho_1 = 1000; Ty = 0.5; B = 1; n0 = 2; d0 = 0.0003
Tolerancia = 10**(-20); Parametro = 0.000001;

d_max = d0*(-1*math.log(Tolerancia))**(1/n0)+Parametro
d_min = dO*(-1*math.log(1+Tolerancia))**(1/n0)+Parametro

# Vector solucidn para la derivada espacial del caudal y de la altura de escurrimiento
dq_dx = np.zeros(n); dh_ dx = np.zeros(n); dphi_ dx = np.zeros(n)

#Vector solucién para el didmetro de corte y su valor inicial (defecto)
d_ corte = np.zeros(n); d_ corte[0] = d_max

# Iteracién
for i in range(n-1):

if d__corteli] < dc(qlil, hlil, philil, B,
rho_s, rho_1):

d_ corteli+1] = d_ corteli]
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else:
d_ corteli+1] = dc(qlil, hlil, philil, B,
rho_s, rho_1)

k1 = t*f(qlil, hlil, philil, x[il, Slil, B,

rho_s, rho_1, Ty, d_ cortelil, d_min, d0, n0, phiO)
11 = txg(qlil, hlil, philil, x[il, Sli, B,

rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli]l, d_min, d0, n0, phiO)
ml = txm(qlil, hlil, philil, x[il, Slil, B,

rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli]l, d_min, dO, n0, phiO)

k2 = t*f(qlil+k1/2, hlil+11/2, philil+m1/2, x[i]l+t/2, Slil], B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_min, 40, n0, phiO)

12 = t*g(qlil+k1/2, hlil+11/2, philil+m1/2, x[il+t/2, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli]l, d_min, d0, n0, phiO)

m2 = txm(qlil+k1/2, hlil+11/2, philil+m1/2, x[i]+t/2, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ cortelil, d_min, d0, n0, phiO)

k3 = t*£(qlil+k2/2, hli]+12/2, philil+m2/2, xli]+t/2, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_min, 40, n0, phiO)

13 = t*g(qlil+k2/2, hli]+12/2, philil+m2/2, x[i]l+t/2, Sli], B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_min, 40, n0, phiO)

m3 = txm(qlil+k2/2, hli]+12/2, philil+m?2/2, x[i]+t/2, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_min, 40, n0, phiO)

k4 = t*f(qlil+k3, hlil+13, philil+m3, x[il+t, Shl, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_ min, 40, n0, phiO)
14 = txg(qlil+k3, nhli]+13, phili]+m3, x[i]+t, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_ min, 40, n0, phiO)
m4 = txm(qlil+k3, hli]l+13, philil+m3, x[il+t, Slil, B,
rho_s, rho_1, Ty, d_ corteli], d_min, 40, n0, phiO)

qli+1] = qlil + (1/6)*(k1+2%k2+2xk3+k4)
hli+1] = hli] + (1/6)*(11+2%12+2%13+14)
phili+1] = phili] + (1/6)*(m1+2*m2+2*m3+m4)

dqg_dx[i] = ((1/6)*(k14+2%k2+2*k3+k4))/t
dh_ dx[i] = ((1/6)*(1142x12+2%13+14))/t
dphi_ dx[i] = ((1/6)*(m1+2*m2+2*m3+m4))/t

return [q,h,phi,dq_dx,dh_ dx,d_ corte]

Cdédigo B.3: Funcién que cuantifica la densidad de la mezcla

# Funcién que determina la densidad de la mezcla sélido-liquida
#

# Inputs:

# rho_s: (kg/m~3) Densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla
# rho_l: (kg/m~3) Densidad del liquido que compone la mezcla

# phi: (-) Concentracién volumétrica de sdlidos de la mezcla

#

# Outputs:
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o # rho_slurry: (kg/m~3) Densidad total de la mezcla
10

11 def rho_ slurry(rho_ s,rho_ 1,phi):

> return rho_ s*phi + rho_ 1*(1-phi)

Cédigo B.4: Funcién que cuantifica la viscosidad de la mezcla

1 # Funcién que determina la densidad de la mezcla sélido-liquida
#

)

5 # Inputs:

4 # phi: (-) Concentracién volumeétrica de sélidos de la mezcla
s # mu_a: (Paxs) Viscosidad del agua

6 # phi_m: (-) Concentracién critica de empaquetamiento

7 #

g # Outputs:

o # mu_slurry:  (Paxs) Viscosidad de la mezcla

def mu_ slurry(phi,mu_a=0.001,phi_m=0.6):
return mu_ a*(1 - phi/phi_m)*x*(-2)

¥

Cédigo B.5: Funcién que cuantifica la tension de fluencia

1 # Funcién que determina la tensién de fluencia

2 FH#

3 # Inputs:

4 # phi: (-) Concentracién volumétrica de sélidos de la mezcla
s # mu_ a: (Paxs) Viscosidad del agua

6 # phi_m: (-) Concentracion critica de empaquetamiento

7 #H

s # Outputs:

o # mu_ slurry: (Pa*s) Viscosidad de la mezcla

11 def ty(phi,d0,m=0.55,phi__m=0.6):
2 Ka=0.16 + 2.4%10**(-7)/d0
13 return (Ka/(phi_m - phi))**(1/m)

Cddigo B.6: Funcién que determina el didmetro hidraulico

1 # Funcién que determina el didmetro hidraulico del escurrimiento
2 #

3 # Inputs:

4 # h: (m) Altura de escurrimiento
s # B: (B) Ancho del canal

6 H

7 # Outputs:

s # Dh: (m) Diametro hidraulico

9

10 def Dh(h,B):

i1 R_h = h*B/(2*xh+B)
2 D_h=4xR_h

3 return D_h
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Cddigo B.7: Funcién que cuantifica la pendiente de la linea de carga

1 # Funcién que calcula la pendiente de la linea de carga segin la expresién
2 # de Darcy-Weisbach

3 #

4+ ## Inputs:

s # (-) Factor de friccién de Chilton y Stainsby

6 # h: (m) Altura de escurrimiento

7 # B: (m) Ancho del canal

s # q: (m~2/s) Caudal de mezcla por unidad de ancho
o # gr: (m/s”2) Aceleracién de gravedad

0 #

n # Outputs:

n # J (m/m) Pendiente de la linea de carga

14 def J__Darcy(q,h,B,ff,gr = 9.8):

s D_h = Dh(h,B)

16 J = fIx(1/D_h)*((g**(2))/(2*%gr*xh**(2)))
17 return J

Cédigo B.8: Funcién que cuantifica la altura normal de escurrimiento

1 # Funcién que calcula la altura normal de escurrimiento

2 #

3 # Inputs:

4 #qQ (m~2/s) Caudal de mezcla unitario

s # h: (m) Altura de escurrimiento (por defecto) que inicia la iteracién
6 # phi: (-) Concentracién volumétrica de sélidos de la mezcla

7 #S: (-) Pendiente del canal

s # B: (m) Ancho del canal

9 # rho_s: (kg/m~3) Densidad de las particulas s6lidas que componen la mezcla
10 # rho_ 1 (kg/m™~3) Densidad del liquido que compone la mezcla

11 # mu_ slurry: (Paxs) Viscosidad de la mezcla

2 # Ty: (Pa) Tensién de fluencia de la mezcla

13 # d__max: (m) Diametro méaximo de la distribucién de tamarfios

14 # d_min: (m) Didmetro minimo de la distribucién de tamafios

1s # gr: (m/s~2) Aceleracién de gravedad

16 # phi_m: (-) Concentracién critica de empaquetamiento de la mezcla

17 F#

18 # Outputs:

19 # hn: (m) Altura normal de escurrimiento

20

1 def Altura_ normal(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corte,

]

2 d_ min,n0,d0,phi0,gr=9.8,phi_ m=0.6):
3 hn=h

2 epsilon = 10%*(-8)

» G =1

% F =2

27 while G + F > epsilon:

28 rho = rho_ slurry(rho_s,rho_1,phi)

2 mu = mu_ slurry(phi)

30 C1 = Factores(q,hn,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[0]
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C2 = Factores(q,hn,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[1]

A = q/(phi_m - phi)
= AxC2/(1 - AxC1)

Mmoo Q

- rho*xgrxhn*S
dgq_dx = (C*F/D)/(1 + C*E/D)

= -1*dq_ dx*(Cl*(rho_s-rho_D*qg**(2)/hn + 2*(q/hn)*rho)
hn = (-1x(1/8)*f_ ChiltonSainsby(q/hn,Dh(hn,B),mu, Ty, rho)[0]*xq**(2)/(gr*S))**(1/3)

return hn

= rho*gr*hn + (rtho_s - rho_ D*C2*((gq**(2))/(hn)) - rho*x(q/hn)**(2)
= Clx(rho_s - rtho_ D*((g**(2))/hn) + 2*(q/hn)*rho
= -(1/8)*f__ChiltonSainsby(q/hn,Dh(hn,B),mu, Ty,rho)[0]*rho*(q/hn)**(2)

Cédigo B.9: Funcién que cuantifica la altura critica de escurrimiento
# Funcién que calcula la altura critica del escurrimiento
#
3 # Inputs:
4 F# Qq: (m~2/s) Caudal de mezcla unitario

5 #

# Outputs:
# hc: (m) Altura critica de escurrimiento
def Altura__ critica(q,gr=9.8):

hc = (g*x*(2)/gr)*=*(1/3)

return hc

Cédigo B.10: Funcién que retorna los nimero adimensionales (Re y Fr)

# Funcidén que determina el namero de Reynolds y el namero de Froude
#

def Adimensional(q,h,phi,rho,B,gr = 9.8):
Rh = h*B/(2*¥h+B)
D_h = 4*xRh
mu = mu_ slurry(phi)
Re = rho*(q/h)*D_h/mu
Fr = (q/h)/(gr*h)**(1/2)
return [Re, Fr]

5 # Inputs:
s # Q: (m~2/s) Caudal de mezcla por unidad de ancho
s # h: (m) Altura de escurrimiento
# rho: (kg/m~3) Densidad de la mezcla
# mu_ slurry: (Paxs) Viscosidad dinamica de la mezcla
# gr: (m/s~2) aceleracién de gravedad
# B: (m) ancho del canal
##
# Outputs:
# Re: (-) Namero de Reynolds
# Fr: (-) Numero de Froude

95



Cédigo B.11: Funcién que cuantifica el didmetro de corte

1 # Funcién que determina el didmetro de corte segin la relacién deducida por Poloski
2 # entre el nimero de Froude de Durand y el nimero de Arquimedes de las particulas sélidas
3 #

4+ ## Inputs:

s #Q: (m~2/s) Caudal de mezcla por unidad de ancho

6 # h: (m) Altura de escurrimiento

7 # phi: (-) Concentracién volumeétrica de sélidos de la mezcla

s # B: (m) Ancho del canal

9 # rho_s: (kg/m~3) Densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla
0 # rho_ 1: (kg/m~3) Densidad del liquido que compone la mezcla
1 # mu_ slurry: (Paxs) Viscosidad de la mezcla

n # gr: (m/s~2) Aceleracién de gravedad

13 # a,b: Coeficientes empiricos en la relacién entre Fr y Ar

14 F

15 # Outputs:

16 # dc: (m) Didmetro de corte

15 def dc(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,gr=9.8,a=0.59,b=0.15):
v rho = rho_slurry(rho_s,rho_1,phi)

0 mu = mu_ slurry(phi)

o1 S =rho_s/rho_1

» D = (3/4)*((mux**(2))/(gr(S - 1)*(rho)**(2)))

» C = g/(a*h*x(gr*(S - 1)*Dh(h,B))**(1/2))

2 return (D*Cx*(1/b))**(1/3)

Cédigo B.12: Funcién que expresa la funcién densidad de la distribucion de
concentraciones

| import math
2 # Funcién que expresa la forma de la distribucién de concentraciones volumétricas
3 # de sdlidos en la mezcla sélido-liquida por tamafio de particula

4 F

s # Inputs:

6 # d: (m) Tamafio de particula

7 # d__max: (m) Tamafio maximo de particula en el intervalo de integraciéon
8 # d__min: (m) Tamafio minimo de particula en el intervalo de integracién
9 #

10 # Outputs:

1 # phi_ d: (-) Distribucién de concentraciones por tamaifio

13 def phi_ distribution(d,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0):

14 if d >= d_min and d <= d__corte:

15 phi = phiO*(1/d0)*n0*(d/d0)**(n0-1)*math.exp(-1*(d/d0)**n0)
16 else:

17 phi =0

18 return phi
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Cédigo B.13: Funcidén que calcula los factores utilizados para calcular la derivada
de d,

1 # Factores utilizados para expresar la derivada espacial de la concentracién

» # volumétrica de sélidos de la mezcla (en la direccién del flujo) en funcién de
3 # la derivada espacial de la altura de escurrimiento y la derivada espacial

4 # del caudal del mezcla (en la direccién del flujo)

5 F#

¢ # Inputs:

7 #F#Q: (m~2/s) Caudal de mezcla por unidad de ancho

s # h: (m) Altura de escurrimiento

o # phi: (-) Concentraciéon volumétrica de sélidos de la mezcla

0 # B: (m) Ancho del canal

11 # rho_ s: (kg/m~3) Densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla
1» # rho_ 1: (kg/m"~3) Densidad del liquido que compone la mezcla
13 # mu_ slurry: (Paxs) Viscosidad de la mezcla

14 # d__max: (m) Didmetro maximo de la distribucién de tamafios
15 # d__min: (m) Didmetro minimo de la distribucién de tamarfios
16 # d__anterior: (m) Didmetro de corte de la iteracién anterior

17 # gr: (m/s~2) Aceleracién de gravedad

18 # a,b: Coeficientes empiricos en la relacién entre Fr y Ar

19 F#

20 ## Outputs:

u # Cl1, C2: Factores variables en funcién de g, h y phi

22

23 def Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0
24 ,gr=9.8,a=0.59,b=0.15,phi_ m=0.6,mu_ a=0.001):

»s rtho = rho_ slurry(rho_s,rho_ 1,phi)

»  mu = mu_slurry(phi)

27 S = rho_s/rho_1

s A = (3/4)*x((mux*(2))/(gr*(S - 1)*rhox**(2)))

2w  C = g/(a*xh*(gr*Dh(h,B)*(S - 1))**(1/2))

5 d_c = dec(q,h,phi,B,rho_s,rho_1)

= phi_ distribution(d_ c,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)
-1%2x A*((rho_s-rho_1)/rho)*(C)**(1/b)

4xAx(mu_ a/mu)*(1-phi/phi_m)**(-3)*(1/phi_m)*(C)**(1/b)
Ax(1/b)*(C)**(1/b - 1)
1/(h*a*(gr*Dh(h,B)*(S-1))**(1/2))

30 I = (q/(a*x(gr*(S-1))**(1/2)))*(((2¥h+B)**(-1/2)*h**(3/2)*B**(1/2) -
37 (8/2)xhx*x(1/2)*B**(1/2)*(2xh+B)**(1/2))/(h**(3)*B))
3 K1 = (1/3)*(A*(C)**(1/b))**(-2/3)*D*F*G

3 K2 = (1/3)%(A*(C)**(1/0))**(-2/3)*D*F*1I

0 X0 = (1/3)*(A*(C)*x(1/b))**(-2/3)*D*(E+L)

4 Cl =K1/(1-X0)

n  C2 = K2/(1-X0)

5 return [C1,C2]

QM Mg
Il

Cédigo B.14: Funcién que expresa la derivada del caudal unitario

1 # Funcién que expresa la derivada del caudal por unidad de ancho
2 #
3 # Inputs:
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4

5

6

7

8

9

# q: (m~2/s) Caudal por unidad de ancho

# h: (m) Altura de escurrimiento

# phi: (-) Concentracién volumeétrica de sélidos de la mezcla

# dzs_ dx: (-) Pendiente del canal para cada x

# B: (m) Ancho del canal

# rho_s: (kg/m~3) Densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla
# rho_1l: (kg/m~3) Densidad del liquido que compone la mezcla

# mu_ slurry: (Paxs) Viscosidad de la mezcla

# Ty: (Pa) Tensién de fluencia de la mezcla

# d__max: (m) Didmetro méaximo de la distribucién de tamafios

# d_ min: (m) Didmetro minimo de la distribucién de tamafios

# gr: (m/s~2) Aceleracién de gravedad

# a,b: Coeficientes empiricos en la relacién entre Fr y Ar

# phi_m: (-) Concentracion critica de empaquetamiento del lecho de particulas
S

# Outputs:

# f: (m/s) Derivada espacial en la direccién del flujo del caudal unitario

def f(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corte,d_ min,d0,n0,phi0,gr=9.8,phi__m=0.6):
rho = rho_ slurry(tho_ s,rho_1,phi)
mu = mu_ slurry(phi)
C1 = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[0]
C2 = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[1]
A = q/(phi_m - phi)
= AxC2/(1 - AxC1)
= rhoxgr*h + (rtho_s - rho_1)*C2x((q**(2))/(h)) - rhox(q/h)**(2)
= C1l*(rho_s - tho_D*((g**(2))/h) + 2*(q/h)*rho
= -(1/8)*f__ChiltonSainsby(q/h,Dh(h,B),mu, Ty,rho)[0]*rho*(q/h)**(2) - rhoxgr*h*S
hc = Altura_ critica(q)
hn = Altura_ normal(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corte,d_ min,d0,n0,phi0)
if hc > h and h > hn:
C=0
return (C*F/D)/(1 + C*E/D)

TmgQ

Cédigo B.15: Funcién que cuantifica la el factor de fricciéon de Chilton y Stainsby

# Calcula el factor de friccién de Darcy empleando del modelo de
# Chilton & Sainsby (J. Hydraul. Eng. 124, pp. 522-529)

#
# Inputs:

# v (m/s) Velocidad media del flujo
# D: (m) Diametro hidraulico

# eta: (Paxs) Viscosidad equivalente en la pared

# ty: (Pa) Esfuerzo de fluencia

# rho: (kg/m~3) Densidad de la mezcla

# n:  (-) Indice de flujo

# X0: (-) Valor inicial para la razdn ty/esf. en la pared

#
# Outputs:

# fD: (-) Factor de friccién de Darcy

# X: (-) Razén esfuerzo de fluencia/esfuerzo de pared

# Ren: (-) Numero de Reynolds definido por Chilton y Stainsby
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def £ ChiltonSainsby(v,D,mu, Ty,rho,n=1,X0=0.1,ep=1e-10):

nit=0

X=1

a = 1/(2*n+1)

b = 2*xn/((n+1)*(2*n+1))

c = 2*n**2/((n+1)*(2*n+1))

while np.abs(X/X0-1)>ep:
X=X0
eta = mu*x((3*n+1)/(4*n))**(n-1)*(1/(1-X))*(1/(1-a*xX-b*xX**x2-cxX**3))**(n-1)
Ren = rhoxv*D/(eta*((3*n+1)/4*n)*(1/(1-a*xX-b*X**2-cxX*%3)))/np.power(1-X,4)/np.power(n,2)
fD = 0.316/np.power(Ren,0.25)
X0 = 8*Ty/rho/np.power(v,2)/fD;
nit +=1

return [fD,Ren,X,nit]

Cédigo B.16: Funcién que cuantifica la derivada de la altura de escurrimiento

# Funcidén que expresa la derivada de la altura de escurrimiento

#£
# Inputs:
4 FQ: (m~2/s) Caudal por unidad de ancho
s # h (m) Altura de escurrimiento
# phi: (-) concentracién volumétrica de sélidos de la mezcla
# dzs_dx: (m/m) pendiente del canal
# B: (m) ancho del canal
# rho_ s: (kg/m~3) densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla

# rho_ 1 (kg/m™3) densidad del liquido que compone la mezcla
# mu_ slurry: (Pax*s) viscosidad equivalente en la pared

# Ty: (Pa) tensién de fluencia
3 # d__max: (m) Diadmetro méaximo de la distribucién de tamafios
+ # d_min: (m) Didmetro minimo de la distribucién de tamafios
s # gr: (m/s”2) aceleracién de gravedad

#

# Outputs:

# g (m/m) derivada espacial de la altura de escurrimiento

def g(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corte,d_min,d0,n0,phi0,gr=9.8,phi_ m=0.6):

rho = rho_ slurry(rho_ s,rho_1,phi)
mu = mu_ slurry(phi)
C1 = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[0]
C2 = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_ min,n0,d0,phi0)[1]
A = gq/(phi_m - phi)
= AxC2/(1 - A*C1)
= rho*gr*h + (tho_s - rho_1)*C2x*((q**(2))/(h)) - tho*(q/h)**(2)
= Cl*(rho_s - rho_D*((g**(2))/h) + 2*(gq/h)*rho
= -(1/8)*f_ChiltonSainsby(q/h,Dh(h,B),mu,Ty,rho)[0]*rho*(q/h)**(2) - rho*gr*h*S
hc = Altura_ critica(q)
hn = Altura_ normal(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_ corte,d_min,d0,n0,phi0)
if hc > h and h > hn:
CcC=0
return (F/D)/(1 + CxE/D)

TmgQ
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Cédigo B.17: Funcién que expresa la derivada de la concentracion volumétrica de
s6lidos

1 # Funcién que expresa la derivada de la concentracién volumétrica

2 F#

3 # Inputs:

s #QqQ: (m~2/s) Caudal por unidad de ancho

s # h: (m) Altura de escurrimiento

6 # phi: (-) concentracién volumétrica de sélidos de la mezcla

7 # dzs_dx: (m/m) pendiente del canal

s # B: (m) ancho del canal

o # rho_s: (kg/m~3) densidad de las particulas sélidas que componen la mezcla

0 # rho_lL: (kg/m™3) densidad del liquido que compone la mezcla
11 # mu_ slurry: (Paxs) viscosidad equivalente en la pared

i # Ty: (Pa) tensién de fluencia

13 # d__max: (m) Diametro méaximo de la distribucién de tamafios
14 # d_min: (m) Didmetro minimo de la distribucién de tamafios
15 # gr: (m/s~2) aceleracién de gravedad

16 #

17 # Outputs:

18 # m: (1/m) derivada espacial de la altura de escurrimiento

19

2 def m(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_1,Ty,d_corte,d_min,d0,n0,phi0,gr=9.8,phi_ m=0.6):
2t rho = rho_ slurry(tho_s,rho_1,phi)

» mu = mu_ slurry(phi)

3 C1l = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_min,n0,d0,phi0)[0]

2 C2 = Factores(q,h,phi,B,rho_s,rho_1,d_ corte,d_min,n0,d0,phi0)[1]

»s A= q/ (phi_m - phi)

= AxC2/(1 - A*C1)

= rhoxgr*h + (tho_s - rho_1)*C2x((g**(2))/(h)) - rhox(q/h)**(2)

= Clx*(rho_s - rho_D*((gq**(2))/h) + 2*(q/h)*rho

= -(1/8)*f__ChiltonSainsby(q/h,Dh(h,B),mu, Ty,rho)[0]*rho*(q/h)**(2) - rhoxgrkh*S
50 hc = Altura_ critica(q)

31 hn = Altura_normal(q,h,phi,x,S,B,rho_s,rho_l,Ty,d_corte,d_min,dO,nO,phiO)

2 if hc > h and h > hn:

33 C=0

3 return C1x(C*F/D)/(1 + C*E/D) + C2x(F/D)/(1 + C*E/D)

T gQ
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Anexo C

Resolucion de método cuasiestatico

C.1. Etapa 1: Resolucion del sistema en el tiempo inicial

En esta etapa se detalla el como resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado para el
tiempo inicial ) y asi obtener la solucién de ¢(x;), (x;) y ¢(x;) en todo el espacio, o bien, para
todo i € [0,n].

Para resolver el sistema de EDO’s acoplado expresado en las Ecuaciones 4.71, 4.72 y 4.73,
dadas las condiciones de borde e inicial presentadas en las Ecuaciones 3.22, 3.23 y 3.24 y 3.21,
respectivamente, se procede a utilizar el método de Runge-Kutta de orden 4. La eleccién del método
de Runge-Kutta se respalda por el hecho de que el sistema de ecuaciones es de orden 1, no lineal y

homogéneo.

C.2. Etapa 2: Resolucion iterativa en el tiempo

En esta etapa se detalla el como resolver el sistema de EDO’s acoplado para todo instante de tiempo
t; y asi obtener la solucién de g(x;,t;), A(xi,t;) y ¢ (x;,t;) paratodo iy j.

Para resolver el problema para todo instante de tiempo, tan sélo se requiere la implementacién
de una solucién del tipo iterativa que registre la evolucion en la topografia del canal producto del
proceso de sedimentacion de particulas sélidas que se acumulan en el lecho. En otras palabras, a
partir del sistema de ecuaciones diferenciales obtenido una vez empleada la hipétesis cuasiestdtica
es posible obtener una expresion asociada a la tasa de crecimiento del lecho de particulas sélidas,

la cual modifica la topografia del canal en cada instante de tiempo.

Entonces, suponiendo que la tasa de crecimiento del lecho corresponde con una funcién y que
depende de ¢, h y ¢, entonces se tiene la relacion presentada en la Ecuacion C.1 la cual es valida
para instante de tiempo ¢ y en todo el espacio definido para x.

9z -
o) = wig,h¢) (S8

Al escribir numéricamente la expresion anterior, se obtiene la Ecuacién C.2.

Zs(Xiytjr1) — zs(xi 1))
At

= W(q(xlat])’il(xhtj)?(p(xl?tj)) Vie [O,I’l] /\V] € [Ovm] (Cz)
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En consecuencia, reordenando los términos de la ecuacion de la Ecuacién C.2 se obtiene la
Ecuacién C.3 la que corresponde a la ecuacion iterativa que le permite al sistema encontrar una
solucion para todo x; para cada ¢;.

Zs(-xiatj+l) - Zs(xiatj) +AIII/(Q(XZ',I]‘),7:1(X1‘,[]'),(])(Xi,tj)) (C3)

Luego, es fécil notar que la etapa 1 entrega como resultado g(x;,), h(xi,t0) y ¢ (xi,20) y, por lo
tanto, dado que zs(x;,%) es condicidn inicial (conocida) del problema, con el uso de la Ecuacién
C.3 se obtiene z;(x;,71) o la topografia del canal actualizada al instante de tiempo #;.

Posteriormente, dado que ahora se conoce la cota lecho (z;) en todo el espacio para 7| esta ingresa
como condicion al sistema de ecuaciones diferenciales valido en todo 7;, por lo que empleando
nuevamente la etapa 1 pero aplicada al instante de tiempo #; se obtienen las soluciones de g(x;,1;),
h(x;,t) y ¢ (x;,11) en todo el espacio. Luego, empleando nuevamente la etapa 2, se obtiene zy(x;, )
y asi sucesivamente se repite el procedimiento hasta #,, lo que entrega la solucién requerida en todo

el dominio definido para el espacio y tiempo, lo que concluye la etapa 2.

Cabe mencionar que en esta etapa es posible apreciar la evolucion temporal de cada una de
las variables en estudio, pese a estar resolviendo para cada instante de tiempo un problema en
régimen permanente, es en esta etapa particular en la cual la hipdtesis cuasiestatica demuestra
todo su potencial y supone una enorme simplificacion del modelo, conservando la fisica detras del
escurrimiento del relave.
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