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Resumcn

En este trabajo tratamos con álgebras conmutativas sobre un cuerpo tr, que

satisfacen la identidad polinomial de grado cuatro

0{@'s)" - ((ry)r)r} i 1{r'y - ({ry)r)r} :0 (1)

para (É, l) I (0,0), ([J,l) e px p. Estas rílgebras se ]laman Casi-Jorda¡r Ge-
neralizadas, y estudiaremos sus representarioncs suponiendo quc cha.r(F) I
2,3,5 y que éstas contienen un elemento idempotente e f 0.

Primero que nada, dada un álgebra Casi-Jordan Generalizada,4 y un es-
pacio vectorial 11,/ sobre F-, encontramos condiciones necesari¿s y suficientes
para que una aplicación 1inea1 p : A --+ End(lV) sea una representación de
A. A partir de este resultado se consigue una descomposición dcl módu1o M,
anáJoga a 1a descomposición de Peirce de A. Ocupando esta descomposición
y la descomposición dc Peirce de ,4, se describe completamente la acción de
A sobre el módulo M.

Después de esto, como el núcleo de una representación no es necesaria-
mentc un ideal de á, encontra,mos condiciones suficientes para que lo sea. Se

estudian también otras propiedades de los elementos de dicho núcleo. Para
el caso de álgebras Casi-Jordan Gencralizadas simples se sabc que si P I 0

o si B f 37 I 0, ellas son asociativas. Por otro lado se sabe tambión que si

A + 3'l :0, Ia;s álgebras son de Jordan y en caso ,6 : 0, se prueba que las
representacioncs sobre áJgebras simples son fieles. Fiaalmcnte estudiamos
los módulos irreducibles sobre ,4, llegando en algurros casos estudiados a la
conclusión quc ser utr módulo irreducible implica ser asociativo.



Abstract

In this work we deal with commutative algebras over a field F that satisfy
the identity

l3{(,'a), - ((ry)r)r} + 1{r'!t ((rs)z)r} - 0 (1)

for (8,1) I (0,0), (A,l) e F, x P. These type of algebras a¡e called Ge-
neralizcd Almost-Jo¡dan algebras, and we study their representations with
thc assumption that char(F) + 2,3,5 a.¡rd that they contain an idempotent
e+o

f irst, given a Generalized Almost-Jordan algebra A a:rd a vector space
M over F, we find necessary and sufrcient conditions fo¡ a linear applica-
tion p: A -+ End.(M) to be a representation of ,4. Through this result we
obta,in a decomposition of the module M analogue to Peirce decomposition
of A. Using this decomposition a¡rd Peirce decomposition of A, we describe
completely thc action of ,4 over the module M.

After that, since the kernel of a representation is not an ideal of ,4 we
find sufficient conditions for which this kernel is a¡ ideai of ,4. We also
study other properties of the elements of this kernel. For simplc Generalized
Almost-Jordan algebras it is k¡o¡rn that if B + 31 I 0 or p I 0, they are
associative algebras. On the other hand, it is also known that if fj + 3.y - 0

they are Jordan algebras and in the case É : 0, we prove that representations
over simple algebras are faithfirl. Finaliy we study the irreducible modules
of A, and we prove that in some cases to be an irreducible module implies
to bc a¡ associative module
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Introducción
Hasta mcdiados del siglo XIX sólo se conocía la efstelcia de álgebras con

productos asociativos y generalmente con elemento identid¿d, esto cambia
cuando en 1845 el matemático británico Arthur CaJey construye el ríJgebra
de octoniones, 1a cual tiene dimensión 8 sobre lR y es no asociativa. Años
más tarde el matemático noruego Sophus Lie estudiando ecuaciones deflren-
cialcs define las álgebras de Lie, las cuales además de no ser necesariamente
asociativas, no ticnen identidad.

En 1934 el físico alemán J.P. Jordan, intcntando dot¿r 1a mecánica
cuántica de formalismos matemáticos, deflnió un tipo de álgebras conmu-
tativas pero no asociativas y que satisfacen la identidad polinomial de grado
c,¿¿tro (r2g)r - ,'(ar). Las álgcbras de cse tipo fueron llamadas áJgebras de

Jordan y desde entonces fueron estudiadas por gran cantidad de matemáti-
cos. Entre ellos ellos cs importante destacar el trabajo de A. A. Albert
(1939)11] quien formuló nurnerosos teoremas respecto de la estructura de
álgebras r1e Jordan.

Tomando en cuenta todas estas construcciones, fue que se hizo necesaria
una teoría general sobre álgebras no asociativas. Ya dentro de esta nueva
etapa en el estudio de di.chas álgebras, grande ha sido cl aporte de J. lVI.

Osborn en 1<.r que concierne a 1a teoría y estudio de identidades y Variedades.
De hecho 1as áJgebras con 1as que trabajarcmos más adelante, nacen a partir



de un resultado de J. N{. Osborn. En efecto éstc demostró en [20] que dada
una álgebra,4 conmutativa (no asociativa) con unidad sobre un cuerpo de
característica distinta a 2 ó 3, y que satisface una identidad de grado 4 o
menor no implicada por la identidad conmutativa, entonces ,4 satisface una
de Ias siguientes idcntidades polinomiales:

(i) ((zz)r)z - (ru)(tr)

(ii) 3((zz)y).z - ((rr)r)y - 2((ry)r)r : 0

(ttr) z ( (y s) r) r z ((E t) y) r - z ((y r) r) y + 2 ((m) s)y - (* 
") 

(a a) - (xy) (ry) : 0

En 1988 este resultado fue generalizado por L. Carini, I. R. Hentzel y G.
M. Piacentini-Cattaneo en l7], donde demostraron que toda áJgcbra con-
mutativa (no necesariamente con unidad) sobre un cuerpo de característica
distinta de 2 ó 3, y que satisface una identidad dc grarlo 4 o menor no impli-
cada por la identidad conmutativa, cntonces satisface una de 1as siguientes
identidades polinomiales:

(i) l3@r)(rr) + 1(rr)r)r : 0

(tr) 2 § {(ry) (ry) (r r) (a's)} + t {( @y) r) y + ((r s) y) r - ((y y) r) r - ((" " ) a) al :
0

(i11) l3{((rr)e)r - ((ry)t)r} + 1{(m)t)u - ((ry)r)r} :0
(iv) ((ry) z)t - ((ry)t) z 1- ((yt)r) z ((yt) z)r -t ((y z)t)r - ((y z)r.)t - o

donde B y l son elementos fijos de1 cuerpol no ambos nulos. Con ei objeto
de estudiar 1a estructura de cualquier álgebra conmutativa que satisfaga una
identidad poiinomial de grado menor o igual a cuatro, el presente trabajo
cstudia la cstructura dc 1as á.1gebras que satisfacen 1as identidades pertene-
cientes a la tercera de estas familias.

1.2. Conceptos y definiciones t¡ásicas

Definición L.Z.L Sea F un cueryso. Una F -álgebra o un dlgebra sobre F es

un F-espacto uectortal A, sobre el cuaL se d,efine una apli,caci,ón F -bili,neal

4



AxA-+A
(a,b),+ ab

denotad,a por gurtapo st cr,ón, g llamada el prod,ucto del áIgebra o la multi.pli-
caczón del álgebra.

Definición 1.2.2 SeaAunaF-álgebraAseanr,y,ze A. Defi,nimos el aso-
ciarlor d.e los elementos r)y) z por (r,u, z) :- (ry)z - r.(yz), y el conmutador
d.e los elementos r,y por lr,yl :: .Ta - y:x.

Trabaj aremos con áigebras conmutativas no necesariamente asociativas,
es decir que satisfacen Ia Iey fr, g/] - ¡, Y r,'y e A, pero no necesariamente
satisfacen 1a ley asocitiva (*,A, 

") - A, Y r,y, z € A.

Para cada elemento r de un álgcbra no asociativa y conmutativa ,4.

definimos recursivamente 1as potencias principales de ;i; como sigue:

rt - t, ritt - nir, Vi € IS.

1.3. Variedades y Linealización
Un magma,A/ es un conjunto no vacío dotado de una operación binaria.

Si X es un conjunto no vacío (llamado conjunto dc símbolos). llamaremos
A/{X} al conjunto de todas 1as palabras de largo frnito que se pueden for
mar usando los elementos de X e indicando con paréntesis el orden de cada
yuxtaposición.

Diremos que dos palabras en,A/{X} son iguales si coinciden tanto en los

elementos de X que la conforman, como en el orden de 1os elementos y la
posición de los paréntesis.

Ejemplo 1.3.L Sea f, : {r1,r2,rt} entonces q, r2(r¡4), (r2r1)r3 son
tres elementos d'istintos de N{X}

Ejernplo 1.3.2 r¡rsr2 no está en N{X} ga que no hay paréntesi,s indi,can-
do en que orden se realizó la yurtaposi,ción-



De esta manera,A/{X} con la operación yuxtaposición forma un magma,
el cual es conocido como ma4tna libre sobre el conjunto X.
Si z es un elemento de "A/{ X} y r¡ € X, llamamos grado de z¿ en z (denotado
por deg{r¡, z}), aJ número de veces que aparece z, en la palabra z. Usa¡rdo
esta notación definimos el grado de z por deg{z} - \,.r* deg{r¡. z}.

Ejemplo 1.3.3 ,9ea X : {n1, 12, 13} entonces d,eg((r1q)z2)q - 4

Sea 17 un cuerpo, y denotemos por F{X} al conjunto de todas las com-
binaciones lineales finitas de elementos de,A/{X} con coeficientes en f'. Se

define en I'{X} de manera natural. una suma y un producto que esta dado
por:

(D"*,)(lpi$ :l a¿p¡z¡ut¡ a¡,8¡ e F y z¡,w¡ e N{X}

Además podemos dcfinir 1a pondcración . : F x F{X} -+ F{X}, donde
a' (locl,rzl) : lraa¡z¡. Así F{x} junto a esta,s operaciones forma un
álgebra sobrc F no necesa¡ia,r¡ente a^sociativa.

Dado / un clcmento de F{X}, como éste se puede expresar como com-
binación linael dc elementos dc ,A/{X}, dircmos que / cs homogénea si el
grado de cada variable r¡ € X es el mismo en todos los monomios. Por
otro lado dado z un monomio en ,A/{X}, y sean Í1, . . ., r- las variables de
z tal que n¿ : de-g{r.¿,2} > 0 pa.ra cada i : 7,...,rn. Reordenando los
Ír si es necesario de modo euc nr ) ... ) nra, di¡emos que z es de tipo
lnt,nz,. . . .n,.). De la misma r¡ranera dado / € F'{X} homogénea, podemos
dccir que / es dcl tipo In1, nz,. . .,n-.1 donde es lnt,ruz,.. . , n-,] el tipo de
todos de sus monomios.

1.3.4. Variedades de álgetrras

Supongamos que X: {rt, rz, . . . , x:k, . .. } y sea O: f{X}. Diremos
que / e é es una idcntidad de Ia F- álgebra A. si l(a1, ..., ¿,,) : 0 para todo
o,t,. . . ,&n e ,4. También podemos decir que A satisface f, o quc f es válida
cn A.



Deflnición 1.3.5 Sea S un subconjunto d,e Q, entonces la clase V (S) t'or-
mad,a por tod,as las F- dlgebras que sattsfacen todos los elementos rle S, se

llama Vaned,ad, d"e álgebras d,eterm'inad,a por S.

Para ./ e O, escribiremos f (r.t,*r,. .. ,r^) cuando / pertenezca a 1a

subálgebra de F{X} generada por {.r1, rz,. ..,r,,}. Si a1,a2,. ..,an, derro-
taremos por f (a1, a2, . . . , ct,n) al elcmcnto de ,4 obtenido al reemplazar los
,i por los {2, en la rcpresentación de / como suma y productos de elementos
de X.

Sea,4 una F-á1gebra, si llamamos /(,4) al ideal de,4 generado por el con-
junto {/(a1,. ,",,)I o4j...,arn €,4}, entonces de manera natural. A/J@)
satisface /. Por otro lado dado ¡.r: A -+ B un homomorfismo de álgebras,
entonces ¡;(A) satisface /, si y sólo si /(l) está en ei núcieo de p.

Sea 7 : V(,S) una variedad de á1gebras, si consideramos V(A) - @¡.r,f (A),
entonces 7(,4) resulta ser un ideal de ,4, más aún es e1 menor ideal tai que
A/V(A) e V. Por otro lado dado p : A -+ B un homomoformismo donde
B € V cntonces V(,a) c Ker(¡r), y además V(A) y f (A) son invariantes
bajo cualquier endomorfismo de A.

Mencionaremos las varicdadcs más cstudiadas en la teoía de álgebras no
necesariamente asociativas:

r El conjunto S - {ry - Sr} , define Ia variedad V(S) de álgebras
conmutativas.

. El conjunto S - {{r9)z- *(y r)} , defrne la variedad V(S) dc álgebras
asociativas.

. EI conjurto S : {r2; (ry) z + (yz)r + ("")U} , define la varicdad V(S)
de álgcbras de Lie.

. El conjunto S : lra - gr:(r2y)r - r'(yr)j , define la variedad V(S)
de álgebras de Jordan.

. E1 conj unto S - {r'A * ,@U); (A")" -yi} , deflne la variedad V(S)
de álgebras a.lternativas.



. El conjunto S - {ri+j - rirjl i,t e N}, dcfine la variedad V(S) dc
álgebras asociativas en las potencias.

. El conjunto S - {(ry)r-r(yr)}, define 1a variedad V(S) de álgebras
fexibles.

Definición L.3.6 Sea V es una uari,ed.ad, de F- álgebras,, y sea E € V con
un conjunto generarlor Y, E se llama dlgebra V -li,bre si tod"a función de Y
en A con A €V, se puede ertend,er a un homomorfi,smo de E en A.

Proposición 1.3.7 Sea V : V(S) una uaried,ad d,e F -álgebras no tr¿ui.al,
con S f {0} - Entonces etiste una úni,ca álgebra V -libre (saluo i.somorfi.smo)
en V con un conjunto generador de cardinali,ilad c para cad,a cardi,nal c.

No probaremos esta proposición, pero esencia,lmente se resume en que para
cada c € N e1 rílgebra libre única con conjunto generador de cardinalidad c,

se define naturalmente como Ec - F{Xl/V(F{X}), donde el conjunto X
tiene cardinalidad c.

1.3.8. Linealización
Sea /(r1,. , ",") € F, y sea g un elemento en X distinto de los r¿.

Entonces sustituyendo :):¡ pot it:¿ t 37 y expandiendo tenemos:

f (rr,...,Íi + y,...,r*) -i ru@,,...,r.-,a)
Á:t)

donde /¿¡ es Ia suma dc todos los términos con grado de g igual a k. Esta
suma es finita ya que la : 0 cuando k es mayor que el más grande de los
grados de Íi en los monomios de .f(21, ...,r,.).

Definirnos e1 opcrador df(y) actuando sobre f como sigue:

6f(a)U@,., ,r*)): fr(r,, . ,h.,a)
es claro que el operador áf(y) es lineal. Por otra lado sc puede ver fácilmente
que áf (g)(/) reemplaza cada monomio de /, por la suma de todas 1as formas
en que se pueden reemplazar k de Ios z¿ por y. Por Io cual cada monomio /¡
de / se transforma en una suma de ( f ) *or,o-ios con d : rtcgl{r¿,.f ¡}.



Ejemplo L.3.9 Sea f (rr,rz): (rlr,2)r1 - rl@2r1), entonces

. al ( s/X /) : ((r vy) r 2) r: 1 + ((y r 1) t: 2) r 1 + (xlr 2) y - (r 1y) @ 21 1) - (y x 1) (r 21 1) -
n?(rza)

. ¡?(y)(f) - ((s2)r2)t;i (@r)z2)s + ((t1a)x)2)y - @2)(Í2r) - (yr1) (x2y) -
(r,v)@ra)

Definición 1.3.10 Sea f (rr, ..,r,") e F y supongolnos que r¡ tiene grad.o

maaor que k en al rnenos un monomio d"e f , entonces r)f (E)(/) se llama
l'¿neali,zaci.ón simple d.e f.

Una identidad g que es obtenida a partir de aplicar una o más linealiza-
ciones simples a /, se llama ltneaLizaczón d,e f . Una linealización en la que
cada monomio no tiene elementos dc grado mayor a 1, se llama lineah,zaci,ón
completa.

La propiedad más importante sobre las linealiza¡iones. es que dada un
álgebra,4 que satisface /, entonces,4 satisface todas las linealizaciones de /.
Lo que se expresa formalmente cn el siguicnte Tcorema, vcr [t9], pag. 180.

Teorema 1.3.11 ,Seo F un cuerpo de característica cero o nxayor que n,
y sea V:V(S) una uariedad d,e F-álgebras d,etemnznada por un conjunto S
de 'id,entidades, cuyo grad,o en cada r¡ € X no es maaor que n. Entonces
V es igual a la uariedad. V' : V(S'), d,onde S' es el conjunto d.e tod.as las

Li,nealizaciones completas de las i.denlidad,es d,e S.

L.4. Bimódulos y birrepresentaciones
Sea ,4 una F-álgebra, ,4.f un espacio vectorial sobre F, y supongamos que

tenemos un par dc aplicaciones bilineales (a,m,) -+ a.m, (a,m) -+ nt . a de
A x l¡'l en M. Si consideramos el espacio vectorial A @ M cor, el siguiente
producto

(a + m,)(b * n) - u¡, i a' n * rn' b

entonces á @,1.4 es un áJgebra cor M2 : {0}, y es llamada extensión de ,4
por aplicaciones bilineales.

De aquí hasta el fina.l de la sección considera¡emos que ,9 c F{X}, v
V(S) es la variedad de álgebras que dcterminada por ,S.



Definición L.4.L Sea A un clemento deV(S) y M un F-espacio uectorial-
Sean (a,nt) -+ a.rrL A Qt,rn.) -+ rn.a,, dos apl'icac'íones bzlineales de Ax M en
M. D'iremos que AI junto a las d,os apli,cacxones bilzneales es un S -bi,mód,ulo
pl,ra A o que M es un A-bim,ó dulo, si, A@ M € y(S).

Observación 1.4.2 Dad.a una apl'icaci,on li,neo,l p: A -+ End(M), si d,efi
nrmos Jo : A x M -+ M por f(",^) - p(a)(rt), entonces f es bili,neal. De
la mi,sma fomna, dada una apli,caczón bi,li,neal f : Ax M + M, y defi,niend,o
pÍ: A-+ Dnd,(M) por p¡(a,)(rn') - f (o,,rn,), se obti,ene que pf es lineal. Lla-
rnaretnos a Jo la aplicaci,ón btlineal asoci,ada a p, y a p¡ la a¡¡tlicación lineul
asoci,ad,a a f .

Definición t.4.3 Sea A un elemento deV(S) y M un F-espacio uectort al.

Un par de aplicaciones li.neales (¡.t,, p) de A en End,(l1,t') es llamada una
b'irrepresentaci.ón del álgebra A en la uariedad V (S) , si, g sólo si, el dlgebra
A@ M e V(S) con multi.pli,caci.ón:

(a+ m)(b+n) - a,b+ p,(a)(n,) + p(b)(*,) Ya,,b e A.m,n e v

Dada una birrepresentación (¡;, p) de I en 7(^9), si consideramos el F'-
cspacio vectorial M con las aplicaciones bilineales asociadas a LL y p como
ponderación izquierda y derecha respectivamente, se tiene que ,4.1 es un A-
bimódulo. Por otro lado si M es un á- bimódulo, y consideramos el par (S,T)
como las aplicaciones 1inea,1es asociadas a 1a ponderación izquierda v derecha
del bimódulo respectivamente, tenemos que (S,T) es una birrepresentación
de A en l/(S). Por lo tanto dado un ,4-bimódulo se tiene un birrepresentación
asociada y viceversa, por Io cual h¿blar de birrepresentaciones o bimódulos
es esencia,Lmente 1o mismo.

Una simplificación importante es posible si V(S') contiene só1o álgebras
conmutativas (o anticonmutativa"s). Ya que m . ¿¿ - a.m (o m. a - -a-m)
implica que S(a) : T(a) o (S(a) - -f@)), luego só1o una aplicación
S '. a + S(rz) está involucrada en e1 par (S,T), v hablamos de móduios
y rcpresentaciones (ver Jacobson 1161, Schafer [27]). Este estudio se ha he-
cho para álgebras de Jordan [14][15][16], para álgebras alteraativas 126][28],
para áigebras de composición [18], para álgebras de Lie [13], para álgebras
Casi Jordan o Lie Triple 129], para álgebras de Novikov 1231, para álgebras
de Berstein 16], para train álgebras de rango 3 117], para álgebras de rango
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3 [5], para álgebras de Malcev [8], para superálgebras de Malcev [9] y para
ni1 áIgebras derechas con nil-índice 4 y dimensión 4 [10].

Definición 1.4.4 Dad,a f (rr,...,r") € S c F{X} Definimos el operador
D¡ : F{X) -+ F{X} por D¡(r1,...,h,u)U) ,- ¡i(a)U).

Sabemos que

f (*,.,. . . ,t:¡ * a¡...,rn) _- i r*{*r,.. . ,rn,u)
Á;=0

donde rn¿ : deg{r¿, f}, V f,t es la suma de todos los términos con grado de

3r igual a ,k. Luego

f (",.,. .. ,r¡ * y,.. .,xn) = f (rr,.. .,x^) + D¡(q,. . .,h,a)U) @rotl(y)2)
(l 1)

donde (y) es el ideal generado por 3r en F{X}. Mas aún si consideramos el
conjunto Y : {a.}T, entonces de (1.1) se obtiene quc

Í @, + ar, . . ., r¿ t y¡,. . ., n*+a.) = f (xt, . . ., r; +f g, @od,(H)2) (l.z)
i=1

donde g¿ : D¡(at,...,x",a¿)U) y 11 es el ideal generado por Y en F{X}.

Esto nos lleva al siguiente resultado

Teorema L.4.5 Sea A una F -olgebra en una uaried,ad V(S), M un F-
espacio uectorial, U 0", p) un par de aplicac'iones kneales d,e A en End(M).
Entonces el par (¡-r,, p) es una birrepresentact ón de A o equtualentemente M
es un A-bi,mód.ulo, si. g sólo si, D¿(ay. ..,a",m)(J) :0 en A@ M para tod.o

a;eA,m€M yparatodo f eS.
Demostración. Suponga.rnos que M es un , -bimódulo. Dado /(r1, . . , *") €
S, tenemos que /(a1 +ml,. ..,a^*m): 0 para todo a¡lm¿ e A@ M cot
, € {1,...,n}. En particular f(or,...)ai+rn,...,an):0 para todo a¿ e ,4
y m € M, como M2 : {0} por (1.1) tenemos que D¿(a1, ...,a",m)(f) : O

pa,ra todo, € {1,...,n}. Recíprocamente por (1.2) dado/essetieneque
Í(o, + mt,...,a¡ * rrli,... )an ¡ *") : DDn(rr,...,r",a)ff): 0. Luego

f (br,. . . ,br) :0 para todo bi e A @ M, por lo tanto M es un .A-bimódulo.
r
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Ejemplo L.4.6 SeaV (S) la uaried,ad, de las ólgebras d,e Jord,an. S : {f , g} ,

donde f (q,n2) : ÍtÍ2- r.2q E !t(qtÍ2): (rlr2)q- r](n2r1). Entonces:

Dr(f): y.x2- rzy: Dr(f): frs - y:Lt

Dr(d : (@s + v¡1)r2)rt + (rlrz)a - @ta r url)(x2u) - *?@ra)

Dr(s):Q1u)r,-t:l@r1)
Luego M es un A- mód,ulo si. y sólo s'i se cumplen

. Q,.',rn:rn'a

, (a2 .m)a - o,2 (a . m)

. 2((a . m) . b) . a + {a2 b) . m - 2(a . m) . (ab) + a2 - (b . m)

para todo a,b e Aym, e M Equ'iualentemente p: A-+ End(M) es

representac'ión de A, si y sólo st

, pap"2 : P"2pa

. 2poptpo * po"t:2Po6Po* Po,P6

para tod,o a,b e A, dond,e p": p(a) € Hnd(Xt) ! papb - pa o pr.

Observación I.4.7 Sea A uno, F-álgebra en V(S) y M un espac'i'o uecto-

rial. Dada una representaci,ón p: A + Dnd(Att), sabemos por Teorema 1-f .5
que se cumple que D¡(a1, . . . , &",m)(Í) : 0 en A @ M, para tod,o a¡ e A,
m € M y Í e S. Como se ue en el ejemplo anterior estas relaciones,

implican 'id"entid.ades fno(ar,...,an) : o erpresad,as en functón p, ya que

a.rn:p"(m) enA@M.

Como se ue en la d,efini,ci,ón d,el operador D¡, éste es una I'¿nealizac'ión

de f . Si. corlsid,eram,os f @,.,...,q) e S, y suponernos que alguna uariable
r¡ d'e q : Dn(rr, . . . , r", y)(.f) ti,ene grad,o rnaaor o igual a 2, luego podemos

aplrcar D¡ a la i.d,entid,ad g, por lo tanto I)¡(r1 ...,q,z,A)b) tarnbi'én se

cum.plini en A@ M y por lo tanto se tendrd otra t denfidad, !¡xp(t:1 . . . ,rn, z)

eapresad,a cofit o una relación d,el operad,or p. A esta últi,ma i'd,en,tid,ad Le lla-
rll,ren'Los li,neli,zaczón de J¡o(a1, . . , o") En la prácti,ca este proceso simple
mente es reemplazar cada expresi,ón de la i,dentidad f por la suma de las for
n1os en que se pued,e reemplazar un elemento b e A en un elemento a € A rle

grarlo mayor que 2, fi,jad,o anteri,o'rmente. Por ejemplo la Li,nealizaci,on d,e la
erpresr,ón pop., - p"z p" d,el Ejemplo 1.1.6, es pt,po, ) 2popoo :2po6pol pa2 p6.
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1.5. Descomposición de Peirce

Comenzaremos con algunas notaciones. Sca ó un elemento de un F-álgc-
bra A, R6 denotara Ia aplicación de ,4 en ,¡1, definida por -R6(o) : ab para
todo a € A. Es inmediato que E6 es lineal v por lo tanto R¿ e End(A).
Escribiremos Eá en vez de fi(á), y R6R. en yez de Rb o R.".

Sea I/ una lariedad de álgebras conmutativas sobre un cuerpo F, sea f
una identidad homogénea de tipo in, 1] eue sc satisface para las álgebras en
V, y sean r e g las variables de /, de grado n y 1 respectivamente. Como l/
contiene só1o álgebras conmutativas, podemos modifrcar / intercambiando
el orden de cualquier producto, en particular podemos reordcnar los factores
de cada monomio de /, pa,ra quc csta quede expresada de la siguiente forma

f -\afi.(z¿,.) .. . R(z¿)R(z¡)(y) (1.3)

donde cada a¿ e F y cad.a z¡, es un monomio en la varible x. Reemplazando
cada z¡¡ en (1.3) por z obtenemos la nueva identida<i

f':\u;(R")*'(Y¡
la cual no es homogénea en general. Combinando los términos de /' que
tienen monomios iguales, podemos cscribir /' como sigue

f' : q(R,)(y), do¡rde s@;:DB,a*, con B¡ e F. (1 4)

El polinomio q obtenido de / de la forma anterior se llama Poltnomio rle

Peirce asoc'iado a f . La, importancia de este polinomio es que para todo
idempotente e en un álgebra A y pa:a todo ¿ € ,4, se tiene que al sustituir
e pot r y a por y eL (1.3) obtenemos igual resultado que al hacer estas sus-
tituciones en (1.4), por lo tanto como / es una identidad en A, tenemos que
q(R.)(a): 0 para todo a € A, luego s(R") :0 como elemento de Dnd(A).
Es decir, para todo idempotente e € A,la transformacion lineal R. satisfacc
la relación polinomial s(R") - 0

Consideremos tr'[ú] el anillo dc todos los polinomios asociativos en la
variable f, con coefrcientes en F. Esto es, si U es la variedad de las á1ge-

bras asociativas, cntonces Flt) : F{tl/U(1,{ú}). Sabemos de teoría de



anillos que dado Q : {sr(f), qr(¿)} c i7[¿] existe q(t) máximo común divi-
sor del coniunto Q, el cual es único salvo múltiplos de F. Además existen
s¡(t), s2(t) € F[ú] tal quc

q(t) : s1(t)q(t) + sz(t)qz(t)

Más generalmente, para cualquier conjunto Q definimos

(1 5)

Q: {s1(t)q1(t)+...+s"(t)q"(t)1",(¿),...,s",(f) e Fltl,ql(t),...,s"(t) €Q}

Entonces @ es un ideal de F[f] que contiene Q. Como Flú] es un dominio
de idca.les principales, entonces existe g(f) e @ tal que @ - q(t)F[t]. Luego
q(f) es un divisor común de Q tal que

q(t): s1(t)q1(t)+ ...+ s"(t)q"(t) (16)

para ciertos sr(¿), . , s"(t) e F[¿] v qr(¿), ...,s"(t) € Q, y por lo tanto q(ú)

es cl máximo común divisor dc Q. Este resultado sera ocupado para probar.

Lema 1.5.1 Sea F un cuerpo, sea G C I.'{X} un conjunto d,e td,enti.d,ades

homogéneas de ti,po [n,1], donde n rccnrre los enteros posit'tuos, y A es un
álgebra conm,utat'iua sobre F que sattsface los elementos d,e G, y contiene un
id,empotente e 10. Si Q es el conjunto d,e los pol'inomi.os de Pei.rce asociados

a las zdent'¿d.ad,es de G y q(t) es el m.c.d,. d.e Q, entonces q(R"\:0 en A.

Demostración. Sea U la variedad de todas las álgebras asociativas, como
habíamos observado al comienzo ,F,[l] cs una UJibre álgebra con un gene-

rador l. Por lo tanto eiste un único homomorfismo rp de F[f] en trnd(A)
tal que rp(ú) : fi.. Ya vimos que q¿(R.) : 0 en .4 para cada q¿(t) e Q,
1o que implica que cada qr\) e Q esta en e1 kernel de p. Luego, eligiendo
qt(t),...,s"(ú) € Q y s1(¿),...,s"(ú) e Fltl tal que se satisfaga (1.6), se

tienc que q(f) está en el kernel de rp. Por 1o tanto S(R") - 0 en ,4. I

Supongamos ahora que V es una variedad F-álgcbras conmutativas, y
que K : V(F{X}) es el ideal de O : F{X} correspondiente a V. Sea K1

el conjunto dc identidades homogéneas de K que tienen grado positivo cn
,,1, grado 1 en r2.,y grado 0 en r¡, para z > 2, y sea Q e Flt)el coniunto
de 1os polinomios de Peirce asociados a las identidades de Kr. Entonces si

consideramos el m.c.d. q(t) - a^t* + an-i'L 1 ...aú * a6 de Q, llama¡eutos
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polinom'¿o de Peirce d,e V al polinomio mónico q'(t) - iU@.

Sea ,4 un álgebra conmutativa sobre P, sea e € ,4 un idempotente, y
sea q(t) e F[f] un polinomio tal que q(R.) - 0 en A. Si ,4 tiene dimensión
frnita ocupando álgebra lineal, podemos descomponcr ,4 en una suma directa
de espacios invariantes por .R". De hccho este rcsultado se mantiene para
espacios de dimensión infinita, 1o que se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.2 Sea F un cuerpo, sea A una F-álgebra conmutat'iua, sea
e € A un id,empotente, y sea q(t) un pol'inomi,o tal que q(R") :0. Si q(t) :
pr(t)k' . . .p^(t)k*, d.ond,e p1(t) . ..p,"(t) son pol'rnomros monicos i,ned,ucibles
d,i.sti,nto s d,e Fft], entonces

A: Ag O -4¡z¡ @ .-.@-4(-)

donde A¡¡ -- {a € A I p'(,B.)k'(¿) - 0}.

Demostración. Consideremos los polinomios qlü : ffi para cada i :
7,...,m. Observemos quc q1(t), ...,q,"(t) son relativamente primos, por 1o

tarto existen sr(¿), . , s*(t) e Flf] tal que

sr(f)qr(t) l- ...+ s"n(ú)q,,(f) : 1 (1.7)

Nucvamente ocupando g el homomorfismo de F[t] en End(A), que envia t
in rB., tenemos que (1.7) implica la siguiente relación

I - s1(R.")q1(R.) +..' + s*(R.)q^(R.) (18)

en A, donde I es el operador identidad. Definamos A1¿ : q¿(E )(A), y
notemos que

r) t(t) (R.)k' (A(ü) : pi(t) ( R")k' qi(&) (A) : q@) @) : o

luego A1¡ e {ae A lpn(fi")e'(o) :0}. Por otro lado dado ¿ € A tal que

pn(R")k'(a) - 0, al eva.luar Ec. (1.8) en o. se tiene que ¿: q¡(,R")(s¡(R,)(a)),
ya que q¡(E")(a) : 0 para todo i I i, luego tenemos Que a : qt@")(b)
donde á : s¿(R")(a), es decir a € A61.Por consiguiente ,414 : {o e
;1 lp¿(./?")r,(a) : 0).
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Para ¿ € A sea alry - q¡(R.")s¡(R")(a) para cada i.-1,...,r¿ynotemos
que ¿¿(, € ,41¿¡. Luego por (1.8) tenemos que

a:. aG) + ...+ a@)

para todo a e A, lo que implica que I - A¡¡ * Ap¡ * ... * ,41,,,¡. para
demostrar la suma directa, supongamos que existen elementos ó¡4 e ,4 i¿paral(i<mtalque

0:á(r)t "ib¡.: (1e)
y supongarnos a,ae b1¡ l0 para algun j. Como p¡(t)k, y qi(f) son relativa-
mente primos, existen r1(á), r2(f) e tr.[f] tal que

1 - r 1(t)p ¡ (t)h, + r2(t) q,(t),

lo que implica
I : r 1(R.)p ¡ (R.)hi + r2(R") q,(R")

Aplicando el operador r2{R")q¡(R") a (1.9) vemos que áá es aniquilado por
el operador cuando ¿ I j ya q:oe en este caso p¿(á)fr, divide a q7(f). Luego
(f .S) con el operador aplicado se convierte en

0 : r2(R") q¡(R.) (órrl ) : b6{I - r1(R")p¡(R")r,) - but

esto contradice Ia elección de j y por 1o tanto se tiene que

A : Ao)@ A1z; O ... @ 'A1,,,¡.

I

Corolario 1.5.3 Sea F un cuerpo, sea A una F -tilgebra conmutatiua, sea
e e A un ,id,empotente. Supongamos que q(t) e Fltl es un poli,nomi,o tal que
q(R") : 0 en A g tal que tod,as sus raíces (t1,...,cttm esten en F, y tengan
multi,pli,cidad k¡ en q(t) para 1. lilm y s,i Ap¡- {ae Al (E - 1)¿'(r¿) :
01, entonces A: Ag 0,412¡ @ ...@ A¡,,¡.

Deffnición 1.5.4 La d,escompost ci,ón d,ad,a por el Teorema 1.5.p o equi,ua-
lentemente por el Corolardo 1.5.3 se llama d,escomposi.ci,ón de Peirce de A
respecto a e.
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Capítulo 2

Algebras Casi-Jordan
Generalizadas

Definición 2.o.5 Sea A una F-dlgebra conmutati,ua. Se d'tce que A es Casi-

Jord"an Generali,zad,a si, er'íste-n elernentos § y ^t en F, no ambos nulos, tal
que

0{@'s)" - ((ry)r)r} t.y{r"a - ({ry)r)r} - 0 (2 1)

para todo r,y e A

Esta clase de álgebras aparecc como una de las cuatro familias de álgebras

commutativas sobre un cuerpo de característica distinta de 2,3 y que satisfa-
ce una identidad polinomiai de grado cuatro no implicada por la ley conmu-
tativa, dadas por L- Carini, I. R. Hentzel y G. M. Piacentinni-Cattaneo en

[7] . Cabe destacar que no hav una correspondencia biunivoca entre 1os pares

Ui,l) e F x F y las variedades determinadas por elios, ya que ,4 satisface
(2.1) si y só1o si -zl satisface (2.1) para e1 par (aB, a7) para todo a f 0 en

F.

2.t. Ejemplos
Ahora veremos algunos ejemplos de áigebras Casi-Jordan Generalizadas,

conidempotenteef0
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Ejemplo 2.1.I Sea A un álgebra sobre F con base {", o}, a con tabla d,e

multzplicaci.ón

Entonces A sati.s.face Ec. (2.1) con p - 7 y.l : -1. Por otro lad,o se
tiene que A no es J ord,an, ya que a2 (aa) I @2a)a.

Ejemplo 2.1.2 Sea A una álgebra sobre F con base {e,a} con la sigu,tente
tabla de mult rplicaczón

el e -e - a
el a

Entonces A sati,sface Ec. (2.1) con p
rsy : ((zy)r.)r para tod,o r,y € A.

: 0 E 1 I 0. Es d,eci,r se cumple

Ejemplo 2.1.3 Sea A una F -ólgebra con base {e., a,b) con la szguiente tabla
de multipli,cación.

eab
ele 0 0

l)

0

Entonces A sat'tsface Ec. (2.1) conB:lyl:-1.

2.2. Descomposición de Peirce
Dada ,4 un algebra Casi-Jordan Gcneralizada con idempotente c I 0. Se

conocen los siguientes rcsultados acerca de su descomposición de Pcirce.

P¡imero que nada se ticne por [3] que el polinomio de Peirce correspon-
diente a esta variedad cs q(:r') - rt - J=.! ,-¿r. Por 1o cual se tiene lo
srguiente ' .s+¡ D+1

Lerta 2.2.1 Sea A un algebra Casi-Jordan Generalizada con B y 1 sati.sfa-
ci,end,o 0 I {1, § + 1, IJ + 2.y]. Supongamos que A ti,ene un elemento zd,em-
potenteef 0. Entonces

t8



supondremos que / contiene un elemento idempotente e f 0, ya que es-
ta condición gara.ntiza que el álgebra tenga una descomposición de Peirce.
Adem¿is cabe destacar que no hay ningún resultado hasta el momento que
asegure la existencia de idempotentes en esta variedad de álgebras, ni quc
se caracterizen 1os idcmpotentes de éstas.
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Capítulo 3

Representaciones

Veremos ahora propiedades de 1as representaciones de las álgebras Casi-
Jordan Generalizadas. Dado M rtt F- espacio vectorial, comenzamos dando
una condición necesaria y suflciente para que una aplicación lineal p : ,4 -+
End(M) sea una representacion de ,4.

Lema 3.0.3 Sea A un álgebra Casi-Jord.an General'izad,a, y p'. A --+ End(M)
una apl'icaci,ón ltineal. Entonces p es unü representación de A, si y sólo si.

para todo a,b e A se curnplen

@ + l)PZ- 7P,P^'-'tPo3 : o (3 1)

@ + i {p, p* + pZp¡ + p at¡) - A (2 p, pt p 
" 

-t p 
",0) - 1 (2 p6 pf; + p6 p",) : 0 (3.2)

d,onde po 7 p(a) e End(M), g para cualqu'ier a,b e A, p" " pa se deno'
tará por p"p6.

Demostración. Sabemos que p es representación de A si y sólo si, para

todo a f m,b I n e A@ M se satisface Ia identidad (2.1). Es fácil verifrcar
los siguientes cálculos

l(a + m)2 (b + n)l(a + m) : 1a2 b) a + 2 p 
"( 

p ¡( p 
"('m.))) 

+ p 
"(p ", 

(n)) i p 
"" 

6(tn)

[(a + rn)3] (b + n) - a3 b + 2 nG "b "(*))) + p6(p,, (m)) + p a3 (n)

ff(a. + nz)(ó + n)l(a + m)l(a + m) : ((ab)a)a + p"(p"(n(m))) +
p"fu ,b!r,)) + pl"(n) + p6t¡"(*)
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Al reemplazar t : a * Í1,'!/ - b + r¿ cn (2.1) se obtiene

§{2p"(p¡(p"(m)))+ p"(p",(n))+ p¿¡(m)- pZ(Qt@))- p"(p*(^»- p\(n)- p@q"(rn.)}

+1{2p6(p?"(m))+p6(p",(m))*p""(n)- p',((po(*))- p"(p*(-))- pl@)- pbb)"(m)} : 0

Es cla¡o que esta igualdad se cumple, si y sólo si son cicrtas (S-t) y (:.2). r

Ejemplo 3.O.4 Sea A -1 e,a, > el álgebra dad.a en Ejemplo 2.1.2, y sea
M un espaci,o uectorial, con tlim M :2. Defi.ni,mos p: A --+ End(A,t) en la
base d,e A por

lt o \ lo r\
,":(;_; ,) 

p. (;;)
Entonces p satiface las Ecs. (3.1) a (S.g), g por lo tanto p es ,ur¿a rep,rcsen-
taci.ón d.e A.

Observación 3.O.5 Sean At A Az álgebras Casi-Jordan G eneralizadas, que

curnplen Ec. (2.1) con los mismos escalares A, I e F. Entonces A1 @ A2
con producto ("r. + ar)(o\ + dr) - a1at, I a2atr, sati^sface Ec. (2.1) para
los escalares 0,t,9 por lo tanto es un álgebra Casi-Jord,an Generalizada.
Adetnás ocupand,o Lema 3.0.3, concluimos que dada un homomorfi,stn o p :

Ar@A2 -+ End(M), éste es representación d,e A1OA2 s,¿ y sólo si se cumplen

(¿) ,b r- plt, y c,:: pl* son representaci,ones de A1 1S A2 respecti,uamente

(i,'¿) (t3 + t)(ó",c",Ó", I e ,"9!, * e",€Z, t e o,go,eo,) - 0(ó,,r2, + e 

",92",) 
: ¡

(i¿i) (P +'t)(ó,,eo"o, I eo,óo,o\ + ef;,ó*i t ó",eó"i Í co,ó,.ó,\ t óZ,e"L I
corQo,eoL + ó*t("2(.,) +
-20(ó"rt";ó^+e o,So,,$nri e o,e oLó,,1ó",ó,t e o,*óo,e oleo,le ,,rfto,e o,) -
1Q@t"ief;,+
Ó,,,Ó",e o,t$ 

"ie 
o,So,*e ";$f;,ie ,;óo,ao,f eolreo,$^,) + Q"ie 

"4*e ";5",) 
: O

para tod,o a1, a!, e Ay y a2, a!, e A2.

Supongamos que existe elemento idempotente e en A. Al reemplazar a : e

en (3.1), se obtiene.

@ + 1¡p' - op? -'tP.: o (3.3)



Luego p. satisface el polinomio p(r) - (§ -l- 'y)r3 - Br2 - 1t: : 0. Si

suporemos qre 13 11 f 0 podemos defrnir 
^: É1 e F v p(t:) : (13 +

t)r(r - t)(z - ,\). Si añadimos las condiciones ^t + 0, P + 21 I 0, se tiene
que ) I 0 y I I 1, por lo tanto p(r) só1o tiene raíces simples. Por otro iado
p(z) es dividido por e1 polinomio minimal del operador p", por lo cua.l éste
también tiene sólo raíces simples. Ltego p. es diagonalizable y tenemos

XI: Mo@ M1 @ A,'t 
^

donde ,41¿ - {rn, e M lp"(m.) - 'irn), con i € {0, 1, )}. Esto se resume en la
siguiente proposición.

Proposición 3.0.6 ,9ea A un áLgebra C asi- J orrlan Generalizada con B y
1 sati.sfaciend.o O I b,A + Lp + 21j. Supongamos que A conti,ene un
elemento i,dempotente e + 0, A sea p '. A -+ End(M) una representación
d,e A. Entonces

XI-MoOMl OL[^.

Nuestro siguiente objetivo es obtener relaciones simiiares a las dadas en
eI Teorema 2.2.2 (M. Arenas), entre ios espacios A¡ y L[¡, con d e {0, 1,.\}.
Con este fin procedemos a linealizar 1a ecuación (3.1). Tenemos

(§ +'r) b 
" 

pa p 
" 

+ pb p2^ + pz,pb) * 2 A p, p o,, - É tu p o, - 2'r p (,,,)^ -'r p 
",¡ 

: 0 (3.4)

Además al rcstar (S.Z) y (:.+), se obtiene

6 - A) { p 
" 

pa p 
"+ 

p 
" 

p 
"b - pb p2" p (.b)"} + @ + 1) {2 pZ po- po p 

", - 
p",¿} - 0. (3.5)

Teorema 3.t.7 Sea A un álgebra Casi,-Jordan Generali,zada con p y 1 sa-

t'isfaci.endo O I I'y, A +'y, P + 2't]¡. Supongamos que A conttene un elemento
idempoLenle e 10, y sea p : A -+ Enrl(M) una representaci,ón d,e A. Enton-
ces tenemos las s'igui,entes relaciones entre los espac'ios A¡ y M¿:

Ao'MoCMo, Ao'M,.: {0}, Ao' M^ C M^

A1 .Mo- {0},,a, Mte Mt, A1 .M^e M^

As' Mo C Mx, Ax' Mt e Ml A^' IvI^: Mo @ Mt

Más aún, si añad,i,mos las condi,ci,ones B I 0 y 13 +31 f 0, entonces AD'^,Í^ -
A^.Mo- {0} y ¿^ M¡: {0}, donde \: ¡},.
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Demostración,
Consideremos eI álgebra S : A@ M, por definición de representación se

tiene que ,S cumple Eq. (2.1) para e1 mismo pat (P,,1) € F x F con el cua,l
á satisface ésta. Además e sigue siendo un idempotente en ,9, por 1o tanto
como suponemos 0 / {1,B +LB + 27}, Ia descomposición de Peirce de,9
relativa a e es,9 : ,So@,9r@,Sr, donde S¡ : {aÍme S le(a+m): i(a+m)}
para i - 0, 1, .\.

Por otro lado a.firmamos que á, : S¡ n A y M¡ - S¿ f1 M, en efecto
SinA: {a* m e S I e(a+m,): t{a+m)}¡A: {a e A I ea,: ia} - A¡,
y análogamente se tiene que M¡: S¿ o M. Sabía.rros por Teorema 2.2.2 q,te
se cumplen las siguientes relaciones entre los espacios S¿

(.90)2 c ^90, (sr)' c sr, (,gr)'z c so 0 s1

,9¡^9s C ^9¡, SrS, e &, S.S, : {0}
de estas relaciones se concluye que

A¡. Ms: (So n,4)(.90 | M) c (Son M) : Mo

A1 . Mt: (S, n -Ax,s, i M) u (&n M) - Ml

Ax. M¡: (S¡ n,4)(SI n M) 9 (Soct M) a (&n M) : Mo@ Mt

(S0 n AXsl n M) - (s0 n M)(^91 n A) : {0}, es decir Ao- Mr :
h.Mo- {o}.

As. M1 : (.9) n 1)(.91 n M) C (^9) n M) : Mr, simila¡mente se tiene
que ,41 . Mx e Mx.

A¡. Ms : (S) n ,4)(S1 n M) c (S) n M) : M¡, a¡ií,logamente se tiene
que As' Mxe M».

Finalmente si agregamos las condiciones 0lOV 0+31 * 0, se tiene
que (,S¡)2 : 

^9o,S.r 
: {0}, de lo cual se concluyen 1as relaciones A¡' Ms:

A».Mo: {o} y As.Ms: {o}. r

Z-,r rD oN!" 'o
'u"?p»*-"d; -+.,:l*r» É
\(/ -\ -{,
\*(crrue-1l
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3.1. Propiedades del núcleo de una represen-
tación

Observación 3.1.1 Sea p : A -+ End(M) una representaci.ón d.e A y sea

K :: Ker(p) : {o e A I p" - 0}. Sabemos por d'efi'ni.ci.ón que p es urlo,

funci,ón lr,neaL, luego solamente pod,emos asegurar que K es un subespac'io

tle A, pero no podemos deci,r más respecto a su estructura, por ejemplo sz

éste es subálgebra o i.deal de A (lo que se pod,ría asegurdr si, p fuese un
homomorfi,sm,o de dlgebra,s). En et'eeto, si, consi,deramos el dlgebra descrita
en el Ej. 2.1.1, y defi,nimos p: A + Enrl(M) por p(dS : idu r,t p@) - ü, p
resulta ser una representación d,e A, ga que sati.sface Ecs. (3.1) y (3.2). .Por
otro lado tenemos que K -< a >, A p(a2) - p(e) - id.¡¡, por lo tanto K no
es un ideal d,e A, más aún no es subálgebra.

Esto motiva a estudiar propiedades del conjunto K, y de sus elementos.
Con este fin procedemos a linealizar las Ec. (3.2) y (3.4).

(A + t)k"p",,'l p,pa + p"p.tu * p.p,pa f pt"w i pao¡")-
20Á"pap.* p"popo+ pa¿) -Z'v(hpop,* pap.p"* p,,p,.) - 0 (3.6)

@ +t)b.pup" '- p.pbpc* pú"p.i pt,p.p"l p"p"pt,+ p,,p"pb)-

21(p.p"tl popat np"") -21@60¡"* pptl*i p<""1):0 (3.7)

Ademas si intercambiamos a y b en Ec. (3.6), se obtiene una nueva identidad

(§ + t)G"p"a + pbp, + pbpcpa 1- p.pbp" + pra,v i pa,¡a)

21btp"p.r p"p,pt't' pp,"l") 2'v(p"ptp.* p"p.pt, + p"pu): 0 (3.8)

Proposición 3.L.2 Sea A un álgebra Cast-Jordan Ceneral'izad.a con B y 1
sat'isfac'iendo o É {,8, L A + l, ll + 27, P + 3"t, 3 P -+ 5'y, }. Supong amos que

A cont'iene un elemento idempotente e I 0. Sea p : A + 8ru1(M) una
representac'ión de A. S'i p. es i,ngect'tua, entonces K es t cleal d"e A.

Demostración. Para probar que K es un ideal de ,,1, basta verificar que

AiK C K, para i : 0, 1, ,\. Para comenzar) es fácil ver que ,4s1{ e K, cn



efecto por hipótcsis tenemos que ly'6: {0}, y como para a €,4¡ 5, á e K se
tiene que ab e A¡, se concluye por Teorema 3.0.7 que f¡* : O, por lo tanto
abeK.

Por otro lado si consideramos á € K y c: e en Ecs. (:.e), (S.Z) y (:.S)
obtenemos 1as siguientes ecuaciones respectivamente

@ + 1¡1r"o"oi p"p"a+ p@b)" + pkb)o) -2§(p6aa) : 0

2§(p"p,¡ + p"p"b) + 2'y(pott. -t ppa1" * p@qt) : 0

@ + t)k.p* * p@¡)" t- p@eo) - z§(po",¡") - 2'y(p"po") : 0

de la operación 2.(3.9)-(3.10)+(3.11) se obtiene la siguiente ecuación

Uj + z1¡ o"o"u + (3{i + t)batk - pa¿o) - o

Supongamos ahora que ¿ € ,41, como podemos escribir á : áo * br * ár, con
b¡ € A¡ para i : 0, 1, ).. Tenemos quc ¿ü : aby + ab¡, luego al co¡rsiderar
a € A1 en Ec. (3.12) y al evaluar en rn. € Ml se obtiene 1o siguiente.

(A + zt)ba,(m) + )p¿^(rn)) + (3É + t)Op"t^(^) - p"a^(m,)) : s

como M1 y ,4y'¡ son disjuntos se tiene que

(0 +3t)p",,.(m) :0
({J + 3t) ¡ p a 

^(m) 
+ (lz § + t) () p a, 

^(m) - 
p 

"¡ ^(m)) - 0

por 1o tanto como (B+37) + 0y {§+31)x+(3É+ry)(.\-t) : -s1-38 I 0,

tenemos que p"6(rn) - 0, para todo r¿ € M1. Análogamente si evaluamos en

m. € M¡ sc obtiene que po6(m,) : 0 y por lo tanto ab e K.

Finalmente si suponemos a € A¡, tcnemos que aá: ¿ár €,4r, luego
al considerar ¿ € ,4r en Ec. (3.12) y al evaluar en m e IlIl sc obtienc quc

(P + 31)^p"b?n) :0, por lo tanto ab e K,lo que implica quc A¿K Q K y
por Io tanto K es ideal de A r

Observación 3.1.3 En la Proposición 3. 1.2 anterior es de gran zmportan-
ci,a las cond,ici,ones sobre los coefici,entes 0 a l. Lo prueba d,e esto es el

ejemplo de representac'ión dado en la Obseruación 3.1.1, ya que en este caso

se ti,ene Que Pe: Id,¡¡, pero con p l1 :0, y K resulta no ser un id,eal.

(3.e)

(s.10)

(3.11)

(3.12)
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Vcamos otras propiedades de los elementos de lf
Proposición 3.1.4 Para todo elementos a,b,c e K se cumple que

(t) (u.,b,c) + (b,a,,c) € K, si 1 : g

(ti) J(a,b,c) e K, sil lo
donde J (a, b, c) :: (ab)c + (bc)a + (ca)b.

Demostración. Para probar (i), consideremos a,b,c e I( en Ec. (3.6), y se
obticnc

@ + t)baq.+ pkb)a) - 21pr"* - 0

como supusimos ? : 0, entonces 0 * 0 V por Io tanto se tiene

Abatl.+ pküa) -27g@")a : 0

P@b)c + Pkb)a - 2\("qb - 0

p(,h). - p(,*)b -t Pka)" - 9("")t, : 0

Pt",",qtP@sh):0
P (c,a,b)+(a,c,o) : 0

lo que prueba (i). Por otro lado de manera aná1oga a la anterior, pero ahora
ocupando la Ec. (3.7) y suponiendo qlrc,.t + 0, se obtiene directo (ii). r
Proposición 3.1.5 K sati,sJace las sigu'tentes propi.ed,ad,es:

(i) A.(K2 . M) -- 0, si, 1 : s

(¿, J(K,A,A)cK,s'iB-a
Demostración. Consideremos a,c € I( y be A en Ec.(3.7) y así

20p¡p". - 21(p@t)" + pwv) + paat) - 0

como 7 : 0, entonces § l0 V se tiene

linP""-0+ P6P".-g
lo que prueba (i). El caso (ii) es directo al ocupa.r Ec. (3.7), coÍ d e K y
b,ce A. t

Ahora veremos algunas propicdadcs dc K, cn cl caso en quc B * I : 0,

es decir las álgebras que cumplen

(r2y)r: rsyVr,y € A (3.13)
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Proposición 3.1.6 Sea A tílgebra d.e Casi-Jord,an Generali,zad,a, con P+-y -
O, E sea p : A -+ End(M) representación de A. En,tonces K satisface las
si, gui, ente s p ro p ied,a d, e s.

(i,) A.((AK) . M) - (A(AK)) .M

(iü (K,A,A) c K
(r,ti,) K3 Q K

(io) H : K + K2 es subrilgebra d.e A.

Demostración. Para probar (i) considcramos ¿ € K y b,c e A en Ec. (3,6),
de 1o cual se obtienc

(0 + 1¡¡r"0", 't p¡"t¡" I p1a¡") - 2A {t@")a - 2^t ptp"" - 0 (3.14)

si suponemos l3+'y:0, tenemos que p l0y t * 0, luego se obtienc
directa,mente de (3.14)

pb(ac) : pbpac

Io que prueba (i). Para probar (ii) consideremos a € K y b, c: e A er E,c.
(3 8)

@ + 1¡1r."o"u + pbp"" + potj" i pa*¡t) 2§ pta.t" - 0

restémos1e (3.1a) a Ia ccuación anterior

(9 + t)@p"^ Í pk )t - p(,b)") - 2§(pp.>" - p<"":p) : 0

si ll -l I : 0, se obtiene

7tt.)u P(",)t'-0) P@,",t): o

1o que prueba (ii). Por otro 1ado, si consideramos a,b,c e K en Ec. (3.6). se

obtiene dircctamente (iii).

Finalmente pa.ra probar (iv), debemos verificar que 112 c 11, es decir
K2 + K3 + K3 + K2K2 c (K + K2). como por (iii) sc ticnc que K3 c K,
luego sólo basta probar qru.e K2 K2 e 17. Primero tenemos qne K2 K2 c
LK,K,K'?)+K3K. v ocupando (i) se obtiene K2K2 c K+ K2 c K+ K2 -
I/, por 1o tanto ,É1 es una subálgebra. r



Observación 3.1.7 Ocupand,o lo hecho en la prueba de la parte (i) d.e la
proposi,ci,ón anterior, pero esta uez supon'iendo que 1 :0 y que o,.c e K y

b e A, se obti,ene d,e manera andloga a lo hecho en Proposici,ón 3.1.1 ft) que

(a,b, c) + (b, a, c) e K .

Gracias a lo probado en la parte (ii) de la Proposición 3.1.6, se tiene de
manera aná1oga a 1o hecho en [24, Lemma 1.1], que f ,: {k e K I kA C K}
y K + KA son ideales de A. Mas aún, ,L es el idea.l mrís grande contenido
en K, y K * K,4 es e1 ideal más pequeño que contiene a K. Diremos que ,4
es un iílgebra esenci,al, si se cumple que I : {0}.

Definición 3.1.8 Defi,ni,mos eI núcleo N d,el A-mód,ulo M , corno el conjunto

¡¡ : {n e A I rnr . n : m(rrt) : nLrL . Í¡ para tod,o m e M, r e A}

Proposición 3.1.9 Sea A un dlgebra Casi.-Jordan Generalizada, con B I
l:0, a sea M un A-mód,ulo no tnutaL. Si, A es esenc'ial , entonces

(ü KnK,-{o} s7ínN:{o}
(ll) N es subálgebra d,e A

Demostración. Sea r € Kt-tK2 y a € A, digamos Í: bccotlb,c€ K,lre-
go por Prop. 3.1.6 (i) tenemos qre (ra)m: o(r*): 0, por Io tanto na e K
pa.ra todo ¿ € A, es decir r € i,, Io que implica que KnK2 S ¿: {0}.
Por otro lado si :r € K n N, tenemos por definición del conjunto N, que
(ra)rn: a(rm) - 0, luego de manera ánaloga, se tiene que 1( ll N : {0}

DaAo n1,n2 € N, queremos probar que n1n2 € N. AI reemplazar o :
n1,b : r,c : n2 et Ec. (3.6) se obtiene (pn, p,pn, f pn,p,pn, I p@,,n ,) :
(p,p^rp^" I p,p^rp., I p.p-,*,), y aJ evaluar en rn,

((np)x,)m : -((n1m)r)n2 - ((rnn2)r)n1 -t ((n1n2)m,)r * ((m,n2)n1)r i
((mnt)nz)t

: -((n'm)r)n2 - ((mn2)r)ry + ((mn:)n2)r + ((mnz)nr)r +
((np2)m)a

- ((n1n2)tn)n: n1@(n2m)) - a((mr)nz) - anz(mu)
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por 10 tanto ntnz € N,1o que prueba (ii). r

Darcmos otro resultado acerca e1 comportamiento de K pero en este
caso, para cuando p - Q

Proposición 3.1.10 ,9e¿ A,un rílgebra Cas,i J ordan Generalizad,a con B -
0. Supongamos que A contiene un elemento id,empotente e f O y que (A ,)' e
A1. Sea p : A -+ E'nd(M) una representaci.ón de A. Si, p" es ,inyectiua, en-
tonces .K es tdeal de A

Demostración. Primero que nada sabemos que cuando ,8 : 0, se tiene que

^: 
1, y por lo tanto A- Aotr^ At@ A t. Además se sabe por demostra-

ción de1 Teorema 2.2.2 er [3], que en este caso particular /01-1 : {0}. Y
por demostración de 1a Teorema 3.0.7 tenemos qre AoM 1 - AlMo - I0]¡
Luego dado a e Aott b € K, como p. inyectiva, es decir ,410 : {0}, se obtiene
directamente ab e K, ya que aó € As y A¡li[1 : A0l,[ t - l0].

Por otro lado a1 considerar 13 - 0 en (3.i2) obtenemos que

3p.pool p@t)" - p("*:o (3.15)

paxa todo b e K y a € A. Si consideramos a € á1 y escribimos ó -
óo*ór f b tconb¡ € A¡, tenemos que ¿á- abtl abt, y por 1o tanto

3p"p*, * 3p"po¡-, * P@u). * I@o-')" - Pah - Pab4 - o

como (,4r)2 c A1 y A1A-1C ,4-1, obtenemos

3P"Poa, *3P"Po¡ ,-\ab 1- Pot,:0
y al evaluar en m e Mt se tiene que

Sp"pa,(^) * 3p"p"t ,(*) - p"o ,(m) - p"6_,(m) - o

luego como p,bt(rn) € Mt y pot ,(m) e M 1 se obtiene

3p,¡,(m) * 3p,¡-,(m) - pot _,(m) * p*_,(m) : O

3p,¡,(m)-5p¿6-,(m) : O

Por Io tanto como Sp,¡,(m) e Mt y \p*_,(m) € M 1, se tiene que ambos
terminos son cero simultánemente, Iuego como siempre suponemos char F I
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2,3,5 se concluyc qre po6(m) - 0 para todo m e ,1{. Análogamentc se

obtiene que p"b(m) - 0 para todo rn € M4, y por lo tanto oó e K.

Si consideremos a e A 1 se tiene eue ¿á - ah + ab¡. Sabemos que
ab1 Q A 1y por hipotesis tenemos que aü-1 € -4r, por Io tanto al reemplazar
cn Ec. (3.15) obtenemos

3p.pou *Sp.p"o .,t Poa , - Pa.. - Paü - pab 1 - 0

3p.p*, l3p.p"t,-2p^t, - 0

si evaluamos en rn e M1 tenemos

3p.p",,,(^) * 3p.p"t, ,(rn) - 2p,6,(nt) - 0

3p,¡-,(*) 5p"6,(m) - g

luego por el mismo argumento ocupado en el caso anterior se concluye que
3p* ,(*) - 0 y 5p"6,(m): 0, y por Io tanto p"u(*) - 0 para todo m. €
,{.41. Finalmente si evaluamos en m e M¡ de manera similar se obtiene que
p"b,(m) : 0 y 3poa ,(*) : 0, 1o que implica quc p"5(rrt') - 0 para todo
m e M 1. Por Io tanto ab e K. y por consiguicntc K es ideal de A. ¡
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3.2. Representaciones de álgebras simples

Sabemos por 17] que dada un álgebra A Casi-Jordan Generalizada simple,
para P y ^t tal que B + 0, P+31 f 0, eatonces A es asociativa. Por otro lado
en 120] se prueba que un álgebra Casi-Jordan (es decir cuando p f- 31 - 0)
simple es Jordan. Por lo tanto sólo es interesante estudiar 1as álgebras Casi-
Jordan Generalizadas simples cuando p - 0. En esta caso se sabe que existcn
áJgebras simples no necesariamente asociativa"s. En efecto

Ejemplo 3.2.L Sea F un cuerpo con car(F) f 2. Consid,eremos A - F x F
con suma y multtpli,caci,ón por escalar usual, y con muLti,'pL'icaci,ón d,e.fi,ni,d,a

por
(a,b)(c, d) : (a,c -r bda, -ad - bc)

para a f 0, a e F. Esta es un tilgebra conmutati,ua y (1,0) es un id,em-
potente d'isti,nto d,e cero. Probemos que A es s'impLe. Sea I un 'id,eal no cero
deA, y sea(a.b)+0e L Lueso(1,0)(a,b):(", b) e I, yporlotanto
(2a,0) e l. Aruílogam.ente se ti,ene que (0,1)(a,b) - (ba.-a) € I y por
cond,i,guiente(2ba, 0) e 1. Coma (a,b) l0 i.mpli,ca que 2a f 0 o2bal0,
por lo cual I contiene un elmento (r:,0) con r f 0. Pero entonces (1,0) € 1,

y por lo tanto (r, s) : (t, O)(r, *s) e 1 para todo (r, s) e A, lo que i,mplica
A_ I.

Por otro lado s'i ponernos
szgui,ente relac'ión:

G§ - (o,, -b), es Jtícil uer que se cumple la

\'tDu)u : lrrluu), Vu.u,u Q A

y por lo tanto

((yr)r)r: (E@z))r:g((x¡)¡) : y(t(rz)) - y((rr)r)

luego A cumple (2.1) para 0 : 0 U ad,emd¡ se ti,ene que (1,0X(1,0)(¿, b)) :
(a,b) y (1,0)2(a,b) -- (",-b), por lo cual A no es asoc'iatiua.

Proposición 3.2.2 Sea A un dlgebm Cas'i-Jordan Cenerali,zada para P -- O.

Supongamos que A cnntzene un elemento idempotente e I O, y sea p'. A -+
End.$tn) una representac'i;ón d,e A. Si. A es si,mple, entonces p es fiel.



Demostración. Como ,4 es simple por lo dicho al comienzo en Proposición
3.1.10 se tiene que ,46 es un ideal de l, por lo cual se concluye que I -
A1@A-r, ya que e I 0 e At. Luego se tiene que All C ,41, v por Proposición
3.1.10 se tiene que K es un ideal de,4, como á es simple, tuego K: {0}.
es decir p es flel. r

3.3. Casos especiales

En esta sección estudiaremos las representaciones para los casos exclui-
dos en la Teorema 3.0.7. Veremos 1as relaciones que se cumplen entrc los
espacios dados por la descomposición de Peirce, sobre los subespacios en
que se descompone el módulo M en cada caso.

3.3.1. Caso 7: 6

Sea A un rílgebra Casi-Jordari Generalizada con 7: 0, es decir que cum-
ple (r2g)r ((ry)r)r - 0, para f,odo n,y € ,4, y sea p : A -+ Enrt(M) una
representación dc ,4. Para estas áJgebras e1 polinomio minimal de1 operador
R. : A -+ A, es el mismo que el p. y esta dado por p(t) : t2 (t - 1), ver
(3.3). Por lo cua,l se tiene que la descomposición de Peirce del álgebra es ,4 -
Ao@At, donde,4s: {r e A l(er)e:0} yA1 - \r e Al (cr) - ,1. p" -u-
nera similar tenemos quc ,ly' : L[o@Mt, dondc,4y'6 : {m e M I p!(m.) : O}
y M1 : {m e lt'l I p.(m) - m).

Además sabemos que sc tiene las siguicntes relaciones entrc 1os subespa-
cios de la descomposición de Peirce

AoAt c Ao, (Ao)2 c 
^over l7]. Al igual que en la Proposición 3.0.7, queremos obtener relaciones

similares ent¡e los espacios A¿ y M¡, para ¿ : 0, 1. Lo cual se resume en el
siguiente resultado.

Lema 3.3.2 Sea A un dlgebra Casi.-.lord,an G enerali,zad,a con I - 0. Su-
pongaÍLos que A cont'iene un eletnento idempotente e I 0, a sea p : A -+
End(M) una representaci.ón de A. Entonces se cumple lo sigutente:

Ao. Mt C A/[o, Ar. Ai[o C A[o, Ao. A,Io C Alo.



Demostración. Al igual que en Tcorcma 3.0.7, si consideramos el álgebra
S - Ag M , por definición de representarión se tiene que ,9 cumple Eq. (2.1)
para 13 + o y'y :0. Además e es un idempotente en S, por lo tanto en

este caso la descomposición de Pei¡ce de ,9 rclativa a e es ,9 : §o 6 51. don-
de,96 - {atm e S I e(e(a+m)) - 0} y S' - {aÍm e S I e(a+m) : aim}.

Por otro lado se tiene que ái : S¡ n A y M¿ - St ñ ,4.{, en efecto
sl nA: {atrn e S I e(a+m) : (a+m)}nA - {a € A I ea: o.} - At y
SonA - {a e al e(ca) - 0}: Ao, anáIogamente se tiene que M¡- SfiM.
Además sabemos que se cumplen las siguientes relaciones entre los espacios

s,

SoSr e So, (Sb)'c So

de las cuales se concluye que

Ao. Mo: (sb n,4)(.so n M) e (son M) - Mo

A1 . Mo: (Sr n A)(^90 n M) q (SonM) : Mo y similarmente se tiene
que ,46 . I,Ír C lv[o.

I

3.3.3. Caso P *21-g
Sea ,4 un álgebra Casi-.Iordan Generalizada con A + 2't : 0, y sea

p: A -+ End,(M) una representación de ,4. Para estas álgebras el polinomio
minimal del opcrador R.: A -+,4, es el mismo que e1 de p" y esta dado por

e(t) : t(t- 1)', ver (3.3). Por lo cual sc tiene que 1a descomposición de Peir-
cc del álgebra es A- Ao6.41. donde A¡- {:r e Al (er): a} y /r: {r €
A | (er)e - 2(e:r) * n - 0). De manera similar tenernos q:oc M : Mo @ Mt,
dondeffi: {m€ Mlp"(^) -0}y,I,fi : {me La lQ.(m)-id,(n¿))':0}

Además sabemos que se tienen las siguicntes relaciones cntre los subes-
pacios de la descomposición de Peirce

AoAt - {0}, (,40), c ,40

ver [7]. Queremos obtener re]aciones similares entre los espacios A¡ ! M¡.
paxa i : 0, 1. Lo cual se resumc en el siguientc resultado.
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Lema 3.3.4 Sea A un álgebm C asi-,|ordan G eneral't zad.a con § 121 - 0.
Supongamos que A cont'iene un elemento td,empotente e + O, y sea p : A -+
End(M) una representación de A. Entonces se cumple lo siguiente:

A¡. trr\ - A1 . I[o - {0}, Ao . llo C d,[o

Demostración.
Considcremos el álgebra ,9 : A O,41, por definición de rcpresentación se

ticne que S cumplc trq- (2.1) para By 7 tal que 0+Zl:0. Adcmás e es

un idempotente en .9, por lo tanto cn este caso la descomposición de Peirce
de,S relativa a e es,S - 5b O Sr, donde So: laim € S I e(a + rr) - ¡1 ,
si - {o + rn e S I e(e(a + m)) - ze(a + m) + (a+ n¿) - 0}.

De mancra simila¡ a lo visto en Lcma 3.3.2 se tiene que At : S¿ n A
y IvIi - S, n L't . Además sabemos que se cumplen las siguientes relaciones
entrc los espacios S'i

sbsl: {o}, (§o), c so

y por Io tanto se tiene que

A¡. Ms: (So n /)(^90 ñ M) a (Sun U1 : X4u

A1 . Mo - (S\ n Á)(óh n M) : {0}, de Ia misma manera se tiene que
Ao. Mt - {o}.

r

3.3.5. Caso p f .y-O

Sea M un espacio vectorial y p : A -+ End,(M) una respresentación de l.
Sabemos por (3.3) que el polinomio característico de p" y R. en este caso es

p(r) : r'-t. Por 1o tanto se ticne que la descomposición dc Peirce del álge-
braes,4 : Ao$At, donde A¿ - {a e Alea: io,} para ¿ : 0, l.Ydemanera
similar se tiene que M : Mo@Mr, donde Ma : {nt. e M I p"(m) - im}
pa,ra i :0, 1.

Sabemos por [7] que AoAl - {0} y (At)' e ,41, y probaremos relaciones
similares entre los espacios A¡ y M¿ en el siguiente lema.



Lema 3.3.6 Sea A un álgebra Casi- J ord,an Generalizad,a con 0 + I : O

Supongamos que A conti,ene un eletnento ád,empotente e 10, A sea p : A -+
End,(M) una representaci,ón d,e A. Entonces tenem,os las siguientes relac'io-

nes entre los espac'ios A¿ y M¡:

Ao. l,f t : A1 - ItÍo: {0}; ¿, . 

^,[1 
C A/[1

Demostración.
Si consideramos e1 ágebra S - A @,/l1, se tiene que S cumple Eq. (2.1)

para É y 7 tal que P+1:0 Adem¿ís e es un idempotente en S, por lo tanto
en este caso la descomposición de Pei¡ce de ,S rclativa a e es ,S : So e Si,
donde 5i - {a*m € S I e(a :_m): ¿1,, t m)} para i - 0, 1.

Al igual que en los casos anteriores se tiene que A¿ : S¡etAy M¿ - S¡lA,[,
y en este caso tenemos ias siguientes relaciones entre ios espacios S¡

sosl : {o}, ('s1)2 c sl

y por 1o tanto se tiene quc

Al . ML : (S, n ,4)(S, I M) c (& f, M) : l4l

A1 . Mo - (S1 n /4)(5h n M) - {0}, de 1a misma manera se tiene que

Ao. Ml : {o}.

I
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Capítulo 4

Módulos irreducibles

Sea A una F-algebra y p: A -+ End(l[) una representación de A.

Definición 4.O.7 Sea N subespac,io uectorial d,e M , d.tremos que N es submód,u-
lodeM si,y sólo siA'NC N.

Definición 4.O,8 p es una representaci,ón i,ryed,uci,ble, o equ'iualentemente
que M es un rnódulo irced.ucible, st y sólo si. M l0 y no tiene submód,ulos
no triuiales.

Proposición 4.O.9 Sea A un álgebra Casi-Jord,an General'izada con P y .l
sati,sJactendo 0 I {0,t,0 + 1,0 + 21,13 + 3l]¡. Supongamos que A conti,ene
un elemento id,empotente e * 0, a sea p : A -+ End,(M) una representación
trred,ucible d,e A. Entonces se cumple una de las si,guientes afirrnac'iones

(ü M-M^
(iü M: Mo

(iiü l,t: Ml

d.ond,e ), - _ __1_
a+1

Demostración. Ocupando el Teorema 3.0.7, se obtiene frícilmente que Mo
y M¡ son submódulos de ,l.y', luego como ,4./ es irreducible, se tiene que
M: Moó M0: {0}, y por otro lado que M: M^ó M^ - {0}. De estas
opciones na¿en dircctamente las enumcradas antcriormente. I



Teorerna 4.0.10 ,9ea A un álgebra Casi,-Jord,an Generalizad,a con 13 y.l
satisJaciendo O / {A,l,13 + LA +21,P +3.y}. Supongamos que A contiene
un elemento idempotente e * 0, A que ll[ es un A-mód,ulo i,rred,ucible. Si
M : Mt, entonces M es un módulo asoci,ati,uo.

Demostración. Primero que nada por Teorema I .4.5 se conclu5,e que ,4.f es

asociativo si y sólo si se cumple que

(a,b,m) - O Va.be A.me lvt
(a,rn,b) - 0 Ya,be A,n¿€NI

(4 1)

(4 2)

Por hipótesis se tiene que M - Mr (es decir p. - idu). Debemos probar
que se cumplen Ecs. (4.1) y (4.2). Dado a,b e Ay rn e Ir4, podemos escribir
a- u.olal+a^y á: bo-lbr tó¡ con a¡,b¡e A¡ para ¿:0, 1, ) y tenemos
que

(a,b,rn): (¿o + ar + a^, óo + ür * b¡,m) : (a1,$,m)

análogamente se tiene qre (a,m,b) - (a¡m,á1), luego para probar que 1V

es asociativo, basta verificar que las Ecs. (a.1) y @.2) se cumplen para todo
a,b e A1 y m€ M: Mt- Pata, esto consideramos o,á € A1 y c: e en Ec.
(3.6) y tencmos

@ +'y)(sp"o+3p"pt) -27b"po* pú,+ p"o) -h@tp") : 0

(A + z11r"u + @ + 3"t)p"pb - 2(0 + 3t)mp" : 0

P"¡iPoPt-2P6P" : 0 (4'3)

AI intercambiar a y b en trc. (4.3) se obtiene

po.b+ pbpa-2p"h:0 (4 4)

Finalmente si restamos Ecs. (4.3) y (4.4) obtcncmos qre papb - pbpar y por
consiguientc se tiene que pdb : ¡t,p6. Es decir Ecs. (l.t) y (l.Z) sc cumplen
para todo a,b e 41, v por lo tanto ,41 es un módulo asociativo- ¡

En el caso que ,&f : ¡4 se cumple algo cercano a la asociatividad al
agregar la condición A - I * 0, en efecto se tiene el siguiente rcsultado

énoo\
i3h-'*2l'_cqF"6
r\. ^ .at

Qcr,,rej
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Teorema 4.O.Ll Sea A un rilgebm Casi-J ordan Cenemli'zada con B y 1
s ati.sf aci,end.o O I { A,''r, § + l, 0 + 21, 0 + 31, A - I } Su,pong amo s que A con'

tiene un elemento tdempotente e + 0, y que I'[ es un A-mód,ulo i,rred,uci'bLe.

Si, M : M^, entonces en M se cumPle qu,e

(i') (a,nt.,b):0 Y a,be A, me M

(i'i) (ah)m.- )-la(bm) Y a,be A, m(1t[.

Dernostración. Por hipótesis se tiene que ,4'f : i\'l¡ (es decir p" : )id) '

Luego por Tcorema 2.2.2 y Teotema 3.0.7, se concluye que basta verificar

(i) y (li) para todo a,b e A1 y m, e M. Al reemplazar a,b e At y c: e et
Ec. (3.6)

@ + l)6p,0 * popt-t 2)pop6 t 2p,¡,) - 2B(),p".pt * ),p6p" ¡ o"u)

-21(2\p6p,+pbp") - 0

((fi + 1)() + 2) - 2 t3) p 
"b 

+ (@ + 1) (2.\ + r) - 2 r)') p"p6

-2(21),+t+§\)np": 0

1 p"u 1. (§ - t - 2l3A) p"pt - z((2t + É)l - (A + 1) » pbp" : (:)

tP"a+ (§ - 1 +21 +21\P"P6 - 2^t^PbP" : 0

'tp"t + @ * 1 + 21\)p^p6 - 2t\ptp, : 0{4 5)

Ai intercambiar a y b et Ec. (a.5) se tiene

"t P"u + @ + 1 + 21\) P6P" - 21)'P"P6 : Q

y a1 restar Ecs. (a.5) y (4.6)

@+t+a'Y^)(P"Po-nP) - o

(É | s?)(É - l) b,pt_ p,,p,) _ o
0+t

(1 6)

(4.7)

como por hipotesis (0+4¡ lOv (0-1) + o, tenemos 1u.e P"tu: PaPa,

luego al reemplazar esto en Ec. (4.5)

tpa+(A+t)p"Pt,
\P"t - P"Pt'

por 1o tanto se tiene que po6 : \-\ ¡toPt,1o que concluye la demostración l
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Observación 4.O.12 De la demostración del Teorema )r.0.10 se concluye
que en general d.arla p : A --+ End(M) una representaczón d,e A no ne-
cesar¿arrlente r,rreducíble, si se curnple p" : id,, entonces ill es un módulo
asociatiao. Las propiedades d,ad.as en el Teorema 1.0.11 también se cumplen
para un mód,ulo ll no neusariamente '¿rreduc'tble, donde pe: 

^id.
Observación 4.O.13 En trabajos como [t], [5], [10] g [17] se praeba que
para los d,i,sti,ntos ttpos de dlgebras consideradas en éstos, sus mód,u,los,irre-
ductbles son de di,menstón uno. Lo cual nos hace preguntamtos si, suced,e algo
parec'ido al trabajar con dlgebras Casi,-Jord,an G eneralizadas, o al menos uer
bajo que cond'ic'iones se cumple eso. Supongamos que M es un módulo trre-
duci.ble de A, y que At: Fe. Por Ia Proposzci.ón 1.A.9 se t'iene que l'I
debe ser Mo ó Mr ó Ms. En los 2 últi,mos se concluye que NÍ es d,e d,imen-
sión uno. En e.fecto si, M - M¡, y fi.jamos m e M con rn f O, se tiene
que Fm es subrnódulo de M, ya que c . tn : \m ! por lo tanlo se ti,ene
A'(Fm') : A1 '(Fm) : Fe'(Fm) : Fm. Finalmente conlo M es ir"redu'
c'tble, se obt'iene que ll - Fm. De manera análoga se concluEe lo mtsmo al
suponerqueM:Mr-

4.1. Casos especiales

Hasta ahora hemos estudiado módulos irreduciblcs sobrc álgebras que
cumplen que 0 I {§, t, 0 + .y, {J + \-, P -t 37}. Por }o que nos gustaría
conocer más sobre los casos no considerados. Cabe destacar que ningún par
de estos términos puedc ser ccro simultáneamentc, va quc se tcndría que

13 - I - 0, por 1o tanto Ios casos que faltan estudia¡ son cinco, cuando cada
uno de estos terminos es cero. Empezaremos estudiando cuando A + I :0.

4.1.1. CasoP*r:0
En este caso se llega a un resultado análogo al de la Proposición 4.0.9,

ya que por lo visto en cI Lema 3.3.6 se tiene que M1 es un submódulo de ,LI
y por lo tanto

Lerna 4.t.2 Sea A un algebra, Casi.-,lordan G eneral,izada con 0 + I : 0.
Supongamos que A cont'iene un elemenLo idempotente e I 0, y sea p : A -+
End(M) una representación itredttcible de A. Entonces M : Il[o ó M : Mt .

40



Observación 4.L.3 Por otra parte si suponemos que At - Fe y M es un

mód,ulo i,rred,ucible sobre A. S'¿ M - Mr, d'e manera andloga a lo hecho en

Obsen¡ación 1.0.13, se obtiene que d'¿mM :1,. Por otro lado, en el caso en

que M : Ms sabemos que no necesariamente se tiene que d,i,mM :1. Esto

se praeba por rned,i,o d,el si,guiente eiemplo.

Ejemplo 4.L.4 Probaremos a continuación la etistenci'a de un módulo trre'
d,uci,ble de d,i,mensión 2.

Consrd,eremos el álgebm dad,a en el Ejem.plo 2.1.1, y un espaci.o R-aectorial
M con d;imM -2, es d,eci,r M :< 1),u >. Definimos p: A -+ End(M)
sobrc la base d,e A por: pe - 0 y p,(\1u Í Á2w) : (Dq-,\1)t * ()z - )r)r¡.
Es fác'il uerificar que p es una representación d,e A.
Supongamos ahora que M no es i,rred,ucible, es d'ec'ir eri,ste N : Rm pam

algún m e M, submódulo de M. Sea m: )¡u * ).zu¡ 10, luego como N es

submód,ulo de M, se tiene que p"(m) - b,m para algún b* e R, para tod'o

r € A. Por lo tanto en particular se üene que p"(m) - bom, es d,ecir se

fiene que

(2'\2*)1) - áo)r

()r-),) - bo¡'z

De la primera i,guatdad se obt'iene que 
^2: 

@Pft, g al reemplazar en la
s egunda iguald,ad, tenenxo s

(b'1 t)^, 
- ^, b,i5ur,

2
(á" + 1)lr - 2)r b"(b" + 1))1

((á.,)'?+ 1).\1 o

como el pol'inomdo 12 +1 :0 es 'in"ed'uci.ble en Rlr], se concluye que \1 - 0,

y por cons'i,gu'iente ),2 : O, llegand'o a una contrad'icción, ya que habíamos

atpuesto que m f 0. Por lo tanto M es un rnódulo i,¡red'uci,ble g dimM - 2.

Proposición 4.1.5 Sea A un álgebra Casi-Jordan Generali,zad,a con § *
1 - 0. Supongarnas que A ant'icne un elemento id'empotente e f 0, y sea

p : A -+ End,(M) una representaci,ón i,rred,uci'ble d,e A. Si. (A,1)2 c A¡ g

p" f 0, entonces M es un mód,ulo asoci,at'iuo.
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Demostración. Al igual que en Teorema 4.0.10 debemos probar (o, á. m) :
(a,m,b): 0 para todo o,ü € Ay m € M. Como p"l0se concluye por
Lema 4.1..2 9üe Pe: id¡¿. Ademrís por hipotesis se tiene que (,46)2 C 46,
por lo cual si considcramos a,: ao I at \ b - óo * ár con ¿;, á; € -4¿, sc tiene
que (o.ó,m) : (ar,by,m)y (a,m,b) - (a1,nt,. b1). Por 1o tanto sólo debemos
considerar o,, b e 41.

Si tomamos a,b € A1 y c: e eL Ec. (3.6) se tiene

¡to¡t6* P"b-2tuP"-O

luego como ya vimos en Teorema 4.0.10 esto implica que el modulo es aso-
ciativo ¡

4.1.6. CasoT-Q
Nuevamente en cste caso se 11ega a un resultado similar, ya que por 1o

visto Lema 3.3.2 sc tiene que M0 es un submódulo de M, luego al suponer
,4.1 i¡reducible se ticne que

Lerna 4.1.7 Sea A un áLgebra Casi,-.lordan C eneral,izad,a con 1 - 0. Su-
pongamos que A cont'iene un elemento i,d,empotente e I 0, y sea p : A -+
End(M) una representación imeducible d,e A. Entonces ll't - A4o ó A,f -- A,L,

d,onde M¡: {me M I p!(nr):o} a M, - {- e M I p.(,m,) -m}.
Por otro lado si suponemos que (,41)2 C ,41 y que p¡ - ArL, aJ igual que

en el caso anterior se ticne que (a, ó, m.) : (a,rn,h) - 0 para todo ¿r, b e ,4.
m, e 14, si y sólo si (a,b,nr) - (a,m.l,) - 0 pa.a todo o,á e At, m e M.
Fina.lmente si rcemplazamos a,b e A1 y c : c en Ec. (3.6) obtencmos

PoPt I ltot - 2pap" - 0, y por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

Proposición 4.L.8 Sea A un ólgebra Cas'i-Jord,an Generalizad,a con I - 0-

Supongamos que A cont'tene un elemento i,dempotente e * 0, y sea p : A -+
End(Al) una representac'ión itreduc,ible de A. Si (Ar)' c At y pZ I O,

entonces M es un mód,ulo asoczat'iuo.
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4,L.9. Casop-g
En este cast¡ se tiene por Teor-ema 3.0.7 que Mo es submódulo. Por 1o

tanto si M es irreducible se tiene que |vl : Mo ó A.l : AIt O ,4¿l r, cle dotde
el resultado

Lema 4,1.10 Sea A un á,lgebra Casi-Jordan, Generalizada con B :0. Stt-
porLgu' Los q'ue A co'ntien,e 'u'n eLernento idernpote,nte e + 0, .!j teu p . A +
End.(A{) uno. representación irreducible d.e A. Entonces ll : ][¡ ri ].1 :
Mt@ lvl-l, donde M": {m e M I p"(n ¿) : im} para i - 0, 1. -1.

4.L.Lt. 0+Zt:O
Finalmente al igual que en los demás casos aquí ta¡nbiérr se tieuc llor

Lema 3.3.4 que M¡ es un submódulo de.4r1, por Io cual se obtiene el siguiente
resutado

Lerna 4.'1,.L2 Sea A un, álgebra Casi-Jordan Ceneral.izada con § +')^¡ :0.
Supongamos que A contiene un, elemento idempotente e + A, y sea p . A +
End(M) u,na representación ired,u,cible d,e A. En.ton.ces Al : lto ó lvl : XIt,
dond,e M¡: {m< M p"(m):0} y Mt- {m,e M (p"-id,)'z(m.):t¡}
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Capítulo 5

Problemas abiertos

En esta sección nombraremos algunos de ios problemas que pueden brin-
dar mrís información de la ya obtenida. En orden de aparición en estc trabajo
queda pendiente lo siguientc:

. Suponiendo 0 / {A,1, A + 1,0 + 21,13 + 31}, sería útil encontrar mas
propiedades en el caso en que el módulo es irreducible y se ticne que

M : hIo, ya que al tener esta caracterización sólo sabemos que la
representación p, satisface etle pe : 0. A difcrencia de los casos res-

tantes, donde cn utr caso se obtiene que el módulo es asociativo y cn el
otro una condición cercana a Ia asociativiadad del módulo, lo cual nos

da mucha más información de como se comporta la rcpresentación.

. También queda pendiente encontrar propiedades de los módulos irre-
ducible en los casos l:0 y 0+l - 0, cuando no se supone que á1
y,4o son subálgebras de A respectlva,mcnte, ya quc en estos ca,sos se

tiene que el módulo es asociativo.

. Finalmente encontrar mrís propiedades en el caso en que ci módulo es

irreducible y se supone 0 -0 o 0+21 :0, ya que por ia información
obtenida en este trabajo, sólo podemos concluir que en ambos casos

ffi es un submódulo, lo cual no da demasiada información sobre Ia
representación.
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