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Resumen

En este trabajo tratamos con dlgebras conmutativas sobre un cuerpo F que
satisfacen la identidad polinomial de grado cuatro

B{(a*y)a — ((ey)e)e} ++{a%y — ((zy)z)z} = 0 (1)

para (8,7) # (0,0),(8,v) € F'x F. Estas dlgebras se llaman Casi-Jordan Ge-
neralizadas, y estudiaremos sus representaciones suponiendo que char(F) #
2,3,5 v que éstas contienen un elemento idempotente e # 0.

Primero que nada, dada un dlgebra Casi-Jordan Generalizada A y un es-
pacio vectorial M sobre F', encontramos condiciones necesarias y suficientes
para que una aplicacién lineal p : A — End(M) sea una representacién de
A. A partir de este resultado se consigue una descomposicion del modulo M,
analoga a la descomposicion de Peirce de A. Ocupando esta descomposicion
v la descomposicién de Peirce de A, se describe completamente la accién de
A sobre el médulo M.

Después de esto, como el niicleo de una representacién no es necesaria-
mente un ideal de A, encontramos condiciones suficientes para que lo sea. Se
estudian también otras propiedades de los elementos de dicho nicleo. Para
el caso de dlgebras Casi-Jordan Generalizadas simples se sabe que si 3 # 0
osi 84 3y # 0, ellas son asociativas. Por otro lado se sabe también que si
B+ 3v = 0, las algebras son de Jordan y en caso 8 = 0, se prueba que las
representaciones sobre dlgebras simples son fieles. Finalmente estudiamos
los médulos irreducibles sobre A, llegando en algunos casos estudiados a la
conclusién que ser un médulo irreducible implica ser asociativo.



Abstract

In this work we deal with commutative algebras over a field F' that satisfy
the identity

B{(z*y)z — ((zy)x)z} + {2’y — ((zy)z)z} = 0 (1)

for (8,7) # (0,0),(8,v) € F x F. These type of algebras are called Ge-
neralized Almost-Jordan algebras, and we study their representations with
the assumption that char(F) # 2, 3,5 and that they contain an idempotent

e # 0.

First, given a Generalized Almost-Jordan algebra A and a vector space
M over F', we find necessary and sufficient conditions for a linear applica-
tion p : A — End(M) to be a representation of A. Through this result we
obtain a decomposition of the module M analogue to Peirce decomposition
of A. Using this decomposition and Peirce decomposition of A, we describe
completely the action of A over the module M.

After that, since the kernel of a representation is not an ideal of A we
find sufficient conditions for which this kernel is an ideal of A. We also
study other properties of the elements of this kernel. For simple Generalized
Almost-Jordan algebras it is known that if 8+ 3y # 0 or 8 # 0, they are
associative algebras. On the other hand, it is also known that if 5+ 3v =0,
they are Jordan algebras and in the case 8 = 0, we prove that representations
over simple algebras are faithful. Finally we study the irreducible modules
of A, and we prove that in some cases to be an irreducible module implies
to be an associative module.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

Hasta mediados del siglo XIX sélo se conocia la existencia de algebras con
productos asociativos y generalmente con elemento identidad, esto cambia
cuando en 1845 el matemdtico britanico Arthur Caley construye el algebra
de octoniones, la cual tiene dimension & sobre R v es no asociativa. Anos
mas tarde el mateméatico noruego Sophus Lie estudiando ecuaciones defiren-
ciales define las dlgebras de Lie, las cuales ademads de no ser necesariamente
asociativas, no tienen identidad.

En 1934 el fisico aleman J.P. Jordan, intentando dotar la mecédnica
cuantica de formalismos matematicos, definié un tipo de algebras conmu-
tativas pero no asociativas y que satisfacen la identidad polinomial de grado
cuatro (z%y)z = 2*(yx). Las dlgebras de ese tipo fueron llamadas dlgebras de
Jordan y desde entonces fueron estudiadas por gran cantidad de matemati-
cos. Entre ellos ellos es importante destacar el trabajo de A. A. Albert
(1939)[1] quien formulé numerosos teoremas respecto de la estructura de
algebras de Jordan.

Tomando en cuenta todas estas construcciones, fue que se hizo necesaria
una teoria general sobre algebras no asociativas. Ya dentro de esta nueva
etapa en el estudio de dichas algebras, grande ha sido el aporte de J. M.
Osborn en lo que concierne a la teoria y estudio de identidades y Variedades.
De hecho las dlgebras con las que trabajaremos mas adelante, nacen a partir



de un resultado de J. M. Osborn. En efecto éste demostré en [20] que dada
una &lgebra A conmutativa (no asociativa) con unidad sobre un cuerpo de
caracteristica distinta a 2 6 3, y que satisface una identidad de grado 4 o
menor no implicada por la identidad conmutativa, entonces A satisface una
de las siguientes identidades polinomiales:

(1) (zx)z)2 = (z2)(2Z)
(i) 3((z2)y)r — ((zz)r)y — 2((xy)x)r = 0
(iil) 2((yy)x)e—2((yx)y)z—2((yx)z)y+2((z2)y)y—(z2)(yy) —(zy)(zy) = 0

En 1988 este resultado fue generalizado por L. Carini, I. R. Hentzel y G.
M. Piacentini-Cattaneo en [7|, donde demostraron que toda élgebra con-
mutativa (no necesariamente con unidad) sobre un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 6 3, y que satisface una identidad de grado 4 o menor no impli-
cada por la identidad conmutativa, entonces satisface una de las siguientes
identidades polinomiales:

(i) Blaz)(zz) + y((zz)z)r = 0

(ii) gﬁ{(ﬂ?y)(fﬂy)*(ww)(’yy)}ﬂ{((xy):v)'ﬁ((w'y)y)x*((y-y)x)xm((M)y)y} =

(it}) B{((x)y)x — (wy)e)} + H((wz)e)y - (ey)e)e} = 0
(iv) ((a)2)t — (@y)D)z + (wt)2)z — (g =)z + (y2))z — ((y=)z)t = 0

donde  y + son elementos fijos del cuerpo, no ambos nulos. Con el objeto
de estudiar la estructura de cualquier dlgebra conmutativa que satisfaga una
identidad polinomial de grado menor o igual a cuatro, el presente trabajo
estudia la estructura de las algebras que satisfacen las identidades pertene-
cientes a la tercera de estas familias.

1.2. Conceptos y definiciones basicas

Definicién 1.2.1 Sea F' un cuerpo. Una F-dlgebra o un dlgebra sobre I es
un F-espacio vectorial A, sobre el cual se define una aplicacidn F-bilineal



AxA—= A
(a,b) — ab

denotada por yuztaposicion, y llamada el producto del dlgebra o la multipli-
cacion del algebra.

Definicion 1.2.2 Sea A una F-dlgebra y sean x,y, z € A. Definimos el aso-
ciador de los elementos z,y, z por (x,y, z) = (zy)z—2x(y2), y el conmutador
de los elementos x,y por [x,y| = zy — yz.

Trabajaremos con algebras conmutativas no necesariamente asociativas,
es decir que satisfacen la ley [z,y| =0, VY x,y € A, pero no necesariamente
satisfacen la ley asocitiva (z,y,2) =0, Vu,y,z € A

Para cada elemento x de un algebra no asociativa y conmutativa A,
definimos recursivamente las potencias principales de x como sigue:

= ot = gla, Vi € N.

1.3. Variedades y Linealizacion

Un magma A es un conjunto no vacio dotado de una operacion binaria.
Si X es un conjunto no vacio (llamado conjunto de simbolos), llamaremos
N{X7} al conjunto de todas las palabras de largo finito que se pueden for-
mar usando los elementos de X e indicando con paréntesis el orden de cada
yuxtaposicion.

Diremos que dos palabras en N'{ X'} son iguales si coinciden tanto en los
elementos de X que la conforman, como en el orden de los elementos y la
posicion de los paréntesis.

Ejemplo 1.3.1 Sea X = {x1, 29,23} entonces x1,xa(x123), (Tat1)xs S0N
tres elementos distintos de N{X}

Ejemplo 1.3.2 1375 no estd en N{ X} ya que no hay paréntesis indican-
do en que orden se realizo la yurtaposicion.

o



De esta manera N'{ X} con la operacién yuxtaposicién forma un magma,
el cual es conocido como magma libre sobre el conjunto X.
Si z es un elemento de N{X} y z; € X, llamamos grado de ; en z (denotado
por deg{x;, z}), al nimero de veces que aparece z; en la palabra 2. Usando
esta notacion definimos el grado de z por deg{z} =}, . deg{x;, z}.

Ejemplo 1.3.3 Sea X = {x1, z2, 23} entonces deg((x123)29)1, = 4

Sea [ un cuerpo, vy denotemos por F'{X} al conjunto de todas las com-
binaciones lineales finitas de elementos de N'{X} con coeficientes en F. Se
define en F'{X} de manera natural una suma y un producto que esta dado
por:

(Z O!,'Z,') ( Z ﬁj-wj) - Z aiﬁjziu}j i, ﬁj e F Y %, w; € N{X}

Ademas podemos definir la ponderacién - : F' x F{X} — F{X}, donde
Q- (Zi aizé) = Y aa;z. Asi F{X} junto a estas operaciones forma un
algebra sobre F' no necesariamente asociativa.

Dado f un eclemento de F'{ X}, como éste se puede expresar como com-
binacién linael de elementos de N{X}, diremos que f es homogénea si el
grado de cada variable z; € X es el mismo en todos los monomios. Por
otro lado dado z un monomio en N{X}, y sean x,, ..., z,, las variables de
z tal que n; = deg{x;,z} > 0 para cada i = 1,...,m. Reordenando los
x; si es necesario de modo que ny > --- > n,,, diremos que z es de tipo

decir que f es del tipo [ny,ns,...,ny,| donde es [ny,ns, ..., n,] el tipo de
todos de sus monomios.

1.3.4. Variedades de algebras

Supongamos que X = {z1,%s,...,Zk,...} v sea ® = F{X}. Diremos
que f € ® es una identidad de la F- dlgebra A si f(aq, ..., a,) = 0 para todo
ay,...,a, € A. También podemos decir que A satisface f, o que f es valida
en A.



Definicién 1.3.5 Sea S un subconjunto de ®, entonces la clase V(S) for-
mada por todas las F'- dlgebras que satisfacen todos los elementos de S, se
llama Variedad de dlgebras determinada por S.

Para f € ®, escribiremos f(x(,xy,...,%,) cuando f pertenczca a la
subdlgebra de F'{X} generada por {1, s, ..., 2,}. Si ay,aq,...,a, deno-
taremos por f(ay,as, ..., a,) al elemento de A obtenido al reemplazar los

x; por los a; en la representacién de f como suma y productos de elementos
de X.

Sea A una F-dlgebra, si llamamos f(A) al ideal de A generado por el con-
junto {f(a1,...,a,) | @1,....a, € A}, entonces de manera natural A/ f(A)
satisface f. Por otro lado dado p : A — B un homomorfismo de algebras,
entonces p(A) satisface f, si y s6lo si f(A) estd en el micleo de p.

Sea V' = V() una variedad de dlgebras, si consideramos V(A4) = P ¢ f(A),
entonces V(A) resulta ser un ideal de A, més aiin es el menor ideal tal que
A/V(A) € V. Por otro lado dado p : A — B un homomoformismo donde
B € V entonces V(A) C Ker(u), v ademas V(A) y f(A) son invariantes
bajo cualquier endomorfismo de A.

Mencionaremos las variedades méas estudiadas en la teoria de dlgebras no
necesariamente asociativas:

= El conjunto S = {zy — yx} , define la variedad V(S) de dlgebras
conmutativas.

» El conjunto S = {(zy)z — x(yz)} , define la variedad V(S) de élgebras
asociativas.

= El conjunto S = {z?; (zy)z + (yz)x + (zz)y} , define la variedad V(S)
de algebras de Lie.

» El conjunto S = {zy — yz; (z*y)r — *(yz)} , define la variedad V(S)
de algebras de Jordan.

» El conjunto S = {x*y — x(xy); (yx)x — yz*} , define la variedad V(S)
de algebras alternativas.



» El conjunto S = {277 — 2'27| i, j € N}, define la variedad V(S) de
algebras asociativas en las potencias.

» El conjunto S = {(zy)z — z(yx)}, deline la variedad V(S) de dlgebras
fexibles.

Definicion 1.3.6 Sea V' es una variedad de F'- dlgebras, y sea E € V con
un congunto generador Y, F se llama dalgebra V -libre si toda funcion de Y
en A con A €V, se puede extender a un homomorfismo de E en A.

Proposicién 1.3.7 Sea V = V(S) una variedad de F-dlgebras no trivial,
con S # {0}. Entonces eriste una unica dlgebra V-libre (salvo isomorfismo)
en V con un congunto generador de cardinalidad ¢ para cada cardinal c.

No probaremos esta proposicion, pero esencialmente se resume en que para
cada ¢ € N el algebra libre tnica con conjunto generador de cardinalidad ¢,
se define naturalmente como F. = F{X} /V(F{X}), donde el conjunto X
tiene cardinalidad c.

1.3.8. Linealizacion

Sea f(x1,...,7,) € F y sea y un elemento en X distinto de los ;.
Entonces sustituyendo x; por x; + y v expandiendo tenemos:

o0
.f(g“l}"'ﬂ‘?j‘i A Yson 7’Em) = Zf?ik(g;l: -"7m'm.1y)
k=0

donde fj; es la suma de todos los términos con grado de y igual a k. Esta
suma es finita ya que f; = 0 cuando k es mayor que el mas grande de los
grados de z; en los monomios de f(z1,...,Zm).

Definimos el operador 6%(y) actuando sobre f como sigue:

SEW(f (@1, s 8m)) = fie(®1, - . -, Tons 1)

es claro que el operador §F(y) es lineal. Por otra lado se puede ver ficilmente
que 8% (y)(f) reemplaza cada monomio de f, por la suma de todas las formas
en que se pueden reemplazar & de los z; por y. Por lo cual cada monomio f;

: : d :
de f se transforma en una suma de ( ) ) monomios con d = deg{z;, f;}.



Ejemplo 1.3.9 Sea f(z1, 1) = (x3x3)x) — 23(2971), entonces

= 5,(0)(f) = ((may)z2) i+ ((yz1 )m2) v+ (2] z2)y— (219) (2221) — (y21 ) (T221) —

5“%(3529)

= ‘512(‘!!)(f) = ((y2)3‘32)3¢1+((yl‘1)3?2)?!‘*‘((»le)l'z)?l“(yﬂ)(-’mirl)—(?Jf’fl)(1'2@')—

(z1y)(z2y)

Definicién 1.3.10 Sea f(z1,...,om) € F y supongamos que x; tiene grado
mayor que k en al menos un monomio de f, entonces 6¥(y)(f) se llama
linealizacion simple de f.

Una identidad ¢ que es obtenida a partir de aplicar una o mas linealiza-
ciones simples a f, se llama linealizacion de f. Una linealizacién en la que
cada monomio no tiene elementos de grado mayor a 1, se llama linealizacion
completa.

La propiedad mas importante sobre las linealizaciones, es que dada un
algebra A que satisface f, entonces A satisface todas las linealizaciones de f.
Lo que se expresa formalmente en el siguiente Teorema, ver [19], pag. 180.

Teorema 1.3.11 Sea F' un cuerpo de caracteristica cero o mayor que n,
y sea V=V(S) una variedad de F-dlgebras determinada por un conjunto S
de identidades, cuyo grado en cada x; € X no es mayor que n. Entonces
V' es igual a la variedad V' = V(S'), donde S’ es el conjunto de todas las
linealizaciones completas de las identidades de S.

1.4. Bimoddulos y birrepresentaciones

Sea A una F-dlgebra, M un espacio vectorial sobre F', y supongamos que
tenemos un par de aplicaciones bilineales (a,m) — a-m, (a,m) — m - a de
A x M en M. Si consideramos el espacio vectorial A & M con el siguiente
producto

(a+m)(b+n)=ab+a-n+m-b

entonces A & M es un algebra con M? = {0}, y es llamada extensién de A
por aplicaciones bilineales.

De aqui hasta el final de la seccién consideraremos que S C F{X}, vy
V(S) es la variedad de dlgebras que determinada por S.

9



Definicién 1.4.1 Sea A un elemento de V(S) y M un F-espacio vectorial.
Sean (a,m) = a-m y (a,m) — m-a, dos aplicaciones bilineales de Ax M en
M. Diremos que M junto a las dos aplicaciones bilineales es un S-bimddulo
para A o que M es un A-bimddulo, si A® M € V(9),

Observacion 1.4.2 Dada una aplicacion lineal p : A — End(M), si defi-
nimos f,: A x M — M por f(a,m) = p(a)(m), entonces [ es bilineal. De
la misma forma, dada una aplicacion bilineal f : A x M — M, y definiendo
pr: A= End(M) por pgla)(m) = fla,m), se obtiene que py es lineal. Lia-
maremos a f, la aplicacidn bilineal asoctada a p, y a py lo aplicacion lineal
asociada a f.

Definiciéon 1.4.3 Sea A un elemento de V' (S) y M un F-espacio vectorial.
Un par de aplicaciones lineales (u,p) de A en End(M) es llamada una
birrepresentacion del dlgebra A en la variedad V(S) , si y sdlo si el dlgebra
A@ M e V(S) con multiplicacidn:

(a+m)(b+n)=ab+ ula)(n)+ p(b)(m) Va,be AmneV

Dada una birrepresentacion (u, p) de A en V(9), si consideramos el F-
espacio vectorial M con las aplicaciones bilineales asociadas a gy p como
ponderacion izquierda v derecha respectivamente, se tiene que M es un A-
bimodulo. Por otro lado si M es un A- bimédulo, v consideramos el par (S,T)
como las aplicaciones lineales asociadas a la ponderacién izquierda y derecha
del bimédulo respectivamente, tenemos que (S,T) es una birrepresentacién
de A en V(S). Por lo tanto dado un A-bimédulo se tiene un birrepresentacion
asociada y viceversa, por lo cual hablar de birrepresentaciones o bimddulos
es esencialmente lo mismo.

Una simplificacién importante es posible si V(S) contiene sdlo dlgebras
conmutativas (o anticonmutativas). Yaque m-a=a-m (om-a = —a-m)
implica que S(a) = T(a) o (S(a) = —T(a)), luego sélo una aplicacién
S :a — S{a) estd involucrada en el par (S, T), y hablamos de moédulos
y representaciones (ver Jacobson [16], Schafer [27]). Este estudio se ha he-
cho para algebras de Jordan [14][15][16], para algebras alternativas [26][28],
para dlgebras de composicién [18], para algebras de Lie [13|, para algebras
Casi Jordan o Lie Triple [29], para dlgebras de Novikov [23], para algebras
de Berstein [6], para train dlgebras de rango 3 [17], para dlgebras de rango
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3 [5], para dlgebras de Malcev [8], para superdlgebras de Malcev (9] y para
nil dlgebras derechas con nil-indice 4 v dimensién 4 [10].

Definicién 1.4.4 Dada f(z1,...,2,) € S C F{X}. Definimos el operador
Dy : P{X} — F{X} por Dy(an, .. ., omy)(f) == 8:w)(f).

Sabemos que

g

Flitsgens 58 B « )= Zfik(u:], sy Wiz )
k=0

donde my = deg{z;, f}. v fi es la suma de todos los términos con grado de
y igual a k. Luego

Fl@1yn ;B Yo « B = Flm1y o ooy @) F Dt » ooi@aat () (mod(m)?)
(1.1)
donde (y) es el ideal generado por y en F'{X}. Mas atin si consideramos el
conjunto Y = {y;}}, entonces de (1.1) se obtiene que

donde g; = Dji(x1,..., 2, 4:)(f) v H es el ideal generado por Y en F{X}.

Esto nos lleva al siguiente resultado

Teorema 1.4.5 Sea A una F-algebra en una variedad V(S), M un F-
espacio vectorial, y (u, p) un par de aplicaciones lineales de A en End(M).
Entonces el par (u, p) es una birrepresentacion de A o equivalentemente M
es un A-bimddulo, si y sélo si Di(ay,...,a,,m)(f) =0 en A® M para todo
a; € A, m € M y para todo f € S.

Demostracion. Supongamos que M es un A-bimédulo. Dado f(xzy,...,x,) €
S, tenemos que f(ay +my,...,a, +m,) = 0 para todo a;+m; € A® M con

i € {1,...,n}. En particular f(ay,...,a;+m,...,a,) =0 paratodo a; € A

ym € M, como M? = {0} por (1.1) tenemos que D;(ay,...,a,, m)(f) =0

para todo ¢ € {1,...,n}. Reciprocamente por (1.2) dado f € S se tiene que

flar+my,...,0; +my, ... a0 +my) = . Di(1,...,20,9)(f) = 0. Luego

f(by,...,by) = 0 para todo b; € A@® M, por lo tanto M es un A-bimédulo.

=
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Ejemplo 1.4.6 Sea V(S) la variedad de las dlgebras de Jordan. S = {f, g},
donde f(x1,29) = 2170 — 2971 Y g(21,72) = (T329)T1 — T](T971). Entonces:

D1(f) = YTq — oY, Dz(f] =Yy — YT
Di(g) = ((z1y + yz1)x2)2) + (ﬁﬂ??)y — (1Y + ya ) (wam) — -’13:12(1"'21!)
Dy(g) = (z2y)zy — 23 (yx1).
Luego M es un A- modulo si y sélo si se cumplen

s (a*-m)a=a%(a-m)
= 2((a-m)-b)-a+ (a®b)-m=2(a-m) - (ab)+a?®- (b-m)

para todo a,b € A y m € M . Equivalentemente p : A — End(M) es
representacion de A, si y sdlo si

B Pafa? = Pa2fa

* 2papbPa + Pab = 2PabPa T Pa2Pb
para todo a,b € A, donde p, = p(a) € End(M) y paps = Pa © Pb-

Observacioén 1.4.7 Sea A una F-dlgebra en V(S) y M un espacio vecto-
rial. Dada una representacion p : A — End(M ), sabemos por Teorema 1.4.5
que se cumple que D;(ay,...,an,m)(f) =0 en A® M, para todo a; € A,
m € M y f € S. Como se ve en el ejemplo anterior estas relaciones,
implican identidades fi,(ay,....a,) = 0 expresadas en funcion p, ya que
a-m = ps(m) en Ad M.

Como se ve en la definicion del operador D;, éste es una linealizacion
de f. Si consideramos f(x1,...,T,) € S, y suponemos que alguna variable
xp de g = Di(x1, ..., 2., y)( f) tiene grado mayor o igual a 2, luego podemos
aplicar Dy, a la identidad g, por lo tanto Dy(x1 ..., 2n, 2,y)(g) también se
cumplird en A@® M y por lo tanto se tendrd otra identidad gry(xy . .., Tn, 2)
expresada como una relacion del operador p. A esta ultima identidad le lla-
maremos linelizacion de fi,(ay,...,a,). En la prictica este proceso simple-
mente es reemplazar cada expresion de la identidad f por la suma de las for-
mas en que se puede reemplazar un elemento b € A en un elemento a € A de
grado mayor que 2, fijado anteriormente. Por ejemplo la linealizacion de la
ETPTESION PaPaz = Pa2Pa del Ejemplo 1.4.6, €5 pppa2 +2papay = 2pabPat pa®py.
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1.5. Descomposicion de Peirce

Comenzaremos con algunas notaciones. Sea b un elemento de un F-alge-
bra A, R, denotara la aplicacién de A en A, definida por Ry(a) = ab para
todo a € A. Bs inmediato que R, es lineal y por lo tanto R, € End(A).
Escribiremos Ry en vez de R(b), v Ry R, en vez de Ry o R,.

Sea V' una variedad de dlgebras conmutativas sobre un cuerpo F, sea f
una identidad homogénea de tipo [n, 1] que se satisface para las dlgebras en
V', v sean z e y las variables de f, de grado n v 1 respectivamente. Como V
contiene solo dlgebras conmutativas. podemos modificar f intercambiando
el orden de cualquier producto, en particular podemos reordenar los factores
de cada monomio de f, para que esta quede expresada de la siguiente forma

f=Y aiR(zm,) ... R(zi)R(za1)(y) (1.3)

donde cada a; € I’y cada z; es un monomio en la varible x. Reemplazando
cada z; en (1.3) por z obtenemos la nueva identidad

F =3 alR)™ ()

la cual no es homogénea en general. Combinando los términos de f’ que
tienen monomios iguales, podemos escribir f’ como sigue

f'=a(R:)(y), donde q(R)=) BiR,, confeF. (14)

El polinomio g obtenido de f de la forma anterior se llama Polinomio de
Peirce asociado a f. La importancia de este polinomio es que para todo
idempotente e en un algebra A y para todo a € A, se tiene que al sustituir
e por x v a por y en (1.3) obtenemos igual resultado que al hacer estas sus-
tituciones en (1.4), por lo tanto como [ es una identidad en A, tenemos que
g(R.)(a) = 0 para todo a € A, luego g(R,) = 0 como elemento de End(A).
Es decir, para todo idempotente e € A, la transformacion lineal R, satisface
la relacién polinomial g(R.) = 0.

Consideremos F[t| el anillo de todos los polinomios asociativos en la
variable {, con coelicientes en F'. Esto es. si U es la variedad de las alge-

bras asociativas, entonces F[t| = F{t} /U(F{t}). Sabemos de teoria de
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anillos que dado @ = {q(t), g2(t)} € Flt] existe ¢(t) maximo comiin divi-
sor del conjunto (), el cual es 1inico salvo multiplos de F. Ademés existen
s1(t), s2(t) € F[t] tal que

q(t) = s1(t)q(t) + sa(t)qa(t) (1.5)

Mads generalmente, para cualquier conjunto ) definimos

@ = {Sl(t)(h(t) s & '+5n(t)Qn(t)|Sl(t)a seey Sn(t) € F[t]: gifthyones Q'n(t) €Q}

Entonces @ es un ideal de F[t] que contiene Q. Como F[t] es un dominio
de ideales principales, entonces existe ¢(t) € ) tal que @ = ¢(¢)F[t]. Luego
g(t) es un divisor comin de () tal que

q(t) = s1(t)qu(t) + - -+ sn(t)gn(t) (1.6)

para ciertos s(t),...,sn(t) € F[t] vy q1(t), ..., qu(t) € Q, y por lo tanto ¢(¢)
es el maximo comiin divisor de (). Este resultado sera ocupado para probar.

Lema 1.5.1 Sea F un cuerpo, sea G C F{X} un conjunto de identidades
homogéneas de tipo [n,1], donde n recorre los enteros positivos, y A es un
dlgebra conmutativa sobre F' que salisface los elementos de G, y contiene un
idempotente e # 0. Si Q es el conjunto de los polinomios de Peirce asociados
a las identidades de G y q(t) es el m.c.d. de Q, entonces ¢(R.) = 0 en A.

Demostracion. Sea U la variedad de todas las dlgebras asociativas, como
habiamos observado al comienzo F'[t| ¢s una U-libre dlgebra con un gene-
rador . Por lo tanto existe un tinico homomorfismo ¢ de F|t| en End(A)
tal que p(t) = R.. Ya vimos que ¢:(R.) = 0 en A para cada ¢(t) € Q,
lo que implica que cada ¢;(t) € @ esta en el kernel de . Luego, eligiendo
qi(t),...,q.(t) € Qy s1(t),...,s,(t) € F[t] tal que se satisfaga (1.6), se
tiene que ¢(t) estd en el kernel de . Por lo tanto ¢(R.) =0en A. m

Supongamos ahora que V' es una variedad F-dlgebras conmutativas, y
que K = V(F{X}) es el ideal de & = F'{X} correspondiente a V. Sea K,
el conjunto de identidades homogéneas de A que tienen grado positivo en
x1, grado 1 en x5, y grado 0 en z;, para i > 2, y sea Q C Ft| el conjunto
de los polinomios de Peirce asociados a las identidades de K. Entonces si
consideramos el m.c.d. q(t) = a,t" + an—1t"""' ... a1t + ag de Q, llamaremos
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polinomio de Peirce de V' al polinomio ménico ¢'(t) = -¢(1).

Sea A un algebra conmutativa sobre F, sea ¢ € A un idempotente, y
sea ¢(t) € F[t] un polinomio tal que ¢g(R.) = 0 en A. Si A tiene dimensién
finita ocupando algebra lineal, podemos descomponer A en una suma directa
de espacios invariantes por R.. De hecho este resultado se mantiene para
espacios de dimensién infinita, lo que se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.2 Sea F' un cuerpo, sea A una F-dlgebra conmutativa, sea
e € A un idempotente, y sea ¢(t) un polinomio tal que q(R.) = 0. Si ¢(t) =
pi(t)* . p(t)er, donde pi(t) ... pn(t) son polinomios monicos irreducibles
distintos de F[t], entonces

A=A @A @ - ® Am)

donde Auy = {a € A | pi(R.)*(a) = 0}.

_a(t)
pi(t)Fi
1,...,m. Observemos que ¢ (t), ..., gn(t) son relativamente primos, por lo

tanto existen si(t),...,sn(t) € F[t] tal que

s1()q(t) + -+ sm(t)gn(t) = 1 (1.7)

Demostracién. Consideremos los polinomios ¢;(t) = para cada i =

Nuevamente ocupando ¢ el homomorfismo de F[t] en End(A), que envia ¢
in R., tenemos que (1.7) implica la siguiente relacién

I = s1(R)@(Re) + - + 5m(Re)gm(Re) (18)

en A, donde I es el operador identidad. Definamos Ay = ¢;i(R:)(A), v
notemos que

Pi()(Re)*(Agw) = pi(t)(Re)® ai( Re)(A) = g(R.)(A) = 0

luego A{i) C {a € A | pi(R.)¥(a) = 0}. Por otro lado dado a € A tal que

pi(Re)¥(a) = 0, al evaluar Ec. (1.8) en a se tiene que a = ¢;( R.)(si(R.)(a)),
va que ¢;j(Re)(a) = 0 para todo j # i, luego tenemos que a = ¢;(R.)(b)
donde b = s;(R.)(a), es decir a € Ag. Por consiguiente Ay = {a €
A | pi(Re)™(a) = 0}.
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Para a € A sea agy = ¢;(R.)s;(R.)(a) para cada i = 1,...,m v notemos
que agy € Agy. Luego por (1.8) tenemos que

a=aq) + -+ Am)

para todo a € A, lo que implica que A = Ay + A@y + -+ + Apm). Para
demostrar la suma directa, supongamos que existen elementos bay € Ay
para 1 <1 < m tal que

i = b(l) skl 5(m) (1.9)

y supongamos que b;) # 0 para algun j. Como p;(#)* y ¢;(t) son relativa-
mente primos, existen ri(t),m(t) € F[t] tal que
1= ri(t)p; ()% + ra(t)g;(2).
lo que implica
= Ti(REJpj(Re)kj +12(Re)g;(Re).

Aplicando el operador ry(R.)q;(R.) a (1.9) vemos que b; es aniquilado por
el operador cuando i # j ya que en este caso p;(1)* divide a q;(t). Luego
(1.9) con el operador aplicado se convierte en

0= ra(Re)gj(Re) (b)) = bylT — r1(Re)p;(Re)™] = b)
esto contradice la eleccién de j y por lo tanto se tiene que
A=A @A ®- - © Apy.
B

Corolario 1.5.3 Sea F un cuerpo, sea A una F-dlgebra conmutativa, sea
e € A un idempotente. Supongamos que q(t) € F|[t] es un polinomio tal que
q(Re) = 0 en A y tal que todas sus raices oy, ..., o, esten en F, y tengan
multiplicidad k; en q(t) para 1 <i<m ysi Ay ={a€ A | (R, — I)*(a) =
0}, entonces A= Ay ® Apy & - @ Ay

Definicién 1.5.4 La descomposicion dada por el Teorema 1.5.2 o equiva-
lentemente por el Corolario 1.5.3 se llama descomposicidn de Peirce de A
respecto a e.
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Capitulo 2

Algebras Casi-Jordan
(Generalizadas

Definicién 2.0.5 Sea A una F-dlgebra conmutativa. Se dice que A es Casi-
Jordan Generalizada si existen elementos 8 y v en F, no ambos nulos, tal
que

B{(z*y)x — ((zy)z)x} + {2’y — ((zy)z)z} =0 (2.1)

para todo x,y € A

Esta clase de dlgebras aparece como una de las cuatro familias de dlgebras
commutativas sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2, 3 v que satisfa-
ce una identidad polinomial de grado cuatro no implicada por la ley conmu-
tativa, dadas por L. Carini, [. R. Hentzel v G. M. Piacentinni-Cattaneo en
[7]. Cabe destacar que no hay una correspondencia biunivoca entre los pares
(B8,7) € F' x Fy las variedades determinadas por ellos, ya que A satisface
(2.1) si y sélo si A satisface (2.1) para el par (af, ay) para todo a # 0 en
F.

2.1. Ejemplos

Ahora veremos algunos ejemplos de algebras Casi-Jordan Generalizadas,
con idempotente e # 0



Ejemplo 2.1.1 Sea A un dlgebra sobre F' con base {e,a}, y con tabla de
multiplicacion

Entonces A satisface Fc. (2.1) con 3 =1 yv = —1. Por otro lado se
tiene que A no es Jordan, ya que a*(aa) # (aa)a.

Ejemplo 2.1.2 Sea A una dlgebra sobre F' con base {e,a} con la siquiente
tabla de multiplicacion
| e a
e e —e—a
a|l—e—a e+a

Entonces A satisface Fe. (2.1) con = 0 y v # 0. Es decir se cumple
3y = ((xy)x)x para todo xz,y € A.

Ejemplo 2.1.3 Sea A una F-dlgebra con base {e, a, b} con la siguiente tabla
de multiplicacion.

€
e
0
0
Entonces A satisface Ec. (2.1) con 3

=1

y=—1.

2.2. Descomposicion de Peirce

Dada A un algebra Casi-Jordan Generalizada con idempotente ¢ # 0. Se
conocen los siguientes resultados acerca de su descomposicién de Peirce.

Primero que nada se tiene por [3] que el polinomio de Peirce correspon-
diente a esta variedad es g(x) = 2* — £-2? — -2-x. Por lo cual se tiene lo

o Bty Bty
siguiente

Lema 2.2.1 Sea A un algebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y v satisfa-
ciendo 0 & {7, 3+ 7,3 + 2v}. Supongamos que A tiene un elemento idem-
potente e # 0. Entonces

18



supondremos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, ya que es-
ta condicién garantiza que el dlgebra tenga una descomposicién de Peirce.
Ademas cabe destacar que no hay ningiin resultado hasta el momento que
asegure la existencia de idempotentes en esta variedad de algebras, ni que
se caracterizen los idempotentes de éstas.
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Capitulo 3

Representaciones

Veremos ahora propiedades de las representaciones de las dlgebras Casi-
Jordan Generalizadas. Dado M un F'- espacio vectorial, comenzamos dando
una condicién necesaria v suficiente para que una aplicacién lineal p : A —
End(M) sea una representacion de A.

Lema 3.0.3 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada, y p : A — End(M)
una aplicacion lineal. Entonces p es una representacion de A, si y solo si
para todo a,b € A se cumplen

(B + "Y)pg - )Bpapa'z = YPad® = 0 (31)

(B+7)(Papas+ 0206+ Pat)a) — B(20aPbPa+ Pars) — V(200 + popaz) = 0 (3.2)

donde p, == pla) € End(M), y para cualquier a,b € A, p, o py se deno-
tard por popsp.

Demostracién. Sabemos que p es representacion de A si y sdlo si, para
todo a+m,b+n € A® M sc satisface la identidad (2.1). Es facil verificar
los siguientes calculos

[(a+m)2(b+ n)](a+m) = (a2)a + 2p(pppalm))) + palpaz () + pazs(m)

[(a+m)*|(b+n) = a®b+ 2ps(palpa(m))) + po(paz(m)) + pes(n)

[(a+m)b+n)la+mlatm) = (ab)a)a+ palpa(pnm))) +
palpas(rm)) + p2(n) + praa(m)

21



Al reemplazar z = a +m,y = b+ n en (2.1) se obtiene

BL2pa(pv(pa(m)))+pa(paz (1)) +paze(m) =P ((p6(m)) = pa(pas(m) ) — P (1) = pratya(m) }
+1{2p5(0%(m))+pb(pa2 (M) + s (1) = p2((P5(110)) = pa(pas (M) — 3 (N) = prasya(m) } = 0

Es claro que esta igualdad se cumple, si y sélo si son ciertas (3.1) y (3.2). =

Ejemplo 3.0.4 Sea A =< e,a > el dlgebra dada en Ejemplo 2.1.2, y sea
M un espacio vectorial, con dim M = 2. Definimos p: A — End(M) en la

base de A por
(10 (0 -2
Pe=1 9 _1 Pa=1 0 o

Entonces p satiface las Ecs. (5.1) y (3.2), y por lo tanto p es una represen-
tacion de A.

Observacion 3.0.5 Sean Ay y Ay algebras Casi-Jordan Generalizadas, que
cumplen Ec. (2.1) con los mismos escalares 3, v € F. Entonces A, & A,
con producto (a1 + ag)(a} + ab) = aya| + asal, satisface Eec. (2.1) para
los escalares B,y, y por lo tanto es un dlgebra Casi-Jordan Generalizada.
Ademds ocupando Lema 3.0.3, concluimos que dada un homomorfismo p :
A1® Ay — End(M), éste es representacion de A, @ A, siy sdlo si se cumplen

(i) ¢ = pla, y c:= p|la, son representaciones de A, y Ay respectivamente
(%) (B+7)(ParCarar + €ari, + Par €3, + CarPar €ar) — B(dar €5, +€ayl,) = 0

(MU (ﬁ + ’Y)((;balfaga’g + Eagd)alag + 622(/)“1 + ¢a1€¢a‘1 + €0y Pay ¢a'1 4 qbiieaf_, F
5a2¢a1 €al, + Cbm Cay Ea.’z) +
ﬁ25(¢01 f-a’2 Cbal _Fcuz qba’l ¢'a1 +Ea.2 ‘Ecc::2 (}bru Jr(pal d)u’l €aq +¢al faa €as +En.2 ¢’a1 €as ) =
7(2(‘7&&{ fg'z +
qsa’lquﬁa.z Jr‘;ba;_fvag@-bm +€a§¢3l+Eaf_,¢alca2+f-aﬂ_,(-u2¢al)’lrd)a'l €a§+5u§¢a?) =0

para todo ay,a} € Ay y ag,al € A,.

Supongamos que existe elemento idempotente ¢ en A. Al reemplazar a = ¢
en (3.1), se obtiene.

(B+7)p2 — BpZ —vpe =0 (3.3)
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Luego p. satisface el polinomio p(z) = (8 + v)a® — fz? — v = 0. Si
suponemos que (3 + v # 0 podemos definir A = B:JF% e Fypla)=(s+
v)xz(x — 1)(x — A). Si anadimos las condiciones v # 0, 5 + 27y # 0, se tiene
que A # 0y A # 1, por lo tanto p(x) sélo tiene raices simples. Por otro lado
p(x) es dividido por el polinomio minimal del operador p,, por lo cual éste

también tiene sélo raices simples. Luego p. es diagonalizable y tenemos
M = My @ M; @ M,

donde M; = {m € M|p.(m) = im}, con i € {0,1,A\}. Esto se resume en la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.0.6 Sea A un algebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y
v satisfaciendo O & {~.8 + v, 8 + 2v}. Supongamos que A contiene un
elemento idempotente ¢ # 0, y sea p : A — End(M) una representacion
de A. Entonces

M= j\/f(] & j\zﬁ 85 f'lf,\

Nuestro siguiente objetivo es obtener relaciones similares a las dadas en
el Teorema 2.2.2 (M. Arenas), entre los espacios A; v M;, con i € {0,1, A}.
Con este fin procedemos a linealizar la ecuacién (3.1). Tenemos

(B+7)(Papspa+ psp>+ 02pb) — 28Papas — BobPaz — 27P(abya — VPazs = 0 (3.4)
Ademas al restar (3.2) y (3.4), se obtiene

(ﬁf_ﬁ){papbpa+Papab_pbpiip(o.b)a}+(.6+7){2p3pb_pbpa2_pazb} = 0. (35)

Teorema 3.0.7 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y v sa-
tisfaciendo 0 & {~, 3 +~, 8+ 2v}. Supongamos que A contiene un elemento
idempotente ¢ # 0, y sea p : A — End(M) una representacion de A. Enton-
ces tenemos las siguientes relaciones enire los espacios A; y M;:

Ag - 1?\{0 g PV_'[O} Ag - 1’14—1 = -{0} /10 . Aﬁr)\ Q ]‘lf)\
141 G ﬂ/f() = {O}’ Al : 11’[1 g M’l, Al = A’I)\ (_: 1“1/[)\
Ay -MyC M, Ay-M C M, Ay -M,= M, o M,

Mds ain, st anadimos las condiciones 8 # 0 y B+3~ # 0, entonces Ag- M, =
Ay - My = {0} y Ay - My = {0}, donde A = ﬁ
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Demostracion.

Consideremos el algebra S = A& M, por definicién de representacién se
tiene que S cumple Eq. (2.1) para el mismo par (3,v) € F' x F' con el cual
A satisface ésta. Ademas e sigue siendo un idempotente en .S, por lo tanto
como suponemos 0 & {v, 5+, 5 + 2v}, la descomposicién de Peirce de S
relativa a e es S = Sy®5,@8S,, donde S; = {a+m € S| e(a+m) = i(a+m)}
para i = 0,1, A.

Por otro lado afirmamos que A; = S;NA v M, = S; N M, en efecto
SiNA={a+meS|efat+m)=ila+m)}NA={a€ A|ea=1a}=A4,
v anidlogamente se tiene que AM; = S; N M. Sabiamos por Tecrema 2.2.2 que
se cumplen las siguientes relaciones entre los espacios S;

(S0)* € So, (S1)°C S, (S)*CSas
SxSa € 8y, 851 €81, 58 ={0}
de estas relaciones se concluye que
Ag - My = (SO M A)(S[] Al ﬂ/}r) C (Sg M ﬂ/f) = My
Ay - My =(S1NASSNM)C (S NM) =M
Ay -My= (S NA)S\NM)C (SonM)e (S1NM)= My& M
(SU n A)(Sl M ﬁ{) = (S(} M ﬂir)(Sl M A) = {0} es decir /1[) - M, =
Ay - My = {0}.
Ay M, = (S, N A)(S N M) C (SyN M) = M,, similarmente se tiene
que Al 2 A’ff)\ - ﬂ'f[)\

Ay My = (S\NA)(S NM)C (S\NM)= M,, andlogamente se tiene
que Ag - M, C M,.

Finalmente si agregamos las condiciones 3 # 0y § + 3v # 0, se tiene
que (S))? = SpSy = {0}, de lo cual se concluyen las relaciones Aq - My =
;4)‘ - My = {0} v A)‘ 5 M/\ — {0} L]




3.1. Propiedades del niicleo de una represen-
tacién

Observacidén 3.1.1 Sea p : A — End(M) una representacion de A y sea
K = Ker(p) = {a € A | po = 0}. Sabemos por definicidn que p es una
funcion lineal, luego solamente podemos asegurar gue K es un subespacio
de A, pero no podemos decir mas respecto a su estructura, por ejemplo si
éste es subdlgebra o ideal de A (lo que se podria asegurar st p fuese un
homomorfismo de dlgebras). En efecto, si consideramos el dlgebra descrita
en el Ej. 2.1.1, y definimos p : A — End(M) por ple) = idy y pla) =0, p
resulta ser una representacion de A, ya que satisface Ecs. (3.1) y (3.2). Por
otro lado tenemos que K =< a >, y p(a®) = p(e) = idu, por lo tanto K no
es un ideal de A, mas aun no es subdlgebra.

FEsto motiva a estudiar propiedades del conjunto K, v de sus elementos.
Con este fin procedemos a linealizar las Ec. (3.2) y (3.4).

(B 4+ Y)(pcpab + PaPeb + PaPepPb F PePaPb + Plable T+ Pch)a)—
Qﬁ (papbpc + pepfopa + p(ac)b) - Qy(pbf}a.pc + PbPefa + ﬂb[)ac) =0 [36)

(B + ) (Pepspa + Papspe + PoPape + PuPePa + PePaPb + PaPePb) —
Z,B(pcpafz + PapPer + pbpac) — zy(p(ab)c + P(ch)a + fo(ac)b) =0 (37)

Ademas si intercambiamos a y b en Ec. (3.6), se obtiene una nueva identidad
(,B + ﬂf) (pcpab I PvPea + PoPecPa + PePbfa * p(a,b}c = p(arx)b)i
26(popape + PePalo + Plbc)a) — 2V(PaPspPe + PaPeps T Papre) =0 (3.8)

Proposicion 3.1.2 Sea A un digebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y
satisfaciendo 0 & {3, v, 8 +~,8 + 27,8 + 37,35 + 57, }. Supongamos que
A contiene un elemento idempotente ¢ # 0. Sea p : A — End(M) una
representacion de A. St p. es inyectiva, entonces K es ideal de A.

Demostracién. Para probar que K es un ideal de A, basta verificar que
A; K C K, para i = 0,1, A. Para comenzar, es ficil ver que AgK C K, en
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efecto por hipétesis tenemos que My = {0}, v como para a € Ag v b € K se

tiene que ab € Ay, se concluye por Teorema 3.0.7 que py = 0, por lo tanto
ab € K.

Por otro lado si consideramos b € K v ¢ = e en Ecs. (3.6), (3.7) y (3.8)
obtenemos las siguientes ecuaciones respectivamente

(:B wa 'Y) (pepab + PaPeb + Plab)e * p(eb)a) - Q.B(ﬂ[ae)b) =0 (3-9)

Qﬁ(pepab + pﬂpf’—b) + 2’)"(p(ub)c T P(eb)a + p(ae)b) = 0 (310)

(B + 7)(PePab + Pat)e + Plea)p) — 28(Ppera) — 2Y(Pappe) = 0 (3.11)

de la operacién 2-(3.9)-(3.10)+(3.11) se obtiene la siguiente ecuacién

(/6 + 37)106.0(119 + (3/3 + ’Y)(p(ﬂ.b)e - p(ae)b) =0 (312)

Supongamos ahora que a € A, como podemos escribir b = by + b; + by, con
b; € A; para i = 0,1, X. Tenemos que ab = ab; + ab,, luego al considerar
a € Ay en Ec. (3.12) v al evaluar en m € M, se obtiene lo siguiente.

(8 + 37)(Paby (M) + Apapy (1)) + (3B + 7)(Apaby (1) — paby (m)) = 0
como M; y M, son disjuntos se tiene que

(B + 37)Pab, (m) =0
(B + 37) Apapy () + (38 + 7)(Apas, () = pav, (m)) = 0

por lo tanto como (8+37) # 0y (B+37)A+(38+7)(A—1) = —=5y—=33 # 0,
tenemos que pgp(m) = 0, para todo m € M;. Analogamente si evaluamos en
m € M), se obtiene que pg(m) = 0y por lo tanto ab € K.

Finalmente si suponemos a € Ay, tenemos que ab = ab; € A,, luego
al considerar a € Ay en Ec. (3.12) y al evaluar en m € M; se obtiene que
(B + 37)Apap(m) = 0, por lo tanto ab € K, lo que implica que A, K C Ky
por lo tanto K es ideal de A m

Observacién 3.1.3 FEn la Proposicion 3.1.2 anterior es de gran importan-
cia las condiciones sobre los coeficientes 3 y . La prueba de esto es el
ejemplo de representacién dado en la Observacién 3.1.1, ya que en esle caso
se tiene que p. = Idyy, pero con B+ v =0, y K resulta no ser un ideal.
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Veamos otras propiedades de los elementos de K
Proposicién 3.1.4 Para todo elementos a,b.c € K se cumple que
(i) (a,b,¢) + (b,a,c) e K, siy=0
(ii) J(a,b,c) €K, siy#0
donde J(a,b, c) := (ab)c + (bc)a + (ca)b.

Demostracién. Para probar (i), consideremos a, b, ¢ € K en Ec. (3.6), y se
obtiene

(B + 7)(Pab)e + P(ch)a) — 2BP(acyy = 0
como supusimos v = 0, entonces 3 # 0 v por lo tanto se tiene
B(P(ab)e + P(cb)a) = 2BPacpy = O
Plab)e T P(cb)a — 2Py = 0
Plab)e — Plac)h T P(ch)a — Placy = 0
Plcab) T Plack) = 0
Plcab)+(ach) = 0

lo que prueba (i). Por otro lado de manera andloga a la anterior, pero ahora
ocupando la Ee. (3.7) y suponiendo que v # 0, se obtiene directo (ii). m

Proposicion 3.1.5 K salisface las siguientes propiedades:

(i) A-(K2-M)=0, siy=0

(i) J(K,A,A)CK,sif=0
Demostracién. Consideremos a,c € K'y b€ A en Ec.(3.7) y asi

2BpbPac — 27(P(ab)e + P(cb)a) + Placib) =0
como v = 0, entonces [ # 0 y se tiene
ﬁpbpac =0= PoPac = 0
lo que prueba (i). El caso (ii) es directo al ocupar Ec. (3.7), con a € K'y
bce A m
Ahora veremos algunas propiedades de KA, en el caso en que 3+ v = 0,

es decir las dlgebras que cumplen

(*y)x =2y Vr,ye A {3.13)
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Proposicién 3.1.6 Sea A dlgebra de Casi-Jordan Generalizada, con S+~ =
0, y sea p : A — End(M) representacion de A. Entonces K satisface las
siguientes propiedades.

(i) A-((AK)- M) = (A(AK)) - M
(ii) (K,A,A)C K
(iii) K3 C K
(iv) H= K + K* es subdlgebra de A.

Demostracién. Para probar (i) consideramos a € K y b,¢c € A en Ec. (3.6)
de lo cual se obtiene

7

[ﬁ + 7)(pcpab + Plab)e + p(cb]a,) - zﬁf)(ac)b - 2’}/;f:)b.ﬁoussc =0 (314)

sl suponemos /3 + v = 0, tenemos que 5 # 0 v v # 0, luego se obtiene
directamente de (3.14)

Pb(ac) = PbPac

lo que prueba (i). Para probar (ii) consideremos a € K y b,c € A en Ec.
(3.8)
(JB + 7)(pcpab + PoPea + Pab)e + p(cu)b) - 2)6)0(37(:_)@ =0

restémosle (3.14) a la ecuacién anterior

(B + ¥ Popea + Pleap — Pev)a) — 2B(P(be)a — Placyp) = 0

si 8+ v = 0, se obtiene

Pbe)a — Plac)h = 0= Plach) = 0

lo que prueba (ii). Por otro lado, si consideramos a, b, ¢ € K en Ec. (3.6), se
obtiene directamente (iii).

Finalmente para probar (iv), debemos verificar que I1* C I, es decir
K?+ K*+ K*+ K?*K? C (K + K?), como por (iii) se tiene que K* C K,
luego sélo basta probar que K2K? C [I. Primero tenemos que K2K? C
|K, K, K?|+ K*K, y ocupando (i) se obtiene K?2K? C K + K? C K + K? =
H, por lo tanto H es una subdlgebra. m
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Observacion 3.1.7 Ocupando lo hecho en la prueba de la parte (i) de la
proposicion anterior, pero esta vez suponiendo que v = 0 y que a.c € K y
b € A, se obtiene de manera andloga a lo hecho en Proposicion 3.1.4 (i) que
(a,b,¢) + (b,a,c) € K.

Gracias a lo probado en la parte (ii) de la Proposicién 3.1.6, se tiene de
manera analoga a lo hecho en [24, Lemma 1.1], que L. :=={k € K | kA C K}
v K + KA son ideales de A. Mas atn, L es el ideal mas grande contenido
en K, v K + K A es el ideal mas pequeno que contiene a K. Diremos que A
es un dlgebra esencial, si se cumple que L = {0}.

Definicion 3.1.8 Definimos el nicleo N del A-modulo M, como el conjunto
N={n€ A |mz-n=m(zn)=mn-x, paratodome M,z € A}

Proposicién 3.1.9 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada, con [ +
v =10, y sea M un A-mddulo no trivial. Si A es esencial , enlonces

(i) KN K?= {0} y KN N = {0}
(ii) N es subdlgebra de A

Demostracién. Seaz € KNK? ya € A, digamos z = be con b, c € K, lue-
go por Prop. 3.1.6 (i) tenemos que (xa)m = a(xm) = 0, por lo tanto za € K
para todo a € A, es decir z € L, lo que implica que K N K? C L = {0}.
Por otro lado si x € K N N, tenemos por definicién del conjunto N, que
(za)m = a(xm) = 0, luego de manera dnaloga, se tiene que K N N = {0}

Dado ny,ne € N, queremos probar que niny € N. Al reemplazar a =
n1,b = z,¢ = ng en Ec. (3.6) se obtiene (pn, pzpny + PraPzPry + Pinina)z) =
(prpﬂ] Pny + PzPrnaPn =} p:cpmnz)r y al evaluar en m,

((mng)x)m = —((nym)z)ng — ((mng)z)ny + ((nang)m)z + ((mng)n, )z +
((mnq)ng)x
= —((nim)z)ny — ((mng)z)ny + ((mna)ng)z + ((mna)ny )z +
((ning)m)x
= ((mina)m)x = ni(x(nam)) = ni((mz)nz) = nina(mae)
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por lo tanto nyny € N, lo que prueba (ii). =
Daremos otro resultado acerca el comportamiento de K pero en este
caso, para cuando =0

Proposicion 3.1.10 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3 =
0. Supongamos que A contiene un elemento idempotente e # 0 y que (A_;)* C
Ay, Sea p: A = End(M) una representacion de A. Si p. es inyectiva, en-
tonces K es ideal de A

Demostracién. Primero que nada sabemos que cuando 3 = 0, se tiene que
A= —1,yporlotanto A= Ay b A, & A . Ademds se sabe por demostra-
cién del Teorema 2.2.2 en [3], que en este caso particular ApA_; = {0}. Y
por demostracién de la Teorema 3.0.7 tenemos que AgM_, = A_; My = {0},
Luegodadoa € Ay y b € K, como p, inyectiva, es decir My = {0}, se obtiene
directamente ab € K, ya que ab € Ag y AgM, = AgM_, = {0}.

Por otro lado al considerar 8 = 0 en (3.12) obtenemos que

310810&5 =+ Plab)e — Plac)s = 0 (315)

para todo b € K v a € A. Si consideramos a € A; y escribimos b =
bp + by + b_1 con b; € A;, tenemos que ab = ab, + ab_;, v por lo tanto

3PePaby + 3PePab_y t Pabr)e T Plab_r)e — Paby — Pab_, = 0
como (A;)? C A, y AJA ; C A, obtenemos
3pepab; + 3PePab = Pab_y — Pab , =0
v al evaluar en m € M, se tiene que
3pcPab (M) + 3pepab_, (M) — pap_. (M) — pap_ () =0
luego como pap, (m) € M1y pay_,(m) € M_; se obtiene

3Pab, ('m’) — 3Pab_ (T”’) — Pab_; (rm‘) — Pab. 1(m’) =0
3Pab, ('m) S50 Dy (m) = 0

Por lo tanto como 3pu, (m) € My v 5pa_,(m) € M_y, se tiene que ambos
terminos son cero simultdnemente, luego como siempre suponemos charF'
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2,3,5 se concluye que pg(m) = 0 para todo m € M,. Andlogamente sc
obtiene que pg(m) = 0 para todo m € M_y, y por lo tanto ab € K.

Si consideremos a € A_; se tiene que ab = ab; + ab_,. Sabemos que
ab, € A_y y por hipotesis tenemos que ab | € A;, por lo tanto al reemplazar
en Ec. (3.15) obtenemos

3PePaby + 3PePab_y + Pab_ — Paby — Paby — Pab_, = O
3PePab, + 3PePab_y — 2Pap;, = O

si evaluamos en m € M, tenemos

39610&51 (m) + 3,03,0@,1 (TT?.) - 210061 (ﬂb) =0
30ab_, (m) — 9Paby (m) = 0

luego por el mismo argumento ocupado en el caso anterior se concluye que
3pab_1(m) = 0¥ 5pap,(m) = 0, y por lo tanto pg(m) = 0 para todo m €
M;. Finalmente si evaluamos en m € M, de manera similar se obtiene que
Pab (M) = 0¥ 3pa_,(m) = 0, lo que implica que pg(m) = 0 para todo
m € M 4. Por lo tanto ab € K, y por consiguiente K cs ideal de A. m
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3.2. Representaciones de algebras simples

Sabemos por [7] que dada un dlgebra A Casi-Jordan Generalizada simple,
para 3y v tal que 3 # 0, 5+ 3y # 0, entonces A es asociativa. Por otro lado
en [20] se prueba que un édlgebra Casi-Jordan (es decir cuando S + 3y = 0)
simple es Jordan. Por lo tanto sélo es interesante estudiar las dlgebras Casi-
Jordan Generalizadas simples cuando 3 = 0. En esta caso se sabe que existen
algebras simples no necesariamente asociativas. En efecto

Ejemplo 3.2.1 Sea F un cuerpo con car(F) # 2. Consideremos A = Fx F
con suma y multiplicacion por escalar usual, y con multiplicacion definida
por

(a,b)(c,d) = (ac + bda, —ad — bc)

para « # 0, a € I. Esta es un dlgebra conmutativa y (1,0) es un idem-
potente distinto de cero. Probemos que A es simple. Sea I un ideal no cero
de A, y sea (a,b) # 0 € I. Luego (1,0)(a,b) = (a,—b) € I, y por lo tanto
(2a,0) € I. Andlogamente se tiene que (0,1)(a,b) = (ba, —a) € T y por
condiguiente(2ba, 0) € I. Como (a,b) # 0 implica que 2a # 0 o 2ba # 0,
por lo cual I contiene un elmento (x,0) con x £ 0. Pero entonces (1,0) € T,
y por lo tanto (r,s) = (1,0)(r, —s) € I para todo (r,s) € A, lo que implica
A=1.

Por otro lado si ponemos {a,b) = (a, —b), es fdcil ver que se cumple la
siquiente relacion:

(wu)y = w(uv), Yw,u,veE A
y por lo tanto
(ym)e)z = (F(am))z = Tem)D) = y(@m) = y((z2)e)

luego A cumple (2.1) para B = 0 y ademds se tiene que (1,0)((1,0)(a,b)) =
(a,b) v (1,0)%(a,b) = (a,—b), por lo cual A no es asociativa.

Proposicion 3.2.2 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada para 3 = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente e # 0, y sea p: A —
End(M) una representacion de A. Si A es simple, enlonces p es fiel.



Demostracién. Como A es simple por lo dicho al comienzo en Proposicién
3.1.10 se tiene que Ag es un ideal de A, por lo cual se concluye que A =
A1®A_q, yaquee # 0 € Ay. Luego se tiene que A% | C Ay, y por Proposicién
3.1.10 se tiene que K es un ideal de A, como A es simple, luego K = {0},
es decir p es ficl. m

3.3. Casos especiales

En esta seccidn estudiaremos las representaciones para los casos exclui-
dos en la Teorema 3.0.7. Veremos las relaciones que se cumplen entre los
espacios dados por la descomposicién de Peirce, sobre los subespacios en
que se descompone el médulo M en cada caso.

3.3.1. Caso~y=0

Sea A un édlgebra Casi-Jordan Generalizada con v = 0, es decir que cum-
ple (z?y)x — ((zy)x)x = 0, para todo x,y € A, v sea p: A = End(M) una
representacién de A. Para estas algebras el polinomio minimal del operador
Re : A = A, es el mismo que el p, y esta dado por p(t) = t2(t — 1), ver
(3.3). Por lo cual se tiene que la descomposicién de Peirce del dlgebra es A =
Ap®DA;,donde Ag = {x € A|(ex)e=0}y A, = {z € A| (ex) = z}. De ma-
nera similar tenemos que M = My@® M, donde My = {m € M | p2(m) = 0}
y My = {m € M | p.(m) =m}.

Ademas sabemos que se tiene las siguientes relaciones entre los subespa-
cios de la descomposicién de Peirce

AgAy C Ao, (Ag)® C Ay

ver [7]. Al igual que en la Proposicién 3.0.7, queremos obtener relaciones
similares entre los espacios A; v M;, para i = 0,1. Lo cual se resume en el
siguiente resultado.

Lema 3.3.2 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con v = 0. Su-
pongamos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, y sea p : A —
End(M) una representacion de A. Entonces se cumple lo siguiente:

Ag- My C My, A - My C My, Ay My C M,.
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Demostracion. Al igual que en Teorema 3.0.7, si consideramos el dlgebra
S = A® M, por definicién de representacion se tiene que S cumple Eq. (2.1)
para § # 0y v = 0. Ademas e es un idempotente en S, por lo tanto en
este caso la descomposicién de Peirce de S relativa a e es S = Sy & S5, don-
de Sop = {a+m € S| e(e(a+m)) =0}y S; = {a+m € S| e(at+m) = a+m}.

Por otro lado se tiene que A; = S;N Ay M, = S5; N M, en efecto
SiNA={a+meS|efa+m)=(a+m)}NA={a€A|lea=a}=Ay
SoNA={a €a|elea) =0} = Ay, andlogamente se tiene que M; = S;NM.
Ademas sabemos que se cumplen las siguientes relaciones entre los espacios
S

5081 € So, (S0)* € So
de las cuales se concluye que
A{} 3 A4[] = (S()ﬂA)(SQ ﬂﬁl’l’r) Q (Sun M) = Mg

Ay - My = (S;NA)(SyNM) C (SonN M) = My y similarmente se tiene
que A(] ' A’[]_ = A[g

3.33. Caso f+2y=0

Sea A un algebra Casi-Jordan Generalizada con 3 + 2y = 0, y sea
p: A — End(M) una representacién de A. Para estas dlgebras el polinomio
minimal del operador R, : A — A, es el mismo que el de p. vy esta dado por
p(t) = t(t—1)2, ver (3.3). Por lo cual se tiene que la descomposicién de Peir-
ce del dlgebraes A= Ag® A;, donde Ag={r € A|(ex) =0}y A ={z €
A | (ex)e — 2(ex) + # = 0}. De manera similar tenemos que M = My, & M,
donde My = {m € M | p.(m) =0} y My = {m € M | (p.(m)—id(m))* = 0}.

Ademds sabemos que se tienen las siguientes relaciones entre los subes-
pacios de la descomposicion de Peirce

AoAr = {0}, (40)* C Ao

ver [7]. Queremos obtener relaciones similares entre los espacios A; y M;,
para i = 0, 1. Lo cual se resume en el siguiente resultado.
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Lema 3.3.4 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con [ + 2 = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente e # 0, y sea p : A —
End(M) una representacion de A. Entonces se cumple lo siguiente:

Ao- My = A, - My = {0}, Ay- My C M,

Demostracion.

Consideremos el algebra S = A @& M, por definicién de representacion se
tiene que S cumple Eq. (2.1) para 8 v v tal que 8 + 2y = 0. Ademds e es
un idempotente en S, por lo tanto en este caso la descomposicién de Peirce
de S relativaaees S = Sy @ Sy, donde Sy ={a+me S |e(a+m)=0}y
Si={a+meS|elela+m))—2e(a+m)+ (a+m)=0}.

De manera similar a lo visto en Lema 3.3.2 se tiene que A4; = S;N A
y M; = 5; N M. Ademas sabemos que se cumplen las siguientes relaciones
entre los espacios S;
SoS1 = {0}, (So)? C So

y por lo tanto se tiene que

-AO C ﬂ/fg = (Sg N A)(Sg n ﬁ{) £ ( o M ﬂﬂr) = J'.M-U

Ay - My = (51N A)(Syn M) = {0}, de la misma manera se ticne que

Ag - M, = {0}.

3.3.5. Caso f+~v=0

Sea M un espacio vectorial y p : A — End(M ) una respresentacion de A.
Sabemos por (3.3) que el polinomio caracteristico de p. y R. en este caso es
p(x) = 2* —x. Por lo tanto se tiene que la descomposicién de Peirce del dlge-
braes A = A¢g®A,, donde A; = {a € A|ea = ia} parai = 0,1.Y de manera
similar se tiene que M = M, @ M,, donde M; = {m € M | p.(m) = im}
para =0, 1.

Sabemos por [7] que AgA; = {0} y (A;)? C A, y probaremos relaciones
similares entre los espacios A; v M; en el siguiente lema.
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Lema 3.3.6 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3+ v = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, y sea p : A —
End(M) una representacion de A. Entonces tenemos las siguientes relacio-
nes entre los espacios A; y M;:

A[) J A{I = Al * ﬂf(} = {0} 14] . nl[l Q 1"11

Demostracion.

Si consideramos el dlgebra S = A @ M, se tiene que S cumple Eq. (2.1)
para 3 v 7y tal que S+~ = 0. Ademas e es un idempotente en S, por lo tanto
en este caso la descomposicién de Peirce de S relativa a e es S = Sy & 5,
donde S;={a+me S |ela+m)=1ila+m)} parai=0,1.

Aligual que en los casos anteriores se tiene que A; = S;NAy M; = S;NM,
v en este caso tenemos las siguientes relaciones entre los espacios S;

SoS1 = {0}, (81)° € S
y por lo tanto se tiene que
A - M= (SiNA)(SiNM)C(SiNM) =M,

Ay - My = (81N A)(So N M) = {0}, de la misma manera se tiene que
14(] - ]M] = {U}
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Capitulo 4

Moddulos irreducibles

Sea A una F-algebra y p: A — End(M) una representacién de A.

Definicion 4.0.7 Sea N subespacio vectorial de M, diremos que N es submddu-
lo de M siy solo si A-N CN.

Definicion 4.0.8 p es una representacion irreducible, o equivalentemente
que M es un modulo irreducible, si y solo si M # 0 y no tiene submddulos
no triviales.

Proposicién 4.0.9 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y v
satisfaciendo 0 & {8,~v, 8+ v, 3 + 2v, B+ 3v}. Supongamos que A contiene
un elemento idempotente e # 0, y sea p . A — End(M) una representacién
irreducible de A. Enlonces se cumple una de las siguientes afirmaciones

(i) M = M,
(i) M = M,
donde X\ = —ﬁ—.]’;;.

Demostracién. Ocupando el Teorema 3.0.7, se obtiene facilmente que My
vy M), son submoddulos de M, luego como M es irreducible, se tiene que
M = M, 6 M, = {0}, y por otro lado que M = M, é M, = {0}. De estas
opciones nacen directamente las enumeradas anteriormente. m
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Teorema 4.0.10 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con [ y ~
satisfaciendo O & {8,v,8 + v, 8+ 2v, 8+ 3v}. Supongamos que A contiene
un elemento idempotente e # 0, y que M es un A-mddulo irreducible. Si
M = My, entonces M es un médulo asociativo.

Demostracién. Primero que nada por Teorema 1.4.5 se concluye que M es
asociativo si y solo si se cumple que

(a,b,m) = 0 Ya,be A, me M (4.1)
(a,m,b) = 0 Va,be A, meM (4.2)

Por hipétesis se tiene que M = M, (es decir p, = idy). Debemos probar
que se cumplen Ecs. (4.1) y (4.2). Dado a,b € Ay m € M, podemos escribir

a=ag+a+ayyb=by+b +bycona;,b; €A parai=0,1,\ y tenemos
que

(a,b,m) = (ag + ay + ax, bo + by + by, m) = (ay, by, m)

andlogamente se tiene que (a, m,b) = (a1, m, b;), luego para probar que M
es asociativo, basta verificar que las Ecs. (4.1) y (4.2) se cumplen para todo
a,b € Ay ym e M = M,. Para esto consideramos a,b € A; v ¢ = e en Ec.
(3.6) v tenemos

(8 + 7)(3;0(1?) g 3papb) = Qﬁ(.ﬂaﬂb + PoPa + pab) - 67(.0!:.0,1) = 0
(B+37)par+ (B+37)paps — 2(8 + 37)pppa = 0
Pab + PaP — 2pppa = 0 (4.3)

Al intercambiar a y b en Ec. (4.3) se obtiene
Pab + PoPa — 2papp =0 (4'4)

Finalmente si restamos Ecs. (4.3) v (4.4) obtenemos que pupp = pppPa, ¥ POT
consiguiente se tiene que pg = papp. Es decir Ecs. (4.1) v (4.2) se cumplen
para todo a,b € A;, y por lo tanto M es un médulo asociativo. =

En el caso que M = M, se cumple algo cercano a la asociatividad al
agregar la condicién 3 — v # 0, en efecto se tiene el siguiente resultado
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Teorema 4.0.11 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3 y
satisfaciendo 0 &€ {8,v, B+, B+2v,5+37, —~}. Supongamos que A con-
tiene un elemento idempotente e # 0, y que M es un A-mddulo irreducible.
Si M = M,, entonces en M se cumple que

(i) (a,m,b) =0 VabeA meM
(ii) (ab)m = A\"'a(bm) YabeA meM.

Demostracién. Por hipétesis se tiene que M = M, (es decir p. = Aid).
Luego por Teorema 2.2.2 y Teorema 3.0.7, se concluye que basta verificar
(i) v (ii) para todo a,b € A; y m € M. Al reemplazar a,b € A, y ¢ = ¢ en
Ec. (3.6)

(B4 7)(Npab + paps + 2Xpaps + 2pab) — 28(Xpaps + Apspa + Pab)
—2y(2X\pepa + popa) = 0
(B+7)A+2) —28)pa + ((B+7)(2A + 1) — 2BA)paps
22\ + v+ BNpepa = 0
Ypas + (B =7 — 2BN)paps — 2((2Y + BIA = (B+ )N )popa = O
Ypap + (B — ¥ + 27 + 2YA)papp — 27Apppa = O
YPab + (B+ 7+ 29A)paps — 27Appa = 0(4.5)

Al intercambiar a y b en Ec. (4.5) se tiene
Vo + (B + 7+ 27N pppa — 29Apapy = 0 (4.6)

y al restar Ecs. (4.5) v (4.6)

(B+7 4+ 49A)(papy — popa) = O
(B+3)(B—7)
B+

como por hipotesis (8 + 3v) # 0y (8 —7) # 0, tenemos que papp = PbPa;
luego al reemplazar esto en Ec. (4.5)

(papo — popa) = O (4.7)

Ypab + (B + V) Papb
APab — Papp = 0 (4.8)

por lo tanto se tiene que pgp = A~ paps, lo que concluye la demostracion. m
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Observacién 4.0.12 De la demostracion del Teorema 4.0.10 se concluye
que en general dada p : A — End(M) una representacién de A no ne-
cesariamente wrreducible, si se cumple p. = id, entonces M es un médulo
asociativo. Las propiedades dadas en el Teorema 4.0.11 también se cumplen
para un modulo M no necesariamente irreducible, donde p. = Aid.

Observacion 4.0.13 En trabajos como [{], [5], [10] y [17] se prueba que
para los distintos tipos de dlgebras consideradas en éstos, sus mddulos irre-
ducibles son de dimension uno. Lo cual nos hace preguntarnos si sucede algo
parecido al trabajar con dlgebras Casi-Jordan Generalizadas, o al menos ver
bajo que condiciones se cumple eso. Supongamos que M es un mddulo irre-
ducible de A, y que Ay = Fe. Por la Proposicion 4.0.9 se tiene que M
debe ser My 6 My, ¢ My. En los 2 wltimos se concluye que M es de dimen-
sion uno. En efecto st M = M), y fijamos m € M con m # 0, se tiene
que F'm es submddulo de M, ya que e -m = Am y por lo tanto se tiene
A-(Fm) = Ay - (Fm) = Fe-(Fm) = Fm. Finalmente como M es irredu-
cible, se obtiene que M = Fm. De manera andloga se concluye lo mismo al
suponer que M = M.

4.1. Casos especiales

Hasta ahora hemos estudiado mddulos irreducibles sobre algebras que
cumplen que 0 € {5,v,8 + 7,8 + 27,8 + 3v}. Por lo que nos gustaria
conocer mas sobre los casos no considerados. Cabe destacar que ningin par
de estos términos puede ser cero simultdneamente, va que se tendria que
B =~ =0, por lo tanto los casos que faltan estudiar son cinco, cuando cada
uno de estos terminos es cero. Empezaremos estudiando cuando f + v = 0.

4.1.1. Caso f+v=0

En este caso se llega a un resultado analogo al de la Proposicién 4.0.9,
va que por lo visto en el Lema 3.3.6 se tiene que M; es un submédulo de M
v por lo tanto

Lema 4.1.2 Sea A un algebra Casi-Jordan Generalizada con 3 + v = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente e # 0, y sea p: A —
End(M) una representacion irreducible de A. Entonces M = My 6 M = M,.
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Observacién 4.1.3 Por otra parte si suponemos que Ay = Fe y M es un
mddulo irreducible sobre A. Si M = M, de manera andloga a lo hecho en
Observacion 4.0.13, se obtiene que dimM = 1. Por otro lado, en el caso en
gue M = My sabemos que no necesariamente se tiene que dimM = 1. Esto
se prueba por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.4 Probaremos a continuacion la existencia de un mddulo irre-
ducible de dimension 2.

Consideremos el dlgebra dada en el Ejemplo 2.1.1, y un espacio R-vectorial
M con dimM = 2, es decir M =< v,w >. Definimos p : A — End(M)
sobre la base de A por: pe = 0 y pa(Mv + dow) = (220 — A )v + (Aa — A w.
Es fdcil verificar que p es una representacion de A.
Supongamos ahora que M no es irreducible, es decir existe N = Rm para
algin m € M, submddulo de M. Sea m = \v + hw # 0, luego como N es
submddulo de M, se tiene que pz(m) = bym para algin b, € R, para todo
r € A. Por lo tanto en particular se tiene que p,(m) = b,m, es decir se
tiene que

(2/\27"\1) = ba.)\l
(A2 — A1) = boho

De la primera igualdad se obtiene que Ay = M)\i, y al reemplazar en la

2
sequnda igualdad tenemos
(by + 1)

M— A = b ety
(be + 1At — 2, — bu(bet DN
((ba)? +bo —ba — 1+ 2)N =
((6a)” + )Ny == 0
como el polinomio x> +1 = 0 es irreducible en R[z|, se concluye que Ay = 0,

y por consiguiente Ay = 0, llegando a una contradiccion, ya que hablamos
supuesto que m # 0. Por lo tanto M es un médulo irreducible y dimM = 2.

Proposiciéon 4.1.5 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 3 +
v = 0. Supongamos que A contiene un elemento idempotente e # 0, y sea
p: A — End(M) una representacidn irreducible de A. Si (Ag)? € Ao y
pe # 0, entonces M es un modulo asociativo.
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Demostracién. Al igual que en Teorema 4.0.10 debemos probar (a, b, m) =
(a,m,b) = 0 para todo a,b € Ay m € M. Como p. # 0 se concluye por
Lema 4.1.2 que p. = idy. Ademds por hipotesis se tiene que (Ag)? C Ay,
por lo cual si consideramos a = ag + @1 v b = bg + b, con a;, b; € A;, se tiene
que (a,b,m) = (ay,by,m) y (a,m,b) = (a1, m. b,). Por lo tanto sélo debemos
considerar a,b € A,.

Si tomamos a,b € A; y ¢ = e en Ec. (3.6) se tiene

PaPb + pab — 2ppp, = 0

luego como ya vimos en Teorema 4.0.10 esto implica que el modulo es aso-
ciativo m

4.1.6. Casovy=0

Nuevamente en este caso se llega a un resultado similar, ya que por lo
visto Lema 3.3.2 se tiene que M es un submédulo de M, luego al suponer
M irreducible se tiene que

Lema 4.1.7 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con v = 0. Su-
pongamos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, y sea p : A —
End(M) una representacidn irreducible de A. Entonces M = My 6 M = M,
donde My ={m € M | p2(m) =0} y My = {m € M | pe(m) = m}.

Por otro lado si suponemos que (A,)? C A; y que M = M, al igual que
en el caso anterior se tiene que (a,b,m) = (a,m,b) = 0 para todo a,b € A,
m € M, siy sélo si (a,b,m) = (a,m,b) = 0 para todo a,b € A}, m € M.
Finalmente si reemplazamos a,b € A; y ¢ = ¢ en Ec. (3.6) obtenemos
Pafb + Pab — 2pppa = 0, ¥ por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.8 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con v = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, y sea p: A —
End(M) una representacién irreducible de A. Si (A1)> C A} y p? # 0,
entonces M es un modulo asociativo.
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4.1.9. Caso =0

En este caso se tiene por Teorema 3.0.7 que M; es submddulo. Por lo
tanto si M es irreducible se tiene que M = My 6 M = M, & M_,, de donde
el resultado

Lema 4.1.10 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 5 = 0. Su-
pongamos que A contiene un elemento idempotente ¢ # 0, y sew p: A —
End(M) una representacién irreducible de A. Entonces M = M, ¢ M =
M, & M_,, donde M; = {m € M | p.(m) =im} parai=10,1,-1.

4.1.11. B+2y=0

Finalmente al igual que en los demds casos aqui también se tiene por
Lema 3.3.4 que Mj es un submdédulo de M, por lo cual se obtiene el siguiente
resutado

Lema 4.1.12 Sea A un dlgebra Casi-Jordan Generalizada con 5 + 2v = 0.
Supongamos que A contiene un elemento idempotente e #£ 0, y sea p: A —
End(M) una representacion irreducible de A. Entonces M = My 6 M = M|,
donde My ={m e M | p.(m) =0} y My ={m e M | (p. — id)*(m) = 0}.
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Capitulo 5

Problemas abiertos

En esta seccién nombraremos algunos de los problemas que pueden brin-
dar mds informacién de la ya obtenida. En orden de aparicion en este trabajo
queda pendiente lo siguiente:

» Suponiendo 0 & {3, v, 5+ 7, 8+ 2v, 5 + 37}, seria til encontrar mas
propiedades en el caso en que el modulo es irreducible y se tiene que
M = M, va que al tener esta caracterizacién solo sabemos que la
representacion p, satisface que p. = 0. A diferencia de los casos res-
tantes, donde en un caso se obtiene que el mddulo es asociativo y en el
otro una condicién cercana a la asociativiadad del médulo, lo cual nos
da mucha mads informacion de como se comporta la representacion.

» También queda pendiente encontrar propiedades de los mdédulos irre-
ducible en los casos v = 0y 8 + v = 0, cuando no se supone que A;
v Ag son subdlgebras de A respectivamente, ya que en estos casos se
tiene que el médulo es asociativo.

» Finalmente encontrar mas propiedades en el caso en que el médulo es
irreducible y se supone 3 = 0 o 3+ 2y = 0, yva que por la informacién
obtenida en este trabajo, sélo podemos concluir que en ambos casos
My es un submadulo, lo cual no da demasiada informacion sobre la
representacién.
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