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RESUMEN

Se estudia algunos aspectos de la dinámica en la esfera de Riemann O : OU {co}
generada por las aplicaciones racionales en las familias ?¿ :: {z ¡--+ 1 l llu::d : ,,: €
O\{0}} con d€lN, d>2.

En e1 capítu1o 0 se da las definicioles básicas y se resumen uua serie de conceptos
y resultados necesarios para el desarrollo de los capítulos posteriores.

En el capítulo 1 se prueba que los endomorfismos racionales z ,-- f -(z) : lll l"::d
(con *,€ 0\{O} "t d e lN. d > 2) no tienen alillos de Hernran . A partir de esto
se obtiene una ca¡acterización dinámica del conjunto de ]landelbrot de f¿. )l(F¡).
para todo d > 2. Se define las componentes hiperbóiicas de fa f' se estudia su

relación col el conjunto de \'Iandelbrot. Lr:ego se le como varÍa el conjulto de Fatou
de f- cuando (, recorre Ia frontera dl,I(F¿).Se continúa con una reducción de
Ia conjetura de Ia hiperbolicidad a otra coujetura más simple. Se demuestra que ei
conjunto de parámetros parabólicos es numerable. Finahleute. se prueba que las
clases de conjugación cuasiconforme en la familia .F¿ son o bien un abie¡to arco
-conexo de C o bien se reducen a un punto.

En el capítulo 2 se estudia la subfamilia de fa que se obtiene cuando restringinros
el parámetro o' a lR. Se prueba que eu este caso existen tres posibilidades pala

.f.: C - 0 : que tenga una órbita periódica atractora contenida en lR ,= lR U {:c}.
que tenga una órbita periódica racionalmente indiferente coutenicla en lR. r' que r.l
conjunto de Julia de /. sea toda la esfera C. Se analiza la dinámica de l- : lR - lR
y las bifurcaciones que se producen cuando c..r varía en lR. Para el caso en que d es

par se prueba que existe una sucesión de duplicación de períodos. y se entrega una
¡educción de la conjetura de la hiperbolicidad para parámetros reales. Finalmente.
si d es impar se prueba (entre otras cosas) que el conjunto {cu € lR : I tiene una
ór'bita periódica atractora ) es denso en lR. Es decir, se prueba la conjetura de Ia
hiperbolicidad para este caso particular.
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SUMMARY

We study sone aspects of the dynamics on the Riemann sphere 0 - 0 U {m}
generated by the rational maps of the family f¿ :: {z ; I ! 1f azd : c", € O\i0}}
for d€ Nl, d>2.

In Chapter 0 rve give the basic definitions as r¡'ell as summarize various funda-
mental concepts and results which wiil be needed in the following Chapters.

In Chapter I we prove that the rational endomorphisms z r--» f-(z) : 1¡
\f ,,:zd (where u e O\{0} and d € t\, d > 2) have no Herman rings. From
this we are able to obtain a dynamical characterization for the pararneters in the
N'landelbrot set associated to f¿. denoted M(fa), for all d > 2. Furthermore, ue
define the hvperbolic corrponents of f¿ and investigate the relation of these lith
tlre ['fandelbrot ser M(Fd). Afielrvards, rve exarnine holr- the Fatou set of /. r'aries
as o varies in the boundary 1M(F¿) of the N4andelbrot set. Then u,e give an
argument s'hich allou,s us to reduce the dense hyperbolicity conjecture of the famill.
?¿ lo a seemirtgl¡' rnore tractable conjectural statenent. In addition, u'e prove tirat
the set of parabolic parameters of the family f¿ is countable. Fiuall¡'. l'e prove that
each tluasiconfolmal conjugacv class of ñ is either a path-counected open subset
of O or is just a point. This closes Chapter 1.

In Chapter 2. u'e stud¡, the subfamily of f¿ rvhich is obtained rlhe¡ ue restrict
our attention to those values of ,¿ rvhich are real. \\G establish tltat in this case there
arp llrree possibi)iries {or f- : C -.. Ó. nanlell: /- rnal have an attracrirg periodi.
orbit contained in lR :: lR U {co}; /,, mav irave a periodic orbit rvhich is rationalll'
indifferent and §'hich is fully contained in lR: or, it mav occur that the Julia set of
I is all of C. \\e analvze the d5'nanr.ics of f : R --- R and rhe bifulcations rhat
arise s'hen c¿ r'aries in lR. ln the case that d is even, \r,e prove that there erists a

sequence of period doubling- and we furtherniore gir.e an argunteut that allou's us to
reduce the dense h¡'perboücit¡: conjecture of real parameters to ar) apparentll' simpler
conjectural statement. Finall¡.. if d is odd. we prove (among others things) that the
set {r.,l € R : /, has an attracting periodic orbit } is dense in lR. That is to sar.. rve

manage to prove the dense hyperbolicity conjecture in this particular case.



INTRODUCCIóN

Lzrs primeras contribuciones en la teoría de la dinámica de las funciones racioraies
en Ia esfera de Riemann C : C u {oo} se deben a Pierre Fatou [Fa] y Gastón Julia
[Ju], alrededor de 1920- En esta fecha Fatou planteó la conjetura de la hiperbolicidad.
Ia cual forma parte importante en Ia presente Tesis. Dicha conjetura afirma que
las aplicaciones hiperbólicas forrlan un abierto y denso en el espacio de todas las
aplicaciones racionales. Probar que la hiperbolicidad es una condiciór abierta es

sencillo; sin embargo Ia densidad aún no ha podido ser demostrada. Las aplicaciones
hiperbólicas son de interés por cuanto tienen una dinámica simple y posiblemente son
la.s únicas cu¡'a dinámica sobre el coujunto de Julia es estable por perturbaciones.

Dado que estrrcliar Ia dinánica de 1a clase de los endomorfisnros raciollales en 1:.

esfera de R.iemann es una tarea iarga ¡'difíci1, es común considerar subfalnilias de fun-
ciones racionales que dependen analíticamente de uno o más parámetros cornplejos.
Puesto que. según veremos, la dinárnica global de un endomorfismo racional depende
esencialmente del comportamiento de las órbitas positivas de los puntos críti,:os-
usualmente se estudia sul;fantili¿rs caracterizadas por coudiciones en rlit:llas orbitas
positir.as. Es así c¡ue la familia polinomia) cuad¡ática P : {. :', p.(:.) : z) + c ..

c e O ). que corresponde a ia subfarnilia de apiicaciones racionales de grado 2 con
un punto crítico fijo. ha sido objeto de nu¡nerosos traba"jos en dinárnica corlpleja.

Para aplicacioues racionaies cuadráricas. J.N,Iilnor l\'{i2] sugir.ió est,diar 1a famjlia
de aplicacio.es que euvia, uno de sus puutos críticos e' el otlo. Lina fornra norrnal
para dichas aplicacioles es : ¡-+ i l1f,.az2.

Antes del trabajo de l{ilnor. la familia f2 : { : + f-t=) : I i lf .a;2 :

* e C\iO) ) frré considerada por \'1. Ll.ubich ll¡,i]. Ei planteo la pregunta de si
las aplicaciones en esla far.iiia tienen o no anillos de He¡man. pos terion:nente. j\f.
Shishikura lSh]. usando téc.icas de ci.rgía cuasico.fornre, probó que las al;licaciones
racionales de grado 2 'o tienen arillos de Herman, respondiendo así a la pregunt:r
de L¡'ubich como u. caso particular. Po¡ ot¡o lado. \,1. Rees [Re] consideró en for,a
más general las familias de apiicaciones racionales que tienen dos puntos críticos
1, que envian uno de ellos en el otro. Una forma normal para dichas familias es
f¿-{z*r/-(.) :1i11*:d: *e C\{0}} donde d€N.d>2.

En la presente tesis se estudia algunos aspectos de la dinámica de las funciones
racionales : r-+ /-(:) -1*ll*zd. con *€ O\{0} l.d€NJ. d}2. Se prueba
qi.re dichas funciones racionaies ro tienen anillos de Herman. C)abe nreucionar que el
resultado de Shishikura [SIi] no implica este resultado para las aplicaciones en -F¿.
COn tl 2,1



El conjunto de Mandelbrot de la familia Fd, M(Fd), se defi.ne como la clausura
del conjunto { u : J(Í.) es conexo i (J(f,,) denota el conjunto de Julia d" ,f-).
Y. Yongcheng [Yo] usa el resultado de Shishikura para caracterizar dinámicamente el

conjunto de las aplicaciones racionales cuadráticas cuyo conjunto de Julia es conexo.

Usando el hecho que ias aplicaciones en. fd D.o tienen anillos de Herman (probado en

esta tesis), e independientemente de [Yo], obtenemos una caracterización dinámic¿
del corrjunto M(f¿). Ademas, se prueba q,,t-e M(f¿) es conexo' y que su frontera
es una curva de Jordan analítica y regular excepto por un punto singular, a saber el

único parámetro to e M(T¿) en el cual J(f) es disconero.
Las componentes hiperbólicas de á se definen como las componentes conexas

d. UF=, A¡. donde A¡ :: { u : f. tiene una órbita periódica atr¿ctora de

período k ). La caracterización dinámica de M (F¿) mencionada en el párrafo
anterior permite afirmar que M(Q = O\4, y Que UL: A¡ C M(7¿). En la'
sección 3 del Capítulo I se entrega una representación gráfica de dichas componentes
hiperbólicas para d : 2 y d:3. También se demuestra un resultado sobre la forma
en (lue se distriLrul'en en el correspondiente conjunto de N'landell¡rot: se prueba que

todo punio en U*>r 4.4[ es acunlulado por componentes d" Ur>r .4.¡. t Que el único
purrto singular de la frontera AII{Td) es acunrulado por componentes de [J¡¡1 á¡,

que intersectan al eje real. Por otra parte, en la sección -l se rnuest¡a conto varía eI

conjunto de Fatou de f cuando ar recorre el borde A ¡'f ed) Eti Ia siguiente sección

se plantea una conjetura equivalelte (en apariencia mas simple) a la conjetura de la
hiperbolicidad para nuestra fa.rlllia T¿. Se enuncia dicha conjetr.rra para parátnetros
reales, Ia cual posteriormente en el Capítulo 2 es resuelta para d impar. En Ia

sección 6 del Capítulo 1, utilizando el concepto algebraico de Resultante se prueba
que el conjunto de parámetros parabólicos es nurnerable, lo cual ser'á fun,:lamental
mas adelante en la denrostración del mencionado caso particulal de la conjetura de

la hiperbolicidad. En la última sección del Capítulo 1 se demuestra que las clases cle

conjugación cuasiconforrne de la familia f¿ son o bien un abierto arco conexo de O o
bien se reducen a ul punto, análogo a lo que ocurre en 1a familia polinomial cuadrática
P2. Este hecho en la farnilia ?2 es una pieza fundarnental en la demostración de la
conjetura de la hipelbolicidad para parámetros reales realizada por G.Su'iatek fSrv].

L;n asunto interesarrte en diuárnica es tonar el parárnetro que parametriza a f¿
en la recta real. Resulta en este caso que la dinámica de /- : 0 --- Ó queda
cornpletamente detenninada por Ia dinámica de su re-stricción u iR, J, , ]R r lR. E"
el Capítulo 2. se prueba que si ...r € lR. entonces I. t C - C no tien" rri discos
de Siegel rri purrlos de Cremer: de hecho se demuestra que en este caso e\isten lres
posibilidades: que /- : Ó -- Ó t"ogu una única órbita periódica atractora contenida
eu lR : RU {m}; que /- tenga una única órbita periódica racionalnente ildiferente
contenida en R con multiplicador .\ : *1; y que J(f) : I

Se realiza adernás en el Capítulo 2 un estudio de la dinámica de la familia { /. :

R -, R : r¡ € R ). Para el caso d par se prueba que existe una sucesión de

V n € ll\, f. tiene una órbita superatractora de período 2". situación análoga a

)



la que ocurre para la conocida familia polinomial cuadrática rcal p u@.) : po(L - z).
Resultados computacionales mostraron que el número que cuantifica la forma en que
el árbol dobla-período se aproxima a su estado final no coincide con la conocida
constante de Feigenbaum 4.669201..... de la familia polinomial cuad¡ática. Para
d par se entrega además una reducción de la conjetura de la hiperbolicidad para
parámetros reales.

Por su parte para el caso d impar, considerando el hecho que para u < 0, f-:
E --, R ". uo homeomorñsmo del círculo que preserva orieutación, se prueba (entre
otras cosas) que el conjunto de parámetros { ar € R : /., tiene una órbita periódica
atractora ) es denso en R., es decir se prueba un caso particular de la conjetura de
la hiperbolicidad. Lo anterior se hace introduciendo un cambio de coordenadas en la
familia {J- r R -, R: c.., < 0} para obtener una familia analíticamente equivalente

{g" : R -* ñ : c > 0}. Se prueba que el número de rotación p(c) de g" es tal que
p-l(F(\Q) tiene interior vacío y que si p(c1) - pfq entonccs arbitrariamente cerca
de c1 existe c tal que p(.): plq y una órbita de período Q de g" es atractora.

Por último. rnencionernos que en el apéndice de esta tesis se arljunta una copia del
trabajo 7Áe ratiotal lnaps z t--+ l*lf ,'::d haae no H ennar¡ ri7¿g-s. en el cual aparece
una demostración del hecho c¡ue las aplicaciones /- no tienen anillos de Her.rnau.
liget'amente diferente (en su presentación) a la entregada en la presente tesis.



CAPITULO O

PRELIMINARES

En este Capítulo se encuentran
desarrollo posterior de este trabajo.
domorfismos racionales en Ia esfera

las definiciones y resultados necesarios para el

Contiene una int¡oducción a las familias de en-

de Riemann.

0.1 Definiciones básicas.

0.1.1 Por C clenotarno,. a la esfela cie Iliemaun. Lna función racional ,t , C - [
es una función de la forma R(:) : P(z) lQ (.-). donde P :' Q son polir.ionrios cori

coeficientes complejos )' (P, Q) : 1: e1 grado de R es el márino entre los grados

de P ¡' Q. En el presente trabajo -R ciertotará sieurpre una aplicación racional de

graclo d > 2. En esta Tesis consicleramos a -R como un -sistema dinámico discreto
en 0. Así. R0:ld l. R":Iio-R" 1 V n ) 1. Las funciones racionales coinciden
exactamente con la clase de las funciones analíticas de C "n 6.

0.1.2 Si / : -\ --- l" es una función analrtica no constante entle superlicies cle

Riemann 1' a es un punto cle -Y. la deficiencia (u orclen cle lanrificación) de J eu

a, á7(a). es el entero A 1 donde l es el orden de la primera derilada no-nula cle

/ena.
Para -\ e 1" compactos existe ¿1 ( lN tal que cada y € \' se alcarlza exactamente

rJ veces e¡ X contar¡do mrr ltiplicidades. Esdecir: Vy € )'. !..r-,ir1(1+á7(r)) : d

Al entero d se ie llama el grado de Ia función /. Para urra función racional esfe
grado coincide con el definido anteriorrnente.

La fórmula de Riemann - Hurwitz relaciona la topoloeÍa de las super-flcies
con la delciencia tot al:

Seal:-\
d.e Rie'mann.
de X eY
Entonces:

--- \- una futción analítír:a no cot¿stante de. grado ¡l t.ntrt las strpafric-s
cornpactas -Y ¿ 1". Scan ¡(Ji) y X(l') las cara ct e ríst íca-" d.e Euler
respectitatn ent r y sea á;(-\) :: D"e_x 6¡(r) la deficiencia total de f.

1(.Y)+ó7(.Y):,1r()')

+



0.1.3 Un punto c € Ó es un punto crÍtico de .R si B no es inyectiva en veciodad

alguna de c. Sicl oo y.B(c) I oo lo anterior es equivalente a B (c) - 6- p6¡

la fórmula de Riemann - Hurwitz una función racional de grado d tiene 2(d - L)

puntos críticos contando multiplicidades. Denotaremos por C(ft) al conjunto de

puntos críticos de l?.

0.1.4 Dado zs € 0, se deflne la órbita positiva de zs como la sucesión 0+ (26) ::
{fi"(ro)}.¿o. Si R"(26) : zo y n es e1 menor número natural que satisface esta

relación, entonces zo es llamado utr punto periódico de período n. En este caso z6

es llamado atractor, superatractor, repulsor, o indiferente, de acuerdo a si

l.\l < 1, .\:0, lll > I ó l,ll :1 respectivamente, donde ,\ - (r?")'(z¡). Además
zo es raciorialmente (resp. imacionalmente) indiferente si .\ : exp(22'á0) mn
0 e Q (resp. d € R\Q ). Al conjunto lzs, R(z¡),...., ft"-'(ro)) lo llamamos órbita
periódica y la denominamos atractora, superatractora, repulsora o neut¡al de man-
era similar.

0.1.5 Sea C una colección de funciones analíticas definidas en un dominio L¡ de

Ó. La familia C se dice normal en U si es equicontinua en U. Por el Teorema
de Arzela-Ascoli esto equivale a decir que toda sucesión de funciones en C contiene
una subsucesión que converge unifo¡memente en los compactos de U .

0.1.6 Un punto z € 0 es un elemento del Conjunto de Fatou de .8, el cual
<{enotamos por F(B), si existe una vecindad [;' de .- en 0 tal que Ia familia de
iterados {fi"}">o es no¡mal en [,r. EI Conjunto de Julia de E, J(rt), se define
como el complemento del Conjunto de Fatou.

Los nombres de estos conjuntos son en honor a Pierre Fatou y Gastón Julia,
quienes en los trabajos [Fa] y [Ju] iniciaron el estudio de Ia dinámica de funcio¡res
racionales.

0.1.7 Si,R,5:0-0 so, dos funciones racionales 1' I1 :0---Ó oum
Transformación de Móbius ta1 que MoR--SoM, diremos que By,5 son
analíticarnente conjugadas, y denotaremos E - ,S. En este caso M o R :
S" o M, V n € lN. Así -R y .9 tienen dinámicas analíticamente equivalentes.

Dos funciones lacionales Rr, R, . [ --- C se dicen topológicamente conju-
gadas si existe un homeornorfismo Á : 0 --* Ó tul qne /z o fi, : R2o h. En este caso

las dinámicas de ,R1 y E2 son topológicamente equi'i.alentes.

0.1.8 Sea R¿ e1 espacio de todas las aplicaciones racionales de grado d provisto de
la topología de los coeficientes y sea .M ! fi,¿ una subvariedad compleja conexa. Un
endomorfismo ¡acional R" € M es Uamado estructuralmente estable (en ,M) si
para todo E €,t4 suficientemente cercano a Ro. las tran sformaciones Rg: O -- C
y ,B: Ó --+ Ó son topológicarnente conjugadas, y los homeomorñsmos que conjugan
á¡: Ó - 0 dependen continuamente de -R.

il



O.2 Resultados fundamentales.

En esta sección se enuncia¡á una serie de resultados fu¡damentales de la teoría
de ite¡ación de funciones racionales que serán utiliz¿dos durante el desarrollo de

la presente Tesis- Comenzaremos con algunos resultados cl¿ísicos como el Teorema

de Montei y ias propiedades más conocidas de los conjuntos de Julia y de Fatou.

Continuamos con el Teo¡ema de las componentes de Sullivan y la clasificación de

las dinámicas que existen en el conjunto de Fatou. Luego veremos dos versiones de

la fórmula de Riemann-Hurwitz para funciones racionales, las que nos permitirán
describir más adelante algunas propiedades topológicas de los Conjuntos de Julia.
Seguiremos con algo básico sobre puntos periódicos indiferentes, para a continuación
ver lo necesario sobre estabilidad de apücaciones racionales e hiperbolicidad. Por
último, veremos 1o necesario sobre e1 concepto algebraico de Resultante.

Para demostraciones de los resultados de esta sección se puede consultar las re-

ferencias [Be], [Ja], lMSSl, [Mi1], [Mi2] y lsul.
Como esta sección es una simple recopilación de resultados conocidos en dinámica

compleja, puede ser omitido en una primera lectura y utilizado como referencia en lo
subsiguiente.

0.2.1 A continuación, se enuncia dos resultados sobre familias no¡males.

Teoren-ra (de Montel) ,9ea C una rclc,cci.ón. de futciottr s a¡nlític,u..s def.rtid"as tn
tt¡, rlo¡t,,t,io ¿ C (. .i; U,,(, i,/'1 ertlo l\ a ¡n¡i.- y,tr,lo., rl, { t¡¡tontt.' a ,'
tton¡l al an Li.

Teorema (de Vitali) Supottganos que la familia
cas es nor¡nal en u¡¿ dominir, D, y qut {/,,}".,.
frnción f et algún subconjun.to abierto no-tacío 11'

una furtción F analítica en D. y tal que f, - F
de D.

{1. },,.,, de aplicaciones anolítí'
conl)(rge punttalm.e nte a algutta
d.e D. Ento¡rces f sc ertiendt a

uni.Jorrnemente en los compactos

0.2.2 Entre los resultados clásicos sobre los conjuritos J(n) :' F(.R) probados por
Fatou 1'Julia están los siguientes:
a) Ambos J(E) :' F(E) son completamente invariantes por -R. Esto es:

E-l(-r(E)) : J(n) : n(J(n)) ( análogarnente para F(-R) )'
b) J(/?") : J(A) I' F(fi") : .F(/?) para todo ,¿ € [\
c) J(r?) es no vacío 1' coincide con la clausura del conjunto de ¡runtos periódicos
repulsores de B-
d) J(n) es per{ecto.
e) Si 16 es una componente (conexa) de ,E(R) entonces fi(,ft) también Io es. Adernás.



n-'(,Fo) es unión finita (< grado(fi)) de componentes de F(,?). Por otra parte,
R@Fo): añ(ro).
f) J(.R) es conexo si y sólo si toda componente de ,F(.R) es simplemente conexa.
g) J(E) es conexo o bien tiene una cantidad infinita no-nume¡able de compoDentes

conexas.

0.2.3 El resultado que daremos a seguir fué probado por D.Sullivan en [Su]. Es un
resultado {unda¡lental para describir Ia dinámica de las funcioues racionales. Fatou
ya sabía de la importancia de este resultado, planteándolo como pregunta. Sullivan
1o probó vía aplicaciones cuasiconforrles. Fue el quien hizo ver Ia importancia de esta

clase de aplicaciones en dinámica de funciones racionales. Pa¡a enunciar el resultado.
necesitanlos algunos con cept os previos.
Definiciones Una compolente fls del Conjunto de Fatou es periódica si existe
n € lN tal que E"(f6) : fo. Al menor natural que satisface esta igualdad le lla-
mamos el período de Fs. La componente F6 es eventualmente periódica si existe
m € lN U {0} tal que -B-(F6) es periódica.

Teorema de las componentes (Sullivan, 1982) Toda com.ponente co¡tera d"el

Conjunto de Fatou es et:enttLalmente ptriódica.

O.2.4 Las dinámicas posibies sobre componentes periódicas del conjunto de Fatou ¡'a
eran conocidas por P.Fatou 1'G.Julia. En este apartado describiremos Ia clasificación
de estas dinárnicas. Para esto comenzarnos con algunas definiciones.

Definiciones Sea D una conponente periódica de período n del Clonjunto cle Fatou
F(.8). Entonces D se llama:
a) Componente atractora si D coutiene ur pulto periódico atracto¡ :6 de período
n. En este caso se tiele que -Ba"(r) -+.zo cuando [ ---+ cc para todo: € D.
b) Componente parabólica si eüste un punto periódico racionalmerte indiferente
zs en Ia frortera dD tal que R"(;s) - "-s, 

(.R")'(z¡) : i l'nk"(:) ---+ :o cuando fr --+ co

paratodo:€D.
c) Disco de Siegel si ñ"lD es conformemente conjugada a una rotación irracional
del disco unitario I : {z € C : l:l < 1}. Es <lecir si existe un homeomorfismo
analítico e: D -+ A v un número irracional á tal que óoR': exp(2riá)o
sobre D. Llarnarnos a 0 (rnódulo 1)el número de rotación del disco de Siegel y a

zo : d-1(0) su centro.
d) Anillo de Herman si -R" lD es conformemente conjugada a una rotación irra-
cional de ur¡ anillo ize C:r < lrl < 1) para algún 0 < r< 1.

Resunimos la clasificación de dinár:ricas sobre componentes periódicas de l'¡(/?)
en el siguiente Teorema.



Teorema Tod.a componente perióilico ilel Conjunto de Fotou es o bien tna com-

ponente atmctora, una componente pambólíca, un tlisco ile Síegel, o un anillo de

Hemtan.

0.2.5 Existe una importante relación entre los pultos críticos y las cornponentes
periódicas del Conjunto de Fatou. Es la siguiente:

Teorema Sea D una componente períódica de períod,o n del Conjunto d'e Fatou.
a) Si D es atractora o parabéIica, entonces Ui;t nl(r) contiene un punto crítico
d.e R.
b) Si D es un d,isco d,e Siegel o un anillo tle Hertnan, entonces el borde l):=¡ AR;(D)
está contenid,o en la clausura d.e las órbitas positi.oas d,e los puntos críticos d'e R.

Observación: Si una componente D es parabólica o atractora (y no superatrac-
tora) 1a órbita positiva del punto crítico contenido en lJl'=ot ,?i(D) es infinita.

0.2.6 A continuación vemos dos versiones de la fórmula de Riemann-Hurw-itz.
las cu¿les son útiles en sus aplicaciones a dinámica de funciones racionales.

a) Teorema Supongamos que V es un d.ominio acotado por un número finito de

curtsas d.e Jorilan mutuamente d,isjtntas, que {l es una componente d€ R-l(l/) lf
qrLe no hay ualore-¡ críticos d,e R en 0l' . Entonct.s r¡i."lr ¡r¡ € IN f ¿/ qu R; Li --- I'
es ur¿ ??? - rcctLbrimiento ramif.cad,o y:

x@) + 
'a(U): 

mx(l/).

Si F6 es una componente conexa del col1junto de Fatou. en general su frontera es

algo rlucho urás complicaclo que una unión firita de cu¡r'as de Jordan mutuamente
disjuntas. Para definir la característica de Euler d" Fo, f(Fo), se recurre a los lla-
mados -suódominios regulares de F6. los cuales tienen una característica de Euler bien
definida ya que sus clausuras son triangulables- Se deñne lu X(fo) como el valor
límite de características de Euler de subdominios regulares que aproximan a F6 (r'er

[8"] pp. 90-93 para las definiciones precisas). Con dicha definición se cumple que

X(I.) € {--}U{.....,-2,-1,0, 1}. Eu caso que X(Fo) = -oo,sediceque Fo tiene
conectividad infinita.

A continuación enunciaremos una versión de la relación de Riemann- Hurs'itz
para componerltes conexas del conjuuto de Fatou.
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b) Teorema Sean Fs y F1

ft(¡o) : Fv. Entonces e ste
ramificado y:

componentes del Conjunto d,e Fatou y supongo.mos que

m € ["] f a/ que R : Fo --, Ft es un m- recubrimiento

x(r,)+ án(ro) : mx(fi).

0.2.7 Veamos ahora una condición suficiente para que .,/(/?) sea totalmente dis-
conexo.

Teorema Sea R :0 - Ó ,ro aplicación racional. Si todos los puntos críticos
d,e R pertenecen a una m,isma componente d,el Conjunto de Fatou entonces F(R)
ti.ene esa sola componente y el Conjunto d.e Julia es totalmente disconero.

0.2.8 A continuación describimos algunos hechos sobre puntos periódicos racio -
nalmente indiferentes. Supongamos que / es una función analítica en una vecindad
del origen y que tiene la forma f(z)-z*oro+r*........ con "*0 y p€ Nl. La
función / es un difeornorfismo local / : ,,v* ---+ §'.
Deffnición: Un dominio simplemerte conexo U con UC.\:O,\'y 0€áL; se dice
un pétalo atractor para / en el origen si /(Ú) C ¿¡ U {0} y nr>. /k(r) : {0}.
Un pétalo repulsor para / se define como un pétalo atractor paru ¡-'.

Sobre pétalos atractores y repulsores se t,iene el siguiente resultado:

a) Teorema Sea R: Ó -- 0 ¿na aplicación racional con R(z) -- z + azp*l * .......
(o l0 V p € lN) en una tecind,ad, d.el origen- Entonce s:
i) Eristen p pélalos atractores disjuntos U1.,.....,Up, y p pétalo-s repulsores dis-
juntos ü!,....,[i'o, para R en 0, d.e modo que Ia unión de los '2p pétalos junto al
origen 0 forman una aecíndad del orige.n.

ii) Por cada pétalo atractor U¡., er.iste una componente F¡ d.e F(R) que lo con-
tiene, y que correspond.e a una componente periódica parabóIica de período 1 que
tient al origen 0 en su frotúera. Atlemás, para cad,a i e it......p) y cada : ( F¡
existe k>0 tal que Rk(z) e Li¡.

Cuando B(0) : 0 y ñ'(0) es una raíz de la unidad distinta de 1. es decir
R(z) = ¡, * a:p+t * ....... en vecindad del origen. con )q - l, 

^r 
I I para

1 < j < g - I se tiene un resultado similar al anterior, En este caso, ,Ee es de Ia
forma: flq(:) = z + czt*l *......., con c#0 y t=kq para algún ,k e lN.

Por a) .Rq tiene f pétalos atractores en el origen. Esto irnplica que hal- I
componentes distintas .Fl, ...., ,F, de .F(.Rq) (y por lo tanto de F(R)) cada una
de eilas conteniendo un pétalo atractor de r?q - R actúa como una permutación
sobre {Fr,....,4}. Ntfás precisamente, como una permutación de las {, fi es una



composición de k ciclos disjrmtos de longitud g.

Observación: Lo anterior se ha hecho suponiendo al origen como punto fijo racional-
mente indiferente. Si el punto fijo no es el origen, y más aún, si estamos en el caso

de una ó¡bita periódica racionalmente indiferente. tenemos el siguiente resultado que

generaliza el anterior.

b) Teorema Sea {21.,...., z*} una órbita períód,ica racionalmente ind,iferente para

R con \: (E-)'(21) una raíz q - ésima de la uni.dad. Entonces e¡isfe & € lN

y eristen mkq componentes distintas Pr,......., F-*, de F(R) tal que en cada

zi hay eroctamente kq d.e estas componentes cada una conteniend.o un pétalo en

z;. Ad,emás, R actúa como una permutación soáre {F1,....... F*¡,r} con k ciclos
disjuntos d.e longitud. mr1. Una componente basad.a en z; se aplica por R en uno
eompo enle basada en :¡1

0.2.9 Ahora h¿blemos brer,emente sobre Discos de Siegel.

Consideremos una aplicación analítica en una recind¿rd del 0 de 1a forma /1-:) :
\-. - -2 -. -3,^- -T u)- t u3- f-.....,

Definición: Se dice que / tiene un disco de Siegel en el origen si existe una
vecindad abierta U de 0 simplemente conera ¡' tal que / aplica [¡ sobre si
mismo como un isomorfismo confon¡te. Por el Lema de Schl'arz resulta que /l[.] es

conformernente conjugada a la rotación : '-+ ,\z del disco unitario 1,.
En particula.r se deduce que l)l : 1 y ) no es raíz de la unidad (excepto en el

caso t¡ivial f(r) : 
^, 

).

Observación: Es claro que si R, Ó -* Ó es una aplicación racional con un disco
de Siegel en el origel como en la defi¡ricióu precedente, entonces .B tiene un disco
de Siegel como en 0.2.4.

Consideremos la faniilia de poünornios cuadráticos &(t) : )z -¡ 22, donde
): )(r): e2"it para algun f € [0, 1], y denotemos por m a Ia medida de
Lebesgue en lR. Entonces:

Teorema (Siegel) nz({l e [0, 1] : P¡1¿¡ tiene un ilisco d.e Siegel en 0]) - |

Lo anterior indica que {) : P¡ tiene disco de Siegel } tiene medida total.

Otro resultado importante que necesitaremos más tarde es el siguiente:
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Teorenra (Bryuno - Yoccoz) Para ),: e2'i' con ¿ € R\Q las siguientes tres

con d iri o n es son equ i rolen I es:

(l) P¡(:) - \: * :2 tiene un d.isco de Síegtl.
(2) z,- )z I z2g(z) tiene- disco de Si.egel Y g analítíca en 0.

(3) 1," q^llogq"+r ( -, donde los q," son los denominadores en la etpansión en

fraccion es continuas de t.

0.2.10 En esta sub-.ección, se verá algo sobre estabilidad de aplicaciones ra -
cionales.
Definiciones: t'na aplicación aralírica /: ll'x [ ..- [. con lt una tac'e
dad cr,mpLja co1]exa. se llama familia analítica de endomorfisrnos racionales
parametrizada por I{,-. Denotamos a /(.,-'.:) por f (:). Para cada *'. l- : C - 0
es una aplicaciól racional.
Para cada n € lN se Ie asocia a .f el col.jrLnto
\/.:-{,*. '¿-ll '(:.Lr'=--. | : 4 ; -, , l}. la. at,li,.,i,,rr.-
prti¡'ección P,.:11,., -- I1-. P,(*.:) :*. )-r'alor propitr I":.i/,, --* C. .\,,(*.:l :
(.f :')'(, -)
Se dice que u1r punto periódico :s. de período n, de fo es p ersist entemente
indiferente si es indiferente 1' :

i) Existe una vecirdad lt¡ de u¡ r' una función analíti.a o:II 6-[ ral c¡ie

o(*'¡) =:¡ .r',.u gráÍico { (;.o(;)) :u€llo} es una recinda,.l de (;¡.:¡) crr .11,,.

ii) 1,, es corlstarrte en una lecildacl tle (*6".:¡) en ,\1,..

Pol la analiticidad de /. se puede reformrLlal i) corno :

i') P,, es inlectiva en rrna vecindacl de (u¡.:¡).

Observación: Si para algún ;s € ll-. .f." tiene un punto periódico persis-
tentemente indiferente. entorces para todo .¿ e 1{'. I tiene un punto periódico
indiferente.

A cr-,ltirmación se en,:lciará un Teolerra que da diferente-. caracterizacione-" de la
estabilidad sol¡re el coljulto de Julia.

a) Teorema [\{SS] ,9ea {ñ}..u una Jttmilia analítica de entlorrLorfismos racionalts
y.s6¿ L!'o un punto de 11:. Entonces 1as "sigzr¿icnl¿s condiciones son equhalentes:
1) Erí.ste una re cinrfud 11:¡ dt u:¡ tal qm para todo ¿ e If'0. J-lJ(/-) r-'
to¡tológicane nte conjuqadt o f""lJ(f""), V J (..f .\ deptndt continuantentt de - €
II6 corr respecto a la distattcia dr Hau.sdorff entrt dos conjuntos ce.natlos.

2) E,riste una tecindad li¡ de *6 tal qut para todo ¿ € ll-¡,,. torlo punto periótlico
dt. f, e-< atractor. o repul-.or. o pt.rsislenftmtntt indiferentt .
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Definición: Se dice que /* es J-estable ( Juüa-estable ) si cualquie¡a de las

condiciones anteriores se satisface en i,.r6.

El siguiente es un importante resultado debido a Mañé, Sad y Sullivan [MSS] .

b) Teorema Sea {f-}.r* una famili.a analítica de endomorfismos racionale-". El
Conjunto {a e W : f- es J-éstable } es abierto y denso en W.

0,2.11 Ahora yeremos el concepto de Hiperbolicidad .

Definición: Se dice que una aplicación racional r? es hiperbólica si existe uná
nrét¡ica conforme u(z)ld.zl definida en una vecindad t' de J(,R) con respecto a la
cual fi es expansiva sobre J(,R). es decir si existen constantes c ) 0 r' ,\ > 1 rales
que:

ll(rB")'(z)ll." > c.\" Vz€lN y Vz € J(l?) donde:

ll (4")'(,)ll,'- st'Rlg» l(ñ")'(z)l .

Se tienen los dos siguientes ¡esultados:

a) Teorema Sea B:0--* Ó un¿ aplicación racional d.e grado ) 2ysea
C+(E) : U"¿o ñ"(C(n)) . Entonces las siguientes condicione-s son equiaalentes:
a) R es hiperbóIica.
b) La órbita positiua de cada punto crítico d.e R conrserge hacia alguna órbita periód"ica
at ro.cl.o ro. .

c)dr@tr(R):0.
d) No hay en J(R) órbitas periódicas racionalmente iniliferentes ni puntos críticos
tle R..

b) Teorema Toda aplicación racional hiperbólica es J - estable.
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0.2.12 Por úitimo, veremos lo necesario sobre el concepto algebraico de Resultante.

Sean P(c):onr¡*dn-tto-r +....... + 
"o., Q@): b,,x^ *b,,.-tz*-r +....... +60

dos polinomios con coeficientes en un cuerpo conmutativo ,l{, donde n,rn } l. §s
Ilama resultante entre P V Q al determinante:

an a¿-1 aO 0 ... ... 0
g ar o¡¡-r ao 0 --- 0

Res (P,Q) -
0 ... 0 an an-1 ... ... ao

b* b,^_, óo 0 ... ... 0

0 ¿r., ó--r ... Do 0 ... 0

donde, en el determinante anterior, hay m filas col ci'.s, y n filas con 6, 's. Se
tiene el siguiente importante resultado (ver [Ja]. pp. 325) :

Teorema Sean. P(r): a,&'" + ai-tr"-l + ....... + oo y Qk): b-.:r"'+ll,n-,.r"'-l +
... -.- + ¿ro f,.o.s polinomios con coeficientes en el cuerpo conmutatiuo Ii, dond.e
n,tn )- l. Entonce-c Res (P,Q):0 sá y sólo si a,, - b,,, : Q o P(r) y

Q@) tienen un factor e¡¿ común de grado positiuo en lifzl.
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CAPITULO 1

CONJUNTO DE MANDELBROT DE LA FAMILIA f¿

En este Capítulo se int¡oducen l¿s familias .F¿ de endomo¡fismos racionales con

las cuales se trabajará. Se prueba que las aplicaciones racionales de dichas familias
no tienen anillos de Herman. Se obtiene una caracterización dinámica del conjunto
de Mandelbrot d,e f¿, M (f¿), V ¿ > 2. Se definen las componentes hiperbólicas de

f¿ (para cada d ) y se estudia su relación con el conjunto de N{andelb¡ot. Luego se

ve como varia el conjunto de Fatou F(.R) cuando R recorre AMel. Se continua
con una ¡educción de la conjetura de la hiperbolicidad a otra conjetura más simple.
Se demuestra que el conjunto de parámetros parabólicos es numerable. Finalmente
se prueba que las cia.ses de conjugación cuasiconforme en la familia f¿ son o bien
un abierto arco-conexo de O o bien se reducen a un punto-

1.1 Introducción.

Dada la dificultad de estudiar la dinámica de la clase de las funciones racionales
en Ia esfera de Riemann, es natural considerar subfamilias de funciones racionales
que dependen analíticamente de uno o rnás parámetros conrplejos . Puesto que Ia
dinámica global de un endomorfismo racional depende esencialmente del compor-
tamiento de las órbitas positivas de los puntos críticos (ver 0.2.5), usualmente se

estudia subfamilias caracterizadas por condiciones en dichas órbitas positivas. Por
ejenrplo la familia polinonial cuadrática Pz: { z'- p,(z) : z2 +c : c € O},
que corresponde a la familia de aplicaciones racionales de grado 2 con un punto
crítico fijo, ha sido ampliamente estudiada. En la presente Tesis, se considera las

familias de aplicaciones racionales de grado d (d € N. d ) 2 cualquiera) que tienen
dos puntos críticos y que envían uno de ellos en el otro. Pasemos a precisar 1o anterior.

Supongamos que -R : Ó - 0 es una aplicación racional de grado d ) 2; en-

tonces ella tiene 2(d - 1) puntos c¡íticos contando multiplicidades. Si ¡? tiene
exactamente 2 puntos críticos, cr(fi) y c2(^B), cada q(B) tiene necesariamente
multiplicidad d - 1. Si ic1(-,?),cr(E)) es una órbita periódica de período 2

para -&, conjugando con una transformación de N,fóbius ,41 que lleve c1(.R) y
cr(-R) en 0 e oo respectivamente, y algún punto fijo de E en 1, se obtiene
que.9: MoRoM-| es la aplicación S(z) - llzd. En este caso fi es
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analític¿mente conjugada a z á 7fzd, otya dinámica se describe trivialnaente.

Si .E(c1(E)) : c2(R) pero .E(cr(E)) I "r(E), conjugando con la transformación

de Móbius M que lleva c1(r?), cr(,R) V ,R(c:(E)) en 0, co y 1 respectiva-

mente se obtiene que S:MoRoM-t tiene la forma S(z) : 1* l/¿.¡zd donde

t-r € O-(:: O\{o}); luego -E N z F+ 1l lf uz¿- Con esto hemos probado que la
familia: {,8 eRd : C(R): {c,(ñ),cr(ft)} , R(c1(A)) - cr(B) } sepuede describir
módulo conjugación por:

f¿ :: {2,- f.(z) = 7 * 7 I az¿ : c^-, e Ct} U {2,'* f¡(z) - t l rd}.

En esta Tesis nos restringimos a estudiar la dinámica de las apücaciones en .F¿

con d€ [\, d>2.
La famitia .F¿ ha sido estudiada por M. Lyubich [Lyl], J. Milnor [Mi2] (para

d.:2),y I\{. Rees lRe] (para d ) 2 cualquiera).
.F¿ es una farnilia reducida, es decir diferentes miembros de ella no son analítica-

mer.rte conjugados. Otras familias analíticamente equivalentes a f¿ ( que en raras
ocasiones considerarentos ) son:

{:.-+ Á.(:) :1/(:d+c) :ceC} I {. -9.(:) :c-1/:d:ce C}.

Estas 2 irhimas no sol reducidas. De hecho se tiere que para c € O-:

g. _ R, _ f" +- ,4t1 =n

Observación: (lada /. € F., tiene eseuciahuente ula órbita de puuto cr'ítico,
Esto facilita el estudio de su dináuica. De hecho. por 0.2.5, el nú:lero de cor:r-
ponertes periódicas en F(/-) tiene fuertes restricciones. Por ejemplo si ha1' una
órbita de conponentes atractoras o paral:ólicas. sólo eriste esa órbita de componentes
periódicas en F(f ).

1.2 Caracterización del conjunto de Mandelbrot.

En el estudio de la dirámica de aplicaciones racionales interesa naturalmente
describir propiedades de 1os conjuntos de Julia y Fatou. Topológicamente un coljunto
de Julia o bien es conexo o bien tiene una c¿ntidad no numerable de cornponentes
conexas. Por esto, al considerar una familia cualquiera de aplicaciones racionales,
resulta natural defrnir el conjunto de Mandelbrot de la familia como Ia clausura
del conjulto de aplicaciones de la familia cuyo conjunto de Julia es conexo.

En nuestro caso tenernos:

M(f¿) :- {u, € C : J(/-) es conexo}
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En esta tesis nos interesa (entre otras cosas) obtener una caracterización dinámica

del conjunto de Mandelbrot M(fa).
Como J(/.,) es conexo ssi toda componente de F(f.) es simplemente conexa,

para describir M(f¿) debemos consider¿r la conectiüdad de las componentes de

F(J-). Comenzamos por ¿nalizar las componentes periódicas en -F(/,). Existen 4

posibilidades para dichas componentes: attactora, parabólica, disco de Siegei y anillo

de Herman. A continuación estudiamos la conectividad en cada uno de estos casos.

1.2.1 Proposición Sí F(f.) tiene una cotnponente periéd.ica atractora ile períod.o

1 , entonces esta ti.ene conectiaiilad inf,nita y es iguol " F(f.).
Dem: Sea Fo una componente fija atractora pata f.. Veamos que ambos puntos

críticos, 0 e oo, están eo F¡. De hecho, por 0.2.5 F6 contiene ¿l menos un punto
crítico de ñ. Si 0 € Fo entonces oo - J;(0) € /,,(F6) : Il¡. Por otro lado, si

oo € Fo: ¿(f"), existe z1 €Fo tal que /.,(21) : co. Como z:0 es 1a única

solución de f.(z): oo (Porque ój- (0) : d- 1) entonces 0 = zr € Fo. Así 0 e

oo pertenecen a F6.

Aplicando Ia relación de Riemann - Hurrvitz a J- : F¡ ---+ Fe se obtiene que existe

nz € lN tal que x(¡o) + 6¿(4) : mx(Fo)- Pero necesariamente m : d pues

ó¡.(0) : d - 1. Es decir, x(Fs) +2(d - t) : dx(ro).
Si X(Fo) fuera finita, se deduce X(&) = 2, y por tanto It : O, lo cual es

un absurdo i,a que -r(/-) * 0. lsi F6 tiene conectividad infinita 1'' como F6 es

completamente invariante, F(f-) : Fo.

Observación: En el caso anterior vimos que todos los puntos críticos de .f.
perteriecen a una única componelte de l'i(/-), a saber F6. Si usauros el lesultado
0.2-7 no sólo deducir¡os que J(f ) es disconero. sino que J(.f-) es ¡otaimeutt:
discolero. Como J(f) es co¡rpacto r,perfecto, podetnos afirtnar clue en ei caso

1.2.\. J(f-) es un conjunto de Cantor.

1.2.2 Proposición Si F(f.) tiene un ciclo d.e compotLentes periódícas atractoras
de períotlo n / 2, erúonces toda componerte de F(f -) e-, .sintplemcntr coneta.
Dem: Sea {ft, fr, ....., f"-, } un ciclo de componertles atractoras de período
n ) 2, F; : fJ,(Fo) para cada zl. Por 0.2.5, F0 U Fl U........ U ¡'" 1 contiene
un punto crítico de l-. Como {0} = /;l(cc) se deduce que tanto 0 como oc
pertenecen a F0 U F1 U........ U F,.-1. Supongamos sin pérdida de generaiidad. qr.re

O€Fo e oc € Fr.
Sea z6 el punto periódico atractor contenido el -F,r. Cor¡o Ia órbita de ;6 es

atractora, existe dominio de Jordan U, vecindad de 26. tal que ff(U) C ¿¡ C Fo ]'
AU n d+(0) : 0. Si denotar¡os por [4 (V A € N) a la componente de /;4"(lr) que

contierre a :oj entonces por Riemann - Hurrvitz existe rn € li',l tal que /j : [-i, -- U

es un m recubrimiento rarniflcado. r'
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x(U,) + 6t(Ut) : m¡(U) con x(U): t'
Existe dos posibilidades. Si 0 d t¡1, X(t/r) +0:m) 1, de dolde Decesariamente

m=1y x(¿1) =1. Si 0€Ub 6ft(u1):áff(O) y m> ófi(0) +1. Luego

X(U1) : m-6¡¡{t}1) ) 1. Es decir x(Ur) : 1. En ambos casos se obtieue X(Ur) : 1.

De ia misma forma, aplicando Riemann - Hunvitz a J! : U2 ----' L¡r se obtiene

r (Ur) - I. donde U C Ur e ü2.

Se obtiene una sucesión creciente:
U C Ur C Uz C ....... C U¡ C U¡¡1C ....... q Fs, tal que:

x(U*) : 1, V ,t Y Fo : UÉ, Ui.
Se deduce que x(¡0) : 1. A partir de esto último. la fónnula de Riemann - Hunvitz
implica que F, : f:(Fr) (, : 0,1, .....)n - 1) y las componentes preperiódicas del

ciclo {Fs. fr, ..-.-., F.-r } son todas siu-rplemente cortexas. Así, toda componente de

F(/-) es simplemente conexa.

1.2.3 Proposición .9í F(f-) tiene una componente, periódica parabólica de peiodo
I entonces ella tiene con ectit:idad inJinita y es igual a F(..f-)
La tlernostlaciórl es exactalnenle la misna que la de 1.2.1.

Observación: El el caso anterior. tal como en 1.2.1. resulta que J(f ) es un
conjunto de Cantor. De 0-2.8 \'emos que 1.2.3 corresponde a cuando I tiene un
pur.rto fijo :s con fl (us) : t "t' f 'JGo) * 0.

1.2.4 Proposición .9i F(t'-) tien.e un. cic,lo dt contpottt'rtles periódtru-" parabólica»
de período n/2 etttonces toda compontntt de F(J-1 es sintplernentr corttra.
La den.iostración es análogzr ¿L la hecha en 1.2.2 : En este caso L: se tolra corlo
ul pétalo atractor para /.j en el correspondiente punto periódico racionalmente
indiferente :o € cJFo. Obsérlese que aquí el períoCo de :¡ es un divisor de n. que

no necesariarnente es igual a rz.

A continuación. verernos un resuitado que no sóio es fundamental en esta sección.

sino también lo será rnas adelarte. Ver Apéndice.

I.2.5 Lema Lo, oplico,",ont" I-,L .-C.L(.r = It lf-':d.,on * É('
y d € lN. il > 2. no tienen anillos de Herman.
Demostración: Aquí damos más detalles respecto a Ia demostración presentada er
el trabajo contenido en el apéndice de esta tesis. Supongamos por el absurdo q,.re

F(f ) tiene un ciclo de anillos de Herman {Ho., Hr,......., H^ r}. Sea Co Q Ho

una cur\¡a de Jordan analítica invariante pot ÍI ,1, sean C, :-- lJGo) I Hr. pa.a

I : 0, 1,....., D2 - 1, sus imágenes por .f-. las cuales son también cun'as de Jordan
analíticas invariantes pot l:. Los puntos críticos de f-, O " 

oc, no pertenecen

u Ul_o'C¡ ri a sus preirnágenes. Cada C¡ está coltenida en O, y tiene al punto
crítico 0 en su regiór interior I(C¡) (:: componente acotada de O\C, ), o bien err

su región exterior E(C¡) (:- cornponerlte no acotada de O\C, ).
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Por 1a expresión de /- se tiene que si 26, z € 0 son tales que f-(26): z,

entonces f;i(r): {z¡,uzs,u2zs,.'...,rd-'ro} donde z : e2n;ld ' De lo anterior se

obtiene que f .'(C¡n) : UX--i ukc j, para j:0, 1.........m-1. donde por definición

C*:: C¡. Adámái, del hecho que /-lÚ¡ es inyectiva, la unión anterior es disjunta'

esto es, ztC; ñvtC¡:0, si 0< k<l<d-l-
Consideremos las 2 siguientes posibilidades complementarias:

a) 0 e /(Cr), pura rlgJ, j e {ó, l, .......)m- 1}. En este caso, si t' : e2r;/d entonces

uC¡ :: \uz : z e C¡j es también una curva de Jo¡dan que tiene al 0 en su región

interior. Además, por lo anterior sabemos que C¡ o uC¡ : $, Luego una de el1as

está contenida en Ia región interior de Ia otra. Si uC¡ C I(C¡) (resp' C¡ e I{uCt))''

entonces kea(I (uC ¡)) < Area(I(Ú¡)), ( resp. Area(1(C¡)) < Area(/(r'C¡))'
donde Area representa la medida de Lebesgue en O. Esto es una contradicción

ya que esta medida es invariante por rotación. Así, la posibilidad a) nos llevó a una

contradicción.
b) 0 € r'(Cj). para todo i € {0'1,....,rn- 1}-

Se sabe que f-(C):C¡+, v j€{0. 1. .....,,n7 - 1}. Sea J € {0,1, "" "' nz - 1}'
Afirmación t: J-Q@¡)) c.1(Cr+r) o f.(l(C¡\) Q E(C¡+t).
En efecto. si no es así, eriste z € I\C¡) tal que .f-(:) e C¡¡1, es decir tal

que : € f.'(C¡*r) : tJl--loukcj. Por 1o tanto I(Cj) n ukci f 0. para algún

r e ii,.....-J- ti. d" d""á" como C; AukC, :0, obtelemos que ukC¡ c I(C,)-De
esto último concluímos que Area(I(rzrC¡)) < Area(1(Cr)). Io cual es un absurdo'

Afirrnación 2: f.(I(C')) - I(C¡+t).
El efecto: en primer lugar observemos que /.,(1(C¡)) c 1(Cj+r). 1'a que si no fuera

así. entonces f.(I(C)) e E(C¡+r). Como la {rontera Af-U(C)) C f-(Ci) - Cj+l
se tendría que /.(1(Cr)) : E(C¡+r). Como 0 € E(Ci). existe ¿ > 0 tal que

l:l >e.V: e I(C¡). Luego, existe ¡'1 >0 tal que l/-(:)l <lly',V: € 1(C;). Es

decir /-(I(C;)) q B(0, M), 1o cual contradice el hecho que f (1(C¡)) : E(Cj+t).
Así.selraprobadoque /.,(1(C¡)) CI(Cj+l), 1'como á/-(1(Cj))c.f,(Cj)=Cj+r se

tiene de hecho que f-(I(C)): IIC¡+t) V 7 e {0, 1........ nr - 1}.
Por lo tanto: U"2. /J(1(C9)) C I(Co) u 1(C1) u ....... u /(C",-1), que obliamente
evita más de 2 punlos de 0. Por \'Iontel (0.2.1), {/Í},,>o es normal en 1(C6). de

donde I(C6) g f(/,,),1o cual es ul absurdo ¡'a que I(Cs) contiene a una de las dos

componentes de áI1o. )'AHo q J(/-). Luego la posibilidad b) también nos ller'ó a

una contradicción.
Se ha probado entonces que fl(f ) no tiene anillos de Hernan.

Observación: Vale la pena mencionar que L1'ubich en [Ly1] pregunta si las aplica-

ciories /- € ñ tienen o no anillos de Hermal. flna respuesta fue dadapor Shishikura

[Sh] quien, r,ía cirugía cuasicon{orme. probó que las aplicaciones racionales de grado

2 no tienen anillos de Hermar. La demostración aquí presentada utiliza argumentos

topológicos y vale para las familias f¿, cI >- 2.
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1.2,6 Proposición Si F(f.) tieae an d.isco ile Siegel, entonces tod.a componente
de P(f -) es si.mplemente conexa.
Dem: supongamos que F(f ) tiene un disco de Siegel. Como los únicos 2 puntos
críticos de f están en una misma órbita, se deduce por 0.2.5 que C(f.) I J(f-) y
que f(/.,) no tiene ni componentes atracto¡as ni courponentes parabólicas. Además,
como ,F(/.,) no tiene anillos de Hen¡ran (por 1.2.5), entonces las componentes
periódicas de F(/-) sólo pueden ser discos de Siegel. Por lo tanto, todas las com-
polentes periódicas de F(/,,) son simplemente conexas. Aplicando Riemann -

Hurrvitz se obtiene que toda componente preperiódica de .F (/-) es también simple-
mente conexa. Esto prueba la proposición.

Observación: Por lo ya expuesto, si ./(/-) es cone\o entonces /.,, no puede
tener ni un punto fijo atractor, ni un punto fijo z6 con f!.Go) :1. Recíprocamente,
si /- no tiene ni punto fijo atractor ni punto fijo :6 col fi"ko) - 1, entonces las
posibilidades para las conponentes periódicas de f(/.,) (en caso que F(/-) I 0)
son: un disco de Siegel; una componente parabólica de período ) 2; ó una compo-
nente at¡actora de período > 2. De lo anterior resulta que J(f-) es coneso. Así
tenerros el siguiente:

1.2.7 Teorema (Caracterización) 5ea f- e fo, con d / 2. Entonces J(.f-)
es conero -si y sólo si f. no tiene puttto fijo atractor y no ticnc pu to f.jo zs cott

J-\-O) - t.

Observación: Cabe ruencionar que ell
hal¡ía sido ol¡tenida por Yongcheng (ver
mencionado mas ¿rriba.

el caso d: 2. 1a caracterización anterior va

[Yo]), utilizando el resultado de Shishikura

1.2.8 Ahora, veamos una caracterizació¡r del Conjunto cle \fandelbrot.

Antes que nada observemos eue ar6: -d(1+(1/d))d+r es el único parán.retro tal
que .f.o tiene un punto ñjo zs con f '.oQ¡) : 1 . Para este parámetro, J(/-" ) no

parámetro
lul(fd):-

es conexo, pero u0 € {r.r € O: -f(f) es conexo}. De hecho este es también el único
que se agrega al tomar clausura. De esto se tiene que:

{o € O: J(/.,) es conexo}

{cu € O : /- no tiene punto fijo atractor }.

Se deduce también qle 1M(F¿): {o € 0 : /- tiene un punto fijo indiferente }
:{c,.:€0:lz con l.G):z y lf[(z)l:\].

Para describir la frontera All'l (f d) resolvernos el siguiente sisterra en (z,o):

I l-lz) : z

1l¡ir,ll: t.
Resolviendo se obtiene la solución paramétrica:
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1.3.3 Ahora estudiemos la fo¡¡n¿ en que los conjuntos A¡, lc ) 2, se distribuyen
en el conjunto de Mandelbrot M(f¿). Observemos que para cada É e N ñjo, el

conjunto { ar e O : /', tiene un punto periódico superatractor de período fr } tiene

una cantidad ñnita de elemeotos.

En la siguiente proposición, É representa un número natural cualquiera.

Proposición Si ¿¡o € 0A*, entonces ¿uo -- lim,.*o. ¿¡*, dond,e {un) tu€N es una
sucesión d.e parámetros distintos tal que f.^ tiene un punto peri,ódico superatractor.
Por Io mencionado antes, el período del punto periódico superatractor de f- tiende
a co cuando r¿ ---+ oo-

Dem: Sea u:o e 0A* y supongamos por ei absurdo que existe un dominio U,

dad de &.,s, tal que /., no tiene punto periódico superatractor, para todo
Tonrando U pequeño, podemos considera¡ una rama de ur '- (-t ¡r¡'ta como una
función analítica definida en [r. Se tiene que Ya€U 1'Vz€[\, flk-) *
(_t1.,¡'ta (ya que de lo contra¡io existirían u € L' ) n € [\ colr /Ji*'(-): "".
de donde ./-, tendría ur punto periótlico superatractor). Por La misma razón. se

tierre asimislrr¡ qrre Vc-'e I-I :'Vne lN, .f-l(x) * 0 f /-:(-) f co. Por lo tanto
g,,(u) :: .fll(-)/(-t/.)1/d omite los valores 0. 1 e :c en [,'. V z € lN. Luego.
por el Teorena cle N{ontel (0.2.1). {9,,},,ÉrN es normal eu Lr. por lo <1ue la fartrilia

{Q"}".n, con 0"(cu) ,: /J(-) es también norrnal en Li.

Sean iu1 e [.[ | A* y B : B(a1,t ) una bola a]¡ierta de centro r.'1, contenida
en Li. tal que V cu € B /- tiene una órbita periótlica atractora de período L. di-
gauros {:6(*),.-.....,:r-r(-)}, dortde cada :r(...) depende analíticamente de *. Por
(0.2..-r) se tiere que V,-' € B. el punto críiico :c perteDece a l.a cuenca iur¡iediat¿i

tie atracciór de algún ,-r(L-'). digamos z6(-'). Esto es. V -, € A, /je(co) -- :o(u).
cuatdo r¡ ----, cc, Así, tenerrros que {é,,¡},61 es una farnilia norrnal en Li tal
que é,,¿(i,,') -+:6(iu). V c¿ € B. Luego por el Teorema de Vitaii (0.2.1). {é,,k}"€r,
converge uniforr:remente en los compacios de ü a una función analítica á: L'--- C
Ia cual coincide con la función :6 er B. Clomo la lelacióu entre funciones analíticas

#(á(.,)) : ,b(r,,) se satisface V.:,€8. también se satisface Vu € L,'- Luego.
para cada r- € U, ñ(u) es ur purtto fi.io de fl. Considerernos la función analítica
.\ : [,I --, C, dada por .\(*') : (/j)'(¿(r,)). Como iu¡ € áA¡, i)(o6)l : 1, por
lo cual, ¡,'a que lf (*r)l < 1. Ia función analítica .\ es no constarte (1' luego
abierta). con l.\(,r¡)l :1. Po¡ 1o tanto exi-.te un abierto Il. conlenido en [,i, tal c¡ue

ll(r)l > 1, V ir € I4''. Pero ñ(*) puede ser un punto fijo repulsor para fl sólo

si l-r(co) : A('-"'), para algún n € lN (n dependiendo de ."'). Lo anterior implica
que para cada c¿ € Il' existe n € lN tal que fi(/l:r(cc)) : /.1u(*). Esto último
es una contradicción- 1'a que el conjuuto de parárnetros r,., que satisface una relación
corno la anterior es lumerable.

vecrD.-

atu.

22



Observación: Utilizando un resultado de Lyubich (Theorem 2.  de lLyt)), se puede

demostrar Ia Proposición anterior en una forma más breve. Sin embargo, hemos

preferido entregar una demostración más larga, pero que utiüza sólo herramientas
básicas.

Lo anterio¡ nos da una idea de la forma en que los conjuntos A¡, & ) 2, se dis

tribuyen en el conjunto de Mandelbrot: todo punto en U*>r 0A¡ (en particular, todo
punto en AMV)) es acumulado por componentes de l-l¡;,1 .4¡.

f, tieue un punto periódico super-

f-o tul que /i(:6) : 1, entonces

d impar. están eu la figura que sigue.

1.3.4 Veremos ahor¿ que ,,:o - -d(l +l ld)d+r, el único puuto singular de lM(f¿),
es límite de una sucesión real {r.,,},.¡ tal que
atractor.

Observemos que si zs es el punto fijo de

fl"Go) < 0. Los gráficos de /.,0, casos d par y

Proposición: Ve > 0, e¿isfr 0(rr(r tal quc f-o-,., flrnr u¡¿ purtto pe.riótliru
superatractor.
Dem: Notemos que (ál-(c)/ ito) lo - c.rs ( 0, V :r e ] 0, m [. Luego, si ¿.' crece

desde ,rs, la parte del gráfico de f en ] 0, m I baja.
Sea e > 0. pequeño. Al observar el gráfico de f-o+,/2 se conclu¡,'e que existe n € [\
tal que fi*"rr(1) > 0, V j - 0, 1,......,rr -l y .fl"+,tz(l) < 0. Si fl)"+,tz(l):0
entonces {0, oo. 1.......0i es una órbita periódica supera.tractora para .f-",..72. Si

fk+.p{t) ( 0 entonces como fio(1) > 0. por la contiuuidad de *''', .fi(1). existe
et €l0,el2 [ tal que /];*.,it¡ - 0. Es decir. Lo+,, tiene una órbita periódica
superatractora.

-f-o para d par.

. ).)

/* para d impar.



.[.a'.1) pata (l pal .l.o¡, ¡1 lrirra r1 illlPzir.

1.4 Bifurcaciones sobre AMG,l.

En este apaltado estuclianos colno es el con.jrrntr-; cle Fato,r de f_, cuanclo @' recorl'e
ia florrtela d \l ( F,t)

-§e sabe .lue para ia familia ¡rolirrolrrial criadrática 'P, - { : * p,.(:) : :l +c : r: €
C ). ei ctr'r'csporr dienl e r:oujrrnto de \ianLlell,rot tiene la rlcsclilicitit -t/('P1) : {c :

la tir'l:¡iLa positiva clel 1;urrto crítico 0. {pl:(0)},.:o es acutitda }. 1a cual cs cl¿iLar¡errre
difclellte a la desclipción clue tiene el conjuuto de \ [:rr rile]l.rlot cle nrrestra laniilia .E¡
(r'er 1.2..S ). Existe un resr¡lt¿.dLr 1;ara la fanrilia 2x el crral afirura clut el conjuuto
{c : 7r-. tiene ulr prLnto ¡-,erióclico racionalmente irldifereute } es clenso eu Ia fiontera
a,\ll2.-) (r'er [Lv1]). Por srr parte. para la f:unilia f1- r¡tostraremos a continuacióu
que el conjunto de f.iarárletros p = { o : ./*. tiene un llunto fijo racionalnente
indife¡errte ) es urr sul.rconjunto clenso de d-\1(-E¡).

Pol otlo latlo. al cousider':rr la parametlización tle la fanrrlia cle polinorlios cuadrá-
ticos. .lr(:) = ): i :2 () € O)- existe un resultado (conocido cor¡ro el Teorenra cle

Siegel)el cual asegura clnc {) 6,fI :/. tiene un cli,.co de Siegel en 0} tiene rnedida
total eu ,{1. Eu est¿t srrl¡sccciórt rlrostlarenros rlue rrn re-.rr1tado arrálogo se da 1;ala ia
familia ñ.

a) Proposición: El cor¡jwúo de paránrctro; p : { . € A,V lf ¿) : J- tirne un punto
.fi-jo racíortalne rúr tndifrrtnt.c ) rs un suüconjunto dcnso y nurntruLblt dc 0!t,l{?¿).
Denr: Por (1.2.E) 0)llf¿) está parantetrizada por .5r en la fonra a(.u) -
du-1(i - uld)¿+r . u € .51. Esta furción i.. : .\r - 0,\l l?a) es un houreomorfisrno.
Tarr]¡ién por (1.2.3). dado ¡ =,;(u) e dll(f¿) existe un úuico ^: € O tal que : es
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punto fijo indiferente de /,. A saber z - z(u) : dl@ - u). El multipücado¡ de este
punto fijo queda dado por ,\ : \(u): f'-6¡Q@)) : -". Esto prueba Ia proposición.

En este caso, el conjunto de Fatou F(f) consiste de un ciclo parabólico y sus

preimágenes.

b) Proposición: El conjunto parz,rnétrico \ w e lM(f¿): f. tiene un disco de

Siegel ) tiene mediila total en AM(F).
Dern: De la demostración de la Proposición anterior tenemos que el multiplicador
del punto fijo indiferente se pararnetriza por )(z) - -u j tl € ,S1. Por el Teorema
de Bryuno-Yoccoz (0.2.9), si f-"(z): -uz * z2 tiene un disco de Siegel alrededor
de z :0, entonces -f.1"¡ tiene un disco de Siegel al¡ededor de z : z(z). Así, del
Teorema de Siegel (0.2.9) se sigue la proposición.

En este caso , el conjunto de Fatou de I,(/-) consiste sólo de discos de Siegel ¡, de
sus preimágenes.

1.5 La conjetura de la hiperbolicidad.

En esta subsección hacernos una reducción de la conjetura de la hiperbolicidad.

Esta conjetura, que fue planteada por P. Fatou en 1920 1' que aún es un problema
abielto, dice lo siguiente:
Conjetura HD: \ R € Rd: .R es hiperbólica ) es denso en 7?¿.

Las aplicaciones racionales hiperbólicas son de interés por cuanto ellas tienen una
dilámica simple de describir. Adem:is de la conjetura anterior, Fatou planteó la si-
guiente:
Conjetura 2: .R es hiperbólica <+ E es J-estable en R¿.
Es decir, se plantea que las hiperbólicas son las úuicas J-estables. Se sabe que la
Conjetura 2 implica la Conjetura HD , pero no recíprocamente.

Para nuestra familia f¿ la Conjetura HD toma la forma:

Conjetura }IDf¿: { ...r € O : /- es hiperbólica } es denso en O.
(<+ { r¿ € O : f., tiene una órbita periódica atractora } es denso en O-)

equivale a la
(e ü*,4 : MVa) ).
Tanrbién se puede probar, como verernos: que la Conjetura }IDF¿
Conjetura 2 sobre el espacio Ji.
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1.5.1 Proposicíón: La Conjetura HDf¿ es equiaalente c Ia af.rmoción:

{ r,.r € O : J(f-) : A } ti""" interior uacío.

Dem:
Por lo visto en (1.3), /,, es hiperbólica e f- tiene un punto periódico atractor'

Para f- en .F¿ eiste tres posibilidades mutuamente excluyentes:

1) Que f tenga un punto periódico atractor.
2) Que /- tenga un punto periódico indifererte.
3) Que todo punto periódico de /,, sea repulsor-

Si /-" satisface 1), por el Teorema de Ia función implícita, para todo c¿ suficiente-
merte cercano a ao., f- también tiene uu punto periódico atractor. De donde para

todo c¿ suficientemente cerc¿no a co6, todo punto periódico de I es atractor o

repulsor, y entonces por (0.2.10) f-o es J-estable.
Si J.o satisface 2), entonces 26 rlo €S persistenlemente indiferente, 1'a que si lo
fuera se tendría que para todo parátnetro o e O, /- tendría un punto periódico
indiferente (r'er 0.2.10), lo cual es claraureute falso. Así. si fo satisface 2). entonces
poL (0.2.10) ./-o .o "..I estabie.
Por último, si /.0 satis{ace 3), entonces del hecho clue fo uo tiene anillos de Hertnan
(Lema f .i.5) se deduce que J(f"): C. Ahoru. si suponernos por un mornento que

el conjunto {r",€O,J(f.): C } no tierte interior- entonces tendríamos que en

este tercer caso fo tampoco es.J-estable.
Se seguiría" entorces que ./-. es .l-estable si ¡ só}o si /- es hiperbólica. I)ado que
el coljunto { o-, € C : /- es J-estable i e-. denso en C (ver Teorena 0.2.10.b) .

concluinros que el c<injunto { r-, e C: I es hrperl,t'rlica i es también cleuso en C.

Asi. se ha probado que la conjetura HDf¿ se ¡educe a probar Ia siguiente:

Conjetura: E} conjunto { *,e C: Jlf-)= C i t;"r" interior lacío.

Cabe menciorar aquí clue \{. Rees en [Re] probó que el conjunto { "-'€ C , J(.t-) -
C 1 ti"n" medida d" L"besgue posilila.

1.5.2 En este apartado veremos condiciones dinámicas suficientes para que J(f-):
C. Para cada una de estas condiciones nos preguntamos si ellas son persistentes. a fin
de averiguar si {* € O : J(/.) =C I tieue ittterior. Recordemos que para f-e f,
el corrjunio t{e puntos críticos es C(f.) : {0, -}, I'

0 r--+ co ¡-+ 1 r-i 1t lf u-t ++ | +ad 1f (a + 1)d '-.

( onJi.iones su6rientes. romplenl"tltarias J exlrau¡tiras para que J(/.0, = ú .o,,,

Caso a) La órbita positiva de los puntos críticos es preperiódica. esto es si fl'. (co)
es periódico para algún n € lN, n > l(y no para ¿:0). Del Teorema de las com-
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ponentes y de (0.2.5) se tiene que J(f-.) : Ó. En este caso f-, no es J-estable ( el
hecho que /,1" (.o) se¿ periódico implica que ¿,ro satisface una ecuación polinomial,
Ia cual de ser /-o J-estable, debería satisfacerse para todo ¿¡r en una vecindad de !rs,
Io cual es claramente falso). Luego por un resultado de Lyubich (ver [Lyl] pp. 94) se

tiene que t,lo es acumulado por una sucesión {u.,,"}"eN tal que cada /,,. tiene un
punto periódico racionalmente indiferente, y por lo tanto &.rq oo pertenece al interior
de { o € O: J(ñ): Ó }. Por }o tanto, este es un caso sirnple y resuelto.
Caso b) La órbita positiva de los puntos críticos es densa en 0 . (i)
En esta situación claramente J(¿. ) - Ó. M. Lyubich [Lyt] probó que existen
parámetros a,l6 que verifican esta condición. De hecho probó que ellos son densos en

{ t.r € O : /- es J-inestable }. En particular, existe un c¿ntidad infinita de parárnetros
ar6 tales 9ue -f-o satisface (1) . No se sat,e si esta condición es abierta o no.
Caso c) La órbita positiva de los puntos críticos está contenida en J(/."), es infinita
y no densa e., Ó, y /-o no tiene discos de Siegel. Por el Teorema de las compo-
nentes, (0.2.5), y e] Lema (1.2.5), se tiene que J(f-"): C. No sabemos si existe ¿'s

tal que l-o verifica esta condición. Tampoco se sabe si tendrá interior no vacío.

1.5.3 Cuando restlingimos el parámetro i¿ a lR. aparece una situación análoga
e interesante, y que es independiente de la anterior. N{ás precisarnente- podemos
establecer:

Conjetura HDfrn { r,,,' € lR : f es hiperbólica } es denso en lR.

( <+ { .r € lR : /. tiene una órbita periódica atractora } es denso en lR. )

En el próximo cal>ítulo, se colsiderará esta conjetura s se probará que es verdadera
ert el caso d impar.

Esta conjetura es inclepenclielte de la Conjetura HDñ. en el sentido que
ninguna de las dos implica a la otra.

1.6 Numerat¡ilidad del conjunto de parámetros parabóli -
cos.

En esta sección, nos dedicamos a probar un resultado que será fundamental en la
resolución de la Conjetura HDf¿R(caso d impar), y que también será de utilidad
en una reducción de la respectiva conjetura para d par.
EI mencionado resultado es el siguiente:

Proposición EI conjunto d.e parómetros { ru € O : J. tiene un punto periódico
racionalmente ind.it'erente j es numerable .
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Dem: Para caÁa k e N consideremos el conjunto de parámetros: A¡ :: { t.,€ O:
1z€C talque fi(z):z y (f:)t(z):l\
Queremos probar que UE. Ar es numerable.

Notar que fÍ(r\ = p-(z) IC"Q) donde p-, g,, son polinomios en la variabie z
y cuyos coeficientes son polinomios en t.r.

Se tiene las siguientes equivalencias:

¿,r€^r <+ lze A talque fi(z) :z y (fh'Q):l
*:+ ) z € o tal que p.(")l q.Q) : z y (p'.(z)s.Q)-p.(z)qt-(z))l(q.(,))' : t
€> 1z €O talque p-(z) :zq-(z) v p!.(z)q-(.)-p-(z)q:.(z):(q-("))'
e 1z €O talque P."(z):Pi,,k):0, donde P.(z):p.(z)-zq.(z) a

un polinomio en la variable z y cuyos coeficientes son polinomios en ar.

Supoogamos P-(z) - oo(r^.,) * a1(o)z ! ..... * a^(a)z^, con ai(u) € O[r.,], para
i = 0, 1,....., ¡n.

De acuerdo a 0.2.72 tenemos que:
V.¡€O\{cerosdelpolinomio o,,}: -€.\r € Res(P-.P:) - 0.

Pelo Res({, Pj) es el determilante de una matriz culos coeficientes solr ceros.
o;(r;), y rnúltiplos enteros de cr; (c,.r) (para i e {0. 1,.....,nr}). Por lo tanto,
h(a) : p""1p-,, Pi) es un polinomio en la variabie &' y con coeficientes en C.
esto es ñ(a') € O[o]. A<lemás. el polinomio ñ no es el polinomio nulo, ya que si
Io fuera entonces por la misma equivalencia anterior tendríamos que O \ { ceros del
polinomio o",) C A¡. lo cual es claramente falso.

De todo Io anterior concluimos que A¡ tiene una cantidad finita de elementos.
Por Io tanto, UE, Ar es un conjunto nunerable. Por último. es claro que si cu es

tal que /- tiene un punto periódico racionalmente indiferenie. entonces o € (Jfr:\¡-.

L.7 Clases de conjugación cuasiconforme.

Así cor¡o nosotros hernos considerado la Conjetura HD.F¿ y la Conjetura
HDfdR, dive¡sos trabajos han sido publicados en torno a las respectir-as conjetura-s
en la familia polinomial cuadrática P, (lLy2), [lt{c] y [Srv], entre otros). En 1992, G.
Swiatek en [Sw] resolvió Ia Conjetura HDPrR", trabajando con la paramet rizaciór,
f"(r) : ac(l - r), 0 < ¿ ( 4. El trabajo de Swiatek consistió en probar que si

-fo, , "fo, tienen ambos la órbita positiva del pulto crítico I f2 acotada, y tienen una
mislna sucesión kneading aperiódica, entonces la conjugación topológica entre /o, y
/o, sobre [0, 1] es cuasisimétrica. A partir de esto, y utilizando algunos resultados
anteriores, Swiatek responde positivamente a la Conjetura HDPrR". Entre dichos
resultados anteriores está un corolario (concluído a partir de IMSS]) el cual establece
que las clases de conjugación cuasiconforrne de polinomios cuadráticos complejos
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Dormaüzados soD o bien un abierto conexo o bien se reduce¿ a un punto-
En Ia presente sección se demuestra er anárogo corolario para nuestra famiüa f¿,

el cuai quedará como un antecedente para ser (probablemente) utiüzado a futu¡o.
El enunciado preciso de lo que se prueba es:

Proposición: Las clases d.e conjugación cuasíconfonne en la familia fd son o un
abierto arco-cone¡o d.e C o bien se red,ucen a un'punto.

1'7.1 En este apartado vemos algunas definiciones y resultados que son clásicos en
la teoría de aplicaciones cuasiconformes. para más detalles referirse a [LV].

Definiciones
1) un homeomorfismo que preserva o¡ientación ó : G --- G/ entre dos dominios Gy G' de 0 se dice cuasiconforme, si :

a) La parte real r?e(/) y Ia parte imaginaria Im(qr) de ó son absolutamente con-
tinuas sobre casi todas las líneas verticares y sobre casi todas las ríneas horizontares
en el sentido de Lebesgue. y
b) Existe l < 1 tal que para pok) : ór(z)ló,G) se tiene que ipr(z)l < & c.t.p.
en G.

2) uo coeficiente de Beltrami sobre un dominio G de 0 es u.a funciórr Lebesgue-
medible p: G ---+ O tal que lpl tiene supremo eselcial llpll_ < 1.

!i - 
o : G - G' es uua aplicación cuasiconforme entonces ro es uD coeficiente de

Beltrarni. Recíprocamente, si p. : G - 0 es un coeficiente de Beltralli. una pregunta
natural es ¿ existe alguna aplicaciól cuasiconforme o tal que ¡r* : p c.t.p. 

"en 
G?. La respuesta es afirrnativa; de hecho se tiene:

Teorema ( de la aplicación medible de Riemann ) [AB]sea p: Ó -* o zr¿-co efi,ciente d.e Beltrami. Entot¿ces ertste una úttica apricación
cuasiconlorme e : C, --- C. la cual satislace la ecuociótt diferencial de B¡ ltrami
é,Q)/,i.(r) - p(z) c.t.p. z € 0, y ht jue fia tos purttos 0, 1. e co.

Observación: Si or. /2 : ó -- 6 son dos honreomorfisnros cuasiconformes, en-tonces: ¡.16, : póz c-t.p. eo ó -> J M : E, _- ó transformación de N{óbius talque /r: Moót.

Notaciones:
i) Dada un coeficiente de Beltrami p : 0 --+ O, denotaren:os
homeomorfismo cuasiconforme tal que ¡r¿ = p c.t.p. "o ó y
i, /u(co) : m.

,o

por dr:0-ró al
E,(0) :0, d,(1) :



ii) Si /:Ó-r0 es una aplicación ¡acional y p:A --+ O es uu coeficiente de
Beltrami, entonces anotaremos f- p: tt si se cumple : p(f(r\\ - lf'(z)lTF lp(z)
c,t.p. z € e. En este caso diremos que el campo de elipses p es invariante por .,¡[.

Se tienen los dos siguientes Lemas:

Lerna 1

a) Si ¡t, p,: Ó -- O (n = 1,2,....-.) son coefi.cientes de Beltrami tal que llp*ll* <
k < I y U"Q) ---r p,(z) c.t.p. , entonces óu. - ó, unifortnemente en Ó en la
métrica esférica.
b) Si p: Ó -r O es un coef,ciente de Beltramí, entonces para cad,a f € A: :
{¿€C:l¿l <l}, tp,Ó*O también lo es, g @tp,Ó-r0 depende analíLicamente
d.e t. esto es, para. cad.a z€A rtjo, t* órr(r) es uno función analítica de t€A.

Lema 2 Sea f :e --A una aplicación racional y sea !:Ó--C un coef.ciente
de Beltrami. Entonces f'p: t, si y sólo si g:=óuof , ór-' e.s una aplicaciótt
racional.

Volvamos a Ia faniiia fa :: {¡-: u: € O}.
Deffniciones: a) Dirernos que -f,, es cuasiconformemente conjugada con /,,
(y lo denotaremos por /-, ^ "f* ) si existe ó , Ó -.., Ó homeomorfismo cuasicon-
forme tal que y' o f-, o g-r : ¡-,.
b) Dada f-o en f¿, llamarernos clase de conjugación cuasiconforme de /-o al
conjunto de parámetros [/-"] :: {¿, € A: f- - f",}.

Obselvemos que para z ++ f6(z) : l lz¿ se tiere que t/.] : {0}

1.7.2 Demostración de la Proposición:
Supongar:ros que rrl,o2 € A\{0} son tales que -f-, - J-, via d, y ,, I to2. El
honreomorfismo qi fija los puntos 0, 1, e oo, de donde ,i : óu, cot 11 = lró.
Por el Lema 2 fJ,p = p. De esto último, resulta que /j,lp : tp, Y ¿ € A. Por
el Lema 2, 9t :-- (it, o ¡., o $ru1 es también uua aplicación ¡acional (de grado d
obviamente) V¿ € AU {1} (notargue 9r: /.,). Además los puntos críticos de

s' son g¿u(C(f-,)): ór,({0,,oo}): {0,oo} "v s¿(0) :9,(d,*(0)) - ó,,(,f-,(0)) :
d,,(*) : oo. Es decir gt € R¿, C(Sr) - {0, -} y g'(0) : co. Se deduce que g,
tiene la forma st(z) : P(t) + tl@(t)zd), con B(f), a(t) e C y a(t) I O.

Del hecho que g¿(/¿u(z)) : ótp(J-,Q)) V z, se obtiene evaluando en z : co que

P(t): | (V f). Evaluando en z:l se obtiene l+tla(t):,ir,0*llu:t). De
donde por el Lema i, f r+ o(f) es analítica en A y es continua err ¿:1(porque
f, -+ | _¿ t^tr - 11 c.t.p. + ór^,(l *71u1) --+ 9,.(l +tlur) + a(i,) -,
a(1)). Ademrís, como /6:Id entonces o(0) = c,rr, y debido a que 91 : /* se

tiene a(1) : 14.
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Por lo tanto, a:AU{l}--O es urra función ¿nalítica en A y continua en l:1,
con o(0) : a.t y o(1) : a.,2 I a.r1. Está cla¡o de esto último que d no puede ser

constante en A. Luego, a: A -+ C es analítica y no-constante, de donde a(A) es

un abierto en O que contiene a a(0) - a,1. Por lo tanto U : o(A) es una vecindad
abierta de r.-r1 tal que Yu e IJ., f,= f-,, y luego Uq [.L,]. Procediendo
exactamente de la misma forma anterior se obtietre que existe V, vecindad abierta
de i,.,2 tal que V C lf*l : U.,1.
De todo 1o anterior concluimos que [/,, ] es un abierto en O. También, de la con-
tinuidad de o hasta I se concluye que existe camino en [/-, ] qr. :urte Lol ! to2,

y por lo tanto [/-, ] es arco-conexo.

1.7.3 Observación importante: La clase de conjugación de fo es un abierto
arco-conexo si y só1o si fo es est¡ucturalmente estable (ver 0.i.8 para definición ).
En efecto: Dado /-o en f¿ existen dos posibilidades:
1) ./-o es estructuralmente estable. En este caso existe [.¡ vecindad de i,;6 tal que
para todo u €. U, f. s' f^ son t opológicar:relte conjugadas v e1 hor.tteomorfiIno
de conjugación á- : Ó -, 0 depende continuamente de ;. Es posible probar que
los homeomorfismos de coljugación se pueden escoger cuasiconformes (r'er [Ly1], pp.
95 ). Luego en este caso [/*] ". 

un abierto arco-conexo de O.
2) f" no es estructuralmente estable. En este caso afi¡mamos que ["f-. ] : {&'0}.
En efecto: si no fuera así, existiría t, f a6 Lal que /,, - "f.0, y po. Ia colstrucción
anterior existir'ía t/ - a(A) vecindacl de u6 tal que V .,. € U., f - - /-". donde
el homeomorñsmo de conjugación es ó.. : ,i"tr¡ = o¡r. Por el Lema 1 a) ,v el hecho
que o es una aplicación abierta. p- depende continuanrente cle ¿"'. Por Io tanto
concluiuros gue -Lo es estructuralmeute estable. lo cual es un¿ contradicción.

Cabe rnencionar aquí que Mañé, Sad, Sullivan, y Thurston probaron que el conjunto
de parámetros {ru € O : jL es estrücturalmente estable } es abierto y denso en O
(ver [l{SS], p. 200).
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CAPITULO 2

ESTUDIO DE LA FAMILIA TdR,.

En este capítulo se estudia la subfamilia de .F¿ que se obtiene cuando restringi-
mos el parámet¡o cu a R.. Más precisamente, consideramos la familia .F¿lR:- { J":
0 -*- Ó : or € lR ). Se prueba que en este caso existen tres posibilidades para

f.: A -- O : que tenga una órbita periódica atractora contenida en lR ,-- lR U {oa},
que tenga una órbita periódica racional¡¡elte indiferente contenida en lR col mul-
tiplicador .\ : *1, -v que J(1") = 0. S" deduce de lo anterior que la conjetura
de la hiperbolicidad en esta farnilia equivale a la afirmación: {*, e lR : J(t ) : Ai
tiene interior lacío en lR. Se analiza la dinámica de | : fR. - lR. r'las l,ifurcacior,es
que experimenta cuando ¿,: r'aría en lR. Si d es par se prueba que existe una
sucesión de duplicación de períodos. Si d es impar. considerando el hecho que para
, 1 0, f - ' lR -- lR es un homeomorfismo del círculo que preserva orientación, se

prueba (entre otras cosas) que eI conjunto {a., e lR : /- tiene una órbita periódica
atractora ) es denso en lR. Es deci¡ se prrreba la conjetura de la hiperbolicidad
para este caso particular.

2.1 Conclusiones preliminares.

En esta sección f- denota una función en f¿lR. Como c"' € lR, existe una
simetría respecto al e.j e real: /J(:) = ¡¡t--1, V n ) 0. donde la barra denota Ia
conjugación cornpleja.

2.1.1 Proposición: F(f.) no tiene d.iscos de,9iegel.
Dem: Supongamos que .E(/.) tieue un ciclo de discos de Siegel. Sea D una
componente de este ciclo. Por 0.2.5 áD está contenida en la clausura de la órbita
positiva del punto crítico 0, 1a cual está contenida en l[. Así a, C R-. \lás aún
AD : ]R. De hecho, como áD es conexo. si 0D I iR sería un inter.r,alo en R
y D = F(/-). Entonces aplicando Riemann - Hu¡n'itz a J-: D ---.i D se obtiene
1 + 0 : d ) 2, 1o cual es una cortradicción.
Como 0D:R. ¡ es uno de los dos semiplanos fI+:{z€O:Im(z) >0}
o H- : {, e O : Im(z) < 0}. Supongamos sin pérdida de generalidad que
D - H+. Por la simetría en 1a dinámica de /", respecto al eie real, 11- es

también un disco de Siegel del mismo período de I1+. Luego F(Í-): H+ U H- I'
¡(f-)= R. ¡.sí, D:H+ tiene período 1ó 2. Si 11+ tiene período 1 entonces



f-(H+) : H+ v f.@-) : H-. De donde fl(/l+) : ñI+ lo cual es un ¿bsurdo

ya que /.,: H+ --+ Il* es uno ¿ uno, y d ) 2. Por otro lado' si D =,ÉI+ tiene

período 2, el ciclo de Siegel es {f/+,.H-}. Es decir f;'(H+) = H- , lo cual implica
que las d ) 2 preimágenes de c¿da elemento de H+ estrín en H-, pero ocurre que

f. : H- --+ H+ es inyectirra.
Esto prueba que F(/.,) no tiene discos de Siegel.

2-L.2 Dn este apartado se estudia los tipos de puntos periódicos que puede tener

Í..
Observaciones: a) Supongamos que z_o es yn punto periódico de período m de

una aplicación ¡acional cualquiera R: Ó -, O coa (.,t-)'( zo) : "'";', f € R\Q.
Existen dos posibilidades:
i) ,o e F(r?). En este caso existe disco de Siegel D con centro 26.

ii) z6 e J(E). En este caso se dice que zo es un punto de Cremer y se cumple que
zo es acumulado por las órbitas positivas de los puntos críticos (r,er [Be], pp. 195).

b) Toda f-, . e R, no tiene puntos de Cremer. En efecto: si zs fuera un punto
de Cremer entonces sería acumulado por {lJ(0)},t€ñ, !' por lo tanto estaría en R..

En consecuenci" ): ffJ')'(za) € lR, lo cual es una contradicción.

Proposición: Si z¡ es un punto periódico de período m de f- a 
^ 

- U:)'(zo),
eristen 3 posibilid.ades:
l) zo es un o{roctor contenido en lR. con ) € ]- I.I[.
2) z¡ es racíonalmente ind,iferetrte. z6 ( lR. coz I : * 1 .

3) z¡ es repulsor.
Dem: Si zo es atractor entonces por 0.2.5 eriste {na }k€N --+ oo tal que

"fj-(0) -:6 (I ---+ co). Corno r¿ € lR entonres deducimos de Io anierior que zo € lR-.

Luego. ): (1,])'(tu) €lR de donde l€]-1.1[.
Si :o es indiferente, como f (f ) no tiene discos de Siegel y no tiene puntos de
Cremer, z6 es racionalmente indiferente. Por 0.2.5 existe {n¡}¡6¡ --+ oo tal que

JJ-(0) * zs (k -- m) y así zo € R y .\ : a1.

2.1.3 Conclusión De 1o anterior, del Teorema de las componentes, del Teorema
de clasificación de compolentes periódicas (0.2.a), de (0.2.5), y del hecho que /- no
tiene anillos de Herman, podemos concluir que:

Si r-' € R, edste 3 posibilidades ( mutuamente ercluyentes ) para J-:
i) Etiste una órbita periédica atractora O+lzs) CÑ. con F(J.) igual a la cuenca de

atracción de 0+(zs), Esto es, V z e F(f-) se cumple que f!(z) --+ 0+ (z¡) (z -- m).
ii) Exi-ste una órbita periódica racionahnente indiferente 0+(26) C B, tal que Y z €
F(il, fI@ ---+ 0+(zs) (z ---., oo).
iii) J(f"): a.

En vista de 1o ante¡ior. la dinámica de f
pletamente determinada por la dinámica de

:ó--0 (con

f :R-, R.
.,: € IR ) queda com-



2.1.4 En este apartado indicamos para cuales u € R, Í. tiene o bien un punto

fijo atractor ó bien una órbita periódica atractor¿ de período 2. En lo que sigue de

este capítulo nos inte¡esa los valores complementarios a estos.

Si ut e 0M (?¿) n lR, .f., tiene un punto fijo z € R racionalmente indiferente con

^ 
= Í'.(z): al. Se deduce que áM(.F¿)n¡{ : {us,t¿1} cor údo : -d(1+1/d)d+1 < 0

(caso ,\ : 1) y ,t : d(I - lld¡a+r ,0 ( caso ,\ : -t). Calculando se muestra que

si r.., €] -oo, r.r.rs IU ]¿¿, ' +- [, entonces f., tieae un punto periódico atractor
deperíodo 1. Es decir M(fd)n R: [oo,¿¿r].Por otro lado, existe oz €l¿¡o,0[
tal que si L¿2 < @ < u1 entonces /- tiene una órbita periódica atractora de período

2. Así, la situación en e1 eje real de los parámetros es como sigue:

\os interesa estudiar Ia dinárrúca de I para ,'€j -0.*: i.

Para roe < trl < 0, el gráfico de /., es :

Caso d par

Los gráficos uos sugieren que Ios casos d par y
ca-sos apartes.

Caso d impar

d inirar deben ser tra.tados conro



2.2 Estudio de la dinárnica de f.:ñ.'-- E, caso d pat-

2.2.L Obsen¡ación preliminar: Recordemos de que si R"(z) : l/{zd + c)

entonces R. - Í- <+ cd+l : o. Luego, si d es Par, para cada t¿ € R existe

un único c € R tal que 8. - f-, V recíprocamente. Es decir, existe una cor-

respondencia uno a uno entre aplicaciones de dinámi"as conjugadas de las famiüas

{.8": R-- R, ce R} y {,L,R*E:r, € R}. Porlo tantoparaestudiarla
dinámica y las bifurcaciones que ocurren en la famiüa U- , R --* R : r.r € R) basta

hacer 1o mismo para la familia {rS. t R -' E t 
" € R}. Por razones de simplicidad,

haremos nuestro estudio con esta última familia.
Por lo visto en el apartado anterior, estudiamos & : R -* R. con .o < c < 0,

siendo c¡ - a+{uo: -"*{d.(t+tld).

2-2-2 Pata simplificar la exposición consideremos primero el caso d: 2.

En c = 0, E" tiene una órbita de período 2 superatractora y en c: -1, fi"
presenta una órbita de per'íodo 3 superatractora. Analizemos que ocurre para -1 <
c < 0.

Corrsideremos Ia far.nilia ñ3(r) : (t2 + c)')¡¡t + c(r? +c)r) para -1 < r ( 0.

Los gráficos de ,R" y Rj, para -1 < c < 0, son conro sigue:

Para c : 0 tenemos &(r) : I lr2, R|(t) -- ra .

Un simple cálculo nuestra que para -(t ¡Z¡t tt { c ( 0, l?3([-p",p"]) C [-p",p"],
donde p" es el único punto fijo (repulsor) de r?". Nos restringiremos a estudiar
ia dinámica ert Í-p-p"1., ya qüe es un intervalo invariante que contiene a la órbita
positiva de los puntos críticos. Por la simetría del gráfico con respecto al eje y 1'a
la no negatividad de Ál podemos reducirnos u [0,pJ. De esta forma hemos llegado
a considerar la familia nl : [0, p"j - [0, p.], -(I l2)t/3 ( c ( 0. Pa¡a uniformizar
el interralo hacemos el cambio de coordenadas á" : [0,p"] -- [0, 1], h.(r) : rlp,-

().,¿)
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obteniendo p. :: h.o R! o h;1 : [0, t] -' [0, 1], -(1/2)1/3.1 " :0' ,*T"'l"i T*
co¡senie»te p.rr l" expoiición, coosidetar parámetros positivos' Pot. lo- tanto- traoa-

j a.remos con ia familia {O",t0, 1] -. [0,1], Q"::9'c I 0 <t < (1/2)r/3 ] cu¡'o

gráfico es:

Oo @. Para 0<c<(1 12)1/3

Si a:0 :' P: {l12)1/3 entouces de lo ante¡ior resulta

íamiiia de aplicaciones cte 10. t] ---+ [0.1] que saiisface :

1.- (r, c) *, Q"(c) es de clase Cl en [0. 1] x [a' C]'
r-ó'(0\=0 v ó"(1) = 1. Vc.
3.- Pl.¡a cada c'. éi(r) < 0 en ]0'r(c)f :' O'.(t) >
o.1(0) : ir(c)).
+.- .(c) E 10. r[ :, o.(0) € ]0. 11. V c e lo. Ji
5.- o"(0) :0. o6(0) : 1

que

0

{ é. },,.,a -a 3 es ula

en ]r(c). i [. donde

Del hec.bo que O!(0) - 0, de la continuidad uuifonne de (r, c) " @'.(r) en

tO,f] x [r.,Éi y deü'contüruidad de c '-* r(c) er c: G' se obtiele que ]ó>0 tal

q""'0.i0) < r:(c) Vc €la,a*á[. Luego, corno é6(0) - 1 > r(B), por la co.tinuidad

á" . .* ó.10¡ -'r'1"¡, a c ela,bl con iD.(0) : r(c) (es decir, 3 c ela, B[ tal que

é. tiene uua- órbita superatractora de período 2 {0'r(c)})'
Sea ¿ ;: -sup{c €]e,B[: O"(0) : r(c)]; es claro que ¿t < á < d y clue

Oá(0) - r(á). Conio O;(0) - 1> r(§) er¡tonces é"(0) > r(c), Vc €lá','l' Por otro

lado obse¡vauros que para *d" 
" eio,É], é" tieue un punto fijo z(c) en ]0.,r(c)[

el cual t{epende uo fo*.,u C\ de c-efc',l1]. Sucede que O}(0) - "^(A) 
: -c(a') < 0'

y o}(0) -r(il:1-"(11)>0' dedonde ! cr-le,Pl talque él(0) -r(c)'" 
S"; ,4 1-'inJ\c€lá,8[: O:(0) = r(c)]. Se tiene que á < P < l¡ s' O;(0) - r(p)'

Adenrás, V cele,il se curnple que O"(0) >.(c) y 0<O:(0) < c(c)' La situación

gráfica c{e O" y O?, para c e]á, B[, se muestra a continuación:

I tt 7:¡t l'
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o \G) n(c,

Para c elA, BI el gráfico de O] : [0, r(c)] --+ [0, c(c)] es similar al de rD. :

[0, 1] -- [0, i]. I\4ás precisamente, si consideramos la ¡enormalización g. : [0..r(c)l --*

[0, 1]. 9"(z) - rlr(c), @, := s" o é] o 9;1 : 10, 1] -- [0. 1], se tiene clue Ia familia

{O"}u5"5¡ satisface las hipótesis 1,2,3.,4.1'5. esta vez con cr = á f' ;J = J. Pol lo
anterior =cqA,il 

lal que ó" (y por lo_tanto iDl )tieue una órbita superatractora
de periodo 2. En consecuencia I c e)A, Pl tal que é" tiene una órbita superatrac-
lora de período 22:4.
De esta forma hemos llegado a la siguiente:
Proposición: ,9i {O"}"<.<r, es un.a Jam.ilia tk aplicacionts de 10. 1] -* [0.1]
que satisfoce lo^s hipótesis I a la 5, entonces eú-ste ula -sucr,sid¡¿ de parántelto;
co:o < e1c2 1....... 1cn ( cr¡+r ( ...... < P lalí. qu(. Vn e INU{0}. O..
tiene una órbita superatractora d,e períod,o 2".

Corolario: Para la Jamilia f2R, e¡i-ste sucesión de parámetros ¿'r = 0 >

su9seratract ora de petíodo 2".

2.2.3 Ahora colsidereu¡os el caso general d: 2r¿, n¿ € [\.
En c: 0, /?"(z) : |l@"'" 1c) tiene ula órbita de período 2 superatractora. 

-r.

en c: -1, .R" presenta una órbita de período 3 superatractora. Taml¡ién aquí nos
restringiremos a -1 <c(0.

Consideremos Ia familia R2@) : (r'')* + c)2^ l0+c(*^ ¡c)»n¡ para -1 < c ( 0.

Los gráficos de ñ. y Bl son similares a los mostrados para d :2. En este caso
tarnbién existe c'> 0 tal que para 0 ( c ( c', Rl([-p.,p"]) C [-p..p"] donde
p¿ ) 0 es el único punto fijo (repulsor) de .R", y E:.(0) = p",. Análogamente
al caso d = 2 nos podemos restringir " [O,pJ y finalmente considerar la fa
nriüa {é. : [0, 1] '- [0, 1] / 0 < c < c-]. donde A.: h-, o R?_,o h_l con
ñ. : [0,p"] --+ [0, 1], h"(r) = xlp.. La fanrilia i@.]os"<". cunrt)le las hipótesis 1 a 5.

Por Io visto anteriornlerte, para la farnilia ñ-R se cumple:
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Corolario: Etiste sucesión d.e parámetros a1
@¡+r ) ...... > -(c-)r-+t tal que Y n € hl' ñ^
penodo 2 .

: 0 ) az > c,.¡3 > ....... ) (,),.

tiene una órbita superatractora d.e

2,2.4 Consideremos la farnilia r?" : R --r [, R"(r): ll@2 + c), para ¿ < 0. Para
visualizar la duplicación cle período es usual hacer con:putacio¡¡almelte el gráfico
"parámetro" versus "estado final de la órbita crítica"- Para esto hacemos un cambio
de coo¡denadas a la familia .E., de tal forma de obtener una familia de funciones
de un intervalo acotado en si misnro. Puesto que E.(R) : R \ ]l/r.0[. "]egimos
un punto de ]1/c,0f, por ejemplo llQc) y lo "enviamos" al cc. Sea entonces
nlQl -- |1ft - t/(lc)) ¡ consideremos n-,: ¡4 o P.o.l1-r ,_lR - L Se cunrple
qu" ti"iR; : l2c, -2c], v luego para estudiar la dinánrica de R. en R basta con
analizar R, : l2c. -2cl --+ [2c. -2c]. Finalmente, obsen'emos que al norrnalizar por
fu|1@): (-1i (2c))r se obtiene g. :: lV1 o R,o )lr1 : [-t,ij -* [-1.i] c¡ue riele
dado erplícitarnente por g,(t:):(-4cjr'z-(r-11)l$c3z:-(z-1)r).¡'sugráñcoes:

Los puntos críticos de g" son 0 y 1 con g"(0) = t,g.(l) : -l y
g"(-r) = (1 +c3)/(1 - c3).

Si llamamos ) a -4é entonces la familia anterior queda descrita como

er: [-1,1] ---] [-i,1], sr(r):(),x2 -(r-t)')l()t'-(r- 1)2), con .\>0.
A continuación se nuestra el gráfico "parámetro" r'ersus "estado final de la órbita

de Ios puntos críticos" para 0( ) < 30 y tln zoom del sector 1.6 <,\ < 3.2. Notar
que el primer gráfico muestra que no sólo existen parámetros con órbitas at¡actoras
de período 2^, Y n € [\, sino que también existen con órbitas atractoras de período
3.2^, 4.2^, 5.2,......, 1c.2,....., elc..



Gráfico para 0<)<30.

Zoom del sector 1.6 < ) < 3.2.
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2.2.5 Al observar el último gráfico vemos que entre 1.6 y 1.9 (aproxima.damente)
existe parte de una ventana de duplicación de períodos {2k : k - 2,3,4,5,....}.
Existe un número que cuantifica la forma en que el á¡bol de doblamiento de período

se aproxima a su est¿do fina,l. En el caso de la familia polinomial cuadrática p r(r) :
px{l - r,) dicho número es conocido como la constante de Feigenbautn y es aproxi-

madamente igual a 4.669201...... . La definición precisa de dicho número es ó::
I i m ¡.-- l¡//¡¡¡, donde /¡ es la longitud del intervalo paramétrico en que existen
órbitas atractoras de período 2[.

Nos propusimos el problema de c¿lcular aproximadamente el valor de dicho núme-

ro en la familia {g¡}1 y compararla con la cte. de Feigenbaum.
Se confecciooó un programa cornputacional para MATLAB que calcula aproxi-

rnadamente los cuocientes 6¡ : I¡fl¡a1. El programa busca en Ia región de paráme-

tros .\ € [)o,.\1]. Luego de iterar ¿ : 0 (punto crítico) un número A¡7 de veces

(transiente), se graban er¡ un archivo los N¡1 siguientes resultados de la iteración
(post-transiente), siempre que estén en el intervalo Ír,"*., r,.""1. Esto permite selec-

cionar una bifurcación específica. Los datos se graficau v se determirta visualmente
(y tanbién comparando con ia tabla de datos) el 1:uuto or- eu el cual ha ocurrido
la bifurcacióu fr que permite pasar a ulla órbita de períoclo I:2r'. Los valotes tle
aa sucesivamente obtenidos permiten calcular 6¡ : (o¡ - ¿t*-r)/(c,t+r - a;.). Los

resultados se dan en la siguiente tabla:

)o )r k T ár- l
0.9 l.l 1.002 0 I 2 4 ó0 00 50

t.7 t.8 I .783 0 0.1 3 8 5 000 ó0

r.84 1.87 1.86i6 0.2 0.3 4 16 5000 50 9.9363E6i68
I.87t 1.8?3 t.87218 0.2 0.23 ¡ J¿ 5000 50 7.429tIt53t
t.ó / Jr r.8736 t.37356 0.2 0.21 6 64 5000 r 000 7.666 66 666 7

1.8737{ t.87375 t.8737484 0_2 0.203 I 1ra 5000 r000 7.32484 0764
t.873770 1.8?3775 r.§73774 t 0.2 0.2021 8 256 5000 t 000 7.330739t00
1.87J777 r.873778 1.3737?i62 0.2 0.2019E 9 it2 50 00 1000 7.301136364

Por lo tanto la constalte á para nuestra fanrilia {g¡} es a¡:roximadamente á =
7.301136364, que uo coiucide con la constante de Feigenbaum. Este hecho se expiica
por lo siguiente: la familia polinomial cuadrática pu : [0, 1] + [0, 1] (0 < p ( -t) tiene
un sólo punto críiico (r : l12) el cual es cuadrático (es decir p'i,O 12) + 0). Nuestra
familia g¡: [-1,i] ---] [-1, i] (,\ > 0) tiene 2 puntos críticos (r-0 y r:1).
Conjugando 9) con el hornmmorfismo lz : [-3, 1] '-- [-1,1], h(r) : - JT=; + I
se obtiene l;:: h-1 olsoh:[-3, l] ---] [*3. 1], donde 3i¡ tiene a ¿:0 como

único punto crítico, el cual es cuártico (la cuarta es la primera derivada no-nula).
Cabe mencionar aquí que Delbourgo en su trabajo [De] rnenciona que para la familia

&(r) = I - a¡{ de "contacto cuártico" el ó que se encuertra es ó ry 7.2851.... .
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2.2.6 La Conjetura HDrl-R.
Recordemos que la Conjetura HD fz*B, dice lo siguiente:

{ tr € R. : f. tiene una órbita perióilica atractottt ) es ilenso en R.

Antes de enunciar una reducción de la conjetura recién mencionada, necesitamos
hablar algo sobre aplicaciones unimodales e itinera¡ios.
Definiciones:
l) Se dice que una aplicación f , f-L,ll -+ [-1, l] es unirnodal si / es continua,

/(0) : 1, / es estrictamente creciente en [-1,0] y estrictamente decreciente en

[0,1].
2) Dada una aplicación unimodal /, se define para cada z € [-1,1] el itinerario
de z como la sucesión de símbolos:
I(x)::(1s1112..........) donde 4:L si fi(,)<0. Ij: R si/i(.2) >0- e 1¡=
C si /i(c) : s.
3) Se dice que un itinerario I(r) es eventualmente periódico si es de una de las

siguientes forr:ras: I(z) : (888........) o I(r) = (iIo11......1,,8 B B.......) donde B
es un bloque finito de síurbolos que se repite indefinidanlente.
4) El itinerario de f (o sucesión kleading de f) se define por | :: 1(/(0)) : /(l).

Lerna ( [CE]' pp. 83 ) S¿ / es rt¿imod,al y r € l-1.!), entorces el itinerario I(r)
e.s etsentualmente periódico si y sólo..i /i(r) conütt'ge hacia tna árbita periéd"ica d.e

f cuando j--.

Ahora veamos la reclucción de la conjetura .

Proposición: La conjetura H D?2,,,1R e.s equit:alente al e¡tunciad,o:

{ c" € lR , J(f-) : Ó } tiene interior tsacío en lR.

Dem: Usaremos el hecho que para - a 0. i,, C ..- C es analíticanrente conju-
gada con g¡: O --- Ó, g^(r) : (\zznt - (, - l)'"')l?Á22-' - (z - t)'?-), donde
),: -22^,.¿. 9r tiene la propiedad de que 91(R) : [-1,1] ]' 9] : [-1,1] --- [-1,1]
es unimodal tal co¡ro en la definición anterior.
Suponemos que existe intervalo abierto J tal que g¡ no tiene órbita periódica
atractora V ) € J, \¡ quererr)os probar que J(gr) = 0, V,l g -¿.

Probaremos dos hechos respecto de los itinerarios 1¡ :: 1r^- con ,\ € J.
1) Si I )o € J tal que 9)o tiene una órbita periódica racionalmente indiferente,
entonces Ve > 0, I.\1 tal que l)6-)rl<r t' I¡,*I»o.
En efecto: sea .lo comoarribay e )0 pequeño. Por (2.1.3), si ) €],\o-6,)0+6[
(C J). entonces o bien g¡ tiene una órbita periódica racionalnente indiferente o bien
J(s) : Ó. Co*o el conjunto {cu € R : f- tiene uua órbita periódica raciolalme¡rte
indiferente ) es numerable (ver 1.6), y el conjunto {u; € R : la órbita positiva de los
puntos críticos de /- es preperiódica ) es tanüién numerable (evidente), entonces
existe .\1 €] )o-e, )o+e I tal que J(s»,) : Ó ¡'tal que la órbita crítica {gÍ, (0)}"¿o
no es preperiódica. Resulta que el itinerario I)o es eventualmente periódico (porque
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ia órbita positiva de los puntos críticos converge
mente indiferente). Por otro lado, el itinerario f¡,

hacia la órbita periódica racional-
no es eventualmente periódico (si

1o fuera, por el Lema anterior {gi,(t)i">o convergería hacia una órbita periódica re-
pulsora de 9.r,, lo cual implicaría que 1a órbita crítica i9i, (0))^¡¡ es preperiódica).
Por lo tanto I», * I¡o.
2) Si á, f I¡, para. ,\q < .\r en .-/ entonces ! i e ])6, l, I tal que gi tiene una
órbita periódica superatractora.
En efecto: sea rr ) I el menor entero tal que 1¡o,,. f 1¡r,,r. Entonces gi"(l) < 0 <
gi,(1) (o viceversa). Por la continuidad de .\ 'r 9i(1) existe I e])6,)1[ tal que

gí(1) :0, esto es, 91 tiene una órbita periódica superatractora.
Estos dos hechos junto con (2.1.3) implican que J(9¡) : Ó, V ) € J. Esto prueba
Ia proposición.

Observación: De la demostración anterior se deduce además que: si /-, (para
u¡r < 0) tiene una órbita periódica ¡acionalmente indiferente. entonces V intervalo
abierto J que contiene a i."'1 . 3 1., € / tal que /. tiene una órbita periódica
atra c to ra.

2.3 Estudio de la dinámica de | : R - R. caso d impar.

En esta sección consideramos la familia f¿lR. con d impar. Por lo visto en 2.1.4.
debernos estudiar /- para ¿ro < r', < 0, con ,,¡: -d(l + Ild)d+t.

2.3.1 Observación preliminar: Introducimos un cambio de coordenadas en la
familia {/-} obteniendo una familia {9.}. Ia que es una nueva normalización para
Ia farnilia f¿.
Sea /-:Ó-*0, /-(z) :\*llaz¿ con ¿¿<0.5i M,0--0 es la transformación
de MóL¡ius Ml.) -- a+¡1t-i ; entor)ces (.'11 o l" o:l,r-t)(:) - a+¡it-i - lf zd. Es
decir L es analíticamente conjugada con gc:C--Ó, S"Q) = c- l/zd dolde
, - a+¡[-J (> 0). Además M(R) - R. es decir .14 conjuga a | : R-* []. .on
s. , R--- R.

Existe una correspondencia uno a uno eltre aplicaciones conjugadas de las familias

{ L, R --r R: r¡ < 0 } y {g.: lR -- R: c > 0 }. Ba-sta entonces estudiar la dinárnica
¡r las bifurcaciones en la familia {9.:R---R:0 <c<co } donde co: d+l/r-oo.

Los puntos críticos de g" siguen siendo 0 e oc con 9"(0) : m. Esta vez
g"(oo) : c. Comparemos los gráficos de /- ¡, de g. :
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f- para c..rs(r" (0 gc para 0<c<co.

La propiedad clave de la familia {g.}0...." (que no posee la familia {l}-".-.0).t
.lrl.. rt:arcl)roq a segrrir' "., ''',t'' = I > 0 V ¡ 6 : 1 .,01. E- d..ir. la [r1¡1,^iurr j.)
su gráfico. crecen uniforrnenente con c en lR \ {0}. Por otra 1rarte. f/.(0) = :c es

constallte con c.

Conro R es analítica¡nente igual a .11, 9. ' lR -- lR es err reaiidad una aplicación de

-§1 --r,§1 la cual es un homeorrorfis lo qrie preser'\'a orientación. tr,fás precisamente.
la trarrsfo|llación ,le \lól,ius .\':[ [. .\,. = ', ttf tl i --) .rrt ía H 'rr
51 . De esta forma tenemos que 1¡-" :: -\' o g. o ,\' 1 con Ji. : ,(1 ---+ ,5'I un horleo
norlisrno de grado 1 . analí¡ica. con pulltos criticos {-r.i} I 9-.(-r) : zl. Aclemás

':f O. r 0l ,. Es,l"cir io. p r:L'os,l,, .c' \ { i i rotarr IJo:iii'a11r..nle.orr r.

2.3-2 En este aparlado. rlarnos ul resunjelr sol¡re hecho-. básicos acerca cle apiica,
ciones de .5'1 '51.Si / : Si - .lI es una aplicación contiuua,r' e : It - .fr es el lecubrimiento
e(r:) : ¿2"'', el)tonces a toda aplicación F:lR---R tai que €oF=/o€ se

le llanra un levantamiento c1e / a lR. Eriste una cautitlad numeral¡le de levan-
talnient,:s de /: si F es uno de elios entonces {F+?}?:r}¿€Z} es el conjur)¡o
corr todos los levantarnientos cle /. Si ¡ € lR, ,r: .2tit t' g € lN. entonces:

"f'(t) :i €=+ Fq(x.): r*p, para algún p€2. De esto último se conclu-r'e que
¡ : e (¿) es un punto periódico de período q para f si 1' sólo si Fq(;r) : r I ?.
para algún p€2.
Eu el caso que / sea un homeonorfislno que pre.ser\:a orierrtaciórr se cumple que
F : lR --l lR es un homeornorfismo estrictarnente creciente que satisface 1a identidad
F(r+1): F(z) +1, V¡ € lR. Se tiene por Poincaré que para todo r € lR el límite
linz,"-,-F"(:r) ln existe y lo depeude del purrto inicial ¡. Este línite es llanrado ei
número de rotación del levantarnierrto F. r'es denotado por p(F). No es difícil
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probar que:
,Fc(n) -,u +p para algún z e iR <+ p(F) - plq.

Fr es otro levantamiento de ./ entonces p(Ft) : p(F) + nt. para algún

Z. El número de rotación p(f) d" un homeomorfismo que preserva orientación

51 -- 51 se deñne como la clase de equivalencia de p(,8) móduio 1, donde

lR -+ lR es un levantamiento de /. De lo anterior se deduce la siguiente:

Si

lt€

f:
F.,

a) Proposición: Sea f ;51 -- 51 un
Ento¡¡ces:
1) f tíene puntos periódicos <.+ p(f)
2) / tiene un punto periódico de período

q.

que presenla oríentaeión.

racional con clenominador

homeomorfismo

es racional-
q <===+ P(/) es

El concepto de número de rotación fue introducido por H. Poincaré al¡ededor de 1885.

EI probó que un homeomorfismo de .91 -t,§1 con número de rotación irracional a
es serrriconjugado a Ia rotación irracional R"(.,",,): e2'i(¿+o). IIás precisamente:

Defirrición: Se dice que .f , g , ,St -'r ,51 son semiconjugadas si I á : .51 "- 51

continua. monótona l sobreyectiva tal que ñol:9oá. Si h es un hotreonorñst¡o
entonces se dice que / ¡' 9 son (topológicarnente) conjugadas.

Teorema: ( Poincaré )
p(.f ): ct € R\Q. cnfoace.s

5r -- ,9r es un hotneomorfsmo d,e grad,o I con

semíconjugada a la rotación iracio nal Ro.
si f :

fr"
En el Teo¡ema anterior, si la aplicación h : ,91 * 51 que semicoujuga / con -R, no

es invectiva, entonces exist,e : e ,91 tal que 1 :: á-1(z) es uu subconjulto conexo no

trivial de 51. Dado que áol : R,oh, se tiene que ñ.(/"(/)) : RLQ) Vn € INU{0}

¡' luego los inte¡valos I, f(l\, fU)......, /"(/),.... son disjuntos dos a dos. A un tal
arco 1 se le Ilama intervalo errante de I Del Teorema de Poincaré, / es

conjugada a r?" si y sólo si / no tiene inte¡valos errantes.
Poiucaré probó que existe /: Sr - .91 homeomorfismo col p(/) : a € R\Q,
con intervalos errantes. Aclemás preguntó si existen difeolnorfisrnos con intervalos
erra¡ttes-
Alrededo¡ de 1930, A. Denjoy contestó afirmativamente a la pregunta de Poincaré,
construyendo un difeolno¡fismo de clase C1 J : Sr --. .91 con p(f) : o e R\Q y
con intervalos errantes. l\{rís aún, Denjoy probó lo siguiente:

Teorema ( Denjoy ) Si f : 51 -, 5r es un difeomorf.smo d.e. clase C2, que

preserua orientacíón y p(Í): a € R\Q, entonces f es conjugada a R,.

!'arios años después (en 1981), G. R. Hall [Ha] dió un ejemplo de un homeomorfismo
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mente f tiene puntos críticos.)
Finalmente mencionamos que en 1984, J. - C. Yoccoz [Yoc] probó que un homeomor-
fismo / : .5r --- 51 de clase C- con p(f) - o € R\Q, v cuvos puntos críticos
son no-planos, no tiene intervalos errantes. Se dice que un punto crítico c de una
aplicación f : Sr -- 51 de clase C- es no-plano si alguna de¡ivada de / en c

es no - nula. Precisemos lo anterior en el siguiente enunciado:

Teorema ( Yoccoz ) Sea f : .91 - 51 un homeom.orfismo d.e clase C* que

presel'ua orientación y con p(f): a € R\Q. Si los pantos títi,cos d,e f son no -
planos (en particular si f es analítica real ), entonces f es conjugada a R..

2.3.3 \¡olvamos ahora al estudio de la familia {g"rS'---+ 51 :0 < c< co }.
Estudiemos propiedades de monotonicidad con c de los respectivos levantamientos.
Sabemos que f. :,§1 -* ,S1 es un homeornorfisno que preserva orientación. De
acue¡do a Io anterior. un lerantamiento de g-.- G. : lR --- lR es un homeomorfis¡:ro
estrictanente creciente tal que G.(r+ 1) : G.( r) *l V¡eR. Por definicióu.

s,G"'") = e2;;G'(r) V c € lR. Como 1os puntos críticos de 9-. son {-i, i} se tiene

rye G',(314+rn):6'"11¡4 *m) :¡ YmeZ -v Gi(¿) >0 para todo otro puDto
z. Como i"ei): i, G"(314) : lla+m paÍa algún m € Z. Tomando m = 1

obtenemos G,(314) : 5 14. De ahora en adelante. G" delotará el levantanriento de
j. tal que G,(:314) :511.
Notamos que 0<c1 1c2 :) S",(r) < g*(r) Yr€ R\{0} l' g.(0) ::c Vc.
Luego si 0(.r(c2 entonces G",(r) < G.,(.r\ Y r€lR\{3/a-¡nr rne Z}. 1'

G,(.:ll4) = íla V c. Delo anterior deducimos que si 0 <cl <c2 )' n €lN. n)2.
entonces:

G:',(r) < Gi,@) para todo ¿€lR.. (1)

En particular:
0(cr<c, + p(Go)<p(G")

De ahora en adelante, denotaremos p(G") por p(c).

2.3.4 En este apartado, nos dedicalnos a probar la siguiente:

Proposición EI conjunto d,e pard.metros {ce ]0,c6[: p(c) es inacíonal ] tiene
interior tacío.

Dem Por la continuiclad de c '-+ p(c) en ]0,c¡ [ (r,er [I{S] pp. 33) basta probar
que el conjunto p-r(a) - i c€ ]0,c¡ l: p(c): o ) tiene interior racío Vo e lR\Q.
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Supongamos por absurdo que existe o € R\Q e .I !l 0, co I intervalo abierto tal que

p(c) - o V c e 1. Por lo visto en 2.3.2, f" : .91 --' .9r no tiene puntos Periódicos.
Lo mismo ocurre con g" : R --" R. Escojamos dos parámetros c1 ( c2 cualesquiera

en 1.

Añrmación: V n € [\, s!,(c1)'gi@2) > 0.

En efecto: recordemos que para todo c 1a órbita positiva del punto crítico 0 es:

g": 0c-+cor.icr-rS"(c) * 'rgl(c) '+....
Como g": E -- R no tiene puntos periódicos entonces g!(c) * 0,co Vn e N

y V c € 1. Supongamos que existe n € Nl tal que gl',(cr)'gl(.r) < 0. Entonces

s:,("r) < 0 < S;("r) ( o al revés ). Por la continuidad de c *+ 9|(c) se obtiene que

) é € | c1.,c2 [ tal que S:G) :0 Es decir 0 es prmto periódico de g¿, lo cual es

una contradicción.
Observemos que si z1 <-x2 y r¡r2 )0 entonces go(xz)-go(tt) > c2-c1. Como
c1 1c2 ! \c2)0 se obtiene que g", (c2) -9",(c1) ) cz- ct() 0). De esto y de Ia
afirrnación anterior se obtiene que:

gllrr)-g¿(cl) >c2-cr Vn €N (2)

Conro cada jr: 51 - 51 es analítica real, por el Teorema de Yoccoz enunciado en

2.3.2. se deduce que g-. es conjugada a Ia rotación irracional ,8.. De donde la órbita
positiva del punto crítico -i, {S""(-r)}">o es densa en 5r 1, a su vez Ia órbita
positiva del punto crítico 0, {gl(0)}">o es densa en R. En particular existe nr € [\
tal que -(c2-cr)12<S?,kt)<0. Por (2) se obtiele que gi;(cr) <0<gl("r)
lo cual nos ller.a a una contradicción tal corno antes. -A.sí. se ha probado Ia Proposición.

Observación A contiluación probarernos la proposición anterior siu usar el Teo-

rema de Ybccoz. De hecho veremos que la Proposición no depende de clue las g-" no
tengan intervalos errantes.
En efecto: supongarlos que tenemos probado hasta la desigualdad (2). 1'escojamos
un parámetro cualquiera c € 1. Si f" uo tuviera intervalos e¡rautes -va probamos
Ia proposición. Si g-" : 5-1 -- 51 tiene intervalos errantes entonces afirrnamos que
el punto crítico -d no pertenece al interio¡ de algún irtervalo errante. Efectiva-
mente, si -i perteneciera al interior de un intervalo e¡ranfe f ento¡rces el otro
punto crítico i : i,ei) pertenece al interior del intervalo errante g'"(1). En esta
situación podemos perturbar g-" en Ios inten'alos I -t i,U) (esto se puede hacer
en el lelantamiento G", sumándole en los respectir'os intervalos funciones "cototo"
apropiadas) de tal {orma que la función resultante sea un difeomorfismo de clase

C2, que preserva orientación, sin puntos periódicos . 1' tal que la nuer.a función siga
teniendo a 1 como intervalo errante. Esto contradice el Teorema de Denjo¡'. Así
se ha probado que el pulto crítico -á no pertenece al interior de ningún inte¡valo
errante.
Si -i no está en el interior de ningún intervalo errante er.tonces podetnos probar:
Afirnración: -t € u(-i) donde a,(¡r) ,: { c € 51 : !(n;) -, oo con g!', (p) -- u ,\

es el .,.,-límite del punto p. Es decir -i es acurnulado por su propia órbita positiva.
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En efecto, sabemos que ar(-i) es no - vacío, cerrado ¡,' completamente invariante. Si

-i e 51 \ ,(-r) entonces ilamando 1 a la componente mnexa de 51 \ a:(-z) que

contiene a -i(I es abierto ), se tendría que los intenalos 1,9-"(.f), ....§."(I),....
son disjuntos dos a dos (ya que si no, !ie(I) : i.k+j U) para algún k,j y luego

i"ib.oQ»: §.kQ), de donde 9"j tendría un punto fijo, es decir periódico para 9;,
lo que contradice el hecho que p(c) € R.\Q). Si los .f."(I) (n e ll\) son disjuntos
dos a dos. ellos son errantes, con -i en el inte¡io¡ de 1, lo que se probó que no es

posible. Por lo tanto, -, € ¿"'(-t).
Luego, J(z;) ---+ co tal que f""r (-i) ---+ -i, o lo que es equivalente, g3'(0) --- 0. Con-
cluimos que existe una subsucesión de {91'(0)}", que converge a 0 por la izquierda
o por 1a derecha. Podemos suponer sin pérdida de generalidad clue converge por Ia
izquierda. Tomando entonces como cl a c y como c2 a cualquier parámetro de 1

mayor que c, concluimos que existe n¿ € lN tal que -(c2 - q)12 < gli(cr) < 0 ]'
al igual que antes se obtiene contradicción.

2.3.5 Ahora se probará la Conjetura HD.F",|R para el caso d irnpar. El prir:rer
iugar. recordérnosla:

Conjetura HDAR { r.r e lR: I tiene un puDto periódico atractor } es denso en
tR.

Por lo tisto anteriormente, es claro que debemos probar lo siguiente:

Teorema { c e] 0. c6 l: g, tiene un punto periódico atratlor } cs drn-.o r'n ] 0. c6 [.

Dem Por 1o visto en 2.3.4, basta con probar que si p(q): plS entonces VE>0. !c
con lc - c1l < e tal que p(.) : plC y una órbita de período q de i" es atractora.
Supongamos entonces que p(c1) : plS t,sea r > 0. Luego 3 c6 € IR tal que

Gl,(ro) : ¿o * p. Supongamos que ¿o no es atractor. Es decir supongamos que
(G3,)'(.0) ) 1 (recordar que G!, es estrictamente creciente ).

Si (G!,)'(zs) > 1 (es decir ¿o es repulsor) entonces el gráflco de G!, debe
atravesar de abajo hacia arriba a la recta y : r+p en z = Í0. Como Glr(::-| 1) =
G3,(z) +i, V¿€lR entonces lo mismo debe ocurrir ell ¿:ro*1. Por la analitj-
cidad de G!, uecesariarnelte en al rnenos utr punto rr €] c6-ro * 1 [ el gráfico
de G!, debe atravesar ¿ la recta y:r+p de arriba hacia abajo con derir,ada
(G3,)'(rr) € [0,1]. La situación gráfica es como se muestra en la figura ( la analiti-
cidad de G!, implica que ésta corta en finitos puntos a la recta y : r + p, ]- que

tiene finitos cambios de colcavidad en [:16,z6 ] 1].)
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Si (G!,)'(c¡) < I entonces el mismo 9i, tiene una órbita de período g atractora.
Si (G!,)'(c1) : 1 por la continuidad de c '-- fJ! se tiene que para todo c sufi-
cientemente cercano a c1, el gráfico de G! sigue atravesauclo de arriba hacia abajo
( v por lo tanto con derivada € [0, 1] ) alarecta A:x+p en uD punto vecino
a r1. Como el conjunto de parámetros c donde se produce un punto periódico
con rnLltiplicador 1 es a lo sumo llulilerable ( r'er 1.6 ). concluimos que I c con

l. - ", I 
< e tal que p(c) = plq ¡' la órbita de ¡reríodo q de §" es atractora.

Si (G!, )'(zs) : 1. entonces tenemos cuatro posibilidades Para el gráfico de l-Jl, cou
respecto a la lecta y : r + p en u¡ta vecindad de 16 :

Caso l. Caso 2.

Caso 3.

4S

Caso 4.



Los casos 3 y 4 son análogos a la situación anterior.
Por (1) ( ver 2.3.3 ) se tiene:

c2 I c1 1ca 
- 

GL@o) < Gl,("0) < GL(ro). (q2.2.)
Po¡ la continuidad de c ,--, G2 y por la enumerabilidad del conjunto de parámetros
donde se producen puntos periódicos con multiplicador 1, se deduce que eu los Casos
I y 2 existe c con lc-"rl(r tal que p(c) -plC y hay una ó¡bita de período g
de 3i" atractora.

Así, se ha probado la Conjetura HDfdR para el caso en que el grado d es im-
par.

2.3.6 La funciól número de rotación c ,-- p(c) es continua, creciente (no estric-
taniente), localmente constante en cada valor racional 1- no loc:.hnente constante en
cada valor irracional.
Pala terminar mostlamos el gráfico de la función número de rotación c ,...., plc)
-^..^ -J O
vaLo, u r)-

c.3 t2

Gráfico de c ,.- p(c) para d = 3.

Este tipo de gráfico recibe el nombre de escalera del diablo.

Nota: EI gráfico de arriba fué facilitado por el Profesor Jaime Roessle¡.
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APENDICE

Tlre ratioual ntaps z ¡--: 7 * 7f azd haye no

Helrnan rings

llodrigo l-Jarnón' and Ju¡rr l-]ol¡e¡lrieth

Abstract

\\ie prove that fo¡ evcr,r'¿l € 
^/,d 

> 2, Lhc ralional n':aps in rirc farnill
i: - L+ l/az¿ : ., € C\{0)} have no llcr¡nan rings. Frorn Lhis,r,ccon-
clrrrle a dt,¡¡amical ch¡racteriz;,tiorr for t)rc ¡;aranrcrers jr llrc llar<lell¡rot-
set of the-sc far¡rilics. i:rL¡rirer, §'c sholv tlral lnlrcrl"rlic rnaps ale rlcrrse i¡
t)ris far»il¡, if a¡rd o¡rl¡ if rhc set" of i)ar:r.ur{:lcrs l¡¡¡ rvhiclr llrc .lulia s¡t is
I)'c *l,u],: s¡,lrcrc L.rs ro rr.r¡:i. r

I Introduction
IL is rvell krr<¡rvrr Ll¡;Lt Llrc d.r'¡r¿L¡r¡irs of ¡ r¡Liorr¡rl rn:r¡r Il(:) : /'(:)/Q(:) is verv
nrr¡cl¡ i¡¡flucncc<l Lr¡'rlre [or*ar<l or]rit.s ofits critical points. )iatrrral fal¡rilies of
ra(iortal r¡a¡rs are dcfi¡¡cd by irrrp<-rsing colditions on tlresc forrr'¿rrd orbits. For
exatrtple LIrc polt'r¡orrrial lnal)s arc tlrc ratio¡ral nraps tlrat lrave a fired critical
point of ruati:rral <lcgrce.

For qrradratic raLio,¡&l nr^l)s, J.lt'litrror li\1j sugges( cd to cor¡sider, arnollg
othe.s. tlle falirill, ol tlrose r¡raps rl¡flt tak(5 o¡re criticaj I)oi!rt (o tl¡e otl¡cr. I:¡
appro¡>riirte coor(lir^L.s llrcse tna¡>s take lltc for¡¡r z - 71- l/-;2.

[-]eforc tlre rvork of lvlilnor, tl¡c [anril], .T2 : {. * 1 .t- 1f"t;2 : t.,€ C\{0}}
rvas consiclered b.r'lr.l.Lyubiclr !Ll. Iie askc<t rrlrcLlrer the ruaps irr this fanril-t. lrave
llernran rirrgs. li'f .Sl¡islrikrr¡a lSIr], usirrg <¡rra^si-conforrnal sl¡rge¡.\, tc€hr¡iqrres,
p¡oved LIrat the <¡rradraLic ratiorral rnaps lrave ¡ro Ilerrnarr rings, tlrus solving
L¡'rrbich's quc:stion io a par(icular c.r-sc.

In tlris s'ork rvc consider tlre far¡ri]ics f¿: {z - | + lluzd: ur € C \ {0}},
\\'ilh .i € A'. d ) 2. TIre furilr' .F¿ is a no¡n¡al lor¡rr lor I he sc{- o[ ral ional rnaps
o[ degrer d rvlricl¡ Irave exacLl] t\vo critic¿l points, onc of s'l¡icl¡ ¡laps onto the
ot.ller u¡l(lc¡ o¡)e if.craLion.

Althorrglr Slrisl¡ikrrra's a¡¡al_t'tic¡l rrrct.ho<ls rriglrt also irn¡rll tlraL tl¡e rational
nral)s i¡¡ t.l)csc [iurrilics lravc ro lictrla¡r ri¡]gs, wc lravc stal¡lisl¡cd t.lris rcsult
tlrrorrglr ¡>rtrc).y to¡ro)ogica) ¡lc!lro(ls. Orrr ¡¡rai¡r rcsulL is:

Tl¡eorem 7 'l'l¡ e mlionol ,naps itl Lhe lanilg .Fo hate no llenrtart rittgs.

'ParLially suppor(¿d by Fondccj'!, Proyc.ro t06O343
l99t iloláé"¡ol;cr Subjcct Ctass;fcat¡o,¡. I'>rimary 53F23, 3ODOs.
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'l'lrc hl¿rrdcil¡roL scl. ofa faruil¡'ofral.ionnl nu¡x {/..}, 'U(lÍ-}). is tlcfir¡c<l

as thc closrrre of tlrc sct {ur: J(/.,)is corrncctc<ll- llc¡e J(1.) dcnolrs t'l¡c.l¡rlia
sct ol f..

lu [Yl, \'.YongcJrcng rrcs Shlslrikttra's rcsult to c¡¡araclcrizc <l-vnarnic.all.t' tltc
sc[ of r¡ua<lral.ic r;rl,iotral trra¡r.s rvitlr corircrt¡r<l .lrrlia scl..

Fronr Theorc¡¡¡ I rvc dcrivc l,hc follos'irrg cl¡ar¡eLc¡iz,a{,io¡t t¡l«rret¡¡:

Tlreorem 2 'lhc scl. -M(F¿) ís equo.l t.o lhe sel f a: l- hns ro allmclittg ft«l
Í,ointl. Furlher, M{f¿) is con ccled, its bototdary is a regdor analytic ctute
ezcept for on.e sútgdar ¡mi:l,.t, rancly üe rtique Tr'.mmcler in -M(f¿) uhet'e the

Júia .<cl. is tl.i-sct¡¡t ¡t ccl c<1.

In this Thcorenr, and in rvl¡at follos's, /-(:) dcnotes [ * I /az¿ -

\\¡e prol'c Tl¡co¡c¡n I i¡¡ Scction 2, rvhile T'heorern 2 is provcd i¡r Srction 3.

In Sect.ion 3 also ,vc ¡'roi¡l orrt. Lhc facl {,hat. Tlrcorcr¡t I allo".s rts to rcdttce tlrc
!{D-conjecture: ltt : .[. is lrll><:¡l¡olic ] is <lcrrsc irr C,
to Lhc f<.¡lirlrvirrg <¡¡r<r:

Conjecture: {o: .l(.t-): e } lr,s crrr¡>(..-r' irrterior.

2 Proof of Tireorem 1

Asstu¡rc Llrat f<¡r so¡r¡c r.: € C\ {O}. .f-,(;) = t + lfd¿d lÉ\s a ¡>erio<lic c¡clc of
Ilernrarr rirrgs {//o, Ir1,...,/r.,-l}- tct Co C //o t¡c nn /I-i¡rva¡iant. a¡¡al-vtic
Jorcla¡¡ cr¡rvc ar¡tl <lcfi¡rc Cj : .f ¿,(q), .i : I,- .. , nr - L l-cL ru bc tlrc d-(l¡ ¡oot
<.¡f u¡ril.-r' c2"i/d.

Fo¡ a Jor<l¡¡ crrrtc C i¡¡ C dc¡¡oLe Lr.r' /(C) thc Lroundc,d corn¡ronerrl of C \ t-
a¡r<i bv ll(C) tlrc ¡.r¡¡l-¡ourrdcd c(,r¡rl)orc¡rt. C¡rll l,hcnr rcspeclivclv l.hc interior
¡rnd t.llc eliterior ()f C-

No Cj l)a-sscs tlrrouglr Llrc cril.ical ralues I and oo because tl¡e l-rorrl|dar.r'
of a Ifc¡¡¡¡a¡r rirrg is coul.ainc.<l i¡¡ i.l¡c closrrre of tl¡e fors'ard orbiL of tl¡c c¡il.i-
cal scl. {0.co}, Sirrc-c e¡clr Cj is n¡¿l)pc(l irrjectivcl.t' onto C¡rr antl bot.lr crit-
icrrl ¡toirr(-s ¡rc of ¡tra-ti¡l¡tl tlegrrc, u'c lravc (.lrnt for c¡¡erl,j : 0,-..,rr -
l, /;t(Cjl¡) (rrrocl nr) is tlre disjoint rrnio¡¡ of tl¡e sct^s ukcr,k:0,1,...,d- l.

\\'c havc th¿L 0 € /r(Cj ) Vj : I,..., r¡¿ - t. In facr, if 0 € /(Cj) for sorrre .f,
then vci n(; I 0 rvhicl contr¿dicls Lhc dis.ioirrtness of tlre union u[¡fl- tzrC, 

.

11. Llrer¡ follo§,s {,¡¡at for c.r.cry .i, O e D@L<:j) VÁ- = 9.-.-,¿- l. 
^lso,/tC, 

E
D(utcj) Íor & I I. Since 0 is nrapp«1 to co wilh multiplicity d rvc corrcludc
tlrat.

!- , (t:í- | D(uk q) u {co} .* D(cj{ r) u {oo}
is a d-¡a¡rrificd c¡¡vering- I lcnce, /- nra¡rs bi-jcctivcl-y cach ,l (yrcj ), k : 0, l, . . . 

, d-
l, onto /(C; r.r ).

Itt ¡nrlicular, for ctc¡-v j : O,---,nt- 1, Í-(l (C)) : l(C¡+t) (rrrod nr)-
Tlrc¡cforc:

u"e¡, /,1 (¡(Q,)) = Lg:¡i'-, I(cj).
'fhcn, l-r¡' ['lorr{,cl's 'l'lre<¡rcrrr, /(()o) bclongs to thc l-atou set o[ /-- BrrL this
is irn¡ros.sible bc<'arrsc C9 is arr f,'-irrvariarrl .lordarr cnn'c of a c¡'cle of I lc¡¡rra¡r
ritrgs-

51



3 Proof of Theorem 2

For ratio¡ral rna¡x, l,he Julia set is conr¡c.ct.cd i[ and orly if cvcry com¡>onent of
llre Fatorr scL is sinr¡rly co¡rncctcrl. \!'c rvor¡ltl likc thcn to oblain a dynatnical
cl¡araclerizat¡o¡¡ lor tl¡c pararr¡ctcrs i¡r thc sc¿ { cr : evcry conrPollcnt of- f(/-)
is sirnply corrnccted ).

FYonr Tl¡e<¡rem l, and thc classification of Llre pcriodic Fatou componen[s,
it follorvs tlrat every periodic conr¡rouent of F(J-) is ei{.her at¿racl,ive, parabolic
or Siegel disk, Frrrtlrerrrrore, by Srrllivarr's No.Wandering Dom¿ins lheorem lSul
evcry conrpo¡lcnL of thc Fatot¡ sct F(/-) is evcntttllly pcriodic-

Since, for every u, f- has esscrrLiall¡' 6¡s fq6vard orbit of critical points,
tl)ere ca¡r¡rot exisLs trvo or rnore c¡,clcs o[ periodic conrpor¡ents of F(/-) unless
all o[ Lhe¡¡r arc Sicgcl disks.

In this last case (chat is, eristeoce ofseveral <ycles of Siegel disks), the critical
points lie in the Jr¡lia set. By the Riemann-Hr¡rwiLz for¡¡rula rvc clnclude thaL
every cornponcnt of f(/-) is simpl.l' connected

Assr¡nle oow Lhat /- lres a urri<¡rrc c¡.cle of Fatou conrpottcnts \lliclr is of
attractive ty¡>e. Tiris cycle contai¡ls aL lea-51 one critica¡ lroinL. Since /- hns

exacLly trvo criLic¿rl points and Lak6 o¡¡e to tl¡e other, both criLic¿l points n¡e
conL¡ri¡¡cd irr tlris cyclc.

lf tlre period of thc aLLractive cycle is one (i.c. the c-ycle is composcd of
jtrst orrc fixed nttractive corrrporrcrrt-), tlrcn tlrc two critic,rl points bclong to
lhe corres¡rortding co¡nponent. By tlte Rietnarr n- H llrl¡'i tz ¡eiatiorl we co¡tclttde
Ll¡at tl¡c Euler clraracte¡i5tic of tlris corrrpottcttt is -ca and so it has nrrrltiplc
connectivity. Further, tlre Fatou se¿ coincides with tl¡is attractive component.

lf tlre period of tl)e a¿¿ractivc c¡,clc is greaLer Ll¡an o¡¡e tlren ¿he two critical
points lie i¡¡ diflcre¡¡t co¡nponeoLs <¡f tlrc c-vcle. By standard nrgurncnts (tsing
Llre Rie¡»a¡rn-llunvitz relaLion) o¡¡¿ c¿¡l l)rove Llrat tl¡e Euler draracterislic o[
every compo¡¡cnl ol f(/-) is onc. 'I'lrrrs tlrcy arc nll sim¡rly conncc'ucd-

Finally, if /- has a uniqrre cyclc o[ Fa[ou conrponenG *'l¡ich is of parabolic
t¡'pe, then by exactly l,he ssme argt¡rner¡ts ¿s befo¡e *'e conch,¡de tl¡at eve¡y
conrpo¡rc¡¡L oÍ F(I-) is sirrr¡rly cortrrect«l, urlcss F(/-) cotrsis'.s of a utriqtte
ñ.red prrabolic con)porcnt, i¡r *l¡icl¡ c¡se X(f(,f-)) = -co.

A fixccl aúLr¿cl"ivc co¡¡rl)(rrcr¡L has a corrcspor r<li¡ rg atLracLivc lixcd ¡>oint.
Associatcd to a fixcd parabolic corrrponent we havc a fured point wirh derivative
equal to orre (i.e. a nrultiple parabolic h-xed point). For otrr fanrily f¿ the seco¡¡d

derivative of a rnrrlLi¡rle paraL:olic fixccl ¡,loinl is ¡on-zero.
So J(/-) is connecled il and only if /- lras neither an Bltractive [r«J point

nor a nrultiple parabolic fixed point. The paramcl,er ¡,/o : -d(l + l/d)d+r is

the urrique one rvhere /- l¡as a rnult iple parabolic fixed point. 'flIe analyLic
curve {u.,(u) = au-I(l - !/d)¿ir : u €.9t } in theu- plane is t}re set of
paraureters rvhere /- has ¿ neutral li.xed ¡>oinl. In fact tlris is a Jordan cu¡ve

o¡le to o¡le n'¡ap. The par¿¡reLer ug is tlre rrrrique sirtgrtlar poinü in this ctrn'e.
F\rther, this .lorda¡r c¡¡rve separates the o- plane itt trvo conrponenls- The
u¡rbort¡rdccl co¡¡rl)orcl¡L coi¡¡ciclcs wiLlr the sct of ¡rnranrctcrs rvltere .](, hn-s an
alLractive lixed ¡roint.

Putt.i¡Ig all this togcthcr gives Theorcrn 2.

J:



M¡e now procccd Lo poinL ollt arr cr¡uivaiclL sLatcrrcnt for Lhc I I l)-cor rjccl.r rrc
tlrat follorvs fro¡¡r '['hc'orc¡rr l.
The o plane is a <lisjoirrt tr¡rion ol I.lrc scls:

11 : I u: /- ha-s au attractir¡g pcriodic point )
N = { .: /- lras a nerrlral pcrio<lic poirrt )'ll = { a : cvcr.y pe¡io<lic ¡>oilt of /- is rc¡rcllirrg }

Si¡rce thc trvo criLical poirrts of /- lr¡Ls f,ltc sarrc forrvard orl¡iL, I is lr¡'¡rcrbolic
if an<l only if a <'17.

Tl¡e seL o[ paiarnete.s for rvlricl¡ J (¡.1 =e is contained 
-in ^/u7l. 

So, it
the I I l)-co r rjecture for f¿ is Lrue, l.l)cn the scl. { u.r : J(l-) = C } lra-s an enr¡rt¡'
i¡rtcrio¡.

Reciprocally, for pararrreters i¡ 11, f,¿ is J-stoble, wlrile for paratlcters itr
N, Í- ¡s J-rrnsLable (see [lrlSSl). By 'llreorerrr I arr<l tl¡c classific¡tio¡r of Fatott
compone¡rts, ? is contairtcd in {,.,: J(/.) =e ). NowiÍlu:.J(!-) = C ) l¡a-s

an enrpLy intcrior, Llrerr jL is co¡r{.airr«l irt Lltc J-t¡¡tst.al¡le ¡>nrattreters. \\¡e tltcn
co¡rclrr<le tlrat, irr tlris c-rsc, 7l coirrciclcs wiLl¡ Llre s€t ol J-stal¡le J)ar¿r¡rei.ers.

Sirrce b1, IIISS] lvc k¡rorv in A(kli{.io!¡ l,l)at Lhc set ol .l-stable parameLcrs is

derue in C we conclr¡<le tlrar if { ..r : J(!-) = Ó ) 1,* on ernpty i¡¡Le.ior, tlrerr
tlre IID-coojcclure for .f¿ holds.
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