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RESUMEN

Se estudia algunos aspectos de la dindmica en la esfera de Riemann € = CU{oc}
generada por las aplicaciones racionales en las familias F;:={z— 1+ 1/wz?:w €
C\{0}} con deN, d>2.

En el capitulo 0 se da las definiciones bédsicas y se resumen una serie de conceptos
y resultados necesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores.

En el capitulo 1 se prueba que los endomorfismos racionales z — f,(z) = 1+1/wz¢
(con we C\{0} v d€ N, d>2) no tienen anillos de Herman . A partir de esto
se obtiene una caracterizacion dinamica del conjunto de Mandelbrot de F;. M(F,).
para todo d > 2. Se define las componentes hiperbdlicas de F; y se estudia su
relacion con el conjunto de Mandelbrot. Luego se ve como varia el conjunto de Fatou
de f., cuando w recorre la frontera 9M(F;). Se continua con una reduccién de
la conjetura de la hiperbolicidad a otra conjetura mas simple. Se demuestra que el
conjunto de parametros parabolicos es numerable. Finalmente. se prueba que las
clases de conjugacion cuasiconforme en la familia F,; son o bien un abierto arco
-conexo de € o bien se reducen a un punto.

En el capitulo 2 se estudia la subfamilia de F; que se obtiene cuando restringimos
el parametro w a R. Se prueba que en este caso existen tres posibilidades para
f.: € — C : que tenga una 6rbita periédica atractora contenida en R := R U {86}
que tenga una orbita periédica racionalmente indiferente contenida en R. v que el
conjunto de Julia de f, sea toda la esfera C. Se analiza la dinamicade f,:R — R
y las bifurcaciones que se producen cuando w varfa en R. Para el caso en que d es
par se prueba que existe una sucesion de duplicacién de periodos, y se entrega una
reduccién de la conjetura de la hiperbolicidad para parametros reales. Finalmente,
si d es impar se prueba (entre otras cosas) que el conjunto {w € R : f,, tiene una
érbita periédica atractora } es denso en R. Es decir, se prueba la conjetura de la
hiperbolicidad para este caso particular.



SUMMARY

We study some aspects of the dynamics on the Riemann sphere C = C U {co}
generated by the rational maps of the family Fy := {z — 1+ 1/wz?: w € C\{0}}
for d€ N, d > 2.

In Chapter 0 we give the basic definitions as well as summarize various funda-
mental concepts and results which will be needed in the following Chapters.

In Chapter 1 we prove that the rational endomorphisms =z — f,(z) = 1 +
1/wz? (where w € C\{0} and d € N, d > 2) have no Herman rings. From
this we are able to obtain a dynamical characterization for the parameters in the
Mandelbrot set associated to Fy, denoted M(Fy), for all d > 2. Furthermore, we
define the hyperbolic components of F; and investigate the relation of these with
the Mandelbrot set M (F;). Afterwards, we examine how the Fatou set of f, varies
as w varies in the boundary AM(F,;) of the Mandelbrot set. Then we give an
argument which allows us to reduce the dense hyvperbolicity conjecture of the family
Fa4 to a seemingly more tractable conjectural statement. In addition, we prove that
the set of parabolic parameters of the family F; is countable. Finally, we prove that
each quasiconformal conjugacy class of F; is either a path-connected open subset
of € oris just a point. This closes Chapter 1.

In Chapter 2. we study the subfamily of F; which is obtained when we restrict
our attention to those values of w which are real. We establish that in this case there
are three possibilities for f, : € — C, namely: f, may have an attracting periodic
orbit contained in R := RU {oc}; f, may have a periodic orbit which is rationally
indifferent and which is fully contained in R; or, it may occur that the Julia set of
f. is all of C. We analyze the dynamics of f,: R — R and the bifurcations that
arise when w varies in R. In the case that d is even, we prove that there exists a
sequence of period doubling, and we furthermore give an argument that allows us to
reduce the dense hyperbolicity conjecture of real parameters to an apparently simpler
conjectural statement. Finally, if d is odd, we prove (among others things) that the
set {w € R: f, has an attracting periodic orbit } is dense in R. That is to say, we
manage to prove the dense hyperbolicity conjecture in this particular case.



INTRODUCCION

Las primeras contribuciones en la teoria de la dindmica de las funciones racionales
en la esfera de Riemann € = C U {co} se deben a Pierre Fatou [Fa] y Gastén Julia
[Ju], alrededor de 1920. En esta fecha Fatou planted la conjetura de la hiperbolicidad,
la cual forma parte importante en la presente Tesis. Dicha conjetura afirma que
las aplicaciones hiperbdlicas forman un abierto y denso en el espacio de todas las
aplicaciones racionales. Probar que la hiperbolicidad es una condicién abierta es
sencillo; sin embargo la densidad ain no ha podido ser demostrada. Las aplicaciones
hiperbélicas son de interés por cuanto tienen una dindmica simple y posiblemente son
las 1inicas cuya dinamica sobre el conjunto de Julia es estable por perturbaciones.

Dado que estudiar la dindmica de la clase de los endomorfismos racionales en la
esfera de Riemann es una tarea larga y dificil, es comiin considerar subfamilias de fun-
ciones racionales que dependen analiticamente de uno o mds parametros complejos.
Puesto que, segin veremos, la dindmica global de un endomorfismo racional depende
esencialmente del comportamiento de las drbitas positivas de los puntos criticos.
usualmente se estudia subfamilias caracterizadas por condiciones en dichas orbitas
positivas. Es asi que la familia polinomial cuadratica Py = { z — p.(z) = 22 + ¢
c€ C }. que corresponde a la subfamilia de aplicaciones racionales de grado 2 con
un punto critico fijo, ha sido objeto de numerosos trabajos en dindmica compleja.

Para aplicaciones racionales cuadraticas, J.Milnor [Mi2] sugirié estudiar la familia
de aplicaciones que envian uno de sus puntos criticos en el otro. Una forma normal
para dichas aplicaciones es z — 1 + 1/wz?

Antes del trabajo de Milnor, la familia 7, = { z — f,(2) = 1 + 1/wz? :
w € C\{0} } fué considerada por M. Lyubich [Lyl]. El planteé la pregunta de si
las aplicaciones en esta familia tienen o no anillos de Herman. Posteriormente, M.
Shishikura [Sh], usando técnicas de cirugfa cuasiconforme, probé que las aplicaciones
racionales de grado 2 no tienen anillos de Herman, respondiendo asi a la pregunta
de Lyubich como un caso particular. Por otro lado, M. Rees [Re] consideré en forma
mas general las familias de aplicaciones racionales que tienen dos puntos criticos
y que envian uno de ellos en el otro. Una forma normal para dichas familias es
Fi={zw— folz)=1+1/wz* : weC\{0}} donde deN, d>2.

En la presente tesis se estudia algunos aspectos de la dindmica de las funciones
racionales z — f,(z) = 14+ 1/wz?, con we C\{0} y de N, d > 2. Se prueha
que dichas funciones racionales no tienen anillos de Herman. Cabe mencionar que el
resultado de Shishikura [Sh] no implica este resultado para las aplicaciones en 7,
con d > 3.



El conjunto de Mandelbrot de la familia Fy, M(Fy), se define como la clausura
del conjunto {w : J(f,) es conexo } (J(f.) denota el conjunto de Julia de f,).
Y. Yongcheng [Yo] usa el resultado de Shishikura para caracterizar dinamicamente el
conjunto de las aplicaciones racionales cuadréticas cuyo conjunto de Julia es conexo.
Usando el hecho que las aplicaciones en F,; no tienen anillos de Herman (probado en
esta tesis), e independientemente de [Yo], obtenemos una caracterizacién dindmica
del conjunto M(F,;). Ademas, se prueba que M(F;) es conexo, y que su frontera
es una curva de Jordan analitica y regular excepto por un punto singular, a saber el
Unico parametro w € M(F,) en el cual J(f,) es disconexo.

Las componentes hiperbdlicas de JFy se definen como las componentes conexas
de U2, Ax, donde Ap := { w : f, tiene una drbita periédica atractora de
periodo k }. La caracterizacién dindmica de M(F;) mencionada en el parrafo
anterior permite afirmar que M(F;) = C\A; y que Ui, Ax € M(F;). En la
seccién 3 del Capitulo 1 se entrega una representacion grafica de dichas componentes
hiperbélicas para d =2 y d = 3. También se demuestra un resultado sobre la forma
en que se distribuyen en el correspondiente conjunto de Mandelbrot: se prueba que
todo punto en i, dAx es acumulado por componentes de |Jy>; Ak, ¥ que el unico
punto singular de la frontera GM(F,;) es acumulado por componentes de s, Ak
que intersectan al eje real. Por otra parte, en la seccién 4 se muestra como varia el
conjunto de Fatou de f, cuando w recorre el borde dM(F,). En la siguiente seccion
se plantea una conjetura equivalente (en apariencia mas simple) a la conjetura de la
hiperbolicidad para nuestra familia F,. Se enuncia dicha conjetura para parametros
reales, la cual posteriormente en el Capitulo 2 es resuelta para d impar. En la
seccién 6 del Capitulo 1, utilizando el concepto algebraico de Resultante se prueba
que el conjunto de parametros parabolicos es numerable, lo cual sera fundamental
mas adelante en la demostracion del mencionado caso particular de la conjetura de
la hiperbolicidad. En la iltima seccién del Capitulo 1 se demuestra que las clases de
conjugacién cuasiconforme de la familia F; son o bien un abierto arco-conexo de € o
bien se reducen a un punto, analogo a lo que ocurre en la familia polinomial cuadratica
P,. Este hecho en la familia P, es una pieza fundamental en la demostracion de la
conjetura de la hiperbolicidad para pardmetros reales realizada por G.Swiatek [Sw].

Un asunto interesante en dindmica es tomar el parametro que parametriza a F
en la recta real. Resulta en este caso que la dindmica de f, : € — € queda
completamente determinada por la dindmica de su restriccién a R, f,:R — R. En
el Capitulo 2, se prueba que si w € R, entonces f, : € — € no tiene ni discos
de Siegel ni puntos de Cremer; de hecho se demuestra que en este caso existen tres
posibilidades: que f,:C — C tenga una dnica 6rbita periédica atractora contenida
en R = RU{oo}; que f, tenga una tnica érbita periédica racionalmente indiferente
contenida en R con multiplicador A = #1; y que J(f,) = C.

Se realiza ademas en el Capitulo 2 un estudio de la dindmica de la familia { f, :
R —- R : w e R }. Para el caso d par se prueba que existe una sucesién de
parametros w; = 0> wy > w3 > .. ... B fily, PR B e wwoe > —1 tal que
VneN, f, tiene una orbita superatractora de periodo 2%, situacion analoga a



la que ocurre para la conocida familia polinomial cuadratica real p,(z) = pz(l—z).
Resultados computacionales mostraron que el nimero que cuantifica la forma en que
el arbol dobla-periodo se aproxima a su estado final no coincide con la conocida
constante de Feigenbaum 4.669201..... de la familia polinomial cuadratica. Para
d par se entrega ademdas una reduccién de la conjetura de la hiperbolicidad para
parametros reales.

Por su parte para el caso d impar, considerando el hecho que para w < 0, f, :
R — R es un homeomorfismo del circulo que preserva orientacion, se prueba (entre
otras cosas) que el conjunto de pardmetros { w € R : f, tiene una érbita periédica
atractora } es denso en R, es decir se prueba un caso particular de la conjetura de
la hiperbolicidad. Lo anterior se hace introduciendo un cambio de coordenadas en la
familia {f. :R — R :w < 0} para obtener una familia analiticamente equivalente
{9. : R — R : ¢ > 0}. Se prueba que el nimero de rotacién p(c) de g. es tal que
p~'(R\Q) tiene interior vacio y que si p(¢;) = p/q entonces arbitrariamente cerca
de ¢; existe ¢ tal que p(c) = p/q y una érbita de periodo ¢ de g. es atractora.

Por 1ltimo, mencionemos que en el apéndice de esta tesis se adjunta una copia del
trabajo The rational maps z — 1+1/wz? have no Herman rings. en el cual aparece
una demostracion del hecho que las aplicaciones f, no tienen anillos de Herman.
ligeramente diferente (en su presentacién) a la entregada en la presente tesis.



CAPITULO 0

PRELIMINARES

En este Capitulo se encuentran las definiciones y resultados necesarios para el
desarrollo posterior de este trabajo. Contiene una introduccién a las familias de en-
domorfismos racionales en la esfera de Riemann.

0.1 Definiciones basicas.

0.1.1 Por € denotamos a la esfera de Riemann. Una funcién racional R:C — C
es una funcién de la forma R(z) = P(2)/Q(z). donde P y @ son polinomios con
coeficientes complejos y (P, Q) = 1; el grado de R es el maximo entre los grados
de P y . En el presente trabajo R denotara siempre una aplicacion racional de
grado d > 2. En esta Tesis consideramos a R como un sistema dindmico discreto
en C.As, R®=1Id v R"=Ro R*' ¥V n > 1. Las funciones racionales coinciden
exactamente con la clase de las funciones analiticas de € en C.

0.1.2 S1 f: X — Y es una funcidén analitica no constante entre superficies de
Riemann v a es un punto de X, la deficiencia (u orden de ramificacion) de f en
a, 65(a), eselentero k—1 donde k esel orden de la primera derivada no-nula de
f en a.

Para X e Y compactosexiste d € N tal quecada y € Y se alcanza exactamente
d vecesen X contando multiplicidades. Es decir: Vy € Y, 3. ci-1,)(1+64(2)) = d.
Al entero d se le llama el grado de la funcion f. Para una funcion racional este
grado coincide con el definido anteriormente.

La formula de Riemann - Hurwitz relaciona la topologia de las superficies
con la deficiencia total:

Sea f: X — Y una funcidn analitica no constante de grado d entre las superficies
de Riemann compactas X e Y. Sean x(X) y x(Y) las caracteristicas de Euler
de X e Y respectivamente y sea 6:(X) =Y cx ¢(z) la deficiencia total de f.
Entonces:

X(X) +64(X) = dx(Y).



0.1.3 Un punto ¢ € C es un punto critico de R si R no es inyectiva en vecindad
alguna de ¢. Sic # oo y R(c) # o lo anterior es equivalente a R'(c) = 0. Por
la férmula de Riemann - Hurwitz una funcién racional de grado d tiene 2(d —1)
puntos criticos contando multiplicidades. Denotaremos por C(R) al conjunto de
puntos criticos de R.

 0.1.4 Dado z € C, se define la érbita positiva de z como la sucesién 8% (z) =
{R"(20)}n>0- Si R"(24) = 2 y n es el menor nimero natural que satisface esta
relacién, entonces z, es llamado un punto periédico de periodo n. En este caso z
es llamado atractor, superatractor, repulsor, o indiferente, de acuerdo a si

Al <1, A=0, |\l >1 6 |\ =1 respectivamente, donde A = (R"*)'(20). Ademas
zp es racionalmente (resp. irracionalmente) indiferente si A = exp(27:0) con

6 cQ (resp. # €R\Q). Al conjunto {z, R(z0),...., B*"!(z0)} lo llamamos érbita
periddica y la denominamos atractora, superatractora, repulsora o neutral de man-
era similar.

0.1.5 Sea C una coleccidn de funciones analiticas definidas en un dominio U de
C. La familia C se dice normal en U si es equicontinua en U. Por el Teorema
de Arzela-Ascoli esto equivale a decir que toda sucesion de funciones en C contiene
una subsucesiéon que converge uniformemente en los compactos de U .

0.1.6 Un punto z € C es un elemento del Conjunto de Fatou de R, el cual
denotamos por F(R), si existe una vecindad U de z en C tal que la familia de
iterados {R"},>0 es normal en U. El Conjunto de Julia de R, J(R), se define
como el complemento del Conjunto de Fatou.

Los nombres de estos conjuntos son en honor a Pierre Fatou y Gaston Julia,

quienes en los trabajos [Fa] y [Ju] iniciaron el estudio de la dindmica de funciones
racionales.
0.1.7 Si R,S : C — € son dos funciones racionales y M : € — € es una
Transformacion de Mobius tal que M o R = So M, diremos que Ry S son
analiticamente conjugadas, y denotaremos R ~ S. En este caso M o R* =
StoM, Vn € N.Asi R y S tienen dinamicas analiticamente equivalentes.

Dos funciones racionales R;,R; : € — C se dicen topolégicamente conju-
gadas si existe un homeomorfismo h:C — € tal que ho R; = Ry0h. En este caso
las dindamicas de R; y R, son topologicamente equivalentes.

0.1.8 Sea R, el espacio de todas las aplicaciones racionales de grado d provisto de
la topologia de los coeficientes y sea M C R, una subvariedad compleja conexa. Un
endomorfismo racional Ry € M es llamado estructuralmente estable (en M) si
para todo R € M suficientemente cercano a Ry, las transformaciones Ry: € — €
y R:C — C son topolégicamente conjugadas, v los homeomorfismos que conjugan
hr: C — C dependen continuamente de R.



0.2 Resultados fundamentales.

En esta seccién se enunciard una serie de resultados fundamentales de la teoria
de iteracién de funciones racionales que serin utilizados durante el desarrollo de
la presente Tesis. Comenzaremos con algunos resultados clasicos como el Teorema
de Montel y las propiedades mds conocidas de los conjuntos de Julia y de Fatou.
Continuamos con el Teorema de las componentes de Sullivan y la clasificacién de
las dindmicas que existen en el conjunto de Fatou. Luego veremos dos versiones de
la férmula de Riemann-Hurwitz para funciones racionales, las que nos permitirdn
describir més adelante algunas propiedades topoldgicas de los Conjuntos de Julia.
Seguiremos con algo basico sobre puntos peridédicos indiferentes, para a continuacion
ver lo necesario sobre estabilidad de aplicaciones racionales e hiperbolicidad. Por
dltimo, veremos lo necesario sobre el concepto algebraico de Resultante.

Para demostraciones de los resultados de esta seccion se puede consultar las re-
ferencias [Be], [Ja], [MSS], [Mil], [Mi2] v [Sul.

Como esta seccidén es una simple recopilacion de resultados conocidos en dinamica

compleja, puede ser omitido en una primera lectura y utilizado como referencia en lo
subsiguiente.

0.2.1 A continuacién, se enuncia dos resultados sobre familias normales.

Teorema (de Montel) Sea C wuna coleccion de funciones analiticas definidas en
un dominio U C C. Si Ujee f(U) evita 3 o mmds puntos de € entonces C es
normal en U.

Teorema (de Vitali) Supongamos que la familia {fi}nen de aplicaciones analiti-
cas es normal en un dominio D, y que {f,}nen converge puntualmente a alguna
funcion f en algin subconjunto abierto no-vacio W de D. Entonces f se extiende a
una funcion F analitica en D, y tal que f, — F uniformemente en los compactos

de D.

0.2.2 Entre los resultados cldsicos sobre los conjuntos J(K) v F(R) probados por
Fatou y Julia estan los siguientes:

a) Ambos J(R) y F(R) son completamente invariantes por R. Esto es:
R™Y(J(R)) = J(R) = R(J(R)) ( anilogamente para F(R) ).

b) J(R*)=J(R) vy F(R")= F(R) paratodon e N.

c) J(R) es no vacio y coincide con la clausura del conjunto de puntos periddicos
repulsores de R.

d) J(R) es perfecto.

e) Si Fy es una componente (conexa) de F'(R) entonces R(Fy) también lo es. Ademas,



R71(F,) es unién finita (< grado(R)) de componentes de F'(R). Por otra parte,
R(0Fy) = OR(Fy).

f) J(R) es conexo si y sdlo si toda componente de F(R) es simplemente conexa.
g) J(R) es conexo o bien tiene una cantidad infinita no-numerable de componentes
conexas.

0.2.3 El resultado que daremos a seguir fué probado por D.Sullivan en [Su]. Es un
resultado fundamental para describir la dinamica de las funciones racionales. Fatou
ya sabia de la importancia de este resultado, plantedndolo como pregunta. Sullivan
lo probé via aplicaciones cuasiconformes. Fue el quien hizo ver la importancia de esta
clase de aplicaciones en dindmica de funciones racionales. Para enunciar el resultado,
necesitamos algunos conceptos previos.

Definiciones Una componente F, del Conjunto de Fatou es periddica si existe
n € N tal que R*(Fy) = Fy. Al menor natural que satisface esta igualdad le lla-
mamos el periodo de Fj;,. La componente F, es eventualmente periddica si existe
m € NU {0} tal que R™(F},) es periodica.

Teorema de las componentes (Sullivan, 1982) Toda componente conexa del
Conjunto de Fatou es eventualmente periddica.

0.2.4 Las dindmicas posibles sobre componentes periddicas del conjunto de Fatou ya
eran conocidas por P.Fatou y G.Julia. En este apartado describiremos la clasificacion
de estas dinamicas. Para esto comenzamos con algunas definiciones.

Definiciones Sea D una componente periodica de periodo n del Conjunto de Fatou
F(R). Entonces D se llama:

a) Componente atractora si D contiene un punto periédico atractor zo de periodo
n. En este caso se tiene que R*'(z) — 2z, cuando k — oc para todo z € D.

b) Componente parabdlica si existe un punto periédico racionalmente indiferente
2o en la frontera 8D tal que R"(z0) = zq, (R™)'(20) = 1 ¥ R*(2) — 2o cuando k — oo
para todo z € D.

c) Disco de Siegel si R*|D es conformemente conjugada a una rotacién irracional
del disco unitario A = {z € € : |z| < 1}. Es decir si existe un homeomorfismo
analitico ¢ : D — Ay un numero irracional 8 tal que ¢ o R™ = exp(27i8)o
sobre D. Llamamos a # (mddulo 1) el nimero de rotaciéon del disco de Siegel v a
zo = ¢~ 1(0) su centro.

d) Anillo de Herman si R*|D es conformemente conjugada a una rotacién irra-
cional de un anillo {z€ C:r < |z| < 1} para algin 0<r < 1.

Resumimos la clasificacion de dinamicas sobre componentes periddicas de F(R)
en el siguiente Teorema.
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Teorema Toda componente periddica del Conjunto de Fatou es o bien una com-
ponente atractora, una componente parabdlica, un disco de Siegel, o un anillo de
Herman.

0.2.5 Existe una importante relacién entre los puntos criticos y las componentes
periddicas del Conjunto de Fatou. Es la siguiente:

Teorema Sea D wuna componente periddica de periodo n del Conjunto de Fatou.

n—1

a) Si D es atractora o parabdlica, entonces S, R'(D) contiene un punto critico
de R.

b) Si D esun disco de Siegel o un anillo de Herman, entonces el borde Uiy dR(D)
estd contenido en la clausura de las orbitas positivas de los puntos criticos de R.

Observacién: Si una componente [ es parabdlica o atractora (y no superatrac-
tora) la érbita positiva del punto critico contenido en Ul R'(D) es infinita.

0.2.6 A continuacién vemos dos versiones de la férmula de Riemann-Hurwitz.
las cuales son ttiles en sus aplicaciones a dindmica de funciones racionales.

a) Teorema Supongamos que V es un dominio acotado por un nimero finito de
curvas de Jordan mutuamente disjuntas, que U es una componente de R™'(V) y
que no hay valores criticos de R en dV. Entonces existe m € N tal gque R:U =V
es un m— recubrimiento ramificado y:

x(U) + 6r(U) = mx(V).

Si Fy es una componente conexa del conjunto de Fatou, en general su frontera es
algo mucho mas complicado que una unién finita de curvas de Jordan mutuamente
disjuntas. Para definir la caracteristica de Euler de F,, x(£}), se recurre a los lla-
mados subdominios regulares de Fy, los cuales tienen una caracteristica de Euler bien
definida ya que sus clausuras son triangulables. Se define la x(F;) como el valor
limite de caracteristicas de Euler de subdominios regulares que aproximan a Fy (ver
[Be] pp. 90-93 para las definiciones precisas). Con dicha definicién se cumple que
x(Fo) € {—oc}U{.....,—2,—1,0,1}. En caso que x(Fy) = —oo, se dice que Fy tiene
conectividad infinita.

A continuacién enunciaremos una version de la relacion de Riemann- Hurwitz
para componentes conexas del conjunto de Fatou.



b) Teorema Sean Fy y F; componentes del Conjunto de Fatou y supongamos que
R(Fy) = Fy. Entonces existe m € N tal que R: Fy — Fi es un m— recubrimiento
ramificado y:

X(Fo) + 8r(Fo) = mx(F1).

0.2.7 Veamos ahora una condicién suficiente para que J(R) sea totalmente dis-
conexo.

Teorema Sea R :C — C© una aplicacién racional. Si todos los puntos criticos
de R pertenecen a una misma componente del Conjunto de Fatou entonces F(R)
tiene esa sola componente y el Conjunto de Julia es totalmente disconezo.

0.2.8 A continuacion describimos algunos hechos sobre puntos periédicos racio -
nalmente indiferentes. Supongamos que f es una funcién analitica en una vecindad
del origen v que tiene la forma f(2) =z4azP*' 4+ ......., con a#0 y peN. La
funcién f es un difeomorfismo local f: N — N'.

Definicién: Un dominio simplemente conexo U con U C NNN' y 0 € U se dice
un pétalo atractor para f enelorigensi f(U)CUU{0} ¥y Miso f5(U) = {0}.
Un pétalo repulsor para f se define como un pétalo atractor para f~'.

Sobre pétalos atractores y repulsores se tiene el siguiente resultado:

a) Teorema Sea R:C — C una aplicacién racional con R(z) = z +azP*! +
(a#0 y peN) en una vecindad del origen. Entonces:

i) Existen p pétalos atractores disjuntos Uy,....,U,, y p pétalos repulsores dis-
juntos U, ...,Ul, para R en 0, de modo que la unidn de los 2p pétalos junto al
origen 0 forman una vecindad del origen.

it) Por cada pétalo atractor Uj, eziste una componente F; de F(R) que lo con-
tiene, y que corresponde a una componente periddica parabolica de periodo 1 que
tiene al origen 0 en su frontera. Ademds, para cada i € {1,....,p} ycada =€ F;
existe k>0 tal que R*(z) € U;.

Cuando R(0) = 0 y R'(0) es una raiz de la unidad distinta de 1, es decir

R(z) = Az + azPt! + ... en vecindad del origen, con A = 1, M # 1 para
1 <7 <¢g—1 setiene un resultado similar al anterior, En este caso, R? es de la
forma: Ri(z)=z+cz"™ 4+ ..., con ¢c#0 y ¢t =kq paraalgin k€ N.

Por a) R? tiene t pétalos atractores en el origen. Esto implica que hay t
componentes distintas Fj,...,F; de F(R?) (y por lo tanto de F(R)) cada una
de ellas conteniendo un pétalo atractor de R? . R actia como una permutacién
sobre {F},....,F;}. Mas precisamente, como una permutacién de las F;, R es una



composicién de k ciclos disjuntos de longitud gq.

Observacién: Lo anterior se ha hecho suponiendo al origen como punto fijo racional-

mente indiferente. Si el punto fijo no es el origen, y mds aun, si estamos en el caso

de una drbita periédica racionalmente indiferente, tenemos el siguiente resultado que
generaliza el anterior.

b) Teorema Sea {z,....,2,} una drbita periddica racionalmente indiferente para
R con A= (R™)(z) una raiz q - ésima de la unidad. Entonces existe k € N
y existen mkq componentes distintas Fy,......,Fnr, de F(R) tal que en cada
z; hay eractamente kq de estas componentes cada una conteniendo un pétalo en
z;. Ademds, R actia como una permutacion sobre {Fi,......Fnr,} con k ciclos
disjuntos de longitud mgq. Una componente basada en z; se aplica por R en una
componente basada en zj4q .

0.2.9 Ahora hablemos brevemente sobre Discos de Siegel.

Consideremos una aplicacion analitica en una vecindad del 0 de la forma f(z) =
Az + ag2% + agz® + ...

Definicién: Se dice que f tiene un disco de Siegel en el origen si existe una
vecindad abierta U de 0 simplemente conexa v tal que f aplica U sobre si
mismo como un isomorfismo conforme. Por el Lema de Schwarz resulta que f|U es
conformemente conjugada a la rotacién =z +— Az del disco unitario A.

En particular se deduce que |[A| =1y A no es raiz de la unidad (excepto en el
caso trivial f(z) = Az ).

Observacién: Es claro quesi R:C — C es una aplicacién racional con un disco

de Siegel en el origen como en la definicion precedente, entonces R tiene un disco
de Siegel como en 0.2.4.

Consideremos la familia de polinomios cuadraticos Py(z) = Az 4+ 2%, donde

A = A(t) = e para algun t € [0,1], vy denotemos por m a la medida de
Lebesgue en R. Entonces:

Teorema (Siegel) m({t € [0,1]: Py tiene un disco de Siegel en 0}) =1 .

Lo anterior indica que {): P, tiene disco de Siegel } tiene medida total.

Otro resultado importante que necesitaremos mas tarde es el siguiente:
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Teorema (Bryuno - Yoccoz) Para A = ™ con t € R\Q las siguientes tres
condiciones son equivalentes:

(1) Py(z) = Az + z* tiene un disco de Siegel.

(2) z v Az + 2%g(z) tiene disco de Siegel ¥V g analitica en 0.

(3) ¥, ¢t loggns1 < oo, donde los g, son los denominadores en la ezpansion en
fracciones continuas de t.

0.2.10 En esta subseccién, se verd algo sobre estabilidad de aplicaciones ra -
cionales.

Definiciones: Una aplicacién analitica f : W x € — €, con W una varie -
dad compleja conexa, se llama familia analitica de endomorfismos racionales
parametrizada por W. Denotamos a f(w,z) por f.(z). Paracadaw, f,:C—C
es una aplicacion racional.

Para cada n € IN se le asocia a f el conjunto

M, i ={(w.2)eWXC: fi(z)==z fi(z)# =z 1<j<n-—1}. las aplicaciones
proyeccién P, : M, — W, P,(w.z) = w. y valor propio A, : M, — C, A\ (w.2) =
(F2)(2).

Se dice que un punto periédico zy, de periodo n, de f,, es persistentemente
indiferente si es indiferente v :

i) Existe una vecindad W; de wy y una funcion analitica ¢ : Wy — C tal que
d(wo) = 2o v sugrafico { (w,d(w)) :w € Wy } es una vecindad de (wp.zg) en M,.
1) A, es constante en una vecindad de (wg,zy) en M,.

Por la analiticidad de f, se puede reformular i) como :
i) P, es inyectiva en una vecindad de (wq, z0).

Observacién:  Si para algin w«p, € W, f,, tiene un punto periddico persis-
tentemente indiferente, entonces para todo w € W, f. tiene un punto periddico
indiferente.

A continuacién se enunciara un Teorema que da diferentes caracterizaciones de la
estabilidad sobre el conjunto de Julia.

a) Teorema [MSS] Sea {f.}.ew una familia analitica de endomorfismos racionales
y sea wy un punto de W. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Eziste una vecindad W, de wo tal que para todo w € Wy, fulJ(f.) e€s
topologicamente conjugada a f  |J(f.,). v J{f.) depende continuamente de «w €
Wy con respecto a la distancia de Hausdorff entre dos conjuntos cerrados.

2) Eriste una vecindad Wy de wy tal que para todo w € Wy, todo punto periddico
de f, es atractor, o repulsor, o persistentemente indiferente .

11



Definicién: Se dice que f,, es J-estable ( Julia-estable ) si cualquiera de las
condiciones anteriores se satisface en wy.

El siguiente es un importante resultado debido a Mafié, Sad y Sullivan [MSS] .

b) Teorema Sea {f,}.ew wuna familia analitica de endomorfismos racionales. El
Conjunto {w € W : f, es J-estable } es abierto y denso en W.

0.2.11 Ahora veremos el concepto de Hiperbolicidad .

Definicién: Se dice que una aplicacién racional R es hiperbdlica si existe una
métrica conforme w(z)|dz| definida en una vecindad U de J(R) con respecto a la
cual R es expansiva sobre J(R). es decir si existen constantes ¢ >0 v A > 1 tales
que:
(R (2)]|lw 2cX™ VneN y Vze J(R) donde:
JEY ()l 2= 2D By ()]

W

Se tienen los dos siguientes resultados:

a) Teorema Sea R : € — C wuna aplicacion racional de grado > 2 y sea

C*(R) = U,>o R*"(C(R)). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) R es hiperbélica.

b) La érbita positiva de cada punto critico de R converge hacia alguna drbita periddica
atractora.

¢) CF(R)NJ(R) = 0.

d) No hay en J(R) drbitas periddicas racionalmente indiferentes ni puntos criticos

de R.

b) Teorema Toda aplicacion racional hiperbolica es J - estable.



0.2.12 Por ultimo, veremos lo necesario sobre el concepto algebraico de Resultante.

Sean P(z) = a,z™ + Qn_z™ 1 4 ... + aq, Q(::) = 0, 2™ + by ™V F i + by
dos polinomios con coeficientes en un cuerpo conmutativo K, donde n,m > 1. Se
llama resultante entre P y (@ al determinante:

ay, Qanp_3 - ap 0 0
0 Ay, Ayp-1 Qo 0 O
0 0 Uy Qod s ses G
Res (PAY=|y 4 0 o0
0 by by by 0 0
0 .. 0 by by .er .. b

donde, en el determinante anterior, hay m filas con a; 's, y n filas con b, ’s. Se
tiene el siguiente importante resultado (ver [Ja]. pp. 325) :

Teorema Sean P(z) = a,a"+an 12" ' +..dag y Q(z) = bpt™ 4+ bpp_qz™ ' +
vooeeee + by dos polinomios con coeficientes en el cuerpo conmutativo K, donde
n,m 2 1. Entonces Res (P,Q) =0 st ysdlosi a, =b, =0 o P(z) y
Q(z) tienen un factor en comin de grado positivo en K|[z].
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CAPITULO 1

CONJUNTO DE MANDELBROT DE LA FAMILIA 7,

En este Capitulo se introducen las familias F; de endomorfismos racionales con
las cuales se trabajara. Se prueba que las aplicaciones racionales de dichas familias
no tienen anillos de Herman. Se obtiene una caracterizaciéon dinamica del conjunto
de Mandelbrot de F,;, M(F;), V¥ d > 2. Se definen las componentes hiperbdlicas de
Fi ( para cada d ) y se estudia su relacion con el conjunto de Mandelbrot. Luego se
ve como varia el conjunto de Fatou F(R) cuando R recorre JM(F,). Se continua
con una reduccién de la conjetura de la hiperbolicidad a otra conjetura mads simple.
Se demuestra que el conjunto de parametros parabdlicos es numerable. Finalmente
se prueba que las clases de conjugacién cuasiconforme en la familia F; son o bien
un abierto arco-conexo de € o bien se reducen a un punto.

1.1 Introduccion.

Dada la dificultad de estudiar la dinamica de la clase de las funciones racionales
en la esfera de Riemann, es natural considerar subfamilias de funciones racionales
que dependen analiticamente de uno o mas parametros complejos . Puesto que la
dinamica global de un endomorfismo racional depende esencialmente del compor-
tamiento de las drbitas positivas de los puntos criticos (ver 0.2.5), usualmente se
estudia subfamilias caracterizadas por condiciones en dichas orbitas positivas. Por
ejemplo la familia polinomial cuadritica Py, = { z — p(z) = 22 +¢ : c € C},
que corresponde a la familia de aplicaciones racionales de grado 2 con un punto
critico fijo, ha sido ampliamente estudiada. En la presente Tesis, se considera las
familias de aplicaciones racionales de grado d (d € N, d > 2 cualquiera) que tienen
dos puntos criticos y que envian uno de ellos en el otro. Pasemos a precisar lo anterior.

Supongamos que R : € — € es una aplicacién racional de grado d > 2; en-
tonces ella tiene 2(d — 1) puntos criticos contando multiplicidades. S1 R tiene
exactamente 2 puntos criticos, ¢;(R) y ¢2(R), cada ¢(R) tiene necesariamente
multiplicidad d — 1. Si {ai(R),c2(R)} es una érbita peridédica de periodo 2
para R, conjugando con una transformacién de Méobius M que lleve ¢ (R) vy
c2(R) en 0 e oo respectivamente, y algin punto fijo de R en 1, se obtiene
que S = MoRoM™ eslaaplicacién S(z) = 1/2°. En este caso R es
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analiticamente conjugada a =z ~ 1/2% cuya dindmica se describe trivialmente.
Si R(ci(R)) = c2(R) pero R(c:(R)) # c1(R), conjugando con la transformacién
de Mdbius M que lleva ¢;(R), ca(R) y R(ca(R)) en 0, co y 1 respectiva-
mente se obtiene que S = M o Ro M~! tiene la forma S(2) = 1+ 1/wz* donde
w € C*(:= C\{0}); luego R ~ =z 1+ 1/wz®. Con esto hemos probado que la
familia: {R € Rq : C(R) = {a(R),c2(R)}, R(ci(R)) = c2(R) } se puede describir

- mddulo conjugacion por:
Foi={zw fo(2) =14+ 1/wz? : we CIU{zw fo(z) =1/z%).

En esta Tesis nos restringimos a estudiar la dindmica de las aplicaciones en JFy
con deN, d>2.

La familia F,; ha sido estudiada por M. Lyubich [Lyl], J. Milnor [Mi2] (para
d =2),y M. Rees [Re] (para d > 2 cualquiera).

F.; es una familia reducida, es decir diferentes miembros de ella no son analitica-
mente conjugados. Otras familias analiticamente equivalentes a F; ( que en raras
ocasiones consideraremos ) son:

{z R(z)=1/(z"+¢c) : ceC} ¥y {z—gfz)=c+1/:" : ceC}.
Estas 2 ultimas no son reducidas. De hecho se tiene que para ¢ € C*:
ge ~ R, ~ fw = =y

Observacion: Cada [, € F; tiene esencialmente una orbita de punto critico.
Esto facilita el estudio de su dinamica. De hecho, por 0.2.5, el nimero de com-
ponentes periddicas en F(f,) tiene fuertes restricciones. Por ejemplo si hay una
orbita de componentes atractoras o parabdlicas, solo existe esa o6rbita de componentes
periédicas en F{(f,).

1.2 Caracterizacion del conjunto de Mandelbrot.

En el estudio de la dinamica de aplicaciones racionales interesa naturalmente
describir propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou. Topoldgicamente un conjunto
de Julia o bien es conexo o bien tiene una cantidad no numerable de componentes
conexas. Por esto, al considerar una familia cualquiera de aplicaciones racionales,
resulta natural definir el conjunto de Mandelbrot de la familia como la clausura
del conjunto de aplicaciones de la familia cuyo conjunto de Julia es conexo.

En nuestro caso tenemos:

M(Fy) :={weC:J(f,)es conexo}



En esta tesis nos interesa (entre otras cosas) obtener una caracterizacién dinamica
del conjunto de Mandelbrot M (Fy).

Como J(f,) es conexo ssi toda componente de F(f,) es simplemente conexa,
para describir M(F;) debemos considerar la conectividad de las componentes de
F(f.,). Comenzamos por analizar las componentes periédicas en F{( fu). Existen 4
posibilidades para dichas componentes: atractora, parabélica, disco de Siegel y anillo
de Herman. A continuacién estudiamos la conectividad en cada uno de estos casos.

1.2.1 Proposicién Si F(f,) tiene una componente periddica atractora de periodo
1, entonces esta tiene conectividad infinita y es igual a F(f.).
Dem: Sea F; una componente fija atractora para f,. Veamos que ambos puntos
criticos, 0 e oo, estadn en F,. De hecho, por 0.2.5 F; contiene al menos un punto
critico de f,. Si 0 € F, entonces oo = f,(0) € f.(Fy) = Fo. Por otro lado, si
0o € Fy = f,(F,), existe z; € Fy tal que f,(z1) = o0. Como z =0 es la tnica
solucién de f,(z) = co (porque &; (0) =d —1) entonces 0=z € Fo. Asi 0 e
oo pertenecen a Fp.

Aplicando la relacién de Riemann - Hurwitz a f, : F; — Fy se obtiene que existe
m € N tal que x(Fo) + &z (Fo) = mx(Fp). Pero necesariamente m = d pues
6;,(0) =d—1. Esdecir, x(Fo)+2(d—1) = dx(Fo).

Si x(Fp) fuera finita, se deduce x(Fy) = 2, y por tanto Fy = C, lo cual es
un absurdo va que J(f,) # 8. Asi F, tiene conectividad infinita y como Fy es
completamente invariante, F(f,) = Fo.

Observacién:  En el caso anterior vimos que todos los puntos criticos de f,
pertenecen a una unica componente de F(f,), a saber Fy. Si usamos el resultado
0.2.7 no sdlo deducimos que J(f,) es disconexo, sino que J(f,) es totalmente
disconexo. Como J(f,) es compacto y perfecto, podemos afirmar que en el caso
1.2.1, J(f,) esun conjunto de Cantor.

1.2.2 Proposicién Si F(f,) tiene un ciclo de componentes periddicas atractoras
de periodo n > 2, entonces toda componente de F(f,) es simplemente coneza.
Dem: Sea {Fy, Fi,......,Fr—1} un ciclo de componentes atractoras de periodo
n>2 F, = fi(F,) paracada i. Por 0.2.5, FobUF U ... U F,_; contiene
un punto critico de f,. Como {0} = f;!(o0) se deduce que tanto 0 como oo
pertenecen a FyU Fj U ........ U F,.;. Supongamos sin pérdida de generalidad, que

Sea zo el punto periddico atractor contenido en Fy. Como la 6rbita de zp es
atractora, existe dominio de Jordan U, vecindad de z, tal que fA(U)CUC K y
AU NO*(0) = @. Si denotamos por Uy (V k € N) ala componente de f7**(U') que
contiene a z,. entonces por Riemann - Hurwitz existe m € N talque f:U; = U
es un m - recubrimiento ramificado, y
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X(U1) + 853 (Ur) = mx(U) con x(U) =1.

Existe dos posibilidades. Si 0 ¢ Uy, x(U;)+ 0= m > 1, de donde necesariamente
m=11y x(U) =1 Si 0€U, §(U;) =6:(0) vy m2=é6m(0)+1. Luego
x(U1) = m—8;(U;) > 1. Es decir x(U;) = 1. En ambos casos se obtiene x(U1) = 1.

De la misma forma, aplicando Riemann - Hurwitz a f2 : U, — U; se obtiene
x(Uz) =1, donde U C U, C U

Se obtiene una sucesion creciente:

UCcU,cl;C ... € Ut Ut 6 s C Fy, tal que:
x(U)=1, Vk y Fo=UZ; Uk

Se deduce que x(Fo) = 1. A partir de esto tltimo, la férmula de Riemann - Hurwitz
implica que F; = f'(Fy) (1 = 0,1,....,n — 1) y las componentes preperiédicas del
ciclo {Fy, F1,.eee ,F._1} son todas simplemente conexas. Asi, toda componente de
F(f.,) es simplemente conexa.

1.2.3 Proposicién Si F(f,) tiene una componente periodica parabdlica de periodo
! entonces ella tiene conectividad infinita y es igual a F(f.).

La demostracion es exactamente la misma que la de 1.2.1.

Observacién: En el caso anterior, tal como en 1.2.1, resulta que J(f,) es un
conjunto de Cantor. De 0.2.8 vemos que 1.2.3 corresponde a cuando f, tiene un
punto fijo zy con f/(z) =1y fl(z)#0.

1.2.4 Proposicién Si F(f,) tiene un ciclo de componentes periodicas parabolicas
de periodo n > 2 entonces toda componente de F(f,) es simplemente conezra.
La demostracidon es analoga a la hecha en 1.2.2 : En este caso U se toma como
un pétalo atractor para [ en el correspondiente punto periddico racionalmente
indiferente zy € 0Fy. Obsérvese que aqui el periodo de z; es un divisor de n, que
no necesariamente es igual a n.

A continuacién, veremos un resultado que no sélo es fundamental en esta seccidn,
sino también lo serd mas adelante. Ver Apéndice.

1.2.5 Lema Las aplicaciones f, : C - C. fulz) = 1+ l/wzd, con w € C-
y d€ N, d> 2, no tienen antllos de Herman.

Demostracion: Aqui damos mas detalles respecto a la demostracién presentada en
el trabajo contenido en el apéndice de esta tesis. Supongamos por el absurdo que
F(f.) tiene un ciclo de anillos de Herman {Hog, H,....... yHm-1}. Sea Cq C Hg

una curva de Jordan analitica invariante por f7, v sean C; := f2(Co) C Hj, para
j=0,1,....,m — 1, sus imagenes por f,, las cuales son también curvas de Jordan

analiticas invariantes por f7. Los puntos criticos de f,, 0 e oc, no pertenecen
a U’;‘:_Gl C; ni a sus preimagenes. Cada C; estd contenida en C, y tiene al punto
critico 0 en su regién interior I(C;) (:= componente acotada de C\C; ), o bien en
su regién exterior F(C;) (:= componente no acotada de C\C; ).



Por la expresién de f, se tiene que si 20,2z € C son tales que f,(z0) = 2,
entonces fo1(z) = {20, 720,7%%0,...c, v 120} donde v = ¢*™/4. De lo anterior se
obtiene que f;!(Ci41) = Ui-Ly*C,, para j=0,1, cuseym =1, donde por definicion
C.. := Co. Ademas, del hecho que f,|C; es inyectiva, la unién anterior es disjunta,
esto es, uijﬂvlez(D, si 0<k<l<d-1.

Consideremos las 2 siguientes posibilidades complementarias:

~a) 0 € I(C;), para algin j € {0,1,....... ,m—1}. En este caso,si v =¢ entonces
vC; = {vz : 2z € C;} es también una curva de Jordan que tiene al 0 en su region
interior. Ademéas, por lo anterior sabemos que C; NvC; = . Luego una de ellas
est contenida en la regién interior de la otra. Si vC; € I(C;) (resp. C; C I(vC;)),
entonces Area(I(vC;)) < Area(I(C;)), ( resp. Area(I(C;)) < Area(I(vC;)),
donde Area representa la medida de Lebesgue en €. Esto es una contradiccion
ya que esta medida es invariante por rotacién. Asi, la posibilidad a) nos llevé a una
contradiccion.

b) 0 € E(C;), para todo j € {0,1,....,m — 1}.

2wifd

Se sabe que f,(C;)=Ciy1 V j€{0,1,.......;m —1}. Sea j€{0,1,...c....m — 1}.
Afirmacién 1 f,(I(C;)) € I(Cy1) © full(€}) € E(Cinn).
En efecto. si no es asi, existe z € I(C;) tal que fu(z) € Cj41, es decir tal

que z € fY(Ciy1) = UiZyv*C;. Por lo tanto I(C;) N veC; # 0. para algin
B {1, sy d—1}, de donde como C;N v¥C; = 0, obtenemos que v*C; C I(C;). De
esto 1iltimo concluimos que Area(I(v*C;)) < Area(I(C;)). lo cual es un absurdo.
Afirmacién 2: f,(I(C;)) = I(Cj41)-

En efecto: en primer lugar observemos que f,(I(C;)) € I(C;+1). ya que si no fuera
asi, entonces f,(I(C;)) € E(C;41). Como la frontera 9f,(I(C;)) C f.(C;) = Cin
se tendria que f,(I(C;)) = E(Cj+1). Como 0 € E(C;). existe ¢ > 0 tal que
|z2| > &, V z € I(C;). Luego, existe M >0 tal que |f.(z)| <M ,Vz € (). Es
decir f.(1(C;)) € B(0, M), lo cual contradice el hecho que f,(I(C;)) = E(Cj4+1).
Asi, se ha probado que f (I(C;)) C I(Cj41), ¥y como Of,(I(C;)) C fu(C;) =Cjs1 se
tiene de hecho que f,(I(C;)) = I(Cj41) YV € {0,1........ m—1}.

Por lo tanto: U,s f*(I(Co)) € I(Co) U I(C1) U ....... U I(Cp—1), que obviamente
evita mas de 2 puntos de €. Por Montel (0.2.1), {fZ}.>0 es normal en I(Cp), de
donde I(Co) € F(f.), lo cual es un absurdo ya que I(Co) contiene a una de las dos
componentes de dHy, v dHy C J(f.). Luego la posibilidad b) también nos llevé a
una contradiccion.

Se ha probado entonces que F(f,) no tiene anillos de Herman.

Observacién: Vale la pena mencionar que Lyubich en [Lyl] pregunta si las aplica-
ciones f,, € F; tienen o no anillos de Herman. Una respuesta fue dada por Shishikura
[Sh] quien, via cirugfa cuasiconforme, probé que las aplicaciones racionales de grado
2 no tienen anillos de Herman. La demostraciéon aqui presentada utiliza argumentos
topoldgicos y vale para las familias Fy, d > 2.
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1.2.6 Proposicién Si F(f,) tiene un disco de Siegel, entonces toda componente
de F(f.) es stimplemente coneza.

Dem: supongamos que F(f,) tiene un disco de Siegel. Como los tinicos 2 puntos
criticos de f, estan en una misma orbita, se deduce por 0.2.5 que C(f,) C J(f.) ¥
que F(f.,) no tiene ni componentes atractoras ni componentes parabdlicas. Ademads,
ccomo F(f,) no tiene anillos de Herman (por 1.2.5), entonces las componentes
periddicas de F(f,) sélo pueden ser discos de Siegel. Por lo tanto, todas las com-
ponentes peridédicas de F(f,) son simplemente conexas. Aplicando Riemann -
Hurwitz se obtiene que toda componente preperiédica de F(f,) es también simple-
mente conexa. Esto prueba la proposicion.

Observacion: Por lo ya expuesto, si J(f,) es conexo entonces f, no puede
tener ni un punto fijo atractor, ni un punto fijo z; con f/(z5) = 1. Reciprocamente,
s1 f, no tiene ni punto fijo atractor ni punto fijo zo con f/(zp) = 1, entonces las
posibilidades para las componentes periédicas de F(f,) (en caso que F(f,) # 0)
son: un disco de Siegel; una componente parabdlica de periodo > 2; 6 una compo-
nente atractora de periodo > 2. De lo anterior resulta que J(f,) es conexo. Asi
tenemos el siguiente:

1.2.7 Teorema (Caracterizacién) Sea f, € Fy, con d > 2. Entonces J{f,)
es conero st y solo st f, no tiene punto fijo atractor y no tiene punto fijo zg con

filz) = 1.

Observacién: Cabe mencionar que en el caso d = 2. la caracterizacién anterior ya
habia sido obtenida por Yongcheng (ver [Yo]), utilizando el resultado de Shishikura
mencionado mas arriba.

1.2.8 Ahora, veamos una caracterizacién del Conjunto de Mandelbrot.

Antes que nada observemos que wy = —d(1+{1/d))¢*! es el dnico pardmetro tal
que f,, tiene un punto fijo 20 con f], (z) = 1. Para este pardmetro, J(f.,,) no
es conexo, pero wp € {w € C: J(f,) es conexo}. De hecho este es también el inico
parametro que se agrega al tomar clausura. De esto se tiene que:

M(Fy) :={weC:J(f,)es conexo}
={w € C: f, no tiene punto fijo atractor }.

Se deduce también que IM(Fy) = {w € € : f, tiene un punto fijo indiferente }
={weC:3z con flz)=2z y |fi(2)]=1]}.

Para describir la frontera 9M(F;) resolvemos el siguiente sistema en (z,w):

{{F:fczﬁ)zj L

Resolviendo se obtiene la solucién paramétrica:
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1.3.3 Ahora estudiemos la forma en que los conjuntos A, k > 2, se distribuyen
en el conjunto de Mandelbrot M(F;). Observemos que para cada k € N fijo, el
conjunto { w € C: f,, tiene un punto periédico superatractor de periodo k } tiene
una cantidad finita de elementos.

En la siguiente proposicién, k representa un nimero natural cualquiera.

Proposicién Si wg € 0Ak, entonces wo = iMp_own, donde {w,}nen es una
sucesion de pardmetros distintos tal que f, tiene un punto periédico superatractor.
Por lo mencionado antes, el periodo del punto periédico superatractor de f,, tiende
a oo cuando n — oco.

Dem: Sea wy € JA; y supongamos por el absurdo que existe un dominio U, vecin-
dad de wg, tal que f, no tiene punto periédico superatractor, para todo w € U.
Tomando U pequefio, podemos considerar una rama de w — (—1/w)!/? como una
funcién analitica definida en U. Se tiene que Yw € U y Vn € N, fI{oo) #
(—1/w)? (ya que de lo contrario existirian w € U y n €N con fit*(co) = oo,
de donde f, tendria un punto periodico superatractor). Por la misma razon, se
tiene asimismo que Yw el v VneN, fioo)#0 v f*(oo) # oo. Por lo tanto
gn(w) := f*(c0)/(=1/w)"/? omite los valores 0, 1 e oc en U, Vn € N. Luego,
por el Teorema de Montel (0.2.1), {g.}nen es normal en U, por lo que la familia
{P.}nen con P,(w):= f2(co) es también normal en U.

Sean w; € UN Ay y B = B(wi,r) una bola ablerta de centro w;, contenida
en U, tal que Vw € B f, tiene una drbita periddica atractora de periodo k., di-
gamos {zo{w), ooy 21 (w)}, donde cada z;(w) depende analiticamente de w. Por
(0.2.5) se tiene que Y w € B, el punto critico oo pertenece a la cuenca inmediata
de atraccién de algin z;(w), digamos z(w). Estoes, Yw € B, f**(o0) — z(w),
cuando n — oco. Asi, tenemos que {®,;}.en es una familia normal en U tal
que P,i(w) — zo(w), V w € B. Luego por el Teorema de Vitali (0.2.1), {®uk}nen
converge uniformemente en los compactos de {/ a una funcion analitica A: U — C
la cual coincide con la funcién z; en B. Como la relacion entre funciones analiticas
fE(h(w)) = h(w) se satisface V w € B, también se satisface V w € U. Luego,
para cada w € U, h(w) es un punto fijo de f*. Consideremos la funcién analitica
A : U — C, dada por AMw) = (f5)(h(w)). Como wq € Ak, |A(wo)] = 1, por
lo cual, ya que |A(w;}] < 1, la funcién analitica A es no constante (y luego
abierta), con |A{wg)| = 1. Por lo tanto existe un abierto W, contenido en U, tal que
IMw)| > 1, Vw & W. Pero h(w) puede ser un punto fijo repulsor para f* sdlo
si f*(c0) = h(w), para algiin n € N (n dependiendo de w). Lo anterior implica
que para cada w € W existe n € N tal que f*(f**(o0)) = f**(c0). Esto tltimo
es una contradiccidn, yva que el conjunto de parametros w que satisface una relacion
como la anterior es numerable.



Observacién: Utilizando un resultado de Lyubich (Theorem 2.4 de [Ly1]), se puede
demostrar la Proposicién anterior en una forma méas breve. Sin embargo, hemos
preferido entregar una demostracién mas larga, pero que utiliza sélo herramientas
basicas.

. Lo anterior nos da una idea de la forma en que los conjuntos Ag, k& > 2, se dis-
tribuyen en el conjunto de Mandelbrot: todo punto en ;> dAk (en particular, todo
punto en IM(F;)) es acumulado por componentes de Ugsq Ax.

1.3.4 Veremos ahora que wy = —d(1+1/d)?*!, el inico punto singular de M (Fy),

es limite de una sucesion real {w,},en tal que f,, tiene un punto periédico super-
atractor.

Observemos que si z; es el punto fijo de f,, tal que f/ (20) = 1, entonces

o (20) < 0. Los graficos de f,,, casos d pary d impar, estan en la figura que sigue.

Proposicién: V >0, existe 0 <&y < ¢ tal que f .., tiene un punto periddico
superatractor.

Dem: Notemos que (9f,(2)/0w) |w =wy <0, Vi €] 0,00 [. Luego, si w crece
desde wyp, la parte del grafico de f, en ] 0,00 [ baja.

Sea ¢ >0 pequeno. Al observar el grifico de f, 1.2 se concluye que existe n € N

tal que f3 . 0(1) >0, Vi=01cn—1y f2, (1) <0.Si f2,.,(1)=0

entonces {0,00.1.......,0} es una 6rbita periddica superatractora para fot+e/2. Si
fotep2(1) <0 entonces como f:jo(l) > 0, por la continuidad de w ~— f7(1). existe
g1 €]0.,g/2 [ tal que f2 .. (1) =0. Es decir, f,4., tiene una orbita periédica
superatractora.

 J

fu, para d par. fuo para d impar.
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1.4 Bifurcaciones sobre JM(F,).

En este apartado estudiamos como es el conjunto de Fatou de f, cuando w recorre
la frontera OM(F,).

Se sabe que para la familia polinomial cuadrética Py = { z— p.(z) =z"+c:c €
C }. el correspondiente conjunto de Mandelbrot tiene la deseripcién M{P,) = {c
la orbita positiva del punto critico 0, {p(0)},50. es acotada }. la cual es claramente
diferente a la descripcion que tiene el conjunto de Mandelbrot de nuestra familia Fy
(ver 1.2.8 ). Existe un resultado para la familia P, el cual afirma que el conjunto
{c:p. tiene un punto periédico racionalmente indiferente } es denso en la frontera
dM(P,) (ver [Lyl]). Por su parte, para la familia F,. mostraremos a continuacién
que el conjunto de parametros P = { w : f, tiene un punto fijo racionalmente
indiferente } es un subconjunto denso de JM(F,).

Por otro lado, al considerar la parametrizacion de la familia de polinomios cuadra-
ticos. fi(z) = Az + 2% (A € €). existe un resultado (conocido como el Teorema de
Siegel) el cual asegura que {X € S': f\ tiene un disco de Siegel en 0} tiene medida

total en S'. En esta subseccién mostraremos que un resultado analogo se da para la
familia Fj.

a) Proposicién: El conjunto de pardmetros P = { w € IM(F,): f., tiene un punto
fijo racionalmente indiferente } es un subconjunto denso y numerable de OM(F,).

Dem: Por (1.2.8) JdM(F;) esta parametrizada por S' en la forma w(u) =
du™'(1 —u/d)¥*1, u € 5'. Esta funcién w : S — IM(F;) es un homeomorfismo.
También por (1.2.8), dado w = w(u) € IM({F,) existe un tnico z € € tal que z es
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punto fijo indiferente de f,. A saber z = z(u) = d/(d — u). El multiplicador de este
punto fijo queda dado por A = A(u) = f{,)(2(u)) = —u. Esto prueba la proposicién.
En este caso, el conjunto de Fatou F(f,) consiste de un ciclo parabdlico y sus
preimagenes.

b) Proposicién: El conjunto paramétrico { w € OM(F,) : f, tiene un disco de
Siegel } tiene medida total en IM(Fy).

Dem: De la demostracién de la Proposicién anterior tenemos que el multiplicador
del punto fijo indiferente se parametriza por A(u) = —u, u € S'. Por el Teorema
de Bryuno-Yoccoz (0.2.9), si f_.(z) = —uz + z* tiene un disco de Siegel alrededor
de z =0, entonces f,) tiene un disco de Siegel alrededor de z = z(u). Asi, del
Teorema de Siegel (0.2.9) se sigue la proposicién.

En este caso , el conjunto de Fatou de F(f,) consiste sélo de discos de Siegel y de
sus preimagenes.

1.5 La conjetura de la hiperbolicidad.

En esta subseccion hacemos una reduccién de la conjetura de la hiperbolicidad.

Esta conjetura, que fue planteada por P. Fatou en 1920 y que aiin es un problema
abierto, dice lo siguiente:

Conjetura HD: { R€ R;: R es hiperbdlica } es denso en R,.

Las aplicaciones racionales hiperbélicas son de interés por cuanto ellas tienen una
dinamica simple de describir. Ademas de la conjetura anterior, Fatou planted la si-
guiente:

Conjetura 2: R es hiperbdlica <= R es J-estable en R,.

Es decir, se plantea que las hiperbdlicas son las dnicas J-estables. Se sabe que la
Conjetura 2 implica la Conjetura HD | pero no reciprocamente.

Para nuestra familia F; la Conjetura HD toma la forma:

Conjetura HDF;: {w € C: f, es hiperbdlica } es denso en C.

(&= {weC : f, tiene una drbita periddica atractora } es denso en C.)

(= Uis2 Ax = M(F4) ).

También se puede probar, como veremos, que la Conjetura HDF, equivale a la
Conjetura 2 sobre el espacio Fy.
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1.5.1 Proposicién: La Conjetura HDF; es equivalente a la afirmacidn:
{weC:J(f,)=C} tiene interior vacio.

Dem:

Por lo visto en (1.3), f., es hiperbélica <= f, tiene un punto periédico atractor.
Para f, en F; existe tres posibilidades mutuamente excluyentes:

1) Que f, tenga un punto periédico atractor.
~ 2) Que f, tenga un punto periédico indiferente.
3) Que todo punto periddico de f,, sea repulsor.

Si f., satisface 1), por el Teorema de la funcién implicita, para todo w suficiente-
mente cercano a wg, f, también tiene un punto periédico atractor. De donde para
todo w suficientemente cercano a wgp, todo punto periédico de f, es atractor o
repulsor, y entonces por (0.2.10) f,, es J-estable.

Si f,, satisface 2), entonces =z, no es persistentemente indiferente, ya que si lo
fuera se tendria que para todo pardmetro w € C, f, tendria un punto periédico
indiferente (ver 0.2.10), lo cual es claramente falso. Asi, si f,, satisface 2), entonces
por (0.2.10) f., no es J-estable. '

Por dltimo, si f,, satisface 3), entonces del hecho que f,, no tiene anillos de Herman
(Lema 1.1.5) se deduce que J(f.,) = C. Ahora, si suponemos por un momento que
el conjunto { w € € : J(f,) = C } no tiene interior, entonces tendriamos que en
este tercer caso f,, tampoco es J-estable.

Se seguiria entonces que f, es J-estable siy s6lo si f, es hiperbolica. Dado que
el conjunto {w € C: f, es J-estable } es denso en € (ver Teorema 0.2.10.b) .
concluimos que el conjunto { w € € : f, es hiperbdlica } es también denso en C.
Asi, se ha probado que la conjetura HDF,; se reduce a probar la siguiente:

Conjetura: El conjunto {w € C:J(f.)=C } tiene interior vacio.

Cabe mencionar aqui que M. Rees en [Re] probé que el conjunto { we C: J(f,) =
€ } tiene medida de Lebesgue positiva.

1.5.2 En este apartado veremos condiciones dindmicas suficientes para que J(f.) =
C. Para cada una de estas condiciones nos preguntamos si ellas son persistentes, a fin
de averiguar si {w € C:J(f,) = C} tiene interior. Recordemos que para f, € Fy
el conjunto de puntos criticos es C(f,) = {0,000}, ¥y

05—)00»—»1|—>1+I/w»—>1+wd‘l/(w+1)d+—>
Condiciones suficientes, complementarias y exhaustivas para que J(f,,) = C son:

Caso a) La orbita positiva de los puntos criticos es preperiédica, esto es s f7 (o0)

wo

es periédico para algin n € N, n > 1(y no para n = (). Del Teorema de las com-



ponentes y de (0.2.5) se tiene que J(f.,) = C. En este caso f., no es J-estable ( el
hecho que f2 (c0) sea periédico implica que wp satisface una ecuacién polinomial,
la cual de ser f,, J-estable, deberia satisfacerse para todo w en una vecindad de wy,
lo cual es claramente falso). Luego por un resultado de Lyubich (ver [Lyl] pp. 94) se
tiene que wp es acumulado por una sucesién {wp}nen tal que cada f,, tiene un
punto periédico racionalmente indiferente, y por lo tanto wy no pertenece al interior
~de {we C:J(f,)=C}. Por lo tanto, este es un caso simple y resuelto.

Caso b) La érbita positiva de los puntos criticos es densaen € . . . (1)

En esta situacién claramente J(f,,) = €. M. Lyubich [Lyl] probé que existen
parametros wp que verifican esta condicién. De hecho probé que ellos son densos en
{weC: f, es J-inestable }. En particular, existe un cantidad infinita de pardmetros
wo tales que f,, satisface (1) . No se sabe si esta condicién es abierta o no.

Caso ¢) La érbita positiva de los puntos criticos esta contenida en J(f.,), es infinita
y no densa en €, y f,, no tiene discos de Siegel. Por el Teorema de las compo-
nentes, (0.2.5), y el Lema (1.2.5), se tiene que J(f,,) = C. No sabemos si existe wq
tal que f,, verifica esta condicion. Tampoco se sabe si tendra interior no-vacio.

1.5.3 Cuando restringimos el parametro « a R, aparece una situacion analoga
e interesante, y que es independiente de la anterior. Mads precisamente. podemos
establecer:

Conjetura HDF;R {w € R : f, es hiperbdlica } es densoen R.
( <= {weR:f, tiene una érbita periddica atractora } es densoen R.)

En el proximo capitulo, se considerara esta conjetura v se probara que es verdadera
en el caso d impar.

Esta conjetura es independiente de la Conjetura HDF,, en el sentido que
ninguna de las dos implica a la otra.

1.6 Numerabilidad del conjunto de parametros parabdli -
COs.

En esta seccion, nos dedicamos a probar un resultado que sera fundamental en la
resolucion de la Conjetura HDF;R(caso d impar), y que también sera de utilidad
en una reduccién de la respectiva conjetura para d par.

El mencionado resultado es el siguiente:

Proposicién El conjunto de parametros { w € C : f, tiene un punto periédico
racionalmente indiferente } es numerable .
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Dem: Para cada k € N consideremos el conjunto de pardmetros: Ay :={we C:
32€C talque fi(z)=2 y (f5(z) =1}
Queremos probar que |2, Ay es numerable.

Notar que f*(z) = p,(z)/q.(z) donde p,,q, son polinomios en la variable z
y cuyos coeficientes son polinomios en w.
Se tiene las siguientes equivalencias:

wEA, < Jz€eC talque fiz)=2 y (f5)(2)=1
= 3z € C talque p,(2)/q,(2) = z ¥ (P.(2)qu(2)~Pu(2)q.(2))/(.(2))* =1
> 32€C tal que pul2) = 20.() ¥ P2 — PR)EF) = (a(2))?
<= Jz€C tal que P,z)= P/ (2) =0, donde P, (z) Pu(2z) — 2q.(2) es
un polinomio en la variable z y cuyos coeficientes son polinomios en w.
Supongamos P,(z) = ap(w) + a;(w)z + ..... + ap(w)z™, con «;(w) € Clw], para
1=0,1,.....,m.

De acuerdo a 0.2.12 tenemos que :

V w € C \ { ceros del polinomio ay,} : w€ A & Res(P,,P))=0.
Pero Res(P,,P!) es el determinante de una matriz cuvos coeficientes son ceros,
a;(w), y miltiplos enteros de ¢ (w) (para ¢ € {0.1,....m}). Por lo tanto,

h(w) = Res(P,,P!) es un polinomio en la variable w y con coeficientes en C,
esto es h(w) € Clw]. Ademas, el polinomio h no es el polinomio nulo, ya que si
lo fuera entonces por la misma equivalencia anterior tendriamos que C \ { ceros del
polinomio ap,} C Ak, lo cual es claramente falso.

De todo lo anterior concluimos que A, tiene una cantidad finita de elementos.
Por lo tanto, U2, Ax es un conjunto numerable. Por iltimo, es claro que si w es
tal que f, tiene un punto periédico racionalmente indiferente, entonces w € |Ji; Aj.

1.7 Clases de conjugacién cuasiconforme.

Asl como nosotros hemos considerado la Conjetura HDF,; y la Conjetura
HDF,R, diversos trabajos han sido publicados en torno a las respectivas conjeturas
en la familia polinomial cuadratica P, ([Ly2], [Mc] y [Sw], entre otros). En 1992, G.
Swiatek en [Sw] resolvié la Conjetura HD?P;R, trabajando con la parametrizacién
fa(z) = az(l — z), 0 < a < 4. El trabajo de Swiatek consistié en probar que si
fays fa; tienen ambos la érbita positiva del punto critico 1/2 acotada, y tienen una
misma sucesion kneading aperiédica, entonces la conjugacién topolégica entre f,, vy
fay sobre [0,1] es cuasisimétrica. A partir de esto, y utilizando algunos resultados
anteriores, Swiatek responde positivamente a la Conjetura HDP,R. Entre dichos
resultados anteriores esta un corolario (concluido a partir de [MSS]) el cual establece
que las clases de conjugacién cuasiconforme de polinomios cuadraticos complejos
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normalizados son o bien un abierto conexo o bien se reducen a un punto.
En la presente seccién se demuestra el analogo corolario para nuestra familia F,
el cual quedard como un antecedente para ser (probablemente) utilizado a futuro.
El enunciado preciso de lo que se prueba es:

Proposicién: Las clases de conjugacidn cuasiconforme en la familia F; son o un
abierto arco-conezo de € o bien se reducen a un punto.

1.7.1 En este apartado vemos algunas definiciones y resultados que son clasicos en
la teoria de aplicaciones cuasiconformes. Para mds detalles referirse a [LV].

Definiciones

1) Un homeomorfismo que preserva orientacién ¢:G — G' entre dos dominios G
y G' de C se dice cuasiconforme, si :

a) La parte real Re(¢) y la parte imaginaria Im(¢) de ¢ son absolutamente con-
tinuas sobre casi todas las lineas verticales y sobre casi todas las lineas horizontales
en el sentido de Lebesgue, y

b) Existe k <1 tal que para py(z) = ¢:(2)/¢-(z) se tiene que |uy(z)| <k c.t.p.
en G.

2) Un coeficiente de Beltrami sobre un dominio G de € es una funcién Lebesgue-
medible 4 :G — € tal que |u| tiene supremo esencial Helles < 1.

Si ¢:G — G’ es una aplicacién cuasiconforme entonces He es un coeficiente de
Beltrami. Reciprocamente, si y: G — € es un coeficiente de Beltrami, una pregunta
natural es ; existe alguna aplicacién cuasiconforme ¢ talque py=pu ctp.en G
?. La respuesta es afirmativa; de hecho se tiene:

Teorema ( de la aplicacién medible de Riemann ) [AB]

Sea u:C—C un coeficiente de Beltrami. Entonces eriste una tnica aplicacion
cuasiconforme ¢ : C — € la cual satisface la ecuacion diferencial de Beltrami
$:(2)/6:(2) = u(z) ctp. z € C, yta que fija los puntos 0, 1, e oo.

Observacién: Si ¢, ¢, : € — € son dos homeomorfismos cuasiconformes, en-
tonces: pg, = pg, ct.p.en € <= I M:C — € transformacién de Mobius tal
que ¢; = M o ¢,.

Notaciones:

1) Dada un coeficiente de Beltrami u : € — C, denotaremos por ¢, : C — € al
homeomorfismo cuasiconforme tal que pg=p ctp.en C y ¢,(0) =0, ¢.(1) =
1, ¢u(o0) = 0.
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ii) Si f:C — € es una aplicacién racional y u : € — € es un coeficiente de
Beltrami, entonces anotaremos f*u = p sise cumple : pu(f(2)) = [f'(2)/f'(2)|p(2)
c.t.p. z € C. En este caso diremos que el campo de elipses g es invariante por f.

Se tienen los dos siguientes Lemas:

Lema 1

a) Si pypn:C— € (n=12,...) son coeficientes de Beltrami tal que ||in||e <
k<1l y pu(z) = p(z) ctp., entonces ¢, — ¢, uniformemente en € en la
- métrica esférica.

b) Si p:C — C es un coeficiente de Beltrami, entonces para cada t € A : =
{teC:|t| <1}, tu:C — C tambiénloes, y ¢, : C — C depende analiticamente
de t, esto es, para cada z € € fijo, t — ¢,(2z) es una funcidn analitica de t € A.

Lema 2 Sea f:C — C una aplicacion racional y sea p: C — C wun coeficiente
de Beltrami. Entonces f*u=p siysdlosi g:=¢,0fo0d, " es una aplicacion
racional.

Volvamos a la familia Fy := {f, : w € C}.

Definiciones: a) Diremos que f,, es cuasiconformemente conjugada con f,,
(v lo denotaremos por f,, =~ f.,) siexiste ¢:C — € homeomorfismo cuasicon-
forme tal que ¢o f,, 0971 = f,,.

b) Dada f,, en F,, llamaremos clase de conjugacién cuasiconforme de f,, al
conjunto de pardmetros [f,]:={w e C: f, ~ f..}.

Observemos que para z — fo(z) = 1/z% se tiene que [fo] = {0}.

1.7.2 Demostracién de la Proposicién:

Supongamos que w;,w; € C\{0} son tales que f, =~ f., via @, vy w; # w,. El
homeomorfismo ¢ fija los puntos 0,1, e oo, de donde ¢ = ¢,, con p = pg.
Por el Lema 2 f; u = p. De esto dltimo, resulta que fJ tu =tu, ¥Vt € A. Por
el Lema 2, g, := ¢, 0 f,, 0 $;,' es también una aplicacién racional (de grado d
obviamente) V¢ € AU {1} ( notar que g; = f.,)- Ademds los puntos criticos de
gt son ¢1H(C(fm)) = ¢tu({0=oo}) = {0100} ¥ gt(o) = 9:(‘»{%#(0)) = d’t#(fwl(o)) =
$1u(00) = 00. Es decir g € Ry, C(g:) = {0,00} y ¢:(0) = 0. Se deduce que g,
tiene la forma g:(z) = B(t) + 1/(a(t)z?), con B(t), a(t) € € y aft) #0.

Del hecho que g¢¢(¢¢u(2)) = ¢eu(fuy(2)) V 2z, se obtiene evaluando en z = oo que
B(t) =1 (Vt). Evaluando en z =1 se obtiene 1+ 1/a(t) = ¢;,(1 +1/w;). De
donde por el Lema 1, ¢+ a(t) es analiticaen A y es continua en t =1 ( porque
t, =1 = tou—p ctp. = ¢(1+ 1/“—’1) - C.f“;:(l i 1/(.«)1_) = alt,) —
a(l)). Ademds, como ¢, = Id entonces «(0) = w;, y debido a que g; = f,, se
tiene a(l) = ws.
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Por lo tanto, a: AU{1} — C es una funcién analitica en A y continuaen t =1,
con a(0) =w; y 1) = w; # w;. Estd claro de esto iltimo que a no puede ser
constante en A. Luego, a: A — € es analitica y no-constante, de donde o(A) es
un abierto en € que contiene a a(0) = w;. Porlotanto U = a(A) es una vecindad
abierta de w; tal que Yw € U, f, =~ fu,, yluego U C [f,,]- Procediendo
exactamente de la misma forma anterior se obtiene que existe V, vecindad abierta
de w; talque V C [fu,] = [fu,])-

De todo lo anterior concluimos que [f,,] es un abierto en €. También, de la con-
tinuidad de « hasta 1 se concluye que existe camino en {f,,] que une w; y w,,
y por lo tanto [f.,,] es arco-conexo.

1.7.3 Observacién importante: La clase de conjugacion de f,, es un abierto
arco-conexo si y solo si f,,, es estructuralmente estable (ver 0.1.8 para definicion ).
En efecto: Dado f,, en F; existen dos posibilidades:

1) f., es estructuralmente estable. En este caso existe {/ vecindad de w, tal que
para todo w € U, f, v f., son topolégicamente conjugadas y el homeomorfimo
de conjugacién h, : € — C depende continuamente de .. Es posible probar que
los homeomorfismos de conjugacion se pueden escoger cuasiconformes (ver [Lyl], pp.
95 ). Luego en este caso [f,,] es un abierto arco-conexo de C.

2) fu, no es estructuralmente estable. En este caso afirmamos que [f.,] = {wo}-
En efecto: si no fuera asi, existirla w # wp tal que f, =~ f.., y por la construccion
anterior existiria U = a(A) vecindad de wy tal que Vo € U, f, ~ f,,, donde
el homeomorfismo de conjugacién es 0, = da() = 01,. Por el Lema 1 a) y el hecho
que «a es una aplicacién abierta, ¢_ depende continuamente de w. Por lo tanto
concluimos que f,, es estructuralmente estable, lo cual es una contradiccién.

Cabe mencionar aqui que Mané, Sad, Sullivan, y Thurston probaron que el conjunto
de parametros {w € C: f, es estructuralmente estable } es abierto y denso en C
(ver [MSS], p. 200).
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CAPITULO 2

ESTUDIO DE LA FAMILIA F;R.

En este capitulo se estudia la subfamilia de F; que se obtiene cuando restringi-
mos el parametro w a R. Mas precisamente, consideramos la familia F4R = { f, :
€C - C :w e R} Seprueba que en este caso existen tres posibilidades para
fo: € — C: que tenga una drbita periddica atractora contenida en R := R U {oc},
que tenga una oOrbita periddica racionalmente indiferente contenida en R con mul-
tiplicador A = £1, y que J(f,) = C. Se deduce de lo anterior que la conjetura
de la hiperbolicidad en esta familia equivale a la afirmacién: {w € R : J(f,) = C}
tiene interior vacio en R. Se analiza la dindmica de f,:R — R. v las bifurcaciones
que experimenta cuando w varia en R. Si d es par se prueba que existe una
sucesion de duplicacién de periodos. Si d es impar, considerando el hecho que para
w <0, f, : R = R es un homeomorfismo del circulo que preserva orientacién, se
prueba (entre otras cosas) que el conjunto {w € R : f, tiene una érbita periédica
atractora } es denso en R. Es decir se prueba la conjetura de la hiperbolicidad
para este caso particular.

2.1 Conclusiones preliminares.

En esta seccion f, denota una funciéon en FyR. Como w € R, existe una

simetria respecto al eje real: f*(Z) = f7(z), ¥V n > 0, donde la barra denota la
conjugacion compleja.

2.1.1 Proposicion: F(f,) no tiene discos de Siegel.

Dem: Supongamos que F(f,) tiene un ciclo de discos de Siegel. Sea D una
componente de este ciclo. Por 0.2.5 dD esta contenida en la clausura de la érbita
positiva del punto critico 0, la cual estd contenida en R. Asi 9D C R. Mds atn
dD = R. De hecho, como 9D es conexo, si D # R serfa un intervalo en R
y D = F(f,). Entonces aplicando Riemann - Hurwitz a f, : D — D se obtiene
140=d>2,locual es una contradiccidn.

Como 9D =R, D es uno de los dos semiplanos H* = {z € € : Im(z) > 0}
o H” = {z € €C: Im(z) < 0}. Supongamos sin pérdida de generalidad que
D = H*. Por la simetria en la dindmica de f, respecto al eje real, H~ es
también un disco de Siegel del mismo periodo de H*. Luego F(f,)=H* U H™ v
J(f.) =R. Asi, D =H" tiene periodo 1 6 2. Si H* tiene periodo 1 entonces



fo.(H*Y=H* y f,(H")= H~. De donde f;'(H*)= H* lo cual es un absurdo
ya que f,: H¥ — H* esunoauno,y d > 2. Por otro lado, si D = H* tiene
periodo 2, el ciclo de Siegel es {H*, H™}. Es decir fJ;'(H*) = H™, lo cual implica
que las d > 2 preimagenes de cada elemento de H* estan en H™, pero ocurre que
fo:H™ — H" es inyectiva.

Esto prueba que F(f,) no tiene discos de Siegel.

2.1.2 En este apartado se estudia los tipos de puntos periédicos que puede tener
G

Observaciones: a) Supongamos que z, es un punto periédico de periodo m de
una aplicacién racional cualquiera R : € — € con (R™)'(z) = €™, t € R\Q.
Existen dos posibilidades:

1) zo € F(R). En este caso existe disco de Siegel D con centro z,.

ii) zp € J(R). En este caso se dice que z, es un punto de Cremer y se cumple que
2o es acumulado por las érbitas positivas de los puntos criticos (ver [Be], pp. 195).

b) Toda f., w € R, no tiene puntos de Cremer. En efecto: si z, fuera un punto
de Cremer entonces seria acumulado por {f7(0)}.exn. v por lo tanto estaria en R.
En consecuencia A = (f7)'(20) € R, lo cual es una contradiccion.

Proposicién: Si 2z, es un punto periddico de periodo m de f, y X = (f7)(z0).
existen 3 posibilidades:

1) zy es un atractor contenido en R, con A €] —1.1[

2) zo es racionalmente indiferente, zo € R, con A = £1.

3) zy es repulsor.

Dem: Si  zo es atractor entonces por 0.2.5 existe {ng}ren — oo tal que
fr(0) — zo (k — 00). Como w € R entonces deducimos de lo anterior que z € R.
Luego. A = (f7)(z) € R dedonde A€ ]—1,1]

Si zp es indiferente, como F(f,) no tiene discos de Siegel y no tiene puntos de
Cremer, 2z, es racionalmente indiferente. Por 0.2.5 existe {nj}ren — oo tal que
f0) =z (k> o0) vasi zo€R y A= =xl.

2.1.3 Conclusion De lo anterior, del Teorema de las componentes, del Teorema
de clasificacién de componentes periddicas (0.2.4), de (0.2.5), y del hecho que f, no
tiene anillos de Herman, podemos concluir que:

St w € R, existe 3 posibilidades ( mutuamente ezxcluyentes ) para f, :

i) Ezxiste una drbita periddica atractora 0%(z) CR con F(f,) igual a la cuenca de
atraccion de 6% (zp), Esto es, ¥V z € F(f.) se cumple que f7(z) — 0%(z) (n — o0).
ir) Eriste una orbita periddica racionalmente indiferente 6%(zq) CR tal que V z €
F(f.), f2() = 0*(z0) (n — o0).

#i) J(f.)=¢C.

En vista de lo anterior, la dindmica de f,: €C — € (con w € R ) queda com-
pletamente determinada por la dindmica de f, : R — R.
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2.1.4 En este apartado indicamos para cuales w € R, f, tiene o bien un punto
fijo atractor 6 bien una érbita periédica atractora de periodo 2. En lo que sigue de
este capitulo nos interesa los valores complementarios a estos.

Si wedM(F)NR, f, tiene un punto fijo z € R racionalmente indiferente con
A= f'(z) = 1. Se deduce que IM(F)NR = {wo,w;} con wo = —d(1+1/d)*"* <0
(caso A=1) y w; =d(1 —1/d)¥*' >0 (caso A = —1). Calculando se muestra que
si w €] —oc0, wp| U ]w, +oo [, entonces f, tiene un punto periddico atractor
de perfodo 1. Es decir M(F;) N R = [wo,w:]. Por otro lado, existe w; € Jwo , 0]
tal que si w; < w < w; entonces f, tiene una orbita periddica atractora de periodo
2. Asi, la situacién en el eje real de los pardmetros es como sigue:

1 4 2 1

—

o %y 0 Ty -
bad® wa W

Nos interesa estudiar la dindmica de f, para w €] wp,ws [.

Para wy < w < 0, el graficode f, es:

v

Caso d par Caso d impar

Los graficos nos sugieren que los casos d pary d impar deben ser tratados como
casos apartes.
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2.2 Estudio de la dindmica de f, :R — R, caso d par.

2.2.1 Observacién preliminar: Recordemos de que si R (z) = 1/(z* + ¢)
entonces R, ~ f, & ¢**! = w. Luego, si d es par, para cada w € R existe
un dnico ¢ € R tal que R, ~ f,, y reciprocamente. Es decir, existe una cor-
respondencia uno a uno entre aplicaciones de dindmicas conjugadas de las familias
{Re:R—=R:ceR} y {fo:R — R :we R}. Por lo tanto para estudiar la
dindmica y las bifurcaciones que ocurren en la familia {f, : R — R : w € R} basta
hacer lo mismo para la familia {R.:R — R : ¢ € R}. Por razones de simplicidad,
haremos nuestro estudio con esta ultima familia.

Por lo visto en el apartado anterior, estudiamos R.: R — R con ¢ < ¢ <0,

siendo cg = e = — “Wd(1 + 1/d).

2.2.2 Para simplificar la exposicion consideremos primero el caso d = 2.

En ¢ =0, R, tiene una orbita de periodo 2 superatractora y en ¢ = -1, R,
presenta una orbita de periodo 3 superatractora. Analizemos que ocurre para —1 <
¢ < 0.

Consideremos la familia R?*(x) = (2? + ¢)?/(1 + c(a® +¢)?) para -1 < ¢ < 0.
Los graficos de R. y R2, para —1 < ¢ < 0, son como sigue:

| 4 l ! 4 I
I r | I !
l ‘ 1\ '
|| (P‘ ) PA:) l Ir . P
| | ' I{ a
i | |
: ! . i [ N
. ; | | H ]
; , i
[ I
i ! i |
: : 1 1
| ; ! !
| i ! !
I ‘ ! |
Grifico de R, Gréfico de R?

Para ¢=0 tenemos Ry(z)=1/z% R3(z)= 2"

Un simple cdlculo muestra que para —(1/2)"2 < ¢ <0, R*([~pe,pd) € [=p.,pe),
donde p. es el Unico punto fijo (repulsor) de R.. Nos restringiremos a estudiar
la dindmica en [—p.,p.], ya que es un intervalo invariante que contiene a la érbita
positiva de los puntos criticos. Por la simetria del grafico con respecto al eje y y a
la no negatividad de R? podemos reducirnos a [0, p.]. De esta forma hemos llegado
a considerar la familia R? : [0,p.] — [0,p.), —(1/2)'/* < ¢ < 0. Para uniformizar
el intervalo hacemos el cambio de coordenadas h. : [0,p.] — [0,1], hk.(z) = z/p.,



obteniendo ¢, := k.0 R2o k' : [0,1] — [0,1], —(1/2)/® < ¢ < 0. Resultara mas
conveniente para la exposicion, consxderat para.metros positivos. Por lo tanto traba-

jaremos con la familia { @.:[0,1] — [0,1], e [ 0<c<(1/2)2} cuyo
grafico es:
1 2 A
2
o e > >
g @, para 0 <c<« (1/2)13 WYL

Si a=0 v B=(1/2)"® entonces de lo anterior resulta que {®.}ace<s es una
familia de aplicaciones de [0,1] — [0,1] que satisface :
1.- (z,¢) — ®.(z) es declase C' en [0,1] x [a. B].
2-9(0)=0y @(1)=1, Ve
3- Para cada c¢: ®.(z) < 0 en J0,r(¢)) v @ (z) > 0 en Jr(c).1[, donde

210} = {r(<)}-
4-7(c)€10,1] vy @.(0)€]0.1], Vc&la. 3]
5.- 9,(0) =0, 0p(0)=1.
Del hecho que ®.(0) = 0, de la continuidad uniforme de (z,¢) — ®.(r) en

[0,1] x [@,B8]. y de la continuidad de ¢ 7 (¢) en c= a, se obtiene que 36 >0 tal
que ®.(0) < r(c) V ¢ €le, « +§[. Luego, como $5(0) =1> r(8), por la continuidad
de ¢+ ®.(0) —r(c), 3 c€la, B[ con ®.(0)=r(c) (es decir, 3 c €]a, B[ tal que
@, tiene una 6rbita superatractora de periodo 2 {0,7(c)}).
Sea & := sup{c €le, Bl ®(0) = r(c)}; es claro que a < & < § vy que
®;:(0) = r(a). Como @3(0) = 1> r(f) entonces ®.(0) > r(c), ¥ ¢ €]&, 3]. Por otro
lado observamos que para cada ¢ €]a, ], ®. tiene un punto fijo z(c) en ]0,7(c)]
el cual depende en forma C' de ¢ €]a, B]. Sucede que o2(0) — ;r:(d) = —z(&) <0,
y ®%(0) - =z(B)=1—=z(f) >0, dedonde 3¢ €la, Bl tal que @2X(0) = z(c).
Sea f3:=inf{c€)a,d[: ®2(0) = z(c)}. Setiene que & < B < By 0%(0) = z().

i
Ademis, V ¢ €]a, B[ se cumple que @.(0) >r(c) y 0< ®2(0) < z(c). La situacion
grifica de ®. y @2, para c €]a, B[, se muestra a continuacion:
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o xtc) rtec) 2

Para ¢ €)&,p[ el grafico de @2 : [0,z(c)] — [0,z(c)] es similar al de &, :
[0,1] — [0,1]. Més precisamente, si consideramos la renormalizacién g, : [0, z(c)] —
[0,1], go(z) = z/z(c), . := g.o®2 0 g1 : [0,1] — [0.1]. se tiene que la familia
{&’c}5<c<£ satisface las hipdtesis 1,2,3,4, v 5. estavezcon a=a y 3= 3. Por lo
anterior 3 ¢ €&, 5] tal que ®. (y por lo tanto @2 ) tiene una 6rbita superatractora
de periodo 2. En consecuencia 3 ¢ €]a, 3] tal que ®. tiene una érbita superatrac-
tora de periodo 2% = 4.

De esta forma hemos llegado a la siguiente:

Proposicién: Si {@.}a<c<p es una familia de aplicaciones de [0.1] — [0.1]
que satisface las hipotesis I a la 5, entonces existe una sucesion de parametros
g, == g o ity AL 05 H e L By L Byl B e < B tales que Y n e NU{0}. @
tiene una orbita superatractora de periodo 2.

Corolario:  Para la familia F,R existe sucesion de pardmetros w; = 0 >
Wy > Wy > weee > Wy D> Wegp > e > —(1/2) tal que Vn €N, f,  tiene una drbita
superatractora de periodo 2%.

2.2.3 Ahora consideremos el caso general d = 2m, m € N.

En ¢=0, R(z)=1/(z*™ +¢) tiene una drbita de periodo 2 superatractora. v
en ¢ = —1, R. presenta una orbita de periodo 3 superatractora. También aqui nos
restringiremos a —1 < ¢ < 0.

Consideremos la familia R?(z) = (2™ +¢)*™/(1+¢(z?™ +¢)*™) para —1 < ¢ < 0.
Los grificos de R. y R? son similares a los mostrados para d = 2. En este caso
también existe ¢ > 0 tal que para 0 < ¢ < ¢*, R3([~pe,pe)) € [—pe.pe] donde
p. > 0 es el Unico punto fijo (repulsor) de R., y R%(0) = p.. Andlogamente
al caso d = 2 nos podemos restringir a [0,p.] v finalmente considerar la fa-
milia {®, : [0,1] — [0,1] /0 < ¢ < ¢*}, donde ®. = h_. o R2_ohZ! con
he : [0,p] = [0,1], he(z) = z/p.. La familia {® }o<c.<.» cumple las hipétesis 1 a 3.
Por lo visto anteriormente, para la familia F5,R se cumple:
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Corolario:  Eziste sucesion de pardmetros w; = 0 > wy > w3 > ... > wn >

Wng1 > eeenee > —(c")™*! tal que Vn €N, f,, tiene una drbita superatractora de
periodo 2.

2.2.4 Consideremos la familia R, : R — R, R.(z) = 1/(2?+¢), para ¢ <0. Para
visualizar la duplicacion de periodo es usual hacer computacionalmente el grafico
“parametro” versus “estado final de la orbita critica”. Para esto hacemos un cambio
de coordenadas a la familia R., de tal forma de obtener una familia de funciones
de un intervalo acotado en si mismo. Puesto que R.(R) = R \ ]1/c.0[, elegimos
un punto de ]1/¢,0[, por ejemplo 1/(2¢) v lo “enviamos” al oc. Sea entonces
M(z) =1/(x —1/(2¢)) ¥y consideremos R.:= Mo R.o M~':R — R. Se cumple
que R.(R) = [2¢c,—2c], vy luego para estudiar la dindmica de R, en R basta con
analizar R. : [2¢, —2¢] — [2¢,—2¢]. Finalmente, observemos que al normalizar por
Mi(z) = (=1/(2¢))x se obtiene g. := M; o R. 0 M [=1,1] = [=1.1] que viene
dado explicitamente por g.(z) = (—4c*z?—(z—1)?)/(432? —(x—1)?). v su grafico es:

<
Los puntos criticos de g. son 0 y 1 con g (0) = 1,9.(1) = -1 vy
9:(-1) = (1+)/(1-¢).
Si llamamos A a —4¢® entonces la familia anterior queda descrita como

o [=1L1] = [=1,1], ga(z) = (Az? — (2 — 1)B)/(—Az? = (z = 1)?), con A > 0.

A continuacién se muestra el grafico “parametro” versus “estado final de la érbita
de los puntos criticos” para 0 < A < 30 y un zoom del sector 1.6 < A < 3.2. Notar
que el primer grafico muestra que no sélo existen parametros con érbitas atractoras

de periodo 2%, V n € N, sino que también existen con érbitas atractoras de periodo
Ll O . R k2™, ..., etc..

R3%



?A&Eﬂﬁ% 9

T, T A o D

.. -.-.lj.lr..rlti

30.

4&........1. rtrn |.ﬁ.||1ﬁ..

Grafico para 0 < A

A_‘.
u__wc_ “lsluwv-hmuw B !
s Jl TR o l
g S

7
m,

=y

TSRk e
L- 1 "
s \v |r€lu?c)\n\l_.m v,

.w.- e :. -. =
I.r_!l

(P .a S

39

Zoom del sector 1.6 < A



2.2.5 Al observar el dltimo grifico vemos que entre 1.6 y 1.9 (aproximadamente)
existe parte de una ventana de duplicacién de periodos {2F: k =2,3,4,5,...}.
Existe un nimero que cuantifica la forma en que el arbol de doblamiento de periodo
se aproxima a su estado final. En el caso de la familia polinomial cuadrética p,(z) =
pz(l —z) dicho nimero es conocido como la constante de Feigenbaum y es aproxi-
madamente igual a 4.669201...... . La definicién precisa de dicho nimero es ¢ :=
11 M gooo lk/ley1, donde [l es la longitud del intervalo paramétrico en que existen
6rbitas atractoras de perfodo 2F.

Nos propusimos el problema de calcular aproximadamente el valor de dicho niime-
ro en la familia {gx},» y compararla con la cte. de Feigenbaum.

Se confeccioné un programa computacional para MATLAB que calcula aproxi-
madamente los cuocientes & := l;/li41. El programa busca en la regiéon de parame-
tros A € [Ag, A;]. Luego de iterar z = 0 (punto critico) un nimero N de veces
(transiente), se graban en un archivo los Npp siguientes resultados de la iteracion
(post-transiente), siempre que estén en el intervalo [Zmin,Zmaz]. Esto permite selec-
cionar una bifurcacién especifica. Los datos se grafican v se
(y también comparando con la tabla de datos) el punto oy en el cual ha ocurrido
la bifurcacién k que permite pasar a una érbita de periodo T = 2*. Los valores de
ap sucesivamente obtenidos permiten calcular 6§, = (a; — aj_1)/(Qr+1 — ax). Los
resultados se dan en la siguiente tabla:

determina visualmente

)‘u /\; [a 4% ITmin l Imasx k T [VT NPT 5;-_3
0.9 1.1 1.002 " 0 1 2 4 | 5000 50 -
1.7 1.8 1.783 0 0.3 3 8 | 5000 30 —
1.84 1.87 1.8616 02 103 4| 16 | 5000 50 | 9.936386768
1.871 1.873 1.87218 0.2 |0.23 51 32| 35000 50 | 7.429111531
1.8731 1.8736 1.87356 0.2 }{0.21 6| 64| 5000 | 1000 | 7.666666667
1.87374 | 1.87375 | 1.8737484 | 0.2 | 0.203 7| 128 | 5000 | 1000 | 7.324840764
1.873770 | 1.873775 | 1.§737741 | 0.2 |0.2021 | 8| 256 | 5000 | 1000 | 7.330739300
1.873777 | 1.873778 | 1.87377762 | 0.2 | 0.20198 | 9 | 512 | 5000 | 1000 | 7.301136364

Por lo tanto la constante & para nuestra familia {g,} es aproximadamente & =
7.301136364, que no coincide con la constante de Feigenbaum. Este hecho se explica
por lo siguiente: la familia polinomial cuadratica p, : [0,1] — [0,1] (0 < x < 4) tiene
un sélo punto critico (z = 1/2) el cual es cuadrético (es decir pj(1/2) # 0). Nuestra
familia g, : [-1,1] — [=1,1] (A > 0) tiene 2 puntos criticos (z =0 y z = 1}.
Conjugando ¢y con el homeomorfismo h : [=3,1] — [=1,1], A(z) = —/T -z +1
se obtiene gy = h™logyoh : [-3,1] — [-3,1], donde g, tienea z =0 como
tinico punto critico, el cual es cudrtico (la cuarta es la primera derivada no-nula).
Cabe mencionar aqui que Delbourgo en su trabajo [De] menciona que para la familia
F,(z) =1—ax* de “contacto cuartico” el é que se encuentra es & =~ 7.2851.... .
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2.2.6 La Conjetura HDF;,.R.
Recordemos que la Conjetura HDF,,,R dice lo siguiente:
{weR: f, tiene una drbita periddica atractora } es denso en R.

Antes de enunciar una reduccién de la conjetura recién mencionada, necesitamos
hablar algo sobre aplicaciones unimodales e itinerarios.

Definiciones:

1) Se dice que una aplicacién f:[—1,1] — [-1,1] es unimodal si f es continua,
f(0) =1, f es estrictamente creciente en [—1,0] y estrictamente decreciente en
[0,1].

2) Dada una aplicacién unimodal f, se define para cada z € [—1,1] el itinerario
de z como la sucesion de simbolos:

I(z) := (IohyI3.ies0::) donde ;=L si fi(z) <0, ;=R si fi(z) >0, e I;=
€ s fix) =0,

3) Se dice que un itinerario [(z) es eventualmente periddico si es de una de las
sigulentes formas: I(x) = (BBB........ ) w M) = llisn DB BB ) donde B
es un bloque finito de simbolos que se repite indefinidamente.

4) El itinerario de f (o sucesién kneading de f) se define por I; := I(f(0)) = I(1).

Lema ( [CE], pp. 83 ) Si f es unimodal y z € [—1,1], entonces el itinerario [(z)
es eventualmente periddico si y sélo si fi(x) converge hacia una drbita periddica de
f cuando j — oc.

Ahora veamos la reduccion de la conjetura .

Proposicion: La conjetura HDF,,R es equivalente al enunciado:
{weR:J(f,)=C} tiene interior vacio en R.

Dem: Usaremos el hecho que para w < 0, f, : € — € es analiticamente conju-
gada con gy : € = €, gi(z) = (A2 — (z — 1)™)/(=Az"™ — (z = 1)®™), donde
A= =24y, g, tiene la propiedad de que g¢(R) =[-1,1] ¥y gx:[-1,1] = [-1,1]
es unimodal tal como en la definicién anterior.

Suponemos que existe intervalo abierto J tal que g, no tiene 6rbita periddica
atractora V A € J, v queremos probar que J(gy)=C, VA& J.

Probaremos dos hechos respecto de los itinerarios Iy := I,,, con A € J.

1) St 3 Xg € J tal que g, tiene una orbita periddica racionalmente indiferente,
entonces Ve >0, 3 A tal que [Ag— M| <e y I # I

En efecto: sea Ag como arribay & > 0 pequefio. Por (2.1.3),s1 A €] A\g—e,Ag+¢ |
(€ J), entonces o bien g, tiene una 6rbita periddica racionalmente indiferente o bien
J(g») = C. Como el conjunto {w € R : f,, tiene una érbita periédica racionalmente
indiferente } es numerable (ver 1.6), y el conjunto {w € R : la drbita positiva de los
puntos criticos de f, es preperiddica } es también numerable (evidente), entonces
existe A\ €] Ag—¢, Ao+¢ [ tal que J(gx,) = C y tal quela érbita critica {g% (0)}nso
no es preperiodica. Resulta que el itinerario [y, es eventualmente periédico (porque
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la orbita positiva de los puntos criticos converge hacia la érbita periddica racional-
mente indiferente). Por otro lado, el itinerario I, no es eventualmente periédico (si
lo fuera, por el Lema anterior {g} (1)}n>0 convergeria hacia una érbita periédica re-
pulsora de g,,, lo cual implicaria que la érbita critica {g} (0)}n>0 es preperiédica).
Por lo tanto Iy, # I),.

2)Si Iy, # 1\, para Ao <A en J entonces 3 X €)Ao, Ai[ tal que g5 tiene una
orbita periédica superatractora.

En efecto: sea n > 1 el menor entero tal que Iy, 7# /), »- Entonces g% (1) <0 <
g% (1) (o viceversa). Por la continuidad de X — g}(1) existe X €], M| tal que
g%(1) = 0, esto es, g5 tiene una érbita periddica superatractora.

Estos dos hechos junto con (2.1.3) implican que J(g,) = €, V A € J. Esto prueba
la proposicion.

Observacion: De la demostracion anterior se deduce ademas que: si f,, (para
wy; < 0) tiene una orbita periédica racionalmente indiferente, entonces V intervalo
abierto J que contiene a w;, 3w € J tal que f_, tiene una orbita periddica
atractora.

2.3 Estudio de la dindmica de f, :R — R. caso d impar.

En esta seccidén consideramos la familia F;R, con d impar. Por lo visto en 2.1.4.
debemos estudiar f, para wp <w < 0, con wy = —d(1 + 1/d)%+.

2.3.1 Observacion preliminar: Introducimos un cambio de coordenadas en la
familia {f,} obteniendo una familia {g.}. la que es una nueva normalizacién para
la familia Fj.

Sea f,:€C —C, fo(z)=1+1/wz? con w<0.51 M:C — € eslatransformacién
de Mobius M(z) = “4/—w z entonces (M o f,o M~1)(z) = *Y/—w —1/z% Es
decir f, es analiticamente conjugada con g.: C — C, g.(z) = ¢ —1/2¢ donde
c= /=w (> 0). Ademis M(R) = R, es decir M conjugaa f,:R — R con
g.:R—R.

Existe una correspondencia uno a uno entre aplicaciones conjugadas de las familias
{fu:R=>R:w<0}y {9.:R—=R:c>0}. Bastaentonces estudiar la dindmica
v las bifurcaciones en la familia {g.: R =R :0<c< ¢ } donde ¢, = “¥/—w,.

Los puntos criticos de g, siguen siendo 0 e oo con g¢.(0) = oo. Esta vez
ge(x) = ¢. Comparemos los grificos de f, v de g.:



A A
______ i__ pu—— — —— — —
fo para wo<w<0 g. para 0 < c < ¢

La propiedad clave de la familia {g.}occee, (que no posee la familia {f.}io<w<o). ¥
que usaremos a seguir es: ﬂ%f_} =1>0VzxreR\ {0}. Esdecir, la funcién g..v
su grafico, crecen uniformemente con ¢ en R\ {0}. Por otra parte, g.(0) = o< es
constante con c.

Como R es analiticamente igual a S, ¢g.: R — R es en realidad una aplicacién de
St — S' la cual es un homeomorfismo que preserva orientacidn. Mas precisamente.
la transformacién de Mébius N : € — €, N(z) = (z —1)/(1 —iz) envia R en
S1. De esta forma tenemos que §.:= Nog.o N7! con g4.: 5" — S§' un homeo-
morfismo de grado 1 , analitica, con puntos criticos {—7.7} ¥ g.(—?) = 1. Ademas

% >0, V8 # —i. Es decir los puntos de S' \ {—¢} rotan positivamente con c.

2.3.2 En este apartado, damos un resumen sobre hechos basicos acerca de aplica-
ciones de S!' — S1,

Si f: 8" — S' es una aplicacién continua v e : R — S es el recubrimiento
e(z) = e*™<, entonces a toda aplicacién F : R — R tal que eo F = foe se
le llama un levantamiento de f a R. Existe una cantidad numerable de levan-
tamientos de f: si F es uno de ellos entonces { F+m:m €Z } es el conjunto
con todos los levantamientos de f. Si z € R, T = €™ yv ¢ € N, entonces:
fi(z)=% <= Fz)=2z+p, paraalgin p € Z. De esto dltimo se concluye que
I = e(r) es un punto periddico de periodo ¢ para f siysélosi Fi(z)=z+p,
para algun p € Z.

En el caso que f sea un homeomorfismo que preserva orientacion se cumple que
F:R — R es un homeomorfismo estrictamente creciente que satisface la identidad
F(z+1)= F(z)+1, Yz € R. Se tiene por Poincaré que para todo z € R el limite
limn, .. F*(z)/n existe y no depende del punto inicial z. Este limite es llamado el
nimero de rotacién del levantamiento F, y es denotado por p(F). No es dificil
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probar que:
Fi(z) =z +p paraalgin z€ R < p(F)=p/q.

Si F, es otro levantamiento de [ entonces p(F)) = p(F)+ m, para algin
m € Z. El nimero de rotacién p(f) de un homeomorfismo que preserva orientacion
f: 8 — S' se define como la clase de equivalencia de p(F') modulo 1, donde
F:R — R es un levantamiento de f. De lo anterior se deduce la siguiente:

a) Proposicién: Sea f : S' — S' un homeomorfismo que preserva orientacion.

Entonces:

1) f tiene puntos periodicos <= p(f) es racional.

2) f tiene un punto periédico de periodo ¢ <= p(f) esracional con denominador
q.

El concepto de mimero de rotacién fue introducido por H. Poincaré alrededor de 1885.
El probé que un homeomorfismo de S? — S! con numero de rotacién irracional «
es semiconjugado a la rotacién irracional R, (e?™) = e2™(t+) M4s precisamente:

Definicién: Se dice que f.g: S' — S' son semiconjugadas si 3 h: S' — 5!
continua. mondtona v sobreyectiva tal que ho f = goh. Si h es un homeomorfismo
entonces se dice que f v g son (topoldgicamente) conjugadas.

Teorema: ( Poincaré ) Si f : S' — S' es un homeomorfismo de grado 1 con
p(f) = a € R\Q. entonces f es semiconjugada a la rotacion irracional R,.

En el Teorema anterior, si la aplicacién h:S' — S? que semiconjuga f con R, no
es invectiva. entonces existe z € S tal que [ := h~'(z) es un subconjunto conexo no
trivial de S'. Dado que hof = R,oh, setiene que h(f*(I)) = Ra(z) Vn € NU{0}
y luego los intervalos I, f([I), f*(I),....., f*({),.... son disjuntos dos a dos. A un tal
arco I se le llama intervalo errante de f. Del Teorema de Poincaré, f es
conjugada a R, siy sélosi f no tiene intervalos errantes.

Poincaré probé que existe f : S' — S' homeomorfismo con p(f) = e € R\Q,
con intervalos errantes. Ademads pregunté si existen difeomorfismos con intervalos
errantes.

Alrededor de 1930, A. Denjoy contest6 afirmativamente a la pregunta de Poincaré,
construyendo un difeomorfismo de clase C' f:5' — §!' con p(f) =a € R\Q y
con intervalos errantes. Mds atin, Denjoy probé lo siguiente:

Teorema ( Denjoy ) Si f : S' — S' es un difeomorfismo de clase C? que
preserva orientacion y p(f) = a € R\Q, entonces f es conjugada a R,.

Varios anos después (en 1981), G. R. Hall [Ha] di6 un ejemplo de un homeomorfismo
f:8'—> S declase C™ con p(f)=a € R\Q con intervalos errantes (necesaria-
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mente f tiene puntos criticos.)

Finalmente mencionamos que en 1984, J. - C. Yoccoz [Yoc] probé que un homeomor-
fismo f:8' — S! declase C® con p(f) = a € R\Q, y cuyos puntos criticos
son no-planos, no tiene intervalos errantes. Se dice que un punto critico ¢ de una
aplicacién f: S' — S' de clase C™ es no-plano si alguna derivada de f en ¢
es no - nula. Precisemos lo anterior en el siguiente enunciado:

Teorema ( Yoccoz ) Sea f : S' — S' un homeomorfismo de clase C* que
preserva orientacion y con p(f) =« € R\Q. Si los puntos criticos de f son no -
planos ( en particular si f es analitica real ), entonces f es conjugada a R,.

2.3.3 Volvamos ahora al estudio de la familia { g. : ST — S? : 0 < ¢ < ¢ }-
Estudiemos propiedades de monotonicidad con ¢ de los respectivos levantamientos.
Sabemos que g, : S' — S!' es un homeomorfismo que preserva orientacién. De
acuerdo a lo anterior. un levantamiento de §.., G.: R — R es un homeomorfismo
estrictamente creciente tal que Gz + 1) = G (z)+1 V z € R. Por definicién.
G.(e¥%) = €¥7%:(®) ¥ z € R. Como los puntos criticos de §. son {—i,i} se tiene
que GL(3/44+m)=G(1/4+m)=0 VmeZ y G.(z)>0 para todo otro punto
z. Como §.(—1) =1, G.3/4) =1/4+ m paraalgin m € Z. Tomando m =1
obtenemos G.(3/4) = 5/4. De ahora en adelante, G, denotara el levantamiento de
g. tal que G.(3/4) =5/4.

Notamos que 0 < ¢ <c; = g,(7) < g,(z) Ve e R\ {0} v ¢.(0)=x Ve
Luegosi 0 < ¢; < ¢; entonces G, (z) < G,(z) Yz eR\ {3/4+m :meZ}. v
G(3/4) = 5/4 ¥V c. De lo anterior deducimos quesi 0 <¢; <ec; v n €N, n> 2.
entonces :

G: (z) < GL(x) paratodo z€R. . . . . (1)

En particular:
0<ea < = p(Gy) € p(Gy,).

De ahora en adelante, denotaremos p(G.) por p(c).

2.3.4 En este apartado, nos dedicamos a probar la siguiente:

Proposicién El conjunto de pardmetros { ¢ €]0,¢c0 [ : p(c) esirracional } tiene
interior vacio.

Dem Por la continuidad de ¢+ p(c) en ]0,¢ [ (ver [MS] pp. 33) basta probar
que el conjunto p~'(a)={c€]0,¢ [: p(c) =a } tiene interior vacio ¥V o € R\Q.



Supongamos por absurdo que existe a € R\Q e I C] 0,¢ [ intervalo abierto tal que
p(c) = a Vce I. Porlovisto en 2.3.2, §.: S' — S' no tiene puntos periédicos.
Lo mismo ocurre con ¢, : R — R. Escojamos dos pardmetros ¢; < ¢; cualesquiera
en [.

Afirmacién: VneWN, gl (c)gn(c2) > 0.

En efecto: recordemos que para todo ¢ la érbita positiva del punto critico 0 es:
ge: 0 oo cglc)— ... ... g E) T L cazaseyws
Como g.: R — R no tiene puntos periédicos entonces ¢7(c) # 0,00 Vn € N
y V¢ € 1. Supongamos que existe n € N tal que g7 (c1)-g% (c2) < 0. Entonces
go(c1) <0 < g% (c2) (0 al revés ). Por la continuidad de ¢+ g7(c) se obtiene que
Jdé€]a,c | tal que ¢2(é) =0 Es decir 0 es punto periddico de gz, lo cual es
una contradiccion.

Observemos que si z; < 2, y Z;-T, > 0 entonces g, (z2)—9g.(z1) > ¢2—¢;. Como
€; < ¢y y ¢ ¢ >0 seobtiene que g, (c2) — 9o (1) > 2 —c1(>0). Deestoydela
afirmacioén anterior se obtiene que:

gu(e)—gila)>c—-—a VrneN. . . .. (2

Como cada ¢, : S? — S! es analitica real, por el Teorema de Yoccoz enunciado en
2.3.2, se deduce que g§. es conjugada a la rotacion irracional R,. De donde la érbita
positiva del punto critico —i, {g."(—7)}nyo es densa en S' y a su vez la drbita
positiva del punto critico 0, {g?(0)}.>0 es densaen R. En particular existe m € N
tal que —(c; —¢1)/2 < gli(e1) < 0. Por (2) se obtiene que g¢7i(c;) < 0 < gZ(ca)
lo cual nos lleva a una contradiccion tal como antes. Asi, se ha probado la Proposicién.

Observaciéon A continuacion probaremos la proposicion anterior sin usar el Teo-
rema de Yoccoz. De hecho veremos que la Proposicién no depende de que las g. no
tengan intervalos errantes.

En efecto: supongamos que tenemos probado hasta la desigualdad (2). y escojamos
un parametro cualquiera ¢ € I. Si g. no tuviera intervalos errantes yva probamos
la proposicién. Si g, : ST — S tiene intervalos errantes entonces afirmamos que
el punto critico —i no pertenece al interior de algun intervalo errante. Efectiva-
mente, si —: perteneciera al interior de un intervalo errante [ entonces el otro
punto critico ¢ = §.(—1) pertenece al interior del intervalo errante g.(/). En esta
situacién podemos perturbar ¢, en los intervalos I y g§.(/) (esto se puede hacer
en el levantamiento (7., sumandole en los respectivos intervalos funciones “cototo”
apropiadas) de tal forma que la funcion resultante sea un difeomorfismo de clase
C?, que preserva orientacién, sin puntos periédicos , y tal que la nueva funcién siga
teniendo a [ como intervalo errante. Esto contradice el Teorema de Denjoy. Asi
se ha probado que el punto critico —: no pertenece al interior de ningun intervalo
errante.

Si —1 no esta en el interior de ningin intervalo errante entonces podemos probar:
Afirmacién: —i € w(—1) donde w(p):={y € S':3(n;) > 0o con ¢."(p) —y }
es el w—limite del punto p. Es decir —2 es acumulado por su propia 6rbita positiva.

46



En efecto, sabemos que w(—i) es no - vacio, cerrado y completamente invariante. Si
—i € S'\ w(—1) entonces llamando [ a la componente conexa de S'\ w(—i) que
contiene a —i ( I es abierto ), se tendria que los intervalos I,g.(I), .... 4. (1), ....
son disjuntos dos a dos (ya que si no, §.F(I) = g.**7(I) para algiin k,j y luego
G (gH(I)) = g*(I), de donde g, tendria un punto fijo, es decir periédico para g,
lo que contradice el hecho que p(c) € R\Q). Silos ¢."(I) (n € N) son disjuntos
dos a dos, ellos son errantes, con —t en el interior de [, lo que se probd que no es
posible. Por lo tanto, —2 € w(—2).

Luego, 3(n;) — oo tal que §."(—i) — —i, olo que es equivalente, g:’(0) — 0. Con-
cluimos que existe una subsucesién de {gz’(0)},, que convergea 0 por la izquierda
o por la derecha. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que converge por la
izquierda. Tomando entonces como ¢; a ¢ y como c¢; a cualquier parametro de [
mayor que ¢, concluimos que existe m € N tal que —(c; —¢;)/2 < gli(e;) <0 ¥
al igual que antes se obtiene contradiccion.

2.3.5 Ahora se probara la Conjetura HDF,;R para el caso d impar. En primer
lugar, recordémosla:

Conjetura HDF;R { w € R: f,, tiene un punto periédico atractor } es denso en
R.

Por lo visto anteriormente, es claro que debemos probar lo siguiente:
Teorema { ¢ €] 0,¢cq [: g. tiene un punto periddico atractor } ¢s denso en ] 0.¢g [.

Dem Por lo visto en 2.3.4, basta con probar que si p(¢;) = p/q entonces Ve > 0. ¢
con |c—¢| < e tal que p(c) = p/q v una drbita de periodo ¢ de g, es atractora.
Supongamos entonces que p(¢;) = p/qg y sea € > 0. Luego 3 zo € R tal que
G (z9) = zo + p. Supongamos que zg no es atractor. Es decir supongamos que
(G4 )(z0) = 1 (recordar que GI es estrictamente creciente ).

51 (G)'(zo) > 1 (es decir zo es repulsor) entonces el grafico de G? debe
atravesar de abajo hacia arriba a larecta y =z +p en z =1z. Como G (r+1) =
G’gl(:f) +1, YV € R entonces lo mismo debe ocurriren = = x5+ 1. Por la analiti-
cidad de G? necesariamente en al menos un punto z; €] zg.zq+ 1 [ el gréfico
de G? debe atravesar a la recta y = = + p de arriba hacia abajo con derivada
(GZ)(x1) € [0,1]. La situacién grafica es como se muestra en la figura ( la analiti-
cidad de G? implica que ésta corta en finitos puntos a la recta y =z + p, v que
tiene finitos cambios de concavidad en [zg,zo + 1].)
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Si (G2)(z1) <1 entonces el mismo g, tiene una érbita de periodo ¢ atractora.
Si (GE)(z1) =1 por la continuidad de ¢ +— G? se tiene que para todo ¢ sufi-
cientemente cercano a ¢;, el grafico de G¢ sigue atravesando de arriba hacia abajo
( v por lo tanto con derivada € [0,1] ) a la recta y = r+ p en un punto vecino
a z;. Como el conjunto de parametros ¢ donde se produce un punto periddico
con multiplicador 1 es a lo sumo numerable ( ver 1.6 ). concluimos que 3 ¢ con
|c — el < ¢ tal que p(c) =p/q vy la orbita de periodo ¢ de §. es atractora.

Si (G%,)(zo) = 1. entonces tenemos cuatro posibilidades para el grifico de G con
respecto a la recta y = z + p en una vecindad de zg:

s

Caso 1. Caso 2.
Caso 3. Caso 4.



Los casos 3 y 4 son andlogos a la situacién anterior.
Por (1) ( ver 2.3.3 ) se tiene:
2 < ¢ <c3 = GL(z0) < GI(z0) < G:(z0). (g=>2)
Por la continuidad de ¢+ G? y por la enumerabilidad del conjunto de parametros
- donde se producen puntos periédicos con multiplicador 1, se deduce que en los Casos

ly2existe ¢ con |c—c¢| <e tal que p(c) =p/q y hay una orbita de periodo ¢
de ¢, atractora.

Asi, se ha probado la Conjetura HDF;R para el caso en que el grado d es im-
par.

2.3.6 La funcién nimero de rotacién ¢ p(c) es continua, creciente (no estric-
tamente), localmente constante en cada valor racional y no localmente constante en
cada valor irracional.

Para terminar mostramos el grafico de la funciéon nimero de rotacién ¢ — p(c)
para d = 3.

1.0 —
.‘f.
'
.5 g
¢.3 1.8

Gréfico de ¢ — p(c) para d=3.

Este tipo de grafico recibe el nombre de escalera del diablo.

Nota: El grafico de arriba fué facilitado por el Profesor Jaime Roessler.
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APENDICE

The rational maps z +— 1+ 1/w2z® have no
Herman rings

Rodrigo Bamadn® and Juan Bobenrieth

Abstract

We prove that for every d € N, d > 2, the rational maps in the family
{z— 14 1/wz?: w & C\{0]} have no llerman rings. Iromn this we con-
clude a dynamical characterization for the parameters in the Mandelbrot
set of these [amilies. [Furtiier, we show Lhal hyperbolic inaps are dense in
this family if and only if the sel of paramecters for which the Julia set is
the whole sphere has no interior.

1 Introduction

It is well known that the dynamics of a rational map R(z) = P’(2)/Q(z) is very
much influenced by the forward orbits of its critical points. Natural fminilies of
rational maps are defined by imposing conditions on these forward orbits. For
example the polynomial maps are the rational maps that have a fixed critical
point of maximal degree.

For quadratic rational maps, J.Milnor [M]| suggested Lo consider, among
others, the [amily of those maps that takes one critical point to the other. In
appropriate coordinates these maps take the form z — 14 1/wz?.

Before the work of Milnor, the family = {z— 1 + 1/wz?: w e C\ {0}}
was considered by M.Lyubich |L]. lie asked whether the maps in this lamily have
Herman rings. M.Shishikura [Shi, using quasi-conformnal surgery techniques,
proved that the quadratic rational maps have no llerman rings, thus solving
Lyubich's question in a particular case.

In this work we consider the families F4 = {z — 1 + 1/wz?: w € C\ {0}},
with d € IV,.d > 2. The family %4 is a normal form for the set of rational maps
of degree d which have exactly Lwo critical points, one of which maps onto the
other under one iteration.

Although Shishikura’s analytical methods might also imply that the rational
maps in these families have no llerman rings, we have stablished this result
through purely topological methods. Our main result is:

Theorem 1 The rafional maps in the family 74 have no Herman rings.

*Partially supported by Fondecyt, Proyecto 1060848
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 583F23, 30D05.
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The Mandelbrot set of a family of rational maps { ..}, M({/..}), is deflined
as the closure of the sel {w: J(f..)is connected}. Here J(f,,) denotes the Julia

set of f.
In [Y], Y.Yongcheng uses Shishikura's result to characterize dynamically the

set of quadratic rational maps with connected Julia sct.
From Theorem 1 we derive the following characterization theorem:

Theorem 2 The sct AM(F,) is equal to the set { w: f,, has no alfracting fired
point}. Further, M(Fy) is connecled, ils boundary is a reqular analytic curve
ezcept for one singular point, namely the unique parameler in M(73)} where the
Julia set is disconnecicd.

In this Theorem, and in what follows, f,,(z) denotes 1 + 1/wz?.

We prove Theorem 1 in Section 2, while Theorem 2 is proved in Section 3.
In Section 3 alsa we point out the {act that Theorem 1 allows us to reduce the
HD-conjecture: {w: f, is hyperbolic } is dense in C,
to the lollowing one:
Conjecture: {w:.J(f.) = C} has empty interior.

2 Proof of Theorem 1

Assume that for some w € C\ {0}, f.(2) =1 + 1/wz? has a periodic cyele of
Herman rings {fg, /Ty, -, Hn_1}. Let G C g be an fT-invariant analytic
Jordan curve and define ¢; = fI(Cy), 7=1,--+,m — 1. Let i be the d—th root
ol unity ¢277/4,

For a Jordan curve € in C denole by [{C) the bounded component of C\C
and by £(C) the unbounded component. Call them respectively the interior
and the exterior of C.

No C; passes through the critical values 1 and co because Lhe boundary
of a Ilerman ring is contained in the closure of the forward orbit of the eriti-
cal sct. {0, 00}. Since cach ; is mapped injectively onto Cj4y and both crit-
ical points are of maximal degree, we have that for every j = 0,---,m —
I, f51(C,41) (mod m) is the disjoint union of the sets u"Cj,k =0,1,---,d—1.

We have that 0 € £(C;) Vi =1,---,m — 1. In fact, il 0 € J(C;) for some j,
then vC; N5 # B which contradicts the disjointness of the union UF=§~ /¢ .

It. then follows that for every j, 0 € E(l/”(fj) Wk =0,---,d-1. Also /*C; C
E(/C;) for k # 1. Since 0 is mapped to oo wilth multiplicity d we conclude
that

Jo 1 ZATTE(VRC;) U {00} — E(Cj41) U {00}
is a d-ramified covering. llence, f,, maps bijectively cach l(l/ij), k=0,1,---,d-
1, onto /{Cj ).
In particular, for cvery j = 0,---,m — 1, f,(J{(C;)) = 1{C;21) (mod m).

Therclore: )
Uner S2(T{Co)) = UlZg' ™1 1(C5).

Then, by Montel's Theorem, /(Cy) belongs to the Fatou set of f,.. DBut this
is impossible because Cp is an fT-invariant Jordan curve of a cvcle of lerman

rings.



3 Proof of Theorem 2

For rational maps, the Julia set is connected if and only if every component of
the Fatou set is simply conncctedl. We would like then to obtain a dynamical
characterizalion for the parameters in the set { w : every component of F(f,)
is siinply connected }.

From Theorem 1, and the classification of the periodic Fatou components,
it follows that every periodic component ol F(f_) is either attractive, parabolic
or Siegel disk. Furthermore, by Sullivan's No-Wandering Domains theorem [Su]
every component of the Fatou set (/) is eventually periodic.

Since, for every w, f,, has essentially one forward orbit of critical points,
there cannot exists two or more cycles of periodic components of F(f_) unless
all of them are Siegel disks.

In this last case (that is, existence of several cycles of Sicgel disks), the critical
points lie in the Julia set. By the Riemann-Hurwitz formula we conclude that
every component of F(f,) is simply connected. )

Assume now that f_ has a unique cycle of Fatou components which is of
attractive type. This cycle contains at least one critical point. Since f_ has
exaclly two critical points and takes one to the other, both critical points are
contained in this cycle.

Il the period of the attractive cycle is one (i.c. the cycle is composed of
just onc fixed attractive component), then the two critical points belong to
the corresponding component. By the Riemann-Hurwitz relation we conclude
that the Euler characteristic of this component is —oo and so it has multiple
connectivity. Further, the Fatou set coincides with this attractive component.

I the period of the attractive cycle is greater than one then the two critical
points lie in dilferent components of the cycle. By standard arguments (using
the Riemann-Hurwitz relation) one can prove that the Culer characteristic of
every componenl of F(f,) is one. Thus they are all simply connected.

Finally, il f, has a unique cycle of Falou components which is of parabolic
tvpe, then by exactly the same arguments as before we conclude that every
component of F(f.) is simply connected, unless F(f,) consists of a unique
fixed parabolic component, in which case x(F(/f,)) = —oo.

A fixed attractive component has a corresponding attraclive fixed point.
Associated to a fixed parabolic component we have a fixed point with derivative
equal to one (i.e. a multiple parabolic [ixed point). For our family Fy the second
derivative of a multiple parabolic fixed point is non-zero.

So J(f.) is connected if and only il f_ has neither an attractive fixed point
nor a multiple parabolic fixed point. The parameter wp = —d{1 + 1/d)?*+! is
the unique one where f_ has a muliiple parabolic fixed point. The analytic
curve {w(u) = du~!(l —u/d)?*' :u € S' } in the w - plane is the set of
parameters where f,, has a neutral fixed point. In fact this is a Jordan curve
since w(z9t!) = ¢(z)4*! where ¢c: S' — C, ¢(z) = “Vdz~'(1 - :z¥*1/d), is a
one to one map. The parameter wy is the unique singular point in this curve.
Further, this Jordan curve separates the w- plane in two components. The
unbounded component coincides with the scL of parameters where f,, has an
attractive fixed point.

Putting all this together gives Theorcin 2.



We now proceed Lo point out an equivalent statement for the HD-conjecture
that follows {rom Theorem 1.
The w plane is a disjoint union of the sets:

H = { w: f_ has an attracting periodic point }

N = { w: [, has a neutral periodic point }

R = { w: every periodic point of f is repelling }

Since the two critical points of f_ has the same forward orbit, f., is hyperbolic
if and only if w € H.

The set of parameters for which J(f_) = C is contained in N UTR. So, il
the HD-conjecture for Fy is true, then the set. { w: J(f,) = C } has an empty
interior.

Reciprocally, for parameters in H, [, is J-stable, while for parameters in
N, f. is J-unstable (see [MSS]). By Theorem 1 and the classification of Fatou
components, R is contained in { w: J(f,) =C }. Nowif {w:J(f,) = C } has
an empty interior, Lthen it is contained in the J-unstable parameters. We then
conclude that, in this case, H coincides with the set of J-stable parameters.

Since by [MSS] we know in addition that the sct of J-stable paramelers is
dense in C we conclude that if { w: J(f.) = C } has an empty interior, then
the [1D-conjecture for F4 holds.
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