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Resumen

En este trabajo se estudia la estructura de algebras conmutativas de di-
mensién finita sobre cuerpos con mds de cuatro elementos, que satisfacen la
ecuacion:

Bl((zz)y)z — ((zy)z)z) +v(((zz)7)y — ((zy)z)z)

donde 8 y <y son dos escalares no ambos nulos.

Demostramos identidades y resultados basicos en este tipo de algebras
que se refieren a existencia de formas trazas, elementos idempotentes y el-
emento unidad. Encontramos condiciones bajo las cuales demostramos que
nildlgebras en esta clase son nilpotentes. Por ultimo demostramos que bajo
ciertas condiciones razonables existe en estas dlgebras una descomposicidén
de Wedderburn. Para ello trabajamos con la descomposicién de Peirce de
algebras en esta clase.
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Abstract

In this work we study the structure of commutative finite dimensional
algebras over fields with more than four elements which satisfy the equation:

B((zz)y)z — ((zy)z)z) + v(((zz)2)y — ((2y)2)z)

where [ and «y are two scalars not both zero.

We prove some identities and we give some basics results for these kind
of algebras related with the existence of trace forms, idempotent and unity
elements. We find some conditions under which we prove that every nilalgebra
in this class is nilpotent. Finally we prove, under some reasonable conditions,
that these algebras posses a Wedderburn decomposition. With this aim we
deal with the Peirce decomposition of this kind of algebras.
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Introduccién

El segundo semestre del afio 2002 1a profesora Alicia Labra Jeldres dicté un
curso sobre dlgebras no asociativas para alumnos tanto de pregrado como de
postgrado. Dicho curso se basd principalmente en el libro An introduction
to nonassociative algebras de R. D. Schafer [20] el cual muestra algunos re-
sultados importantes de la teoria general de 4lgebras no asociativas, pero
se centra en las llamadas adlgebras alternativas y dlgebras de Jordan. Otros
libros usados como apoyo fueron Rings that are nearly associative de Zhevla-
kov, Shestakov, Slinko y Shirshov [23], y Variety of dlgebras de J.M. Osborn
[16], el cual me parecié particularmente interesante. Al final de aquel semestre
decid{ realizar mi tesis de doctorado en dicho tema. .

El presente trabajo se ocupa de las dlgebras Casi-Jordan generalizadas.
Dichas dlgebras satisfacen una identidad polinomial perteneciente a una fa-
milia parametrizada por un par de escalares (3,+). Las dlgebras de Jordan
satisfacen una de estas identidades por lo que son un caso particular de este
tipo de élgebras.

En el capitulo uno entregamos una resena histérica que permite entender
la aparicién de las dlgebras Casi-Jordan generalizadas. Vemos nociones basi-
cas de la teoria de dlgebras no asociativas, estudiamos identidades polinomia-
les y el proceso de linealizacién, damos una lista de las principales variedades
de élgebras y presentamos resultados sobre la existencia de formas trazas.
Damos ademads resultados conocidos acerca de solubilidad y nilpotencia de
algebras.

En el segundo capitulo definimos las dlgebras Casi-Jordan generalizadas,
damos una serie de ejemplos de dichas dlgebras y estudiamos algunas carac-
teristicas de cada uno de ellos. Luego demostramos algunas identidades y
probamos que si un algebra A posee un neutro multiplicativo y pertenece a
una variedad contenida en la clase de las dlgebras Casi-Jordan generalizadas
distinta de la variedad de las dlgebras Casi-Jordan, entonces es asociativa.
Finamente definimos una forma bilineal y demostramos que es una traza en
A para toda A4 es esta clase de dlgebras.

El tercer capitulo trata del problema de la nilpotencia en un dlgebra
Casi-Jordan generalizada A. Probamos que si A admite una forma traza no
degenerada, entonces .4 es de Jordan. Demostramos también que si A es de
dimensién finita y soluble, entonces es nilpotente. Ademds encontramos tres
condiciones tales que cada una de ellas implica que si A es una nildlgebra
derecha de dimensidén finita, entonces A es nilpotente.



Las condiciones son:

1. La dimensién de 4 es menor o igual que cinco y su nilindice es a lo
més cuatro.

2. Toda subdlgebra de A admite una forma traza no nula.

3. A satisface la igualdad.
(zz,y,2)(aa,b, a)
para todo z,y,a,b € A.

En el capitulo cuatro estudiamos la existencia de una descomposicién de
Wedderburn respecto del radical soluble R. Encontramos la descomposicién
de Peirce de las dlgebras Casi-Jordan generalizadas y demostramos la exis-
tencia de una descomposicién de Wedderburn. La demostracién requiere la
existencia de idempotentes no nulos en todo ideal de .4 no contenido en el
radical R y que el dlgebra cociente .A/R sea separable.

El capitulo cinco resume las preguntas que quedaron abiertas, ya sea por
que no fueron contestadas por el presente trabajo, o por que surgieron a
partir de éste.

Finalmente damos una bibliografia citando tanto los libros, articulos y
trabajos consultados para la elaboracién de esta tesis, como otros fundamen-
tales para el estudio de algebras no asociativas.



Capitulo 1

Preliminares

el Historia

Hasta medidados del siglo XIX el estudio de dlgebras se limitaba a pro-
ductos que cumplieran la ley asociativa es decir (ab)e = a(be) y que pose-
yeran un neutro multiplicativo. Esto cambia en 1845 cuando el matemético
britdnico A. Cayley construye el dlgebra de octoniones, dlgebra de dimensién
8 sobre R que resultd no ser asociativa. Afios mds tarde el noruego Sophus
Lie, trabajando en ecuaciones diferenciales, cred las llamadas dlgebras de Lie
las cuales ademds de no ser necesariamente asociativas satisfacen la relacién
z? = 0 para todo elemento z, por lo que no poseen un neutro.

En 1934 el fisico aleméan J.P. Jordan, intentando dotar la mecénica cudnti-
ca de formalismos matemaéticos, definié un tipo de 4lgebras conmutativas
pero no asociativas, que satisfacen la identidad polinomial de grado cuatro
(¢y)z = z%(yx). Las dlgebras de ese tipo se comenzaron a llamar dlgebras de
Jordan y desde entonces fueron estudiadas por gran cantidad de matemadticos.
De ellos es importante destacar el trabajo de Albert quien formuld numerosos
teoremas respecto de la estructura de dlgebras de Jordan.

Tomando en cuenta todas estas construcciones se hizo necesaria una teoria
general de dlgebras no asociativas. Con el objetivo de clasificar las dlgebras no
asociativas Osborn [14, 15] demostré que dada un dlgebra conmutativa con
unidad (neutro multiplicativo) sobre un cuerpo de caracteristica distinta de
2 o 3; si satisface una identidad de grado menor o igual a cuatro no implicada
por la ley conmutativa, entonces satisface una de las siguientes identidades:

1. {(aa)a)a — (aa)(aa) =0



2. 3((aa)b)a — ({aa)a)b — 2((ab)a)a =0
3. 2((bb)a)a — 2((ba)b)a — 2((ab)a)b + 2((aa)b)b — (aa)(bb) + (ab)(ab) = 0.

En 1988 este resultado fue generalizado por Carini, Hentzel y Piacentini-
Cattaneo en [2]. Ellos demostraron que toda élgebra conmutativa (no nece-
sariamente con unidad) sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 o 3;
si satisface una identidad de grado menor o igual a cuatro no implicada por
la ley conmutativa, entonces satisface una identidad perteneciente a una de
las siguientes familias:

1. B((aa)a)a +~(aa)(aa) =0

2. f(((aa)b)a — ((ab)a)a) + v(((aa)a)b — ((ab)a)a) = 0

3. y(((bb)a)a—((ba)b)a—((ab)a)b+((aa)b)b)+25((ad)(ab) — (aa)(bb)) = O
4. ((ab)c)d — ((ab)d)c + ((bd)a)c — ((bd)c)a + ((be)d)a — ((be)a)d = O

donde 3 y 7 son elementos fijos, no ambos nulos, del cuerpo. Con el objeto
de estudiar la estructura de cualquier digebra conmutativa que satisfaga una
identidad polonomial de grado menor o igual a cuatro, el presente trabajo
estudia la estructura de las dlgebras que satisfacen las identidades pertene-
cientes a la segunda de esas familias.

1.2. Conceptos generales acerca de algebras

1.2.1. Notacién y definiciones bésicas

Definicién 1. Llamamos dlgebra a un par (A, P) donde .4 es un espacio
vectorial sobre un cuerpo F y P es una funcién bilineal de A4 x A en A.
Como es costumbre llamaremos A a esta dlgebra (A, P).

Acerca de la notacién: Para denotar conjuntos usaremos letras maytis-
culas en negritas X, Y, sin embargo para estructuras algebraicas como espa-
cios vectoriales y adlgebras usaremos letras caligraficas A, V, R, Z, etc. Hare-
mos una escepcion en el caso del cuerpo de escalares para el cual usaremos
negritas de pizarra F,RR, C. Para elementos de un 4lgebra se usaran letras
minisculas como z,¥, z,a,b, ¢, pero para escalares usaremos letras griegas



a, 3, p, con el objeto de diferenciarlos de los elementos de un dlgebra. Para.
cla&es y variedades usaremos letras géticas Com, U, Ass. En el caso de las
funciones usaremos por lo general letras maytsculas F, G, H, salvo si perte-
necen a un algebra de polinomios, en cuyoe caso usaremos letras mintsculas
f.g.h. Se utilizard siempre la yuxtaposicién para denotar el producto de
dos elementos, es decir zy = P(z,y). Sea usard el simbolo - para separar
los productos, teniendo preferencia la yuxtaposicién por sobre -, por ejemplo
ab-c = P(P{a,b),c) y a-bc = P(a, P(b,c)). En caso de haber mds de dos
producto se usardn paréntesis para separar, por ejemplo (ab)(cd) - e significa
P(P(P(a,b), P(c,d}), e). Sin embargo, cuando sea posible, para ahorrar nota-
cidn, se escribird sin paréntesis. En este caso se debe entender que los produc-
tos se toman de izquierda a derecha. Asi abed = {ab)c-d = P(P(P(a b),c),d).

Finalmente si definimos z™ de forma inductiva ! = z y 2™ = 2"z, para to-
don > 1 entonces smmpre tIene preferencia la potencia ante otro producto,

asl %5 = (gn){ax) vy 2t =2Prn = (2x)x 2.

Si S es un subconjunto de A llamaremos [S] al espacio vectorial generado
por S y < S > a la subdlgebra generada por 8. Si § y 7 son dos subespacios
de A llamaremos 87 a [87], es decir al subespacio st | s € S,t € T]asi A =
AA es el espacio vectorial generado por los productos de dos elementos de
A. Diremos que un subconjunto Z de A es un ideal de A si T es un ideal
bilateral de A, es decir si 7 es un subespaciode Atalque AZCITyZIACT.
Es inmediato que .A® es un ideal de A.

Diremos que un dlgebra A es conmutativa si se cumple que zy = yz para
todo z,y € A, y diremos que A es asociativa si se satisface que (zy)z = z(yz)
para todo z,y, z en A.

Es conveniente definir ciertas funciones ttiles en el estudio de dlgebras: La
funcién asociador (,, )} de Ax Ax A en A definida por: {g, b, ¢) = (ab)c—a(bc),
la funcidén conmutador [,] de A x A en A definida por: [a,b] = ab — ba, la
funcién producto simétrico *» de A x A en A definida por: a % b =1 (ab+ba),
cuando la caracteristica de IF no es 2 y por: a x b = (ab + ba), en el caso
contrario. Es importante recalcar que tanto el conmutador, como el producto
simétrico son nuevamente productos en A. Otra observacién importante es
que la funcién asociador serd nula si y sdlo si el dlgebra es asociativa y la
funcién conmutador serd nula si y sélo si el dlgebra es conmutativa.

Un concepto fundamental en el estudio de las dlgebras es el operador de
multiplicacién. Dado un elemento a de un 4lgebra A definimos el operador de
multiplicacion a lo derecha por a como la funcién lineal R, de A en A tal que
R.{z) = za para todo z € A y definimos el operador de multiplicacién a la
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izquierda por a como la funcidn lineal L, de A en A tal que L () = az para
todo z € A. Es obvio que si A es conmutativa R, =L, ¥V a € .4. Como el
conjunto de operadores lineales de .4 en A forma un 4lgebra asociativa con la
suma y composicién de funciones, definimos el digebra de multiplicacidn de
A como M(A) =< R,, L, | a € A >. Dada una subalgebra B de A podemos
definir B* =< Ry, Ly, € M(A) | b € B >, es claro que A* = M(A) pero
B* # M(B) pues los elementos de B* son funciones de A en A y no de B en
B.

Respecto de la notacién, en el caso de operadores omitiremos el sfmbolo
o, 0 sea escribiremos GF' en lugar de G o F'. También es necesario notar que
escribimos las composiciones de funciones de derecha a izquierda. Es decir
GF(z) = G o F(z) = G(F(z)), debido a ello debemos advertir que al es-
cribir las expresiones algebraicas en término de operadores de multiplicacién
es posible que el orden se invierta. Por ejemplo R Ry(z) = R, o Ry(z) =
R.(Ry(z)) = (zb)a = zba y LyLy(x) = Lo(Ly(z)) = a(bz) # abz.

Si A es una [F-dlgebra y E es una extensién del cuerpo de escalares F
es posible definir una nueva dlgebra Ag tal que Ag es una E-dlgebra. Esto
se logra tomando A y E como F-espacios vectoriales y construyendo A =
E ®r A y definiendo la multiplicacién por escalares de la forma

a(f®z)=(af) @z

y el producto
(@a®z)(B®y) = (ab)® (zy)

para todo o, 5 € E y todo z,y € A.

1.2.2. Identidades y linealizaciones

Sea X = {z1,Z2,...,Zp,...} un conjunto numerable de simbolos. Defini-
mos una palabra como una sucesién finita de stmbolos en XU{(, )}. Definimos
el subconjunto {X} del conjunto de palabras en X de la siguiente forma:

1. Siz € X entonces z € {X}

2. Sia,b e X entonces ab € {X}.

3. Siae {X}\X'ybe X, entonces (a)b € {X} y bla) € {X}.
4. Sia,be {X}\ X entonces (a)(b) € {X}.
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5. a € {X} si y sélo si se obtiene a partir de elementos de X por medio
de una sucesion finita de los pasos uno a cuatro.

Como ejemplo podemos ver que las palabras:
1, 1%z, (Tiz2)zs, @{Texs), ((mize)zs)zs v (2122)(T324)
estdn en {X}. Sin embargo las palabras:
T1T2T3, T1T2Z3Ta,  (T122)T3Ta, y  (@1)(z2)

no lo estan.

En este conjunto la funcién de {X} x {X} en {X} definida por:

ab sl a,beX

()b 3 e{X}\X,beX
(a,b}—+{ o) 5  acXbe(X}\X

(a)(b) si ae{X}\X,be {X}\X

constituye una operacién no asociativa en {X}. Si dado un cuerpo F definimos
F{X} como el espacio vectorial libre sobre F con base {X} y extendemos
la operacién de {X} a F{X} por bilinealidad, obtenemos que F{X} es un
algebra no ascciativa llamada el dlgebra libre sobre F con base X.

Esta algebra tiene la siguiente propiedad con respecto a X:

Sea A un dlgebra sobre F y sea F una funcién cualquiera de X en A.
Entonces £ se llama una evaluacidn en A y existe un unico homomorfismo
de dlgebras £ de F{X} en A tal que E(a) = E(a) para todo a € X.

Llamaremos identidad polinomial (o simplemente identidad) a un elemen-
to f de F{X}. Diremos que A satisface f si E(f) = 0 para toda evaluacién
Een A

Una identidad f se dice un monomio si f = agdonde x € F, a # 0y
g € {X}. Es inmediato de la definicién de F{X} que toda identidad es una
suma finita de monomios. Dado un simbolo a y un monomio f llamaremos
el grado de a en f al nimero de veces que « aparece en f, por ejemplo el
grado de z; en ((z121)z2)2; es 3 y el grado de z; en xox3 es 0. Es inmediato
también que dado un monomio f existe una cantidad finita de simbolos a

tales que el grado de a en f no es cero. Por ello la notacién f = f(zy,..., k)
significa que & es el mayor indice tal que el grado de zj en f es estrictamente
positivo. Sea f = f(z1,...,zx) un monomio, sea Y = {y € {z;}X, | grado

9



deyen f>0}.81Y = {'yi}fﬂcon j < k, enumerados de tal forma que si n;
es el grado de y; en f entonces ny > ng > ... > n;. Entonces diremos que f
es de tipo [n] , M2, ...,n;]. Definiremos también el grado de f como el nimero
a(f) = g:l . .

Dada una identidad f = g;+. ..+ g, donde los g; son monomios, definimos
el grado de f como O(f) = méx;{9(g;)}. Por tltimo si f es una identidad,
entonces f se dice homogénea si f = g, +. ..+ gx, donde los g; son monomios
del mismo tipo. En este caso llama el tipo de f al tipo de cada g; y es claro
que 9(f) = 9(g;) para todo i.

Si f e F{X}, f= f(zy,...,2x) v A es un élgebra identificaremos f con
la funcién de F de A x A x ... x A, k veces en A, dada por F(ay,...,a) =
By . .. (f) donde E., . o, es una evaluacién que envia el simbolo z; en el
elemento a; de A. Es inmediato que A satisface f si y sélo si la funcién F es
nula, por ello a menudo escribiremos:

Flag, o vos By =0, ¥ Byes <85 18 M

en lugar de A satisface f.

Dada un algebra A y una funcién lineal D : A — A diremos que que D
es una derivacion si para todo z,y € A se cumple D(zy) = D(z)y + zD(y).
Otra propiedad de F{X} es que dada una evaluacién £ : X — F{X} existe
una tnica derivacién Dg : F{X} — F{X} tal que Dg(z) = E(z) para todo
z € X, ala que llamaremos la derivacién generada por £. Dados un elemento
g de F{X}, un simbolo y € X definimos la funcién &, 4y de X en F{X} tal que
8ty0)(¥) = g ¥ dy,0)(2) = 081 z # y. Como by,q) €s una evaluacién en F{X}
definimos el operador Dy, g : F{X} — F{X} como la derivacién generada
por &) Notese que para aplicar el operador Dy, 4 en algin f € {X}, se
toma la suma de todas las palabras obtenidas reemplazando una vez y por g
en f.

[lustramos mejor esto en el siguiente ejemplo:
D) ((z2)y) = (Dzg)(x2))y + (22)( Dz gy (v)) =
(Dia,g)(22))y + (22)(8(2,0)(¥)) = (Dig) () )y + (22)0 =
(D($,g)($$))y = ((D(x,g) (I))Q: + I(D(z,g) (m)))y =
(8z.9 (@) + 2(8(0.0)(2)) )y = (g2)y + (z9)y

por lo que si
[ = (@121) %2,
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entonces

Dy 2e1422) (f) = (21 + z2)x1) 22 + (21 (221 + 22)) 20,

Sea f = f(xy,...2x) una identidad y sea y un sfmbolo tal que su grado
en f es cero. Diremos que g; = Dy, ,y(f) es una linealizacion simple de f con
respecto a x;. Dadas dos identidades f y g diremos que g es una linealizacidn
de f si se obtiene luego de aplicar una cantidad finita de linealizaciones
simples partiendo de f por ejemplo si

f(z1) = (z121)7)
y
g9((z1, T2, z3) = (T122) T3+ (Ta23) 1+ (2371 ) T2+ (221 ) T3+ {T3z2)T1 + (X1 23) T2
entonces g es una linealizacién de f pues:

g= D(xl,za)(D(Il,mz)(f))'

Si f y g son identidades y ¢ es una linealizacién de f tal que g es de tipo
1,1,...,1] entonces g se dice la linealizacién completade f.

Una observacién importante respecto de linealizaciones es la siguiente:
Sea f = f(zi1,...,%,) una identidad homogénea. Sea j un indice fijo tal
que 1 < j < n, sea k el grado de z; en f y sea £ un escalar no nulo.

Podemos definir la identidad g(y, z1, ..., z,) reemplazando z; por z; + ¢y es
decir: g{y, z1,...,Tq) = g(z1, ..., T;+€Y, ..., Z,)- Es sencillo ver que existen
polinomios homogéneos K, i = 1,...,k tales que g = Yr_&'K;. Se tiene

que Ki = Dz, .(f), es la linealizacién simple de f respecto a ;.

Observacién 1. El resultado m4ds importante respecto a linealizaciones se
puede encontrar en Zhevlakov et al. ([23] Cap. 1, §5 Teorema 7) y Osborn
([16] Cap. 1, §3 Teorema 3.6), v es el siguiente:

Teorema: Sea f una identidad homogénea en F{X}, donde F es un cuer-
po con mas elementos que el grado de f. Sea A un dlgebra y g una linealiza-
cion de f. Entonces si A satisface f, entonces A satisface g. Ademds si la
caracteristica del cuerpo es mayor que el grado de f y A satisface g, entonces
A satisface f.
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1.2.3. Variedades de algebras

Sea S C F{X}. La clase B(S) de todas las dlgebras que satisfacen todas
las identidades de S se llama la Variedad definida por S. Dada una clase ‘U
de dlgebras diremos que es una variedad si 0 = (S) para algin S C F{X}.

Mencionaremos las variedades més estudiadas en la teoria de dlgebras no
asociativas:

» El conjunto S = {zy—yz} , define la variedad U(S) = Com, de dlgebras
conmutativas.

» El conjunto S = {(zy)z — z(yz)} , define la variedad U(S) = Ass, de
algebras asociativas.

» El conjunto S = {z?, (zy)z+(y2)z+ (zz)y} , define la variedad B(S) =
£, de algebras de Lie.

» El conjunto S = {zy~yz, (z*y)z —z*(yz)} , define la variedad B(S) =
J, de dlgebras de Jordan.

= El conjunto S = {2y —z(zy), (yz)z —yz?} , define la variedad V(S) =
2Alt, de dlgebras alternativas.

» El conjunto S = {z**/ —z'z7 | i,j € N}, define la variedad B(S) = Ba,
de algebras potencia asociativas.

= El conjunto S = {(zy)z — z(yz)} , define la variedad U(S) = Fl, de
dlgebras flexibles.

Podemos dar relaciones entre estas variedades. Por ejemplo toda dlgebra
conmutativa y asociativa es de Jordan es decir Com N 2Ass C J. Es conocido
también que Ass, £, J y Alt estdn contenidas en Pa y que la variedad Fl
contiene a Com, Ass, At , J y L.

Un resultado importante ainque no tan sencillo de demostrar es que
si Car(F) es distinta de 2, 3 0 5y S = {zy — yz,z* — z%2z%}, entonces
B(S) = Pan Com (ver Schafer [20] Cap. 5 §1, pagina 130).

Como ejemplo demostraremos que sobre cuerpos de caracteristica distinta
de 2 0 3, AUl N Com C Ass, resultado que utilizaremos més adelante.

Lema 1. Sea A un dlgebra conmutativa y alternativa sobre un cuerpo F tal
que Car(F) # 2 o0 3. Entonces A es asociativa.
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Demostracién: Para toda adlgebra A todo trio de elementos a;, ap, as €
A satisface la ecuacion:

> sgn(o)(asq), Go(2) Gora) =

€Sy

(a1, @], as] + [[a2, a3, Jai] + [[as, a1}, a].

Es suficiente desarrollar cada lado de la igualdad y comprobar que los
doce sumandos que aparecen en el lado izquierdo de la igualdad coinciden
con los doce del lado derecho. Ahora bien si A es conmutativa el lado derecho
de la igualdad es cero y si A es alternativa entonces el asociador {,, ) es una
funcién alternante (ver Schafer [20] Cap. 3 §1, pdgina 27), por lo que:

6{a,,as,a3) = 0.

Luego como Car(IF) # 2 o 3, entonces (a1, az,a3) = 0 y A es asociativa.

Dada un 4lgebra A en una determinada clase podemos, cambiando el pro-
ducto definir una nueva dlgebra que pertenezca a otra variedad. Por ejemplo
si A es asociativa y definimos el conmutador como nuevo producto en A,
entonces obtenemos un algebra de Lie a la que llamamos .A~. Si en lugar de
eso tomamos el producto simétrico en como nuevo producto en A obtenemos
un algebra de Jordan a la que lamamos A*.

1.2.4. Algebras solubles, nilpotentes y nilalgebras

Definimos las potencias principales de un elemento z de un algebra A,
mediante la férmula z* = z, 2" = z"z para todo n € N. Diremos que =
es nilpotente a la derecha si existe un natural k tal que z* = 0. Llamaremos
indice de nilpotencia de z al menor natural k tal que z* = 0. Diremos que
un algebra A es una nildlgebra derecha si todo elemento de A es nilpotente a
la derecha. Si existe un natural k tal que z* = 0 para todo = € A, entonces
existe un menor natural m con esta propiedad al que llamamos el nilindice
de .A. Es sencillo verificar que si k es el indice de nilpotencia de un elemento
nilpotente a la derecha z entonces el conjunto {z,z?,...,z% '} es linealmente
independiente, por le cual, si A es una nilalgebra derecha de dimensién finita,
entonces el nilindice de A estd acotado por la dimensién de .A.

Dada un algebra .4 podemos definir diversas cadenas de subélgebras de
A ordenadas por inclusién. Definamos:

Al :A(]‘) —_—.A<1> =A
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y para todo n natural

An+1 - Z Ai.A‘j, A(nirl) s (A(n))2, A<n+1> = A< 4
i+j=n
Diremos que A es nilpotente si existe un indice k tal que A* = 0. Si para
algin indice & tenemos A® = 0 diremos que A es soluble y si para algin k
tenemos que A% = 0 diremos que A es nilpotente a la derecha.

Es inmediato de la definicién que para todo indice m, A<™> C A™ y
Al € A?" | Por ello tenemos que si A es nilpotente, entonces A es soluble
y nilpotente a la derecha. También es inmediato que z™ € 4™ para todo
m € N, por lo que si A es nilpotente a la derecha, es una nildlgebra derecha.

También es sencillo ver que si A es un dlgebra potencia asociativa y
soluble entonces es una nildlgebra.

Observacién 2. Damos aqui tres teoremas acerca de solubilidad y nilpoten-
cla que se usaran mas adelante.

El primer teorema es sumamente 1til para demostrar la solubilidad de un
algebra (Schafer [20] Cap. 2 §2 Proposicién 2.2).

Teorema A: Sea A dlgebra e T un ideal soluble de A tal que A/T es
soluble. Entonces A es soluble.

El segundo teorema dice que para ciertos casos el concepto de nilpotente
y nilpotente a la derecha son equivalentes y se puede encontrar en Zhevlakov
et al. ([23], Cap. 4 §1 Proposicién 1).

Teorema B: Sea A un dlgebra conmutativa o anticonmutativa Entonces
A" C A<*"> por lo que si A es nilpotente a la derecha es nilpotente.

Es cierto que para ciertas variedades de dlgebras, como 2ss, los conceptos
de algebra soluble, dlgebra nilpotente y nildlgebra coinciden (para dlgebras
dimensién finita), sin embargos existen variedades para las cuales esto no
ocurre. Por ejemplo en la variedad £ de algebras de Lie toda dlgebra es una
nilalgebra pero existen dlgebras de dimensién finita no solubles y existen
algebras de dimensién finita solubles que no son nilpotentes.

Un importante resultado de Albert es el siguiente:

Teorema C: (Albert) Sea A una nildlgebra de Jordan de dimensidn finita
sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Entonces A es nilpotente.

La demostracién de este teorema aparece en Schafer ([20] Cap. 2 §2 Teo-
rema 2.4), en ella se demuestra que bajo las condiciones dadas en el teorema,

14



si A es soluble, entonces A es nilpotente. Por lo tanto los tres conceptos
coinciden.

Por 1ltimo damos un resultado que relaciona la nilpotencia de un algebra,
A con la nilpotencia de su dlgebra de multiplicacién M(A) (ver Schafer [20]
Cap. 4 §1 Teorema 4.3).

Teorema D: Sea A digebra y sca B un ideal de A. Entonces B es nilpo-
tente si y sélo si lo subdlgebra B* de M(A) es nilpotente.

1.2.5. Formas trazas

Definicién 2. Sea A un algebra sobre un cuerpo Fysea7 : Ax 4 — F
una forma bilineal. Diremos que 7' es asociativa si para todo z,y,z en A se
cumple:

T, yz) =Ty, z).

Sea .4 un dlgebra, diremos que T es una fraza bilineal si T es una forma
bilineal simétrica y asociativa.

Dado un ideal 7 de A y una traza bilineal T, definimos:
It ={a€ A|T(a,y) =0, VyeI}

Tenemos que Z1 es también un ideal de A. En efectosiz € I+, ye Ty
a € A se tiene T(za,y) = T(z,ay) =0 pues ay € T y T(azx,y) = T(y,azx) =
T(ya,z) = T{z,ya) = 0 pues ya € T luego az,za € I+,

Definiremos una clase especial de dlgebras para las que mds adelante
daremos resultados sobre nilpotencia.

Definicién 3. Sea .4 un dlgebra sobre un cuerpo F, diremos que A es trdcica
si toda subdlgebra de A distinta de cero posee al menos una traza bilineal
no nula. Llamaremos T a la clase de todas las dlgebras tracicas .

Es claro que si A € T y B es una subélgebra de A, entonces B € %.

Definicién 4. Sea A dlgebra sobre un cuerpo F, y sea L : A — F una forma
lineal. Entonces L se dice una traza lineal si L{[z,y]) = L((z,, 2)) = 0 para
todo z,y,z € A.

Dada un dlgebra A llamaremos (A, A, .A) al espacio generado por asocia-
dores, es decir:

(A, A, A) =[(a,bc)|a,bece A
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Lema 2. Sea A un dlgebra conmutativa tal que A # (A, A, A) entonces
existe una traza bilineal T # 0 en A.

Demostracién: Es claro quesi (A, A, A) # A entonces (A, A, A) # A?
o bien A% # A. Demostraremos que en ambos casos A es trdcica. Dada
una traza lineal L en un dlgebra A, es sencillo encontrar una traza bilineal
definiendo T'(a, b) = L(ab). La simetria es consecuencia de: T(a, b)—T(b,a) =
L(ab) - L(ba) = L(ab — ba) = L([a,b]) = 0, y la asociatividad lo es de:
T'(ab,c)=T(a,bc) = L{{ab)c)— L(a{bc)) = L{a(bc)—(ab)c) = L((a, b,c)) = 0.
La forma T serd no nula si y sélo si L no se anula sobre A2,

Dado esto si un dlgebra conmutativa A satisface A2 # (A, A, A), podemos
encontrar una traza lineal que no se anule sobre A% y por ende una traza
bilineal no trivial. Basta tomar un elemento z de 4%\ (A4, A, .4) junto con
una base B de (A4, A, A). El conjunto B U {z} es linealmente independiente
por lo que podemos completarlo a una base de A. Definiendo L en la base de
A de modo que L(z) = 1 y L(b) = 0 para todo b € B se obtiene una traza
lineal que no se anula en z € A2

También si A 5 A? podemos tomar una base B’ de .A? y extenderla a una
base B de A. Si definimos T en la base de forma que T'(a,b) = 1sia,b € B\B’
y T(a,b) = 0 si a € B’ 0 bien b € B, tendremos T(z,yz) = 0 = T(zy, z) con
T #£0. O

Corolario 1. Sea A un dlgebra commutativa y soluble. Entonces A es trécica.

Demostracién: Sea.A conmutativa y soluble. Entonces para toda subdlge-
bra B de A se cumple B2 # Bporloque A € £ O

Corolario 2. Sea 4 un dlgebra conmutativa y asociativa. Entonces A es
tracica.

Demostracién: Sea .4 conmutativa y asociativa. Entonces (B, B, B) =
{0} para toda subdlgebra B de A. Debido a lo cual tenemos que B # (B, B, B)
si B # {0}. Luego A es tracica.

En particular toda algebra de dimensién 1 estd en T pues toda dlgebra
de dimensién 1 es asociativa y conmutativa.

L
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Capitulo 2

Algebras Casi-Jordan
generalizadas

2.1. Conceptos Basicos

En los capitulos que siguen F serd un cuerpo con més de cuatro elementos.

Definicién 5. Sea A dlgebra conmutativa sobre F. Entonces .4 se dice un
algebra Casi-Jordan generalizada si existe un par de elementos J, v fijos no
ambos nulos de F tales que para todo z,a € A se satisface:

B(z*az — zazz) + y(z*a — zazz) = 0. (2.1)

Definimos esta clase de dlgebra mediante la ecuacién (2.1) gracias a
que ésta es una de las familias de ecuaciones dadas por Carini, Hentzel y
Piacentini-Cattaneo en [2], pero existen otras ecuaciones equivalentes que
nos pueden ser més ttiles.

Una desventaja de esta definicién es que no hay una correspondencia bi-
univoca entre los pares (3,7) € FxF y las variedades determinadas por ellos,
pues un algebra A satisface (2.1) para un par (53,7) si y sélo si A satisface
(2.1) para el par (e, av) para todo @ # 0 en F. Damos otra presentacién
de estas algebras que resuelve el problema.

Dados 3 y -y escalares tales que 5 + v # 0 definimos:

5

s PP

B+r
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Podemos ver que si sumamos y restamos z2az en el segundo sumando de
(2.1) tendremos:

B(z*az — zazz) + v(z’a — z2az + z?az — zazz) =0
lo que implica que
(8 + v)(z*az — zazz) + y(z%a — z2az) =0

de donde se obtiene

B+ v)(z,z,a)z +v(z,2% a) =0 (2.2)
Tenemos que si S+ = 0 entonces la ecuacién (2.2) implica que (z, 22, a) =
0, resultado que se obtiene también reeplazando en (2.1) S =1y vy = —1.
Por ello vamos a definir la variedad
G = V(S)

cuando
S = {zy — yz, 2%z — 2%y}.
Ahora bien si 3 + v # 0 entonces (2.2) implica:
(z,z,a)z = A(z, 2%, a) (2.3)

Entonces para todo elemento A la ecuacién (2.3) define una tnica variedad

de F-algebras que llamaremos &, es decir si
S = {zy — yz, (z,z,a)r — AM(z,2%,a)},

entonces

Es claro que si definimos & como la clase de todas las dlgebras Casi-Jordan
generalizadas sobre F entonces:

@ = U @,\.
AeFU{oo}

Otra consecuencia de (2.3) es que si un 4lgebra A satisface (2.3) para dos
valores distintos de F U {oo} entonces satisface dicha ecuacién para cualquier
valor de A, es decir dados dos elementos A; # Ay € FU {oo} se tiene que

6)\1 M @,\2 = ﬂ 6)\-
A€FU{co}

18



Esta tiltima interseccién es también una variedad de algebras (la definida
por S = {zy — yz} U {B(a*yz — ayza) + 7(z% — 2yaz) | 7 € F}) y la
llamaremos M(&).

La variedad de dlgebras &,, esta definida también por una ecuacién de la
forma pf + v para un par fijo de escalares u,v. La siguiente tabla da una
correspondencia entre algunas combinaciones lineales de 3 y v que dan cero
v el valor de A de la variedad que definen.

0=| B |B=7v|v]|B+3y|B+27[38+7]|B+7

|
A=[-1] 3 Jo] 3 | 1 [ 3§ |

Para la mayor parte de los célculos que haremos no usaremos (2.1) o
(2.3) pues nos interesa tener el menor nimero posible de sumandos con el
fin obtener ecuaciones més simples al linealizar. Debido a ello veamos una
tercera forma de presentar la clase de las dlgebra Casi-Jordan generalizadas.
Notemos que A4 satisface (2.1) si y sélo si A satisface:

a(zazz) + B(z*az) + y(z%a) = 0 (2.4)

donde o, 3,7 € F talesque a + 8+ v = 0.

Una observacién sencilla pero importante es que si A es conmutativa y
asociativa se tiene que z°a = zazz = z?az, por lo que A € N(B).

Una variedad conocida de dlgebras Casi-Jordan generalizadas es & 3 (esto
es cuando 3+ 3y = 0 es decir cuando se satisface 3z%az — 2%a — 2zazz = 0).
Un resultado conocido (ver Osborn [16]) es que & NPa = J, es decir toda
algebra A es de Jordan si y sélo si es potencia asociativa y estd en (5%. Por
eso un algebra en esta clase se le llama un 4lgebra Casi-Jordan. Para ver
propiedades de las algebras Casi-Jordan ver Osborn [14], Hentzel y Peresi
[8], 0 Peterson [18, 19] (el cual las llama &lgebras triples de Lie).

2.2. Ejemplos
Ahora veremos algunos ejemplos de algebras Casi-Jordan generalizadas.
Supongamos que A es un algebra tal que A<*> = (. Entonces para todo

z,y € A se tiene z%yzr = 2%y = zyzz = 0 por lo que A € &, para todo
A € FU {oo}. Los ejemplos uno y dos aparecen en [7].
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Ejemplo 1. Sea A generada por elementos z;, z9, z3, ¥, con la siguiente tabla
de multiplicacion:

1 Ty Tz Ty y
ry | Ty I3 0 0
Iy | T3 I3 0 I3

3|0 0 0 O
y 10 23 0 22423

Observando la tabla podemos ver que A? C [z, z3]. Una vez hecha esta
observacién vemos que A<*> C [z3] lo que implica que (A<*> = 0 pues
cualquier elemento multiplicado por z3 da como resultado cero. Por lo que
A € &, para todo A € FU {oo}. Por otro lado no es un dlgebra de Jordan
pues 7} = 23z, = (2211) 31 = (T231)71 = T371 = 0 y 7322 = 2929 = 73 # 0,
por lo que no es potencia asociativa.

Ejemplo 2. Sea A generada por elementos t,u,v,w con la siguiente tabla
de multiplicacién:

\ t v v w
tiu v 0 O
utv w 0 0
vi0 0 0 0
wi{0 0 0 0

Observando la tabla podemos ver que A? C [u,v,w]. Una vez hecha
esta observacién vemos que A<*> C [v,w] lo que implica que A<*> = 0
pues cualquier elmento multiplicado por v o por w da como resultado cero.
Obtenemos que A € &, para todo A € FU{co}. Sin embargo no es un dlgebra
de Jordan pues t* = t% = (1)t = (ut)t = vt =0 y 2t = uu =.v # 0, por
lo que no es potencia asociativa.

Ejemplo 3. Sea A € F y sea .A generada por elementos e, v con la siguiente
tabla de multiplicacion:

v
el e v
viAv 0
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entonces A, € &, para todo A € F. Para demostrarlo tomemos un elemento
T = (V) = ue+ vv y calculemos aR3 + SR, R,z + YRzs. Tenemos que en
la base e, v la mariz de R, es

10 0 0 Lo 0
(0 /\)yladeRves(/\ O)porloqueladeRres(Ay A,u)'

Luego
x- - [ Ky _ e
AV Au v 2 v

por lo que la matriz de R,2 es

T
2\ 2ur Ap?
tenemos que

S ¥ 0 My _ I
2 ur Ap? v (2A% + N2y

de donde obtenemos que la matriz de Rgs es
I 0
(2 + A2y M8 )
Ahora calculamos R, R,»
po 0 0 _ I 0
v Au 20pr M2 ) T\ (@03 + Ay ANd )
Por 1iltimo calculamos R3
g 0 u 0 u 0 _
AV A AV Ap AV Au )

w2 0 g0 w3 0
(A2 4 Nur A2u2 AvoAp ) (B A2 )t A3 )

Sif=A+1y~y=—) entonces @ = —1 y tenemos:
R} + BRyRy2 + YRys = —R3 + (A + 1)R,Ryo — IR, =
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_ p 0 p 0
((A3+A2+)\)u2y Aaﬂs)‘i‘(/\'}‘l)( (203 + A) 2w )\2;13)
) e 0 3 _
A3+ XD ap® )

— 0 (A+ 1)pd 0
( —(A A7+ NPy =3P ) ¥ ( A+ 1N+ p*r (A +1)A%8

4 -3 0 {00
AN+ My =N ) L0 0 )

Por lo tanto Ay satisface (2.1) con @ = A+1y v = —A\, es decir Ay € &,.
Este ejemplo nos permite encontrar un dlgebra en cada variedad &, salvo en
la variedad ®,,.

Es inmediato ver que en los casos A = 0y A = 1 el dlgebra A, es
asociativa. En este caso A, € M(®) veamos que estos son los tinicos dos
casos. En efecto si A, € M(B) en particular Ay € &g por lo que satisface
z?yx = zyzz, de ello obtenemos e?te = etee lo que implica A%t = A%t es decir
A? = X3 por lo que A € {0,1}. Por ello sélo A1, Ay, A; estdn en i1, y
enconsecuencia sélo A% , Ag 0 A; pueden ser de Jordan. Sabemos que y
A1 lo son pues son asociativas. Fijando z = (i, v) tenemos que

o= (1) -o(2)

Por lo que z* = iz = (uz)(uz) = z%2%. Esto implica que Ay es potencia
asociativa y Casi-Jordan por lo que es efectivamente de Jordan.

Ejemplo 4. (Osborn) Sea F de caracteristica distinta de dos y sea .4 gene-
rada por elementos s,¢ con la siguiente tabla de multiplicacién: _

A estd en 05%, es decir es una algebra Casi-Jordan. Calculando obtenemos
que s* = (s%s)s = (s+1)s-5 = (s+3t)s = s+ 3t y s2* = s2+2st+12 = s+2¢.
Por lo que s* # s%s%, es decir .A no es potencia asociativa, luego no es un
algebra de Jordan.
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Ejemplo 5. Tomemos el conjunto de los ntimeros complejos y definamos el
producto e mediante la férmula z ey = 7y, donde % es el complejo conjugado
de z. A esta dlgebra la llamamos C. Podemos observar que:

e ._2_

({(zox)ez)ey=7TT2Yy =TTz

=Tgoz = ((zey)e)ea

por lo que C € &_;. Por otro lado 12 =i e = —1 = —1 por lo que (i%)2 =
(=1)? =1 sin embargo i* = ((*) ei) @i = ((—1)ei)ei=—je;=jef=—1,
por lo que A no es potencia asociativa, luego no es de Jordan.

2.3. Resultados

2.3.1. Algunas identidades

Procederemos a deducir algunas identidades que se satisfacen en toda
dlgebra conmutativa que satisface (2.4).
Si linealizamos una vez la ecuacién (2.4), obtendremos:

afzazd + vabz + abzz) + B(z ab + 2zbaz) + y(z%ba + 2zbza) =0 (2.5)
para todo z,a,b € A, en virtud del Teorema de la Observacién 1.
Si linealizamos completamente (2.4) tenemos:
fiop(a;z,y, z) = a(zayz + razy + yazz + yazz + zazy + zayz)  (2.6)
+28(zyaz + zzay + yzaz) + 2y(zyza + zzya + yzza) = 0
La funcién fig.) es 4-lineal y simétrica en las variables z, v v 2.

Otra identidad interesante se obtiene intercambiando a v b.en (2.5) y
restando la igualdad resultante de (2.5), con ello obtenemos:

a(zazb — xbra + zazb — zbra + baxz — abzr)
+8(z*ab — z%ba) + 28(wbaz — vabz)
+v(2%ba — z%ab) + 2y(zbra — rhra) = 0
Reduciendo términos y reemplazando o = —(5 + ) se obtiene:
p(zab — 2%ba) + n(zbaz — zabz) (2.7)
+8(zbza — zazb) = 0
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donde p = (8 —7), n =38+~ vy 8 = 8+ 3v. Ecuacién que podemos escribir
COINO:

pla, 2%, b) + n(b, z, a)t + 8{zbza — zazh) = 0 (2.8)
Linealizando obtenemos finalmente:

2p(a, zy, b) + n((b,z,a)y + (b,y,a)x) (2.9)
+8(zbya + ybra — zayb — yazb) = 0

También son de suma utilidad las identidades que involucran operadores:

Por ejemplo la ecuacién (2.4) en terminos de operadores evaluados en a
queda:

Oi]'?,g + AR R,+vR;s =0, Vz e A (2.10)

Tomemos (2.9) y consideremos los operadores R, R, y R, actuando en
b. Esto nos da la siguiente igualdad:

2pRaya(b) — 2pRa(Rey (b)) + Ry (Ra(Re())) — Ny (Rea (D)) +nRe(Ra( Ry (0)))

_T?Rx(Rya(b))+9R6(Ry(Rm(b)}) +0R, (Rr(Ry(b))) _QRmy(b) - HRyaz(b) = 0.

Esto significa que dados a,z,y € A, los respectivos operadores multipli-
cacion satisfacen: ,

Ny R Rs + R Ra Ry + OR R Ry + OR Ry R = (2.11)
T."RyR:ra + nR:z:R'ya i QpRany = QPRrya g5 ngmy o QRya:r .
Otra identidad 1til que satisfacen los operadores de multiplicacién la po-

demos deducir escribiendo la ecuacién (2.9) en términos de operadores eva-
luados en 1.

QP(RbRGR:E - RaRme) o+ r"7(I{:r:lr{a.-Rb - RIRbRa + R(b,a:,a))
+€(Rasz =+ Ra-RxRb = RbR’.CCL TS RbRwRa) = 0.
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Haciendo 2p = 2(8 —v) =38+~ — (8 + 3y) = n — 6 tenemos

n(RbRaRx - Ra.RbRx + R.rRaRb == RstRa + R(b,z,a.))
+9(R0Rbﬁm - RbRaRx + RaR:rb T RaRsz - RbR.ra - RbR:z:Ra) =0

Lo que reagrupando términos nos da

1([[Rs; Ral; Rzl + Rpz.0)) (2.12)
+8([Ra, RyRa] + [RaRy, Ry + RoRap — RyRaa) = 0.

Otro resultado importante que tomaremos en consideracién més adelan-
te se relaciona con la existencia de una unidad en un 4lgebra Casi-Jordan
generalizada.

Lema 3. Sea F de caracteristica distinta de 2 0 3 y sea A una F-dlgebra en
&, con A # 3 tal que posee una unidad 1. Entonces A es asociativa.

Demostraciéon: Reemplazando z = 1 en (2.5) nos queda:
0 = B(z*y1 + 2xlyz) + v(z’1y + 2zlxy) + a(zyzl + zylz + lyzz)

= B(z*y + 2zyz) + v(z*y + z2Y) + a(TYT + TYT + YITT)
= (B + 3y)z’y + (26 + 3a)z(zy) = (B + 37)(z,2,y) = 0.

Como A # %, entonces 3+ 3~ 3 0, esto implica que (z, z,y) = 0 para todo
z,y € A. Como A es conmutativa, es flexible, lo que implica que (y,z,z) =
—(z,z,y) = 0. De alli que A es alternativa, pero toda &lgebra alternativa y
conmutativa es asociativa por Lema 1. O

2.3.2. Existencia de formas trazas

Vamos a demostrar que nuestros cinco ejemplos de algebras Casi-Jordan
generalizadas pertenecen a la clase . En los ejemplos 3, 4 y 5, al tener
dimensién 2, toda subdlgebra propia no trivial de cualquiera de ellas tiene
dimensién 1, por lo que sélo falta comprobar que las tres posean una traza
bilineal no nula. En el Ejemplo 3 A? = A, pues e? = ey (A7le)v = v, ademds
es facil ver que (A, A, A) C [v] por lo que existe una traza lineal que no se
anula en A% En el Ejemplo 4 se obtiene lo mismo, pues (4,4, 4) C [s] ¥
ademds s? — 2st = s+t — 2(1/2)t = s y 2st = ¢, por lo que .A? = A. En

25



el Ejemplo 5 hay mayor complicacién, ya que C = C° = (C,C,C). Pero
el producto punto usual < a + bi,c + di >= ac + bd nos da una forma
asociativa no nula, es mds, la forma <, > es no degenerada. Esto nos dice
que en el Teorema 3 mds adelante la hipdtesis A % —1 es necesaria, pues
en este ejemplo tenemos un dlgebra en & _; que posee una traza bilineal no
degenerada y no es de Jordan.

En los Ejemplos 1y 2 tenemos que al satisfacer A<*> = 0 son nilpotentes
a la derecha, luego debido al Teorema B de la Observacién 2 son nilpotentes,
por lo tanto solubles v gracias al corolario 1 en ambos ejemplos A es tricica.

Por le tanto nuestros cuatro ejemplos estdn en la clase T.

Es posible definir una traza bilineal particular para dlgebras de dimensién
finita en @. Para ello definimos M (z,y) = nR., + R R,.

Teorema 1. Sea A € & de dimensidn finita sobre un cuerpo F. Sea T
una forma definida por T'(z,y) = tr(M(z,v)), donde tr(E) es la traza de la
matriz E. Entonces T' es una traza en A.

Demostracién La funcién M es claramente bilineal y como ¢r es una
forma lineal, T' es una forma bilineal. Es simétrica pues 2y = yz y tr(R.R,) =
tr(R,R,). Falta demostrar que es asociativa.

Aplicando la funcién traza a la ecuacién (2.12) obtenemos:

N([[Rs, Ra]: Bzl + Bpz,0))
+8([Ra: RbRa:] s [RCLR;E: Rb] + Rasz - RbRa:a.) =0

Usando la linealidad de la traza y el hecho que tr([A4, B]) = 0, se obtiene:

Ntr Ry z,a) + 0tr(RaRap — RoRze) =0
(2.13)

Volviendo a la definicién de T tenemos:

T(bz,a) — T(b,za) = ntr(Rpg)e) + 0tr(Rox Ra) — 01 (Raeay) — Otr(RoRea)
= ntT(R(b,m,G)) o+ BtT((Rabe) - (RbRra)) =0

Por lo que T es asociativa.

O
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Observacién 3. Un hecho relevante con respecto de esta traza T es que
como toda dlgebra de Jordan pertenece a 6% entonces se tiene que n = % y
§ = 0, por lo que T(z,y) = gtr(Rw). La funcién tr(R,) es una traza para
algebras de Jordan y se ha utilizado para estudiar la estructura de dichas
dlgebras (ver Schafer [20], Cap. 1 §5). Por ejemplo podemos deducir de lo
expresado en esa seccién de este libro que para toda dlgebra de Jordan A
sobre un cuerpo de caracteristica 0, tr(R,;,) = 0 para todo z,y € A si y sélo
si A es nilpotente.

La existencia de esta forma traza en esta clase de dlgebras no implica
que estas sean trdcicas pues dada un algebra Casi-Jordan generalizada A,
tr(nRzy, + 8R.R,) puede ser igual a cero para todo z,y € A.

27



Capitulo 3

Nilpotencia

Como las dlgebras Casi-Jordan generalizadas son conmutativas, usando
el Teorema B de la Observacién 2, asumiremos que los conceptos de dlgebra
nilpotente y dlgebra nilpotente a la derecha son equivalentes. Veremos como
se relacionan los conceptos de nildlgebra, dlgebra nilpotente y dlgebra soluble
en algebras en &.

Nuestro objetivo es dar una generalizacién del Teorema de Albert (Teo-
rema C de la Observacién 2), es decir, demostrar que toda nildlgebra en &
es nilpotente, sin embargo sélo podremos demostrarlo para ciertas subclases
de &.

Antes de ver cada uno de estos casos demostraremos un lema previo, el
cual nos permitira relacionar solubilidad y nilpotencia.

Lema 4. Sea S una subdlgebra soluble y de dimension finita de un dlgebra
A € &,, sobre un cuerpo F de caracteristica # 2, con A ¢ {oo, —1}. Entonces
S* es nilpotente.

Demostraciéon: Procederemos por induccién sobre la dimensién de S.
Si dim(S) = 1 tenemos que, como S es soluble, 8% # S por lo que §? = 0. Por
ser unidimensional & = Fs con s € A no nulo. Como &2 = 0 en particular
s? = 0. Si tal es la situacién entonces S* =< R, >. Reemplazando z por s
en la ecuacién (2.10), se tiene

(aR?+ BR:2R, +vRs) =0 (3.1)

Usando en (3.1) que 82 =0y a = —(8 + v) # 0 obtenemos R? = 0, por
lo que §* es nilpotente.
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Supongamos que el lema se cumple para toda subélgebra 7 de dimensién
menor o igual a n. Sea S de dimensién n -+ 1. Como es soluble, existe un
v € §\ 8% Tomemos una base B, de §?. El conjunto BoU {v} es linealmente
independiente por lo que se puede completar a una base B de S. Sea 7 el
espacio generado por B; = B\ {v}. Como 8% C T entonces 72 C T por lo
que T es una subdlgebra de & y § = 7 + Fv. Por hipdtesis inductiva T* es
nilpotente. Vamos a demostrar que para todo ¢ € N se cumple:

(S*)3i+1 g S* (Tqr)i (3»2,)

Para demostrarlo procedamos nuevamente por induccién.

Definamos i = 8*T* + T* y la funcién H de § x § x § en &* dada por:
_H($, Y, CL) = Tf‘R'y_Rara e anRya'l‘z,QRaR:cy’_ '-2pRa:ya, 4 HR:r:ay + gRyaz- ES claro
que cada sumando del lado derecho de esta igualdad (que es igual al lado
derecho de la igualdad (2.11)) estd en 7* 0 en $*7* lo que significa que para
todo z,y,a € S, H(z,y,a) € U. Notemos también que (2.11) implica:

H(z,y,a) = nRyRyRy + NRyRaRy + OR, Ry Ry + OR Ry R,. (3.3)

Observamos que A # 0o y A # —% implica que A satisface (2.4) donde

B # +7. Notar ademds que n—0 = (38+7)— (B+37) =28—-7) #0y
n+0=038+7)+(B+3y)=4(B+7) #0, por lo que * — 62 #0.

La funcién F : § x § x § — S* tal que F(z,y,z) = R;RyR, es mul-
tilineal. Por ello para probar que R R R, € U para todo z,y,z € S, basta
con escoger una base de S'y demostrar que F(z,y, z) € U para todo trio de
elementos de la base.

Tomando la base B de S§ tenemos que B; es base de 7. El hecho de
que 7* C 8* nos deja concluir que z,y,z € By implica que F(z,y,z) € U.
Ademds como B = B; U {v} sélo falta comprobar que F(z,y,2) € U si al
menos uno de ellos es v. Es claro que si z # v entonces R, € T*, pues z € T,
por lo que F(z,y,z) € U. Haciendoz = v,y =d, € B;,a=4d; € By en
(3.3). Obenemos:

an1 RngU 4 nRURdQ Rd:L T ngg RuRdl ~+ GRnglev = H(U: dla d2)

Como dy,d; € T entonces H(v,d,ds) — nR, R4, Ra, — 0Ra, Ry Rg, estd en
U. Por lo que

an:Rdsz, + ngszle EU. (34)
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Intercambiando d; v d; en (3.4) tenemos:
T}Rdszle + BRledzRv EU. [35)

Como tenemos que:
n 8| _ a2
5 7 } =n*—0°#0 (3.6)

tenemos que F'(v,dy,ds) € U.
Haciendo z =y =v y a = d € B; en (3.3). Tenemos:

H(z,y,z) = 2(nR, RaR, + ORR,R,)

Por lo que al ser la caracteristica distinta de 2, tenemos:

nBy Ryl + 0K Ry R, € U (3.7)

Luego haciendo z =y = vy a =d € B, en (3.3) se tiene:

nRqR, R, +0R,R4R, = H(z,y,2) — 0R,R, Ry — nR,R, Ry

Por lo que:
nRqRyR, + 0R,RyR, € U (3.8)
En virtud de (3.7), (3.8) y (3.6) se tiene:
RsR,R, €U, y R,R4R,€U. (3.9)

Finalmente haciendo = y = a = v en (3.3) se tiene 2(n+6)R3 € U, con
2(n+8) # 0. Demostramos que F(z,y, z) € U para cualquier z,y, z en S por
lo que (8*)® CU = S*T* +T* lo que implica que (S*)* C S*(S*T*+T*) =
(87)*T* + 8*T* C 8*7* lo cual prueba la afirmacién para i = 1.

Para terminar supongamos que se cumple para 4, es decir, (S*)%+! C
S*(T*)". Multiplicando por (8*)® por la izquierda nos da (S*)3¢+D+1 —
(S*)3i+4 g (S*)-ﬁl(r]-#)t’ g S*(T*)i+1.

Demostrada la afirmacién tenemos que como por hipétesis (7*)* = 0 para
algin k, entonces (§*)*+! C §*(7T*)* = 0. Por lo que S* es nilpotente. O

Ahora veremos en cuales casos es efectivo que si A es nildlgebra en ® de
dimensién finita, entonces A es nilpotente.
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3.1. Dimensiones bajas

El primero de los casos que analizaremos es aquel en que el nilindice y la
dimnensién son pequefias.

Observacién 4. En la demostracién del resultado principal de esta sub-
seccion usaremos los siguientes teoremas que aparecen en Correa, Hentzel v
Labra [5, 6]

Teorema A: Sea A una nildlgebra derecha conmutativa sobre un cuerpo
F de caracteristica distinta de 2 0o 3 que satisface las identidades * = 0 y
z%z? = 0. Entonces para todo a € A el operador lineal R, es nilpotente y
RT—0.

Teorema B: Sea A una nildlgebra derecha sobre un cuerpo F de carac-
teristica distinta de 2 o & que satisface la identidad z* = 0. Entonces para
todo a € A la subdlgebra generada por a es nilpotente de indice a lo mds 7.
Ademds los términos no necesariamente cero son a, a?, a3, (a?)?, a®a?, a’a®
y se cumplen las siguientes identidades:

grado elementos no cero
a) 5 ada? = —((a*)?)a
by 6 d’a®=—(a*a)a=—((a*)?a® = (a%a®)a-a

Teorema C: Sea A una nildlgebra derecha conmutativa de dimension 4
sobre un cuerpo F de caracteristica distinta de 2 o 3 que satisface la identidad
zt = 0. Entonces A es nilpotente.

El siguiente lema serd de utilidad para nuestro resultado principal.

Lema 5. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F de caracteristica distinta de 2
0 3, tal que A € &, con A # —1 y satisface la identidad z* = 0. Entonces
para todo a € A, R, es nilpotente.

Demostracion: Gracias a la igualdad a) del Teorema B de la Obser-
vacion 4, como A es conmutativa y cumple z* = 0 tenemos:
(22zt)z = —2%2%, V ze A (3.10)

Reemplazando a por z? en (2.4) obtenemos que 3((x%z?)z — (zz?)z - ) +
Y&3z? — (z2?)z - ) = 0 es decir B((z?2?)z — 2%) + y(23z® — 2°) = 0 Pero
z% = 0 por lo que:

Bz = —y2®2z®, V €A (3.11)
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pero
(T

pues 3 = v implica A = —1. Entonces las ecuaciones (3.10) y (3.11) implican
que 2°z% = 0 y por el Teorema A de la Observacién 4 todo operador R, es
nilpotente, es mas R = 0. O

Observacién 5. Como demostramos que para algebras que satisfacen (2.4)
con 3 # v, z* = 0 implica que z3z? = 0, entonces debido a las igualdades
del Teorema B todos los términos de grado 5 y 6 son cero.

Teorema 2. Sea A una nildlgebra de dimensidn n < 5 y nilindice k < 4,
sobre un cuerpo F de caracteristica distinta de 2 o 8. Supongamos que A € &,
con A ¢ {—3,3}. Entonces A es nilpotente.

Demostracién: Supongamos k = 2 y n arbitrario, entonces se cumple
z? = 0 en A. Se cumple entonces su linealizacién zy + yz = 0, como la
caracteristica no es 2 y A es conmutativa esto implica que zy = 0 es decir
A? = 0. Luego A es nilpotente.

Sea k = 3 y n arbitrario. Tenemos z® = 0, luego linealizando z%y +
2(zy)z = 0. Si por un lado multiplicamos la ecuacién por z y por otro
reemplazamos y por zy obtenemos: (z%y)z + 2(zy)z -z = 0 y z%(yzx) +
2(zy)z -z = 0 por lo que (z%y)z = z(yz). Entonces A es de Jordan y por
el Teorema C de la Observacién 4 toda nildlgebra de Jordan es nilpotente.
Falta el caso k = 4.

Sea n = 1. En este caso A = Fb con b* = 0 pues es nildlgebra, luego
A nilpotente. Sea n=2. Sea b tal que b® # 0. Si ¥* € Fb entonces hay un
idempotente en A v A no es nildlgebra. Por ello {b, 5%} es una base de A.
Ademés & = pb + vb? implica 0 = b° = ub® + vb* = ub®, por lo que ¥* = 0
o bien u = 0 pero entonces b = vb? y en este caso 0 = b* = vb3 por lo que
b® = 0 o bien v = 0 pero esto ltimo implica b* = 0b+ 0b? = 0. En cualquier
caso b* = 0 entonces A es de Jordan, por lo que es nilpotente.

Sin=3ybe Atal que b # 0 por lo hecho en el pérrafo anterior
{b,b% b*} es una base de A, es decir A =< b >. Por el Teorema B, A es
nilpotente. El caso n=4 es consecuencia del Teorema C.

Sélo falta el caso n=5.

Sea b € A tal que b # 0, por lo hecho en los caso n=2 y n=3 b, b%,b° es
un conjunto linealmente independiente. Sea B =< b >. Sea m = dim(B). Si
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m = 3 entonces (b?)? es combinacién lineal de b,b y b*. Usando la Observa-
cion 5 tenemos (b%)% = ub + vb? + £b3. Luego 0 = pb® +vb® y 0 = ub® por lo
que (b%)% = £b°. La conclusién es que B? =< b?,b° >. Como R,(B) C B ob-
tenemos I, induce una funcién lineal del espacio vectorial A/B en si mismo.
Llamaremos R, a dicho operador. Por el Lema 5, R, es nilpotente por lo que
lo es R;. Como dim(A/B) = 2, se deduce que (R;)? = 0 por lo que si ¢ € A,
R}(c) € B, es decir (cb)b = ub+ vb® + €63, Sea d = cb— vb? — €b2, nos da que
Rq(b) = pb entonces p es un valor propio del operador nilpotente Ry. Luego
1 =0, es decir (cb)b € B?, de donde (eb)b-b € B® =< b >. Por otro lado
linealizando z* = 0 y tomando la ecuacién (2.4) obtenemos:

p(@*y) +n(zy)z-z =0 (3.12)
plz*y)z — 8(zy)z -z =0 (3.13)

donde p =3 —v,n=38+~y 0 =p+37. Ademds tenemos que A # —31
implica f#vporloque p# 0y A # % implica 33+ v # 0 por lo que 1 # 0.

La ecuacién (3.12) implica que si p # 0 entonces Ry (y) €< b® >, es decir
by = R, (b%) = ¢b® para cierto s € F, pero como R, es nilpotente, tendremos
Ry(y) = 0. Si Z =< b® > tenemos que 7T es un ideal y A/7 es nilpotente por
Teorema C (pues .A/7 tiene dimensién 4). Esto implica que existe un natural
[ tal que A<> C A! C Z, por lo que A<H> C TA = 0. Por lo tanto A es
nilpotente.

En el caso dim(B) = 4 tenemos que dada la Observacién 5 entonces
B = [b,b*,%, (v*)? y dim(A/B) = 1. Usando los mismos argumentos que
antes, para todo z € A, R,(B) C B. Entonces B es un ideal y A/B es un
dlgebra. Como dim(.A/B) = 1 entonces .4/B es una nildlgebra de nilindice 1
0 2 pero nilindice 1 lleva a contradiccién pues esto implica .4 C B. Entonces
A? C By tenemos B? = [b%, 8%, (1*)?] y B® = [b®, (b%)?]. Vamos a demostrar:

1. ABC B?
2, AB2C B3
3. AB® =0.

Demostracién de 1: Tomemos un elemento ab con a € A, b € B.
ab € B por lo que ab = ub+ vb* + £b° + ((b*)?. Aplicando R} a esta igualdad
se obtiene: (ab)b-b = ub3. La ecuacién (3.12) implica que si 7 # 0 entonces
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(ab)b - b = (—p/n)ab® por lo que pb® = (—p/n)ab’®. Luego u es valor propio
del operador R(_,/, €l cual es nilpotente, debido a lo cual 4 = 0. Tenemos
que ab € B2

Demostracion de 2: Notemos que como demostramos que ;= 0 y
(ab)b - b = ub® entonces tenemos que (ab)b - b = 0. Esto implica, en virtud
de las ecuaciones (3.12) y (3.13), que ab® = 0 y (ab?*)b = 0. Supongamos
ahora ab? = pb + vb? + £b% + ((b*)? entonces multiplicando por b obtenemos
0 = (ab®)b = pb®+wb® por lo que i, v son cero, y ab® € B* C B2 Linealizando
(3.13) tenemos: p{z yz+2rzzyz)—0(zyzrz+zyzr+zyzz) = 0. Reemplazando

. por b, y por b y z por a obtenemos:

p(b%b%a + 2(ba)b? - b) — O(bb%ba + (b6%)a - b+ (ab?)b - b) = O
es decir
pla(b®)? + 2(ab)b? - b) — 8(b*a + (bPa)b + (ab®)b - b) = 0.
Reduciendo los términos que son cero tenemos
pa(b*)* 4+ 2p(ab)b® - b= 0.

Pero sabemos que ab = vb* + £b* + ¢(b%)2, luego (ab)b? = v(¥*)? por lo
que tenemos (ab)b® - b = v(b*)? - b = 0 de donde pa(b?)? = 0.

Si a € A hemos probado que ab? € B® y ab® = a((b*)?) = 0. Luego
AB? € BB> = B°.

Demostracién de 3: Como Bv?® = [%,(4%)?] y hemos probado que
ab® = a((8%)?) = 0 tenemos que .AB> = 0.

Por ltimo tenemos que A2 C B, A C ABC B2 y A = A< 4 =
A3A C B3 por lo que A% = A<*> 4 C AB® = 0. Por lo que A es nilpotente.

Finalmente si dim(B) = 5 entonces .A estd generada por b por lo que es
nilpotente por Teorema B. Cl
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3.2. Algebras tracicas

El siguiente caso es para nildlgebras en la clase %.

El siguiente resultado relaciona algebras Casi-Jordan generalizadas trici-
cas con algebras de Jordan.

Teorema 3. Sea A dlgebra sobre un cuerpo F tal que A € &, con A # —1,
tal que A posee una traza bilineal T'. Entonces para todo x,y € A se cumple
que (z2,y,2) € A+,

Demostracion La ecuacién (2.4) implica que para todo z, y, z en A
tenemos:
T(azxyzz + frlyz +v2*y,2) =0
luego
aT (zyzz, z) + BT (z®yz, 2) +vT(z®y,2) = 0 (3.14)
Intercambiando z e y en (3.14) y restando esta igualdad de (3.14) obtenemos:

o(T(zyzz, z) — T(z2z3,y)) + B(T(2*yz, z) — T(2?22,v))
+y(T(2%y, 2) — T(232,9)) = 0 (3.15)

Por otro lado tenemos que
Tlzyzrz, 2)=T(xye, 52) = T(ay, 522) =T, xze8) = T(gz5%,y)
usando que la forma bilineal es simétrica y asociativa. Tenemos ademéds que
T(z3y, z) = T(z,yz) = T(zz,v).

Utilizando estos resultados en (3.15) concluimos que 3 (T(zzym,. z2)-Tl(z*zz,y)) =
0 y como A # —1 implica 3 # 0, entonces

T(z%yz,z) — T(z%zz,y) =0 (3.16)

para todo z, ¥, z en A.
Podemos ver que T'(z%2z,y) = T(2%z, zy) = T (22, (zy)z) = T(2*(zy), 2).

Reemplazando esto en (3.16) se concluye que:
0 = T(a®yz, z) — T(z*(ya), 2) = T(z’yz — 2°(yz), 2) = T((2*, v, 2), 2)

para todo z,y, z € A, por lo que (z?,y,z) € At para todo z,y € A. O
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Corolario 3. Sea 4 € &, con A # —1 y sea T un traza bilineal en A. Se
tiene que A/ At es un dlgebra de Jordan. En particular si T es no degenerada,
entonces .4 es de Jordan.

Teorema 4. Sea A una nildlgebra de dimension finita sobre un cuerpo F,
de caracteristica # 2. Supongamos que A € TN &y con A ¢ {oo, -3, —1}.
Entonces A es nilpotente.

Demostraciéon: Vamos a proceder por induccién sobre la dimensién de
A. Supongamos dimg(A) = 1. Entonces A = Fb algiin b # 0 en .A, donde
b* = b o bien b* = 0. Como A es nildlgebra entonces 5% = 0. Si {x;, 22} son
elementos de A existen elementos u;, s en F tales que z; = wb,i = 1,2.
Entonces 129 = pipeb® = 0, luego A es nilpotente. Supongamos que el
resultado es cierto para toda dlgebra de dimensién menor que dimp(A) = n.
Como A € T, existe una traza bilineal no nula T. A" es un ideal de A, y
como T es no trivial AL s A. Por hipétesis inductiva A" es soluble y en
virtud del Teorema 3, .A/A* es de Jordan. Por esa razén el Teorema C de la
Observacién 4 implica que .A4/.A* es nilpotente, luego es soluble. Finalmente
usando el Teorema A de la Observacién 4, A es soluble. Por 1iltimo el Lema 4
implica que .A* es nilpotente lo que, gracias al Teorema D de la Observacién
4, implica que A es nilpotente.
O
Es posible formular el resultado que nos interesa para una tercera subclase
de &.

3.3. Algebras Jordan-reducibles

Definicién 6. Sea A un dlgebra en & tal que para todo z,y,a,b € A se
satisface )
(z*,y,2)(a? b,a) = 0.

Entonces A se llama un algebra Jordan-reducible.

Observacién 6. Para la siguiente proposicién usaremos el siguiente lema,
cuya demostracion se puede encontrar en Hentzel y Peresi [8].

Lema: Sea S un subconjunto aditivamente cerrado de un anillo R y
sea G una funcion n-lineal en R. Supongamos que G(z,z,...,z) € S para
todo x € R. 51 G es linealizada, y sus partes homogéneas son Ko, K, ... K,,

gl

entonces tK; € S para todo 0 <i<nyt=[[.,¢
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Los componentes homogéneos K; se obtienen al expandir G(a + b,a +
b,...,a -+ b) por multilinealidad y recolectar los términos con i veces a y
n — i veces b. Por ejemplo K; = G(a,a,...,a,b) + Gla,a,...,b,a) +... +
G(b,a,a, ..., a).

Lema 6. Sea V un subespacio de un dlgebra A tal que para una identidad ho-
mogénea [ se tiene f(x1,...,2,) € V para z; € A cualesquiera. Supongamos
que Car(F) > 0(f). Sea g una linealizacidn de f. Entonces g(zx1,...,zx) €V
pare toda k-tupla de elementos xz; € A.

Demostracién: Es evidente que es suficiente con demostrar el lema
para el caso en el que g es la linealizacién simple de f respecto a z;. Sea r el
grado de zy en f. Sean as, .. ., a, elementos fijos pero arbitrarios de 4. Consi-
deremos la funcién F' de A en si mismo definida por F(a) = f(a,as,...,an).
Puesto que F' es una funcién polinomial homogénea en un argumento de gra-
do r existe una funcién G r-lineal de A X A x ... x A (r veces) en A tal que
G(a,a,...,a) = F(a) para todo a € A. Mds aun se tiene G(a,q,...,a) =
F(a) = f(a,a2,...,a,) € V por lo que podemos aplicar el Lema de la Ob-
servacién 6 a (G, de donde obtenemos ¢+(G(a,...,a,b) +G(a,...,b,a) +... +
G(b,a,...,a)) € V. En este caso t = [[;_, ¢!, por lo que si Car(F) > 8(f),
entonces t # 0. Tenemos por lo tanto que V a,b € A, Gla,...,a,b) +
Ga,...,ba)+...+G(b,...,a,0) = gla,b,a,...,a,) € V. [

Teorema 5. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F de caracteristica # 2, 8 6 5,
tal que A € &, con A ¢ {—1/2,—1}. Definimos J(A) el espacio vectorial
generado por todos los elementos de la forma (x*,y, z) para ciertos z,y € A.
Entonces J{(A) es un ideal de A.

Demostraciéon: Si tenemos tres elementos z, a, b de un dlgebra conmu-
tativa C tenemos que existen a lo méds 25 elementos distintos de C que son pro-
ducto de 3 veces x una vez a y una vez b, a saber: uy = abrzz, we = azbre,
wz = arzbr, wy = azzrh, ws = brazz, we = brzrar, wr = brrra, ws =
zzabz, wy = zxaxrb, wyy = zzbax, w1 = rxbza, wiy; = rrzba, Wiz = TTTAb,
wyy = (ab)(zx)z, wis = (ax)(bz)z, wis = (az)(zz)b, w1y = (bz)(zT)a,
wig = (ab)(zzz), wie = (ax)(zzb), wyp = (az)(bzz), wy = (bz)(zza),
woy = (bz)(azz), wey = (zz)(abr), woy = (zx)(bxa), wes = (zz)(axb).

Definamos las siguientes funciones

g(b;a,c,d) = 2((ac,b,d) + (ad, b, ¢) + (cd, b, a))
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que es la linealizacién completa de (z?,y,z) y

fpia,r,s) = fi, 03,7, 8) = (=y=1)(qprs+qpsr+rpgs+rpsq+spqr+sprq)

+2(grps + qspr + rspq) + 2v(qrsp + qsrp + rsqp)

para cierto v € F, v # 1, pues esta es la linealizacién completa de la ecuacién
(2.4) con § = 1. Podemos asumir que 3 = 1 pues X # —1 implica que 3 # 0.
Dados entonces z,a,b en C definamos los siguientes veintidos elementos

de C:

vy = g(ab; z,z, z) = 6(zz, ab, z) = 6(ab)(zz)z — 6(zz)(abx).

vy = g(az; z, z,b) = 2((zz, az, b)+(zb, az, z)+(zb, az, z)) = 2(az)(zz)b—
2(zz)(axd) 4+ 4(az)(bz)x — 4(bz)(azz).

v3 = g(b; x, z, az) = 2((zz, b, az)+(azz, b, z)+(azz, b, 2)) = 2(az)(zzbd)—
2(zz)(azb) + 4dazzbz — 4(bz)(azz).

vg = g(x; x, az, b) = 2((azz, z,b) + (xb, T, azx) + (azd, z,z)) = 2azzTb+
2azxbzz + 2(az)(brz) — 4(bz)(azz) — 2(zz)(azb).

vs = g(bz; z, 2, a) = 2((zz, bz, a)+(za, bz, )+(za, bz, z)) = 2(bz)(zx)a—
2(zz)(bza) + 4(az)(bz)z — 4(az)(bzz).

vg = g(a; z, T, bx) = 2((zz, a, bz)+(bzz, a, z)+(bzz, a, z)) = 2(bz)(zza)—
2(zz)(bza) + dbzzaz — 4(az)(bzz).

vr = g(z; 7, q,bx) = 2((za, z, bz)+(bzz, z, a)+(bza, z, 7)) = 2(zaz(bz)—
ra(z(br)) + brzza — bzz(za) + brazz — bzra(zz)) = 2(bz)(azz) —
2(az)(bzz) + 2brzra — 2(az)(bzz) + 2bzazz — 2(zz)(bza).

vg = g(zz;1,0,b) = 2((xa, zz,b)+(2b, £z, 0)+(ab, x2, 7)) = 2(az)(zz)b—
2(ax)(zzb) + 2(bz)(zz)a — 2(bz)(zza) + 2(ab)(zz)z — 2(ab)(zzx).

vg = g(a; x, zz,b) = 2((2zz, 0, b) + (2b, a, z2) + (z2b, 0, ) = 2zTTAb —
2(ab)(zzz) + 2(zz)(bza) — 2(bz)(zza) + 2zzbaz — 2(az)(zxd).

vio = 9(b; z, zz,a) = 2((zzz, b, a)+(za, b, zz)+(zza, b, T)) = 2zxTba—
2(ab)(zzx) + 2(zz)(azb) — 2(az)(zzd) + 2xTabr — 2(bz)(zTa).

vn = g(z; xz, a,b) = 2((zza, z,b)+(zzb, z,a)+(ab, z, zz)) = 2zTaTb—
2(bx)(xza) + 2zzbza — 2(az)(zxd) + 2(zz)(abz) — 2(ab)(zzz).
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» vy = f(b;z,zz,0) = (—y—1)(zb(zz)a+zba(zz) + (zT)bTa+ (zT)baz +
abz(zz) + ab(zz)z) + 2(x(zz)ba + zab(zz) + (zz)abz) + 2y(x(zx)ab +
za(zz)b+ (zz)azd) = (—y — 1)(bz)(zz)a + (—y — 1)(zz) (bza) + (-7 —
1)zzbra + (—v — V)zzbaz + (—y — 1)(zz)(abz) + (—y ~ 1)(ab)(z2)z +
2zzrba + 2(zz)(azb) + 2zzabz + 2yzzzab + 2v(az)(zz)b + 2yzzazh.

» vy = g(b;z,z,2)a = 6(zz, b, z)a = 6zzbza — 6(bx)(z7)a.
Ahora definamos el siguiente elemento de C:
u=—=5(y— v; — 9(y — Dvg + 3(27y% = v+ 3)v3 + 3(y — 5)vs

+9(y — Vvs — 3(2y* — v + 3)vs — 3(v — B)vz + 15(y — 1)vg

=6(7* = 2y = 1)vg + 6(* — 27 — LJvio — 15(y — 1)1z — 2(y — 3)vne

+2(7 oo 3)’1)13 -+ 3(27 = 1)’014 - 3(27 - 1}1)15 — 3(2"}’ — 1)’015 - 9’1.117
+3(2y = 1)v1g + Yu1g — 6vgg + 6v91 + 10(y — 1)vag.

Demostraremos que u = 0. Para ello observemos primero que como u
es una combinacién lineal de vy ...,vy y cada v; es combinacién lineal de
wy, . .., Wss, entonces u es una combinacion lineal de wy, ..., wss. Tenemos
que si llamamos &; al coeficiente correspondiente a w; en la descomposicién

de u entonces:
22
&= E it 5
j=1

donde p; es el coeficiente de v; en la descomposicién de u respecto de los vy
y v;; es el coeficiente de w; en el desarrollo de v; como combinacién lineal
de los wg. Un célculo directo nos dice que & =0, Vi=1,...,25, por lo que
u = 0 (para revisar los cdlculos ver el apéndice en pdgina 59).

Ahora bien sea C = A un dlgebra que satisface las hipétesis de la proposi-
cién. Usando el Lema 6 tenemos que g(b; a, ¢, d) € J(A) para todos a,b, ¢,d €
A. Por otro lado se cumple que f(b;a,c,d) = 0 para todo a,b,c,d € A. De-
ducimos que v; € J(A) para todo ¢ = 1,2,...,21. Como u = 0 entonces
10(7y — V)wagy = 10(y — 1)6(z2,b,z)a € J(A). Por lo tanto si la caracteristi-
ca es distinta de dos, tres o cinco y v # 1 pues A # —1/2, tendremos que
(z2,b,z)a € J(A), lo que implica que J(A)a € J(A) para todo a € A.
Luego J(A) es un ideal de A.
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Teorema 6. Sea F un cuerpo de caracteristica # 2, 8 ¢ 5. Sea A una nildlge-
bra Jordan-reducible en &, con A ¢ {co0,—1/2,—1}. Entonces A es nilpoten-
te.

Demostracién: En la proposicién anterior demostramos que el espacio
vectorial J(A) generado por los elementos de la forma (z?,y, z) constituye
un ideal de A. Si A es Jordan — reducible entonces J(A)? = 0, por lo que
J(A) es soluble. Como A/J(A) es un nilélgebra de Jordan entonces por
'Teorema C de la Observacion 4 es nilpotente, por lo tanto soluble. Usando
el Teorema A de dicha observacién concluimos que A es soluble. Finalmente
por Lema 4, A es nilpotente. O
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obtenemos p(z) = z(z—1)(az—~). Debido a que hemos asumido a = B+7v #
0 definimos A = I € F' y tenemos p(z) = az(z — 1)(z — A). Las condiciones
v # 0y 3+ 27y 0implican A # 0 y A # 1, por lo que p(z) posee sélo raices
simples. Por otro lado podemos ver que el polinomio minimal del operador
R, divide a p(z). Esto implica que R, es un operador cuyo polinomio minimal
tiene solo raices simples y por lo tanto es diagonalizable. Asi definiendo A4,
como el subespacio propio de A respecto al valor propio p tenemos:

A=A @A & Ay
lo que demuestra el lema. O

El siguiente paso es encontrar relaciones de multiplicacion entre los espa-
cios A{), Al Y .A,\.

Lema 8. Sea A un dlgebra Casi-Jordan generalizada de dimensidn finita
con A ¢ {00,0,1}. Supongamos que A tiene un elemento idempotente e # 0
y A=Ay ® A ® A, es la descomposicion de Peirce de A respecto de e.
Consideremos p y v dos elementos no necesariamente diferentes de {0,1, A},
sea q(z) = q,.(z) un polinomio en Flz| tal que yz - q(R.) = 0 para todo
y e A, yz €A, Entonces

AA, CY A,
peC
donde C = {p € {0,1,A} | ¢u.(p) = 0} es el conjunto de raices comunes de
p("q‘:) y Q}L,V(x)'

Demostracién: Tomemosy € A, z € A, y supongamos yz-q(R.) = 0
para algun polinomio ¢(z) = g, (z) € Flz]. Como A = A;®A;$.A) tenemos
que existen elementos z; € A;, 1 = 0, 1, A tales que yz = 2y +2x; + . Deello
se deduce que zg-g(Re) + 21 q(Re) + 25 q(Re) = 0 y dada la definicién de A;
tenemos que ¢(0)zp + g(1)z1 +¢(A)zx = 0. Ya que el elemento g(p)z, estd en
A, v la suma es directa deducimos que para todo p = 0,1, se cumple
q(0)zo = g(1)z1 = g(A\)zx = 0. Asf si para algin p € {0,1,A}, ¢(p) # O,
entonces z, = 0y A,A, N A, = {0}. Por lo tanto

AAC DA,

peC

donde C = {p € {0,1,A} | gu.(p) = 0} concluyendo asf la demostracién del
lema. a
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Observacién 7. Si tenemos dos polinomios distintos g, , y r,, tales que
Yz - Guu(Re) = yz - r,.(Re) = 0, entonces la unica posibilidad que posee
un elemento p € {0,1, A} de aparecer en la descomposicién de yz (es decir
Yz = zg+21+7T) con z, # 0) es siendo raiz de ambos polinomios. Concluimos
que

AA, YA,

peC
donde C' es ahora el conjunto de raices comunes de p , g, ¥ Tp-

Nuestro objetivo es encontrar polinomios que posean esta caracteristica.
Reemplacemos z por e en la ecuacién (2.5) y supongamos y € A, vy z € A,.
Esto nos da

alpPyz +uyz e+ zy - e-e) + Bluyz + 2wy - e) + y(vzy + 2P2y) =0

ayz-e-e+ (20v+ap)yz-e+ (Bu+yv+ 27972 +apyz =0. (4.3)
Asi sl definimos
G (€) = az® + (2Bv + ap)z + (Bu + yv + 270° + au?) (4.4)

tendremos que yz - ¢, (Re) = 0 paratodoy € 4,y z € A,.

Por otro lado reemplazando z por e y suponiendoy € A,y z € A, en la
ecuacién (2.7) y usando que p=F—~,n =38+~ y 8 = 5+ 3v obtenemos

(8 — ) (uyz — vzy) + (36 + ) (vzye — pyze)

+(B8 + 37)(vavy — pyuz) =0
lo gue implica
B8+ —pyz-e+ (B -1 —v)zy

+(B + 37)(v* — u*)yz =0.
Si p = v esta identidad es la trivial (0 = 0), pero si 4 # v podemos
dividir por g — v y obtener

B +yyz-e+ ((B+37)(u+v)—(8—7))zy =0. (4.5)
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Por lo tanto si definimos

Tup(@) = B0+ 7w+ ((B+37)(u+v) - (B-17)) (4.6)

cuando p # v, entonces la ecuacién (4.5) implica que yz - r,,(R.) = 0 para
todoye A,y z€ A,.

Teorema 7. Sea A un dlgebra en &) de dimensidn finita con v ¢ {c0,0,1}.
Supongamos que eziste un elemento idempotente e # 0 en A. Sea A =
Ag @ A & Ay con A = ﬁ%:% la descomposicion de Peirce de A respecto de
e. Entonces se tienen las siguientes relaciones de multiplicacion entre estos
subspacios de A

(A>T Ay (A1)*C A A4 = {0}
Ado C AL A4 C A (A)2C A+ A

Mds ain, si agregamos las condiciones X # —1 y A # 1/2, entonces

A,\Ao = {0} Yy A2 == {0}

Demostracién: Debido al Lema 8 y la Observacién 7 sélo debemos
verificar para todo v y g en {0,1,A} si 0, 1 y A son raices de los polinomios
Quw () ¥ 740 (z). Primero tomemos p = v = 0 en la ecuacién (4.4) entonces
qoo(z) = az?, por lo que 0 es su tnica raiz. Se deduce que

(Ao)® C Ao

lo que significa que Ay es una subdlgebra de A.

Haciendo p = v = 1 en la ecuacién (4.4) concluimos que ¢ 1(z) = az? +
28+a)z+(B+37+a)=a®>+(B-Y)r+2y. Yaquea+8+7=0
tenemos que 1 es raiz de g;1(z), por ello podemos factorizar por (z — 1) y
obtener ¢ ,(z) = (z — 1)(az — 2v). Se deduce de esta manera que 0 y A no
son raices de g; 1(z) pues v # 0, asi

(A)? € A

v A; es una subélgebra de A.

Si tomamos = 0, v = 1 en la ecuacién (4.6) observamos que rq4(z) =
(26—a)z+((2y—a)—=(8—7)) = (36+7)z+47. Como hemos asumido 47 # 0

43



lo que multiplicando por « y dividiendo por v nos da 2y = «, de donde
obtenemos

B+3y=0.
Por lo tanto 0 ¢ {v,3+v,8 + 2v, 8 + 37} implica
AyAp = {0}

Consideremos ahora g, ;(z), para ello reemplacemos p por A y v por 1 en
la ecuacién (4.4). Tendremos

oa(z) = az® + (28 + a\)z + (BA + 37 + a)?)
usando aA = 7y nos da

() = aa? + (26 + )z + (LI g

reemplazando 3 + v por —a
1(z) = az? + (26 + 1)z + 2.
Substituyendo z = A obtenemos

’Y+l3’Y’Y

D) =X + (28 + A+ 2y = — + = +2y

= 2——————(ﬁ 27)7 +2y=-2yv+2y=0.

De esta forma A es siempre una raiz de ¢, 1(z), por lo que podemos fac-
torizar ¢y 1(z) por (z — )) y obtener gyi(z) = az? + 28+ )z + 2y =
a(z? — (A = 2)z+2)a) = a(z — \)(z — 2).

Este hecho implica que tanto 0 como 1 no son raices de g ,(z) y
.A,\.Al C A,\.

Con el objeto de demostrar que A3 C Ag + A; consideraremos gy (z).
Haciendo 4 = v = ) en la ecuacién (4.4) obtenemos

DA (z) = az® + (26X + ad)z + (BA + YA + 2927 + a)?)

= a2’ + (28 + a)Az + (B + 7)A + (27 + a)\?
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Definicién 7. Sea A un dlgebra con radical soluble R. Diremos que A posee
una descomposicion de Wedderburn si existe una subélgebra & de A tal que

A=R®S y SZAR

Observacién 8. Un resultado conocido (ver [1] Cap. 3 Teorema 23) es que
si A es un élgebra asociativa de dimensién finita con un elemento unidad tal
que A/R is separable si R es su radical soluble, entonces A posee una des-
composicién de Weddernburn. También es posible encontrar contraejemplos
a este resultado en el caso no separable.

Definicién 8. Sea A un dlgebra con radical soluble R. Diremos que A es
débilmente conservativa si para todo ideal Z de A se tiene que Z posee un
elemento idempotente no nulo 0 Z € R. Diremos que A es conservativa si
toda subalgebra de A es débilmente conservativa. Por iltimo diremos que A
es estrictamente conservative si Ag es conservativa para toda extension E
del cuerpo de escalares F.

Observacién 9. En [18] Petersson da una definicién muy similar de conser-
vatividad en algebras Casi-Jordan (de hecho es la misma salvo que para un
radical diferente, sin embargo es posible probar, usando ([18] §1 Corolario
5 ), ([18] §3 Lema 3.6) y ([8] Teorema principal), que, en este tipo de dlge-
bras, el radical usado por Petersson coincide con el radical soluble.) Petersson
demuestra en ([19] §4 Th 4.1) que toda dlgebra Casi-Jordan de dimensién
finita que es estrictamente conservativa tal que A/R es separable, posee una
descomposicién de Wedderburn.

Observacion 10. Podemos observar que el Ejemplo 4 constituye un contra-
ejemplo para el resultado de Petersson en el caso no conservativo. Veamos
primero que .4 no es conservativa. Para ello veamos que pese a no ser soluble
no posee idempotentes no nulos.

Es claro que s2—2st = s+t—2(}t) = s y 2st = ¢ por lo que A? = A, luego
A no es soluble. Escogiendo la base {s,t} de A el producto por coordenadas

estd dado por:
bxr + ay

)

(a,b) @ (z,y) = (az,az +

por lo que si {a,b) es un idempotente tenemos:
(0,0) = (a,b)® — (a,b) = (a® — a,a® + ab — b)
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por loque a = 0 o a = 1 pero como 1 +b—b # 0 se tiene que a # 1
y por lo tanto (a,b) = (0,0). Ahora bien supongamos que .4 posee una
descomposicién de Wedderburn. Es claro que R = Ft por lo que existe una
subdlgebra & de dimensién 1 tal que A = R+S8. Tenemos que S no es soluble
y de dimensién 1 por lo que posee un idempotente no nulo, luego A posee
un idempotente no nulo, lo cual es falso.

Con el fin de estudiar la existencia de una descomposicién de Wederburn
demostraremos una serie de lemas que serdn usados en la demostracién del
teorema principal de esta seccién.

Definicién 9. Sea A un 4lgebra y sea e € A un idempotente no nulo.
Diremos que e es principal si para todo idempotente €’ se tiene que e¢’ = 0
o €'e =0, entonces ¢’ = 0.

Lema 9. Sea A una dlgebra de dimension finita en &, con A ¢ {0,1,00}.
Supongamos A posee un idempotente no nulo f. Entonces A posee un idem-
potente principal e.

Demostracién: Definimos el conjunto [d(A) = {z € A | z* = z # 0}.
Sea D la funcién Id(A) en N definida mediante D(u) = dimp(A;(u)), donde
Ai(u) es el espacio A; de la descomposicién de Peirce de A respecto del
idempotente u. El conjunto Id(.A) no es vacio pues f € Id(Ac) y la funcién
D estd acotada por la dimensién de A. Por ello existe un elemento e € Id(.A)
tal que D(u) < D(e) para todo u € Id(A). Si e no es principal, entonces hay
un elemento €' en Id(A) tal que ee’ = 0. Supongamos que e + € = 0, luego
e = —ey0=ce = —e? Esto querria decir que e = 0, por lo que tenemos
e+e #£0y

(e+e) =cet+2ee +ee =+ () =e+€.

Por lo tanto e + ¢’ € Id(A) y D(e+¢') < D(e). Por otro lado €' € Ag(e)
y si z € A;(e) tenemos ze' = 0. Esto implica que

rle+e)=zetze =ze=z

vz € Ai(e+€). Concluimos que A, (e) € A;(e+¢€), sin embargo e'(e+e') =
ee' + ()2 = ()2 = €, luego € € (¢/)? = €, luego € € Ai(e + €') pero
e’ ¢ A;(e) pues pertenece a Ag(e). Por lo tanto D(e) < D(e + €') y tenemos

una contradicién. Concluimos que e es principal. a
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Durante todo lo que sigue en esta seccién F srd un cuerpo de caracteris-
tica distinta de dos o tres y A serd un dlgebra Casi-Jordan generalizada de
dimensién finita sobre F con A distinta de —1, 0, 1, 1/2 o oo y que ademés
posee un elemento idempotente.

Observacién 11. Bajo tales condiciones A; es una subdlgebra asociativa,
conmutativa con unidad de A (debido al Lema 3). Llamaremos R; al radi-
cal de A;. Como consecuencia se tiene que R; es el conjunto de todos los
elementos nilpotentes de A; (ver Albert [1] Cap. 2 §7 Teorema 10).

Observacién 12. Las relaciones del Teorema 7 implican que Ay es un ideal
de A y A, es un ideal soluble de A por lo que estd contenido en el radical
R.

Definicién 10. Dado un elemento z de un dlgebra A definimos las potencias
plenarias de z de la siguiente manera:

W =z zM= (x(n—l))2

para n > 1.

Lema 10. Dado z € A, z = 21+ 29 + 5 con z, € A,. Entonces para todo
i €N se tiene que z@ — 71 — 20 € 4,.

Demostracién: Procedamos por induccién en . Para i = 1 es trivial.
Supongamos z® — P (") = a, € A,, luego

Z‘(H_l) _ $§i+1) (1+1) (x(z) 4 x(z) tig )2 (li—i-l) _ xgi+1)

2 4 2™ + 62 + 220z
-|—23:§")a)\ + ZxéJa;\ — x{liH) - zé‘*”
=a; + 2z(1i)a:(i) -+ 2:0(14)&; + 23:((,")@ + aﬂ:f).
Usando las relaciones del Teorema 7 deducimos que todos los términos
q
de esta ultima expresién son iguales a cero excepto 2:1:1)&,\ elemento que
pertenece a A,. O

Definamos el siguiente subespacio de .4:

P=TR1+ A+ A
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Lema 11. El espacio P es un ideal de A y para todo indice natural i se

satisface . _ )
PO ¢ RY + AP + A,

Demostracién: Demostremos primero que P es un ideal de \A. Tene-
mos que

PA=P(A + A+ A)
CPA +PA + A,
C (R1+ Ao + Ax) A1 + Ag + Ay
C (RiA; + AgAr + Ay Ap) + Ag + As
C(Ri+ A+ A+ Ay
=R+ A+ A =P

Es decir P es un ideal de .A. para probar la segunda afirmacién del lema
procederemos por induccién en 4. El caso ¢ = 1 es immediato de la definicién.

Supongamos que _ .
PO CRY + AP + A,

entonces

Pt = pO p@ ¢ (RY 4 AJ + A,)PD
C RORD + AD + A,) + ADRY + AP + A,) + A PO

CRPRY + AP) + AP (RY + AD) + Ay
pues A, es un ideal de 4. Por otro lado 'Rgi) C A vy Ai Ay = {0} implican:

,P(i+1) QREHI)-J-A((;“)+AA

y hemos probado el lema. a

-

Teorema 8. Sea A € &, con A ¢ {—1,0,3,1,00}, de dimensién finita tal
que es débilmente conservativa y A/R es separable. Entonces A posee una

descomposicion de Wedderburn.
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Demostracién: Si A es soluble, entonces 4 = R y no hay nada que
demostrar. Si .4 no es soluble, entonces, ya que es débilmente conservativa,
existe un idempotente no nulo y por Lema 9, hay un idempotente principal e
en A Sea A= A;®Ay® Ay la descomposicién de Peirce de A respecto de e.
El hecho que e sea principal implica que .4, no posee elementos idempotentes
no nulos. Ya que Ay es un ideal de A (ver Observacién 12), el hecho que A sea
débilmente conservativa implica que Ay estd contenida en el radical, es decir,
es soluble. Sea £ el indice de solubilidad de A,. El radical R, de A; es asuvez
soluble. Sea [ el indice de solubilidad de R, y sea m = maz{k, I}. Si definimos
P = Ry+Ag+A,, entonces Lema 11 implica Pt™ ¢ R{™ + A 4 Ay = A,
Deducimos que P +1) C (A4,)% = {0} por lo que P es un ideal soluble de A
lo que significa que P C R.

Reciprocamente si tomamos z € R, entonces, va que R es soluble, hay
una potencia plenaria de z que es cero, digamos z(™ = 0. Si escribimos
T = I1 + %o + Z), debido a que Ay es soluble, existe un fndice s tal que
z$) = 0. Sea m = maz{r, s}. Entonces el Lema 11 implica z\™ = —(z(m —

2™ —2d) € A,. Deducimos que 2™ = 0. El hecho que .4, sea asociativa

nos permite concluir que z3" = 0, luego z; es un elemento nilpotente de el
algebra asociativa A;. Por lo tanto z; € R, (ver Observacién 1) yz e P.
Asl que tenemos que

R=P=Ria A& A,

Este resultado tiene dos consecuencias. Primero R N A; =Ry, asi es que
AR = (A +R)/R A /(RN A=A /Ry

y A1/R; es separable. Esto implica que A; posee una descomposicién de
Weddernburn en virtud de la Observacién 11. Por lo tanto Ai=Rie 8
para alguna subdlgebra S; of A; con S; = A4, /R,. La segunda consecuencia
de R =R; + Ay + A, es que

A= A @ Ag P A,
:Sl@Rl@A()EBAA 251@72
asi si definimos S = &, tendremos

A=SeR
con
A/R e Ag/Rl == 51 = S
lo que finaliza la demostracién del teorema. ' a
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Capitulo 5

Problemas abiertos

51. (22,y,z)(a%b,a) =0

Podemos decir que el principal problema que ha quedado abierto es el
de investigar para cuales A se cumple que para toda dlgebra en A € &, es
Jordan-reducible. Es decir si se satisface la relacién:

(zz,y,:r:)(a2,b, a’) =0 (5.1)

para todo z,y, a, b € A. Existen diversas razones para intentar demostrar que
aquella identidad efectivamente se satisface. Aqui menciono las que considero
mas relevantes:

» Conjeturamos que la identidad (5.1) se cumple para toda variedad &,
salvo, quizéds, para una cantidad finita de elementos A. Lo que nos
induce a formular esta conjetura es el hecho de que el program Albert
[10, 11] del professor Jacobs nos ha arrojado el siguiente resultado:

Degree Current Dimension Elapsed Time (in seconds)

1 4 0
2 12 0
3 38 0
4 115 1
5 313 1
6 666 3
7 886 33
8 897 269
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Build completed. Last matrix 12.98 % dense
— p(zz,y,z)(aa,b,a)

‘Polynomial is an identity

Defining identities are:

l.ab — ba

2.((zz)y)z + 3((zz)z)y — 4((yz)2)Z

Field = 251.

Using Sparse matrix structure.

Problem type = [3a, b, 3z, y|; Total degree = 8.
Multiplication table present.

Esto significa que generando el dlgebra de todos los productos posi-
bles de 3 veces z, 3 veces a, una vez b, y una vez y que satisfaga las
identidades uwv = vu y ((wu)v)u + 3(uw)u)v — 4((vv)u)u (es decir la
ecuacién (2.4) con 8 = 1y v = 3), se tiene que (z%,y,z)(a% b,a)) es
una identidad del dlgebra.

Se podra demostrar la equivalencia de los conceptos de solubilidad y
nilpotencia para todas las variedades &, para las que se satisfaga la
igualdad con A distinto de co 0 —1/2.

Otra consecuencia importante es que podemos ver que toda 4lgebra
A€ ®, con A ¢ {—1/2,00} que es semisimple, es de Jordan. Por ello
podemos deducir que A € &, con A ¢ {—1,—-1/2,0,1/2,1, 00} implica
A =R&S con § dlgebra de Jordan semisimple. Por lo que la estructura
de éstas algebras seria bastante conocida.

Por dltimo podemos afirmar que para A = —1 la afirmacién es falsa. El

Ejemplo 5 constituye un contraejemplo. En C se tiene que el subespacio J
generado por los elementos (z?,y, z) con z,y € C coincide con C, por lo que

T2 40,

Casos particulares

También estd pendiente analizar los resultados obtenidos en aquellas va-
riedades donde las demostraciones dadas no funcionan. Estos son:
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5.2.1. 6_1 : (6 = 0)

Para dlgebras en esta variedad el Teorema 3 es falso. De hecho el Ejemplo
5 constituye un contraejemplo pues en C no es de Jordan y el producto punto
usual <, > es una forma traza no degenerada. También la demostracién de
los Teoremas 5 y 8 fallan. Sin embargo esta variedad tiene una propiedad
interesante que puede ayudar a enfocar el problema desde otro punto de
vista. Un algebra en &_; satisface

23y — zyzz = 0. (5.2)
Reemplazando y por —yz en la ecuacién (5.2) obtenemos
ryzzr — 23 (yz) = 0. (5.3)
Multiplicando la ecuacién (5.2) por z obtenemos
yz — zyzzr = 0. (5.4)
Finalmente sumando las ecuaciones (5.3) y {5.4) tenemos
(z3,y,z) = 23y ~ 23(yz) = 0. (5.5)

Algebras_ que satisfacen la ecuacién (5.5) se llaman dlgebras 3-Jordan
y han sido estudiadas ampliamente. Un resultado interesante (ver Hentzel
y Peresi [9]) dice que bajo ciertas condiciones razonables toda dlgebra 3-
Jordan es de Jordan o es de Pseudo-composicion. Las dlgebras de Pseudo-
composicién son dlgebras que poseen una forma bilineal B tal que para todo
z se tiene z° = B(z,z)x. Esta clase de dlgebras es sumamente conocida y su
estructura es sencilla de determinar (ver Meyberg y Osborn [13]). El Ejemplo
5 es un ejemplo de dlgebra de pseudo-composicién, donde la funcién bilineal
es el producto punto usual <, >.

5.2.2. B_ip: (B—v=0)

Queda pendiente saber si el Lema 4 o los Teoremas 4 y 5 se satisfacen
para dlgebras en esta clase. Serfa particularmente interesante saber si existe
un dlgebra soluble pero no nilpotente en &_;/,.
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5.2.3. G&: (y=0)

Esta clase es una de las mds problemadticas, practicamente todas las de-
mostraciones fallan, por lo que serfa interesante un estudio exclusivo de esta
variedad. Sélo hemos demostrado la equivalencencia entre solubilidad y nil-
potencia. En cuanto a la descomposion de Peirce, el problema radica en que
0 es una raiz de p(z) = az® + Bz + vz = Bz®(z — 1) de multiplicidad 2.
Esto implica que si e es un idempotente principal y € € Ay no significa que
¢’e = 0 por lo que no podemos afirmar que .4 sea soluble.

5.2.4. &;: (B+2y=0)

Aqui sé6lo falla el Teorema 8. Queda pendiente estudiar la existencia de
una descomposicién de Wedderburn. El problema radica es que no pode-
mos asegurar la existencia de una descomposicion de Wedderburn para A;
pues en este caso .A; no es necesariamente asociativa pues 4; = {z € A |
(R. — I)*(z) = 0} donde I es la identidad de .A. Esto implica que .4; no
tiene necesariamente un elemento unidad por lo cual no es necesariamente
asociativa.

5.2.5. &,: (B+v=0)

Esta clase es definitivamente la més problematica, no sélo como en el
caso de &y practicamente todas las demostraciones fallan, sino que ademés

no poseemos ejemplos de dlgebras en esta variedad, salvo aquellos que estdn
en ().
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APENDICE: Cilculos.

Para calcular los elemento &; de la demostracién del Teorema 5 podemos
observar las siguientes tablas:

wy = Wy = Wy = Wy = W5 =
coe ficiente abzzx | azbrzx arzbr | azrzb | brazx

—5(y—1) vy 0 0 0 0 0
—9(v—-1) Up 0 0 0 0 0
3292 —v+3) | vs 0 0 4 0 0
3(y—5) Uy 0 2 0 2 0
9(y—-1) Us 0 0 0 0 0
—3(292 —v+3) | v 0 0 0 0 0
—3(y — 5) vy 0 0 0 0 2
15(y — 1) Vg 0 0 0 0 0
—6(y*—2v—1)| vy 0 0 0 0 0
6(72 = 2"}’ == ].) (50 0 0 0 0 0
~15(y—1) |wn 0 0 0 0 0
—2(y = 3) V19 0 0 0 0 0
3(2y-1) Vg | =27 —2 | =2y —2| —2v-2 0 4

-3(2v-1) vys | =27 —2 4 4y 0 —2v -2
—3(2y-1) Vg 0 2y =2 =2y —2| =2y -2 0
-9 V17 0 —2’7 -2 4 4’)/ 0

3(2y-1) V1g 0 0 0 0 —2y -2

9 Vig 0 0 0 0 —2'7 -2
—6 Vap 0 0 0 0 0
6 Va1 0 0 0 0 0
10(y — 1) Vg2 0 0 0 0 0
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wg = Wy = W = Wg = Wi =

coe ficiente brraz brzza | zzabzr | zzazb | zzbaz
*9[’}/ - 1] Va2 0 0 0 0 0
327 —v+3) | v 0 0 0 0 0
3(y — 5) Uy 0 0 0 0 0
9(y - 1) Vs 0 0 0 0 0
3292 —v+3) | us 4 0 0 0 0
—3(y - 5) vy 0 2 0 0 0
15(y—1) Vg 0 0 0 0 0
—6(v2—2v—1) | v 0 0 0 0 2
6("/2 g 2’}/ — 1) V10 0 0 2 0 0
—15("}’ — 1) V11 0 0 0 2 0]
~2(v - 3) V12 0 -6y — 6 0 0 0
2(’)/ — 3) V13 0 0 0 6 0
3(2y —1) V14 dry 0 2 0 2
=3(2y - 1) V16 0 0 0 0 0
-9 U7 0 0 0 0 0
3(2y—-1) vig | —2y—2 | —2y—2 0 0 0
9) Vig 4 4’}’ 0 0 0
—6 Va0 0 0 ==Y = 1 =S 1 2

6 V31 0 0 2 2’}/ - = 1
10(’}/ — 1) V3o 0 0 0 0 0
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Wi = | W2 = | W3 = Wig = Wis =

coe ficiente zzbra | zzzab | zzzba | (ab)(zx)z | (ax)(z2)b
—5(y = 1) Uy 0 0 0 6 0
9(y—1) |w| 0 0 0 0 2
327 —v+3) | us 0 0 0 0 0
3(y—5) Uy 0 0 0 0 0
9(y—1) Us 0 0 0 0 0
—3(2v? — v+ 3) | e 0 0 0 0 0
—3(y—5) Uq 0 0 0 0 0
15(y — 1) Ug 0 0 0 2 2
—6(y? —2y—-1) | v 0 2 0 0 0
6(v2—2v—1) |vyg 0 0 2 0 0
'—15("/ — 1) V11 2 0 0 0 0
—2(’7 = 3) V12 6 0 67 0 0
2(y—3) V13 0 6y 0 0 0
3(2y—-1) V14 0 0 0 0 0
—3(2’7 — 1) V15 0 0 0 0 0
—3(2y-1) |vs| O 0 0 0 2
—9 (4 0 0 0 0 2"{
3(2v—1) V18 0 0 0 0 0
9 V19 0 0 0 0 0

=8 Vg 2 2 27 -y -1 —y—1

6 vgp | —y—1 2y 2 —y—1 2
10(";’ Lo 1} Vas 6 0 0 0 0
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Wip = uhr = ung = Wap =
coe ficiente (az)(bz)z | (bx)(zz)a (az)(bzz) | (az)(zxb)
—5(v—1) v 0 0 0 0
~9(y—1) | v 4 0 0 0
3272 —v+3) | vs 0 0 0 2
3(y - 5) vy 0 0 2 0
9(v—1) Us 4 Z —4 0
—3(292 — v+ 3) | v 0 0 —4 0
—3(y=5) | v 0 0 —4 0
15(y—1) | v 0 9 0 -2
—6(v2 =27 —1) | vy 0 0 0 -2
6(v2 ~2y—1) | vy 0 0 0 -2
—15(’)/ == 1) V11 0 0 0 -2
~2(y=3) |wa| O 0 0 0 0
2y —3) v 0 0 0 0 0
32v—1) | v 0 0 0 0 0
—3(2y - 1) U1s 0 0 0 0 0
—3(2y — 1) U1g 4 0 0 4y 27y
-9 U1y -—2’}’ -2 0 0 —2’7 -2 2
302v—1) | v 4 2 0 0 0
9 e | —2v7—2 27 0 0 0
—6 Vap 0 2’7 0 0 0
6 Vo1 0 -~y =] 0 0 0
100y =1) | v 0 —6 0 0 0
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Wo1 = Waa = Wz = Way = Was =~
coe ficiente (br)(azz) | (bz)(zza) | (zz)(abz) | (zz)(azbd) | (zz)(bza)
-1 | n 0 0 —6 0 0
—9y—1) vy | —4 0 0 =i 0
3292 =7 +3) |vs | —4 0 0 —g 0
3(y — 5) v | —4 0 0 -3 0
90y — 1) Vs 0 0 0 0 ~2
~3(292 — v+ 3) | e 0 2 0 0 )
—3(y —5) Uy 2 0 0 0 -2
15(y—1) | v 0 —2 0 0 0
—6(y2 — 27— 1) | g 0 = 0 0 2
6(v2 -2y —1) |wvy 0 —~2 0 2 0
—15(y — 1) V11 0 -2 2 0 0
—2(y=3) |va| O 0 0 0 0
2(y—3) V13 0 0 0 0 0
32y —1) | v 0 0 0 0 0
“3(2"}’ — 1) s 0 0 0 0 0
B2y —1) | 0 0 0 0 0
- -9 Uy 0 0 0 0 0
3(2"/ = 1) Uis 4";’ 27 0 0 0
9 V1o -—2’} -2 2 0 0 0
—6 V2o 0 0 -y — 1 -7 — 1 2
6 V21 0 0 eyl 1 2 —fe== 1
100y —1) | g 0 0 0 0 0
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Para cada w; la columna respectiva contiene al vector (v;1,...,Vi2) ¥ la
columna de coeficientes contiene al vector (u,...,u22), por lo que & es el
producto punto entre ambos vectores columnas. Aqui realizamos el cdlculo
para algunos de los w;.

Para w,

(=27 = 2)B(2y — 1)) + (=27 = 2)(=3(Zy - 1)) = 0

2(3(y —B)) + [—2y — 2)(3(2y ~1)) +4(—8{27 — 1)) + {29 —2)(—3(2y— 1)}
=2y =2)(-9) =203y —5)) +4(=32v -1+ (-2v—-2)(-9) =
6v—30—24y+12+ 18y +18=0

Para wy
4(3(29°—y+3))+(—27—-2)(3(27-1))+4v(—3(2y~1))+(=2v—2)(-3(27-1))
+4(—9) = 4(3(2v% — v+ 3)) + 4y(=3(2y = 1)) + 4(-9) =
24v® — 129436 —244° + 12y - 36 =0

Para wy
2(3(y = 5)) + (=67 — 6)(2(v — 3)) + (—27 — 2)(—3(2y — 5)) +4v(-9) =
6y —30—18v* + 24y + 18+ 18y* - 18y - 30— 36y =0
Para wy
2(6(v* — 2y — 1)) +2(3(2y — 1)) + 2v(=3(2y — 1)) + (—v - 1)(—6) +2-6

=12(y* =2y - 1) +6(2y—1) —6v(2y - 1) +6(y— 1)+ 12 =0.
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