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RESUMEN

Estudiamos el problema de representar efectivamente niimeros enteros por for-

mas cuadraticas enteras cuarternarias positivas definidas.

En 1974, M. Kneser ([K], 26.3) demostré el siguiente resultado:

Sea f una forma cuadritica entera, regular, positiva definida en 4 variables.
Entonces existe una constante N = N(f) con la siguiente propiedad:

Si t > N es un entero representado f sobre Z,, para cada primo p, y 1
no es divisible por aquellos primos p para los cuales f es anisétropa sobre Z,,

entonces t es representado por f sobre Z.

En este trabajo se obtiene una cota efectivamente calculable para la constante
N del teorema anterior, la cual depende sélo de la forma cuadratica f y de una

constante absoluta que se puede calcular explicitamente.



ABSTRACT

In this thesis we study the effective representation of integers by positive definite

integral quadratic forms of dimension 4.

In 1974, M. Kneser ([K], 26.3) proved the following result:

Let f be a positive definite integral form in 4 variables. Then there exists a
constant N with the following property:

If t> N is an integer which is represented by f over Z, for each prime p,
and t is not divisible by those primes p for which f is anisotropic over Z,, then

t is represented by f over Z.

In this work we obtain a bound for the constant N appearing in the statement
of the above theorem. The bound is effectively computable and it depends only on

the quadratic form f and an absolute constant which can be computed explicitly.



INTRODUCCION

Este trabajo trata sobre el problema de representar nimeros enteros por formas
cuadraticas enteras cuaternarias positivas definidas.

Sea O un anillo de integridad, O — F = Quot(®) el cuerpo cuociente y
suponemos caracteristica de @ distinta de 2.

Una forma cuadratica f(2y,-+-,2,) en n variables sobre © es un polinomio

f(xl,---,mn):z:fijx,-xj con f£j=fj,'60, ].Sl, j_<_n.

El determinante d(f) de la forma f es por definicién el determinante de la
matriz simétrica F = (fi;). Si d(f) # 0 se dice que f es regular o no singular.
Diremos que f representa un elemento ¢ € @ sobre © si existe a =

(ala"' 7an) € O™ tal que f(al,- #ia ,an) =0

En el caso O =7 diremos que una forma cuadritica f sobre Q es positiva
definida si f(zq,---,2,) > 0 para todo (zy,--- ,&,) € R* — {0}.

De modo andlogo se define una forma negativa definida. Diremos que una forma
es definida si es positiva definida o negativa definida. Cuando la forma no es definida

se dice que es indefinida.

Un método fundamental para estudiar este problema es el de extensién de es-
calares. Si O — @', O subanillo de ', entonces toda forma cuadritica f
sobre O se puede considerar como una forma cuadrética sobre @'. Por ejemplo,

Q@ — Q, cuerpo de nimeros p-adicos y Z < Z, anillo de enteros p-adicos.

Se conocen los siguiente resultados:

Teorema 0.1 Sea f(z;,--+,z,) una forma cuadratica entera regular indefinida,

n24. Sea a €1- {0}, tal que a es representado por f sobre Z,, para todo
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. primo p, incluso p = oo (en este caso Z, = R). Entonces e es representado por

f sobre 7.
(Ver [Cal, pag. 131).

En el caso de una forma definida la situacién es méds complicada y se tiene el

siguiente resultado de Tartakowski (1929).

Teorema 0.2 Sea f(z1,---,2,) una forma cuadratica entera regular definida
positiva, n > 5. Entonces existe una constante N = N(f) con la siguiente
propiedad:

Sea t > N un entero representado por f sobre Z,, para todo primo p,

entonces t es representado por f sobre Z.

Otro lenguaje para estudiar formas cuadriticas es el de reticulados. Un O-
reticulado en el espacio vectorial V sobre F = QuotO, es un O-médulo L €
Ovy + -+ Ov, donde {vy,---,v,} esunabasede V y FL=V.

Si f(x) = f(z1, --,2s) = ¥ fijzix; es una forma cuadritica sobre © en n
variables, asociamos a f el O- reticulado (O-médulo) L = Ov;@---@Ovy, enel
espacio vectorial F™, con laforma cuadratica f(zivi+::-+@ava) i= f(21,° - y &)

Luego f: L — O es una aplicacién que satisface:
(1) f(ax) =d%’f(x) Ya€ O, z€ L,

(2) 2b(x,y) = f(x +¥y) — f(x) — f(y) define una forma bilineal simétrica sobre
L, con b(’U{, 'U_?') = f,‘j.

En particular, L es un O-reticulado en el espacio cuadritico (F",f) donde

f:F" = F eslaforma cuadrética definida por f(zyvi+ -+ Tnty) = Lfii0i%;.



En la mayor parte de este trabajo empleamos el lenguaje de reticulados debido

a que es mas practico.

Sean (V,q) y W,q) espacios cuadraticos sobre un cuerpo F. Diremos que
un reticulado L en (V,q) representa al reticulado M en (W,§), si existe
o: W — V lineal, tal que ¢(cz) = §(z), paratodo c €W y oM C L.

En particular, ¢t € F' estd representado por el reticulado L, si existe z € L

tal que ¢(z) =t.

En 1978, J. S. Hsia, Y. Kitaoka y M. Kneser demuestran el siguiente teorema.
(Ver Teorema 1 en [HKK]):

Teorema 0.3 Sea L un Z-reticulado positivo, dimL = m > 2n + 3. Entonces
existe una constante ¢ = ¢(L) con la siguiente propiedad: Sea E un Z-reticulado
de dimensién n, tal que FE, es representado por L, para todo primo p y

p(E) = Min{q(z)|0 # z € E} > c. Entonces E es representado por L.

Si n =1 entonces el teorema 0.2 es un caso particular del teorema 0.3.

La constante ¢ ha sido estimada efectivamente por M.I. Icaza. (1992), ver [Icl].

El teorema 0.3 no es vdlido si m = 4. Un ejemplo para esta afirmacién es el
siguiente:

f(z) = 22 + 22 + 25(2% + 23) es una forma cuadratica entera positiva definida.
Si a>0 entonces f representa a 3-22* sobre Z,, para todo p. Sin embargo
f norepresenta 3-2%* sobre z. (Ver [K], 26).

Este ejemplo funciona porque f es anisétropa sobre Q;, es decir f(z) # 0,

para todo = # 0. Entonces es claro que para tener una versién andloga al teorema



0.2 en el caso m =4 se deben agregar ciertas hipotesis.

Si E es un Z-reticulado en un espacio cuadratico (V,q) sobre @, enton-
ces las inclusiones @ < @, y Z < Z,, para todo primo p (incluso p = c0),

conducen a las p-localizaciones (extensién de escalares) V, = ,0V y E, = Z,QF.

Consideremos un Z—reticulado positivo definido FE. Definamos los siguientes

conjuntos:
g(E) = {t=0[teq(E,), Vp},

G(E) = {teg(E)|p"¥t si E, es anisétropo}.
En 1974, ([K], 26.3) M. Kneser demostré el siguiente teorema:
Teorema 0.4 Sea E un Z—reticulado regular positivo definido, dimE = 4.

Entonces existe una constante N = N(E) que satisface la siguiente propiedad:

Si teg(E) y t> N, entonces t € ¢(E).

Diremos que un entero t es representado primitivamente por f sobre Z (Z,)
si existe (a1,-+-,a,) € Z" (Z¢) primitivo (es decir med(ai,-++,a.) =1 o

mazicicnlail, = 1 respectivamente) tal que f(ay,---,a,) =t.

Una versién analoga el teorema 0.4 fué dada por J. W. Cassels en 1978 (ver

teorema 1.6 de [Ca], pag. 204) y es el siguiente resultado:

Teorema 0.5. Sea f una forma cuadratica entera regular positiva definida en
m = 4 variables. Entonces existe una constante N = N(f) con la siguiente
propiedad:

Sea t> N un entero representado primitivamente por f sobre Z,, para todo

primo p. Entonces ¢ es representado primitivamente por f sobre Z.

vi



En este trabajo se obtiene una estimacién efectiva para la constante N del
teorema 0.4, con r = 1.

Con el propédsito de obtener una constante N, la cual tenga acotados todos sus
factores, se modifica la demostracién del teorema 0.4.

Esta modificacién consiste fundamentalmente en emplear algunos pasos de las
demostraciones de los teoremas 0.3 y 0.5. Ademas, se introducen propiedades sobre
representaciones primitivas, las cuales permiten obtener estimaciones fundamentales
para el resultado final.

En el resultado obtenido aqui, intervienen también algunas cotas obtenidas por
[Ic1] y [Ic2] para estimar la constante del teorema 0.3.

La estimacion de la constante N, no es la éptima, por lo tanto la cota obtenida
en este trabajo, se podria mejorar.

Por otra parte, los argumentos empleados para obtener una cota efectiva para
N, novarfansi r eslo r es 2, perono son validossi r > 2. Como el teorema 0.4
garantiza la existencia de la constante N para cualquier r € N, seria interesante

acotar la constante N, en el caso r > 2,

En el Capitulo I presentamos definiciones y resultados basicos para el desarrollo

del trabajo.

En el Capitulo II se dejan establecidas las estimaciones necesarias para obtener

la cota N del teorema 0.4.

En el Capitulo III se demuestra con detalles el teorema 0.4 y se muestra en el

teorema 3.1 que la constante N es efectivamente calculable.
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CAPITULO I

Preliminares

1.1. Notacién y terminologia.

Definicién 1.1.1. Sea F un cuerpo con chF # 2 y O un anillo con unidad
contenido en F, con QuotO = F. Sea M un O-médulo libre, de dimension

?

finita y ¢ una funcién de M en F tal que

(1) g(az) = a’q(z) paratodo a € O y z € M,

(2) q(z +y) — q(z) — q(y) = 2b(z,y) es una forma bilineal simétrica.

Diremos que M es un médulo cuadratico sobre O (o que M es O-mddulo
cuadratico) y ¢ (respectivamente b) la forma cuadratica (respectivamente forma
bilineal) asociada a M.

Si z =y entonces ¢(z)=b(z,z), Vr € M.

Diremos que M es un espacio cuadratico en el caso O = F.

Definicién 1.1.2. Sea M un médulo cuadrético libre, de dimensién finita n
sobre O y supongamos que {v;}".; es una base para M. Entonces se tiene una
matriz simétrica A € M,(F) definida por A = (b(vi,v;)).

A se llama la matriz del médulo cuadratico M en la base {vy,-:+,v,} ¥ se
denota M = (A).



Si  {w;}l, es otra base entonces existe una matriz T = (t;) tal que
(41, un) = (v1,-++,vs)T con t; € O, detT € O ysi B = (b(ui,uy))
entonces B = T'AT.

Se tiene en este caso que (detA) mod(O*)* es independiente de la eleccion de
la base y esta unicamente determinado por M, se denota por dM y se llama el
discriminante de M (est4 definido sélo para médulos libres). Diremos que M es

regular si detA # 0.

Definicién 1.1.3. Sea M un O-médulo cuadraticoy S € M. El complemento
ortogonal de S es el O-médulo

St = {z € M|b(z,s) =0, Vse S}

Definicién 1.1.4. Sean M, M,,---, M,, médulos cuadraticos sobre un anillo O
tales que M =M, @ - ® M,,, b(M;,M;) =0 si i+# j. Diremos que M esla
suma ortogonal de M;,---, M,, y se denota por M = M; L --- L M,,.

Si M tiene una base {v;} tal que M = Ov; L --- L Ov,, entonces {v;}

se llama base ortogonal de M. Con las notaciones anteriores M =.1; (a;) con

a; = Q'(Ui)'

Observacién 1.1.5. Si U es un espacio cuadratico sobre un cuerpo F y
U=U; L--- LU, entonces dU = dU,---dU,, y es claro que U es regular siy

sblo si cada U; es regular.

Todo espacio cuadratico no cero sobre un cuerpo, posee una base ortogonal.



Definicién 1.1.6. Sean M y N mdédulos cuadraticos sobre un anillo O.

Una aplicacion lineal o : M — N tal que ¢(oz) = ¢(z) para todo =z € M, se
llama representacién de M en N. Se dice que M es representado por N y se
denota M — N.

Si o es una representacion inyectiva se denota M < N.

Si o es una representacién biyectiva se llama isometria, se dice que M y N
son isométricos y se denota M = N.

El grupo de las isometrias ¢ : M — M se denota por O(M) y se llama grupo
ortogonal de M.

Supongamos que M es un O-submddulo libre de un espacio cuadratico regular
V' sobre un cuerpo F' 'y FM = V. Denotemos por Ot (M) = {o € O(M)|detc =

1} el subgrupo de las rotaciones de M.

Definicién 1.1.7. Sea M un mddulo cuadratico sobre . Entonces M se llama
moédulo cuadrético isétropo si existe z € M, z # 0 tal que ¢(z) =0. Si M no

es isotropo se llama anisétropo.

Definicién 1.1.8. Sea V un espacio cuadratico de dimensién 2 sobre un cuerpo
F. Si V posee una base {vi,v2} tal que g¢(ajv; + azv;) = aias con a; € F,

entonces V se llama plano hiperbdlico.

Es claro que todo plano hiperbdlico es isétropo.

Definicién 1.1.9. Un espacio cuadritico V sobre un cuerpo F se llama universal

si para cada a € F'* existe v € V tal que ¢(v) = a. Es decir ¢(V) = F*,



Definicién 1.1.10. Sea V espacio cuadratico regular sobre un cuerpo F' tal que
V=H; L.« LH LU donde H; es un plano hiperbélico y U es un espacio
anisétropo o cero. De acuerdo con 42:16 de [0’M1] se tiene que r es independiente
de esta descomposiciéon. Por lo tanto r es un invariante de V' y tiene sentido
definir el indice de Witt de V' como ind V =r.

En particular ind V > 0 siysélosi V es isétropo.

1.2. Norma espinorial.

Sea V espacio cuadratico regular sobre un cuerpo F. Si y € V es tal que
q(y) #0 se define 7,: V — V por la férmula
_ 2b(z,y)
q(y)

7y € O(V) y la llamaremos simetria definida por .

T

y(z) =2 )

Si dimV =n y o€ O(V) entonces ¢ =7, ---7, donde 7, es una simetria

y r <n. (Ver [0O'M1], 43:3).

Si o0 =1, -7, esotraexpresién de ¢ en producto de simetrias entonces por

54:6 de [O’M1] se tiene que

q(y1) - - q(ys) € q(21) -+ - q(ze) F* J(F*)*.

Luego podemos definir la norma espinorial 6 de la siguiente manera
0:0(V) — F*[(FX)? con 0(c) = q(y1)---a(y,) en F*/(F*).
6 es homomorfismo de grupos y si consideramos la restriccién
6 : O%(V) = F*/(F*)? denotamos por O'(V) el niicleo de esta restriccién, es

decir
O'(V)={o € O*(V)|b(c) = 1}.
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1.3. Formas cuadraticas y espacios cuadraticos.

Sea @ un anillo con unidad contenido en un cuerpo F tal que chF # 2, es

posible el caso O = F.

Definicién 1.3.1. Una forma cuadratica f(x) sobre F en n variables
(€¢1,--+,%n) = %X es una funcién f(x) = X, fiyziz; (1 <4, j < n) donde
fis = fii

Se dice que f es una forma cuadratica sobre O si f;; € O para todo 1,].

Definicién 1.3.2. La forma cuadritica f representa un elemento ¢ € F' sobre
O siexiste b= (b, -+,b,) € O" tal que f(b)=c.

Mas generalmente se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.3.3. Una forma cuadratica f(x) en n variables representa la forma

g(y) en m variables sobre O si existen vectores by,---,b,, € O™ tales que

f(ylbl +"'+ymbm) =g(y1,"',ym) '__g(Y)

En este caso escribiremos g — f (sobre O). Es claro que se puede definir en

forma andloga g — f (sobre F).

51 m =1 esta definicion coincide con la representacion de elementos.

Definicién 1.3.4. Se dice que dos formas f,g en el mismo nimero de variables
son equivalentes sobre O (O-equivalentes) si cada una representa a la otra. Se

denota f &p g.



Es claro que la O-equivalencia es una relacién de equivalencia.

En forma anéloga se define f = g.

Observacién 1.3.5. Si consideramos X como un vector columna entonces podemos
escribir f(x) = x'Tx donde T es la matriz cuadrada simétrica 7' = (fi;) y x*
es el vector x transpuesto.

El determinante d(f) dela forma cuadratica f es por definicién el determinante
det T de la matriz T.

Diremos que f es singular si d(f) =0, en otro caso f es regular.

Observacién 1.3.6. En notacién matricial la definicién 1.3.3 es la siguiente:

[ representa a g sobre O siysélosi G = B'TB donde T y G son las
matrices correspondientes a f y g respectivamente y B = (bij)ici<ni<j<m €S
una matriz con b; € O.

Equivalentemente f(Bx) = g(x).

Con esta notacién es facil probar el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.7. Una condicién necesaria y suficiente para que las formas cua-
draticas regulares f y ¢ en n-variables sean O-equivalentes es que G = B'T'B

para alguna matriz B con coeficientes en O y detB € OX.

Observacién 1.3.8. Sea V un espacio cuadratico sobre un cuerpo F con
chF #2 y q laforma cuadrética asociada a V.

Si {vi}; es una base de V entonces

f(z1, -, 20) = (X wovi) = Y blwe, v;)zix;
i=1 ig



es una forma cuadratica sobre F.

Si {u;}; es otra base de V entonces

f’(xls"')xn) =4q (il‘tut)

es una forma cuadratica equivalente a f sobre F.

Observacién 1.3.9. Una condicién necesaria y suficiente para que dos espacios
cuadraticos sobre el mismo cuerpo F' sean isométricos es que las formas cuadraticas

asociadas a ellos sean F-equivalentes.

1.4. Formas cuadraticas sobre dominios de Dedekind.

Sea F un cuerpo, chF #2 y @ un primo no arquimidiano en F. Se define

O(p) = {aeF|lal, <1},
Ulp) = {aeF|lal,=1},

M(p) = {a€F|lal, <1},

donde ||, denota una valuacién en p.
Estas definiciones son claramente independientes de la eleccién de ||, en p.
Los elementos de O(p) se llaman enteros de F en gp. Se verifica que O(gp)
es un anillo que contiene 1 € F y F = QuotO(p).

Notacién. Denotamos por @, la completacion de @ con respecto a la métrica

inducida por ||, y se llama cuerpo de nimeros p-ddicos.



El anillo de enteros O, de @, se denotara por Z, y

Up = {a € @y|lal, =1} es Z7.

En esta seccién S es un conjunto de Dedekind de primos en el cuerpo F que
define un dominio de Dedekind O = O(S) = NEesO(p).
I = I(S) el grupo de ideales fraccionarios y U = U(S) el grupo de unidades de
O. (Ver [O’M1], § 21 § 22).

V denota un espacio cuadratico sobre F, dim V =n, b y ¢ las forma bilineal

simétrica y forma cuadratica respectivamente asociadas a V.

Definicién 1.4.1. Sea M un O-submddulo de V. Diremos que M es un reticu-
lado en V' si existe una base {z1,:--,z,} de V talque M C Oz +:--+ Oz,
y FM=V.

Definicién 1.4.2. Un conjunto de vectores {z1,---,2,} es una base de un reticu-
lado M sies basede FM y M =0z, +---+ Oz,,.

Un reticulado que posee una base se llama libre. Dos bases de un reticulado libre
tienen el mismo nimero de elementos, este nimero se llama dimension de M y se
denota (dimM). (Ver [O’M1] pag. 212).

Observacién 1.4.3. Todo O-reticulado es libre cuando todo ideal fraccionario es
principal. Asi todo Z,-reticulado y todo Z-reticulado es libre. (Ver [O’M1], pag.
48 y 213).

Es importante poder decidir cuando un conjunto de vectores es base de un reti-

culado. La siguiente proposicién nos brinda informacién.



Proposicién 1.4.4. Sea M un reticulado libre con base {z;,---,z,}, y sean

Y1,"*,Yn vectores en M dados por y; = ¥ ; ai;z;, con a;; € F.

Entonces {y1,---,yn} es base de M siy sélo si la matriz (a;;) € M,(O) es

unimodular, es decir det(a;;) € U.

Demostracién. Ver [0’M1], 81:9.

Definicién 1.4.5. Sea L un reticulado en el espacio cuadratico V. Por scale de
L entendemos el O-médulo generado por el subconjunto b(L,L) de F. Se denota
por s(L).

La norma de L es el O-mddulo generado por el subconjunto ¢(L) de F y se
denota por N(L).

N(L)y s(L) son ideales fraccionarios o cero.

Como b(z,z) = ¢q(z) y 2b(z,y) = q(z + y) — ¢(z) — ¢(y) se tiene que
2s(L) C N(L) C s(L).

Si N(L) = s(L) se dice que el reticulado L es propio, en otro caso se dice que

es impropio.

Definicién 1.4.8. Sea L un reticulado no cero. Por 81:3 de [O’MI] existe una
base {zy,-:-,z,} de FL talque L =Ryz1+---+ R.z,, con R; € I.

Se define el volumen de L como
vl =R R2d(z1,- -, Tp),
donde
d(z1,+ 00y 2n) = det(b{zi2;)).
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En el caso en que L es libre nos referimos al volumen como el discriminante de

L y denotamos ambos por d(L) o dL.

Definicién 1.4.7. Sea L un reticulado de rango r en el espacio cuadratico
V. Supongamos que s(L) = R, con R ideal fraccionario. Si vL = R" enton-

ces diremos que L es R-modular. Diremos que L es unimodular si es O-modular.

En el caso en que L es libre, se tiene que L es unimodular si y sélo si la matriz

asociada a L (en cualquier base) es unimodular. (Ver [0’M1], 82:13).

Definicién 1.4.8. Sea L reticulado no cero en el espacio cuadratico regular V' vy
R un ideal fraccionario. Decimos que L es R-maximalen V si N(L)C R y

para todo reticulado K en V tal que L C K se tiene la siguiente propiedad:

NEK)YCR= K =L.

Decimos que L es maximal si es R-maximal, para algin .

1.5. Formas cuadraticas sobre cuerpos locales.

Usaremos las mismas notaciones anteriores, salvo que ahora F es un cuerpo
local, S consiste de un tnico primo g, O es el anillo de enteros O(p), p el ideal
maximal m(p) y U el grupo de unidades U(p) de O.

Sea || =], una valuacién en p.

7 denota un elemento primo de F en p.

Sea (V,b,q) espacio cuadratico regular sobre F.

Notemos que en este caso todo reticulado es libre. (Ver [0’M1], pag. 48).
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Definicién 1.5.1. Para «,8 € F* se define el simbolo de Hilbert de la siguiente

manera:
(a /9) 1 si (@) L {B) L (—1) es isétropo sobre F,
’ —_—
P -1 en otro caso
Definicién 1.5.2. Sea V = (a;) L --- L () espacio cuadratico regular sobre
F.

Se define el invariante de Hasse de V' como

iy Q5
Smn:mgﬁn@pﬁ.

Teorema 1.5.3. Los espacios cuadrdticos U y V sobre F son isométricos si y

sdlo si
dimU = dimV, dU=dV, S,U=S,V.

Demostracién. Ver [0’M1], 63:20.

Teorema 1.5.4. Sean U, V espacios cuadraticos sobre un cuerpo local, con

v =dimV — dimU > 0. Entonces

U—-VeUL@Uu-dvy=V
c) v=2y dU =—dV
U=V ULH=V

H denota un plano hiperbélico.
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d) v>3
U—-V

Demostracién: Ver [0’M1], 63:21.

Sea L un reticulado no cero en el espacio cuadratico V, entonces por 91C
[O’M1], L se descompone en una suma ortogonal de reticulados modulares unidi-

mensionales o bidimensionales. Agrupando las componentes de una tal descompo-

sicion se tiene que L = L; 1 --- L L, donde cada componente L; es modular y
s(Ly) _%_2 e 5:) s(L;). Una descomposicién de este tipo se llama descomposicién de
Jordan de L.

Si suponemos que el cuerpo local F es no diddico (es decir, 2 € U) se
prueba [(O’M1], 92) que todo reticulado L tiene una descomposicién ortogonal

L=L; L---L1LL,, con L; reticulados unidimensionales.

Usaremos el simbolo A(a,) para denotar la matriz A(e, 8) = (Cf ; )

donde o, € O y —1+ af € U. Estas condiciones nos garantizan que la matriz

A(e, B) es unimodular.

El simbolo pA(a, ) denota la matriz (p;r ppﬁ ) .

Ahora presentaremos dos teoremas ([O’M2]) que nos permiten decidir cuando

un reticulado esta representado por otro reticulado sobre el anillo local O.

Definicién 1.5.5. Sean 7 un elemento primo en un cuerpo local F' y E un reti-
culado en el espacio cuadratico V sobre F. Si E =1} E; es una descomposicién
de Jordan de E. Entonces se define & =1 E, donde u estalque 1 <u<t y
s(E,) 2 ©O.
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Teorema 1.5.6. Sea F cuerpo local no diadico, sean E =1 E; y E' =1 E
descomposiciones de Jordan de los reticulados £ y E'.
Supongamos que & y E! son los reticulados de la definicién 1.5.5 para E y

E' respectivamente. Entonces
E' - E siysélosi FE — FE&;, Vi

Demostracién: Ver [0’M2], pag. 850.

De aqui en adelante suponemos que F es un cuerpo local diddico, (es decir,

0 < [2| < 1) en el cual 2 es un elemento primo.

Definicién 1.5.7. Sea E =.1! E; una descomposicién de Jordan del reticulado

E. Se define:
1. & =L E, donde u estalque 1<u<t y N(E,)220.

2. =L E, donde u estalque 1 <u<t y s(E,)2 20 y ademds
se incluyen aquellos E, impropios (es decir N(E,) ; s(E,)) tales que
s(Ey) = 2910,

3. Si E tiene una componente propia 2t!-modular definimos A; = 210,
si esto no ocurre y E tiene una componente propia 2*t2-modular definimos
A; = 2720, En otro caso A; = 0.

4. Definimos d; = (d&;)O y se define d; =0 cuando &; =0.

Notemos que los reticulados &,y y € satisfacen las siguientes relaciones:
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&) si toda componente ortogonal de &;
es una componente ortogonal de &),

& =
&(i+1), en otro caso.
& si toda componente ortogonal de £
£ es una componente ortogonal de &;,
[ =

€41, en otro caso.

Notacién: Sean V espacio cuadritico sobre F y un ideal R C F. Si existe
a € q(V) tal que @O =R, escribimos £ — V.
Es claro que R — V si £ =0.

Si ® — Fz con ¢(z) =a € F, escribimos R — a.

Proposicién 1.5.8. Si dimV >3 entonces £ — V, para todo R.

Demostracion: Ver [0’M2], pag. 858.

Definicién 1.5.9. Se dice que el reticulado E’ es de menor tipo que E si las

siguientes propiedades se cumplen para todo i :
1. dim€&! < dimé&;
2. did; = 1 si dim&! = dimé;

3. AJCA+2720 y A C AL +27H0 si dim€! = dimé;

:.F:n.

Di-g CAI + 2710 si dim€ -1 =dimE! >0 y didl — 241,
5. A} C A; + 220 si dim& —1=dimE! >0 y did, — 2.
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Notemos que la definicién es independiente de las descomposiciones de Jordan

elegidas para los reticulados E' y E.

Proposicién 1.5.10. Si E' — E entonces E’ es de menor tipo que E.

Demostracién: Ver [0O’M2], pag. 859.

Notacién: Como 2 ¢ U, se tiene que existe p € U tal que 2?4+ z+p es
irreducible en F. (Ver [0’M2], pag. 851).

Notemos que si p' € U es tal que z? + z + p’' es irreducible en F, entonces
14+4p € (1 +4p U2

Luego a(l+4p) — V siysdlosi a(l +4p') = V.

Teorema 1.5.11. Sea E’ reticulado de menor tipo que E. Entonces E' — E si

y sélo si las siguientes propiedades se cumplen para todo 7 :
(I) A; — (FE[p)*, donde el complemento ortogonal es tomado en F&(itz)
(I1) Al — (F Sfi])L, donde el complemento ortogonal es tomado en FE&1).

(D) (F&)* = FH implica A;A; C (A})? donde H denota un plano hiperbélico

y el complemento ortogonal es tomado como en (I) y (II).

(IV) 20 = (FEN* o bien 2i(1 + 4p) — (FE!)*, donde el complemento ortogonal
es tomado en F((2') L Euyy)-

(V) 20— (FE)* obien 2i(1+4p) — (FE)*, donde el complemento ortogonal

es tomado como en (IV).

Demostracién: Ver [0’M2], pag. 865.
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CAPITULO II

Estimaciones

En este capitulo dejaremos establecidas algunas cotas necesarias para la estima-

cién final de la constante N del teorema 0.5. (Ver Capitulo III, teorema 3.1).

Definicién 2.1. Sea I un dominio propio de ideales principales contenido en un

cuerpo F, suponemos chF # 2. Sea e;,---,e, una I-base de un reticulado
A. Diremos que un vector v =%, a;e; € A, o; € I es primitivo si el conjunto
{a1,--+,a,} genera el anillo I como ideal.

Se puede demostrar que un vector v € A es primitivo si y sélo si v es parte de
una I-base de A.

Definicién 2.2. Sea A un [-reticuladoy t € I. Diremos que t es representado
por A sobre I siexiste v € A tal que ¢(v) = t. El conjunto de elementos
representados por A se denota por ¢(A). Si t = ¢g(v) con v € A primitivo
diremos que t es representado primitivamente por A sobre I. El conjunto de

elementos representados primitivamente por A se denota por ¢(A)*.

Lema 2.3. Sea L un Z,reticulado en un espacio cuadratico regular isétropo de
dimensién 4 sobre Q,. Entonces existe up € L tal que g(up) # 0 y un reticulado

E C (uo)* con las siguientes propiedades:
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i) —q(uo) € ¢(E).

ii) Si |q(uo + ¢)|, < |g(uo)lp con c € E, entonces ug+c es un elemento

primitivo de L.
iii) U, C 0(E).

iv) E representa primitivamente todo p*U, donde a = ord,q(uo).

Este lema es un resultado de [Ca], pag. 243.

Supongamos que ¢ € Z, con |[t|, < |q(uo)|,. Entonces t = p**Pr con >0
y r € U, luego |p°r — p~®q(uo)|, = 1. Como E representa primitivamente
todo p°U, entonces existe v € E primitivo tal que g¢(v) = p*(PPr — p~%q(w)) =
t—gq(uo), y por lo tanto g(v+uo) = ¢(v)+q(ug) =¢. Se tiene entonces el siguiente

corolario del lema 2.3:
Corolario 2.4. Si |t|, < |g(uo)|, entonces t € q(L)".

Proposicién 2.5. Sea L un Z,-reticulado en un espacio cuadratico regular de
dimensién 4 sobre Q,. Supongamos que s(L) C Z,.

Entonces ¢(L) =Ugpit, 9(uwi)Z3, con u; € L, para todo i.
Ademas

Vo 1+ordd(L) s p#2,
ord, q(u;) < { 3+ord,d(L) si p=2.
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Demostracién: Estudiaremos por separado los casos L isétropoy L anisétropo.

Sea L isétropo:
Sea t € ¢(L). Consideremos el vector uy € L dado por el lema 2.3 y suponga-

mos que ord,q(ug) = a.

o Si |t|, < |g(uo)l, entonces ¢t = p**Pr con r € U, y B > 0. Luego
t € p**le;22 o bien t € p*t2¢;22 con ¢; € Uy/US.

Por el corolario 2.4 se tiene que p'e; con i > a y € € Up/U} estd

representado primitivamente por L.

Denotemos por u;; vectores primitivos tales que ¢(ui;) = p'e;. Entonces

t€VUin q(uat1,;)2; U 9(“a+2.j)1§
donde m = |U,/UZ|.

o Si |t|, > |g(uo)|, entonces la clase de ¢ en Z,/U} es un elemento del

conjunto finito {p'e;}it, ..ajm1,mm-

Consideremos los elementos p'e; con i € {l,---,a}, Jj € {l,---,m} ta
les que estin representados por L, luego existen conjuntos I € {1,-:-,a} y
J C {1,---,m} tales quesi (i,j) € I x J entonces p'e; € q(L). Para cada
(i,7) € I x J elijamos un vector u;; € L tal que g(u;;) = p'e;. Como t € g(L)
se tiene que existe (i,7) € I x J tal que t = g(u;;) - b* con b€ U.

Por lo tanto

t € Uiijerxa 9(uis)Ty
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Sea L anisétropo:

Consideremos el conjunto B de vectores primitivos en L,

B = {v € L||lv|| =1} y supongamos que L representa primitivamente un nimero
infinito de clases en z,/U..

Sea Uy/U) = {€;}7,, entonces Z,/U? = {p‘¢;};=1,...miz0- Luego todo conjunto
infinito en Z,/U7 contiene una sucesién que converge a cero. Por lo tanto existe
una sucesion {v,} C B tal que ¢q(v,) — 0 con la norma p-adica, y como B es
compacto existe una subsucesién {v,,} C {v,} la cual es convergente. Supongamos
Vn, — v. Como L es cerrado se tiene que v € L y ¢q(v,,) — ¢(v) =0, lo que
contradice el hecho que L es anisétropo.

Por lo tanto L representa primitivamente sélo un nimero finito de clases en
Z,/U?. Sean wuy,---,u; los vectores primitivos que representan a dichas clases.

Sea t € g(L) entonces t = p*¢(w) donde w es un vector primitivoen L y
B 2>20. Como w es un vector primitivo en I, se tiene que la clase de ¢(w) en
Z,/U? debe ser alguna de las clases representadas primitivamente por L. De este

modo ¢(w) € q(w;)U? para algin i € {1,---,£}. Luego t € Ugpi1aq(u:i)Z2.

Probaremos ahora que para todo 7 se tiene que ord,q(u;) es acotado y la cota
depende sélo de detL = d.

Si p # 2 entonces podemos suponer que

L = (p™w;) L (p™w,) L (p™ws) L (p™wy),

con w; € Up, 1€ {1,2,3,4} y a1 < a3 < as < ay.

Consideremos el vector u; y supongamos que ¢(u;) = p*v, con v € U, y
como s(L) C Z, se tiene que b > 0.

Si b< a4 entonces ord,q(u;) = b < aq < ord,d.

Si b> a4 entonces b=ay+e+2¢ con e€{0,1} y ¢>0.
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Consideremos el vector @; = p~“u;, entonces

~

g(#) =p™*v y Zu; CLi=N.

Probaremos que N — L. Para esto usaremos el teorema 1.5.6. Sean #; ¥
L; los reticulados de la definicién 1.5.5. asociados a los reticulados N y L
respectivamente.
Se tiene que
N =N para 1> ay,

L;i=1L para 1 > ag,
;=10 para 1 < ag.

Como Q,L es universal se tiene que Q,7; — @,L; para todo :.

Por lo tanto N — L y sin pérdida de generalidad podemos suponer que ; € L.
Como gq(u;) € q(%)Z2 se puede reemplazar wu; por @; y ordyq(d;) =as+e <
1 + ord,d.

Ahora veremos el caso p=2. Sea L = L; L --- L L, una descomposicién
ortogonal del reticulado I donde cada L; es 2% modular unidimensional o
bidimensional y supongamos que ay < a; < --- < a,.

Igual que antes supongamos que g(u;) = 2%, con ve Uy y b>0.

Si b< 2+ a, entonces ordaq(u;) <2+ ordad.

Si b>2+a, entonces b=2-+a, +€+2c con e€ {0,1} y ¢=>0.

Sea U; = 27 °u; entonces q(@;) = 2****v y N = Zyuip C Zot; = N.

Probaremos que N — L usando el teorema 1.5.11. Denotaremos por 7, s, £;
los reticulados de la definicién 1.5.5, correspondientes a los reticulados N N v
L respectivamente. Denotaremos por 7)), (i), £(i)s i}, My £fi) 105 reticulados
correspondientes a N, N y L respectivamente en la definicién 1.5.7, (1) y (2). Los
ideales de la definicién 1.5.7 (3) asociados a N, N y L se denotarén por &;, &;
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y A; respectivamente. Por tltimo denotaremos por d; = d(7:)Z2, d; =d(H)12 y
D; = d(L£;)Z; los ideales de la definicién 1.5.7 (4), correspondiente a los reticulados

N, N y L respectivamente.

Entonces se tiene lo siguiente:

si 1<2+a,,
si t1=2+4a, y e=1,
1 t=2+4a, y e=0,
si t>24a,.

I s1 $ o ity
iy =

Si 2 < a, entonces d; =0, §; =0, §i_1 = 0.

3

I
2120 o

(]

Si ¢ <a; —1 entonces A;_; =0.

Si i=a; —1 entonces A;_; =0 o A;_; =2%1Z,.

Veamos ahora que N tiene menor tipo que L. (Definicién 1.5.9):
Claramente dim 7; < dimL; para todo :.

dim #i;=dim L; siysélosi i<aj. Luego d;=0 y porlo tanto d;D; — 1.

Ademas
6: C A + 2722, y Ay € 8iny +27H12,.

Por dltimo dim L; —1 # dim 1j;, paratodo i tal que dim #; > 0.
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Luego valen las propiedades 1, . . . , 5 de la definicién 1.5.9.

Ahora verifiquemos las hipdtesis del teorema 1.5.11:

|

IL.

111

A; — (Q27;))* donde el complemento ortogonal es tomado en Q2L(i42) :
Si i >2+a, entonces A; =0. Luego A; — (Q27)*-

Si ¢ <2+ a, entonces 7 = 0. Como 2+ a, < b se tiene que 7 = 0,

luego

(Qzﬁ[i])L = (Qanp)" = Q@2Li+2)-
Como N — L, entonces se tiene por proposicion 1.5.10 y teorema 1.5.11 que
A; = (Qanp)*t = (Qafip) ™

b — (Q27y)* donde el complemento ortogonal es tomado en Q2L(i4+2)

Si i>2+a, entonces &; = 0. Luego by — (Qzﬁ{ﬂ)l-

Si ar <i<2+4a, entonces L(izg) =L y 7 = 7. Luego dim(Qzfiy)* > 3
y por proposicién 1.5.8 se tiene &; — (a7t

Si i <a, entonces &; =0. Luego &; — (Qai)*-

(Q7i)* = @M implica A6 C (6)* donde H denota un plano hiperbélico

y el complemento ortogonal es tomado como en [y II:
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Si i < a, entonces &; = 0. Luego Aib; C (5,-)2.

Si a, <1< 2+a, entonces Lz =L y 7 = 0. Luego dim(Qzfi)*t = 4.

Por lo tanto la hipétesis (Qafjj))* = @2H es vacia.

Si 2> 2+ a, entonces A; =0. Luego A,-S,- C (&)2.

IV. 2°(14+4w) — (Q27;)* donde el complemento ortogonal es tomado en Q((2%) L
£(,‘+1)) b

Si i <2+a, entonces 7; =0. Como 2+a, < b se tiene que 7; =0 luego

(Q27:)* = (Qemi)* = Qa((2') L Lii))-

Como N — L entonces se tiene por proposicién 1.5.10 y teorema 1.5.11 que
2i(1 + 4w) = (@m)* = ()"

Si ¢ >2+a, entonces Ly =L y dim@,((2°) L Liy1)) = 5. Luego
dim(Qa7;)* > 4. Como el espacio (Q.7;)* es universal, representa a 2°(1 +

4w).

V. 2/(1 + 4w) — (@afjy)* donde el complemento ortogonal es tomado igual que
en IV:

En este caso 7 = 7i, para todo i. Luego es lo mismo que IV.

Hemos probado que N — L y sin pérdida de generalidad podemos suponer
que N =zi; C L. Como ¢(u) € q(ii)2; podemos reemplazar u; por % ¥
ordyq(i;) =2+ a, + € < 3+ ordyd.
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Lema 2.6. Sea A un Z,-reticulado en un espacio cuadratico regular sobre @y,
supongamos que s(A) C Z,. Entonces existe N € N tal que para todo b€ Z, se
tiene g(A)* + pVb C ¢(A)* y por lo tanto ¢(A)* es un abierto en Q.

Ademas se puede elegir

1+2ord,dA si p#2,
N =

54 2ord,dA si p=2.

Demostracién: Sea p # 2. Entonces A = (pu;) L -+ L (p* un) con u; €Uy
y a; 2 0.

Supongamos que t = g(wy,---,w,) € ¢(A)*. Como (wi,---,w,) es primitivo
podemos suponer sin pérdida de generalidad que wy € U,,.

Consideremos en Zp[z] el polinomio

flz) = puyz? + Zp“‘u,-w? e P

=2

entonces

11
|f(w)l, = Ip"bl, < e

= [2p%ww |2 = | f'(w)}

Por lema de Hensel ([Ca] pag. 47) existe ¢ € U, tal que f(c) = 0, luego
t+pVb e q(A)".

Sea p=2. Entonces A =4 L --- L £, donde cada £ es un Zj-reticulado
2% modular. Si ¢; tiene matriz [{;] = 2% A; entonces podemos suponer que A;

es una de las siguientes matrices:
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Ai = [u] con wu; € Us,

2 1]
Ai— -1 )

0 1
A = B

Basta demostrar que para estos tres tipos de reticulados se tiene la propiedad
q(£:)* +2Vb C q(€;)* con N =5+ 2ord,dA.

e 5i ¢; es unidimensional, es decir ¢; = (2°u). Supongamos que t € g(¢;)*
entonces t = 2*uw? con w € U,. Igual que en el caso p # 2 se considera el
polinomio f(z) = 2%uz? —t — 2Nb en Z;[z]. Entonces

£l = 28] < 5 < |2 wlt = |/ ()}

Por lema de Hensel existe ¢ € U, tal que f(c) =0, luego t+ 27Vb € ¢(¢;)*.

? é ] y t € q(¢;)* entonces t = q(wy,w;y) = 2° (wi+wyw, +

w3). Sin pérdida de generalidad supongamos que w; € U,. Consideremos el

o Si [4]=2¢ [

polinomio f(z) = 2°*(2? + wyw, + w2) —t — 2Vb en Z,[z]. Entonces

1

|f(wi)l2 = 2V]; < o~ S Sames

< 272w |} = | f'(w1) 2.

Por lema de Hensel existe ¢ € U, tal que f(c) =0, luego t+2Vb € q(é:)*.

01
10
sin pérdida de generalidad podemos suponer que w; € U; y aplicar lema de

e Si ¢ =2¢° y t € q(£)* entonces t = q(wi,ws) = 2° lwywy y

Hensel al polinomio f(z) = 2*Mw;z —¢ - 2Vb en Z[z].
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Corolario 2.7. Sea A un Z,-reticulado isétropo en un espacio cuadratico regular
sobre Q,, tal que s(A) C z,.

Sea
14 2ord,dA si  p#2,
N =
54 20rd,dA si p=2.

Entonces para todo b€ Z, se tiene
i) pVb € g(A)*
ii) Si ¢t € ¢(A) entonces existe m, 0 < m < X=1 tal que p~2™t € g(A)*.

2

iii) g(A) + p*N-1b C ¢(A).

Demostracidén:

(i) A esisétropo, luego 0 € ¢(A)* y por lema 2.6 se tiene que pVb=0+pVbe
q(A)".
(ii) t € g(A), luego ¢t = p*g(v) con £>0 y v vector primitivo en A.
Si 0<€< XL entonces p~2t = q(v) € ¢(A)*. Se elige m = £.
2¢

Si £ > # entonces 2¢ > N, luego por (i): p% =t = p*q(v) =

PN (p¥*~Ng(v)) € ¢(A)*. Se elige m = 0.

(iii) Sea t € ¢(A). Entonces existe m, 0 < m < 5’—27-1- tal que p~?™t € g(A)".

Luego por lema 2.6 se tiene

t 4 p*N=1h = p?™ (pT?mt 4 pPN 1M € pAmg(A)* C g(A).

0
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Lema 2.8. Sea A un Z,-reticulado en un espacio cuadratico regular sobre Qs
tal que dimA >2 y N(A) C p°Z,. Sea a €17 tal que

ordpa si D ?é 21
a >
24ord,a  si p=2.

Entonces ¢(A L {(a))* C q(A)* + az?.

Demostracién: Sea t € ¢(A L (a))* luego ¢ € q(z) + ay* con (z,y) vector
primitivo, z € A, y € Ly

Si z es primitivo entonces ¢ € g(A)* + az’.

Si & € A no es primitivo entonces y € U, y z = pPz’ con >0, z' € A
primitivo o z = 0.

~

Probaremos que existe o ¢ O(A L (a)) tal que o(z,y) = (%,§) con #

primitivo en A. En tal caso

t=q(z,y) = ¢(&,§) € q(A)" + az?.

Sea (z,u) € A L {a) con z primitivoy u € Z,. Entonces

T(z,u)(way) — (may)_zw(zsu)

q(zu)
= (o) - 2ptzadtens )

= (z—=Az,y = \u)
con

b(z, z) + auy

e q(z) + au?

Es claro que si 2 € A es un vector primitivo y A€ U, entonces Z=2— )z es
primitivo.
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Si 2#0 elegimos z € (z'}*, z primitivo.
Si z =0 basta z primitivo.

En cualquier caso tenemos

2auy

*= q(z) + au?

g(z) € p°Z, con a>ordya si p£2y a>2+orda si p=2.
Sea p#2 y u € U, Entonces

ord,(2auy) = ordya
ord,(g(z) + au®) = ordya

Si p=2 y u € 20U, entonces

ordy(2auy) = 24 ordza
ordy(q(z) + au?) = 2+ ordza

Luego en ambos casos A € U,. =

Introduciremos algunas definiciones y lemas previos necesarios para demostrar
la proposicién 2.14, la cual serd fundamental en la estimacién de la constante N

del teorema 0.5 (Teorema 3.1 Capitulo III).

Definicién 2.9. Sea P = {p;,---,p,} un conjunto finito de primos. Definamos el
anillo Z[P]:=1z[p7",---,p;Y].
51 P = ¢ definimos Z[P]:=1.

Definicion 2.10. Sea (V,¢) un espacio cuadrético sobre @, P un conjunto finito

de primos y E un Z[P]-reticulado en V. Se definen los siguientes conjuntos:

claspE = { K| K esZ[P]— reticulado en V tal que } ,

K = o(E) para alglin ¢ € O(V)
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o€ O0(V)yZ, € 0'(V,) que satisfacen

K| K es Z[P] — reticulado en V' tal que existen
spnpE = )
o(K,) = Z,(E,) para todo p ¢ P

enuE — K| K esZ[P] — reticulado en V tal que para todo
gellpt = p & P existe o, € O(V}) que satisface K, = 0,(E,) |’

Si P=¢ enlugar de claspE, spnpE genpE escribimos clsE, spnE, genE
respectivamente. Si K € clspE se dice que K y E pertenecen a la misma clase
sobre Z[P].

Si K € spnpE se dice que K y E pertenecen al mismo género espinorial
sobre Z[P].

Si K € genE se dice que pertenecen al mismo género sobre Z[P)].

En los tres casos se obtienen relaciones de equivalencia sobre el conjunto de los
Z[P]-reticulados sobre V.

Es claro que clspE C spnpE C genpkF.

Notacién: Sea E un Z-reticulado denotaremos por G(E) y G(E)* los siguientes

conjuntos:

g(E) = {te1jteq(E,), V,incluso p = oo},
ad(E) = {tezlteq(E,)", V,incluso p= co}.

Es claro que ¢(FE) C g(E).

El siguiente lema es un resultado bésico del trabajo [HKK]:
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Lema 2.11. Sea E un Z-reticulado positivo definido , dimF > 3, genE = spnk.
Supongamos que £ es un primo finito tal que Q;F es isétropo. Entonces existe

un ndmero natural s tal que G({°E) C ¢(E).

Demostracién: Sean E®),... E() los representantes de las clases en genkFE.
Como genE = spnE y QuE es isétropo podemos aplicar el teorema 8.3, pag. 232
[Ca] y concluir que los reticulados Z[¢~']E®) € clsz[¢~']E. Por lo tanto para cada
i =1,---,h podemos suponer que Z[¢{~'JE¢) = z[¢~']E. Luego existe un entero
s>1 tal que ¢*E® C E paratodo i=1,---,h.

Ahora supongamos que t € g({°E), es decir ¢ es representado por £°E sobre
Z, para todo p, incluso p = co. Luego ¢ es representado sobre Z por algin
reticulado M € gen(£*E). Esto tltimo se obtiene por 102:5 de [O’M1] y como
M =£E® CE paraalgin i=1,---,h, se tiene que t € g(E).

O

Para el desarrollo de nuestro trabajo es fundamental hacer una estimacién de
todas las constantes que intervienen en la demostracién del teorema 0.5, en particular
sera necesario acotar el entero s del lema 2.11.

Es claro que basta estimar un entero s tal que ¢*E®) C E para todo
g = Taunughy

En [Ic2], prop. 4 se muestra que, si el reticulado FE, es isétropo y maximal

entonces basta elegir s = A(F) —1 donde A(FE) es el nimero de clases en spnkFE.

El entero s se determina usando la siguiente construccién de [BH2J:

Sean L y K Z-reticulados en un espacio cuadratico V' sobre @,

dimV 2> 3. Supongamos que L, y K, son Z, maximales para un primo
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p. Entonces por 82:23 de [O’M1] existe una base {ey, f1, ", € fis Z2t+15"* 1 2n}
para Ly, tal que g(e:) = ¢(fi) =0, b(ei, f;) = &ij, 0 = bles, ¢5) = b(fi, f;) para
i # j, blei,zx) = b(fi,z) = 0. El subespacio generado por {za41,"",2n} €8

anisotropo, y

KP = (pral )81 + (pr_al)fl + e + (pra‘)et + (pr_a‘)ft + sz2t+l —f- LR + szn

donde ay,---,a; son enteros no negativos.
Entonces [L,: L, N K, = [K, : L, N K,] = p*tto,

Al par (L,p) se le asocia un grafo Z(L : p), cuyos vértices son aquellos
Z-reticulados K € genl tales que K, = L, para todo ¢ # p.

La funcién distancia entre los vértices se define como dis(L, K,p) :=r siy sblo
si [Lp:L,NK,]=p".

Diremos que los reticulados K y L son vecinos si r = 1. Notemos que si
r = 1 entonces podemos suponer que a; =1 y a; =0, Vi > 1. Dos vértices

estan conectados por una arista simple si y sélo si ellos son vecinos.

El grafo Z(L : p) es conexo. Se tiene ademds que si K € clstL entonces los
vecinos de K pertenecen a la misma clase propia de los vecinos de L. (Ver [BH1],
[BH2)).

Si L, es isétropo entonces el grafo Z(L : p) contiene a los representantes de
cada clase en spnL. (Ver [O’M1], 104:5).

Usando lo anterior M. Icaza (ver [Ic2]), demostré el siguiente lema:

Lema 2.12. Sea E un Z-reticulado positivo definido, dim E > 3, genE = spnFE.
Supongamos que £ es un primo tal que E; es isétropo y maximal.

Sean EW, ... E(® representantes de las clases en spnE. Entonces £+-1E() C
E, Vi=1,---.h
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En particular, #E@ CE, Vs> h—1.

Observacién 2.13. Ahora es necesario calcular una cota para s = h(E) — 1,
donde A(FE) es el numero de clases en spn E = gen E. Entonce basta acotar

k(E) por el nimero de clases con determinante dE.

M. Icaza obtiene el siguiente resultado contando el nimero de las posibles ma-

trices reducidas segun Minkowski de un determinante dado D (ver [Icl] pag. 38):

Sea E es un reticulado n dimensional, con detFE = D. Entonces

4

h(E) < (5)”(”_1)f2rﬁn‘2)D”-1
donde
(2)"[T(2+ 3 si n<4
Ty =
2P+ 2)PE)E-- i p>4

Para estimar la constante N del teorema 0.5 (teorema 3.1), construiremos un

reticulado E que satisface todas las hipdtesis de la siguiente proposicién.

Proposicion 2.14. Sean E,¢ s como en el lema 2.11. Consideremos un entero
positivo @ y P el conjunto finito de primos definido por P := {p|p/d(£*E)}U{2}.

Supongamos que para los enteros n y m se satisface para cada p € P, lo siguiente:
Uio p"q(£'E,) L (a)” C UL, p™q(£°E,)" + o,
Entonces para todo entero ¢ tal que t € ULy p*q(¢°E, L (a))*, VpEP ¥

t > Ba[d(¢°E)S+4™ se tiene que ¢ € ¢(E L (a)).
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Demostracién: ¢(£°E, L (a))* es compacto. Luego
Cp =: Uieo P*q('E; L (a))”

es compacto.

La hipétesis C, C U, p*q({*E,)" + a2’ y el hecho que C, es compacto,

1=

implica que para cada p € P existen w,;, €2, y N €N tal que
Cp C Uicipem ¥ q(C°E,)" + awy; .
1<jp<N

Luego
perCp S Uginitallper p*rq(EEy)" + awg,j,
Para cada coleccién {(wp;,},ep existe w; € Z tal que para cada p € P, se

tiene |w,;, — w;|, <€ con e=1Il,cp p~# donde

142m+20rd,d({°E) si  p#2,

ﬁp =
54 2m + 2o0rd,d({°E) si p=2.

(ver [Ca), pag. 44).

Como |wy,;, —w;jl, <€y a € setiene que aw}; = aw? + pb con b€ 1,

luego
PP q(CEy)” + awy ;= p**[g(€° Ep)* + pPP7*Pb] + awj.

Entonces por lema 2.6, para todo p€ P y 0 < ¢, < m se tiene

pzipq(E’Ep)* + awg‘jp - pZqu(f’Ep)* + aw?. (2.15)

Si w; > ,ep p°7, entonces existen enteros b y ; tales que
w; = (Iep p%)b+w; y 0<b; <Iep p.

Aplicando nuevamente el lema 2.6, se tiene que
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PZEPQ(ESEP)* + aw_;z' C p*rq(C°E,)" + mﬁjz"
Luego podemos suponer que
0 < w; < Thep pP* < 2(d(E B,

Sea W = 24[d(¢°E)]3+2m,
Supongamos que t € C,, paratodo p€ P y t > aW?, entonces

(t,--+,t) € MepCyp S Ugpitallper P*7q(€°Ey)" + awy ;. -

Luego para cada p € P, se tiene que t pertenece a un conjunto del tipo
PRg(EE,) + au?,,

Consideremos la coleccion {w,;,}pep, ¥ w; € Z que satisface (2.15), entonces
podemos suponer que w; < W yluego t > awf.

Sea {(wp)}pep la coleccién correspondiente a ¢ y w; € Z que satisface 2.15,
entonces t > aw? y se tiene:

Si p € P, entonces t — aw} € pzqu(fsEp)* C q(L°E,).

Si p & P, entonces t— aw? € 7, = q(£*E,).

Esto dltimo porque £°E, es unimodularsi p & P. Asi 0 <t — aw? € §(°E,)
y por lema 2.11 se tiene que ¢ € ¢(E L (a)).

a

El siguiente resultado de Kitaoka (ver [Kil], [Ki2], [Ki3] y [HKK].) es fundamen-

tal en la demostracién del teorema 3.1.

Lema 2.16. Sean L un Z-reticulado, dimL =m, S un conjunto finito de primos
que contiene a 2 y tal que L, es unimodularsi p € S. Para cada p € § sean
Zipr "1 Tpp Vectoresen L,, con n < m. Entonces existen vectores z,---,z,

en L que satisfacen:
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T1py" "y Tnp Vectoresen L, con n < m. Entonces existen vectores z,---,z,

en L que satisfacen:

(1) Vpe S, z; aproxima a z;, tan cerca como se quiera.

(2) Si p¢# S entonces d(B(z;,z;)) € U, con una tnica excepcién p=r & §
donde d(B(z;,z;)) € rU,.

Una cota para este primo excepcional fué dada por M. Icaza. El cdlculo de esta
cota se basa en la demostracién del lema 2.16, y en el siguiente resultado de [Ic1],

el cual es un corolario del teorema 1.1 en [LMOJ:

Lema 2.17. Sea K una extensién cuadritica de Q. Sea M € @ divisible por
todos los primos que se ramifican en K. Entonces existe una constante absoluta
calculable A tal que en cada clase de rayo médulo M de K, existe un ideal

primo B de grado uno con
Norm(B) < 2(D(K)MEWNormM)) N orpm (M )REINerm(M)=1)4

donde D(K) y h(K) denotan el discriminante y niimero de clase del cuerpo K

respectivamente.

En este trabajo nos interesa tener una estimacién del primo excepcional r, sélo
para el caso n = 1.
Antes de enunciar el resultado de [Ic1] para este caso, introduciremos algunas

constantes:

Con la misma notacién del lema 2.16 se define:
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K =t 16m2(Hpesp)z(j(LP)“)(pr)grmdetL,

donde el segundo producto es tomado sobre los primos p tales que p < (3)™=1)/2(detL)!/™.

Cm =i (&)ym=1/3(detL)!m,

donde j(L,) es el orden de la scale de la tiltima componente de una descomposicién
de Jordan para L,. Por 91:1 de [0’M1] se tiene que j(L,) es independiente de la

descomposicién.

La definicién de 7,, es la misma dada en la observacién 2.13.

La cota para el primo r esta dada en la siguiente proposicién:

Proposicién 2.18. Sean n=1, L y S como en el lema 2.16.
Entonces existe una constante calculable C' que depende sélo del reticulado L

tal que el primo excepcional del lema 2.16 satisface
r €204
donde A es la constante absoluta dada en el lema 2.17 y C puede elegirse como
0= 4(chm)(§)KmCmP2P(%KmCsz—l)

Demostracién: Ver lema 2.1.13 de [Icl].
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CAPITULO III

Una versién efectiva de un teorema de M.
Kneser.

En este capitulo presentamos una versién efectiva del teorema 0.4 y es el siguiente

resultado:

Teorema 3.1. Sea L un Z-reticulado positivo definido en un espacio cuadratico
regular de dimensién 4 sobre @, supongamos que s(L) C Z. Entonces existe una
constante efectivamente computable N que sélo depende del reticulado L, que
tiene la siguiente propiedad:

Si ¢ > N es un entero representado por L sobre Z,, para cada primo p, y
t no es divisible por aquellos primos p para los cuales L, es anisotropo, entonces
t es representado por L sobre Z.

La constante N puede ser elegida como

N = 9142+52no Cll+fin0€é+(10+4ﬂo)(ﬁH+1) (dL)ISZ-f-GOng
- )

donde
o = maz{ll,dL -1},

H = 2B-5-20°4dL)®,
ng = 216@3(3*‘{*‘1) (dL)N,
C es la constante establecida en la proposicién 2.18 que depende sélode L y A

es la constante absoluta efectivamente computable especificada en el teorema 1.1 de
[LMO].
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La demostracién de este resultado se basa en las estimaciones del capitulo an-
terior, aunque lo fundamental es la construccién de un Z-reticulado E C L que
satisface las hipdtesis de la proposicién 2.14.

A continuacién veremos algunos lemas necesarios para la construccién de este

reticulado.

Lema 3.2. Sea L un Z-reticulado en un espacio cuadritico regular de dimensién
4 sobre Q, detl = d. Entonces existe un primo ¢ < maz{l11,d — 1} tal que el
indice de Witt indQ,L = 2.

Demostracién: Sea ¢ un primo tal que £ # 2 y £ no divide a d. Entonces L,
es unimodular, luego L, = (1,1,1,d), y si ademas ($) =1 (simbolo de Legendre),
entonces L; = H; L H; con H; plano hiperbdlico.

Para d=1, d=2, d=3, d=4, d=5 elegimos £=3, {=1,
£=3,0=3 y £=11 respectivamente.

Supongamos que d > 5.

® Si d=1(mod 4), entonces d =1+4t con t > 1. Luego d—4 = 1+4(t—1)
y por lo tanto existe un primo £ # 2 tal que ¢/d —4 y £fd. Como
d = 4(mod £) entonces ($)=1y £ <d—4.

e 5i d % 1(mod 4), entonces d —1 = p§!' -+ p> > 4. Luego existe p; # 2 con
€21 Sea £= min, 22 p;j. Entonces (%) =1y £<d-1.

Considerando las distintas posibilidades para d se puede elegir
¢ < mazx{ll,d —1}.
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Ahora iniciamos la demostracién del teorema 3.1.

Sea S un conjunto finito de primos tal que L, es unimodularsi pg S, S
contiene a 2y @ un primo £ tal que indQ,L = 2 (lema 3.2.)

Sea t € g(L), es decir t es representado por L sobre 1, para todo
p. Entonces ¢ € ¢(L,) paratodo p € S, y como ¢(L,) = Ufinitaq(ui,)Z2,
(Proposicién 2.5) se tiene que ¢ = q(ui,)v) con v, €7, y ui, en L,.

Para esta coleccién fija {u;,},es existe un vector u, € L tal que para todo
PES, wu; aproxima a ui, tan cerca como se quiera. q(u;) € U, para p&€ S con
una unica excepcién p =r y en este caso q(us) € rU,, (ver lema 2.16).

Para todo p € S, u; aproxima a u;, tan cerca como se quiera. Luego podemos
elegir u, tal que para todo p € S se satisface la siguiente propiedad:

Si |g(ui,)|, = p~ entonces

lg(us,) — q(ue)|, < p~ e+,

En el siguiente lema presentamos una estimacién para q(uy).

Lema 3.3. Con las notaciones anteriores
q(u,) S 240A€0(dL)2

donde C' y A son las constantes establecidas en la proposicion 2.18 y lema 2.17
(teorema 1.1 [LMO]) respectivamente, y £, = maz{11,dL — 1}.

Demostracién: Para cada p € S, existe Y € Up tal que gq(ur) = v2q(us,).
En efecto, supongamos que la(uip)l, = P y que |g(uip) — g(us)|p < p~3art?),

Definamos

39



flz) = ‘I(uip)$2 —q(u) € Z,[z].
Luego

If(l)lp = IQ(“iP) - Q(Ut)lp < p~(Fart?)

< Rg(us)P = [£/(1)%
Entonces por lema de Hensel, existe Y € Up tal que f(v,) = 0, es decir

q(ue) = v2q(uip).

Ademds g¢(u;) debe ser de la forma q(ut) = rllesp®, ciertos B, >0 y
q(u¢) 2 0 porque L es positivo definido. Fijando p € § y comparando am-
bas expresiones para q(u;) se tiene que B, = ordyq(u;,). Por proposicién 2.5,
Bp<1l+4ordd si p#2 y B, <3+ ordy(dL). Luego q(u;) < 23r¢(dL)?. Esta
cota se obtiene suponiendo que S = {p primo|p/d} U {2, ¢}.

Es claro que el primo excepcional 7 se obtiene de la coleccidn {tip}pes asociada
a t y por lo tanto depende de ¢. Sin embargo la proposicién 2.18 nos garantiza la
existencia de una cota para 7, la cual es independiente de ¢. En efecto r < 20,
donde C' es una constante que sélo depende de L y A es una constante absoluta

computable. El primo ¢ puede ser elegido como en el lema 3.2.

O

Observacién 3.4. Con las notaciones anteriores # € ¢(Z,u,), para todo p € S.

En la demostracién anterior notar que

t = q(uip)vy = q(us)(v;v,)? € gus)22.

U; es un vector primitivo para todo p € S ya que aproxima a uj,.
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Ahora construiremos un subreticulado E de L que satisface las hipétesis de

la proposicién 2.14, las cuales explicitaremos en detalle en el siguiente lema.

Lema 3.5, Sean t € §(L) y u; € L como antes. Entonces existe un Z-reticulado

E positivo definido con las siguientes propiedades:
(i) dimE = 3.
(i) E L (g(u)) S L.

(ii) E; es Z,-maximal.

(iv) U, C O(E,) paratodo p, donde § es la norma espinorial.
(v) teq(E, L (q(w))), Vp€S y Vsert.

(vi) g(€°E, L (g(w,)))* C ¢(¢°Ep)" + q(u)Z;, VpeS y Vsezt.

(vii) t € g(€°E; L (g(w)))* U r?¢(L°E, L (g(u,)))* U r'q(€E, L (q(u)))",
Vsezt.

(viii) ULo r¥q(€E; L (q(u)))* C ULy r¥q(CE:)" +q(u)z7, Vs eZ™

Notemos que el reticulado E depende de t.

Demostracién: Consideremos el Z-reticulado (g(u;)) C L. Entonces de acuerdo

con el lema 2.26 [Ki2]. Se tiene que

det(q(u;))*/det(q(w,))det L.

Luego para todo p, se tiene que

ordydet{q(u,))* < ordy(g(u)d)
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donde d = detL.

Para cada p definiremos un Z,-reticulado E, de dimension 3, tal que E, =
(q(u))*t si pgSU{r} v E, C{g(u))* si p& SU{r}. Ademas los reticulados
E, cumpliran las propiedades (iil), . . . (viii) exigidas en el lema.

Entonces por teorema 1.1 [Ca], pag. 198 existe un Z-reticulado E, tal que para
todo p, sulocalizacién en p coincide con E,.

Por construccién se tiene que FE satisface (i) y (ii). Las propiedades (iii), ... ,

(viil) seran verificadas directamente para cada p.

a) Sea pe S—{2,£}.

Como p # 2 podemos suponer que

(g(u))t =2pe1 L Zpes L Zyes, con g(er) = p™ui,

v; € Uy y como s(L) CZ se tiene que ¢; > 0 para i € {1,2,3}.

Sea a; = ¢;(mod 2) con ¢; € {0,1}, es decir a; = ¢; + 2¢; con t; > 0.

—2¢;

Sea f;:=p 'e; entonces q(f;) = p~%iq(e;) = pSiv;.

Consideremos el Z,-reticulado

E;) i= prl L prz L prSu

entonces (q(u;))* C E,.

Por construccién se tiene que

Pt1+t2+tsE;) g (Q'(Ur»l

En la demostracidn del lema 3.3 se obtiene
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ordyq(us) <1+ ordyd.
Luego
ti+ta+t; < L(ar+ax+as) < %ordp(q(ut)d)
< (1 + ord,d + ord,d) < 1+ ord,d.

Sea a, =1+ ord,d y definamos E, :=p°rE!. Entonces

E, = p°*E, C p"*»¥8E! C (q(uy))t.

Ahora verifiquemos que el reticulado E, satisface las propiedades (iv), (v) y

(vi):
(iv) Por definicién se tiene que
By = (5t L (Fortouy) L (pFrtous),

con ¢ € {0,1} y v €U,.

Luego existe ¢ # j tal que ¢ = ¢;. Entonces por lema 3.7 [Ca], pag.
213 se tiene que U, C 0(E,).

(v) Porlaobservacién 3.4, ¢ € q(Z,u;), luego t € q(£*E, L (q(us))), Vs>
0.

(vi) Como N(£°E,) C p*rz,, Vs>0 y
2ap = 2+ 20rdyd > 1+ ord,d > ordpq(u)
por el lema 2.8 se tiene que

A(EEy L {q(u))" € a(CEy)” + q(u)2.
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Observemos que por la construccién de E, se tiene:
ord,(dE,) = ord,(p®*rtatats) < 9 4 6ord,d.
Esta cota sera necesaria mas adelante para acotar det E.

b) Sea p = 2. Entonces hay dos posibles tipos de reticulados que pueden ser

equivalentes con (g(u;))?* :

o Si (g(u))t = Z,e; L Zye; L Zjes, con g(e;) = 2%v;, v; €Uy y a; 2 0,
para © € {1,2,3}.

Se procede igual que en el caso p # 2. Si a; = ¢;(mod 2), con ¢ € {0,1}

entonces a; = ¢; + 2t;, ciertos t; > 0. Consideremos el Zj-reticulado

Ey:=13fi L 12f; L 2,f3, donde f;:=27Ye;.
De este modo ¢(f;) = 2%v; y luego por construccién se tiene que
2utteth B C (g(w))*
En la demostracién del lema 3.3 se obtiene
q(us) < 3 + ord.d.
Luego
ti+ta+ts < j(an+ ap + a3) < jordy(g(uy)d)
< 3(3+20rdyd) < 3+ ordyd.
Sea a3 = 3ordyd y definamos FE, := 2*2E}. entonces
Ey = 2B, C 2R E; € (q(w))
Verifiquemos las propiedades (iv), (v) y (vi):
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(iv) Por definicién se tiene que

E2 = (2202-*-51'1?1) L (22&24—62,{)2) 1 (2203+£3U3),

con ¢ € {0,1} y v; € Us.

Luego existe ¢ # j tal que ¢ = ¢;. Sin pérdida de generalidad, supongamos

que € = €, es decir |29v,|; = |22v,|,. Entonces necesariamente
29|, o
1263U3|2 = 2[261 ’U1|2 o

%!2611)1'2.

Por lema 3.8 de [Ca], pag. 214 se tiene que U; C 0(E;).
(v) Es el mismo argumento que en el caso p # 2.

(vi) Como N(LE,) C 2222, Vs >0 y

203 = 6 4 20rdyd > 5+ 2o0rdad > 2 + ordag(ue),

usando lema 2.8 se tiene que

q(CEy L (q(us)))" C q(€"E2)" + q(ue)Z;.

e Por el lema 4.1 de [Ca], pag. 117 se sabe que la otra posibilidad es la siguiente:

(Q(Ut»l =136y L (Zyex @ Zze2),
donde ¢(e;) = 2%vy, con a; >0 y v; € Us.
La matriz asociada al subreticulado Ze; @ Ze; es del tipo 2*2A(a, §), donde
' 2
1 0

. 1
az 20 y A(e,B) es una de las siguientes matrices: A(2,2) = 5

A((),O):[‘lJ éJ
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(iv)

Sea a; = €;(mod 2), ¢; € {0,1}, i € {1,2}, es decir a; = ¢ +2t; con ¢ > 0.

Sean f; i= 27Ye;, f,:=2"%e, y fy:= 27%¢; vy consideremos el Z,-

reticulado

By =28 L (Zof2 & Z,f3).

Por construccién se tiene que
L
242 By © (g(w))

En este caso ordyq(u;) < 3 + ordad, por lema 3.3.
Luego
ti+ts < (a1 + 2a3) < lord,y(g(us)d)
< 2(3+ 20rdqd).

Sea az =3+ ordyd y definamos E, := 2°2E) entonces
By = 2B, C 29 B} C (q(uq))™.
Verifiquemos las propiedades (iv), (v) y (vi):
Por definicién se tiene que E; se representa por una de las siguientes matrices:

2%, 0 0 29 0 0
E,2%2 | 0 2utl ga o Ep=o¥:| 0 0 29
0 9¢2 Q€241 0 9e2 )

.

Por aplicacién directa del lema 3.6 [Ca] p4g. 214, se tiene que U, C 4(E,).
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(v) El mismo argumento anterior es valido, es decir la propiedad

t€q(CEy L (q(u)), Vs >0,
se obtiene directamente de la observacién 3.4.

(vi) Al igual que en el caso anterior para p = 2, se tiene que AN (L°E,) C
22227, Vs >0y 20, > 2+ ordsq(u;). Usando el lema 2.8 se concluye que

q(f?’Ez 1 (Q('U.t)))* C_: q(fsEg)* -+ q(ut)lg, Vs > 0.

Observemos que para p = 2, se tiene

ordy(dE;) < 6ay + 3 < 21 + 6ord,d

c) Sea p=V{.

Recordemos que ordq(u;) < 1+ orded = 1. Luego ordedet{q(u,))* <
ordy(q(u:)d) < 1.

Entonces podemos suponer que

(g(ue))t = (v1) L (vz) L (€0g)
con €€ {0,1} y v;i € Uy para i€ {1,2,3}.
Definamos Ej := {(q(u,))*.

Como s(L) CZ se tiene que N(E,) C 2,.

El reticulado E; resulta ser Z;-maximal por aplicacién directa del siguiente

resultado de [Ki3], lema 5.2.1:
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Sea E un reticulado regular sobre O, con dimE =m. Si N(E) C (a) y
((2a~')™dE)= O o pO, entonces E es (a)-maximal.

De este modo se tiene probado (iii) del lema. Verifiquemos ahora (iv), (v) y

(vi):

(iv) {g(u))t = (v1) L (v2) L (€w3), con wv; € U, y € € {0,1}. Entonces
lv1]le = |va]e = 1. Aplicando directamente el lema 3.7 [Ca], pag. 213, se tiene
que U, C 0(E,).

(v) £ € S, entonces seglin la observacién 3.4 se tiene que t € ¢(Z,u;). Luego
teq(lCE; L (q(uy))), Vs>0.

(vi) Sea s > 0, entonces N(£°E;) C ¢?2,. Luego aplicando el lema 2.8 se tiene

que:

9(Ee L {g(us)))” C q(*Bo)* + q(un)Zd, Vs> 0.

d) Sea p=r.

En este caso corresponde probar las propiedades (iv), (vii) y (viii).

Como ¢(u;) € rU,, setiene que u; es un vector primitivo en L,. Luego u,

es parte de una base de L..
L, es unimodular, luego existe w € L, tal que |b(us,w)|, = 1.

Consideremos el Z,-reticulado (us,w) C L,. Este reticulado es isétropo,

porque si definimos
f(z) = qlus + zw) = q(ue) + 2b(ue, w)z + g(w)z” € Z,[z],
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entonces

O] = la(uly = ~ < 1= [26(u )], = SO

Por lema de Hensel existe ¢ € Z, tal que 0 = f(c) = q(us + cw). Como el
vector u; + cw € (uy, w), se tiene que (u;,w) es isdtropo. Ademds (ug,w)

es unimodular, luego (u;,w) =H, donde H es un plano hiperbélico.
Como L, es unimodular, se tiene que L, =H L G, con G unimodular.

Luego existe una base {w;,wz,w3,ws} de L, tal que (wy,w2) =H y

(wa, 'LU4) = G-

Entonces podemos suponer que g(w;) = —q(wy) =1 y b(wy,w;) = 0.

Como u; € (w;,w;) existen A;, A, en Z, tal que u, = Ajw; + Awy. Luego
q(ue) = Af — M.

Definamos FE, como el Z,-reticulado con base

{® = dqw; + Mwy, w3, wy}. Entonces E, C (q(u;)}* N L,. Como g¢(b) =
A} — A2 = —¢(u;), se concluye que E, = (—q(w)) L G.

Verifiquemos las propiedades:

(iv) Por definicién E, := (—q(u;)) L G, donde G es unimodular. Esto implica
que U, CO(E,). (Ver lema 3.7 [Ca] pag. 213).

(vii) Probaremos que t € U2, rZg(*E, L (q(us)))*, Vs> 0.

1=

Como r # £, se tiene que:

CE, L {g(w)) = E. L (q(w))

il
—_—
|
=
=
<
S
I__
—

w0y
—
33
Ry
~
I..._
Q
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(viii)

G representa a U, por ser unimodular. En efecto, sea detG = u € U,.
Como r # 2, se tiene que G = (v) L (uv™!) para todo v € U,. (Ver [Ca],
lema 3.4, pag. 115).

Del mismo modo el reticulado (—1) L (1) representa a U,. Como ¢(u:) €

rU,, se tiene que (—q(u;)) L (g(u¢)) representa a rU..

Luego £°E, 1 (q(u:)) representa todo Z.. Es decir,

teq(l’E, L (¢(w))) =1,, V¥s>0.

Como el reticulado £*E, L (q(u;)) es isétropo, se tiene por corolario 2.7 que

existe m tal que

0<m < ord, d(l°E, L (q(u,)) =2

Y
ri € g(CE, L (q(w)))”
luego
t € UL, rq(°E; L (g(u,)))".
Ahora probaremos lo siguiente:

UL, rq(°E, L (q(u)))* € Uy r*q(€E,)" + q(us)Z}.

Sea y € UL, r¥q(L°E, L (g(u)))*. Entonces y = r%z con 0<41<2
y z € q(°E, L {q(u,)))*. Luego = = q(w)+q(u;)z? con w € L’E, y z€1L,.
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e Si w es primitivo entonces

z € g(C°E,)" + q(u)L;.
Por lo tanto
y € UL, r8q(CE.)" + q(u)T}-
e Si w no es primitivo, entonces z € U, y

z =r¥q(d) + q'(ut)z2

con a>0 y @ un vector primitivo en £°E,. Como q(u;) € rU, se tiene
que z = g(us)v con v € U

Sean a =%l y = =%, Como r # 2 se tiene que o, € Z;. Ademas

v=(21)? — (51)? = o’ — f%, ysiendo v € U,, entonces se tiene o € U; o

B e U..

- Si B €U, entonces

T = q(ut)(az -p) = —B%q(us) + o’q(u)

’
asl

z € q(E.) + q(u)2? = q(L’E;)" + q(us)22,

y en consecuencia

y=rizeUl, r*qlE) + q(u)22.
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-Si aelU, y B=r% con ¢>0 y ¢€ U, entonces

v =a? —r¥e = o*(mod )

2

luego v =+* con v € U,. Entonces

z = g(uy” = q(w)(v* = r* + 1) = —q(u)r® + q(u)(r” + %)
¥y como r? 4 ¥ e U,?, se tiene que
z € r’q(CE:)" + q(u)T;
Obtenemos entonces
y = iz € (B E,)" + g(u)2
Como 0 <: <2, se tiene que
y € ULy r¥g(EB)" + qlu)22.

Hemos probado entonces la propiedad (viii).

e) Sea pg SU {r}.

En este caso L, y {(q(u)) son reticulados unimodulares.
Como det(g(u;))*/det{q(u;))detL se tiene que (g(w:))* es unimodular.
Definamos E, := (q(u;))*.

En este caso s6lo debemos verificar la propiedad (iv), es decir U, C 0(E,).

Esto es vélido porque E, es unimodular y p # 2. (Ver [0'M1], 92:5).
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Asf para cada p hemos construido un Z,-reticulado E,, tal que dim E, =3
y B, CL,.
Ademas E, verifica las propiedades (iii), ..., (viii). Entonces existe un Z-

reticulado E que satisface las hipdtesis del lema.

Corolario 3.6. Sean ¢ € g(L) y wu; como antes. Supongamos que ¢ no es
divisible por aquellos primos p, para los cuales L, es anisétropo. Consideremos
el Z-reticulado del lema 3.5.

Entonces existe un entero n, tal que para cada p € S U {r}, se satisface lo

siguiente:
(i) t € UL, p¥q(£°E, L (q(u;)))*, donde s € z*.
(i) Ukg p¥q(€PE, L (g(w)))* C UG p*q(£PE,)* + q(ut)lg, donde s € zt.

Demostracién. (i) En el lema 3.5 se probé que si p € S, entonces t € q(°E, L

{g(us)))-

e Si L, es anisétropo, entonces por hipétesis p no divide a ¢. Luego

t e q(t B, L {g(u)))"

® Si L, es isdtropo, entonces por la construccién del reticulado E, se tiene
que £°E, 1 (q(u;)) es isétropo. Luego aplicando el corolario 2.7 se concluye
que existe un entero i tal que p~%t € g(¢*E, L {q(u)))*, donde 0 <7< m,

con

ord, d({°E L {g(u))) si p#2,

24 ord, d(0°E L {g(u,))) si p=2.
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Por lo tanto, para cada pe §
t € UZy p* ¢(°E, L (g(w)))".
Ahora, si p =r entonces por el lema 3.5 se tiene que
te ULy v q(CE. L (q(ur)))".

Como mazpes {n,} > 2, basta elegir cualquier n > maz,es{n,}, para tener

que
t € Uy p” ¢(£°E;p L (g(w)))",
para cada p € SU {r}.

(ii) En el lema 3.5 se probé que

¢(CEp L (q(u))" € q('E,)" + q(w)Z;, Vp €S,
y que para p=r,
Uisor™ g(C°E; L (q(u)))* € Uico ™ (£ E;)" + q(ud);.
Como en (i) se eligié n > maz,es {n,} > 2, es claro que
Uilop™ q(€'Bp L (g(w)))" € VI p™ a(£By)" + q(ud);,
para cada p € SU {r}.
O

Obervacién 3.7. En el corolario 3.6, se puede elegir n = 216 £23s+1)(d )17,

En efecto, en el corolario 3.6 se tenia
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{ ord, d(0°E | {q(u.:)}) si p 2,
iy =

2+ ord, d(LE | (9(w))) s P

= 2,
Por otra parte,

L+ord, df, PE€S_ {2}
ord, 9(u) <
3+ ord, dJ,

do F,

sl p = 2,
¥ por la construccién de] reticula,

% p=g
ordy(dE) < | | B ped
1 si P=r,
0 S pe Sy {r}
Aquf es clare que dF

= res {n,} Y como

n, < H;oeS pre < 916 £2(3s+1) (dL)17,
Para todo p ¢ S,

es claro que 1, = 916 £2Bs+1) (dL)r satisface,
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Corolario 3.8. Sea t € §(L) y u; como antes. Supongamos que t no es divisible
por aquellos primos p para los cuales L, es anisétropo. Entonces el Z-reticulado

positivo definido £ del lema 3.5. satisface todas las hipétesis de la proposicién 2.14,

Demostracién. Por lema 3.5 tenemos que dimFE = 3. Ademds U, CO(E,), Vp.
Luego por [Ca] pag. 213 se tiene que genE = spnk.

Por lema 3.2 indQ,L = 2, y como dimL = 4, se tiene por 42:12 de [O’M1],
que QE es isotropo.

Por lema 2.11 existe un entero s tal que G(¢*E) C q(E).

Como u; € L y L es positivo definido, se tiene q(ue) > 0.

Sea P = {p primo |p/d(*E)} U{2}. Entonces P = SU {r} puesto que E, es
unimodular si p € SU{r} y ord,d(¢*E) >0 si pe SU {r}.

En el corolario 3.6, se probé que existe un entero n, tal que

Uio PziQ(faEp L {(q(ws)))* C Uty P2£Q(£3Ep)* T+ q(m)lf,, Vpe Su{r} =P.

O

Corolario 3.9. Sea t € g(L) y wu; como antes. Supongamos que t no

es divisible por aquellos primos p para los cuales L, es anisétropo y que
t > 2%q(us)(d(€*E))'°+*" donde n = 216¢2Gs+1)(d L)1, Entonces t € q(L).

Demostracién. Por el corolario 3.8 el reticulado E del lema 3.5 satisface todas
las hipétesis de la proposicién 2.14.

De acuerdo con el corolario 3.6 (i)

t € UL, p* q(C°E, L (q(u)))*, YpeSu{r}=P.
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Como t > 28 g(u,)(d(£°E))5+4"*+1) y de acuerdo con el corolario 3.8 el reticulado
E satisface las hipétesis de la proposicién 2.14. Entonces se tiene que
teq(E L {q(w))) € (L)

Esto 1ltimo debido a (ii) del lema 3.5.

Para el cdlculo efectivo de la constante N del teorema 3.1 se debe acotar
2q(uq) - [d(¢* E)]1o+.

En el lema 3.5 (iii) se probé que E es Z,-maximal. Entonces por el lema
2.12 podemos elegir s > h(E) — 1, donde A(E) es el nimero de clases en
spnE = genE. Notemos que en la demostracién del lema 3.5, para el caso p = £,
se usa la propiedad s > 0. Elegiremos entonces s = h(E) > 0.

Por la observacidén 2.13 se tiene que s < 2%.5- (dE)2.

De acuerdo con los lemas 3.2 y 3.3 basta acotar dE.

Por la observacién 3.7 se tiene que dE < 2'2 £r(dL)*® y por la observacién 2.13
y la proposicién 2.18

s<2%.5-(dE)? £ 2%.5.02 C*(dL)*.

Asi
28q(u,) (d(LE)) 10+ < 98q(,)¢Be(10+4n) (g ) (10+4n)

< 2126”49(1,4'63(10“”)(dL)Q(Zufor(dL)ls)m“”
< Q24520 ((11+4n0)4 5‘1)+(10+4no)(6H+1)(dL)152+60ne = N,

donde
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f = maz{ll,dL -1},
H = 28.5.480%d0,
ne = 916 53(3H+1)(d15)17,

C y A son las constantes establecidas en la proposicién 2.18 y lema 2.17 (teorema

1.1 [LMO)]) respectivamente, C dependesélode L y A es una constante absoluta

efectivamente computable.
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