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En el siguiente trabajo se presenta el estudio de una linea de transmisiéon microstrip invertida,
es decir, con la linea embebida en el sustrato en vez de depositada sobre este. Especificamente
se realizo el calculo de la impedancia caracteristica de esta linea de transmisiéon para tres casos
distintos: los dos primeros, en la aproximaciéon de conductor eléctrico perfecto, para uno y
dos dieléctricos; y el tercero, para un dieléctrico, pero con una linea superconductora.

En los primeros dos casos, se obtuvieron modelos que predijeron la impedancia caracteristica
de la linea con un error de 5 % y 20 %, respectivamente, con respecto a los resultados arrojados
por el software de simulacion HFSS que se tom6 como referencia experimental o valor real.
Estos resultados validaron la metodologia de céalculo utilizada para este tipo de lineas de
transmision y permiten su extension al modelamiento del caso superconductor.

Por otro lado, se pudo realizar el calculo del efecto de impedancia superficial que la linea
de transmision superconductora induce en el modelo. Este resultado permitié realizar una
simulacion en el software HF'SS que posibilité el calculo de la impedancia caracteristica de la
linea microstrip invertida superconductora en funcion de la relacion entre el largo de linea, y
la separacion entre esta y el plano de tierra.

Se verificd que, dada las aproximaciones consideradas en la metodologia de este trabajo, las
técnicas de calculo para la linea de transmisiéon microstrip son validas también para la linea
de transmisiéon microstrip invertida. Por lo tanto, a modo de proyeccion, se pueden utilizar
los resultados obtenidos para las lineas microstrip superconductoras para el calculo de las
lineas invertidas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién y antecedentes

La astrofisica contemporanea se enfrenta con una serie de problemas fundamentales en la
comprension del universo. Algunos de ellos son la formacion de planetas, estrellas, galaxias
y la comprension de la dindmica del universo a gran escala, donde se sittia el estudio de la
materia oscura, la energia oscura y la radiacion de fondo cosmico de microondas (CMB, por
sus siglas en inglés).

Las observaciones han revelado que los procesos fisicos que dominan la formacion de planetas,
estrellas y galaxias, asi como la dinamica evolutiva de estos objetos, suceden en un medio
material de baja temperatura, entre 10 y 100 K. En estas condiciones, apenas se emite
radiacion Optica o de frecuencias mas altas (como ultravioletas, rayos X, etc.). Sin embargo,
si se emite radiacion en ondas de radio, sobre todo en el rango milimétrico y submilimétrico
(mm/submm) del espectro [7].

Otro problema importante se da al final de la vida de una estrella donde pequenas particulas
solidas conocidas como granos de polvo formados por estas se eyectan al medio interestelar.
Su mezcla con gas molecular forma nubes que impiden observar la formacion de estrellas y
planetas en ese medio. El rango mm /submm en el cual emite el polvo interestelar tiene méas
de 1000 lineas espectrales conocidas.

El alto niimero de lineas espectrales, junto con la baja temperatura del medio estelar hacen
que el rango mm/submm sea el mas apropiado para el estudio de las nubes interestelares, de
los objetos que se encuentran en su interior y, en tultima instancia, de todo el universo frio.
Por esto, la radioastronomia tiene actualmente un rol estratégico para las investigaciones
astronémicas, al igual que el mejoramiento de las tecnologias de medicion que permitiran
aumentar la precision con que se estudia el universo frio.

El instrumento que es utilizado para la mediciéon de las ondas de radio es el radiotelesco-
pio. Esta compuesto por cuatro subsistemas principales: una antena que capta la senales
provenientes de radiofuentes extraterrestres, un receptor que amplifica una cierta banda de
frecuencia, un calibrador que genera senales de referencia y el sistema de procesamiento de
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Figura 1.1: Partes de un radiotelescopio. Se muestran los principales subsistemas: la recepcion,
amplificacion y procesamiento de la informacion en un computador (backend) [1].

la senial (backend). En la Figura 1.1 se muestran las partes de un radiotelescopio.

En radioastronomia, la potencia de las ondas que se desea captar es extremadamente baja.
Por lo tanto, se hace necesario contar con tecnologias integradas en el sistema de recepcion
capaces de detectar estos bajos niveles de potencia. Un problema que emerge aqui es el
tratamiento del ruido que tiende a enmascarar las senales débiles del espacio, limitando la
sensibilidad del sistema de recepcion y haciendo més dificultoso el analisis.

En radioastronomia se utilizan dos tipos de receptores que son utilizados dependiendo del
tipo de medicion. Para el estudio de las lineas espectrales, la recepcion es lograda mediante
la ubicacion de un receptor heterodino ubicado en el foco de la antena [2]. El esquema de un
receptor heterodino se muestra esqueméticamente en la Figura 1.2.

En este esquema, la sefial es amplificada por un amplificador de bajo ruido (Low Noise Ampli-
fier o LNA). Luego, la senal es mezclada con una onda de frecuencia intermedia proveniente
del oscilador local para, posteriormente, ingresar al mezclador, donde la senal es llevada a
una frecuencia menor mediante el proceso heterodino [8]. La senal de frecuencia intermedia
(IF, por sus siglas en inglés) vuelve a ser amplificada por un amplificador IF, obteniendo una
senal mas facil de detectar y posteriormente procesar con métodos digitales convencionales.
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Figura 1.2: Esquema de un receptor heterodino [2].

La tecnologia mas comun dentro de los LNA esta basada en transistores de alta movilidad
de electrones (High Electron Movility Transistor o HEMT). Estos amplificadores se utilizan
hasta alrededor de 100 GHz para la primera etapa de amplificacién, antes de que se mezclen la
senal de entrada y de referencia. Superando esta frecuencia, sus caracteristicas de ruido se van
degradando y se realiza una reconversion descendente en mezcladores SIS (Superconductor-
Insulator-Superconductor) o bolometros de electrones calientes (Hot Electron Bolometer o
HEB) [8],[3].

En la Figura 1.3 se ilustra el rendimiento de ruido de los amplificadores HEMT de ultima
generacion y los receptores astronémicos basados en el SIS para frecuencias menores que
1 ~ THz [3]|. En general, se ha logrado un ruido por encima de 3 veces el limite cuéntico,
cuyo rendimiento se deteriora rapidamente en frecuencias mas altas. Ademas, el ancho de
banda es muy limitado, no superando el 40 %.

La relacion senal/ruido (SNR) lograda con los amplificadores que presentan mejor rendi-
miento en la actualidad sigue siendo baja en aplicaciones radioastronémicas para frecuencias
mayores a 120 GHz [9]. Esto ha motivado la investigacion de nuevas tecnologias como la
amplificacién paramétrica basada en superconductores entre la que destacan la que utiliza
el fenémeno de inductancia cinética de ondas viajeras o junturas de Josephson. También,
amplificadores paramétricos que no utilizan superconductores, como los épticos y de estado
solido [10]. La realizacion experimental y pruebas de dispositivos basados en este paradigma
en frecuencias bajas ha mostrado tanto una buena ganancia (en torno a las 12 dB) y baja
contribucién al ruido (cerca de 3hf) como un ancho de banda fraccional amplio de entre 6 y
12 GHz, ademas de operar a temperaturas por debajo de la temperatura critica T, ~ 12 K,
llegando a 3 K [3]. Estos amplificadores tienen el potencial de ser utilizados como reemplazos
frontales para los receptores SIS mm/submm de ALMA y amplificadores de frecuencia inter-
media, mejorando enormemente la recepcion de las senales en ALMA para todas las bandas
[11].

En términos simples, un amplificador paramétrico (ParAmp) es un modulador arménico
basado en un proceso paramétrico no-lineal cuyo resultado es el intercambio de energia entre
algunos parametros del sistema. Si bien se han desarrollado muchos ParAmps a lo largo de
los anos, uno de los mas utilizados es el amplificador paramétrico superconductor, debido a
su buen rendimiento en ruido y ancho de banda [10].

Dentro de las versiones recientes de ParAmps, se encuentra el amplificador paramétrico de
onda viajera de Josepshon (JTWPA) y el amplificador paramétrico de onda viajera (TKI-

3
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Figura 1.3: Comparaciéon de las temperaturas de ruido alcanzadas con los amplificadores
HEMT (simbolos llenos) y los mezcladores SIS (simbolos vacios). La temperatura de ruido
presentada corresponde a TDSB = TSSB/2. Las lineas de puntos representan multiplos del
limite cuéntico. a) Por debajo de 120 GHz. b) Por debajo de 1 THz. En comparacion, la
primera implementacién de un amplificador paramétrico alcanzé un ruido alrededor de 3
veces el limite cuéantico 3|

PA). Estos permiten contar con un ancho de banda menos limitado y resuelven el problema
de saturacion en la potencia de entrada. Ambos tipos de dispositivos utilizan para su cons-
truccion lineas CPW y recientemente se han propuesto modelos de lineas superconductoras
basadas en la geometria Microstrip [12]|. Sin embargo, no se ha explorado la construccion de
modelos para otras geometrias, tales como microstrip invertida o linea con receso en el plano

de tierra, lo cual abre la posibilidad del mejoramiento de los rendimientos de los dispositivos
TKIPA [13].

1.2. Descripcion del problema

Uno de los problemas principales es la dificultad para contar con un modelo matematico que
permita determinar el comportamiento electromagnético de una linea de transmision planar
en funcion de los requerimientos de diseno, lo cual es importante en el diseno del sistema
de amplificacién de un radiotelescopio. Esto se debe a que la resoluciéon de las ecuaciones
de Maxwell para las geometrias no ideales que se ocupan en ingenieria es dificil y se aborda
principalmente con métodos numeéricos.

Dado este problema, este trabajo tiene como objetivo encontrar un modelo matematico que
permita estudiar el comportamiento electromagnético de una linea de transmision micros-
trip invertida y evaluar si es posible encontrar un diseio que mejore el rendimiento de los
amplificadores paramétricos.

En términos técnicos, se aplica la teoria de lineas de transmision clésica, la técnica de mapas
conformales y la fisica de superconductividad, para encontrar un conjunto de ecuaciones que

4



permita obtener la impedancia caracteristica, y la impedancia de linea.

Como se vera en la seccion 2.1.2 del capitulo 2, para sistemas de alta frecuencia y asumiendo
una aproximacion al modo TEM para la propagacion de la linea de transmision, la forma
espacial de los campos electromagnéticos es obtenida mediante la resoluciéon de la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones.

En la practica, el diseno de dispositivos electromagnéticos involucra la resolucion de la ecua-
cion de Laplace en geometrias mas complejas en el sentido de no contar con simetrias y tener
efectos de borde, por lo cual los problemas suelen ser muy dificiles de resolver analiticamen-
te. Debido a esto se recurre a herramientas computacionales como el método de diferencias
finitas o software de simulaciéon como ANSYS HFSS.

Otra alternativa es la realizacion de un cambio de coordenadas no trivial que permita mapear
la geometria original en una més sencilla donde sea facil encontrar soluciones para la ecuacion
de Laplace y, por lo tanto, encontrar los pardmetros del sistema. Esta técnica es conocida
como mapeo conformal que, en términos matematicos, corresponde a un cambio de variable
en el plano complejo que deja invariante la ecuacion de Laplace y por ende los parametros
fisicos del sistema [14].

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Encontrar un modelo matematico y realizar simulaciones computacionales de una nueva geo-
metria de linea de transmision superconductora (microstrip invertida), que permita estudiar
sus propiedades electromagnéticas y su potencial utilizacion en el diseno de amplificadores
paramétricos.

1.3.2. Objetivos especificos

e Determinar un modelo matematico que permita calcular la impedancia caracteristica
de una linea de transmisién microstrip invertida en aproximacion de conductor perfecto
y superconductora.

e Realizar una simulaciéon en el software HFSS para la linea de transmisiéon microstrip
invertida superconductora, que permita obtener su impedancia caracteristica y su im-
pedancia superficial.

e Comparar los resultados que arroja el modelo matemaético y las simulaciones con el fin
de comprobar el modelo.

1.4. Alcances

En el siguiente trabajo, los alcances que se proponen son los siguientes:

e Aplicacion de la teoria de lineas de transmision y teoria de la variable compleja pa-
ra comprender de forma analitica el comportamiento electromagnético de la linea de



transmision microstrip invertida superconductora.

e Obtener simulaciones en el software HFSS para entender el comportamiento de las
lineas de esta linea de transmision.

e No se consideraran resultados experimentales, es decir, mediciones sobre un dispositivo
real. Por lo tanto, dada la confiabilidad del software HFSS, se tomaré éste como el
resultado experimental.

1.5. Estructura del documento

El capitulo constituye el marco tedrico en el cual se hace una revision de la teoria de lineas
de transmision, mapas conformales y superconductividad, para calcular la impedancia ca-
racteristica de la linea de transmision invertida superconductora. Luego, en el capitulo 3 se
muestra la metodologia para la obtencion de los modelos teéricos de la linea de transmision
invertida superconductora, mostrando los resultados obtenidos con estos y con el software
HFSS, para comparar la exactitud de los modelos. Por ultimo, en el capitulo 4 se ofrecen las
principales conclusiones que se extraen del trabajo y sus proyecciones en el mediano y largo
plazo.



Capitulo 2

Marco Teoérico

Este capitulo se centrara en describir como abordar el problema del calculo de la impedancia
caracteristica de una linea de transmisiéon microstrip superconductora, utilizando la técnica
de transformadas conformales. Para ello, se realiza una revision breve de la teoria de lineas de
transmision donde se explicard como el calcular la impedancia caracteristica para un modo
TEM se reduce a resolver la ecuacion de Laplace en dos dimensiones. Luego, se introduce
la geometria microstrip y se plantean las ecuaciones aproximadas que permiten obtener la
impedancia caracteristica de una linea de transmisiéon microstrip. Después, se introduce la
técnica de transformadas conformales y como permiten resolver la ecuacién de Laplace en
dos dimensiones. Particularmente, se introduce la transformada de Schwarz-Christoffel, que es
util para abordar la geometria microstrip. Por tltimo, se explican las ecuaciones que permiten
calcular la impedancia caracteristica para una linea microstrip superconductora.

2.1. Teoria de lineas de transmision

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell

La ingenieria de radiofrecuencia involucra corrientes alternas cuya frecuencia varia entre 0.1
GHz y 1000 GHz. Esto tiene como consecuencia que la teoria de circuitos lineales no es valida
ya que es una aproximacion para longitudes de onda grandes.

Los elementos de un sistema de microondas actian, en general, como elementos distribuidos.
Esto se debe a que la longitud de onda es del orden del tamano del sistema y comienza a im-
portar la variacion de las fases de las ondas. De este modo, en la Ingenieria de Microondas, es
necesario trabajar con las ecuaciones de Maxwell y sus soluciones. Sin embargo, las soluciones
de la teoria de campos brindan mucha mas informaciéon que la requerida frecuentemente para
propositos practicos. Ademés, en la mayor parte de los casos, la resolucion puede llegar a ser
muy compleja.

Debido a esto, se intenta reducir la complejidad de la solucién de la teoria de campos a resul-
tados que puedan ser expresados en términos de elementos circuitales de la teoria de circuitos
lineales, pero extendidos. De este modo, el interés estara puesto en variables eléctricas tipicas
como potencia, impedancia, voltajes y corrientes.



La forma general de las ecuaciones de Maxwell es

0B
E=—-"-M 2.1
oD
H=— 2.2
V x o+ (2.2)
V-D =p, (2.3)
V-B=0. (2.4)

Las fuentes de los campos son la densidad de carga eléctrica p, la densidad de corriente
eléctrica J y la corriente de magnetizacion M. Esta tltima cantidad es una “fuente ficticia”
que permite caracterizar el efecto de los “dipolos magnéticos” en los campos.

Estas ecuaciones son acompanadas de las relaciones constitutivas que relacionan E, D, B y
H. En el espacio libre vienen dadas por

D= €0E. (26)
La mayoria de los campos electromagnéticos con los que se trabajara tienen dependencia ar-

monica (sinusoidal), con condiciones estacionarias asumidas. Para una descripcion completa,
conviene introducir la nocién de fasor.

Sea E(z,y, z,t) = XA(z,y, ) cos(wt + ¢) un campo eléctrico polarizado en la direccion %. Se
introduce el fasor E = %A(z, y, 2)e’* de modo tal que E = Re{Ee*'}. Asi, el campo eléctrico

E = XF) cos(wt + ¢1) + § Fa cos(wt + ¢2) + Z2E3 cos(wt + ¢3)

tiene asociado el fasor

ol

— &Elej‘f’l 4 S’Egejd)Q + 2E36j¢3.

De ahora en adelante, se asume la dependencia temporal e** en los campos electromagnéticos.
Ademés, asumiendo medios lineales, las ecuaciones de Maxwell fasoriales pueden ser escritas
como

VxE=—jwpH-M, (2.7)
V x H = jweE + 7, (2.8)
V-D=p, (2.9)
V-B=0 (2.10)

Con las relaciones constitutivas:



2.1.2. Solucién general para modos TEM en una guia de onda

En términos simples, una guia de onda es una estructura fisica en la cual se transmite la
energia en forma de campos electromagnéticos.

Los supuestos que se utilizardn para resolver las ecuaciones de Maxwell y obtener el modo
TEM son:

e Se asumen estructuras, en cuanto a su forma, uniformes e infinitamente largas en el eje

~

Z.
e Inicialmente, se asumen conductores perfectos.

e Los campos electromagnéticos tienen dependencia temporal /! y se propagan en la
direccion Z.
e No hay fuentes de campo en la zona de la guia de onda.

e Las lineas de transmision consideradas deben tener dos o més conductores para que se
propague el modo TEM.

La forma general para el campo eléctrico y el campo magnético es:

E(z,y, 2) = [e(z,y) + ze.(z,y)]e 7%, (2.13)
H(z,y, 2) = [h(z,y) + 2h.(z,y)]e 7. (2.14)

En las expresiones anteriores, €(x,y) vy h(x,y) representan el campo eléctrico y magnético
transversal al plano (X,¥). Mientras que e,(z,y) y h,(z,y) sus componentes longitudinales.

Por otro lado, las ecuaciones de Maxwell en este caso son

V x E = —jwuH, (2.15)
V x H = jwuE. (2.16)

Como se puede consultar en [4], las ecuaciones (2.15) y (2.16) pueden ser escritas como

orE, . .
3y + jBE, = —jwuH,, (2.17)
_ 0F, _
— JBE: — o —Jjwpt,y, (2.18)
OE, O0FE, .
_ - _ H 2.1



0H,

3y + jBH, = jwek,, (2.20)
, oH, .

H H

aaxy - aa; — jweE,. (2.22)

Las ondas electromagnéticas transversales o modos TEM (Transverse Electromagnetic Mo-
des) se caracterizan en que las componentes de los campos electromagnéticos en la direccion
de propagacién son nulas, es decir, £, = H, = 0. Para encontrar estos modos, es necesario
encontrar una ecuaciéon diferencial para alguno de los campos electromagnéticos. De la ecua-
cion (2.16) se tiene H = (j/uw)V x E. Si se inserta este resultado en la ecuacion (2.15) se
obtiene

J ¥ x (V xE) = jweE. (2.23)
W

Utilizando la identidad V x (V X_E) =V(V-E) - V2E y el hecho de que no existen fuentes
de campo eléctrico, es decir, V - E = 0, la ecuacion (2.23) resulta en:

V’E + K°E = 0, (2.24)

donde k = w,/pe. Por otro lado, en el modo TEM, las ecuaciones (2.17) y (2.21) se transfor-
man en:

JBE, = —jwpt, (2.25)
JjwpE, = —jBH,. (2.26)

Dividiendo (2.25) y (2.26) se llega a:

jﬁEy _ _jwlj'Hx

(2.27)

De la expresion anterior se deduce que § = w./ue = k, es decir, que el nimero de onda y la
constante de fase son iguales.

Ahora, para encontrar la ecuacién diferencial que dé como solucion los modos TEM, es
necesario reescribir (2.24). En el caso de la componente en x del campo eléctrico,

(@—Fa—?ﬁﬁ-@—#]g) E,=0. (2.28)
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Figura 2.1: Linea de transmision microstrip. En (a) se muestra la geometria de la linea y en
(b) la forma de las lineas de campo [4].

Sin embargo, 0’°E, = —3°E, = —k*E, y por tanto

2 o
(@ + a—yQ) E, =0. (2.29)

El mismo resultado se obtiene para la componente en E, y luego, se tiene que

V28(z,y) = 0, (2.30)

donde VZ = V2 + Vz es el operador Laplaciano perpendicular a la direccién de propagacion.
La ecuacion (2.30) muestra que, para los modos TEM en una guia de onda, los campos elec-
tromagnéticos pueden ser encontrados resolviendo la ecuacion de Laplace en dos dimensiones,
similar al caso electrostatico. Al cumplirse este resultado, es directo ver que se cumple que
el campo eléctrico €(z, y) puede ser obtenido de una funcién potencial,

é(.ﬁE,y) = _vtq)(xay)> (2'31>

donde V; = %9, + y9,. Utilizando el hecho de que V - D =¢V, € =0, se deduce que esta
funcion potencial también satisface la ecuacion de Laplace:

Vid(z,y) = 0. (2.32)

2.2. Linea de transmisién microstrip

La linea de transmision microstrip es popular dentro de las lineas de transmision planares,
ya que se puede fabricar por métodos que utilizan fotolitografia y se miniaturiza e integra
facilmente con dispositivos de microondas. La geometria de una linea microstrip se muestra
en la Figura 2.1a. Un conductor de ancho W es impreso sobre un sustrato dieléctrico delgado,
en contacto con tierra, de espesor d y permitividad relativa ¢,. En la Figura 2.1b se muestra
un esquema de las lineas de campo.
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Figura 2.2: Geometria equivalente de una linea de transmisiéon microstrip cuasi-TEM. En
(a) se muestra la geometria original y en (b) la geometria equivalente, con un dieléctrico de
permeabilidad efectiva e, distribuido en todo el espacio [4].

Si el sustrato dieléctrico no estuviera presente (¢, = 1), se tendria una linea de dos hilos
consistente en un conductor de banda plana sobre un plano de tierra, incrustado en un medio
homogéneo (aire). Esto permitiria la propagacion de modos TEM simples con velocidad de
fase v, = c y constante de propagacion 5 = ky. El hecho de que exista un dieléctrico presente
que no llena la region y > d, hace dificultoso el analisis de esta linea de transmision. En
este caso, la mayor parte de las lineas de campo estan contenidas en la regiéon dieléctrica,
pero una fraccion existe en la region de aire sobre el sustrato. Esta es la razéon que impide
la propagacion de modos TEM puros, ya que la velocidad de fase de los campos TEM en la
zona dieléctrica serfa c/,/€,, mientras que en la region de aire seria ¢, de modo que un ajuste
de la fase en la interfase de medios seria imposible de cumplir.

Para mayor precision, es necesario mencionar que los campos exactos de una linea de trans-
misiéon microstrip constituyen una combinacién lineal de modos TM y TE, cuyos métodos de
solucién son no triviales. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones practicas, el sustrato
dieléctrico es muy delgado, es decir, d < A, de modo que los campos son esencialmente los
mismos que en el caso estatico. Esta aproximacion es conocida como campos cuasi-TEM y
permite encontrar buenas aproximaciones para la constante de propagacion y la impedancia
caracteristica a partir de las soluciones cuasi-estaticas que se mencionaron anteriormente.

En la aproximacion cuasi-TEM, la velocidad de fase y la constante de propagacion se pueden
expresar mediante:

v, = —, (2.33)
B = kov/Eett, (2.34)

donde e.¢ corresponde a una constante dieléctrica efectiva de la linea microstrip y que puede
ser interpretada como la constante dieléctrica de un medio homogéneo que reemplaza al aire
y la region dieléctrica original, como se muestra en la Figura 2.2.

El célculo para la constante de propagacion y la impedancia caracteristica de la linea puede
ser calculada mediante las siguientes ecuaciones [4],

12



e+l e —1 1

Eoft = + : 2.35
T2 2 T+ 12(d/W) (2.35)
60 (84 W
In =0 4 = i W/d<1
NG H<W+4d> st Wids
Zy = (2.36)
1207

i W/d> 1.
VEeaW/d + 1,393 + 0,667(In(W/d) + 1,444)] /dz

En el caso de que se tenga la impedancia caracteristica Z, y la constante dieléctrica ¢,, la
relacion W/d puede ser encontrada segin

8e4 )
oy — st W/d <2
wW/d =
2 -1 1
z {B —1-In(2B—-1)+ & . {ln(B —1)+0,39 — 0.6 H si W/d > 2,
™ T T
(2.37)
donde las constantes A y B vienen dadas por
Zy le,+1 e, —1 0,11
A== 2 2.
60 2 +5T+1(0’3+ 5r)’ (2.38)
p— o0 (2.39)

NG

Es importante destacar que las formulas anteriores constituyen aproximaciones de los resul-
tados més exactos obtenidos mediante la técnica de mapas conformales y que son derivados
en [15]. Sin embargo, para los propositos de comparacion con el modelo de microstrip inver-
tida, esta formulacion es suficiente. Para obtener resultados mas exactos, se debe utilizar la
técnica de mapas conformales sin utilizar aproximaciones. En la seccién siguiente, se presenta
la derivacion de un modelo matematico para la linea microstrip invertida superconductora
mediante la utilizaciéon de mapas conformales.

2.3. Mapas conformales

2.3.1. Invariancia de la ecuacién de Laplace

La determinacion de la impedancia caracteristica y la constante de propagaciéon para una
linea microstrip, y como se verd més adelante, para una linea microstrip invertida, se reduce
a encontrar el potencial electrostatico ® en el plano (X, ¥). La determinacion de ® depende la
realizacion de una transformacion conformal, es decir, de encontrar una funciéon que mapee
el area del plano externo a la secciéon transversal del conductor a un nuevo plano, donde la
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configuracion de los conductores admite soluciones conocidas. La propiedad importante de
los mapas conformales que permiten ser una herramienta de utilidad para este caso, es que
mantienen invariante la ecuaciéon de Laplace.

Si se considera el plano original £ con coordenadas (u,v) y el plano W producto de una
transformacion conformal W = F(€) con variables (o, 7), se tiene que la ecuacion de Laplace
en el plano original es

0*®  9%P
— 4+ —=——==0. 2.40
ou?  Ov? ( )
En el sistema de coordenadas (o, n) la ecuacion de Laplace adopta la forma

d h,0® 0 h, 0P
V2p — 1 o
= do h, do * on hy, On’ (241)

donde h, y h, son los coeficientes métricos.

Para una transformacion de coordenadas que es obtenida a través de un mapeo conformal,
los coeficientes métricos vienen dados por [14]

dWw

he = hy = ‘d_g . (2.42)

Consecuentemente, la ecuacion de Laplace se reduce a la misma forma que tenia en el sistema
de coordenadas rectangulares, es decir,

2 2
8_(1) + 8_@ =0. (2.43)
do? ~ On?

Esta invariancia de la ecuacion de Laplace bajo la transformacion conformal permite calcular
la impedancia de linea y constante de propagacion en el nuevo plano y dara el mismo resultado
que en la geometria original. Sin embargo, es una tarea compleja la busqueda de una funcion
que permita transformar la geometria de lineas planares en otras mas simples donde la
solucién a la ecuacion de Laplace sea conocida. Para este propoésito, se introducira un tipo
especial de transformacion conformal, llamada transformacion de Schwarz-Christoffel.

2.3.2. La transformacion de Schwarz-Christoffel

La transformacion de Schwarz-Christoffel es aquella que mapea el interior de cualquier poli-
gono rectilineo en el plano original, sobre la mitad superior de otro plano, tal que el perimetro
del poligono original coincide con el eje real del nuevo plano.

Sea el plano-z el original, donde se encuentra el poligono que se desea mapear, y sea el plano
t aquel que es producto de la transformada. La forma general de la transformacion es |5

14
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Figura 2.3: Correlacion de puntos entre los planos z y ¢ bajo una transformacion de Schwarz-
Christoffel [5]

A ()t () (2.44)

Los vértices z; del poligono tienen sus correspondientes imagenes t;, con i € {1,2,...,n}.
Ademas, si se supone que t; € R, entonces al recorrer el poligono a contrarreloj, u;m es el
angulo girado en el vértice i-ésimo, tal y como se muestra en la Figura 2.3.

Si q; es el angulo interior del vértice z;, la féormula que permite calcular las constantes p; es

= -, (2.45)
m

Un detalle importante por considerar guarda relaciéon con la posibilidad de tener un valor de
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t; en infinito. Si se aplica la funcion logaritmo natural a la ecuacion (2.44) y luego se deriva
con respecto a t, se tiene

Sl (E)] - (2:46)

i=1

De aqui se puede observar que, si algin valor de t; elegido es un punto en infinito, se sigue
que el y; asociado debe ser igual a cero para evitar la singularidad, por lo cual los factores
(t — t;) correspondientes deben ser omitidos de la ecuacion (2.44). Este detalle es de suma
importancia en la determinacion de las transformadas conformales que se trabajaran en la
seccion 3.3.1 ya que el plano de tierra en la linea de transmision microstrip invertida se
considera infinito de modo que habra valores del poligono que se debe mapear que estdn en
infinito (ver Figura 3.3) y cuyo factor (¢ — ¢;) no aparecera en la ecuacion de transformacion.

2.4. Lineas de transmisién superconductoras

2.4.1. Superconductividad: conceptos basicos

Al enfriar ciertos materiales por debajo de una temperatura critica T, propia de cada material
se observa la desaparicion repentina de la resistencia eléctrica. Este fenémeno se denomina
superconductividad.

Una de las propiedades més fundamentales de los superconductores es el efecto Meissner. Este
consiste en que el material expulsa de su interior un pequeno campo magnético aplicado. Para
intensidades bajas, en general el campo magnético Bj,; en el interior del superconductor es
nulo y en la practica ello ocurre por expulsion o apantallamiento.

Un fenémeno importante de interés para la teoria de lineas de transmisién superconductoras
es la penetracion magnética de London que determina cual es la distancia que el campo
magnético externo penetra en el material. La segunda ecuaciéon de London,

B = —oA\iV x J, (2.47)

define la longitud de penetracion magnética de London Ay mediante

m
N\ = 2.48
L \ poe®n,’ (248)

donde n; es la densidad de electrones superconductores (o densidad del superfluido) y m, y
e son la masa y la carga del electron, respectivamente [16].

Si se combina la ecuacion de Maxwell V x B = pJ con la ecuacion 2.47 y se utiliza la
identidad V x (V x B) = V(V - B) — VB = —V?B (teniendo en cuenta que V - B = 0),

entonces,
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Figura 2.4: Superconductor semi-infinito en un campo magnético H aplicado paralelo al eje
b.

B = \;V°B. (2.49)

A continuacién se considera el caso unidimensional de un superconductor infinito, con inter-
fase perpendicular al eje ¢ y que esta en presencia de un campo magnético estatico débil H
aplicado a lo largo de B, como se muestra en la Figura 2.4. La direcciéon del campo magnético
produce una corriente a lo largo de la direcciéon a. Considerando la simetria del problema y
las condiciones de borde B(z = 0) = By y B(z — o0) = 0, la solucion de la ecuacion (2.49)
es

B(z) = Bye ™/t (2.50)

De esta expresion es posible interpretar A; como la longitud caracteristica del sistema que
indica la distancia que el campo magnético penetra en el material y a la cual el campo
magnético se reduce a 1/e de su valor en la superficie.

La penetracion magnética de London tiene una gran importancia al momento de estudiar las
lineas de transmisién superconductoras.

2.4.2. Impedancia superficial en lineas superconductoras

Cuando un conductor perfecto esta sumergido en un campo electromagnético, el campo eléc-
trico tangencial F; es nulo. A su vez, una corriente circula cerca de la superficie del material
para mantener un campo magnético tangencial H; y anular todo el campo eléctrico del in-
terior. Sin embargo, en los conductores reales, es decir, no perfectos, los campos eléctricos si
penetran en su interior dificultando la resoluciéon de las ecuaciones de Maxwell. Para lidiar
con esta dificultad, se define el concepto de impedancia superficial, que permite establecer las
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condiciones de borde en la superficie del conductor, modelando la disipacién y almacenamien-
to de energia al interior del conductor. A medida que crece la distancia desde la superficie
hacia el interior del conductor, el campo eléctrico decrece. Este efecto es modelado a través

de la longitud de penetracion § = \/(2/wopu) [2].

En el caso de los superconductores, el campo magnético tangencial penetra en el material y
el fenébmeno es caracterizado por la longitud de penetracion de London Aj. Al igual que en
los conductores, este efecto puede ser modelado mediante una impedancia superficial. En el
caso de una ldmina conductora de espesor ¢, se puede sustituir el conductor por dos laminas
finas con una impedancia superficial Z; que viene dada por [17]

et/)\L + ZO_]:W,UIOALe*t/)\L
Zo+jwpoAr (2 51)
et/)\L _ ZO_ijO)\Le—t/)\L ) )
ZotjwpoArL

Zs = jw/LO)\L

Para el caso Zy > wup, la impedancia superficial se reduce a

t
Zs = jwuAr coth <—> . (2.52)
AL

Si se agrega la caracteristica adicional que ¢ > A, la impedancia superficial resulta en
Zs = JwpAL. (2.53)

Para calcular la longitud de penetracion magnética de London, se utiliza la siguiente ecuacion
[18],

_ Az (0)
A(T) = 1= 0,1(T/T,) — 0,9(T/T.)?’ (2:54)
donde
A(0) = Wﬁ’ (2.55)

con o, la conductividad eléctrica de un conductor normal en el modelo de Drude y A(T) el
parametro de brecha del superconductor y esta descrito por

35T,

AT) =S,

(2.56)

donde kg es la constante de Boltzman.
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2.4.3. Linea de transmisién microstrip superconductora

Con el proposito de incluir el concepto de impedancia superficial en lineas microstrip, se han
propuesto modelos para calcular la constante de propagaciéon y la impedancia caracteristica
asumiendo un modo cuasi-TEM [12]. Ademaés, suponiendo que el tanto la linea como el plano
de tierra estan hechos de un material superconductor, la impedancia caracteristica Z y la
admitancia en paralelo Y son calculadas mediante las férmulas siguientes,

Z = j(kono)g1 + 2927, (2.57)
Y = (@> (8—5) , (2.58)
Tlo g1
Z, = \/jwﬂo coth(tv/jwpoo). (2.59)
o

De este modo, la impedancia caracteristica viene dada por Z, = /Z/Y . Por otro lado, la
constante de propagacién viene dada por v = a + j = (ZY)"/? donde « es la constante de
atenuacion y [ es la constante de fase.

Los factores geométricos dependen solo de la geometria particular de la linea de transmision
que se considera y son definidos como

€0
)
Ovac

g = (2.60)

1
9225

ff |2§Z (2.61)

En este caso, |E(z)| es el campo eléctrico en la direccion z, ds corresponde a un diferencial
de area de la seccidon transversal interior al conductor y dA es un diferencial de area de
la seccion transversal exterior al superconductor. Estas integrales pueden ser resueltas mas
sencillamente utilizando transformadas conformales. Si se quisiera realizar el calculo de 2.61

en otro plano p obtenido mediante una transformaciéon conformal, se pueden relacionar los
campos de ambos planos mediante [6]

E(z) = E(p )(ji’ ) (2.62)

El modelo anterior se completa con el calculo de la superconductividad compleja o = 01— j05.
Para ello, se utiliza la teoria BCS de acoplamiento fuerte [19],

a_2 / F(E + hw)|h(E)dE + % /:w 11— 2f (b — EYM(E)E, (263)

ON
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o9 1 [A hoFE — E? — A2

2 1+ 2f(hw — E)] - T T dE,  (2.64)

ON T hw A—hw,—A
donde f(F) es la funcion distribucién de Fermi-Dirac definida por

1
~ 14exp(E/kpT)

f(E) (2.65)

Esta distribucion representa la densidad de probabilidad de que un electréon se encuentre en
un estado energético F/ a una temperatura 7. Ademés, kp es la constante de Boltzmann y
se defini6 la variable auxiliar

- E? 4+ A’ + hwE
R e OB (T R el .

2.5. Resumen del capitulo

En este capitulo se ha revisado la teoria necesaria para entender el diseno de una linea
de transmisiéon microstrip superconductora. En primer lugar, entendiendo por qué se debe
resolver la ecuacion de Laplace en dos dimensiones, para luego ver como este problema puede
ser abordado mediante la utilizacion de las transformaciones de Schwarz-Christoffel. Luego,
se describi6 brevemente el comportamiento de las lineas de transmision superconductoras y
se procedié a explicar la forma de modelarlo como una impedancia superficial. Finalmente
se plantearon las ecuaciones para determinar la impedancia caracteristica de una linea de
transmision superconductora, mostrando que la relaciéon con la técnica de transformadas
conformales y la teoria BCS de la superconductividad.
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Capitulo 3

Metodologia y resultados

Este capitulo se centra en la metodologia seguida para el calculo de la impedancia caracteris-
tica de una linea de transmisién microstrip invertida, tanto en la aproximaciéon de conductor
eléctrico perfecto, como superconductora.

Luego, se deducen las transformaciones conformales utilizadas para calcular la impedancia
caracteristica en cada uno de los casos y, por ultimo, se comparan los resultados dados por
los modelos y los obtenidos con simulaciones en el software HFSS.

3.1. Formalizacién del problema

Como se puede ver en la Figura 3.1, una linea de transmision microstrip invertida consiste en
dos dieléctricos en contacto, uno encima del otro, con permitividades eléctricas €1 y €9, res-
pectivamente. El dieléctrico ubicado abajo tiene en su borde una lamina delgada conductora
conectada a tierra de modo que su potencial eléctrico en el borde es nulo. Por otro lado, en
el dieléctrico inferior tiene una ranura donde cabe de forma exacta una lamina conductora
de espesor t y ancho d. Ademés, h y h* son los espesores de los dieléctricos 1 y 2, respec-
tivamente. Es importante que cada dieléctrico esté contenido en paredes conductoras a un
potencial constante que impone las demés condiciones de borde para el problema.

El problema consiste en aplicar la técnica de mapas conformales a la geometria descrita bajo
la aproximacion cuasi-TEM para poder encontrar la impedancia caracteristica de la linea de
transmision. Luego, se agrega el efecto de superconductividad mediante la introduccion de
una impedancia superficial utilizando las ecuaciones descritas en la seccion 2.4.3, con lo cual
se obtiene un modelo matematico.

3.2. Metodologia

El problema fue abordado en dos partes.

1. Parte 1: aproximacion de conductor perfecto

(a) Se considera una linea microstrip superconductora aproximada. Es decir, solo se
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h*

Figura 3.2: Linea de transmision microstrip superconductora invertida incompleta, es decir,
con h* — 00 y g9 = €.

considera el sustrato 1 y el segundo sustrato se considera aire, con h* — 0o, como
se muestra en la Figura 3.2.

Se aplica la técnica de mapas conformales para encontrar la impedancia caracte-
ristica en el caso de una linea conductora perfecta. El objetivo de este paso es
comparar los resultados obtenidos con el modelo matematico y simulaciones en
el software HF'SS que se detallara en la secciéon 3.4, con la finalidad de validar la
transformada conformal utilizada y posteriormente utilizarla en el caso general de
superconductores.

Se vuelve a utilizar la técnica de mapas conformales, pero sobre la linea de transmi-
sion de la Figura 3.1. En este caso, se busca una nueva transformacion conformal
y se plantea una metodologia para encontrar la impedancia caracteristica de la
linea de transmision.

2. Parte 2: linea de transmisiéon superconductora

(a)

(b)

()

Se tienen en cuenta las transformaciones conformales encontradas en la primera
parte y se plantea un modelo matemético para la determinacion de los factores
geométricos g; y go definidos en las ecuaciones (2.60) y (2.61).

Mediante la ecuacion (2.57), (2.58) y (2.59), se determinan expresiones para la
impedancia de linea y la admitancia en paralelo del modelo de linea de transmision.
Con estas expresiones, se determina la impedancia de linea 7y = \/Z/Y.

se realiza una simulaciéon en HF'SS para comparar el modelo teérico obtenido con
las simulaciones, con la finalidad de validar los resultados predichos por la teoria.
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3.3. Modelo matematico para la linea de transmisién mi-
crostrip invertida

3.3.1. Parte I: aproximaciéon de conductor perfecto

A continuacion, se muestra la derivacion del modelo teérico que permite calcular la impedan-
cia caracteristica de la linea de transmision microstrip invertida aproximada de la Figura 3.1.
Se presentan las ecuaciones més relevantes y los detalles de cada deduccion se encuentran en
los anexos A y B.

En la derivacion, se consideran las siguientes aproximaciones:

e Tanto la linea de transmisién como el plano de tierra estan compuestos por un conductor
eléctrico perfecto.

e Se considera que el espesor t es muy pequeno comparado con la separacion entre la
linea y el plano de tierra. Es decir, ¢t — 0.

e Se considera la aproximacion cuasi-TEM, es decir, que el dieléctrico de permitividad
eléctrica £, esta distribuido en todo el espacio. Esto es valido ya que como se considero
un espesor de linea nulo, la linea invertida es similar a la microstrip convencional.

Microstrip invertida incompleta

Para la determinacion de la transformada conformal en la geometria mostrada en la Figura
3.2, se consider6 en el plano z original donde esta situada la linea de transmision. Posterior-
mente se utilizé una transformacion de Schwarz-Christoffel a un plano intermedio e que sirve
para relacionar los planos z y p.

El plano w viene definido por la relaciéon e = w? y tiene la finalidad de escribir en forma
candnica las integrales elipticas que aparecen con la transformacion [20].

En la Figura 3.3 se muestran los distintos planos y los vértices Z;, e;, W}, y Fj. Los indices
son tales que existen relaciones biyectivas entre ellos, es decir, el punto Z; es mapeado a e;,
Wiy P, en sus planos respectivos.

Si se considera la Figura 3.3, es posible formar un poligono con los vértices Z;(00) Za, . . . Zg(00)
contenido en el primer cuadrante. De los angulos internos que se forman y mediante la uti-
lizacion de (2.45) se tiene que py = 0, po = 1/2, us = 1/2, py = —1, us = 1/2 y pg = 0.
Luego, insertando en (2.44) se llega a

z= / NCe e—_l ae) = b/)de. (3.1)

La transformada conformal general que relaciona los puntos de los plazos z y w es:

z= =2

_ b/ w 1 _ 2
(@ / dw + \/E/ — " aw|, (32
V(1 —w?)(1 — muw?) 0 l—w
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Figura 3.3: Correlaciéon de puntos entre los planos z, e, w y p bajo una transformaciéon de
Schwarz-Christoffel. Los puntos Z;, e;, W; y P; corresponden a los vértices de los poligonos
en el plano z, e, w y p, respectivamente. El simbolo oo indica que el vértice esta en infinito.

donde m = 1/¥'.

La determinacion de las constantes A, @’ y b’ se obtiene imponiendo condiciones sobre la ecua-
cion (3.2) que viene de la correlacion entre los puntos del plano z y w. De la correspondencia
entre el punto Z3 = h del plano z y el punto W3 = 1 del plano w se obtiene

ho (a =) ,
Gy Sl K(m) + Vi E(m). (3.3)

La segunda correspondencia entre el punto Zs = h del plano z y el punto W5 = v/ del plano
w permite obtener las ecuaciones
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0= o | E'(m) — %K’(m) (3.5)
De la ecuacion (3.5) se obtiene que
E'(m)
= b :
¢ K'(m) (36)

De la tercera correspondencia es entre el punto Z, = h + j(d/2) del plano z y el punto
W, = v/a' del plano w se tiene que

L = (Plen\ar) - K (m)} + VIE () — K ), 1)

donde el argumento y el angulo modular [21]| vienen dados por

b —a
Y1 = sin™! < X _i) ) (3.8)

oy = cos ' (\/1?) : (3.9)

Si se divide la ecuacion (3.7) en (3.3) y se utiliza la identidad de Legendre, E'(m)K(m) —
K'(m)K(m) + E(m)K'(m) = 7/2, se obtiene

d_4 E'(m)F(p1\)
—=-K' . 3.10
h ) [ K'(m) (3.10)
Para determinar la constante A basta con insertar la ecuacion (3.6) en (3.3) y utilizar nue-
vamente la identidad de Legendre. Al realizar el calculo se obtiene

__hK'(m)
A= (3.11)

Para encontrar la impedancia de linea se debe buscar una transformada conformal que rela-
cione los puntos del plano p con los puntos del plano w. De la ecuacion (2.44) se tiene que la
forma general de la transformada es

y 1
pzpo+B/O \/e(e—1)(e—bf)de' (3.12)
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La primera correspondencia es entre el punto W5 = 0 con P, = 0, cuyo resultado es trivial y
arroja que py = 0. Para la segunda correspondencia entre el punto W3 = 1 del plano w y el
punto P3 = ug del plano p se tiene

Ug 1
25 = K. (3.13)

La tercera correspondencia entre W, = va' y Py = ug + jv; arroja la ecuacion

1 1
25 = WF(%\OQ)- (3.14)

Para la tltima correspondencia que se utilizo, entre Wy = VI y ps = ug + ivg se derivan las
ecuaciones

Uo N 1
o5 = ﬁK(m), (3.15)
Vo 1

N~ K'(m). (3.16)

Como se obtuvieron los parametros uy y vy para la linea, en el caso de un solo dieléctrico, no
existe una curva que separe los dos dieléctricos y se tiene el caso de una linea de transmision
de placas planas paralelas. La soluciéon de este tipo de linea de transmision es conocida y la
capacitancia por unidad de largo viene dada por

Vo K'(m)
=2—=-=29 . 1
C w £ () (3.17)
Por otro lado, la velocidad de propagacion de la onda para el modo cuasi-TEM es
1 1
(3.18)

V= —— = ——.
= e JVIC
El valor de la inductancia se puede calcular de (3.18) resultado L = ue/C'y utilizando la

formula de la impedancia caracteristica de la linea Zy = /L/C, se tiene que la expresion
general para la impedancia caracteristica de una linea de transmision es

Zo= FiE. (3.19)

Si se combina 3.19 con (3.17) se obtiene que la impedancia caracteristica para el modelo de
microstrip invertida incompleta que se esta estudiando es
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Zo = %\/g ( f{(((”n?)) . (3.20)

En sintesis, se ha obtenido un modelo que, dado el valor del cociente entre el ancho de linea y
la separacion entre los conductores, entrega la impedancia caracteristica de la linea microstrip
invertida con solo un dieléctrico.

Este modelo es no lineal y debe ser resuelto con métodos numéricos. Haciendo un recuento,
el sistema de ecuaciones que constituye el modelo es

b= % (3.21)
,_ E'(m),,
@ = Ko Uy, (3.22)

o VY —a
ap = sin 1( b’—l)’ (3.23)

B = cos™! (%) , (3.24)

d 4 E'(m
= —K'(m) [ @1\(11 } — Funcion de m, (3.25)

“ ;\/ﬁ (f?(ﬁ)) 320

Microstrip invertida completa

Para la determinacion de la transformada conformal en la geometria mostrada en la Figura
3.2 se debe tener en cuenta que en este caso las ondas no se pueden propagar en modos TEM
simples y por lo tanto la capacitancia no puede calcularse de forma simple, incluso en el
plano p, aunque la curva que separa ambos dieléctricos sea bien calculada. No obstante, se
sigue con la aproximacion cuasi-TEM.

Para abordar este problema, se buscara una transformaciéon conformal combinada que rela-
cione de manera directa los planos z y p. En primer lugar, se deben tener en cuenta las dos
transformadas que relacionan los planos z con w y p con w, mostradas en las ecuaciones (3.2)
y (3.12), respectivamente.

Como B es una constante arbitraria, se elige sin pérdida de generalidad 2B = v/I/. De este
modo, (3.12) es igual a la integral del primer miembro de (3.2) de modo que se puede insertar
(3.12) en (3.2). Ademas, teniendo en cuenta (3.3) se obtiene

2= 24Vl {ﬁ (1 - f{,%’;g) - E(p\m)] . (3.27)
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Por otro lado, si se divide la identidad de Legendre por K (m)K’(m) se puede reescribir de
la siguiente manera

=1- + : (3.28)

Insertando (3.11) y (3.28) en (3.27) y desarrollando se obtiene

z =

_2hK'(m) {pE(m) ™

K(m) 2K(m)K'(m) E(p\m)} : (3.29)

m
Se introduce la funciéon zeta de Jacobi definida por Z,(p\m) = E(p\m) — (E(m)/K(m))p,

con lo cual la transformada conformal directa entre el plano z y el plano p viene dada por
[21]

z

_ 2hK'(m) |:Zn(p\m) + Wi/(m)} . (3.30)

La condicién para mapear la interfase entre los dos dieléctricos en el plano z hacia el plano
pes

2hK'
iy 2

Zn((u + jv)\m) + (3.31)

7(u+ jv) }
2K(m)K'(m) |~

La funcion zeta de Jacobi, Z,((u + jv)\m), con argumento complejo puede ser separada en
su parte real e imaginaria como se muestra en [20]. Desarrollando (3.31) se llega a

msn(u\m)cn(u\m)dn(u\m)
(m/2K"(m)) = (mu/2K (m)K'(m)) — Zy,(u\m)

~1/2
+ dn2(u\m)] .
(3.32)

su(ohm) = g(um) = |

De la definicién de funcion inversa se tiene [20]

(1 — myw?)

. o g(u\mi) 1 B
sn(v\my) =v = /0 N dw = F(p3\mq), (3.33)

donde @3 = sin™'(g(u\m1)). Como ya se tiene la curva v = v(u) = F(p3\m1), es posible
obtener una expresion para la capacitancia del condensador resultante y, posteriormente, de
la impedancia caracteristica de la linea.

En el caso del primer dieléctrico, si se considera un condensador infinitesimal de ancho du y
alto v(u), la capacitancia es conocida e igual a
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4o, = zalvc(lz). (3.34)

Para obtener la capacitancia total del condensador, basta tomar la suma inversa para ca-
da capacitancia infinitesimal en el intervalo [0,ug] ya que se tiene una conexiéon en serie.
Recordando que ug = K (m), la expresion resultante para la capacitancia es

Km) - qy -
Oy = 2¢, [/0 TU)] . (3.35)

De manera analoga, el calculo para Cs se obtiene de sumar en serie condensadores de altura
vo — v(u) y ancho du. Recordando que vy = K’(m) se tiene

K(m) du -
CQ = 262 [/0 m] s (336)

de modo que la capacitancia para la linea de transmisiéon microstrip invertida completa es

Km) - qy K(m) du -
C oo [/0 o [ _K,(m)_v(u)], (.37)

y la impedancia caracteristica queda determinada por

Zo = ,/%. (3.38)

3.4. Resultados y discusion

+ 2e9

Microstrip invertida incompleta

Para comprobar el modelo matematico obtenido, se realizaron simulaciones en el software
HFSS y se compararon los resultados de la impedancia caracteristica obtenidos en la simu-
lacion con los que arrojo el modelo matemético para diferentes valores de d/h. En la Figura
3.4 se muestra una imagen de la simulacion.

Los valores de los parametros utilizados para el calculo de la impedancia caracteristica Z, se
muestran en la Tabla 3.1.

Como se puede ver, el valor de la separacion entre los conductores se dejé constante e igual
a 0.25 pm. En cambio, se vari6 el ancho de linea d entre 0.125 pym y 2.5 pm, con un paso de
0.125 pum entre cada valor ya que esto permite simular con mayor facilidad en el Software.
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Figura 3.4: Esquema de la simulacién realizada en HFSS para la linea de transmisiéon micros-
trip invertida aproximada. Se utilizaron condiciones de borde de conductor perfecto (pec) en
el plano de tierra y en la linea, y una caja de radiacién que envuelve el sistema. Ademas, se
agregaron excitaciones de puerto de onda al comienzo y final de la linea. Los parametros del
sistema utilizados en la simulacién se muestran en la tabla 3.1.

h lpm] | Wy [pm] | L [pm] | T [pm] | &
0.25 10 35 | 0.008 | 10

Tabla 3.1: Valores utilizados en los célculos para la linea de transmision microstrip invertida
aproximada. W es el ancho del sustrato y L su largo.

La frecuencia de simulacion fue de f = 2.5 GHz. En el grifico 3.5 se muestran las curvas
obtenidas con el modelo encontrado en este trabajo y el software de simulacion HFSS. Del
grafico 3.5 se observa que ambas curvas siguen una tendencia decreciente a medida que
aumenta la razéon d/h. Este resultado se esperaba ya que a medida que se aumenta el ancho
de linea y por consiguiente el valor de d/h, se tiene una mayor area donde se acumula carga
eléctrica aumentando la capacitancia. De la ecuacion (3.19) se puede ver que a medida que
aumenta la capacitancia, disminuye la impedancia caracteristica y por lo tanto, tal prediccion
tedrica y el modelo concuerdan.

Por otro lado, en el grafico 3.6 se muestra el error porcentual calculado con los datos obtenidos
por ambos métodos. Se puede ver que a partir de d/h = 5, el error comienza a ser menor
que 5% y el modelo comienza a ser aceptable para poder disenar. Una tendencia mas general
que se evidencia en los graficos 3.5 y 3.6 es el aumento en la similitud de los valores de la
impedancia caracteristica para el modelo matemaético y la simulaciéon a medida que crece la
razéon d/h. Esto puede explicarse por el hecho de que los efectos de borde son més notorios
para valores mas pequenos de d, ya que hay una mayor deflexion de lineas de campo en el
borde y por lo tanto habra una cantidad considerable de lineas de campo que se encuentran
fuera del sustrato. Sin embargo, si d aumenta, el efecto de la deflexion de lineas es menor y por
lo tanto la mayor parte de lineas de campo estara concentrada en el sustrato. Si se considera
que una suposicion del modelo fue la propagacion de modos cuasi-TEM que, recordando,
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Impedancia caracteristica para MTL Invertida aproximada

—¥— HFSS
501 V\ Modelo
40 -
'€
e
O 30
o
N
20 -
vv__
10 - v
2 4 6 8 10
dih

Figura 3.5: Comparacion de las curvas obtenidas con el modelo paramétrico para la linea
microstrip invertida aproximada y el software de simulacion HFSS.

h lpm] | A" [pm] | Wy [pm] | L [pm] | ¢ [pm] | 1 | &
0.25 0.5 10 35 | 0.008 |10 | 11.1

Tabla 3.2: Valores utilizados en los calculos para la linea de transmisiéon microstrip invertida
completa. Wy es el ancho del sustrato y L su largo.

consiste en suponer que la region dieléctrica se extiende en todo el espacio (ver Figura 2.2),
el modelo matematico describe mejor la linea de transmisiéon para mayores valores de d, lo
cual explica esta tendencia de decremento de error relativo entre los resultados arrojados por
el software de simulacién y el modelo matematico obtenido.

Microstrip invertida completa

Para comprobar el modelo matematico obtenido, se realizaron simulaciones en el software
HFSS y se compararon los resultados de la impedancia caracteristica obtenidos en la simu-
lacion con los que arrojo el modelo matemético para diferentes valores de d/h. En la Figura
3.7 se muestra una imagen de la simulacion.

Los valores de los parametros utilizados para el calculo de la impedancia caracteristica Z; se
muestran en la Tabla 3.2.

Como se puede ver, el valor de las alturas del primer y segundo sustrato se dejaron constantes
e igual a 0.25 pm y 0.5 pm, respectivamente. En cambio, se vari6 el ancho de linea d entre
0.125 pm y 2.5 pm, con un paso de 0.125 pm entre cada valor. La frecuencia de simulacion fue
de f = 2.5 GHz. En el grafico 3.8 se muestran las curvas obtenidas con el modelo encontrado
en este trabajo y el software de simulacion HFSS. Al igual que en caso aproximado se observa
que ambas curvas siguen una tendencia decreciente a medida que aumenta la razon d/h, lo
que se esperaba ya que la ecuacion (3.38) muestra que la impedancia caracteristica disminuye
a medida que crece la capacitancia, lo cual ocurre cuando aumenta el ancho y por consiguiente
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Figura 3.6: Error porcentual en los valores de impedancia caracteristica obtenidos con el
modelo paramétrico para la linea microstrip invertida aproximada. Se tom6 como valor real
la impedancia caracteristica obtenida con el software de simulacion HFSS.

el area de la linea de transmision. Ademas, se puede ver de (3.26) que el factor K(m)/K'(m)
es proporcional a la impedancia caracteristica para el caso de la linea incompleta y también
disminuye a medida que aumenta d/h. Por otro lado, de (3.38) se ve que la impedancia
caracteristica en el caso de la linea completa es proporcional a /K (m)/K’(m) de modo que
también esta dependencia contribuye a su disminucién.

Por otro lado, en el grafico 3.9 se muestra el error porcentual calculado con los datos obtenidos
por ambos métodos. En este caso, el modelo arroja un mayor error que en el caso de la
linea aproximada, superando el 20 % aun en el mejor de los casos y no permitiendo atn la
posibilidad de disenar. La expresion (3.37) para la capacitancia del condensador esta basada
en la integracion de la curva v(u) de (3.33) que es encontrada mediante métodos numéricos.
El error en el célculo computacional de v(u), sumado a los errores que se agregan en la
integracion numérica para el calculo de la capacitancia podrian explicar que el error no
disminuya de un 20 % para este modelo.

Por tltimo, se compararon los resultados obtenidos con el modelo matemético para la MTL
invertida completa en el caso €5 = 1 y el modelo matemético para la MTL invertida incom-
pleta. Tedéricamente, en este caso las curvas para la impedancia caracteristica Z; en funcion
de la razon d/h deberian ser iguales, sin embargo, observando el grafico 3.10 se puede ver
que el modelo para la linea invertida completa arroja valores de impedancia mayores que en
el modelo para la linea invertida incompleta y a partir de d/h = 6 hay una mayor similitud.
Esto refuerza la hipotesis de que el modelo para la linea microstrip invertida completa tiene
un mayor error dado por los calculos computacionales de la curva v(u) y la capacitancia.
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Figura 3.7: Esquema de la simulacion realizada en HFSS para la linea de transmisiéon mi-
crostrip invertida completa. Se utilizaron condiciones de borde de conductor perfecto (pec)
en el plano de tierra y en la linea, y una caja de radiaciéon que envuelve el sistema. Ademas,
se agregaron excitaciones de puerto de onda al comienzo y final de la linea. Los parametros
del sistema utilizados en la simulacion se muestran en la tabla 3.2.

3.4.1. Parte II: linea de transmisién superconductora

Para esta parte del trabajo es relevante notar lo siguiente. De acuerdo con las suposiciones
hechas antes de derivar los modelos, el espesor de la linea de transmision se consider6 despre-
ciable. Por lo tanto, los resultados obtenidos con ambos modelos son aplicables tanto para
lineas microstrip convencionales como invertidas. Asi, en la extension para el caso de linea
superconductora es posible realizar las transformaciones conformales obtenidas en [12],[6],
que permiten para determinar la impedancia de linea y la impedancia caracteristica de la
linea de transmision.

Empleando la ecuacion (2.52) es posible calcular la impedancia superficial de una linea de
transmision superconductora, en funciéon del largo de penetracion de London Ap. Se calculd
la longitud de penetracion magnética de London para el caso de la linea de transmisiéon mos-
trada en la Figura 3.1, con los valores presentados en la tabla 3.2. Mediante la utilizacion
de las ecuaciones (2.54), (2.55) y (2.56), y considerando una temperatura critica T, = 7.8 K
del superconductor NiTh se obtuvo A; = 317.083 nm. Este valor fue incluido en el software
de simulacién HFSS como una condiciéon de borde de impedancia superficial, dependiente de
la frecuencia. Considerando una frecuencia de simulaciéon f = 2.5 GHz, se calculd Z, para
diferentes valores de d/h. En la Figura 3.11 se muestra la comparacion de los resultados obte-
nidos para la linea de transmisiéon superconductora invertida aproximada y la linea invertida
con aproximacion de conductor eléctrico perfecto. Se puede ver que para los distintos valores
de d/h la impedancia de la linea superconductora invertida es mayor que la aproximacion
de conductor perfecto y ambas siguen la misma tendencia decreciente a medida que la ra-
zon d/h aumenta. La diferencia entre ambos casos podria ser explicada por el hecho que el
modelo superconductor considera un parametro de espesor de linea, mientras que para la
obtencion del modelo en este trabajo se considera en todo momento un espesor despreciable.
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Figura 3.8: Comparacion de las curvas obtenidas con el modelo paramétrico para la linea
microstrip invertida completa y el software de simulaciéon HFSS.

Esto podria resultar en un menor valor que el esperado para el caso PEC.

Para poder comparar estos resultados con los modelos matematicos de superconductividad
deben calcularse los factores geométricos g; y go definidos en las ecuaciones (2.60) y (2.61). En

el caso del primer factor, se obtuvieron las siguientes expresiones para las linea de transmision
aprox completa

incompleta y completa, g, YV gy , respectivamente,
1 K(m)
aPROY — — 3.39
€
giompleta _ 0 — - (340)

K(m) du -1 K(m) du
21 | fy ™ ]+ 26 | et

Sin embargo, el factor g» no pudo ser calculado analiticamente, ya que requiere utilizar
la ecuacion (2.61) e integrar el campo eléctrico E(z). Para simplificar atn més el calculo,
conviene utilizar el campo transformado E(p) el cual se obtiene mediante la expresion (2.62)
e involucra tomar la derivada compleja de la funcion Z,(p\m) que aparece en (3.30) lo cual
implica una gran dificultad de calculo para obtener un modelo exacto. Ante este problema,
una posible soluciéon es considerar una nueva transformacién conformal que simplifique el
calculo de las integrales y que permita obtener un modelo matematico que arroje resultados
comparables con las simulaciones.

3.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se explico la forma de obtener los modelos que permitieran realizar el calculo
de la impedancia caracteristica para la linea de transmisién microstrip invertida supercon-
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Error porcentual entre modelo y simulacién en HFSS

70 1

B w [e)]
o o o
1 1 1

Error porcentual [%]

w
o
1

20 -

dr/h

Figura 3.9: Error porcentual en los valores de impedancia caracteristica obtenidos con el
modelo paramétrico para la linea microstrip invertida completa. Se tomé como valor real la
impedancia caracteristica obtenida con el software de simulacion HFSS.

ductora. Ademas, se expusieron y explicaron los resultados obtenidos con los modelos teéricos
y con el software HF'SS que, en este caso, se tomo6 como la referencia experimental.

Particularmente, se calcul6é y simul6 la impedancia caracteristica de la linea de transmision
microstrip invertida en el caso de uno y dos dieléctricos, utilizando la aproximacion de con-
ductor eléctrico perfecto. Se reportd también, el error porcentual obtenido entre los modelos
teodricos y la simulacion, concluyendo que en caso de la MTL invertida aproximada el modelo
permite diseiar una linea para d/h > 5, mientras que para la MTL invertida completa no
es posible debido al error mayor a 20 %. Se cree que en este caso el error esta explicado por
las imprecisiones numeéricas en la obtencion de la curva que separa a ambos dieléctricos en el
plano p y los errores introducidos por la integraciéon numérica de esta curva en el calculo de
la capacitancia.

Por ultimo, se calculd la impedancia superficial para una linea de transmisién superconduc-
tora y se agregd en HFSS como una condiciéon de borde de impedancia superficial, pudiendo
de esta forma obtener una simulaciéon de la linea de transmisién microstrip invertida para
distintos valores del ancho de linea. Se compar6 esta simulaciéon con los resultados de los
modelos obtenidos en la aproximacion PEC, encontrando valores de impedancia mas altos
para el caso superconductor para cada valor dado a d/h. Se cree que esto podria explicarse
por el hecho de que el modelo matematico obtenido para el caso PEC no considera el ancho
de linea y, por lo tanto, podria arrojar valores més pequenos que lo que deberian obtenerse.
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Impedancia caracteristica para MTL Invertida aproximada

—%¥— Modelo MTL Invertida completa, cone; =1
60 1 —@— Modelo MTL Invertida aproximada

Figura 3.10: Comparacion de la impedancia caracteristica obtenida para linea microstrip
invertida incompleta, utilizando el modelo matematico encontrado para esta y el modelo
matemaético para la linea invertida completa en el caso €5 = 1.

Comparacién entre MTL normal y superconductora

—¥— MTL Invertida
—®— MTL Invertida superconductora
200 A
— 150 A
€
<
S
N 100 -
50 1
0 . T T T T T
2 4 6 8 10
d/h

Figura 3.11: Comparacién de la impedancia caracteristica obtenida para linea microstrip
invertida superconductora y no superconductora, ambas aproximadas.

36



Capitulo 4

Conclusion y trabajo futuro

4.1. Objetivo general

Se logré obtener un modelo matemético que permite calcular la impedancia caracteristica en
el caso de la linea de transmision microstrip invertida con uno y dos dieléctricos en funcion
del ancho de linea d y la separacion entre los conductores h. Para el primer caso, se obtuvo
un error menor que un 5% para d/h > 5 lo cual permite utilizar este modelo para linea sin
un dieléctrico encima y con espesores despreciables, es decir, ¢t < d. En el caso de la linea con
dos dieléctricos, se obtuvo un error mayor a 20 % para cada valor de d/h, el cual podria ser
reducido mediante la bisqueda de otros métodos de célculo para la impedancia caracteristica.
En el caso superconductor, el modelo fue resuelto parcialmente ya que el célculo del factor
g» no pudo realizarse debido a la dificultad analitica que se tiene para calcular las integrales
de (2.61) y que involucran la derivacion de la funcion Zeta de Jacobi definida en la ecuacion
(3.30).

Por otro lado, lo que si se pudo realizar fue la simulacién en HESS para la linea microstrip
invertida superconductora, utilizando la teoria de superconductores para el calculo de la
longitud de penetracion de London y luego de la impedancia superficial que se agregd a la
simulacion en HFSS como una condiciéon de borde. El resultado fue una curva con los valores
de la impedancia caracteristica de la linea de transmisiéon para distintos valores del ancho de
linea.

4.2. Objetivos especificos

4.2.1. Objetivo 1

Se logré obtener dos modelos mateméticos para la linea de transmision microstrip invertida,
en el caso de uno y dos dieléctricos, en la aproximacion de conductor perfecto. Este modelo
permitié comprobar la validez de las transformaciones conformales que fueron derivadas se-
gun las condiciones de cada problema y entrega un método para el calculo de la impedancia
caracteristica en cada caso. La comprobacion del modelo se realizé con el software de simu-
lacion HESS y para d/h > 5 se obtuvo errores menores que 5% y 25 % para el caso de uno
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y dos dieléctricos, respectivamente.

En el caso de la linea superconductora, se pudo calcular el factor geométrico g; que depende
solo de la geometria de la linea de transmision, sin embargo, no se pudo calcular el factor
geométrico g, por lo cual no se obtuvo un modelo analitico para esta linea. Por lo tanto, el
objetivo de obtener un modelo matematico se cumple parcialmente.

4.2.2. Objetivo 2

Utilizando las ecuaciones que proveen las teorias sobre superconductividad, se pudo incorpo-
rar el efecto de impedancia superficial del superconductor en HFSS y se obtuvo una simu-
lacion de la linea microstrip invertida superconductora para diferentes valores de d/h. Esto
también permite, dado valores de ancho de linea y altura del sustrato, poder disenar una
linea de transmision, calculando la impedancia caracteristica de la linea en funcién de los
requerimientos de disenio. Por lo tanto, este objetivo se cumple en su totalidad.

4.3. Trabajo futuro

En primer lugar, se debe trabajar en el aumento de la precision para el célculo de la capaci-
tancia en el modelo matematico de la linea microstrip invertida completa que esta dada por
la ecuacion (3.37). Una alternativa es utilizar el método numérico de diferencias finitas para
calcular la capacitancia utilizando una malla adecuada, una vez que se encuentra la curva
que separa a ambos dieléctricos y que se define en (3.33). Este método podria hacer que el
error de los resultados que arroja el modelo matemético se reduzca y poder asi utilizarlo para
el diseno de lineas microstrip invertidas con dos dieléctricos con aproximacion PEC, dados
los parametros d y h de la figura 3.1. Por otro lado, se debe calcular el factor geométrico go
de la ecuacion (2.61) y completar la derivacion del modelo matemético para la linea micros-
trip invertida completa superconductora. Un camino es utilizar la transformada conformal
(3.30) y realizar aproximaciones en el calculo de las integrales involucradas en (2.61). Otra
forma de abordar este problema es tomar en cuenta la observaciéon hecha del gréafico de la
Figura 3.5, es decir, que como se realiz6 la suposicion de ¢ — 0, los resultados para la linea
microstrip invertida y convencional son similares. Esto permite recoger los resultados que se
tengan para la transformacioén conformal de lineas microstrip convencionales y calcular con
mayor facilidad el campo eléctrico y por lo tanto la integral de go. Una opcién es utilizar las
transformadas conformales que aparecen en 6]

%z:1+w—|—lnw, (4.1)

que relacionan el el plano z y w segtn la Figura 4.1.

En este caso se encontré que la impedancia caracteristica es

) 1
Zo=—1/ = 4.2
"7 2V e 1+7b/2h+In(1+7wb/2h)’ (4.2)
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Figura 4.1: Relacion entre los planos z y w para la transformada conformal de la ecuacion

y los factores geométricos g1 y ¢g» estan dados por

T 1 (4.3)

T =9 T xb/2h + In(1 + 7b/2h)’ '
N 1+ mb/2h

P2 = 1 rb/2h + In(1 + 7b/2h)

(4.4)

Con estos resultados y la ecuacion (2.57) se obtiene la impedancia en serie para la linea
microstrip invertida superconductora con un dieléctrico es

. ™ 1
Z = J(k()??o)

m 49 1+ mb/2h 7
2 14 7b/2h +In(1 + wb/2h) 1+ 7wb/2h + In(1 + 7b/2h) ~°

(4.5)

su validez y aplicabilidad.

Sin embargo, el modelo atin no ha sido comprobado y los resultados que arroje deberan
compararse con las simulaciones en HFSS para la linea superconductora para asi determinar
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Anexo A

Derivacion del modelo matematico para
LT microstrip invertida incompleta

A.1. Transformada de Schwarz-Christoffel entre los pla-
nos z y w

De los 4ngulos mostrados en la Figura 3.3 y utilizando la ecuacion (2.45) se tiene que: p; = 0,
po=1/2, us =1/2, uy = —1, us = 1/2'y pg = 0. Luego, insertando en (2.44) se tiene

(e —d)
= de. Al
T / \/ee—l e—1U) ( )

Como se habia definido e = w?, se tiene que de = 2wdw y por lo tanto la transformada
adopta la forma

-~ w (a/_wQ) w
z= 2A/0 w\/(l—wQ)(b’—wQ)d . (A.2)

Para escribir la transformada en funciéon de integrales elipticas en su forma canonica, se
realiza el siguiente desarrollo algebraico

o v (@' — w?)w w
T 2A/ w\/l—w2 (Y — )d

—2A / +0 - )dw
\/1— )V — w?)

oy 1 b i)
b)/o \/(1—w2) 2/b’ \/ 1 —w2 b’ _ 2/b/))d

— 24|
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Definiendo m = 1/b’ se tiene la transformada conformal general entre los planos z y w

z=—2A

(A.3)

w 1_ 2
2)dw—i—\/y/ ﬂdw
0

1 — w?

(a/ . b/) w 1
VI /0 V(1 —w?) (1 —muw
A.2. Correspondencias entre los planos z y w y calculo de

las constantes del problema

La determinacion de las constantes se obtiene imponiendo condiciones sobre la ecuacion (A.3)
que viene de la correlaciéon entre los puntos del plano z y w.

Correspondencia entre 73 =hy W3 =1

Reemplazando Z3 = h y W3 =1 en (A.3) la correspondencia queda como

ho (=) /1 1
=24 Wy Jo (T —w?)(1 - muw?

1 —w?

1 1 _ 2
)dw + \/F/ M dw. (A4)
0

Como se puede ver en [22] las integrales involucradas corresponden a las integrales elipticas
completas de primer y segundo tipo, K(m) y E(m), definidas por

1
1
K(m) = dw, A5
(m) /0 V(1 —w?)(1 — muw?) (A.5)
1 —muw?
A.
1 —w? (A.6)
Por lo tanto, se puede expresar el resultado de esta primera correspondencia por
h (@' —b)
= K bE(m). A.
A=y K m)+ VEEm) (A7)
Correspondencia entre Z; = h'y Wy =/
Reemplazando Zs = h y Wy = VI en (A.3) la correspondencia adopta la forma
/ ! NCi Vo'
_ 1 1 — 2
ho_l@-Y) / dw + \/E/ —dw.  (AS8)
—2A Vo /(= w?)(1 - muw?) 0 I —w

Si se introduce el modulo k* = m, se tiene que VI = 1/k y que ¢ = sin"(1/k). Luego
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h

(al o b/) /l/k 1 /l/k 1 — k22
= dw + V¥ ——dw. A9
—2A Vo /(= w?)(1 - k2u?) 0 1—w? (49)

En términos de las integrales elipticas no completas de primer y segundo tipo, se tiene que

ho (@-V),. . N
sy S (1/k)] + VU E[sin™ (1/k)]. (A.10)

Esta ecuacion involucra las siguientes identidades conocidas para las integrales elipticas tal
y como se puede ver en [20]:

F[sin ' (1/k)] = K(m) + jK'(m), (A.11)
E[sin '(1/k)] = E(m) + j(K'(m) — E'(m)), (A.12)

donde K'(m) = K(1—m)y E'(m) = E(1—m). Utilizando (A.11) y (A.12) junto con (A.10),

resulta que

h  (d=V) , a
_° K 'E — ' E' - —K' Al
34 = K m) £ VIE(m) — VB (m) — K (m) (A13)
Igualando la parte real e imaginaria, se obtienen
h (=) p
“AT K(m) + VVE(m), (A.14)
/
0= U |E'(m) — %K’(m) . (A.15)
De la ecuacion (B.10) se obtiene que
E'(m)
r_ I Al
K'(m) (A-16)

Correspondencia entre 7, = h + j(d/2) y Wy = Vd'

Reemplazando Zy = h + j(d/2) y Wy = Va en (A.3) la tercera correspondencia se expresa
por

h+j(d/2) (a

o b/) /\/{7 1 V' 1 — muw?
dw +\/y/ ——dw. (A.17
—2A VUV o /([0 —w?) (1 — mw?) Jo 1—w? ( !

Iy

J/
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El célculo de las integrales involucradas dio como resultado

I :/W ! dw = K(m) + jK'(m) 4+ jF(¢1\a1) (A.18)
' 0 \/(1—w2)(1—mw2) J JEene, .

I, = /0 ‘ 1——mw?dw = E(m) + j[K'(m) — E'(m)] + j[F(¢1\a1) — E(¢1\a1)]. (A.19)

1 —w?

Con estos resultados se llega a

h +_j§j/2) _ %K(m) + \/E{E(m) —K(m)}—j |:\j;)_,F<901\041)K/<m)

—JVVIE (m) = E(pi\a1)].  (A.20)

Donde el argumento y el angulo modular [21]| vienen dados por

b/ _ /
@1 =sin™! ( b’ _Z) 3 (A.21)

a; =cos ! (\/%) : (A.22)

La igualacion de las partes imaginarias en ambos lados de la ecuacion (A.20) arroja como
resultado

2= 7 Flen\an) = K ()] + VI E (m) — K (m)). (4.23)

Si se divide la ecuacion (A.23) en (A.7) se obtiene

d  —HFe\e) - K'(m)} = VUV E' (m) — o' K'(m)}

— = . (A.24)
2h Z7K(m) + VUV E(m)
Desarrollando la ecuaciéon anterior, se llega a
_ E'(m)F(p1\o1)
2h E’(m)K(m)—K’(m)(Kgm)JrE(m)K’(m) ' '
K'(m

Utilizando la identidad de Legendre E'(m)K(m) — K'(m)K(m) + E(m)K'(m) = ©/2 e in-
sertando en (A.25) se tiene
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oo [P =

Para determinar la constante A basta con insertar la ecuacion (A.16) en (A.7) y utilizar
nuevamente la identidad de Legendre dando como resultado

_ hK'(m)
™y

A= (A.27)

A.2.1. Correspondencias entre los planos z y p, y calculo de la im-
pedancia caracteristica de la linea
Para encontrar la impedancia de linea se debe trabajar en la segunda transformada conformal,

es decir, la que relaciona los puntos del plano p con el plano w. De la ecuacion (2.44) se tiene
que la forma general de la transformada es

¢ 1
z=py+ B/o el b/)de. (A.28)

La primera correspondencia corresponde al punto Wy = 0 con P, = 0, cuyo resultado es
trivial y arroja que py = 0.

Para la segunda correspondencia entre W3 =1y P53 = ug se tiene que

w1 /1 1 1
2B Vi Jo V(1 —w?)(1 —mw?) RV

K(m). (A.29)

Para la tercera correspondencia entre Wy = va' vy Py = ug + jv, se llega a

up+jor 1 [V 1 1 ,
2B \/y/() \/(1 —w?)(1 — mw2)dw - W[K<m) + jF(p2\a2)]. (A.30)

Donde el argumento de la funcion ¢y v el &ngulo modular as ya se habian definido como

o b(a —1)
Y9 = sin ( m) : (A.31)

g = cos™! (\/1&> : (A.32)

Igualando la parte imaginaria de ambos lados de la ecuacion (A.30) resulta
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U1

1
0 WF(%\OQ)- (A.33)

Para la altima correspondencia que se utilizo, entre W5 = V' y ps = ug + vy se obtuvo

Uo+j1)0 1 1

1 \/b7
R A Y (e

[K(m) + jK'(m)]. (A.34)

Separando las partes real e imaginaria de la ecuaciéon anterior se llega a dos expresiones para
Up Y Vo,

U 1
25 = 7K (A.35)
v _ L i, (A.36)

2B iy

Como se han obtenido los parametros ug y vy para la linea, en el caso de un solo dieléctrico
no existe una curva que separe los dos dieléctricos y se tiene una linea de transmision de
placas planas paralelas.

La solucion de este tipo de linea de transmision es conocida y la capacitancia por unidad de
largo viene dada por

Vo
C=2—=2 : A.37
Ug K (m) ( )
Por otro lado, la velocidad de propagacion de la onda para el modo cuasi-TEM es
1 1
(A.38)

El valor de la inductancia se puede calcular de (A.38) y utilizando la férmula de la impedancia
caracteristica de la linea Zy = y/L/C, combinada con (A.37) se obtiene

%:%V@(Eﬁ%). (A.39)
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Anexo B

Derivacion del modelo matematico para
LT microstrip invertida completa

En primer lugar, se deben tener en cuenta las dos transformadas

z=—2A

- [ 1—k2w2w
)dw—i—\/b_/o —d ]7 (B.1)

1 —w?

(@' —¥) [* |
NG /0 V1 — w)(1 — k2w?

2B [ 1 dw
W = w1 kue?)

p

Como B es una constante arbitraria, se elige sin pérdida de generalidad 2B = V/¥. De
este modo, combinando (B.1) y (B.2) y teniendo en cuenta (A.7) se tiene la transformada
conformal que relaciona z y p

» =24V {W (1 - f;((:;))) - E(p\m)] . (B.3)

Por otro lado, si se divide la identidad de Legendre en K (m)K'(m) se puede reescribir de la
siguiente manera:

Kim) - K(m) | 2K(m)K'(m) (B-4)

Insertando (A.27) y (B.4) en (B.3) y desarrollando se obtiene

_2hK'(m) [ E(m) iy
s K(m) 2K(m)K'(m)

— E(p\m)| . (B.5)

z =
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Se introduce la funciéon zeta de Jacobi definida por Z,(p\m) = E(p\m) — (E(m)/K(m))p,
con lo cual la transformada conformal directa entre el plano z y el plano p viene dada por

z

_ 20K (m) {Zn@\m) i m} | (B.6)

Como se vi6 en el Capitulo 3, la condiciéon para mapear la interfase entre los dos dieléctricos
en el plano z hacia el plano p es

h+jy = (B.7)

2 (Gt o)om) +

7(u+ jv) }
2K(m)K'(m) |

La funcién zeta de Jacobi con argumento complejo puede ser separada en su parte real e
imaginaria mediante la siguiente formula [20]

msn(u\m)cn(u\m)dn(u\m)sn?(u\m,)
1 — sn2(v\my) dn®(u\m)

™ B dn?(u\m) cn(u\m) sn(v\ml)dn(v\ml)}

2K (m)K'(m) 1 —sn2(v\my) dn?(u\m) 7

Znl(u + jo)\m] = Z,(u\m) +

—j {znw\mn . (B8)

con my =1 —my sn(u\m), cn(u\m) y dn(u\m) las funciones elipticas Jacobianas definidas
en [20]. Reemplazando esta expresion en (B.7) e igualando las partes reales e imaginarias se
obtienen las siguientes ecuaciones

0 g S ]
_ 2hK'(m) v msn(u\m)cn(u\m)dn(u\m)sn?(u\m,)
== {Z"(“\m) R K (m) 1 — sn2(v\my) d(u\m) (L o)

La ecuacion (B.10) puede ser resuelta para sn(v\m;), dando como resultado

msn(u\m)cn(u\m)dn(u\m)
(m/2K'(m)) = (mu/2K (m)K'(m)) — Z,(u\m)

su(uhms) = g(ums) = | ()| o

(B.11)
De la definicién de funcién inversa, se obtiene que
. g(u\ma) 1
sn”(v\my) =v = dw=F my), B.12
m) == [T et = g\ (B.12)

20



donde 3 = sin™!(g(u\m1)). Como ya se tiene la curva v = v(u) = F(p3\m,), es posible
obtener una expresion para la capacitancia del condensador resultante y, posteriormente, de
la impedancia caracteristica de la linea.

o1
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