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Resumen

Estudiamos e1 comportamiento asintótico de ia ecuacró¡ diferencial cle

segundo orden

{p(t)x' (t)}' - q(t)r(t) : 0. (1)

Siguiendo este objetivo, mediante sustituciones algebraicas, transtbrmamos
esta ecuación a un sistema 1ineal perturbado de la forma

y,(4 : {^(¿)+ ¿(ú)}y(¿), (2)

donde,,\ es una matriz diagonal y .R es una matriz pequeña en algún sentido
que explicitaremos más ¿delante.
Bajo condiciones de dicotomía sobre los coeflcientes de la mat¡-iz diagonirl
A y de integrabiiidad sobre la rnatriz -R, a¡:licamos al sisiema (2) teoremas
obtenidos por N.Levinson [t2] y P.Hartman junto con A.Wintner [il]. Tam-
bién, aplicamos al sistema (2) un teorema de lvI.S.P Easiham [6, teo.1.6.1]
bajo tas condiciones {)i-,\j}-1fi -+ 0 cuando, --+ oo y ({,\o-,\r}-1fi)' e Lr,
donde )¡ son los coeficientes variables de l¿ matriz A en (2). En c¿da caso
encontramos fórmulas asintóticas de 1as soluciones de la ecuación (1).

Finalmente, desarrollamos un nuevo método algebraico que Iogra expresar
el vector solución del sistema (2) de forma desacoplada y mejora Ia precisión
de las aproximaciones obtenidas en los resultados c1ásicos. Bajo la condición
de clne el coe6ciente de Ia perturbación /?(ú) pertenezca a L1 o .L2, estudiamos
e1 comportamiento aslntótico de las solnciones del sislema (2). Así, obterrenros
resultados generales y fórmulas asintóticas de las soluciones de l¿r ecuación
(1) que nuestran explícitamente la funcii.¡n error de la aproximació1.



Summary

We study the asymptotic behaviour of the second order differential equa-
tion

{p(t)r'(t)}' - q(t)r(t) :0. (3)

Following this goal, by means of algebraic transformation, we derive this
equation to a diagonal perturbed system

y'(ú) : {A(¿) + /?(¿)}y(¿), (4)

rvhere A is a diagonal matrix and .R is a matrix which is small in a sense that
rvill be explicited later on.
Under dichotomy conditions on the diagonal system and integrability on the
nratrix.r?, we apply to the system (4) the known theorenis by N.Levrnson

[12] and P.Hartman and A.Wintner [11]. W'e also use on t]re system (4) a
theorem of M.S.P Eastham 16] asking that {,\¿ - }i}-'R - 0, (l -- oo) and
({)r -.\ji-11?)' € tr1 where ,\¿ are the variable coefficients of the matrix A in
(4). In each case) we deduce asymptotic formulae of solutions of the equatiorr
(3)

Finally, we develop a new algebraic method rvhich obtain a soluLion vector
of the system (.1) in uncoupled form and improves the precision of the
approximations obtarned by the ciassical results. Under the condition thal
the matrix r?(f) belongs to I1 or 12,'we studv the asymptotic behaviour of the
solutions of system (4). Thus, we obtain general statemenls arrcl asymptotic
formr ae of the solutions of the ec¡uation (3). trloreover. ive shor,r, explicitly
the errors functions of the approximation.

VI
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diag{.\l,. .,,\"},matriz diagonal con coeficientes diagonales )., (.i:1,...n).
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Introducción

Se estudia¡á la ecuación diferencial de segundo orden

{p(t)c' (t))' - q(t)r(t) : 0, (5)

donde las funciorres p(t) v q(t) son localmente integrables en un interva-
1o [a, oo) y no necesariamente toman valores re¿]es (ver libros de Bellman

[1], Coddington-Levinson [2], Coppel [3], Fedory.uk [9], Eastham [6] y en los
artículos de Elias-Gingold [7] y de H¿r¡is-Lutz lt0] uno puede apreciar su
interés).
La ecuación (5) expresada como un sistema de ecuaciones iineales 2 x 2 de
primer orden es

x' : A(t)x. (6)

En general, los coeficientes de Ia matriz,4 de tamaño nxn en (6) son iuncioncs
que pueden tomar valores reales o complejos y X es un vector columna de
tamaño n x 1. Se sabe que un vector solución de (6) rara vez puede escribirse a
través de expresiones explícitas que involucren a los coeficientes variables de
la matriz cuadrada A. Es por esta razón c¡re la teoría asintótica que surge a

partir de este problema y en Ia cual nos basaremos, defrne el sistema (6) para
los t pertenecientes a u¡r intervalo de la forma [a, m), ya que se considerará la
situación asintótica, es decir, cuando f----' oo. De esta manera, se estudiará el

sistema (6) que no tiene solución explícita pero que si se pr-tede "aproximar",
cuando ú ---+ oo, a un sistema diagonal de ia forma

x' : ^(¿)x (7)

el cual puede ser resuelto. De hecho, si A(f) : ciiag{.\1,. . .,,\"}, Ias soluciones
del sistema (7) son de la forma

xr(¿)

donde er es el vector canónico cuya k-ésima compollente es L y todos los

dernás coeficientes son ceros.

: 
"-o (l')t(s)ds) er
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En consecuencia, ei sistema (6) se escribirá como tln sistema asintóticamente
diagonal, esto es,

x'(t): {^(4 + 8(¿)}x(r), (8)

donde ,E(ú) es una matriz cuadrada n xnla, cual es peclueña en aigún sentido
cuando t ---+ oo. Buscamos las condiciones sobre las matrices r? y A para clue

las soluciones de (8), y por lo tanto de (6), se aproximen a las soluciones del
sistema diagonal (7), cuando f es grande.
Hay distintas maneras de ver Ia pequeñez de .R(f) cuando á ---+ co. E1 camino
más obvio serÍa establecer la siguiente condición

R(ú) ---, 0 (f ---, co).

Se han hecho investigaciones usando esta condición sobre -E(f) (ver Figueroa-
Pinto [8], L. Ifarkus [t3], M. einto [14]) y Pinto-Rivas [15]), sin embargo, en
este trabajo se supondrá Ia hipótesis deducida por Levinson. En el año 1948,
Levinson probó que ia condición que surge naturalmente sobre la matriz E(f)
del sisterna (8) es

[*,r,r,,r, .n re]

es decir, que cada coeficiente de R tenga una integral absolut¿mente con-
vergente sobre la,oo). Aparte de la conciición (9) sobre -R, el Teororra cle

Levinson establece condiciones de dicotomía sobre los coeficientes )¡ de la
matriz diagonal A para Ilegar a soluciones Xk (1 < i, < r) de la forma

(10)

Bajo las condiciones entregadas por el Teorema de Levinson [6, teo.1.3,1]
se prueba que Ias soluciones del sistema (8) se aproximan a las del sistema
diagonal (7) cuando f ---+ oo. Este resultado proporciona el punto de par-
tida de todo lo que desarrollaremos en este trabajo. Además de aplicar los
resultados de este Teorema al sistema (8), usaremos el Teorema de Hartman-
Wintner [6, teo.1.5.1] y un Teorema de Eastham [6. teo.1.6.1]. El Teorema de
Hartman-Wintner pide que R(t) e L* con 1 < m ! 2, en vez de ia condición
de integrabilidad E(¿) € tr1 que pirle Teoreura de Levinson, y la condición
de clicotomía sobre los valores dc la matriz diagonal es más fuerte que la de
Levinson. Entre las hipótesis del Teorema de Eastharn están ia integrabili-
dad de la derivada del cuociente entre Ia matriz B y los valores propios de A,
junto con 1a condición de que este cuociente sea peqteño cuando ú es grande.
Esto es,

xr(¿) : {er + o(1)} *o (1"'.1*(s)as) .

()j - )r)-1,B ---+ 0, cuando ¿ "-+ oc y [(.\r - )i)-l¿l' e Lr,il 1.
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Las fórmulas asintóticas clue estabiecen los t¡es teoremas tienen la fo¡ma

/ tt- \
xr(ú): {er +o(1)} exp ( / )¡(s)ds ) (l<r<n),

\"/" /

donde .l¡ : io(),R). El Teorema de Eastham se diferencia de los dos
restantes en que considera los valo¡es propios i¡ de la matriz A + /?, Ios
clue podrían ser difÍciles de calcular.
En e1 Capítulo 1 cada uno de estos Teoremas es presentado como Teore-
ma 1.1.1 de Levinson, Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner y Teorema 1.1.3
de Eastham. En la sección 1.1.2 se calcula explícitamente el error en 1a

aproximación asirrtótica de las soluciones de un sistema de Ia forma (8) bajo
las condiciones impuestas por el Teorema de Levinson. Los errores entre-
gados por los otros teoremas no son sencillos de explicitar debido a Ia se-
rie de transformaciones matriciales que se apiican sobre el sistema (B) para
la obtención de las fórmulas asintóticas de la soluciones (ver Eastham [6,
teo.1.5.1,teo.1.6.1]). En la sección 1.2 del Capítulo 1, se desarrolla el estudio
del comportamiento asintótico de 1as soluciones de 1a ecuación diferencial de
segundo orden

{p(t)r'(t)}'- q(ú)¿(r) - 0.

N{ediante diversas sustituciones transformamos esta ecu.ación en ul sistem¿
asintóticamente diagonal de la forma (8). En la primera transtbrmación se

ve involucrada la variable independiente l, la siguiente sustitución cou la
que trabajamos tltiliza dos diagonalizaciones, y en la última transfbrmación
que se hace a1 sistema, se considera la matriz .B como casi constante cuando
¿ --+ oo. Luego, son aplicados 1os tres teoremas antes mencionados obtenien-
do las fórmulas asintóticas de las soluciones del sistema correspondiente en
cada caso. Nlediante las tr¿unsformaciones inversas se obtienen las expresiones
explícitas de las soluciones de la ecuación origio¿l (5). Estos resultados están
presentados como teoremas, los que son aplicados en distintos ejemplos (ver
Easiham 16, cap.2]). Entre 1os ejemplos de p(t) y q(t) en la ecuación (5) se

encuentran las funciones ú" y exp(i"), con o conslante, hasta algunas un
poco más sofisticadas como p(f) : 1 y q(t) : úP @S(rbft)), donde .f es una
función real, nunca nula con primera delivada absolutamente contimra en urr
intervalo [cl, rc), ,3 constante no negativa y g nna función pelródica ¡ro oula.

El principal aporte en esta tesis se encuentra en el ú1timo capÍtulo donde
des¿rrollamos un método algebraico, distinto de los 1.a menciona(los, (lue

muestra de manera desacoplada al vector solucÍón de la ecuación (5).



donde

IñDICE DE SILTBOLOS

T¡ansfbrm¿tnos la ecuaciórr original (5) etr rur sistema 2 x 2 asiltóiica-
mente diagonal de I¿ lbrma (8). esto es,

z'(t'1: {L(.t) + R(t)}z(t),

A(l): dias{)1 -.\a..\2 -.\Á}

(11)

para A fijo, con A:1.2.
La solrLción tlr(ú) del sistcrna diagonal Z' : ,\(t)2, bajo 1as corr.licir)Ires cle

dicotomía del Teorem¿ de Levinson (v'cr Coddington-Levinson [2. teo.8.1]).
se escribe como sunra de dos natrices

q/(¿) :{/r(¿) +\nr(¿)

donde ú1(ú) contiene las column¿s de ü(l) culrrs coeliciertes tienden a cero
cu¿rndo I -* :c 1,- ú2(l) coltielr¡ l¿.r.s column¿s cr.tlos coeficientes son acotacios
inferiormente.
Se busca un¡. soiuciórr 

'r¡ 
cle 1a ecuación (11) corno sohrciól. de l¿r ecri¿rciírn

integral

,'r(¿) - e¡ + 
,/* 

v,1rlv 1(s),8(s),:¡(s)ds 
/- vri,;v r(.s),?(s¡;¡(s)ds.

para A : 1.2, cloncle EA es el \.eci:í)r c¿rlóuico el iR.l cnla lr-ésirxx coolcienJ[l¿1
es 1v el resto os cero.
Reemplazanclo 1as mairices respeclivas v finaimen¡e clesacoplanclo obtelelios
la,s coordenadas de las soluciones .p¡ (k : 1,2), para lres casos posibles:

t. J'!f u$) as . o crLando ú - oc.

Z. J'!tl.r(s1ds -+ oo cuando ú -i cc.

rlonde zr21(r) : Re{)21t) _ )'(¿)}
Torn¡rndo el prill er ('¿iso. -se ticrre c¡rc 1¡rs .- o or.leIlar (la s cle las solucii,ncs
ft : (r'r.¿':) ) t:: ¡*'1 ,-2) salisf¡rcerr 1as siguientes erruariones inteqlales
desacopladas:

u(i): t J, r,,(r\ ([ "ru,r)r,1(s)u1(s) a,) a,.

ur(¿) : 
f'"e!,(,,t),,,(r) 

dr

/ ?,:to

( I ri2(s)t,1(s1ds)dr
\J r ,/
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v

rtx
) \,1 ) : I e,.rt,. .l r1..1' ¡d-

Jt

I* ,.'-'7 , :,:' (l' ,.', - " ,') ,
/ r- \).:(t\ : L+ I r'._¡,.,{/ r'-.¡.r,/,,r-,*,-,.r,/.),/.

,l . \J- - /
donde ri; son los coeficiente-< cle la matriz E 

-,,,

e-, tu.t1': "xp (r /''',t, ",- \, , d.)
\ /,0 /

Dc acluí, resultan clos lern¿rs clue establecen l¿rs condir,iones de intcgrabilidail
sobre las funciones

Rti.t) - rr,r(.t'¡{,(t r,fi. C,Ir.¡1.,) : l' ir,1'., ei(s,l)j.j-s
J r,'

.u 
,.,-,

R:(l): r'¡1(t)I¡(r'11.t,. t; ",r.;,: I i,,r.)¿-l,i;,fl rls,
Jt

par¿ (lue exislan sc¡1uciorrcs Z¡- p¡ rlel sistcnr:r (11). Est¿s concliciones sol
precisarnelrte que R1(1) y R2(Í) deben per¡enecer tt LI(,dt).

:\fediante las transforn'raciones irrversas. se otrtienen las fórrrtulas de i¡"s
soluciones ¿lsintó¡icas ¿rril) v ¡:(¿) de la t¡cuación onginal (51r. con s-.rs

rr.5lrocl ivd: ['lt.( ionr'¡ ,'rr,,t /::

r'r\/ '( -,,([' o, d a i ))\ \./, ))
p/,(ti : (pq)Li:(ri6l'r, (t. o (.1,- R¡(r') dri ¿(,,,, ¿)))

.¡,(i) - .t'r, (r -o ("*p l/- lo,t,t ,,.1 1-¿(,.,:.r)))

pr1(Í) -,(.p,¡)'\ir¡.¡i¿t't"(, *r, (",, [/-lo,l,l a,] - r -.(,,,,,)))
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Los erro¡es ot-ilenrdos en 1a aproxirnaclón de las soluciones a tr¿r.r.és de este
mrevo método son mejores que 1as fórmulas asintóticas clue aparecen en e1

Teorerna de Levinson y son dados de malera explícita en cada fótmula. Esta
es una ventaja importante t'una particular diferencia con respecto a los otros
métodos desarlollados en el Capítulo 1.

AI firr¿rl del Capítulo 2, los resultados obteniclos son aplicados a los dislrn-
tr¡s sistemas del Capítulo 1, llegando a fórmul¿is asintóticas similales a l¿rs

obtcnic-las por Ler.iusou y Hartmarr-\VinIner.



Capítulo 1

Ecuación de Segundo Orden

Toda la teoría que se expondrá tanto en este capítulo como en el siguiente,
se desa¡rollará en torno al estudio de la ecuación de segundo orden

{'p(t)t' (t)}' - q(t)r(i) : 0. (1 1)

Para facilitar el trabajo con esta ecuación, la expresaremos como un sistem¿
m¿tricial de la forma

y'(¿) : {A(¿) + €(¿)i y(¿).

A este ú1timo sistema se Ie aplicarárr distintas técnicas, que involucran a
la variable independiente t o simplemente son translbrmaciones de tipo alge-
braicas, con las que obtendremos nuevos sistemas asintóticamente diagonales
a los que se le aplicarán los teoremas de Levinson, de Hartman-Wintner y
de Eastham, que son mostrados en la siguierrte sección. Con las soluciones
obtenidas, mediante transfbrmaciones inversas, estabLeceremos las fórmlrlas
arsintóticas de las soiuciones de la ecuación de segundo orden (2.1).

1.1. Preliminares
Teoremas ya conocidos como los de Levinson [6, teo.1.3-1]. Ha¡tman-

Wintner [6, teo.1.5.1] y uno de Eastham [6. teo.1.6.1], que aparecerán cons-

tantemente en el desarrollo de éste y el siguiente capÍtulo, se expondrán en
esta sección. Cada uno de estos teoremas entregan fórmula,s asintótic:¿rs cle

las soluciones del sistem¿ n x n: Y'(t) : {A(¿) + n(¿)}y(ú). El error de

cada solución al aplicar el Teorema de Levinson será detallado a.l final de
esta sección.



CAPÍTUL) 1. DCUACIÓN DE SEGUNDO ORDET\T

1.1.1. Teoremas asintóticos de Levinson, de Ilartman-
Wintner y de Eastham

Consideremos el sistema

v'(0 : {^(¿)+ E(¿)}v. (1.2)

EI Teorema de Levinson resuelve sistemas asintóticamente diagonales de la
forma (1.2) mediante la condición de que la matriz ñ(f) sea peclueña en el

sentido de que esta matriz debe pertenecer a tr1, es decir,

[* p¡ryar. o..

Se agrega a esta situación una condición de dicotomía respecto a 1a integral
de Ia diferencia de los valores propios de A(ú).

Teorema 1.1.1. (Levinson [6, teo.1.3.f] y [rZ])
Sea A(f) una matri.z diagonal n x n

A(t) : dias{.\1(l),. . . , .\"(r)},

la cuaL sati.sface la si.guiente condi,ción.
Para cada par d,e enteros i, j en {1,2, ..,n) (¿ I j) y ytara totlo t y x tal que

n 1 z 1t < cx, se t'ie-ne

(1)
lt
/ Re{A'to r - Á,to ¡)do < l( ' (f 3)

J,,

o

(2)

(1.1)

lE(t)ldz < oo (1 5)

Ento'nces. cuand,o t + @, el sistema

v'(¿) : {A(¿) +,c(¿)}r(¿)

tiene soluc'iones ye(r) (1 I k < n) con la Jonna asintóti.ca

/rt \
Ye(t):{e¡+o(I)}expl I xolo¡aol. (1.6)

\J" /

¡t

/ ne{r,1"¡ . \¡(o)ldo > Kt
J,

donde K1 g K2 son cor¿stantes.

Sea Ia matri.z R(t) d.e tamaño n x n tal que



CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DESEGUND) ORDEN

En Io que sigue mostramos una forma fue¡te de Ia condición de dicotomía,
que es muy útil, siempre y cuando, sea fácil su verificación. Esta forma de
probar Ia condición de dicotomía según Teorema de Levinson se usará cons-
tantemente en 1o que sigue de este capítulo.

Para cad,a par (i, j), sea

Re{.\¿(t)- )i(¿)} : Í(t')+ s(t), (17)

donde g(t) e I(a,oo) y f (t) >0 en fa, cn) o f (t) <0 en el mi.smo i.nterualo.

El teorema que errunciamos a continuación es de Hartman-Wintner el cual
obtiene fórmulas asintóticas de las soluciones del sistema (1.2) bajo condi-
ciones similares, en cierto sentido, a las del Teorema de Levinson, pero a la
vez con importantes diferencias. En este caso Ia condición de dicotomía sobre
los coeficientes de la matriz diagonal A se hace más fuerte que la anterior. La
condición de integrabilidad (1.5) en Levinson es reemplazada por /?(f) e tr-
conl<r¿(2.

Teorema 1.1.2. (Hartman-Wintner [6, teo.1.5.1] y [11])
Cons'id"eremos la matriz diagonal t\(t) d,e tama'ño n x n

A(á) : ai¿t1¡'1¿)" 
^"(¿))

y 6 > 0 una constante tal que

lRe{.\¡(t) -.\j(¿)il > ó, (i.8)

en c'ierto interualo la, a), para cad.a par disti,nto d,e enteros i, j en{1,2,...,n).
Sea la matriz R(t) de tamaño n x n tal que

(i.e)

para algtín m tal qne I < m a2. Entonces, c'uando L + @, el s'isterna (1.2)
tiene soluciones Y¡(t) (L < k < ,) con La Jorma asintótica

l"* @1,)l*0, '- 
o,

yk') : {ek+ o(r)} exp (f 
"' 

ort'l + r*(o)) d') .

donde r¡¡ es el coef,ciente diagonaL d,e la matriz R(t).

( 1. 1o)
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E1 siguiente teorema que enunr:iamos es el Teorema de Etrsth¿rn'r. Las
condicioncs impucstas sobre el sistcma (1.2) piden clue la matriz R debe ser
peclueña en comparación a 1a matriz A el el sentido de (1.11) y 1a condición
integral sobre -R que aparecen tanto en el Teorema de Levinson como en ei

Teorern¿ de Hartmarr-Wiutnel está dirigida ahora a Ia matriz fi'. la derivada
de,R.

Teorema 1.1.3. (Eastham 16, teo.1.6.1])
C ons'idererr¿r¡s tura nt,utriz d'iattonul L(t) de to,rn,año n x n.

I(t) - diagi)1(,) . .. ..\,,(¿)1

en el cual )r(ú) -.\?(¿) f 0 ert algún i'nte-ruo,lo la, rxt) paru «tda po.r' dr: r:r¡,tc.ros
'i l j en {1,2, . . ,n}. Sea la rnatrt z cua(1r'od,a R.(t) de, tarnaño n, r n tal r1ue,

10

{)'(¿) - }j(¿)}-11?(r) "+ 0, (f + m)

({ro(¿) lj(/)}-1ñ(¿))' e I,1(a, m)

pat'a cadu po,r' de enteros rfisi'tntos i,'y j en {1 2, ,n.}. Adernrl,s. sLt4onl-,mns

ryLe los xalores p'ropios ¡t¡ (1 < A < n) de A(l) * R(L) satisfacen l,o. contlición
d,e dicotomí¡t" tlel Te.orr:rn.a, rjr: Lr:uinson. En,tonces. cLLando t --- r>.. e! sisterna
(1.2) tiene soLucio'nes \'¡(t'1 con ia Jorma asintótírtt

h(¿) (1.13)

1.1.2. Error en Ia solución asintótica del Teorema de
Levinson.

Nos irrtelesa calcular el error de 1as soluciones ol¡terricl¿s erL el Teolenr¿r

1.1.1 de Levinson, para s¿bcr que tan btren¿r es nuestra aproxirnación al
a.plicar estt: teorem¡l a sistemas ¡rsintóticamcn¡e diagonales de 1a ibima (1.21.

Po¡ crrxrdición (1.5) suporrerlos rlue par..a i ) ú¡

-* l* wt; at.f,,

(1.11)

(1.12)

: {e¡ * o(i)} exp (1"' ,-O a") .

clonde Ii - NIax{11(¡ llirl} l. 1í1.1L2 son las cr¡nsianres
dir:otomía en el Teorenia 1.i.1 dc Le¡,-insorr de Ia sección

(1.14)

de Ia condicrón de

1. 1.1.
La sustitrr r:iól

Y(t) : z(t)*, (1" .rr¡stas) ,
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transforma (1.2) en el sistema

z'(t): {Ll(t) + R(t)}z(t), (1.15)

donde
Á1r¡ : ,r1r¡ -.1¡r",

siendo 1,, la matriz identidad de tamaño n x n.
Sea ü(ú) la matriz diagonal

I rt- I
rtr(t) - exp | / A(s)dsl

LJro l
tal que

{,,(0 : Á(¿)\r(0.

Escribirnos iI como 1a suma de dos matrices diagonales

ú: úr * \Lz,

donde ilr¡ (k: L,2) contiene todas las columnas de índice j de la matriz ilr
que pertenezcan a H1 o H2 respectivamente, esto es,

ftj e Ht si / Re{.\i - ),¡} (r)rJr --, -oo cuando ú -+ oo
Jo

ftzy I Re{,\, - ),¡} (r)dr (K, con ll consrante y t2)fu>0
Jt

rl)
j e Hz si / Re{), - ),¡} (r)clr ) -K, con tt)h) 0 y K constante.

Jtt

De 1a condición impuesta a 112 cuando to ( t ( T < oo se tiene que

lúr(t)ú I (r)l § c,

con c constante.

Consideremos la siglLiente ecuación integral

rt rn
f(f) : er. + /,I,r(¿)ü/-'(lRlr)¡(r)d; - | V.(r)ü-r(r)R(r );l;)rtrJt,, Jt

( 1. 16)
con e¡ el vector canónico. Se quiere c¡re (1.16) tenga solución ,p. Es claro
que una solución (p satisface el sistema (1.i5), ya que, (1.16) se obtiene de
la tórmula usual de las soluciones de un sistema diferencial lineal, con Ia

11
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dilerencia de la aparición de un límite superior inñnito en la segrinda ii.rti:grtr,1.
conlo llrla consecuencia de eslar tratanclo con la convergencia de soluciones
cuando ¿ j co.
Aplicrimos el método de aproxrmactones sucesivas a (1. i6) tomando el prirnel
elementr¡ ,rr0 de la sucesión {;J } igutil a crr o 1 lr : e r. Entonces.

. rj /'
.,r,.t,,^_ l,t',/,,t, I - R.=,," d- | q,-i,l/ - fi..t;, :,J^

J, .t I

(117)
yp¿ra¿>¿0,

,¡,1(¿) - po(¿)l- 1. (1.18)

Cad¿ eiemerrto h¡ (l e I'1) de 1a mai¡iz diagonal lú1(ú)tlr-1(r) es cle 1¿r form¿i

t,| .rpI/ Rer r .).;,.1 ,/,)
\J. /

o es cero. Enlonce:s. pnra l¡ ! r ! I

iv1(r)ü L(r)I?(r; < eli iR(.r)

J¡ cLe 1¡r lrrisln¿r form¿r t,enelnos p¿ira. r > ¿.1lre

vr(l)ú '(r)-R(r)l < eL lR(r)l

De (1.17) se tiene

-rr1(r) - r'i(¿)l <." /- ¡t(r,l c:1.t1- ;).1(.t1 ,tr

Usando (1.11) t' (1.1S1. por inducción se prueba clue

¡ I rJ
,'+' ¿)- p'lt)l 1 (;)

De aquí se deduce que }a convergencia cle {gj} es uniforme en cada snbin-
tervalo de lú6. co). Entonces,

e(¿)l< 2.



CAPÍTUL) 1. ECUACIÓN DE SEGUND7 oRDE,v 13

De (1.16) se tiene

ft f6
lp(L\ erl S / l{,,(¿)ú-'(r)llR(r)lle(r)ldr+ / lv,(t)ú-r(r)llR(r)lleQ)ldrJtn Jt

ft foo< 2 / l,nr(r)ú-'t,\ lR(r)ld, -zc I R¡rtldr
Jtn J,
/r¡rco\: 2{ I lú,(ú){,-'(?)llB¡r)ldr+c I lR,,)ld,rl\Jro Jt /
/t*\: olLo(R)(t)+ I lR(r)ldrl,
\ Ji )

donde 
¡¡

¿o(E)(¿) : / ¡v,1r¡,r,-,(r)lln(r)ldr,
Jto

es ta1 que Lo(R)(t) ---+ 0 cuando ú -+ oo.
Entonces, g: g¡ satisface

?-a : er + o ( u@l0)+ /*ln(,)l¿r)\-' Jt )
y por 1o tanto, para (1.2) existe ur sistem¿ fundaurental de soluciones {yr(¿)}l=,
tales que, cu¿ndo f ---+ oo, satisface

vr(¿) :exp (/" ^-,,,r") [,- 
*o (61n¡1r¡ * l,* lat,tla,)) (r.le)

La expresión (1.19) es una fórmula asintótica con una estimación de los erro-
res según las condiciones del Teorema de Levinson.

1.2. Ecuación de segundo orden
Consideramos 1a ecuación de segundo orden

{p(t)r'(t))' - q(¿h(ú) : 0. (1.20)

donde las funciones p y q son funciones distintas de cero ¡, no [ecjesariametrle
toman valores reaLes.

Expresamos de rnanera natural (1.20) como un sistema clifelencial de primcr'
orden 

-{, : .4x (1.21)
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donde

^-( ',) n-io1pt\r.r,/ \q 0 )

t4

(1.22)

Hasta acluí, la condición básica quc deben satisfacer 7lp S. q es la inlcgrabr-
lidad locai sobre un in|ervalo fa. cc).
Queremos transformar el sistema (1.21) en un sisiema asinlóticar¡ri,'nte rli¿i-
gonal de la forma

toma,ndo

donde

(1.24)

(1 2s)

(1.28)

(1.2e)

l''(¿) : {,\(r) + _a(¿)} y(f)

X:TY,

/tr\'1-l\
- \ tPql" -tP,t)''t ) '

es ia ma.lriz cuvas colLrmnas son los vectores propios a,sociaclos a 1os va.lores
propios dc ,,1.

Entonces e1 sistema (t.21) sc tr'¿rnsforma err uno de la lbrrla (1.23). doncle 1a

matiiz diagon:rl '\(f) es

A - 7-1,47' : dia,g{(,./r)1i2 . *G,l p),i,}

v l¿i. rtratiiz ,?(l) es

R=-l-tt-'- t('t(t'\( r 
)i\pcl\ | t )

Acomodancio ci sisterl¿r (1.23) tenemos clue

(1.26)

(.\.27)

y'(¿) : i,\1(¿) -r R1(¿) il'(r).
donde l1 es 1¡r rnatliz ciiagonai

/ p) : t..t) u \.\,rl)- I ''1'\ u il : ,.,' )
1'R¡ e-s Ia niatliz cori di:rgonal ccro

ts,(t):7t1¿; f ?:)
'o1l 1,

tr: -\lq),!tl.

Un artículo interesante sobre el tema es "The Liouville-Green asyrnptotic
theory for second order differenlial eciuations: A new approach and some
extensions" (ver Eastharn 14]) donde se estudia extensivamente la ecuación

{p(t)y'(t)}' + q(t)y(t) :0.
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1.3. Fórmulas asintóticas de Ia ecuación de
segundo orden obtenidas de los teoremas
de Hartman--Wintner y de Eastham.

Lr:rs teorcm¿s de Harlrnari-Wirrtner (Teo. 1.1.2) y de E¿rstham (Teo. 1.1.:3)

emrnciados ¿rl comienzo de esle capílr:1o, se aplicarán aI sistenia (1.23), obLe-
niendo las fórniul¡rs asintóticas de las solucioncs en cada u¿iso.

Teorerrra 1.3.L. S'upongan¿os que p(t) 'y q(.t) son fttnr:iones n,o rt,tr,l,a,s y con.

prtrnera deriuadas absoLu"ta'metúe cot¡,tinuas en la, rx.t1 .

Sea

lR.e{(q/p)1i'i > d (1.30)

con ó > 0. r:rt el. intertaLo la.cst).
Adernás. pura I < m I 2, se sattsfo,ce r1.ue

'I1 - ¿' , r r.Jl
Pq

Entonces. Lu ecuución, (1.20.) tien,e soLucitln.es r;1(l) u rr(f) ta!,r:.; q.,,te

¿1(¿) : {i +o(1,}\p.7) L 1¡/1 ex¡ ( I'r,t ut't't.r',¿r)\.\J" /

t,t'tt¡ - ll, l l p.t. .,,.rO( /' l t,' -.q-\
\J" /

v

L'.." {l - .,, 1. } ¿,7 
j r./7,:.1, (- l' ,, ' ' .d )\ J, /

t,,'.' - tt ^ t),-t' ,,rp(- /r,ri ' .i )../., )
D entostnir:'ión. .\plicalcmos el Teolerna 1.1.1 cle H¿ri ¡rn¿itr- \\'irrtrrer ¡-L.L sisiltrrr¡i
( 1.26) . Los r,aLoles plopios clc l¡r matiiz (ii¡r.gon:¡l ,\ r f i.) surr

)1(r) - iq.rp)r '(¿) -,rar) ¡ l:itl - -iq¡'¡lr"2l¡) - r,i/i
L'.tcgo, por (1.30) 1'pirrir d > 0.

lRe{.\ri¿) - )r(¿)} :2;fti-'{(r¡,'p¡'/'(l)} > 2d.
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Adenás. (1.31) es 1a condición (1.9) del Tooreura 1.1.2. De esta nranc-
ra, todas 1a.s condiciones del Teorema son sa.tisl.echas. I)or lo tantt¡. eristen
soluciones y¡(¿) (A:1,2) dr:1a forma (1.10). esto es.

t tl \
)i. /.. 1eA. or I,)cxt,l I . , p :..t-, 

^^¡.,J. ).\J' '', /
Conlo en Ia m.atriz Ár los elemerrios de la diagonal 7'Lr,r son ceros (k - 1.2).
tenenos c¡ie irrs sohrciotres son de l¡r lbrma

), r,- l"r+o'. f exp l[',,, tr'',,,,]-).

Nolalros qur:

r 1 t @11')' U)dt: in[pq)-1i](r1 + corút.,l 
r.tt.,dt 1J pLt

Us¿rndo esle re-sult¿do. la solucrón )'¡ se transfottna en

1¡(t) : {e¡-ro(1)}¡¡q r/t L r..r}, ( l'= r'1,lri':(r)dr) .

\./,

Finalnrente, cle (1.25) v (1.2a) sc cont,luve r¡ue

J...t {1, L},¡,q -", .r.1,( [ t p,,,-,,1-\
\J/

p,:--\.t t; ,l,],pqt 'r',r¡,( [ ,, , '.-.,,i.).\J' /
Ei c¿iso A':2 es análogo ¿l de,t: 1. 1a írnic¿i riifererrcia de rr¡(tl lor.r ia
soluciórr.r:1(t) es la ap¿lriciórr dc uri si3no negatiYo r.ln 1a iricgr¿1I ,:li:l tór'rlri.no

(1.32)

(1.33)

(13.1)

exponencial.

Teorema 1,3,2. Sean p(t¡ ll q(t) funcio'nes no n'ul,a,s con prime,ras de,ri,uo,da,,s

absoluta'n¿ente conti,nuas en la,a:). tales q'ue

(pd'lpq: o {(qld'/'}

{p-rlrq-3i.(pq), }, e Z,r(a, co)
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Suponemos que

R" {(qlp + r'l)'/'} (1.35)

t'iene un solo signo en la, cn), do'nde

,, : ibq)'/pq.

Entonces, ecuación (1.20) tlene solucior¿es q(t) y r2(t) tale-s que

r1(t) : t1 + o(1))(pq)-1la1t; exp ( ['Ato+ rf¡'r'1r¡ar) . 1t.eo;
\Jo /

pr\(t) : {1 + o(1)}(eq)1/'(r¡ .*p (1,' An * r?),/'z(idr) (1.32)

a

r,(¿) : {t + o(t)}lpq)-Il4(¿) exp (- ['On+ ,f)'/21r)a') .'\ Jo-- ' )

px',\t) : {r + o(1)}(pq)r/a1t¡ e*p (- [' tolr*r;¡ru'?1r;rli) .

\J. /
Demostración. Aplicaremos el Teorema 1.1.3 al sistema (1.26). Debido a las
fórmulas (t.27) y (1.28), las condiciones (1.i1) y (1.12) son equivalentes a
(t.33)y (t.34).
Como los valores propios de A1 t E1 en (1.26) son

t (ü 
+ ( ,,- (gq\' * ,) "'ltt: -T-pq 

\ru r pq / p )
v

r(pq)' ltl@q)'\" s\'/'u'J:__--l-l-lr-|4pq \16\pq ) p)
entonces,

Re{p1(t) - pz(,)} :2Re {(qle + rl¡lr'?1t;}

y de esta manera (1.35) es la condición de dicotomía del Teorema de Levinson
para ¡r1(t) y ¡22(f). Por 1o tanto. el sistema (1.26) satisface las condiciones del
Teorema 1.1.3. probando Ia existencia de soluciones Y¡ para k : 1.2, tales
que

r¡(r) : {e¡ + o(1)} exp (/'r,f rl*) .
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Reemplazando ¡,t¡ en Y¡(t) y por (1.32), tenemos para k : 1 que

y1e) - {ek+ o(1)}(pq)-1l4,,, *, (l' (* (#)' . ;)"'r")
Finalmente, de (1.25), 0.2a) y (1.21) obtenemos las fórmulas (1.36) v (t.37).
De manera similar, usando el segundo valor propio pr(f) obtenemos la fórmula
asintótica de la solución c2(f).

1.4. tansformación de Ia Variable Indepen-
diente.

Supongamos q> 0 y'p ) 0 en Ia ecuación (1.20) y sea

18

,: l'{rtd,r,, (1.38)

una transformación de 1a variable independiente ú, tal c1ue, s tiende a infinito
cuando ú crece. Entonces, (1.38) transforma e1 sistema (1.23) en

(/t o \ .../ I I \lY('):t( ó -", J*o(')(,' -r ))vt"r' (i3e)

donde y(s) : *v (t) v

h:c;fu-i(#) tqtP)'/'

Notamos que si q < 0, la matriz diagonal toma valores complejos.
toma la forma diag{2, -r}.
Reescribiendo el sistema (1.39). tenemos que

r(,) : {( '-'''' -, 
jn(,, 

) * 
r,", ( ? á )1",', (1 11)

y denotamos a la matriz diagonal de (1.41) por

.i(r) = ( I -i1sr 
_r 

oni,, 
)

y a la matriz de diagonal cero por

É(s):¿(s)(?¿)

(1.40)

es decir,

(1.42)

(1.13)
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El beneficio de usar la transformación (1.38) en el sistema (1.23) es Ia
obtención de una matriz diagonal con coefrcientes constantes. Esto facilita
la verificación de Ia condición de dicotomía (1.7) segúrn Teorema 1.1.1 de
Levinson y Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner.

L.4.L. Fórmulas asintóticas según tansformación de
la Variable Independiente

Teorema L.4.1. Sean p(t) y q(t) Junci,ones disti.ntas de cero, del m,isma
si,gno y con pri,mera d,eriuada absolutam.ente conti,nua en lb,oc), tales que

¡¡On1t1n ¡Otn+t)/zO(3m 
t)/2 € ¿1(á, oo) (1.44)

19

para algún m en (7,2). Entonces, la ecuación (1.20) tlene soluciones r1(t) g
q(t) tales que

11(r) : tr +o(t))(pq)-r/{(¿)exp( lklr¡','(,)or\. (1.4b)- \J' -'' /
pr'(t¡ -* {1r o(1)}ipq)r/o¡t1 "*p( ['(rlo\'''(r)d,) f r.*ul

\J¿ /
v

rr(t) : {L+ o(1)}(pq¡-rla(¿)"*p (- lr'lrlof,'{,t0,) .

nr'r(t):{r + o(r)}(pq)l/a(r)exn (- lr'Onf,'tlo,) .

Demostración. Aplicaremos e1 Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner al sistema
(1.41). Sean tr1(s) : 1-á(r) v )r(s) : -1-ñ(s) los valores propios de A(s).
Entonces, como

Re{i,(s)-i,1s¡1:z
se verifica ia condición (1.8) para todo s € [a, co).
Si

, I (pq)' ,.-,,)n:1-la/p,t -,

entonces por (1.38), para I < m 12, se tiene que

l,*ftt,,t o" : il,*lffian^rz¡¡l1^ 1o1r1':t'zp1at

: * l'* \ffian) ^t2,)Gtdtt2(üdt

1 /* | (pq)'(¿) l-
4* Jr rr,"Al at
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La segunda condición (1.9) se satisface, siempre y cuando, Ia integral de la
derecha sea finita, es decir, si se satisface (1.44). De aquí, usando Teorema
1.1.2 se desprende la existencia de vectores solución Y¡(s) (k: 1,2) de la
forma (1.10). Por (1.43) la matriz É1s¡ a"t sistema (1.41) tiene diagonal cero,

por lo ta.nto r¡¡(s) - 0 
^(k -- 1,2). Como ya conocemos los valores propios ,\¡

de la matriz diagonal A, entonces para k : 1

Y1(s) - {ev+ o(r)} exp (,{''t - h(o))do) .

Desar¡ollando esta última expresión, utilizando (1.38), se tiene que

/r" \
Y' (s) : {e o(1)} *o (l \t - h¡o)) do 

)
y,(,) : {e, + o(1)} *, (/" (, - i (g) ,r,,nro,-'z'{c)) (qtp)'t'(,) d,)

v,(t) : {e1-o(1)} ""r(1,' (tulnt"'kt }(g)tsr) a.)

Integrando obtenemos

y1(t1 : ter ,, o(ll)(pq)-jl{(i ) exp (lo'rntA','u,rr).

Si denotamos por u1 y ur a ias coordenadas de1 vecior Y1(l). Entonces, esta
solución puede ser escrita en la forma

( I ) : {( ¡ ) *'r'r}(Pq)-'lo 
"*P (1,' ot'"'',,')

: (pqr-r ' ( 
{t* o1r)} exP (f ,q¡'l'"dt) \

\ ,trl *"v(¡lalnl'/,ar) )
(t.2S) y (1.24) deducimos que

í;r) : (,0n1"' -rr'rr'') {(l)*'"'}
, (pq)-' t' 

"*o (lr' «, t ol''' or)

( rrrl-' r{t +o1t)} *p (Ít,r/p)t/!d() \- 
\ trc)' I{1-o(1)} e-xp (}1q7p,Lo') )

De (1.22).

(
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y de acluí obtenemos Ia fórmulas asintóticas (1.45) y (1.46), para ft: 1, de

las soluciones de la ecuación (1.20). Procediendo de Ia misma manera clue

antes con el valor propio irir; : -1 /z(s) en (1.10) se obtienen Ias fórmulas
respectivas pa.ra z2(t) y Wi(t).

Ahora veremos algunos ejemplos de funciones p y q de la ecuación (1.20)
que satisfacen las condiciones del Teorema 1.4.1.

Ejemplo 1.4.2. Si en la ecuación (t.20), p(t) : t" y q(t): ¿0, donde a y ,B

sor constantes reales, entonces, la rn-condición de integrabilidad (1.44) para
I < m 4 2 se expresa a través de Ia desigualdad

a- B <2. (1.47)

Ejemplo 1.4.3. Si p(r) : e"p(¿") v q(t) : exp(lB) con a, B e R. entonces
(1.44) se reduce a la condición

B>a>0. (1.48)

Además, si o: É se debe tener por m-condición de integrabilidad clue

rn(J. - a) >1,

para I < rn ,1 2.

Ejemplo l-.4.4. Sean

p(t) : t" J (t1), q(t) : to s(t\)

donde / y g son funciones periódicas disiintas de cero. Además, a, P,1 y U

son constantes reales. Entonces, ia m-condición de irrtegrabilidad (1.44) para
I < m 1 2 se expresa a través de la desiguaidad

2T

tr

o .J +rlr,r*{^,r.0} < 2.

Si m : 2, (1.49) se reduce a Ia condición

(1.4e)

a - iJ + lNla-r{1, r¡,0} < 2. (1 50)

EI siguiente teorema resulta de la aplicación del Teorema 1.1.3 al sistema
(1.41).
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Teorema 1.4.5. Sean p(t) a q(t) Junctones nurrca nulas, positi,uas ,y con
primeras deri,uadas absolutamente continuas en lb, cn).
Si, ad,emás

(1.51)

(1.52)

ha) : i(ffi) (¿) -+ o, (t.* co)

h'@:r.ffi%r) (,) € ¿1(b,oo),

entonces la ecuación (1.20) tiene soluciones r1(t) y x2(t) tales que

z1(r) - {1 +o(t)}(pq)-,/4(t)-, (/' i(|) 
(,)+ * (m)']"'*) , (1.b3)

px,,(t) = {t+o(r)}(pq)1/rp¡ -, (l'l(|)r,r+ *1(ffi)']"'*) (1.54)

a

c, : {1ao(1)}(pq)-1l{(r) exp (-/' 11;; 
,,.;

pr2 - {t + ot)}tpa)'\,ttt) *, I l,'((;) ,",- *a

Demostración. Este teorema resulta de aplicar
(1.41). Por (1.a0) y (1.38) se tiene

ffil')''' *), (155)

,-. l,'l \(p4l'(¡ll.\ . \
- ---l I t:l,T I

lpillr) | ) I

,i'. r.r ' - rim I fg++) tqlp)-,,,tt),,,,, /{(Dr _ 
,,:-,l, I \ (ps)(¿) ,/ 

,,,,r,

- 1,,,,, (Pq\'\tt

+ t-il ptlz1t;q;/:i¿;

Luego, (i.51) es la condición (1.11) en Ia r,ariable I del Teorema 1.1.3 . Par¿
obtener (1.12) nsamos la regla de la cadena

Teorem¿ 1.1.3 al

(1 56)

sistema

dh dh dt
d.s dt d.s
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)'(1.38). Se tiene de est¿ fornra

dlt dh
; : :lalP) '
11¡ dl

: 1 (@a/r,.r-"') rtlp) ''2dr \ lpq I /

: l,pqt \,^--, ,

\- 1 't¡P'

Por 1o tanlo.

[" ,¡,r,,,n' - [' ( ','::-) ', r -' ¿1'q ptr :lr
r,, .lu l\r' ",r' ' i 

l

l^ ,1,''ir) '
De esta riltima relaciól, usan<Io 1a condiciól (1.52), se obtiene (1.12).

Si ¡lr(s) : -á(') * (1 + ñ':(s))ti2 i' pr(s) : ir(s) - (t * li:(,s))t/r 56¡ 1¡'
valores propios cle 1¿ rn¡rtriz .\(s) + ,e(s) en e1 sistern¿ (1.'11), enroirces pol
(1.51)

It.ei¡1(s) - rr.,,(o)] - znc {(r - l'''-.))' '} ::n.tri + o(1))ri:} (1.5;)

Esto rruestra que se tiene ia condlci(rn de dicotomía segrin (1.7), ya c1ue. la
parte derecha de 1a expresión (i.57) tiene un sigrio en la, m) Entotrcr:s. l¿s

coldiciones de1 'Icorema 1.1.3 sorr satisfechas por el sisiema (1.41). pol Io

t¿nto existen soltcioi'res l'¡ is) para A : 1. 2 de la form¿r

,, -:{," orlrf rx¡,(/',,,.''^)

Usando (1.38) se ol¡sen a tiue ¡rara k: 1

),r, :i, I f,,,',U f-t,. (r-¿'.,'],.)
Esclibiendo ia solucióu 1'l (s) r-r:specto :¡. l¿r r'¿lriable I

Y,(¿) : {c, + ,(t)}
/,t(

,, l/l f P/-\-['- ('''' )\-\'\/'l 
'\, t::t' \'-t'\t'" )) f

f', i¿) : {er - o(i)}

(1.5E)

tntol"'u,))

't'-, lo' (;.*t (#)')"','),..-(/,'i(#)
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Integrando nos queda

y1(r) = {e1 + o(1)}rpql-rt+1,' *, (l't;. * (9)')""*) (15e)

Finalmente, de (I.22), (t.25) y (t.Z+) se sigue que las fórmulas (t.S3) y (1.5a)

corresponden a 1a solución z1(t) de Ia ecuación (1.20) y a pr'r(t), respecti-
vamente. Las solución para k:2, se deduce procediendo de forma análoga
usando el valor propio ir,2 y reemplazándolo en (1.58). La fórmula para x2(t)
se diferencia de z1(t) en un signo negativo en la integral del factor exponen-
cial, y está dada por (1.55). La fórmula de pr'r(t) clue se obtiene es (1.56).

!

Consideramos las mismas funciones p y q de 1os ejemplos dados para el

Teorema 1.4.1, pero ahora le aplicaremos las condiciones del Teorema 1.4.5.

Si escogemos p(t) y q(t) como en los Ejemplos 1.4.2 y 1.4.3, por (t.51) y
(1.52) vemos clue se obtienen respectivamente las mismas condiciones (1.47)
y (1.48). En este ú1timo ejemplo, si tomamos q : B la condición cambia a
a(: §) < 1. Finalmente, aplicando las condiciones del Teorema 1.4.5 sobre
el Ejemplo 1.4.4 se 11ega a la condición (t.50) clue se obtiene tomando m. : 2

en ( 1.49).

1.4.2. Fórmulas asintóticas para el caso particular
-:1y 

- 
L.

De los Teoremas 1.4.1 y 1.4.5 de la sección anterior se pueden obtener
corolarios que dan fórmulas para las soluciones asintóticas tomando la fr¡nción
p = 1 en 1a ecuación de segundo orden (1.20), esto es,

r" - q(t)r:0. (1.60)

Corolario L,4.6. Supóngase que q(t) es unu fun c'ión con prtmera deriauda
absolutamente cont'inua en [b. crc'). tal que

#!*€ ¿1(b,co) (1.61)

pura nL erL (1,2). Entonces, la ectnció'n (1 .60) t'iene ,solu.c'ion,es q(t) y r2(t)
tales que

iúi(¿) :

x\(.ü :

{1'r o1t¡1r-rra1,) ..0 (/ ,t'r'¡¡a,)

{t + o(t)},rrlr(t I "*v (lr' o't'Oa,) .

(1.62)

(1.63)
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La fórmula para r2(t) uar"ía de la de r.1(t) por un si,gno en la i,ntegral d.el

término erponencial.

Corola¡io 1.4.7. Sea q(t) tma lunción con ptrimera denuad,a absolutamer¿te
cont'inua en lb, a), tal que

Q'lq'/2 : o(1) (¿ "* co) (1.64)

(h)' u',' € ¿1(b,oo). (1.65)

Entonces la ecuación (1.60) ti.ene soluc,iones q(t) y r2(t) tales que

r1(t) : {r + o(r)}q 1/4(r) exp (lr' t, * (q'l4q)')'/' (?)d,) (1.66)

,\(t) : {1 + o(1)}q1l4(¿) *o (/' b + (q,lad,1'/' 1ia,). (i.67)

La fór'mula para u2(t) es similar a r1(tS. pero con un sígno ne¡atiiuo er¡, la
r,ntegral d,el factor etponencíal.

1.5. Segunda Diagonalizaciór,
Se quiere transformar mediante una diagonalización ¿ la matr.iz A1 el

sistema (1.41) en otro sistema asintóticamente diagonal de l¿ forma

Yi: {Lr+ R2)Y2.

Como se está trabajanclo con matrices de tamaño 2 x 2 \a aplicación dt:
la segr:nda translbrmación diagonalizadora sobre el sistema iniciai (1.21) no
complica los cálculos, por lo que todavía se puede trabajar en el nuevo sis-
tema obtenido- Lo bueno de este método es que ro demandará colocar otra
condición de 1as ya pedidas en el Teorema 1.1.1 de Levinson. el Teorerna 1.1.2
de Hartman-Wintner y eI Teorema 1.1.3 de Eastham. Los resultados de la
aplicación cle esta transformación serán nuevas condir:iones clrLe involucrarárr
deriv¿das de orden superlor de las funciones p y q.

Este dobie proceso de diagonalización es el caso de m : 2 en la sección
2 de repetidas diagonalizaciones del artículo "Repealed diagonalization ancl
extended Liouville-Green aslmptotic formulae" de Eastharn [5].

,)..

,U
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Consideremos el sistema (1.39) escrito en la forma

r,1s¡ : 11,,1r¡ + Rr(s)) Yr(s),

donde Ai y fi1 están dados por

26

v

.\lrsr: ( '-J'"' _r _0n1., )

y la función I es

h ='^9d: ktp)-'/'.4 \pq )

Definimos la matriz
/'t ^ \T.:[' .-')
\at L /

con

,,{,r: (¡¡i7¡rn){,r
Para clue fi sea no singular en cierto intervalo suporlemos que

?il(Ar + Rl)n

t ( -h ] r oi)+ 1t +2a1h - ai\
t+r?\ 2at-hlr-a1)
(1t-h'Yr'-o o \- \ o -(1 +h2)t/2 *h )

(1.68)

(1.6e)

(1.70)

(1.71)

(t.72)

(1.73)

8,(s): r(r) (? á ),

o1(s) ---+ Q (1.74)

cuando s ---+ co.
Si

I7:1¡12, (1.75)

es la transformación que diagonaliza a la matriz A1+R1, entonces sustituyen-
do (t.75) en (1.68) se obtiene el sistema

yr(") = {Ti' [Ar(s) + Ár(s)] rr 
", 

'", ] rr1"t (t.76)

Desarrollando cada uno de las matrices de este sistema se tiene:

-2at + h(I - a.i) \
-h1 I - af) - l1 +zafi - oi\ )

(t.77)
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v

T-tT it (u -i\t-1+ri \ I u,. )
Filalrneute. srunaudo Ios coeficientes de la diagonal dt:

(1.77), e1 sistema (1.76) se reescribe como sigue:

27

(1.78)

(1.78) con ia matriz

l'r(s) : {,tr(s) + fi:(s)}Y:(s), (1.7e)

(1.80)

(1 81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

donde
0

-q2 - P2

0 1\
I

-1 0)
v

, arüt

r _t ul

q: : (r + h2\i-t)

0,1

Reescribienclo el términr¡ /2 eü flurciór] de ll. por (1 73) nos r¡ueda

":i(#")

n,:r"(

(1s5)

En ia siguierrte sección trabajarellios con ell niievo sistcrna (1 79) prua

o}¡tener fórmulas asintii¡icas cle l¿s sohtciones de Ia etu¿rrriól (1 2UJ

1.5.1. Fórmulas asintóticas de Ia ecuación de seglrn-
do orden según el método Segunda Diagonai-
izaciór..

Ci¡n-.iilercnros e1 -si.lona ti.79l cioncle.\2 1-112 .'stiin definrr-Lo-' por i1.8()) v

i1.81). A L'str si.'itenl¿r se le trpiicarárr Irls'Ieoleriri:s 1.1.1 r'le I-e''-irrsl''n. i 1 2 r'le

Ilirr¡.man-\\:irltliel 1' 1'L'il r]e E¿ist\ani (le l¿i seccióIt i l 1''¿¡¿ obtenet'ióriltLi¿rs

¿lsin¡ri¡ir:¡rs ale hs solLi(iones alc l¿l ecuilción (i.2U) ba.j,.) lilie.;as r'oncliCiones

iruprresttrs ir p \. ¿l alue incl¡r-cn h¿rst¡r derii.allaS cle I.Ctr:er oLcien. Conlr:nz.r¡ttt-,s

con t'i establec'imiento del resrLltarlo ¡siltótico obtenido dcl 
.|co¡erl¿r i 1.1clt'

Lc.,'inson.

COT
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Teorema 1.5.1. Sea'n p(t) y SQ) Juncrones nunca n'ulas,

con primeras deriuadas absolutamente continuas en lb,a),

ha) - i(T#) @tP)-'/'

u

h11) -0 r/ - co).

Supongamos que

n"{(r+ h'(t»'t'}
tiene un solo signo en [b, oo) g ad.emás

h'(¿) € ¿1(b,oo). (1.88)

Entonces, cuand,o t - q, la ecuación (1.20) ttene solttciones n1(t) y r2(t)
taLes que

z1(t) :

(1.8e)

Pt'r(t) :

(1.e0)

Demostraci.ón. Aplicaremos el Teorema 1.1.1 de Levinson al sisiema (1.79).
Los valores propios de A2(s) son

)1(s) : q2(s) - p2(s) y Ir(s) : -q2(s) - p:(s).

.)a

dc igual si.gno y

tales qu,e

(1.86)

(1 87)

{r + o(r)} (1+ a1(t)) (t + olltl)-'/' (pq)-'/^(t)

. *, (/' (;,,. * (#,",)')"',.) ,

{1 + o(t)} (1- a1(t)) (r + ollt;)-'l'(pq)'/'(¿)

,. *, (/' (;,', * i (t#-n,)') "' *)

r2(t) : {r + o(r)} (1- a1(r)) (r + olir;)-'i'(pq)-'i'(¿)
/ ''/t, I /rpqi .\,\'t,\

"*o 
[- l, ¡7,,,.á1ff,,,) ) ar) nv,

prr(t) : {r + o(r)} (-l - ¿r(ú)) (r + alli¡) '/' (pq)'tn (t)

/ ,/
, *, (- l, (y,,,. *r (#,,,)') ,,) ,,,,,
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entonces,

Re{)1 (s) - )r(r)} : 2 Re{qr(s) } : z Re{(l + h2)u2 G)}

en [a, m).
De aquí notamos que (1.87) es la condición de dicotomía (1.7).
De (1.85), (1.38), (1.74) y (1.86) se tiene que

29

f^*v,{")to, 
: l"*l#%l-

r- I h'(t)- Jo llfiL¿l

= l,* h'lt)1(tt

De esta manera se satisfacen las condiciones del Teorema 1.1.1 de Levinson,
por Io tanto, existen soluciones de la forma (1.6) para el sistema (1.79). Esto
ES,

Y: r(s) ' {e, + o(t)} *, (/' lqr|) - pr(o\l do) e

Y22ls) : {e,¿ , o(ir} *, (/"' l-qrlot - pr(o)l,to) .

Usando las definiciones (1.82) y (1.83) reescribimos las soluciones Y2,¡(s)
como sigue

Yz,r(,) - {e* +,(1)} *, (/' l+o 
+ n2¡'r'¡or - ñ(o) - (ffi) f"l] a")

= {.0 + o(1)} exp (1' t*,, - h2)'''¡o1 - ntrll a')

*"*nl- ¡"(ata \ '\
'\ J. \l -oi/\o)Lto)'

clonde e¡ es el r,'ector canónico en lR2 para k - 1,2.
Desarrollando la integral del primer factor exponencial usando (t.Zt) y (1.38)
se obtiene

l,'l-;e\,r + (r (i (#) t,1¡o;' 'r,t)')"' ,,¡,t' '¡'tf a,
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: 
I,' l-i$) (") . ((;) k) + *1 (#B)')''') o.

Evaluando esta integral en Ia función exponencial encontramos la expresión

(pq)-,/,(t).*, l* ¡' ( f lr-r .+ I /(pq)'(')\'\ '/' \

\ ,, \(;) rr)+ ,u (1ffiü) ) *) rr e3)

También. observamos que

Jff,,a' - )1i",(*" '?r) a"

: [(,*"?!r,J t+al
: ]utr + oi(¿)). (1.e4)

Entonces, por (1.93) y (1.9+), Ia solución Y2,¡(Í) toma Ia siguiente forma

Y2,k(t) - {eu + o(r)}(t + a1(t»-lt')(pq)-t/4 (t)

"*, ( -i' (1;) {' + *r (gH)') "' o,)
\

De (1.72) y (f.75), tenemos que las soluciones del sistema (1.68) para k :1,2
son

donde 11 : (pd' l\pq).
Fintr,lmente, por (1.25), (t.22) y (t.2a) llegamos a las fórrnulas (t.89) y (t.91)
para z1(f) y u(t) , y las expresiones (1.90) V (1.92) para sus respectivas

y,, _ (r , o;)-, .tpq\ , ( ,:ll;:lii;::Jfl;1íJ ::i':,r)r1

/ -o,{t+o(t)}exp (- ¡;Atr+,;r'/,a,) \),2: ri+oír ',,ircr-"' [, {r'+oirr}exp l: il,rirf,ri.o-)' )

derivaclas.
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La condición de dicotomía (1.87) obtenida segírn (1.7) claramente es sa-

tislecha cuando p y q son funciones con valores reaies, 1,a que, la función á2

es siempre mayor que cero. Si p y q tom¿n valores complejos, tenemos por
(1.86) que cuando f --+ m

1.+h2:1+o(1),

luego,
Re{(1 + lz'z)i : Re{(1 + o(t))'/'?}

en [á, oo), 1o que permite que se ter]ga (1.87). Tomando los Ejemplos 1.4.2 y

1.4.3, vistos en la sección anterior, al aplicarles las condiciones (1.86) y (t.88)
se obtienen las mismas condiciones Q.a7) y (1.48) respectivamente.

El siguiente ejemplo que mostraremos es más general y sofisticado; in-
volucra a todas 1as funciones de los distintos ejemplos mostrados liasta acluí.

Ejemplo 1.5.2. Sea r/,(l) una función reai y nunca cero en [a,, co) con
primera derivada absolutamente continua, tal que

rl(f) --+ co (1.95)

cuando f ---, co. Sea B >0 una constante y consideremos p(¿) :1y

q(t) : tb?(t)gA!(t)) (1.e6)

en Ia ecuación (1.20), donde g es una función periódica 1'mrnca nula. Además,
de la condición (1.95), suponemos c¡re

Ú'(t)lúPlz\) -- o (á - co),

una de las condiciones necesarias para tener (1.86), y sea

(i.e7)

ú"(t): o ({,i'(¿)}') (1.e8)

cuando f ---+ oc. Finalmente, condición de integrabilidad (1.88) se tiene por
(1.98) junto con

0b-a/2lb.)2 úi3/2 e rr(a6. oo). (1. ee)

En lo clue sigue presentamos algunos casos palticulares de la tunciól l(l)
en (1.96). Si

31

ú(t) : t^t . (1.100 )
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entonces de las conclicionr:s (1.95) y (i.97) se obtiene

o<-r<i++ (1.io1l
,2

y las restantes, (1.98) ¡, (1.99), entregart la expresión

/ t1'' \(i- - )- /r'u:)

Por (1.101) la ürecuación (1.i02) no es tan fácil de c¡ie se vclific¡te. Es m:is.

habrá solucrones c.le1 sistema (f.29) según Teorema 1.1.1 cle Lcvinson cu¡Indo

Ll > 0 verifican / ,r\,,-(, i)
Notamos t¿rrnbrén rlue condición (1.102) es la expresión (1.50) en el Ejempitr
i..1.4 de la seccitirr 1.4.1. tomando .l - 0 en (i.50) y hacienclo el cambio r1c

notaciól respe(iriva.
Firr¿,.ltrerrte, cualclo :i < 1en (1.100) se pte<ie cilocir que la ltnción q(l) en

(i.96) l'aría leirta:rerte. cn cambio cuanclo 1> i. la variación es r'ápirla.

Olro caso inteles¿I]tc cs l(lm¡r

'ü(l) - exp (¿1) .

De (1.95) f > 0 )'por (1.97) y (t.99) se deducc q¡te 3 > 4. E1 hecho de c¡rt:

1 sea positivo en esle c¿lso pcrmite una r'ápicla variación cle q(f).
Adem¿is clel caso anterior, podelnos elegir ia furrciórr ú cr¡rno

¿,(t) : (ln t)r

.o11 -r > 0. L¿r r,ari¿rción de lnnciirrl ry(l), descritl ur (1.9ii). es rnLi¡' ierrtzi crr

esta sit'¡:rció1.

Te<¡rema 1.5.3. Sec,n [,(t) u q(.t) Jincktrtes ttttt¡i rt' rtulu-;- t,gu. ,l J¡,1]nt) !
con [¡r'üne] (15 tlt rit,¿.ti¡ts ubsolLLturn r,:.ntt, tt.,ttti.ttttttr^.n it: x). St: dtf ;.c.

,, '(l-\\,r '

+\ D,t )

ta', que

ñ(t) -" 0 (¿ - -) i1.1031

32
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Para 6 > 0, sea

ln" {{r + h')"'}lr- d (1.104)

en el interaalo [b, -) y supóngase que para I < m < 2

( h' t'|n

\r - rrr) lqlp\á(t ^¡ € ¿'(á co) 11 105)

Entonces, cuando t ---+ cn, la ecuaci.ón (1.20) ti,ene soluc,iones q(t) y c2(t)
tales que

¿r(¿) : {r +o1r¡1 (1 +or(r)) (t + "l1t¡)-'/' lor¡-rta(t) x

*, (/' (ft) ,', * (#8)')''' *) (1106)

pr\(t) : {r + o(r)} (1 - a1(t)) (r + ollt¡)-'l' (pq)'/n(t) ,

*, (/'((;),,,- * (#ffi)')"',,) (1107,

v

r2(t) : {1+ o(1)} (1 - a1(r)) (t +,11t¡)-'l' (pq)-\14(t) x

"*,( 
_ r ((;) ,.,. + (#B),)"',.) ,,, ,*,

\ru
prr(t) : -{r +o(1)i (1 + a1(t)) (r +rl1r;)-'l' (pq)'tn(t) *

",.,(-/ (ff)r. +,1 (ffiH)')"',') ,,,0,,

Dernostraciór¿. AI sistema (1.79) se }e aplicará el Teorema 1.1.2 de Hartman-
Wintner. De la matriz diagonal (1.80) se tiene que los valores propios de;\2
SOIT

\r : rj'.: - p: )' .tr': : -Q.¿ - p:.

Rr'{.\1 ),2}:ZRe{q,}
luego
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Por (1.83) y la condición (1.104) se cumpie 1a propiedad (1.8). Ademrís,

usando (1.84), (1.73) V la transformación (1.38) se tiene que

l.* v,tit*., : ; l,*lo''l'l';',l^ @tp)'/'dt

J"l 1q¡o¡Ltt-^t¿¿
rr-: ,J,

De esta rnanera (1.105) es Ia condición (1.9) del Teorema 1.1.2. Entonces, el

sistema (1.79) tiene soluciones asintóticas Y¡(s) de la forma

w t .\ - t ^ o(I r) exp ( [" t^rrq r r¡¡(o1' do) .r z,k\D./ - 1rÁ" 
-T 

\J, /

donde el término re& corresponde a 1os coeficientes diagonales nulos de 1¿

matriz R2. Entonces, la solución y2,e se reesccribe como

\/ t^\ r^ , / fs \
)2.(rs) : t"*-r-o(1))*o (l l-q,lo) - ozlotldo).

Fin¿lmente, de manera análoga a como se procedió en el Teorem¿ 1.5.1 se

prueba. que Ia ecuación (t.20) tiene soluciones zr(¿) y r,:(¿) cle Ia forma (1.106)
y (i.108) y sus respectivas de¡ivada,s con fórrnulas (1.107) y (1.i09). tr

Hacemos notar que para funciones p y q tanto reales como complejas la
condición de dicotomía (1.104) siempre se verifica porque usando (1.103) la
función q2 se puede reescribir como (1 + o(1))t/z cuando f --- oo.

En 1o que sigue mostraremos solamente las funciones p y q del Ejemplo 1.5.2

bajo las condiciones impuestas en el Teorema 1.5.3.

E.iemplo 1.5.4. En 1a ecuación (1.20) sean

p(t) : 1, q(r) : úr3(¿)e(?r(ú))

con ú firnción real y nunca cero en [a6,co). con primeras clerrivadas a]¡sohr-

ramente continuas y'B > 0 una constanie. Se mantienen condiciones (1.95)

y (1.97) necesarias para clue á -- 0 cuando ú -* co. Suponelllos que

t-!'lt): o ({v,'(¿)}')

v condición de integrabiliclad (1.99) es remplazado por

,¡a/z (E-tlzd)2'" € trl(a6, oo) ( 1.110)
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para algún ?¿ € (1,2], debido a m-condición de integrabilidad (1.105) dei
Teorema 1.5.3.

Se expondrán los mismos casos particulares de la función ty' del Ejempto
1.5.2, los que serán a¡ralizados bajo el nuevo Teorema 1.5.3.
Sea l(t) : t1 . De las condiciones (1.95), (1.97), (1.98) y (1.110) se obtienen
ias expresiones

v

De la penúltima inecuación tenemos que en (1.t1t) la va¡iable zn tiene clue
ser lo adecuadamente grande para que el sistema (1.79) tenga, solución segÍrn
el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner. Esto se puede ver mejor reesc¡ibiendo
(1.111) como

\2^ tl (1^g^,+ t) > z-i.
\r /

Veamos clue ocurre cuando

ú,(¿) : exp (ú1)

Por (1.95) y (t.97) tenemos que 7 > 0y 0 > Z. De (1.110) se deduce que

^ (B \ 4,^l;-r),í.(1<m<2)
Como B > 2 esto nos dice qe B 12 > 1, entonces para rn suf,cientemente
grande el sistema (1.79) tendrá soluciones de la forma mostradas en el Teo-
rema 1.5.3.
Finalmente, si

tb(t) : (tnt)^l

entonces todas ias condiciones se reducen a clue J > 0. Además, Ia variación
de la función q(f) para esta q, es muy lenta..

EI riltimo teorema de esta sección es ei resultado de aplicar eI Teorema
1.1.3 al sistema ( 1.79).

Teorema 1.á.5. Sean p(t.\ y q(t) funci,ones rrun ca nulas, de r,gual slgrto y
con prirneras d,eriuadas absolutamente continuas en [b, co). Supongamos que

o.r.?*t
,*(+*,-r) ,**i, (1< rn<2). (1. 111)

..-+ o (ú..- oo), á: iffrr,or,,, (1.112)
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(1.113)

s't' ademó's' 
n" 

{1a; - .i)' 
-} 

(1.114)

tíene'un soLo signo en fb, co)' drtnde q2 y r) están dados por (1 S:l) y (l 85)

Entonces la ecu'ación, (1.20) t'iene soLuciottes r¡(t) y q(t) taLes rlue'

jr1(¿) : {L + o(r)} (1+ rz1(t)) (r +.11t¡)-} (pq)-l(rl

I r' /q I /fq \', ( n',,)')'r)
"'rt I ('i,-ro\t":, ),l,*

\r'u \t, '- \ /Y k./ / I

pr',(t1 - {r + o(r)} (1 - al(r)) (l +,11r;)-} 1rn;11t¡ x

"* (/'(;-* (#)'- i(#;)'),

¡:(¿) - it + o(r)) (1 - o1(/t) (r +,,i{l;-l (pq) i(/) x
/,

.., l/,¡a_f lzi_), ,(,,,-).) ,,),,,,""\/,\, ro\Prl t\t-h-)/ /
pr'"(t) : it n rlt¡1(r + a1(r)) (r + ollt¡) i 1ro¡i1r¡ x

,r)

.* (/' (;. * (9)'- i (#;)")',.),' ',u,

De¡rLr.¡st|u,i:iót¡,. -\plicaL.emos el TcoLc[r¿ 1.i.3 de East]ranr a1 srstr-'nL¡r iL 79 l.

,\otamos rlLe cle (1.83) r' (1 35) se tiene c¡tc

;:; (Éh')in"¡'"'
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y además usando Ia transibrm¿ción (1.38) se oblienc

ót

l"-l*(;),',1 o' : 
lo*

: t,*

(trHA rn n)-','l@ t p)' /' d t

(ffi;¡1"
por 1o tanto, de esta igualdad de integrales inflnitas se ve que las condiciones
(1.tt) y (1.12) del Teorema 1.1.3 son satisfechas por (1.112) y (1.113).

Sean

t-tt : -pz + @3 r3)'/' y tr, : -pz - (qZ - rZ)'/',

Ios valores propios de Ia matriz .l\z -f Rz, entonces

R"{¡,, - ttz} :2He 
{{r:, - ,il','\

De esta manera (1.114) es Ia condición de dicotomía según (i.7). Como se

satisfacen 1as condiciones del Teorema 1.1.3, existen soluciones Y:.¡(s) (fu :
f ,2) del sistema (1.79) de 1a forma

\./ t^\ ,- / f" \r::,r(s) : ter + o(1)) *o (/" u*@t,10 ) 
.

Tomando ,k : 1 se tiene

%,r(s) : {e, + o(1)} *, (l' l-.0,@) + (t3 -,3)'/' r"l] a")

De las definiciones (1.82),(1.83) V (1.8a), se ve clue

yz,\s)-{e -oqi¡}*,(/' [-, +'(t,-0,, (ft)') 
-] 

,,)

Usando (1.38), (1.71) y (l.ai; en la integral del término exponencial de la
solución Y2.1 se obtiene

[_rel a,,,\._ f q t (tpq¡'\! / 4_)')' ,,J - 4i r+E-\r**\ * i -\r*,i7 
7

=ln(pq)-i,(¿) rln(r +ai¡ r2,,. ' t (q ' t /(i'o)'¡'- 1.,,0'-,,)')'"r,'t'trJ 
U'*\psi -\'2"*'") ) ''
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Entonces, Ia solución Y2,1 escrita en la variable f es

Yz,t(t) : {e1 + ol1)} (t + al)-'l2 (pq)-'tn *

( r' /q .- t ((Pq)'\' -! ( o' " "' \
*,U'(r.nl, * / -a\r-?) ) -)

De manera análoga obtenemos ia siguiente expresión para 1a solución cuando
L-'

Yr,r(t) : {er + o(1)}(r + a1) ttz('pq)-1/4 x

.*,(- ['(g-] (vor\'-!( h' \'\'"0,). (1.117)"*'\ J, \t-ro\ pq ) -a¡m1 ¡ "') \rar'/

Usando 1a transformación (1.75) tenemos que las coordenadas z(t) y o(f) del

vector solución Yr,r(t) están dadas por

u(t) : {1+o(r)}(pq)-v'(r)(1 +ol)-'/'1t¡ *
/.r/

*, (/' (;. (#)' lr+ll"') *)
v

u(r) : {1 +o(t)}(pq)-1/a(¿)01(1+ n!)-'t'1t¡ "

*, (/' (; - (#)' [(+-l'] 
")')

Finalrnente por (i.25), (L.22) y (1.24), se obtiene la solución r1(f) de la

ecuación (1.20)

11(r; : {1+ o(1)} (1+ r¿r(,)) (r + ollt;)-'l' (.pq)-'t^(t) x

/.1 , tt -t¡2 1/ 
^, '2\l' \

..0 (/'(;- ,, (Y)' -\(:") ) ")
v

p:,',(t) : {r + o(r)} (i - ai(t)) (r + ollt¡)-'l'(pq)'/'(¿) ,
/

"., (/'(;.,: t#|- i(#;)')'" *)
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L¿ soluciórr z2(l) se obtiene de fbrrna similar, a partir de Ia sohición Y2.2(f)

en (1.117) y devolviéndose vía (1.75) y (1.24) para obtener las expresiones
(t.rt5) y (1.116).

Por (1.83) y (t.84) se tiene que

/
(qi - ,',)'/' : I t* h' +: ( -!- hbl-"'\'\'''

\ ='"'" / /
/ , ,, .2\: (r- oz1rr')(t++(=-:=r tqlp)-,/,) ).' \ 4\(1-rh2)3/2\att ) )

Entonces, por (1.74) y (1.112) el término (qZ - ri)'l'se puede escribir co¡no
1 + o(1). Por Io tanto, la condición de dicotomía (i.114) es satisfecha para
los p y q clue toman valores reales y complejos.

A continuación, aplicaremos al Ejemplo 1.5.2 las nuevas condiciones del Teo-
rema 1.5.5.

Ejemplo 1.5.6. En la ecuación (1.20) sean

p(t) : t, q(t): úP@s(ú(t)),

con I función real y nunca cero en la6,co), con primeras derivadas absolu-
tamente continuas y 13 > 0 es una constante. Las condiciones (1.95) V (i.97)
se mantienen y agregamos la condición

ú(")(ú) : o ({1/,(¿)}") (n:2,3). (1.118)

cuando I ---+ oc. Por (1.7a) h función ñ(f) - 0 y junto a la condición de
integrabilidad (1-113) se tiene clue

úPt2 (ú-ol2ú,)3 e 11(a6, oo). (1.1ie)

Analiza¡emos los mismos casos de la función rp tratados en el Ejernplo 1.5.2.

Si i2(i) : ¿7, entonces las condiciones (i.95) y (1.97) entregan 1a relació¡r

3't0<?< 2 +1.

Por (1.i18) y condición de integrabitidad (i.119) se llega a que

,(+ -t - ^,), f, *t (1.120)
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Observamos clue Ia inecuación (1.120) resulta de tomar el valor r¿ :312 en la

condición (1.i11) del Ejemplo 1.5.4. Notamos que condición (1.111) es mejor

que la (1.120), porclue mientras mayor sea el número que mutiplique el lado

izquierdo de la desigualdad, hay más posibilidades de encontrar constantes

13 y I qre satisfagan la relación.
Otro caso particular que analizado, se presenta cuando

r/(f) : exp(/1).

Las condiciones mostradas al comienzo de este ejemplo se reducen a ? > 0

y B > 3. Si comparamos con los resultados obtenidos en el Ejemplo 1.5 2 se

deduce que el Teorema 1.5.5 mejora las condiciones del Teorema 1.5.1.

Finalmente, para,y'(t) : (1nú)1 se tiene clue ? > 0. Esla condicrón es Ia

misma clue Ia del Ejemplo 1.5.4.

1.6. Perturbación Tendiendo a una Constan-
te

En Ia sección anterior sobre Segunda Diagonalización, consideramos la

situación cuando los valores propios (ql'il'/' d" la matriz diagonal original

de1 sistema (1.23) eran grandes comparada a la perturbaciót (pq)' fpq cnar,do

¿ , oc, es decir, cua¡do 1¿ función /¿ tende a cero a medida que ¿ crece'

Ahora, veremos un caso de borde donde (qlp)tlz y (pd'lpq tienen tamaños

comparables cuando ú -- oo. Este hecho se expresa por la condición

@d'lp,t: kld't' (o + d),

donde p es urra función que tiende a cero cuando Ú es grande y a es una

constante.

Consideremos el sistema

-1 1

1 -1Y(r) : i( ;
0

-1 ))n,',)*nr,l (
(1 121)

donde

^:'r(Y-) 
(qtp)-'/' (1.122)
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Denota¡¡ios a Ia matriz diagonal de este sistema por

, lt o \
"o:\o -r/

y a la matriz no diagonal por

Eo: á(s) ( ;, _,, )

ñ(s):an41"¡

17

Suponemos que

(1.123)
con o una constante y / es una función tal que

"§d(,): o. G.124)
A continuación damos un ejemplo de una función á cte la fbrma (1.123).

l§[i:.a1.1]. 
Supongamos que los coefrcien tes p y q de la ecr-ración (1.20)

p(t) : Ate erp (fa), q(t) : B¡t 
"*o¡¡,r1

donde p,7,4 son constantes reales, 4 > 0 y á, B son constantes. Si además,

'Y-0:2(n-t), (1.125)

entonces (t.lZe) es

h(t) = i (X)-"' 
"-'-'''-u)/'z 

(03 + ^/)rn + 2n)

y usando (1.125) se sigue que

":!"(+\"' , ó(,): f+)"'(3+1)r-,,J\B/ \Bi 4

En la sección anterior se tecesitó clue ñ ---+ 0, en cambio ahora tratamos elcaso cuando á tiende ¿ una constante no nula cuanclo t es grande. Entonces,¡eescribiendo ei sistema (1.121) usando (1.123) se l;;;;
.. (/t-a 

" \ -/ _r 1 \1.r(') : t\ o -r - o )*o ( i' -', ),|v(s) (r.126)
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donde / t \
C:( L-u ' 

'l

\ o -1-")
es una matriz constante no diagonal y

a:,( -r 1 \.'\ i -t)
Como la matriz (7.127) no es diagonal, los tres teoremas mostrados en Ia
sección 1.1 no pueden ser aplicados al sistema (1.126), por lo que se tendrá que
diagonalizar esta matriz. Sean

u1 : -e + (1 + cr\t/2 y uz: -a - (7 + a2¡t/z (1.129)

Ios valores propios de C y sea

P:( d -a \
1-r"-(1 -o1¡s/z 1-(l+ o'1v' ) 

(1 130)

la matriz no singular cuando o * 0 y a' f -1, cuyas columnas son 1os

vectores propios de ¡/k. Entonces,

(1.127)

(1.128)

(1.131)

(1.132)

D : p-tCp: diag{¿,r, yz}.

La sustitución
Y_PU

transforma (1.126) en un sistema del tipo (1.23)

u : { o + P 'iiP\ u.tl
donde

(1.133)

p tap:- -!-( 
* -o.(t+."2\t/2 1+tI+o2)vr 

" ).,.134)o(Ia6:z;tr: \ t+1t-o';'/' -or o(1 +oz1t':7 \¡ ru:/

Redistribu¡rendo términos en (1.133), sumando los términos diagonaJes de
(1.13a) a la matriz (1.131). es posible reescribi¡ la matriz del sistema como
suma de una matriz diagonal y nna matriz antidiagonal. Se obliene

rTis; - {Á,1,i + Á'1s¡} u1s¡.

Ár : diag{vr - Qt,uz - Qz},

(1.135)

(1. 136)

dolde
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con

D -a (-o -'l-"rl -) 
', ," :,., /o-rl -o-r'1Yr -\ .l n,t. ) '!--u \ I _,r"_,r- )

v
. A / 0 t- l-o.,, \H' .-_ ',l " L rl.l3sro l_nrr_\ _l ,l-or.l. U )

Como el sistema (1. 135) es de I¿r r¡risma fbrma clue e1 sisterna (1.26) . pocle
rnos aplicar los Teoremas de Levinson. de H¿.Lltrlan-Wintner y de Easth¿,r.rrr.
\lost¡aremos los resultados oblenrclos en 1a siguiente seccióri.

1.6.1. Fórmulas asintóticas de la ecuación de segundo
orden según el método Perturbación Tendiendo
a una Constante.

Teorerna L.6.2. Sean p(l) t; t;(t¡ JLt:rtc.iones no n,ul,as ,y cuyas yr-irrtern,s tleriL,udu.s
st¡tt, ubsoluiarnentr: contintLo,s r:rz ló. :o).
Seu

ñ(;) : o 1 oi")
rl,onde Lo, Jnncíó¡t h está dada ¡tor (1. 122) , a es ,Lr¡¡,a consto,t¡,te, no nu,lu, tul t¡tt:
a) + I y q es unl, .frnt ci;ón qrLe satisJau-.

(1.137)

(1 i3e)

( 1. r40)

(1.111)

'!)

S Ltpongamls L1'tu,.

..t11o(s) 
: o

o(r ) e I-t(a, m).

R.f . '','-( ' \ I' 1. \ t n-1r) '' l
tiene un soLo signo en fa, rn) .

Entonces. la ecuac,ión (1.20) ti,ene- solttc,iones r1(t) y r2ft) de la.form,a

11(t) - {t + o(t)} (-t +.'' + (i + a':)1/,) hq)-1l1+'(¿)

, "*, (1, + ,,') '/' 
lr' trtrl','flo,) ,

pr',(t) : {r+o(r)} (r+a- (t+a:;'r') @d,t,*.(t)

* 
"*o (1, + n )-'t' lu'lo/e)tt,¡)c;r)
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r,(t) : {1 +o(1)} (t - a + (t + "')'t') (pq)-ttn-'(t)

* *, (- ¡ + o'1-'/' 
fo' 

@¡dt/'z?)d'r) 0.142)

p",(t) : -ii +o(t)) (t +a+ (t + a2¡rr'¡ @q)'/n-"(t)

* *, (- ¡ + o'¡-'/' fu'((tldt/')O)dr), (1.143)

donde

":1/ " \" 4 \(1 + a2)t/2 )'
(1.144)

Demostrac'ión. Aplicaremos el Teorema 1.1.1 de Levinson al sistema (1.135).
De (1.136), (1.129) y (1.137) se tiene

Re{(22 - pz) - (ut-p,)} : zne{fr * azlttz. (u#¡y,) r}
entonces por (1.141) se tiene condición de dicotomía según (1.7). Además.
de (1.138) y (1.1+0) se satisface condición de integrabilidad (1.5). Luego, las
condrciones del Teorema 1.1.1 de Levinson son satisfechas y existen soluciones
U ¡(s) (h: 1, 2) del sistema (1.135) de Ia forma

ur(s) : {,0 + ,(r)} "*, (1," v-- or)(\) as) . (1.r4s)

Por (1.38) tenemos que Ia solución U1 escrita en Ia variable f es

u1(r) : {e,+or1)} exp((-. *,r+o:)I/:) I,' ( O#*)oro,, ",,,a,).
(1.146)

Desarrollando la integral del factor exponencial, usando (1.123) y (1.122), se

tiene que

f' / o \ ft /, o l¡ \
¿ ['- ¡t+a,,)lllp)''dt:i, ('- (r+a,r)L: - U;A¡,a)Qlp\''J:

r' / o \ /ptt2d,_!( ,,_\ f'q4'r1r {r.ll7r=/, (t+ ¡*".¡n)«' l\(1-r az)t/!) Jb pq

Entonces, si reemplazamos (1.1a7) en (1.146) nos clueda

[ ¡rt;: {e, * o(l }(pq)-rl{-'1ty "*p 
(1r t o,)-"' ['¡q¡p¡r/2¡4ar\ (r.t]8,-\' ' Jt" )
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donde
Il a \'- a \o +aIzi

Usando (1.130) y (1.132) se deduce que las coordenadas z1(ú) y u1(t) de y1(f)
son

u1(r) : { r + o(1)} a(pq)-t/a-',,1 
"*o 

( ¡, - or) "' [' hlolr,r¡) ,,r\'\' Jo-' )
ut(t) - o(1) (-1 +(1 +02)1/2)(pq)-rtn*"(t)

/ ,n tt \
x exp ( (t + o'\ "' I qqlflll'1r)arl .U Jt"' )

Finalmente por (1.25), Q.2a) y el vector X en (1.22), se obtienen las siguien_
tes fórmulas para 11(t) y W\(t)

rlt) : {1 + o(1)} (o - 1+ (1+ d\112) @q)-r/u*"(t)

,.*o (1, - o.)-,,, ['{r/o),,rrr)or\\ Jt )
pt\(t) : o(1) (o + i - (1+ a\L/2) (,pq)t/4+"(t)

, .*o (1, - o,)-''' 
lo' roln,, "ot a,) .

De manera análoga, reemplazando y2 - g2 en (1.14b), declucimos 1os re_
sultados para k:2. Luego, Ia solución q(t) de la ecuación (1.20) está dada
por (i.f+Z) y la fórmula de px,r(t) es (1.143). u

Teorema t.6.3. S ean p(t) A qft) func,iones ,r¿o nulas y que ti,enert primeras
d,eriu ad,as ab s o Lutamente cont inuas en lb, a) .

Sea

h:a+ó
d,onde la función h está d,ada por (1.122). a es una constante no nula tal
que a2 f 16 y Q es una Junc.ión que satisface (1 12lt) S.uponen.tos q.ue p(ffa
I <m, 12

o(s) e I- (a, oc).

S'uporr,gamos que enste d > 0 tal q,ue

(1.14e )

45

lo.{tr* o')'t'+#} > d (i.150)
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en la,x).
Entonces, la ecuación (1.20) tiene soluciones x/t) y r2(t) d,e la forma

r2(t) :

eq(t) :

donde
ll a \

":+(rra^"-)
Demostractón. Aplicarenros el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner al sistema
(1.135). De (1.136), (1.129) y (1.137), tenemos que (1.150) es la condición
(1.8) en e1 Teorema 1.1.2. Además, por (1.138) tenemos que la condición (1.9)
se satisface por (1.149) para 1 < rz¿ ( 2. Entonces se sigue por el Teorema
1.1.2 que hay soluciones Ux & :1,2) del sistema (1.135) de la forma

ui{s): {.. + o( 1)} exp ( [" rr^.-po)(rr¿.).
\Ja /

donde z¡ y pa están dados por (1.129) y (i.137), respectivamente, Notamos
clue las soluciones Ur son iguales a (1.145), luego 1as soluciones 11(ú) y zr(f)
de la ecuación (1.20) se obtienen cle la misma forma que en la demostración
del Teorem¿ 1.6.2.

r/t) : {t+o(t)}(-t+a+ (1 + a211/2¡7pq¡-t/t+"¡¿¡

,.*, ({r + a2)-1/2 
l,' {rld,,,t ) o,),

pr'r(t) : {1 + o(1)}(1 + o - (1 + a2)t/2¡¡pq¡tl4+"1t1

" "*o ({r + a2)-1/2 
lu' 

trld','{i o,)

{t + o(t)}(t - a + (1 + a2¡t/2¡¡pq7-1t4-" ¡t¡

, .*o (-1, + o\-'n 
fo' 

elo¡tt'z¡l ar)

{1 + o(t)}(-r - a - (1 + a\1t\@d114-"(t)

* u*, (-1, * a21-r/z¡ 
lo' 

{rld','ti o,) .

Teorema L.6.4. Sean p(t) a q(t) funciones no nulas con primeras rle-riuo.do,s

absol'utamente continu,as en lb, a:) y

h =' (Q!\ ((t/d-'\/).
1\ pq ) "'"
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Escnbimos 
h:a+e

donde a es una constante no nula y $ es una funci,ón que satisface las cond,i_
ciones

J:1gd(s) 
: o (1.i51)

' f,(s) e ^11(o, oo). (1.152)

Suponemos que

Re{(l+ n'G))'/'} (1.158)

t'iene un solo signo en [a, a), donrle

, - + (@q\ (r r54)4\Pq /
Entonces, la ecuac,ión (1.p0) tiene soluciones r1(t) y r2(t) tales que

zr (¿) : {1 + o(r)} (_r + o + (t + a2)tt2) @q)-rtn*o(t)

. *, (1 l,' (Y) o x,(:,)d,) , (1 155)

pr\(t) : {t + o(1)} (r + c, - (1+ or)r/2) @q)rtr*o(t)
ll lt / (nn\'\ \

'""0 (a J, \ * )(r) 
K,(r)dr 

) 
. (i.i56)

u(t) : {t +o(t)} (t - a+ (r + ci)t/2) @q)-rtn*o(t)
/ 1 t'l tpa)'\ \x exn (-¡ J, \; )(a 

Kó(r)dr ). (i I57)

nr'r(t¡ : {r +o(r)i (-t - "- (t +ar¡rlz¡ (pq)r/n*o(t)

.*o(-i l,'(;,':)',Krildr) (, r58)

donde

K"= #,o,or)
,a

a t1tt- 
160-r)r r

Dern ostración. La matr.iz Áo(r) + Ru(r) del sistema (1.i21) tiene valores pro-
pios

tq:_h+(1 +ñ2)1/2 y fit:_h_(1 +ñr¡rrr. (1.159)
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Como

'\o l Ro: D P tRP

por propiedad de 1os deterniinantes se tierre rlue ¿l1 y ir.2 en (1.159) también
son valores propios de la matriz D + P litP en el sistenia (1.133).
Si

Relpl ¡t,f - 2Re{rL -1,.¡"}
eniorrces (1.153) es la condición dc clicotomía según (1.7) en cl Teorena 1.1.1
de Levinson. De l¿¡s marricr:s (1.131) ¡,'(1.134) se deduce clue (1.t51)1,(1.f 52)
son las condiciones (1.11) y (1.i2) del Teorema 1.1.3 de Eastham. Entonces.
las condiciones del Teo¡ema 1.1.3 son satisféchas por (1.133) lo c¡te perrnitc
que hayan soluciones l-lo(s) pa.ra A : 1,2 dc Ia form¿r

t;(s) : {er +o(1)} "*1, 
( / r,,1.rao) .

\./, /
Por (1.122) 1." (1.123) se ¡eescr.ibe !,¡ como

tt\ - -1, ¡- (l-ht) '

\P'l\'^ t'( : I 

"''\p¡ lt" t-,'lil lt'/':"'-'. 
J

'!"t ,( l

i ''' t ,=i ru'.ri' '"' ,|'-"'
Eutonces, por (1.160) y (1.38). L:L sohirriól LIr se recs(ilibe coÍlo

t,'r (¿) : {¿, -¡ o(r)} (pr7)-.1ir(t) x
/ , -.,, , \.,,,f /'!(,_1'\,( rc,,.(t "_)') ,)'\Jr'r\i'vr \ \ ' /

Si al integlancio del Iactor exponclcial 1c surlanos \. i.esta¡los el térnilio
(1+ 16¿i 2)','1, exp,rn.li,rrdo lnego cn 1;otr:rrciirs clc cr hasta d2 se tiene

{i.16,,'r. ,r) ) L I,,,, .0..',r-\'

rI.-,r,,, -,. - l¡ L- l';^ -.- -'l *u ' \' I

L' n.- l'i iu"-i

: ,trlü,,')r- (t---Ú'-- l^' : I
i-Ll . -() \J Il -ll-L' I

L6n 3g 
^, 2: -(1-;;'^ r o o¿t+(t i L6a'?¡'/2 (1.161)
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De (1.161) se sigue que

u,(t): {e1+ o(t))(pq)t/a+d(r)exp (i l,' (Y-) () N6@ ar) ,

donde

,. -76a-3E 1 .K, : ffi +o(ó,) y d : ;11 + 16o,¡'/'.
(1 + rba-"J

Usando la sustitución (t.t32) y la matriz (1.130), se deduce que las coorde-
na.d as z1 y u1 del vector Y1(f) son

u1(¿) : {1 + o(1)}a (pq) ,/n*o(t) *, (i I,' H") i) K61r) d,)

?,1(¿) : i1 +o(1))(-r + (1 +a'z)1/2)0rd-|14+d(t)
/l ft / tool'\ \

x exl (a /, (; ) tn x"(r) ar 
) '

Finalmente, de (1.25), (t.22) y (t.24) obtenemos (1.155) y (1.156) y de ma
nera similar se obtienen las fórmulas para k : 2, (I.157) y (1.158). n

La condición (1.153) en el Teorema 1.6.4 es claramente satisfecha cuando
p y g son funciones con valores reales. Ahora, si h: (72$' l$pt/2 q3/2) totta
valores complejos, entonces por (1.151) se tiene

Re{ (r + ,,t¡1/2¡ : Re{(1 + d2 + o(r\1t2},

razón por 1o cual siempre se satisface (1.153).



Capítulo 2

Desacoplamiento

2.7. Introducción
Considerenlos la ecrLación ditelencial de segrLrrdo orden

{p(i):r'(r)}' ct(|r¡t¡ - o. (2 i)

En 1¿ secciórr 1.2. ris¿ndo (t.2a) y (1.25) se tlarrsfb¡nró el "istena (1.21)
¡rsociaclo ir l¿r ecuación i2.1) en el sisrcrna

y'r¡,:{[ 'r u -t' "r' o \ /o L\] '

f \ 0 ,p,tl,, r\t) ")(- ;;1,i'
rf oncle 

('2'2)

" - ! (tPqt\
- t\. pq )'

Denotalios por

.\r(¿) : (q/p)','r(r) -?(¿) y l.(¿) --ktlilrt.(t) ,(¿)

¿ los valoles propios de la rnatriz cliagonal

I t ,l u \
\ ¡ tp. ,,. , ,.)

dt'l sistenra i2.2 J.

La ¡ r ¿rrrsfbrrlación
Z : \. e._ t,.\,,(r ,r" (A : 1. 2I i2. i l

perllite exlrlesal el -sisteüta i2.2) en I¿ iblm¿r

Z'(t') - {(,\ti t) - )a(¿)Ir) -" iltt\i)} Z(t). t2;l
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donde
Á1r; =,t,1r¡ - )a(¿)¡ (2 6)

es una matriz diagonal. 12 es la mattiz idenlidad clc tamaño 2 x 21,

/?11i1:.1¿'r?:) Q7)\1u,/
Considerernos la malriz diagonal

q/(r) : exp [f .,,,r,] (2 E)

clLrepar¿rA-1es

/t u \,¡,r¡l:l ,, t, , I\ {) erp Ij,;t.r t" \ r-)lJ.) /
y 1rara. A : 2 toma 1a lbrlria

't",: (".1' (1 1r' '' \ ' I'l') o \
\ 0 ))

t a,l c1ue,

{,/(¿) : Á(¿){/(r).

P¿rra cada. A. deliriinios

'D1t,(t.) : Rei.\;(r) - )o(r)) (2 e)

Se¿ A : {1.2} fijo I srlpong¿nos c¡Le cada j - 1.2 per¡eltece a rur¿r cli: l¡rs
dos clases I11 ¡- 112. cloldc

It
J € t[t ri / f,¡rs)ds - ¡c t,,.rando I - ¡c )'

Ja
it'
/ .n, /. /i ,,'1. /1 ,,.,-r rt.:, \' r_ _': u t. rr
t,

t!:
.¡ - ll. -i I 1... -,i.- /i ,'.,7- - ' u r'/r , .r,.,. -.1.

.l 7

De lcis conjrLntos de ínciices II1 y I12 r,lr:iinirlos segírn (2.10) r'i?.11; r'espe¡ti
\:¡.Lu1eritc. escL ibintos

t!: t!, ¡ i}r, q2.121
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donde 1as matrices diagonales itrri y ü2 contienen las columnas de ü con índice
j pertenecientes a 111 y 112, respectivamente, y las restantes son columnas de
ceros. Por lo tanto, para j : 1,2 se tiene que

úi : Áu,i.

Para encontrar una solución asintótica de (2.1), buscamos una solución rp¿

de (2.5) como solución de la ecuación integral

It t*
pk(t) -- ek + / trr(¿){/ '(r)R(r),po(, )d, - I vz{¿)ü-'(r)R(r)g¡(r)dr

Jh Jt 
(2. 13)

para /¿ : 1,2 y donde e& es el vector columna con todas las componentes nulas
excepto 1a k-ésima la cual es 1. No es difícil verificar que pr es efectiva¡nente
solución de (2.5), es decir,

52

2.2. Buscando el desacoplamiento
Ahora, demostraren-ros que la solución del sistema (2.5) está dada por

(2.13) y en esta sección nos ocuparemos de representar esta soiución en form¿
desacoplada. Todas las fórmulas posibles de Ia solución gk se presentan más

abajo separadas en tres casos. Estas divisiones dependen del comportamiento
de Ia integral

¡l
I D:tl") ds (f .-- m).

Jo

donde 221(f) : Re{}z(¿) I,(¿)}.

Observación 2.2.1 . En lo qr.re sigue

]
--:1, ¡ ¡ r _ rP-.110. ¡ 1 , _ r.

CASO 1: Suponemos primero que

.t
I Dztls\ds _- -cc (t - cc).I "'

Jt)

{,t+a,},r*

efi(to,t,): "", (* f 
't^,{,) - )j(s)lds)

(2.11)
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es decir, j :2 e fir. Obse
E"r.;;;., p". i;i I riiiil Iffi ,:lT|,f:,:: í t :;J;.:",.T"1,,, )

*,=19 o ), v,-("i,(to.rr o\ /10\.\0e!,(tr,r\1 
\ 0 0/:(é;)

AsÍ,

ú1(l) ú-1(r) : ('ntá' '' 
"r*|,,n)

(o o \
( o .r,(r.,¿l /
.r(.,4 (3 ?)

v

. 
úz(¿)ü-,(r): (; ;¡("n,f ,, 

"rJlo,., ): (¿ S)Luego, para k : 1, usando_la mairiz (2.7) y romand o et : (u1.u2).escribimos ia ecuación integral (2.J3) ;;;;:;;:, ""'

(::[i]) ( á) . /,,' r,u,. 
. 
,, ( ,,!G) 

,,,1,) 
) (";[:)) -

_ 
/,* r,u,,*._,(., ( ,,,?,, 

,,,J,, 
) (::[:]) r, 

,

: ( 
{l : /"' !.2 .,¡t .,,) 

( ,,,?.,' ',,r'i ¡ 
'(i:,¡..,¡ 

o.

- l,* (¿ S) ( ,,1,r ''o(',) (;l;l )'0,' 
" ' '

( il I .[^( "r,n,!,,,,,., B) (::i]) -
- l,* (B ",Í, ) (::[i]),,
( á ) . I,' ( "r,n,ü,0,,e),,,(,)) 

* - l,* ¡,.o,,{n ) a,.
Entonces, las coordenadas u1 y u2 de p1 l,erifican

ur(¿) : i - fr* rr2(r)uz(r)dr

v
(2.1ó)

(2.16)
urí) = 

1,"' 
,lr{r,t)r2y(r).u1(r) d,r,
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donde ej,(r, ú) : 
"xp (t:f^, -)1)(s) ds).

Reemplazando (2.i5) en (2.16), y viceversa,
sacoplado:

ut(t)

uz(t)

54

obtenemos el sistema de_

(2.17)
t - l*,ot,l (/,"' "rU",r)r21(s)2,1(s) ar) a,,

Jr"'[',(',t)r2¡(r) dr

- 
.1,"' "{,{,,r¡,,,G) (f,*,,,q,¡u21"¡as) ar.

Ahora, para É = 2 los índices 7 : 1, 2 pertenece n a H2t yaque, por (2. 14)se riene. para j : 1. ia siruación ,t;il;;"(.ilii."marrices ú, ti = r, i) ",á, dadas por ,!, : 0 ; *,: ?:.Í:iU 
y (2 r2), Jas

vz(r)Ú-r(r) : (1','{:' 
^'ilr?,,'r 

)(''"f'') ,;,r",,,)
_ /efr(r,r) 0\

\ 0 t).

"1[""tt"*1'' 
*'ución rp2 con coordenadas ul y u2 se esc¡ibe en forma vectorial

/,,(¡) \ /o\ ,\",Ít) = \l)-J, {,2*)\tr-1(r)("1,", ,,d,., )(::l:l\*
= ( ?) /:1",:r ,, 

l) ( ,,?., 
.,,'{\-'(' 

::(;l),.: /o\ t= \i )- J, ( ,,,?,, 
e!(r'/)r'¡rz) 

) (:lf:l )r./o\ t* )-.',-',, , / \4.)\r) /: ( i) - l,* ("rt';,',;i,,1,,,,i,,n,) o,

Entonces.

,r(t):-/ 
"!r(r,t)r12(r\,,t2(r)dr (2.1s)

v

,:2(t):1- 
l,* r2¡(r).1(r)ctr, 

(2.1g)
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donde e[(r, ú) : u"p (f 1,1, - )r)(s) ds).

o. I?T,ot"'"'do 
(2'i8) en (2.19), y viceversa, obrenemos la forma desacopla-

,r,(t)

,r(t)

CASO 2: Supongamos que

l 'rr1"¡a" - co (l ---+ 6o).

: - /,* "i'G't)"'(r)d'
* /,* ̂

"üO 
ü,,rÍ) (f,* ,zt(s),t(s)as) ar,

: 
'n .[,* "'(l (f* "1,a,,),,,(,),,(,)'a") d,.

(¿ ) f,* 't ,¡t)w-'\,, ( 
",?., 

',,J', ) ( i,,li) *

I : ] /:l¿ ";,,0. ,,) (.,,0,., " Í'') (::';)),,
(J)- f,-(,;,,,l,,,,,, ''o''' )(;lll ¡r.

u1Q):1-f, rtz(r)uz(r1d,r (2.22)

ur(t) : - f, "!r(r,t)r21(r)u1(r) dr, (2.23)

(2.20)

(2.21)

De esta manera, si É : 1 el valor;- : 2 satisface ja condición (2.1i). por (2.g)v (2-12),las marrices v¡ (i: t,i)."" v, :Jr'i{§. ," esta manera,

üz(r)i!-i(r) = ( ';t¡'ur ,n,?0.,, ) ( "r,;, 
,, 

";,t,0..., )
(á 

"*,',,, )

.l'::ffi: :;:f :,JXI. 
t'' z (2'7) 

' 
ta sotrción 

'p1 de ra ecuación integrar (2. 13)

Así,

-v
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dunrlc,l, . ,/r-ntlr (l rl,- \ ,r.. ,/.).)

Reemplazancio (2.22) en (2.23), ¡,' viceversa.
sacoplado:

oblenerlos el sisterna cie

Ahora, para ft : 2, ¿. (2.21) sr: <leduce c¡re 7 : 1 l¡ertenece a 111. rnieltlas
que p¿r-a j - 2 terremos r¡Le se satisfacc (2.11). Eritorces. por (2.8) 1. (2.12).
las natrices q/i (j : 1.2) están dirdzrs por

?)

ú1(l) ú t(r) t)\
,.)2\tr. T )

rlr.z (/) ú r(r)
?)

Entonces. la solución 92 toma 1a siguiente forma

' 
* l,*' "'.', (.1, e;l-'(s,r)r',1(s)u'1s¡as) a', Q21)

- lr* "rrrr. L)r'21i') d.r

* L* "!,,',u',,t.'l (.1, '1,(s)u2(s)as) dr-

(fi[,] ) : (?) * l'"r,,u* '(,) (,,1,; "'o(') ) (;;i;] )*
- l,* 

,n^r*-'(') ( ,.,1,¡ "'n(') ) (;l[;] )*: (?)-'f ('rr" 3)(.,1,; ',{', )(:;[;] ),.
- l,* (S ? ) ( ,,1'¡ "'J') ) (::.t;]) -

',':("1'';) 'n.:(3
Así,

- ('¡,/oi'u\( t','-\ u u/\ o

lI o\: tr-'.:(;'¿) ( t, O J

v

(l tr("'r :)=(:
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: (?) ./ ( S 
er'(r'r)r12(r) 

) (:li:] )*
- l,- (,,1,, 3 ) ( ::[;] )*

siendo K una constante. Luego, para k : 1,

a 1a clase 112.

Por (2.8) y (2.12).las matrices ü, (, : 1,2)

úr¡t;ú-Iir7 = ("'\ta'lr o

\ 0 elr1.t¡.r¡

(t o \- \0.;i.ir /

OI

: (?) * l'"("i't''t)'rv2(r)a2i)')r,- l,* (,,,,,i,,,,, )o'
Por lo tanto, Ias coordenadas de p2 sorr

),tt - I , :r.ltt.,1 -.r.-'¡.

*,1/J - I I r-¡1.)*,q-r'i-.

. / -,d,,r-,i.,1-1r.rl - e-;l (/_/\. \r\/.\rr'.).

Reemplazanclo (?.25) err (2.2ü), v vici:r.elsa. obt.crrr:rnos ei
sacoplado:

cr1(i) :

a2(t) :

CASO 3: -Ln cste ca,so suponenl.rs .lue

l"* o,,G)a"1. x,

(2 26)

sistema de-

l,""rr,.l)rr:(¡l al¡ -

.t",t^,.t1,,,t,¡ (.1, r.21(s)i,'1(s) a,) d,,

, - l,* ,,,r,, (l:ei(s. r)r 12(,s)i;2i";a,) a,.

los índi

sol ú1

\i.¡
/\

ces ,i : 1,2 pertenencen

:0yü::rI¡.Así.

\to.r) 0 \
O err\Ls, r) )
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Entonces, de Ia ecuación integral (2.13) 1a solución p1

ur (r) :

uz(t) :

como sigue

/ ,,(¿) \
\'r(¿) /

De esta ma.nera,

u1(t) : 1 - l, rnft)u2b) d,r (2.28)

v

ur(t): - f,* "[r(r,t)r2ylr)u1lr)dr, (2.2g)

clonde ef,(r, /) : exp (#f^, - .\1)(s)ds)

Reenrplazando (2.28) eu (2.29), y viceversa, obtenemos el sistema de-
sacoplado:

* 
,,,(,) (1,* ";,A,,1,"1(s)u1(s) 

ar) a,, (2.30)

( ¿ ) - f,* 
*,1'¡*-'¡', ( ,,,1., "'J'' ) (:;l:]) *

( á ) -/-( ¿ *to',,r ) (,,,0,",'"J'' ) ( ;;[:] )*
( ¿ ) - l,* ( "rn,lr,,(,) "'á') ) ( ;;[;i ) -
( ¿ ) - l,* ( ";,qi',i\i)ilil,n,) "

e)|lr,t )r21\r ) dr

/f* \
er+,(r. r)r'..:r{rr (rl r12(s)u2(s) a') dr.

,* l,
- I,*
*.[,*

58

: (u1, ur) se escribe

(2.8) v

)

Para fr : 2, los índices j : 1,2 pertenecen a Ia clase fI2. Por
(2.12), las rnatrices úr (, : 1.2) son !ú1 : 0 y ú, : !I¡. Así,

ür(rrü-t(¡r = ('i,\'olr o \/e1r(t¡r) o

\ o ej.,iro.rr /\ 0 e22(io.,)

: ("irtrlr 0\
\ 0 t)
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Entonces, la solución gz: (at,az) es

resultando,

a1(t) : - f ,* elr(,,t)rp(r)u2(r) dr

v
u2(t) : 1 - l,* rrr(r)rr(r) d,r,

donde er+r(r, f) : u"p (f 1,1, - .\r)(s) ds).

Reernplazando (2.3i) en (2.32), y viceversa, obtenemos el desacoplamien-

a1(t) : - l, elr(r,t)rtz(r)rir

[*- / r* \
- J, ei(r.t)rrz(r) (/ r,1(s\a1('\ds)dr.

u2(t¡ : t+ f , rzt(r)(/-r,,1";,,1rlar) a,. (2.33)

Notamos clue en cada uno de los tres casos presentados, los sistemas de.-

sacoplados de (u1, u2) y (at,..'z) tienen cierta simetría en sus términos, en-

contrando solo diferencia,s en los valores del lÍmite superior e inferior de Ias

integrales y de signo.

2.3. Sistema fundamental de soluciones

En Ia sección 2.2 supusimos que había trna solución g¡ de 1a ecuación
(2.1) de la forma (2.13). Plobaremos, a continuación, sri existencia a tlavés
de dos lemas que usarán ias fórmul¿s (2.17) y (2.20) obtenidas en el caso 1

al desacoplar el vector solución pr y p2 respectivamente. Observamos clue se

podrían usar las lórmulas obtenidas en los otros casos de la sección 2.2, pero
gracias a la simetrí¿ presente entre los distintos sistemas desa<:oplados de 1as

59

(:;lll ) : (?)-/-v,1t1v-',',(",,0,,, '''J'' )(;;[;l ),,
(?).' l,* (tt', ?) (",1., "'J"' ) (::l:l ),': ( ? ) 

* l,* (,,1o) "i'?'2"'(") ) ( ;;[;i )r.

(2.31)

(2.32)

to:
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soiuciones gt y g2 basta toma¡ 1as ecuaciones del primer caso.

Observación 2.3.1. En 1o que sigue se snprimir'á el signo f de los térrui¡ros
eizY eü Y

Lema 2.3.2. Suponga cl,ue las s,ígu.íentes Júnc,iones están bi.en d,efi,nidas y

Rr(t) : rp(t)L1(r21,t) e L1@ü, (2.34)

donde

L1(r21,t): ft ¡rr(s)e211s,t)ld,s. (2.3b)
Jto

Entonces etiste una soluc,ión gt: (u1,u2) de la ecuac,ión (p.S) tat que rnts
coordenad,as son de la forma

ur:1* r([* lR1(r)lar) (2.36)
\"/¿ /

v
u2:O(L7(r21,t)). (2.37)

Demostración. Se probará la existencia de 1a solución p1 usando aproxirna-
ciones sucesivas respecto de la primera coordenada ul.
Sea u!(ú) :0. Por (2.17) teneuros que

uí(ú):1 - l,-,ui)(1" ,^@"^G,r)u{ 1(s) a") a,.

Escogemos f6 tal qrre 11* kl(t)ldt < a, para alguna 0 < a < l.
Notamos que ullf ) - ,?(¿, l: l. Además:

lri(¿l-,lr¿ll< /-Jt lrtrlr)l J^ lr11(s)l¡e11(s. r)¡dsdr < a

et2(t11t2) : *o (l't^1 - .\r)(s)ds)

e21(t1,t2) : *, (/"t^, - )1)(s)ds).
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v

t'
]u'(/) ,frlr, < I ,,.t,,., I rrrlrst,.,.'- l,i'. -,t,, JoJ-

Jt J,a

_ t'S o / ', 121-) / t¿tl ' ", .. r J,c/.
.l . J,,

I a'.

Si seguimos este proceso, por inclucción. pala el término j,ésimo se tendrii

l¿,1i1(¿) - u{(r)l < ai.

Ccimo

u1(i)- t!(r)+ I (,1+,(¿, ,,l1rr) -,rl1,,i(r)
]'_

Il,1 t-,rtt, ,I,,'-,ll
t-r) --¡ 

i Ll

se ticne clue 1a sur;csión { ul} cc,nverge unifonnemento a u1 er} toCo subinter
ralo acotarlo de ll0.c.). y además. lrr(¿)] < C', dondc (l es rLna constante.
Entonces,

/\ / i- \u¡ri\:1 | ,,.t .\ll ,.r..).. -.- r'¡ord..),/'
't L t"/-o ,/

v
/t

'.'''-Lt'. I i'., '.(l ,-''. ' ¡..- r' ',1'),,
J, \/n /

.-, [',,,- ( [',,,,.),. .,,,t.),r-- J, - \J /
De (2.3a) v (2.35) se tiene

,tt | ,,(/ R /-)
\ "/¡ /

Para r.,2(i) - /,i ,r,(.1 c¡11r. l) r.,1ir) ¡Jr se t,ie¡rt

.,:t , [ .,- ,,., ! d.

1' us¿lnrio la defi¡rir:iiín i2..j5l

t;"i,t ¡ : O (lr (¡:1, f)).

tr
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Lema 2.3.3. Supongamos que Las sig'u'ientes functones esttin (t'ien defi,nidas.

Sea

(2.38)

(2.3e)

C'LL!)AS COO',r-

(2.40)

(2.41)

Dernostración. Prob¿remos Ia existenci¿ dc l¿i sohtciriri ,r2 usa,ndo aproxima,
ciones srrcesivas respecto cle Ia segunda coorcierrada -.2.
Sean o! : 0 yr.l : 1. Por (2.20)

Rz(t): rv(.t)Lz(rp,t') e L,@t)

l..x)
f ¡11,.t'. I r.r¡,,r-1..iliJ.-.

J,
Entonces etiste ur¿a soL'ución g.z: (a1,ar\ de la ecuació'n (2.5)
denadas sr¡r¡,

ur: O lf':(¡'r:. t)J

v

;. . t, r("-n(/^ I o.., ¡ i,) - L).
\ \J, / /

(/* t.,,f,)",,(,, ') a,) a,

/9 l9 r

,rr(t) -- t + l,* ,rr(r) (/- r,r{rl e12(s, r),rj 1(s)ds) d'.

1,uego,

-.,,, -,] ,,i = f ,*,,,,,,,t
- I t, ,t

Si denotamos esta. última integral por

donde

entonces,

1,3(¿) ,:,(.t)1

r.§ -s(tt: J, h(r)d-'

t,t 1, _,( - J, ,.r , -t, - -' J.

': l,' ), ,rÍl l-- ,rrri,rtr:¡2(s r) L';iis) ¡l(,) rJ¡,1:

': l,* ), r,i,tr/-- l,,rir) e1¡(.s, r)1,/(.iJ rls rlr

t J,* tÍ)i,(,),t,
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,31+ l ,21+ \ l -É2\'.r *2\., )l -

,3(¿)
JI

Procccliendo por indncción se obtiene

Escribirnos {!1 corllo

l,* V^t.r¡¡r[* 1",,{r) e1,(s, r)] ,,.,i(s) - *,2(s)l ds d;

f,,,,Í)irl-1,,,{r)e12(s,r) (#; rro,

'u l,* n't','n, u'

-'u l,* t't'l s'ft) ctr

-:1,- (#)',

b3

- J, s\ r) s'\¡t,1¡
,.lo 7 l/ , \ /

- | (a#) ,,-
Jt \ ¿ /

s'Q)
2

entonces.

-.1 t- :t --.t
ir:o

cLrre feeiclito es

ac

-,tt--'l,t t-fi-. ,, -:,tt)- lirr, * 11.

/:(l

l,{*'(¿)-,4(¿)1 < 49
J!

. i,, )tLt-,,r,t,1 : it-;," .e''.
l:0 l:0

lrr(¿) < i+()(e'(¿' -1)
Luego. 1;r sucesiórr {rl} "nrt".g,r 

rinifort¡retnerite a *'.¡ crr toclo subinterr.¿1o
acoiado de ft¡.cc). por.¡tr g cs ai:ot¿rda. Y ¿.cicr:r¡is. ;ti < ('. corr ('cotrs
l¿n¡e.
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Entonces,

64

u,(t): 1 - .1, 
,.,(,) (f,* ,"t¡e,1(s,r) ü,(i)ds) d'l

'- ,.,,\-.r] / , .,r.,r -1.-. - --,11.. ,/",/1)2.t) I - I l,
. /- r\
- J, t'. '' 

J, 
rnr,'r,z''.:tes''l'''l-

- /- 
f\

J, 
oo ,., .t 

.l - /'-r.r,, r.. .-. r' d¿J.

._ [* ", hr. l crr_ 
J,

= - l,'- estr) (l'| (r) (lr

t - l,* (,,ut't)' d:

< ¿v(t) - 1.

Así, por'1¿s riefiniciones (2.3E), (2 39), (2.a2) r, (2.,13) se clcducc c¡re

."',(r) - 1+ o ("*p [/- f",f,l ,l - ,)
ParaLul(t) : J;-r12(r) e12(r, t)u2(r)dr se tiene clue

,rr(/Jl I C [* .rrrrrl ep(r.tt d.
Jt

y por la definición (2.39)

a'(t) : 6 (L2(re't))

n

Los dos lemas vistos hasta ahora nos entregan Ias concliciones netresalias
para que existal soluciones pk y además, nos aportan e1 error cornetido al
hacer la aproximación. Los siguientes lemas son el resultado de "devolverse"
a través de la transformación (2..1), vista al comienzo de este capítu1o, para
obtener un sistema fundamental de soluciones del sistema (2.1), qrie es Io qre
nos interesa.

v
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Observación 2.3.4. De la fórmu1a (2.7) se deduce el:.e 't¡2 : '¡2, : '¡ .

Lema 2.3.5. Sean las funciones Rl(t),Rr(t) def.nidas en (2.31) A @.38)
perf,enecientes a Lr (dt), g las integrales L1(r,t) y L2(r, t) dadas según (2.35)
y (2.39). Entonces el sistema (2.2) ti,ene como soluci,ón el uector Yt(ü :
(u1(t), ur(f)) con coo'rdenadas d,e la Jorma

u,(¿) -,r'r' (r *o(1,* t??,(") td")), e.44)

uz(t) : e['^' O(L{r,t)¡, (z'ts)

y también el uector solució'n Yr(t) - (üt(t),, tt2(t)) con coordenadas

¿r(¿) : "l'^, O(Lr(r,t)), (2.46)
.,. / / I f@ I \\

,iz(t) : e|r, (r*r("., Ll lR (,)l*)-r) ). t2.47)

donde \1 : (qld'/' - r, A2: -fu1il'/' - 'r y r : (pd' l$pq).
Demostración. Sean Z¡ : p," (h: 1, 2) en la ecuación (2.5) y denotamos por
u1(t) y u2(t) las coordenadas del vector solución Y1(f), entonces para fr : 1

usando la sustitución (2.4) se tiene

f r,)."/,.\,{s)dsf , ).
\ur/ \u2)

donde u1 y u2 están dadas por (2.t7) y (2.16), respectivamente. De esta
ecuación, usando el Lema 2.3.3, obtenemos las fórmulas (2.a+) y (2.a5). De
forma similar, tomando k : 2 y ei vector solución Yr(ü : (ú1(f ), rir(¿))
obtenemos (2.16) y Q.at).

Lema 2.3.6. Sean \y : (qld'/' - r , \2 : -(q/p)'l' - r A r : (pd' la(pq).
Entonces la ecuac'ión (2.1) tiene un sistema fundame'ntal d,e soluciones tales
que

x1(t) :

Pr'r(t) :

z2(t) :

pr;(t) :

.i'r, (r * o (/,* lk1(r)ldr+ ¿,(",¿))),

(pq),/,(t)"r'r' (i * o (1,* l'Ryi)ldt + c, t,, rl)) .

er » (t+ o ("*p ll,* t,tot*)- 1 + ¿,(", ¿))) ,

-(pq),/,(t)er'» (r+o ("*p ll,* to,f,tta'l - r+.,(,,,)))
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D ern.ostració'n. Aplicatemos 1a transfornración (1.2a) de ia sección 1.2, en e1

sistema (2-2). Para k:1se tiene que

I r't \ / I I \ / ' 
\

lir, ) - (,r,,',,,,pq,' ) ( ;. )

De ersta ecu¡rciiiri matricial se desprende clue

rr(¿) : u1(r) + ur(t) (2 18)

pLiJt¡ - (pq)'/'z(¿)(zl,(¿) - u:(¿)) (2.4e)

De (2.17), (2.16) y por Lema 2.3.5 poclemos escribir t,1 )¡ ?-)2 corllo

, /' ,f ,', (1,,"p,r r.-,",.,.),t
J, \,/-," t

)'

u 2p t' \' = [' , r, )c¿tl. .t ) ,..1 )t]

De 1¿ ecu¿ción (2.18) se tiene

, r' ,tt:,t: -l' (l ,,','' ",") ,

[ , ', , t',) tl:

Conro se plob(r en r,.l Lema 2.3.2. t.,r(.t'1,l < 4.' (al consrante,), entorlces

1e J'r, 1r, + u:) I < , - .1,* f 
.r.rl f. c.jrr.s. i)i (s)llL,1 (;1 ri.s rJ;

' ,/" l'',,,-. 
I rr-) ¡r-'¡\;1 r!-

< i+( l,- ,t- f'rr',.,is r¡t,dsr1r

*,' 
.1, 

t ; t_t L|

, i/'n - r- r ,)
\./ l

Lucgo.

11(r):.r'r, (r r, (/- lR,(') ld,+¿1(r,¿))).
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Por otra parte,

"- 
I' \'¡u, - uz) : , - I'"rrne21(r, 

l) u1(r) dr

- [* ,¡) ( [' ,6re21 (s, r) ,,1s) a") ar.
Jt \Jro /

Entonces,

¡e./'-r, 1r, - ur)l < , * l' Vfa e21ft,t)llu1Q)ld.r

16 lf

J, ,(,)l 
J," lr(s)e2r(s, r)tlur(s)ldsdr

< 1+c /-1,,',1 [ )rG)r,,(r,r)ld,a,
JL J,o
¡t

+C 
J,"1, 

(r) e2y(r, t\l dr

< 1+c ( [* 1n,Old'+¿r(r,¿))\J, /
Así, de la ecuación (2.a9) se tiene clue

pc;(t): (pq\rt2¡t¡et't, (, -r o (/- I ?,(,) | d, + ¿1(r, r))) .

De las fórmulas (2.i8) y (2.20) de Ia sección 2.2 y por el Lema 2.3.3 se tiene
que las coordenadas ü1(á) y ár(ú) de %(ú) son

ú1(t) : -eI' ^' [* ,¡) ey2lr,t).'.t2\.r) d,r

v

ú2(L) - eÍ' * (, - [*,Í) ( l*r(s)e¡2(».r),rr(s)ds) dr).- \- J, \J, ) /
De la matriz (1.25), la transfbrmación ( 1.24) y sabieldo que Y.: (¿) : (¿r (¿), ¿r(¿)),
procedemos de manera similar a1 caso k : 1 obteniendo las siguientes rela-

ciones

u ?(¿) : ü(t) +.tlr(t) (2.50)

pr'2(t) : (pq)Ir'?(r)(0¡(i) - ür(¿)) (2.51)
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De la ecnación (2.50), se tiene que

,-'"r(ur -,/.,\ I I r(;) ,,-(../)-.,(.)dr 
¡

/ i' \

I , (/ /(r É,-,. _. -,r.)o-

Como se probó err el Lema 2.3.3. r,2(t) es ac:otacl¿r l. -r(¿)] ¡ ,,0(t). ¡l¡¡¡lc
SOI : Ii 7-2(r') h. entorr(ie-s

, r",ur- r¡:, t- l,*ir..',..rt.2..',l-

l' ,(Í.'/ c, ,- \ -'- - ,.),-
' L-1",r,[/'n,,,,a]-t -Jt ) 

('¿.(r't., 
)

Dc ac¡rí se dcsprelcle que

,,\/ .,.(r-r,,("rt,l /"o,, ¡l r- \\
\ \ -Jt ) '' "t))

I'irralncrrte.

" l's'gtr- á:) : -r J,- 
,t' ,rr"( ./)-,/-)ilr

J,- (l -"'') ''

Luego,

je /'1,/¿,-¿:) +1 I

Por (2.51), tenemos clue

pr!.(t) : - (pd1 t 2 (¡¡ sl' t"

6"q

l,* Í1,)",,1,,t)) a2(r)l d.r

* l,* V,.ll (.1,- VAt e,,(s,r)ltu,(s'¡lrls) dr

(*, l/- t,",@ d,l r + c¿,(,-,¿))

(, *o ("o, ll,'- ro.,,t,i..] - L -.,(,,,)))
T
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2.4. Fórmulas asintóticas obtenidas por De-
sacoplamiento.

En esta sección se les aplicará a ios distintos sistemas obtenidos en el
Capítulo I los resultados de la sección 2.3.

Comenzanios con el sistema (1.41) obtenido de la ecuación (2.2) mediante
Ia transformación de la variable independiente

, : [' (qlp)'/'. 12.52)

esto es,

y,"l:f (r-nr"t o \ ¡o t\)
t\ u -1 -nat )+tr{sr( i á 1¡'¡" (253)

donde

n: + fgd) et,p),t, (2 54)4\ pq ) "'"
Para que en el sistema (2.53) se satisfagan 1as condiciones (23a) V (2.38) del
Lema 2.3.2 y Lema 2.3.3 ¡espectivamerte, la función h(s) debe pertenece¡ a
L"'(ds). El siguiente lema prueba esto.

Lerna 2.4.1, Sea

á(s) e l*(ds) (2.55)

para I1rn 12. Entonces,

7¿,(,) : ñ(s) 
/'lñ(§)Lexp 

(-2(s - ()) ds

'tl

Rr(s) : ñ(s) / lñ(q)lenp (2{s - s}) de

están en Ll(ds). Ademd"s, las i.ntegrales

L1(h, s) = / ln(s)l exp (-2(s - <)) ds

,r-
Lz,h.:;): I ht\) expt2{. -l,di

en las func'iones R1 y R2 sattsfacen

41(á, s).,Cr(á. s) € ¿*(ds) y 41(á. s),4u (/¿. s) --- 0

cuando s - a.
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Dernostractón. Consideremc¡s h(s) e t/'' (r1s¡ con 1 ( rrL { 2 j la frucióu

r?1(s) : U¡l I ih(,,) exp¡ 2¡, - s)) dc

dada segírn (2.3a) en Lema 2.3.2. Denotarnos por

41(ñ..s) : /'1,r(.) "*o 
( 2(, - s)) ,l(

:r la integral en R1(s).
Srrponemos t¡te m f 1. entonc:es

r1' róf..h.,r <, " l- t,', a-- | ir,.',"-rp, lt. .),r ,L
J- J..

Usando desiguaidacl cle Hólder cri 1a in1,egral de l¿i derecha se decluce clur:

lzll (ñ, s)l ---+ 0 cuando s + cc. A r;r¡ntimiacirin, se proba.r'ti c¡re 11(h, s) e
L"'(ds) .

Se,r ¿¿ : s - g. cntorrles por rlesrgualciacl rie \linkoivski tclcrrros que

/l^,''l'tf'(/ i, h.r 'd.) I "''ll t,- ,'t-) ,t ,.
\./ I -.t. \./,

I)e esta ma¡rera e1 laclo derecho de izr clesrgua-1clad es finito po«¡re ñ € l"'.
Por desigualcia,d de Hólder. para ¡n I 1

fo t lo t 'n t t.'. ,l
/ R, ., r-<II h,.',i.) {/ ¿,\r,.,1J.)J¡ \,/r ,/ \J.v /

dondc 1,/n¿ -f liq : 1, 1, como r¡L ( 2 se concluye tlne lr ! 17. De las
concliciotes l]1(h.. s) - 0 cn¿rrclo s - c. J. I¡(/u.,r) e /"'(d.s) -.e iiene rlue
f 1(á. s) e ¿s(,Y. ca). Iror lo tanto, ia integlal de Ia cLercr:]r¿r t1e ia iiltirr¿
desigualdarl os finita v 7?r(s) e ¿r(.f,.x-.).
Si ñ(s) e 11(d,.,-). eritonces

/ \ f <

/ t-/ l '- l,t-L:il,-- , t.,t-
J, ,', J

l. 1.., -/-
h.

S e.r

R2(s) : hG) l" lñ(<)lexp (2(s - s)) ds
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definida según (2.38) en Lema 2.3.3.

Denotamos ¡tor L2(h,r) : /,- lñ(s)lexp (-2(s - s)) ds a Ia ürtegrai en ?2.
Pata m f 1, de (2.55) v pol desiguaklad de Hólder

/ f\ l/J. 1..

f 2¡h,s1 , ( l tr1,-1''d.. ) l / exL,, - 2cr, s, c/,)\J./\J)

Cr¡rno ñ e L'", rrt I 1, la integral lienck: a cero cuando ,e cre(re. por 1o tanlci,
f ;(h.', - (lcrarLdo r \.
Haciendo un cambio de variable se tiene clue

f2rlr.st - ["" "1t,,,- tt.J..Jtt
JA

y nue\arrente usando la desigualdad de Nlinkowski se liega a qrc 12(ñ.,s) e
L'"(ds). De maner-a arráloga a como se procedió par-a probar que 711 € lr se

cleduce c¡rc R.2 € L1 . t_.r

Si h^(ql'p)1l') € ¿1(df) con 1 ( nz ! 2. ctrre es ]a conchción (2.55) cn I,,r

vari¿ble l. cntonces por los Lernas 2.3.2. 1.3.3 r.2.3.5. y usa.¡rdo ia tr':rilsfoi.
nacióir (2.52). se ticne quc 1¿s soiutriones 1'j,(¿) ii: : 1,2) del si-.rem:r i2.5il)
son

yt\t , -,tQ '\, o*I, ( [' ,., u, tr- d-) ( t 
"'.( / :R -' r/¡) \

r.J¿ tI'' /\ t)'L'tttt' )
e

l!(r): (pq) ,.'(r) 
".p (,/ (Lttd,,¡)dr) ( ,* o (",.,Íi*l;jlltt,¡,1 _ L) ) ,

<io¡rde

Rrirl : ,@ 
.lo' 

¡r.rt",, (-r./ n"{(qip)'i'}) as,

R,i.t) - ,ii, l, , (r) esp (, /'o" {io,r,)'r'}) a<

L1(r,t) : l,'V61.", (-r/'n" {etn),P}) a,,

L2(r,t) : l,* Vf,X"", (r/'o" {(ttr),n\) a,,
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con 
,:i(:#)

Finalmente, del Lema 2.3.6, la ecuación {p(t)r'(t)}' - q(t)x
soluciones r{t) y r2(t) tales que

h(t) : {pq)-,tn(t) "*, (lu'(nlo),,,(id,)

. (t * o (1,* to,t ld, + L,(r,t))) ,

p,\(t) : (pq)'/n(t) "*, (1,'@lr)','(id,)

,. (r * o (1,* to,r,lld" + ,ft,ü))

v

72

: 0 tiene

(2.56)

(2.s7)

r2(t) :

(2.58)

pr'r(t) :

(2.5e)

En 1o que sigue, mostramos algunos ejemplos de funciones p(t) y q(t) de
Ia ecuación (1.20), que ya han sido expuestos en el capítulo anterior. en los
qtre la condición (2.55) del Lema 2.4.7 escrito según la variable t se satisface,
es decir, se tiene

h^(qlp)'/'€ Lt(dt) (2.60)

cortllm{ 2-

Ejemplo 2.4.2. Sean p(t) : .4 t" y q(r) : B tP con,4, B corrstantes y n.li
constantes reales . La m.-condicrón de integrabilidad (2.60) para 1 < rn ( 2
es satisfecha si lt\rnr(t+;(J-") ), i+ i1r -o1.\r/¿

(pq) '/'(t) "*r(1,' -(ql'du'?)dr) x

(, * o (*, ll,* o,nrta,l, r +.,r,,,))),

(pq)'/n(t) *, (/' (qlpltt'(r)r),) x

(, * o (*o ll,* t,r,la,l - r +.,(,,,)))
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esto es,

1- -,r (, *f,w -"r) , ,
Como (m - 1) > 0, entonces la rn-condición de integrabilidad es

a- § <2.

Notamos que los resultados no varían del Ejemplo 1.4.2 mostrado en Ia sec-

ción 1.4.

La solución x:1(¿) escñta de forma aproximada según (2.56) y 1a fórmula
(2.57) son

. (^P 
\\U/,¡/ \, 2 ) 

, 
)

AL^.l't\t) = \AB)t/)¿i'o-6,exp (te¡ef/' (, - 4"3) ¿r-(p-o'lz) ,

\ \ 2) /

con un error estimado O $f Wl¡)ldr + ^C1(r, f )) donde

fL/rt\
RL\t) : ,-' 

Jo 
t t exe (-2C/ 'tu "'/'d") d<

y con Ia constante C: Re{(ll/A)1/2}. Entonces,

l,* lo,t, ll o, : l,* r- i exp ( - 2 D 7' -r§-.l ¡ zt 
( l r' r-' exp (2 Dqt-(o-o' r) a<) dt .

donde D : Re{(B l A)1tz}(1 + (B - r) 12)-'.
Además,

L1¡, ¡1 : ,c, l'' ,' ' "rp 
( -zc [' , u-^, 'a-) a.J¡ '\ J, )

- lC¡l exp (-2D¿(r-*)/:+r ) [' ,-'exp (2DT (g-o)/t+r) dr.. Jt

con C,: (a+ l)l+.

La aproximación de ia solución z2(f) segúrr (2.58) es

r¡u) = (.{B)-I/r¿-ro-'r'1 "*p(-t.l¡ st" (t-! I ") r'-'.j-'' ') .'\ \ 2 ) )
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1' el error estimado es O (,f,- Rr(,r)) ttr + L2(.r, L)) con

[" ,o., ¡,/ - /-. "*r(2n-' ' " ') ( l* \ c\p( ¿r¡,1 ' 't ,¡.) t.) J, \J" /
v

L2(r. t) : C1 exp (2D r, t ntt:t) ) /" - ' "*p | )D rl3 '.)i)+r') dr., 
J,

La 1órmula para prlr(f) es segrin (2.59)

l/'ri.q/ r(lBl''i o-'r.x¡,( ,a Bt'z(¡-J=o)r' ' '?)\ \ 2) )
v el error de éste es :rná1ogo al cie la solución 12(f).

Ejemplo 2.4.3. Sean p(t) : ,4 exp(¿") r,' q(L) : Ll exp(frr) en 1a ecna,ción
(1.20). tcirr ¿r. ú nrimelos reales 1',.1, E constanles. L¿r rn-conrlición de inte-
grabilidad (2.601 que rlebe ser s¿iisf«rha es la mism¿ conclición (1 .aS) del
Ejernpio l4 J es cir:cir' 

"i > cr > 0.

Por (2.56), 1¿ solución :r1(i ) escrita r.le fbnna aproximada es

.7.1/r = tB - '.tp( \ ," -,' )"'n (,R { r' / "' '" ,^)
\I ) \ .JL. )

rlonde e1 error c.srirrrrrrb r:s O (J,- l??¡(;)ldr + 41(r', /)), cr.,ri

I i- f
I /i, r ,,J r, ' , ''t| ,r..' r

".r,(-:, 1 ' ' ,r-),.r
\J,t

]

('r.r \lt, .'r,*ri,[ ,,i' l-)/.
t J,, ',\ 

.l - I

cloncle C'- Rc { i Bi..l)1 'r }
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La fórmula prl(t) escrita de forma aproximada, por (2.57), es

Aet'r\¡t) ;: (AB)L/a ¿*r (i,* * t')) "*n (<a tefn lr' "("u 
-"")/2ds) 

,

y el error de esta derivada es igual al de la solución z1(f).
Finalmente, la solución r2(ú) difiere de c1(ú) por un signo negativo en la
integral del término exponencial, y su error se calcula de manera similar
como se hizo para rl(r).

Ejemplo 2.4.4. Sear p(t) : t"f (.t1) y q(t) : tPs(tn), con / y s fun-
ciones periódicas nunca nulas y a,B,7 y T constantes reales. Entonces, la
n¿-condición de integrabilidad (2.60) se cumple si

a-a¡2(#)Max{o1a}<2'

conl<r¿(2.
La solución r1(f) y Ia fórmula de p*'r(ú), expresadas de forma aproxirnada,
son

rt(t) r= ¡-1@+g)(/(¿r)s(¿rl) ',-",.o (/ ttl att2b(slt)lf1rr¡;'r'rr)

v

t' f ({ ) r'r(t) ^r 
ú@+ e) (f G1 ) s(r? ) ) 

rA exp ( l r' U 
u,,', 

n U,) I Í G\)' /' d") .

Por (2.56) y (2.57), observamos que sus errores coinciden y tienen la forma

^/ r* \, (l lRr(¡)Ldr -r Lt(r. r) 
)

donde las integrales R¡(t) y Llr.t) están dados por

l,* to.titd, : l,*? {,"+13) 
+1" (ffi) .r,' (#j)}

' l' +{ ^'ot-"' (ll;¡) "" (#)}
* .*, (-, / 

' o. 
{ 
,''-"'" (ffi) "'} a,) a, a'
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v

7t)

It r-1 ( / f'lr'l\ _,, /g'(¡")\ \L1tr,t1 : / o t(" 
I a)-r1" (7(,-,)/ -n,'\-n¡a )l

^ ",.0 ('z l,' x"{,''-^"' (ffi)"'} r,),.

De manera análoga se obtienen 1as fórmulas para r2(t) y pfrL(t) con su error-

El segundo sistema al que ie aplicaremos los resultados de la sección

anterior, es el sistema (1.79) de la sección 1.5 del capítulo anterior' Este

sistema se obtuvo a1 realizar una diagonalización a la matriz Ar * /?t de1

sistema (1.68), esto es,

o,"t-!(tw pz)ts) o \*,,r,1 / o- r\l
v,(') - t( ''" í'""' \-qz- pz)G) ) -' \ , ó )¡r,ln (26r)

donde p2 está dada según (1.82) y las funciones 'r'2 ! Q2 son respectivarnente

L/ h'\ .

":; 
(t:-) (qld-''" ! 1t:(t t tf)t/''

z \Li tt' /

donde

h:1f@d) klp)-,t, y h(s) -o(s aoc,).
4 \ pq ) '"

Para que las condiciones (2.3a) y (2.38) de los Lemas 2.3.2 y 2.3.3, rc-

spectivamente, se satisfagan se debe tener que

r2(s) e 1,-(ds) (1 <m<2)

Esla condición suficie¡ite es probada en el siguienle lema.

Lema 2.4.5. Sttpongamos q'ue

rr(s) e I'"(ds) (1 < rn l2) (2 62)

Entonces

lz1(s) : ,,G, 
l:"Ir.:(s)lexp (-,1," Re{qz(r)}dr) ds (2.63)
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r*/f-\R3,» - t t"t .f r2l,,i exp (, I 
o"{r- -)l dr) d. f: b4

e-stán r:n Lr(ds). Adentás, Las'intt:gruLles

f'/r'\tl r,." - J"",,,,, "^t,(-2/. Reir7¡r-,1, 
)r,

v

[.,r,,.-': 1,",,,,. "*o(rl'..,r- ¡,,-),.
q'LLe aparc-cerL en La derLtc'ió'n de las f'un t:'Lortcs Rt U Rz satisJacen

L1(t2,s),L2(r2,s) e I"'(ds) y Lt(¡'¿,s),.C.r(2r..,1 - 0

r:uo,nd,o s + ¡.>c.

D em.ostrac'ió'n. Como l¿ ----' 0 cuando s -'+ oc. ent{lnces para á > 0

Re{q,(s)} : R" {(1+ i,'q,¡)'/'} : n" {{i + o(t);'1'} ¿ », (2 65)

en cierto lrtervalo loo, -). l, pol defilicióu r1e 1¿ furrión (2 se tiene

/ t ( i..t

"-n(-r/. Be{(t-hi, )''}a-):exr 2; - - ,

Entonces, para r¡¿ : 1

/"* o,,,, , l"* V,¡) l'"lr:(s)lexp (-, l,' Re{q,(s)} a,) a<a,

. [* , . ', [' , ..- *rp ' -1Á ,1 t]- r1-
J. .t ,

_ l-,, , [ ,_, J.,/- J. .t
< 1l'

es ¡lccir. R1(s) e l1(ds) si l¿(s) € ¿1(rJs).
Afior¡1. sr 1 < r¡¿ { 2 tenemos clue

t'
J,,,

a " '' /l' ¡,,¡,',i,.1, ' / . '''-'r ,'r(q) d!.
J,, .i ."

(2.66)

(2.67)
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De la desigualdad de Hólder se deduce que J,C1(r2, s)l - 0 cuando s --+ oo.
Por (2.65) se obtiene que

lL2(r2, s)1. /- l,r(q)l e-2ó(<-s) d.. (2 68)'' - J"

De (2.62) y usando Ia desigualdad de Hólder, para m f 1 tenemos

/ f@ lltm ¡ ¡,t: \ la

lrrq, ¡. s;, < ( / ,r 2(q1,- d, ) ( / .-z,o <-"'¿. 
)\J" / \J" )

Como r'2(s) e L'(ds),Ia integral de 1a derecha es peclueña cuando s clece.
Por 1o tanto, lL2(r2, s)l ---+ 0 cuando s---) oo.
Reescribiendo las inecuaciones (2.66) y (2.68), usando Ia relación ¿: s (
y'u : q - s respectivamente, se tiene

78

Finalmente, usando que r2(s) e L^ (ds), L/r2, s) -- 0 y Lz(rz, s) --, 0 cnan-
do s --- oc y siguiendo los mismos pasos clue en el Lema 2.4.1, cambiando
solamente la función h por 12, se declu.ce el resultado deseado.

El procedimiento para demostrar que ?1 y R2 pertenecen en ,L1, para
7 { m I 2, es anáIogo al Lema 2.4.1. n

La condición (2.62) es equivalente en Ia variablc f a

/ h' ,,"\-
¡ ----:-lolil-''' ) kld't' e L\((tt) (t <'m l2). (2.71)
\\r-.r,¿ / /

Sr-qronienclo clue se cumple la condición (2.62), de los Lem¿s 2.3.2.2.:3.:3.
2.3.5 y de la transformaciór, (2.52) se sigue c¡ue existen solr"rciones Y!,¡(t)
(k : 1 2) del sistema (2.61) de Ia lbrma

rr.r(¿) : (pq)-'t'(t)(r+ol1r¡)-'l'

rx)
lLlrz.s)' < Jo 1r..,(s - u\'e-26"d,,

l4,lr,. s)l . /- l,',t. + u\l e-2ó'tlu.
.Jo

(2.6e)

(2.70)

- ( ""0 (tl wt r+,'¡'/- 1,.¡d,) (r +o (l- lR¡{rrld;))' 
\ *r(f yt'p-,!l'r.d,)oyL1,i,.t.
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Y, ,(t\ :

R" 
{G/,e +,')'/' Gl} ar) a,,

(pq)-,/o (t) (t + 
"l1t¡)-,/, x

( "", (t; - e/p-,,)',' (a¿,) (1 +o (exp [.[-larr.)l¿.1 _ r)) \
\ .*o l- Ilatn + ,r)'/' {,v,) o (L,(i".11¡ 

)donde

,:i('#), .2(t):j(J;)

^h
.{demás. las Iunciones o,,,, , ,,rl). r','rl !r".'r' der Lema 2.3.5 viene' cracras

R1(t) : r,p; 
f"' 

p,1,¡¡"*, (-r/'n. {kto*,,¡,/, «l} a) a,,

R,(t) = r,(r) I, nOll"*p (2 /.'"

r.1(r2,t) : 
f'"' lr,{il"*o (_, /,' o" 

{(oto *,,7,/, «¡} a) a,,

L2(r2,t) : 
f,* F,{il"*, (z /," 

x" {{r/o *,,¡,,, kl} ar) a,
De (1.72), de la transfr

l*m*f ." 
ó ffi LXTI;,: 

ui" 
l ;i,i,',1"',:' 

":il;X'"?;i;l;ii,1j'::;

r1 (t) : 
i' q, .'':' ;,:",':' n" 

.,)'l,', 

i,',iis(f'"' 
t'' o * 

"' "' 
n,' 

:),
P'l'' ('l ) : 

: [,: :",' i ¡j 
u 

)',,,',',,; : ]., :;; 
Y,, 

r 
" 

. 
"' "' 

n 
"'),,,
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p/2(t) : (pq),tn(t) (-1 - a1(r)) (t + olqt¡)-'l'"* (l - (qlp +,,¡'t' t)a,)

" (' *o ("* [1- tR,(,) ta,] -, * L^t,.ü)). e75)

De manera similar se obtienen las fórmulas de r2(t) y pr'r(t):

r2(t) : (pq)-,/o(t)(1 - a1(ú)) (r +,11t¡)-'l'"* (/, - (qlp +,,7't' ¡,¡ar)

* (,*o (.* [,{- lu,(r)Io,f -,*L,(r,,ü)), eT4)

A continuación mostraremos dos ejemplo de funciones p(t) y q(t) que
satisfacen la condición (2.71) suficiente para que la ecuación (2.1) tenga so-
luciones asintóticas de Ia forma descrita arriba.

Ejemplo 2.4.6. Consideremos las funciones p(t) : 1 y S(t) :,4 úo, dolde A
es una constante. Entonces, por la condición de inregrabiiidad (2.71) se tiene
clue a > -2, para todo 1{ rn ( 2.

La solución de z1(l) y la fórmula de pz!(l) escritas de fbrma aproxirnada son:

o1(t) = (At\-1/4 (l * ¡"-trt*"2' I (1 + c-2f+o¡L/'?] 
2)-Il:

t,. 
L, 

- (.-i¿1+o,2 I (t -.-' r: "¡r':¡-tl

^,*o( ['(r." , 9-,-')'"r.)-\J'"\ ]u / )
v

r',(t) = (.4f ,t/t (, - t, r1r 'ó : r , I +, -:¿:-n,,,'.] ')

" [, (, Irr-"', + (l -c-r,'t-") ')-']
/ "' / n 

j \' ' \,.*, l/ {.tr.-_,--) ,i, I

\/r"\ 1o / /
donde c : alG-41¡2).
El error de la aproximacióu es de la forr:ra O ("[* | R¡(r) dr + ¿r(ir. t))
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con

l,*t,",(r)|dr : (#;?)'/-#;{;-, ["#
. *, (-r/' (r" * $,-,)"' o,) o,o,

v

o(ar2) [' r.2 o/2 / f'/ -2 rr2 \ü(i2,t\ )"ffi\J,"T¡*;-r*."0 (,-'/ ('<""* *,-') a')a,.

Por (2.7 4) y (2.75), Ia solución de r2(t) y la fórmula de pr'2(t) escritas de
forma aproximada son respectivamente:

r2(t) x (At"]-r¡n (t + y"-'r'*"t' * (1 + c-2rz+*¡ 1/\-'z)-1/'

^ lr - (.-','-"/'+ (r -.-,C-")'") ']

'"*o (- l^(^'" ' ff-_')''' o')

v

rr(t) x (At'yta (t * ¡"-'r'o"l' + (1 + c-r¿2+o)1t1-2)-tt2

. f-, - (c-'r *",' + (1 - c-2,'-") ') 'lL\/)
, *o (- 1,.?"* #,-,)"' o,)

donde c - al(4A1/2).
El error de la aproximación es de 1a form¿r O (oxp [f,- I Rr(r) ] dr] - t + L2(.i2, t:))
con

I tR.,rr\trt; = (a(a-r,)' /* ,-:-",' [x: <-!-^ 2

J, r,\..\,¡1,¿¡ - \ tO.+,,.,7 ,, y_rt,_t. .tJ, 1, crs {,,,r,

, o*,, (, [ ( ,r'- *" -)"'r,) ,.r.
\J"\ ru / /

v

+

S1

-2-d/2

ir;-c",1
.* (, /' (,,"" * fr,

,,\,,,. ' \
) '15 )ú'

ln1,i - 3r i I,I -lt- t\ 
- 

I4_\,!.., - J r0.,t,,. 17,
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Djemplo 2,4.7. Sea ú(t) una funcjón rea) y nunca nulz en [ao, a), co,
primera deriva.da absolutamente continua, tal que r/(f) --* oo cuando I -- oo
y 13 > 0 una constante. Consideremos las funciones

p(¿):1 y s(¿): 1bq(üs@'(t))

de la ecuación (2.1), donde g es Llna función periódica y nunca nula. Supon-
gamos además que

,lr'l',lrBl' "' O (2.76)

cuando f - oo, siendo ésta una de las condiciones suficientes ptlra que á,
dado por (2.54), tienda a cero. La condición

,1"'(t) : o (i.,i'(¿))r) (r -.- oo).

junto con

(,l.t,p olz',2," gpt2 e Lt(a6,cn), (2.77)

permite que la condición de integrabilidad (2.7i) se satisfaga.
Tomarrdo el caso particular $(t) - fr, donde 7 > 0 es un nÍrmero real, de la
condición (2.76) se obtiene

,<f+&,2
y de (2.77)

z- (t ++ - r) , 1+ 9n),
\-./-

para 1{ rn ( 2. Notamos clue las expresiones obtenidas son J.as rnismas que
en el Ejemplo 1.5.4.
Por motivo de clue los cálculos se hacerr uru¡' engorrosos, Ias fórmulas asintóticas
de r¡(t) y Wi(t) (i :1,2) se muestrar explícitarnente c;on sus eLLores en el
Apéndice, al final de este capítulo.

Finalmente, ios distir¡tos resultados obtenidos en la secciín 2.3 serrin apli
cados al sistema (1.135), esto es,

t'(s) : {-r,1s1 + Rr(s)} I'isl (2.78)r." 'l

donde
.\,("1 - ilixs{Ar('). 

^r(r)}. 
(2 79)

cotl
.\¡ :(-o-11+or'tl (r-or1t-o') -)

S2
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v
.ir: (-., --(1 +,.,'r''-1 (r '., 1t + o-;'/') .

Adenrás,

( u I-i-,- -)
Hr ':r1t ..,- [ -r - .- ' u )

do,de 
/¿-a*e, (2..!o]

Lon .r un¿ conslante no rurla 1. 1a frrnción ca es r,a,l c¡re 
"]¡g 

O(r) - tl.

E1 sigrrienti: lema dar¿i la trase para encontrar Ias soittciones dcl sislema
(2.78). a h:rvés cle los lesnltadr.is desarrollaclos en la-s seccioles 2.2 y 2.3 de

este ca.irítulo.

Lerrra 2'4'8 Sl 
,l(s) e L- (ds) (2.81)

cctrtllnt1) t1 ctz t' -1. e-ntonr:e.s

R,r" .i ,--nl./nf,r ,)'---- .|,-) 
'-J, \ J' I r-,,r ) /

,y

t' ' n, - I \R,- .-J*,:,\r,(,/^"1 ,,'1 '--r, l,)*
1tt-r'tr:n,ete.rt u Lt (!ls't. Arl.e.rntís. Las Lntegralls

,.. ( l\t --l .,\r,{-r/r.r{rr I -- )/l':/ \ J I L- -'-l I

:/

. t I r I i,\,.

¡,tti:..ftL¡:t n

L1i,:;..>1. Clio..ri € I"'ir1,'.t r ,C¡{r.,,. : ). ^C¡ir. sl - l)

i:t¿rilllllr r - ¡,..

E3
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De'mostración. La demostración de este lerna es aná1oga al del Lema 2.4.5.
tr

Del Lema 2.4.8 tenemos clue si /(s) e L^ (ds) con 1 ( rn < 2, las condi-
ciones (2.34) y (2.38), de 1os Lemas 2.3.2 y 2.3.3 respectivamente, son satis-
fechas. De esta manera, aplicando los Lemas 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.5 al sistema
(2.78), la solución para & : 1: U1(s) : (21(s), zr(s)), tiene coordenadas de la
forma

z (s) : *r (/. i,r.ra") (,.o (/-tR,(')rd,)).

z'ls) : u*o ( [" ' 
\

\J,^ 
)r(') dr 

) 
o (L1@. s)t .

Devolviéndonos vía la sustitución (1.132) y ia matriz (1.130), obtenemos Ia
solución Yr(s): (21(s),zz(s)) del sistema (1.121) con

/ f,^ \ / / r':'¿ \ \
ur(s) -* " "*o (1" )ttr)dr) (, o (l n,t,)ld,)+ a:(ó.s)) .

^. t-, / t ,r ^2rl 
/ fs \

u..r{5, : \-i - rr - o- t'/2) "rn ll" \ttrtdr 
)

,(t-o( [* \ \
\ \J. lll-ttr)ld' ) - ¿rra s) 

) '

Finalmente, usando la sustitución (1.21), la matriz (1,25), el Lema 2.3.6
y por (2.52) se deduce clue la ecuación (2.1) tiene solución z1(t) tal que

r¡(11 : (a-1r(i-n')',') "*r(.0, ['(r- --:t" \rot'''\
\ r,o\ ltr",t)\p) '-)

.(t-o( [* \r
\ \J, 'R1¡r'|dr ü\a.L))). r2.8lr

pri(t) : (a+1-(t+a't)(p?)'/'"*p(r,/ (, #3*) (;)"' *)
/ / [* \\"(t rtt(/ lBl';tlrt ,Lrrot\)) rt¡r

donde ,{1 : -cr ¡ (1+ a2¡t/:.
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Del Lerrra 2.4.8 y usando la ira,nsfr¡r'n:Laci ón (2.52).las funcriones Rt -\ Lt
eri las ecu¿rcioncs cle atriba son r-espectivarnen[e

Rrrr/ , ;'\q p)t ,,,) I rc,1' ' (q p,r ir-
.t,.

*o (-r/' (,, +.,,)1i2. #h)
(2

l*, (,1' ({,**,)','. #h) (+/i,r,/,1,ra,;) dr.

(2 85)

De n¿rnera aláicga se obtienen Las siglienies fririlulas para:r'2(l) :' ¡a',(ti:

r:!' \,, ,l-.''.,.,,(rt( )f') 't]
\ J \ ' ''- )'" /

' (, *o (.* [1- ia,(,)la,] -, *2,,r,.,i)) (2.86)

p,,'.,,(t¡ : (, + 1 + (t - cr:¡r.r':1 (¡rr7)1,': exp (rr l" (, dS-) (:)'
/ / tr* I \\/ (1+o(".rLl lR:irr,d,] -t+c:\a.t )).

donde Az : -a - (1 + a2)1/2 .

De1 Lema 2.4.8 y de (2,52), se sigue clue las furrciones kty Lz están dadas

respeciivamente por

R2(r) : ó(r)(qlp)\P() l,* tOC:fuln)'t"(5¡1 ,

l,jle;tl'1r¡ar) dq

84)

,r)

(2.87)

(a/r¡'/'1r1ar) ds

2.88)

.', (,.{ (t,*"', '' ,,f,i-)
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v

Lz(ó,t) - l,* wr"l(qlp)'/'(,) *

l*, (, l.' ({, 
* o,),,'. #)

v

'1i;: 
!t + r) ({)''" ''4 \B)

De la condición de integrabilidad (2.90) se duduce que

mr¡- 9 9)-r1,

paral<nzl2.
De (2.91), para m f 1. se trene clue (m - th > 0, siendo esto equir.alente a
lacondición4>0.

Si tomamos Ias constantes A: B :1, según (2.82) y (2.83), ia solución
e1(t) .v la fórmr¡l¿ para pr'r(t) escritas de forma aproxinrada esián dadas por

(, / n'\'-\ /-. ['rr\¿,ry [5-r+ 1r t 7J ]e.xp[{'r / (I -Cr,-r¡ .r'.,1-).
\- \ '/ ,/ \ ,tta /

tqlp)'/'(r)dd) dr.

8e)(2

Hacemos notar que la condición (2.81) en el Lema 2.4.8 es equivalente en
la varible f a

an'rqp)t2€Lt.ctt' tl( m < l/. (2.e0)

Ejemplo 2.4.9. Sean p(t) : I ta exp (tr) y q(t) : B t1 exp (t't) en ta
ecuación (2.i), con á,8 contantes y 1y n > 0 números reales. Se supone
que

'Y-P:z(,1-t).
De Ia relación (2.80) se obtiene

(2.e1)

"-';(*)'''
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tee,n t',¡t1 = (: -, (r * 4)'/') ¿w-','',.*p 1r,)\2 ,tn.n' \
x exn (Cr J,"O - Czr-q) rq-t dr 

) 
.

donde las constantes C1 : (qlZ) + (l + q2 l4)t/2 v C, : <#hro
Los errores de zi(f) y p"\(t) son de la forma

/r* \, (l tatl¡) dr + c,(r,t) 
) 

.

Por (2.84) y (2.8s), 1as integrales fÍlnrÍ)l¿, y Lt(ó,t) están dadas por

f,* ro,r,)10, : @# 
l,*,-' l)-' "

"., (-,/' ({r*,'rn)''' *

v

Lt(a,t) : lo ' tl [' ,-' "+ Jh

n(§ + 11 "-'
a¡+qz¡+¡1/2 )"-'*)

dq tlr

"., (l' (r' - r" t¡' '* Ji (! - r 
lr'.) ,' *) '-

Alrora, por (2.86) v (2.87), 1as fórmulas aproximadas de 12 (¿) v pa'r(t)
son

¿2(¿) = (-;.,.(, T)"') .*r(-"f ,, L:,,'t)r't-'|dr)

v

rrc,'r1,irt h -, * (r* d)'") ¿(r ',., q.{p ¿a)

\', tr, t/ )
', *, (-c 

J,,.' 
{, - ¡ ,,-',1 ,','' d,)

donde Ia cunsr¡nre Q: r112 r (l + 4r7{rI/:.
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Los errores de q(t) y pri(t) son de la forma

/ I Íc'a I, (*,ll- tr',,tr\Wr)- t r r.to,r)

Por (2.88) y (2.89), las integrales Ir* Rr(r) dr y L2(g,t) están dadas por

l,* to,tito, : g# 
f,*,'' L*,'' ,

"*r(, [ (¡r*r,¡+),,,* 1ú*l],,,i-) ,,-,r.,) rrr.
\ J. \' 8(1+ry,14)'/" ) /

v

L',Íó.tt : )o - tl [* ,-' *4 Jt

"*r(,['(r'' 't''t"'' a('d+r)s'\ \
\ ,, \(' -n't1)' '. ¡ffi) s' 'a")a'



Apéndice

N{oslramos con deta,lle las fórmnl¿rs clc l¿,is soltrcii¡nes z; (l) v pr',(t) , c.ort

i : 7,2. dc1 Capítulo 2 de la secciórr . Colrsider'¡-Lmos las funciones

P\t ) I qiir:¡ r9r¡

en ia ecuación (2.1). Entcinces, 1¿ solución aproximacla r1(l) 1'1rr fórniitla. clc

pr', (l) son

z1(t) = t-i'te) l1g-1"1({)

^,f-r+1+(ad),i2 [B¿ 
r9 r(¿r) + g,(t1\g-3ir(l)). (,n

)'

1 + (1 + ^,2¡-z+zt+00lBt 1g-1(t1) + gt(t^r)9-312(t1\)2

1f t+1+ (t a\ I 2 
lpt- " u 

- 1 (t, ) + gt (t1 ) 
g - 3 I 2 

(. r ))
tl2,)

(1, )l

,r)

1 + (1 + ^i2 L-2+21+6 9l3t-1 g-1(t1) + g,(,.1.1)g :i:1¿r)]r

.n¡ t+t+?r9)/2 
ltst-^,n-t¡,¿'', ¡ g,(,t't)tt 3/2(t)t))

.t l
r¡ )l')

,,\
)

') g slt

,,, r 1/:

-)

) + s'¡r'

+ g'(rr)]

'(f,

sr)
(s')

llt-, s-

'lAt^'!l(
169'

2t+0R)

,a 
-s- 

'

)g'l'
2\ 1/2

-)

) + s'¡t^,

+ g'(s')l

'(¿,

sr)
(rr)

lJt ^,-r-

') lril.s^tgi,

16 g"

zt+6A)

1's''-

t2+

") +

t+(t--i'

["(o''o''

[''

,, 
"ao (

t+(t+i,r-'*

(1" (""''"'-

111+1+11i3)/2 lst 1g t(t1) + qt(t1)g-312(t1)l

v

r'r(t) x ¡lta) la

, (,
\

^(,
\

x exp

9t/4 Q1)

)'

E9
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El error es de la forma O (Ír* In Í) | rJr + 41(fr, ú)) con

* 
¡ orlr¡ 1r,

r-(rg/z-t+z) yrTr) + r-bB-7+2\ K2(.r)
7 + T OB z't+z) K3,(¡)

[.A lr Ool2'1-2rK1(r) -r r-rta-t-t, y.rqr11
- J, | 1+ r-(^,6-'zr-r) l{ilrJ l^

[, lq-( 3/2-)+2) Kr(s) + (-(]p-?+:)K2(s) 
|

J. l@l ^

*o (-, | "' 
n" l r, P g { r, ) + 12 s-z(t+t: ¡B s-, + s' (s^,) s-'(rr) )' } )

90

tr(¡r,ü - l'
exp (-, l,' o" {s^, 

P 
s G, ) + 12 <-z(t+t) ¡U r-1 + s' (s1 

) 
g

donde

Kr(r)

Kr(r)

,,(§.,))r)),

: -t1g 12 * t) fBr-t g-\/zo\ + 9, (r1)s-3/2?1)),

: f 
ltO 

+l)t-'tst(r't) * stt(r1))s-ttz¡r,¡ -!¡Br-rs1rt) ¡ et(rt))s-v:1rr¡l .

" | 7r-t glrt ) -- g'(r" tf2
^¡(r) t'L-- -]

Por (2.74) y (2.75). Ia solución de z2(ú) y la fórmula de prr(t) escriias de
forma aproximada son respecti.v'amente:

xz(t) _1t4u1)x ¡ Qa)/t n

. (,- 1 + ( i + * t-2+ 2't+ t1 0 
lP t- 1 g- 1 (t' t ) + 9t (tt ) g -t / z (¡t )12

", ¡-\ + t + 0 a) / 2 lst-, g-, 1t, ¡ + g, (t1 
) 
g-3 I 2 (t1 ))

^tf 1 + 1 + O ii ) / 2 
lp f , g -, (t, ) + g, (tt ) o - e i 2 

¡tt 1). 
(,.

,a-,(

-)I + (r + ^'2t )+2^i

- I (,"",,,, *

n_str¡t,¡lr)

t)"'*)
s'(t1)

s'(s''

+

+
)

¡_.r 9 t(tt)

'[Br'g(r')
1692(sr

+(?e) [d

1's-'
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v

ri(t) x ¡60)/a nt 
¡t

" (_,_

(¿')

.,t f | +'t + h a) / 2 
fst-, g- 1 (t, ) + g, (t t 

) 
g- B / 2 (t1 ))

1 + ( 1 + "y2 t-2+2't+ b p) 
l1t-t g- t (tt ) + gt (t'r ) g-s I z (tt ¡12

-tt t+1+oa\/2 
lpflg-1(t1) + g'(t1)s-r/2(fl))

.¡-6a/z *t) ¡¡r7r) ¡ r-60 1+2) K2(r)

,, 
('.

)'

con

.[,*

f + (r + 7r¿-rn 21+00 
U3t-1 g-1(t1) + s, (t1) g-31r 1rr11')'/'

,"-, (l (",,r,",, *"*ru##fl!t) "*)
El e¡ror de la aproximación es de 1a forma O (""p [,[- IR (r) I dr] -1+ Lr(ir,t))

R2(r)tr)r:|,*lwl"

.*, (, /-' n" {rrBs(rr) + 12 s-2tt+t) qp r-, + c'1rr¡s-' 1sr; ¡' } )
v

r'".L"(i".t\ : I
J,

exp

X

\
s'((')9-'(,'))'.} l.,/'(,"r§ '+

I + r-6A zt+z) l{"(r)

l,' R" {s'P s{s^') + 12s-'('*.,

(r1 ) + g' 1rt1 n-'tl' ?, )),

(r1 )) s-s / 
2 lrt 1 - f,{p,-, n {r" ) + s' 1r^, )) o -5 t 2 

1r, ¡)

1/2

g"

r2

-1

-s

r)'

I
+

-1 
s

1) _

t(,

13r-

, (,,

tg'
rr-

Itt

s'(

+
T'l

1)

L^i

,,)
tr(

+

1)¿

t)(
g'

donde

Kr(.r)

K.(r)

lí3 (r)

(,

l2

+

-1

00

i,,

[&

-l
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