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Resumen

Estudiamos el comportamiento asintético de la ecuacién diferencial de
segundo orden

{p()z' ()} - q(t)x(t) =0. (1)

Siguiendo este objetivo, mediante sustituciones algebraicas, transformamos
esta ecuacién a un sistema lineal perturbado de la forma

Y'(#) = {A(t) + R()}Y (1), (2)

donde A es una matriz diagonal y R es una matriz pequefia en algiin sentido
que explicitaremos méas adelante.

Bajo condiciones de dicotomia sobre los coeficientes de la matriz diagonal
Ay de integrabilidad sobre la matriz R, aplicamos al sistema (2) teoremas
obtenidos por N.Levinson [12] y P.Hartman junto con A.Wintner [11]. Tam-
bién, aplicamos al sistema (2) un teorema de M.S.P Eastham [6, teo.1.6.1]
bajo las condiciones {\—X;} 'R — 0 cuando ¢ — ooy ({Ai—A;} 7' R) € LY,
donde A; son los coeficientes variables de la matriz A en (2). En cada caso
encontramos férmulas asintéticas de las soluciones de la ecuacién (1).

Finalmente, desarrollamos un nuevo método algebraico que logra expresar
el vector solucién del sistema (2) de forma desacoplada y mejora la precision
de las aproximaciones obtenidas en los resultados clasicos. Bajo la condicién
de que el coeficiente de la perturbacién R(t) pertenezca a L' o L?, estudiamos
el comportamiento asintético de las soluciones del sistema (2). Asi, obtenemos
resultados generales y férmulas asintdticas de las soluciones de la ecuacién
(1) que muestran explicitamente la funcién error de la aproximacion.



Summary

We study the asymptotic behaviour of the second order differential equa-
tion

{p()2' (1)} — q(t)z(t) = 0. (3)

Following this goal, by means of algebraic transformation, we derive this
equation to a diagonal perturbed system

Yi(t) = {A(t) + R(1)}Y (t), (4)

where A is a diagonal matrix and R is a matrix which is small in a sense that
will be explicited later on.

Under dichotomy conditions on the diagonal system and integrability on the
matrix R, we apply to the system (4) the known theorems by N.Levinson
[12] and P.Hartman and A.Wintner [11]. We also use on the system (4) a
theorem of M.S.P Eastham [6] asking that {\; — \;}7*R — 0, (¢t — 00) and
({M—A;}7'R)’ € L' where \; are the variable coefficients of the matrix A in
(4). In each case, we deduce asymptotic formulae of solutions of the equation

(3).

Finally, we develop a new algebraic method which obtain a solution vector
of the system (4) in uncoupled form and improves the precision of the
approximations obtained by the classical results. Under the condition that
the matrix R(¢) belongs to L' or L?, we study the asymptotic behaviour of the
solutions of system (4). Thus, we obtain general statements and asymptotic
formulae of the solutions of the equation (3). Moreover, we show explicitly
the errors functions of the approximation.

Vi
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diag{Ai, ..., As}, matriz diagonal con coeficientes diagonales A; (i = 1
ek, vector canénico de R™.
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Introduccion

Se estudiara la ecuacién diferencial de segundo orden

{p()'(t)}' — a(t)=(t) =0, (5)

donde las funciones p(t) y q(t) son localmente integrables en un interva-
lo [a,00) ¥ no necesariamente toman valores reales (ver libros de Bellman
[1], Coddington-Levinson [2], Coppel [3], Fedoryuk [9], Eastham [6] y en los
articulos de Elias-Gingold [7] y de Harris-Lutz [10] uno puede apreciar su
interés).

La ecuacién (5) expresada como un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 de
primer orden es

X' = A@®)X. (6)

En general, los coeficientes de la matriz A de tamanonxn en (6) son funciones
que pueden tomar valores reales o complejos y X es un vector columna de
tamano nx 1. Se sabe que un vector solucién de (6) rara vez puede escribirse a
través de expresiones explicitas que involucren a los coeficientes variables de
la matriz cuadrada A. Es por esta razon que la teoria asintdtica que surge a
partir de este problema y en la cual nos basaremos, define el sistema (6) para
los ¢ pertenecientes a un intervalo de la forma [a, o0), ya que se considerara la
situacién asintética, es decir, cuando t — oc. De esta manera, se estudiard el
sistema (6) que no tiene solucion explicita pero que si se puede “aproximar”,
cuando ¢t — oo, a un sistema diagonal de la forma

X' = A®)X (7)

el cual puede ser resuelto. De hecho, si A(t) = diag{\, ..., A, }, las soluciones

—

del sistema (7) son de la forma

Xp(t) = exp (f ,\k(s)ds> e,

donde e es el vector candnico cuya k-ésima componente es 1 y todos los
demas coeficientes son ceros.
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En consecuencia, el sistema (6) se escribird como un sistema asintéticamente
diagonal, esto es,

X'(t) = {A(t) + R()} X (1), (8)

donde R(t) es una matriz cuadrada n x n la cual es pequeiia en algiin sentido
cuando ¢ — co. Buscamos las condiciones sobre las matrices R y A para que
las soluciones de (8), y por lo tanto de (6), se aproximen a las soluciones del
sistema diagonal (7), cuando ¢ es grande.

Hay distintas maneras de ver la pequefiez de R(t) cuando t — co. El camino
maés obvio seria establecer la siguiente condicién

R(t) — 0 (t — o0).

Se han hecho investigaciones usando esta condicién sobre R(t) (ver Figueroa-
Pinto (8], L. Markus [13], M. Pinto [14]) y Pinto-Rivas [15]), sin embargo, en
este trabajo se supondrd la hipétesis deducida por Levinson. En el anio 1948,
Levinson probé que la condicién que surge naturalmente sobre la matriz R(t)
del sistema (8) es

/ﬂﬂﬂﬁ<m, 9)

es decir, que cada coeficiente de R tenga una integral absolutamente con-
vergente sobre [a,00). Aparte de la condicién (9) sobre R, el Teorema de
Levinson establece condiciones de dicotomia sobre los coeficientes Ax de la
matriz diagonal A para llegar a soluciones X, (1 < k < n) de la forma

g
Xi(t) = {ex +0(1)} exp (/ /\;c(s)ds) : (10)

a
Bajo las condiciones entregadas por el Teorema de Levinson [6, teo.1.3.1]
se prueba que las soluciones del sistema (8) se aproximan a las del sistema
diagonal (7) cuando ¢ — oo. Este resultado proporciona el punto de par-
tida de todo lo que desarrollaremos en este trabajo. Ademés de aplicar los
resultados de este Teorema al sistema (8), usaremos el Teorema de Hartman-
Wintner [6, teo.1.5.1] y un Teorema de Eastham [6, teo.1.6.1]. El Teorema de
Hartman-Wintner pide que R(¢) € L™ con 1 < m < 2, en vez de la condicién
de integrabilidad R(t) € L' que pide Teorema de Levinson, y la condicién
de dicotomia sobre los valores de la matriz diagonal es mas fuerte que la de
Levinson. Entre las hipétesis del Teorema de Eastham estdn la integrabili-
dad de la derivada del cuociente entre la matriz R y los valores propios de A,
junto con la condicién de que este cuociente sea pequeno cuando ¢ es grande.
Esto es,

(Aj=M)!R—0,cuando t —oc y [(A; — X\)"'R) € LYi # j.
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Las férmulas asintdticas que establecen los tres teoremas tienen la forma

Xi(t) = {ex + o(1)} exp (fut j\k(s)ds) (1<k<n),

donde Ay = Ax(A, R). El Teorema de Eastham se diferencia de los dos
restantes en que considera los valores propios Ar de la matriz A + R, los
que podrian ser dificiles de calcular.

En el Capitulo 1 cada uno de estos Teoremas es presentado como Teore-
ma 1.1.1 de Levinson, Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner y Teorema 1.1.3
de Eastham. En la seccién 1.1.2 se calcula explicitamente el error en la
aproximacion asintética de las soluciones de un sistema de la forma (8) bajo
las condiciones impuestas por el Teorema de Levinson. Los errores entre-
gados por los otros teoremas no son sencillos de explicitar debido a la se-
rie de transformaciones matriciales que se aplican sobre el sistema (8) para
la obtencién de las férmulas asintéticas de la soluciones (ver Eastham [6,
teo.1.5.1,teo.1.6.1]). En la seccién 1.2 del Capitulo 1, se desarrolla el estudio
del comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacién diferencial de

segundo orden
{p()2' (1)} — q(t)z(t) = 0.

Mediante diversas sustituciones transformamos esta ecuacién en un sistema
asintéticamente diagonal de la forma (8). En la primera transformacién se
ve involucrada la variable independiente ¢, la siguiente sustitucién con la
que trabajamos utiliza dos diagonalizaciones, y en la dltima transformacién
que se hace al sistema, se considera la matriz R como casi constante cuando
t — oo. Luego, son aplicados los tres teoremas antes mencionados obtenien-
do las férmulas asintdticas de las soluciones del sistema correspondiente en
cada caso. Mediante las transformaciones inversas se obtienen las expresiones
explicitas de las soluciones de la ecuacion original (5). Estos resultados estdn
presentados como teoremas, los que son aplicados en distintos ejemplos (ver
Eastham [6, cap.2]). Entre los ejemplos de p(t) y ¢(t) en la ecuacién (5) se
encuentran las funciones t* y exp (t*), con « constante, hasta algunas un
poco mas sofisticadas como p(t) = 1y q(t) = P (¢)g(¥(t)), donde ¥ es una
funcién real, nunca nula con primera derivada absolutamente continua en un
intervalo [a, o), @ constante no negativa y g una funcién periédica no nula.

El principal aporte en esta tesis se encuentra en el tltimo capitulo donde
desarrollamos un método algebraico, distinto de los ya mencionados, que
muestra de manera desacoplada al vector solucién de la ecuacion (5).
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Transformamos la ecuacién original (5) en un sistema 2 x 2 asintética-
mente diagonal de la forma (8), esto es,
Z'(t) = {At) + R(}Z(1), (11)
donde
A(t) = dlag{)\l - Ak, ).2 - )\k}
para k fijo, con k = 1, 2.
La solucién ¥(t) del sistema diagonal Z’ = A(t)Z, bajo las condiciones de

dicotomfa del Teorema de Levinson (ver Coddington-Levinson [2, teo.8.1]),
se escribe como suma de dos matrices

W(t) = W (t) + Uy(t)

donde W, (¢) contiene las columnas de W(t) cuyos coeficientes tienden a cero
cuando t — oo y W5(¢) contiene las columnas cuyos coeficientes son acotados
inferiormente.

Se busca una solucién ¢y, de la ecuacién (11) como solucién de la ecuacién
integral

wr(t) = ey + / T ()T (s)R(s)pr(s)ds — /OO Wy (£) T (8) R(s)w(s)ds,
to ¢

para k = 1, 2, donde e, es el vector canénico en R? cuya k-ésima coordenada
es 1 y el resto es cero.

Reemplazando las matrices respectivas y finalmente desacoplando obtenemos
las coordenadas de las soluciones ¢y, (k = 1,2), para tres casos posibles:

1 fof D21(s) ds — —o0 cuando ¢ — oo.
/.3 fot Dyi(s) ds — oo cuando t — oc.

3. | j;l Dy (s)ds| < K, con K constante y {5 > ¢, > 0,
donde Dgl(t) = Re{k;(t) = Aq_(t}}

Tomando el primer caso, se tiene que las coordenadas de las soluciones
i1 = (v1,vs) ¥ w3 = (wy,w,) satisfacen las siguientes ecuaciones integrales

desacopladas:
1 / 712(T) (/ e}'i(s,T)*rgl{s}-ui(a)ds) dr,
i 0

t
1)2(t) = / 63—1 (T, t)'f'g]_(?—) {iT
t

0

t fOQ
—/ edi (1, t)ra1(7) (/ r12(s)va(s) ds) dr
to T

0a(t)
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a®) = - [ entninarar

+ /:’O eTZ(T, t)ra(T) (/TDC T21(8)w1(s) ds) dr
o) = 14 [ ra(r) ( [ el riras)ants) ds) dr,

donde 7;; son los coeficientes de la matriz R v
ty
e5(to, t1) = exp (ift [Ai(s) — A;(8)] ds) :

De aqui, resultan dos lemas que establecen las condiciones de integrabilidad
sobre las funciones

t
Rl (f) = T'lg(t)ﬁl{Tgl, t), ,C.‘l(Tgl, f) = / |‘T'21 (S} 6;1(8, l){d,é

to

para que existan soluciones Zj, = @, del sistema (11). Estas condiciones son
precisamente que Rq(t) y Ra(t) deben pertenecer a L!(dt).

Mediante las transformaciones inversas, se obtienen las férmulas de las
soluciones asintéticas x1(t) y z2(t) de la ecuacion original (5), con sus
respectivas funciones errores:

.13'1(1') = (:’ft/\l (1—1—0(/ lRl(f_)EdT—f—E(fy.t)))
t

i) = o 0e ™ (10 ([T IR dr Lirat)) )

lg(l‘f) = e-ft/\g (1 + 0 (PXP |:/ ] Rz('-r} { JT-‘ ] %L"(T“lz. ﬂ)) :
t

J

) = ()0 (140 (e I I‘Rz(rwr} ~ 1+ L)) )
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Los errores obtenidos en la aproximacién de las soluciones a través de este
nuevo método son mejores que las férmulas asintéticas que aparecen en el
Teorema de Levinson y son dados de manera explicita en cada férmula. Esta
es una ventaja importante y una particular diferencia con respecto a los otros
métodos desarrollados en el Capitulo 1.

Al final del Capitulo 2, los resultados obtenidos son aplicados a los distin-
tos sistemas del Capitulo 1, llegando a férmulas asintéticas similares a las
obtenidas por Levinson y Hartman-Wintner.



Capitulo 1

Ecuacion de Segundo Orden

Toda la teoria que se expondra tanto en este capitulo como en el siguiente,
se desarrollara en torno al estudio de la ecuacién de segundo orden

{p(t)e' (1)} — q(t)z(t) = 0. (1.1)

Para facilitar el trabajo con esta ecuacion, la expresaremos como un sistema
matricial de la forma

Y'(t) = {A() + RO} Y (1)

A este 1ltimo sistema se le aplicardn distintas técnicas, que involucran a
la variable independiente t o simplemente son transformaciones de tipo alge-
braicas, con las que obtendremos nuevos sistemas asintéticamente diagonales
a los que se le aplicaran los teoremas de Levinson, de Hartman-Wintner y
de Eastham, que son mostrados en la siguiente seccion. Con las soluciones
obtenidas, mediante transformaciones inversas, estableceremos las férmulas
asintéticas de las soluciones de la ecuacién de segundo orden (2.1).

1.1. Preliminares

Teoremas ya conocidos como los de Levinson [6, teo.1.3.1]. Hartman-
Wintner [6, teo.1.5.1] y uno de Eastham [6, teo.1.6.1], que aparecerdn cons-
tantemente en el desarrollo de éste y el siguiente capitulo, se expondran en
esta seccion. Cada uno de estos teoremas entregan formulas asintéticas de
las soluciones del sistema n x n : Y'(t) = {A({) + R(t)}Y (¢). El error de
cada solucién al aplicar el Teorema de Levinson sera detallado al final de
esta seccion.
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1.1.1. Teoremas asintéticos de Levinson, de Hartman-
Wintner y de Eastham

Consideremos el sistema

Y'(t) = {A(t) + R()}Y. (1.2)

El Teorema de Levinson resuelve sistemas asintéticamente diagonales de la
forma (1.2) mediante la condicién de que la matriz R(t) sea pequena en el
sentido de que esta matriz debe pertenecer a L!, es decir,

o0
/ |R()|dt < oo.
a
Se agrega a esta situacién una condicién de dicotomia respecto a la integral
de la diferencia de los valores propios de A(t).

Teorema 1.1.1. (Levinson [6, teo.1.3.1] y [12])
Sea A(t) una matriz diagonal n x n

Aft) = diag{/\l(t)$ PEF /\n(t)}:

la cuel satisface la siguiente condicion.

Para cada par de enteros i, j en {1,2,...,n} (i # j) y para todo t y x tal que
a<z<t<coo, setiene
(1 |
/ Re{Ai(o) — Aj(o) }do < K, (1.3)
. z
2 t
/x Re{\i(0) — A\j(0)}do > K> (1.4)

donde K, y Ky son constantes.
Sea la matriz R(t) de tamano n x n tal que

o
/ IR(D)|dt < oo, (1.5)
Entonces, cuando t — oc, el sistema
Y'(t) = {A(t) + R(H)}Y (¢)

tiene soluciones Yi(t) (1 < k < n) con la forma asintética

Yi(t) = {ex +o(1)} exp (/ /\k(o)dcr) : (1.6)

a
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En lo que sigue mostramos una forma fuerte de la condicién de dicotomia,
que es muy 1til, siempre y cuando, sea fécil su verificacién. Esta forma de
probar la condicion de dicotomia segin Teorema de Levinson se usard cons-
tantemente en lo que sigue de este capitulo.

Para cada par (i,7), sea

Re{(t) — A; ()} = f(2) + g(), (1.7)

donde g(t) € L(a,00) y f(t) > 0 en [a,00) o f(t) <0 en el mismo intervalo.

El teorema que enunciamos a continuacion es de Hartman-Wintner el cual
obtiene férmulas asintéticas de las soluciones del sistema (1.2) bajo condi-
ciones similares, en cierto sentido, a las del Teorema de Levinson, pero a la
vez con importantes diferencias. En este caso la condicién de dicotomia sobre
los coeficientes de la matriz diagonal A se hace maés fuerte que la anterior. La
condicién de integrabilidad (1.5) en Levinson es reemplazada por R(t) € L™
conl<m<2.

Teorema 1.1.2. (Hartman-Wintner [6, teo.1.5.1] y [11])
Consideremos la matriz diagonal A(t) de tamario n x n

y 6 > 0 una constante tal que

en cierto intervalo [a, o), para cada par distinto de enterosi,j en{1,2,... ,n}.
Sea la matriz R(t) de tamano n x n tal que

/m [R()|™dt < oo (1.9)

para algin m tal que 1 < m < 2. Entonces, cuando t — o0, el sistema (1.2)
tiene soluciones Yi(z) (1 < k < n) con la forma asintdtica

Ye(t) = {ex +o(1)} exp (/t(l\k(aj + rek(0)) da) . (1.10)

donde ry. es el coeficiente diagonal de la matriz R(t).
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El siguiente teorema que enunciamos es el Teorema de Eastham. Las
condiciones impuestas sobre el sistema (1.2) piden que la matriz R debe ser
pequeila en comparacién a la matriz A en el sentido de (1.11) y la condicién
integral sobre K que aparecen tanto en el Teorema de Levinson como en el
Teorema de Hartman-Wintner esta dirigida ahora a la matriz R/, la derivada
de R.

Teorema 1.1.3. (Eastham [6, teo.1.6.1])
Consideremos una matriz diagonal A(t) de tamario n x n,

A(t) = diag{ M (t),..., W)}

en el cual A;(t) — A;(t) # 0 en algun intervalo [a, 00) para cada par de enteros

i # 7 en{l,2,...,n}. Sea la matriz cuadrada R(t) de tamanio n x n tal que
{0 = X0 TR() — 0, (t— o) (1.11)
(At = (B} R € L{a,00) (1.12)
para cada par de enteros distintos i y j en {1,2,...,n}. Ademds, suponemos

que los valores propios py (1 < k < n) de A(t)+ R(t) satisfacen la condicién
de dicotomia del Teorema de Levinson. Entonces, cuando t — oo, el sistema
(1.2) tiene soluciones Yi(t) con la forma asintdtica

ot

el = g+ ol ey ( [ to) do) | (1.13)

1.1.2. Error en la solucién asintdtica del Teorema de
Levinson.

Nos interesa calcular el error de las soluciones obtenidas en el Teorema
1.1.1 de Levinson, para saber que tan buena es nuestra aproximacién al
aplicar este teorema a sistemas asintéticamente diagonales de la forma (1.2).
Por condicién {1.5) suponemos que para t > tg

- 1
eft / |R(t)|dt < B (1.14)
to 2
donde K = Max{| K|, |K:|} v K1, K3 son las constantes de la condicién de
dicotomia en el Teorema 1.1.1 de Levinson de la seccién 1.1.1.

La sustitucién

Y (t) = Z(t) exp ([ /\k(s)dg,-) |
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transforma (1.2) en el sistema
Z/(t) = {A(8) + R()}Z(0), (1.15)

donde }
A(t) = A(t) = ATy,

siendo [, la matriz identidad de tamafo n x n.
Sea ¥(t) la matriz diagonal

W(t) = exp [ fm t ./T\(s)ds}

tal que

U'(t) = A(t)P(2).
Escribimos ¥ como la suma de dos matrices diagonales
U= \III + \Ij21
donde ¥, (k = 1,2) contiene todas las columnas de indice j de la matriz ¥
que pertenezcan a H, o H, respectivamente, esto es,
i

Jj&eH i / Re{}; — A} (7)dT — —o0 cuando ¢t — oo

0

i
y j Re{A; — A }(7)dT < K, con K constantey t3 > ¢, >0
(51

iz
j € Hy si / Re{); — A} (r)dr > —K, conty > t; > 0 y K constante.

(3

De la condicién impuesta a H; cuando tp < t < 7 < oo se tiene que
(W (t) ()| < ¢,
con ¢ constante.

Consideremos la siguiente ecuacion integral

o(t) = ex + / Uy (£) 0 (7)R(7)p() dr — ] T Uy (H)8 (1) R(r)e(r) dr

(1.16)
con e; el vector candnico. Se quiere que (1.16) tenga solucién ¢. Es claro
que una solucién ¢ satisface el sistema (1.15), ya que, (1.16) se obtiene de
la férmula usual de las soluciones de un sistema diferencial lineal, con la
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diferencia de la aparicién de un limite superior infinito en la segunda integral,
como una consecuencia de estar tratando con la convergencia de soluciones
cuando ¢ — oo.

Aplicamos el método de aproximaciones sucesivas a (1.16), tomando el primer
elemento ¢ de la sucesién {7} igual a cero y ¢ = e;. Entonces,

) = et / U (1) (7)R(7) () dr — [ T BOE RO (M dr
to ' (117)

y para t > to,
0 () — )] = 1. (1.18)

Cada elemento h; (I € ) de la matriz diagonal | ¥, (¢£)¥~1(7)| es de la forma

hy| = exp ( f t Re( — Ag)(s) ds)

o0 es cero. Entonces, para tp < 1 <t
|1 ()T (7)R(7)| < " |R(7)]
y de la misma forma tenemos para 7 >t que
[T2(t) T (r)R(r)| < " |R(7)].

De (1.17) se tiene

) - P01 < [T RO - 0] dr

to

Usando (1.14) y (1.18), por induccién se prueba que
_ . 1\’
70 - 0l < (5)

De aqui se deduce que la convergencia de {7} es uniforme en cada subin-
tervalo de [to, oc). Entonces,

o) < 2.
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De (1.16) se tiene
lp(t) — e < fI‘I’ )@ ()| R(7 )llﬂP(T)ldTJr/tmI‘I’z(t)‘l’_l(T)llR( )Mep(r)ldr
/1@1 T~ (r)||R(r )|d'r+2r:/£m R(7)|dr

_ (f U4 ()~ (7)| | R()|dr -i—cftm”{(r)]dr)
- o(Lo(Rm ] R ('rJldr),

Lo(R)(t) = [ 04 () ()| | R(7) dr,

es tal que Lo(R)(¢t) — 0 cuando ¢ — oc.
Entonces, ¢ = ¢y satisface

IA

donde

o=+ 0 (Lm0 + [ Rlar)

y por lo tanto, para (1.2) existe un sistema fundamental de soluciones {Yi(¢)}.
tales que, cuando t — oo, satisface

Yi(t) = exp (jt:/\k(s)ds) {eﬁo(LO(R)(t)+/tm|R(T)|d,~)J. (1.19)

La expresién (1.19) es una férmula asintética con una estimacién de los erro-
res segun las condiciones del Teorema de Levinson.

A. 1

1.2. Ecuacién de segundo orden

Consideramos la ecuacion de segundo orden

{p(t)2'(t)} — q(t)z(t) =0, (1.20)

donde las funciones p y ¢ son funciones distintas de cero y no necesariamente
toman valores reales.

Expresamos de manera natural (1.20) como un sistema diferencial de primer
orden

X' = AX (1.21)
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X:(pz,),A_<216p). (1.22)

Hasta aqui, la condicién bésica que deben satisfacer 1/p v g es la integrabi-
lidad local sobre un intervalo [a, o).

Queremos transformar el sistema (1.21) en un sistema asintéticamente dia-
gonal de la forma

donde

Y'(t) = {A{t) + R(t)} Y (1) (1.23)
tomando
A =7Y (1.24)

1 1
' ( (pg)*? —(pa)'’ ) B4

es la matriz cuyas columnas son los vectores propios asociados a los valores
propios de A.

Entonces el sistema (1.21) se transforma en uno de la forma {1.23), donde la
matriz diagonal A(t) es

A =T AT = diag{(q/p)*/?, —(q/p)"/*}

donde

y la matriz R(t) es

() (4 7)

Acomodando el sistema (1.23) tenemos que

Vi(t) = (M (6) + Ru(0)}Y (1), (1.26)
donde A, es la matriz diagonal
Pl ST o B
e (q/p) ri(t) 0 L7
Haldh = ( 0 —(a/p)'/? — (1) (127)
y %) es la matriz con diagonal cero
01 -
Ri(t) = m (1) ( L0 ) , (1.28)
con :
= 7 (pa)'/pg. (1.29)

Un articulo interesante sobre el tema es “The Liouville-Green asymptotic
theory for second order differential equations: A new approach and some
extensions” (ver Eastham [4]) donde se estudia extensivamente la ecuacién
{p()y' ()} + a(t)y(t) = 0.
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1.3. Foérmulas asintéticas de la ecuacion de
segundo orden obtenidas de los teoremas
de Hartman-Wintner y de Eastham.

Los teoremas de Hartman-Wintner (Teo. 1.1.2) y de Eastham (Teo. 1.1.3)
enunciados al comienzo de este capitulo, se aplicaran al sistema (1.23), obte-
niendo las formulas asintéticas de las soluciones en cada caso.

Teorema 1.3.1. Supongamos que p(t) y q(t) son funciones no nulas y con
primera derivadas absolutamente continuas en [a, 00).

Sea
|Re{(q/p)"/?} = & (1.30)

con & > 0, en el intervalo [a, c0).
Ademads, para 1 < m < 2, se satisface que

(pq)’ , .
— & L™(a, 1.31
o (a, 00) (1.31)

Entonces, la ecuacion (1.20) tiene soluciones x1(t) y x2(t) tales que

() = {1+ o(L)}pg) () exp ( /'(q/p)lﬁ(ﬂd'r) |

Il

pzy(t)

(-4 o)) e ([ (o)

zalt) = {140(1)}pg)"Y4() exp (— / <q/p>1/2<r>d<r),

a

il

pi(6) = (LoD} (0 exo (= [ (a/priir).

a

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner al sistema
(1.26). Los valores propios de la matriz diagonal A, (t) son

M) = (a/p)'2(6) =m(t) v Xa(t) = —(g/p)/2(t) — i (2).
Luego, por (1.30) y para § > 0,

| Re{A:(t) — Ao(t)}| = 2| Re {(a/p)**(1)} | = 25.
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Ademsds, (1.31) es la condicién (1.9) del Teorema 1.1.2. De esta mane-
ra, todas las condiciones del Teorema son satisfechas. Por lo tanto, existen
soluciones Yj(t) (k = 1,2) de la forma (1.10), esto es,

ot

Yilt) = {ea + ot e [ 0/ () - ().

Como en la matriz R; los elementos de la diagonal ry,, son ceros (k = 1,2),
tenemos que las soluciones son de la forma

¥ilt) = fex + o} esp ([ (o/p) (7} ).

Notamos que

| / r(£)dt = —% / (?;Z)/(t)dt = In(pg)"Y4(t) + const. (1.32)

Usando este resultado, la solucién Y}, se transforma en

Yi(t) = {ex + o(1)}(pa) () ¥ exp (/ ﬂ:(q/pw%r)m) .

Finalmente, de (1.25) y (1.24) se concluye que

21(t) = {1+ o(1)} (pg)~Y4(8) excp ( / ‘<q/p)1»’2(r>df~)

t
pi () = {1+ o0} )20 ([ (a/p) (e )
El caso k = 2 es andlogo al de & = 1, la (nica diferencia de z5(t) con la

solucién z(t) es la aparicién de un signo negativo en la integral del término
exponencial. E

Teorema 1.3.2. Sean p(t) y q(t) funciones no nulas con primeras derivadas
absolutamente continuas en [a,o0), tales que

(pg)'/pa=o{(a/p)'"*} (1.33)

{p 4 pa)'} € L'(a,00). (184
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Suponemos que
Re{(q/errf)l/?} (1.35)

tiene un solo signo en [a,00), donde

1
iy = Z(m)’/:oq-

Entonces, ecuacidn (1.20) tiene soluciones x1(t) y z2(t) tales que

alt) = {1+oHe0) 0 exp ( [ (afp+ D rar) (130

i
8
—_~
—
L
——
Il

{1+ o(1)}pa) (&) exp ( / T r%)lf?(r)dr) (1.37)

22(8) = {1+ 0(1)}(pg)"4(t) exp (— / (q/pw%)”?(r)arr),
prh(t) = {1+ 0(1)}pg)V4(t) exp (— / (q/pw%)”?(r)dr).

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 1.1.3 al sistema (1.26). Debido a las
férmulas (1.27) y (1.28), las condiciones (1.11) y (1.12) son equivalentes a
(1.33) y (1.34).

Como los valores propios de A; + R en (1.26) son

N (A
e 4pq+(16(pq>+p)

y 5 1/2
_ L(pq) 1 ((pq)’) q
pp=—g—— == (=) 2]
1 pg 16 \ pg p

Re{pu(t) — ua(t)} = 2Re {(g/p +3)/*(t)}

y de esta manera (1.35) es la condicién de dicotom{a del Teorema de Levinson
para u(t) y p(t). Por lo tanto, el sistema (1.26) satistace las condiciones del
Teorema 1.1.3, probando la existencia de soluciones Y; para k = 1.2, tales
que

1/2

entonces,

Yi(t) = {ex + 0(1)} exp (/:,uk(s)ds> ;
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Reemplazando uy en Yi(t) y por (1.32), tenemos para k = 1 que

t 5 8 1/2
Yi(t) = {ex + o(1) }Hpg) "H4(t) exp (f (%6 ((i?) +g) .

Finalmente, de (1.25), (1.24) y (1.21) obtenemos las férmulas (1.36) y (1.37).
De manera similar, usando el segundo valor propio p2() obtenemos la férmula
asintdtica de la solucion z,(t). a

1.4. Transformaciéon de la Variable Indepen-
diente.

Supongamos ¢ > 0y p > 0 en la ecuacién (1.20) y sea

5 = f (a/p)", (1.38)

una transformacién de la variable independiente ¢, tal que, s tiende a infinito
cuando t crece. Entonces, (1.38) transforma el sistema (1.23) en

Y(s) = {( é fl ) + h(s) ( _11 _11 )}Y(s), (1.39)

donde Y(s) = %Y(t) Mg

Notamos que si ¢ < 0, la matriz diagonal toma valores complejos, es decir,
toma la forma diag{, —i}.
Reescribiendo el sistema (1.39), tenemos que

V(s) = {( luoh(s) » Uh(s) >+h(s) ( ’ é)}Y{s} (1.41)

y denotamos a la matriz diagonal de (1.41) por

) — h(: 0 .
A(s) = ( 1 : (s) e ) (1.42)

v a la matriz de diagonal cero por

R(s) = h(s) ( (1’ : ) | (1.43)
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El beneficio de usar la transformacién (1.38) en el sistema (1.23) es la
obtencién de una matriz diagonal con coeficientes constantes. Esto facilita
la verificacién de la condicién de dicotomia (1.7) segiin Teorema 1.1.1 de
Levinson y Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner.

1.4.1. Férmulas asintéticas segiin Transformacién de
la Variable Independiente

Teorema 1.4.1. Sean p(t) y q(t) funciones distintas de cero, del mismo
signo y con primera derivada absolutamente continua en [b, 00), tales que

[(pg) ™ /pt™+/2¢Pm=/2 € L1 (b, 00) (1.44)
para algin m en (1,2]. Entonces, la ecuacidn (1.20) tiene soluciones x,(t) y
z4(t) tales que

28 = {1+ o1} pa) V(¢ oxp ( / (q/p)”?(ﬂdf) L (L)
pr (t) = {1+ o(1)}(pg)"*(t) exp (fb (q/p)w(‘r)d’r) (1.46)

aa(t) = {1+ o} o0 000 (= [ @/ (o )

pay(t) = {1+ (1)} (pg) YA(t) exp (— / (q/pW?(r)dT) .

Demostracicn. Aplicaremos el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner al sistema
(1.41). Sean A1(s) = 1 —h(s) y Aa(s) = —1 — h(s) los valores propios de A(s).

Entonces, como ) A
Re{Ay(s) — Aa(s)} = 2

se verifica la condicién (1.8) para todo s € [a, 00).
: 1 (o)
rq /
= e _—Anip)
4 pg

entonces por (1.38), para 1 < m < 2, se tiene que

fa‘h('dzw,

~1/2

WD) - oy yar

(pq)(t)
_ * [ (pg)(e) ™ N
- _1m A (P(])( (Q/P) (t)(q/p)"=(t)dt
P | (pq)'(t) |™

= 4—m 5 p(m+1}/2(t)q{am_l):’?-(t) dl
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La segunda condicién (1.9) se satisface, siempre y cuando, la integral de la
derecha sea finita, es decir, si se satisface (1.44). De aqui, usando Teorema
1.1.2 se desprende la existencia de vectores solucién Yi(s) (k = 1,2) de la
forma (1.10). Por (1.43) la matriz R(s) del sistema (1.41) tiene diagonal Cero,
por lo tanto ri(s) = 0 (k = 1,2). Como ya conocemos los valores propios A
de la matriz diagonal A, entonces para k = 1

Yi(s) = {e1 +0(1)} exp (/:[1 — h(o)] da) ;

Desarrollando esta dltima expresion, utilizando (1.38), se tiene que
Yi(s) = {e1+o(1)} exp (]5(1 — h(o)) da)
W0 = (aromtes ([ (1-1 (%) @@ ) @ o «)

Wt = feromyen ([ (wo0-1 (9 0) &).

Integrando obtenemos

Yit) = {ex+o(U)}pa) () exp ( [ (a/p)*(s)ds) .
b

Si denotamos por u; y v; a las coordenadas del vector Y;(t). Entonces, esta
solucién puede ser escrita en la forma

( zi ) = {( (1) ) +0(1)} (pg)~* exp (/;(Q/P)l/zd§)

= (pg)~4 {14+ 0(1)} exp (fbf(q/p)l/zdg)
o(1) exp (J:(Q/P)mdq) .

De (1.22), (1.25) y (1.24) deducimos que

(;; ) - ( (pql)”2 —(piz)”? ) {( El) ) +O(l)}
x(pg) " exp (/bt(q/p)lf'%)

[ a1+ o)} exp (fi(a/p)3ds)
(p0)" {1+ (1)} exo (J; (a/p)"d)
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y de aqui obtenemos la férmulas asintéticas (1.45) y (1.46), para k = 1, de
las soluciones de la ecuacién (1.20). Procediendo de la misma manera que
antes con el valor propio As(s) = —1 —h(s) en (1.10) se obtienen las férmulas
respectivas para z;(t) y pzy(t). L]

Ahora veremos algunos ejemplos de funciones p y ¢ de la ecuacion (1.20)

que satisfacen las condiciones del Teorema 1.4.1.

Ejemplo 1.4.2. Si en la ecuacién (1.20), p(t) = t® y q(t) = t°, donde o y 3
son constantes reales, entonces, la m-condicién de integrabilidad (1.44) para
1 < m < 2 se expresa a través de la desigualdad

a—pB<2. (1.47)

Ejemplo 1.4.3. Si p(t) = exp(t*) y q(t) = exp(t’) con «, 3 € R, entonces
(1.44) se reduce a la condicién

B ez (1.48)
Ademas, si a = 3 se debe tener por m-condicién de integrabilidad que
m(l —a) > 1,
para 1 <m < 2.
Ejemplo 1.4.4. Sean
p(t) =t ("), q(t) = t°g(t")

donde f y g son funciones periédicas distintas de cero. Ademas, o, 3, Yy 1
son constantes reales. Entonces, la m-condicién de integrabilidad (1.44) para
1 < m < 2 se expresa a través de la desigualdad

2m
a—f3+ Max{~,n,0} < 2. (1.49)

m—1

Sim = 2, (1.49) se reduce a la condicién

a — 3+ 4Max{v, 7,0} < 2. (1.50)

El siguiente teorema resulta de la aplicacién del Teorema 1.1.3 al sistema
(1.41).
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Teorema 1.4.5. Sean p(t) vy q(t) funciones nunca nulas, positivas y con
primeras derivadas absolutamente continuas en [b, c0).

St ademds
At = 7 (p—l(/%%) (t) =0, (t— oo) (1.51)
y
K (t) = i (pl(g?m) (t) € L'(b, o0), (1.52)

entonces la ecuacidn (1.20) tiene soluciones z1(t) y z3(t) tales que

t ' 27 1/2

21(t) = {1+ o(}(p)/4(1) exp (]b [(g)(nf—é(%)] dr), (1.53)
t eI 1/2

pai(6) = {1+ o(UHp0) /*(t) exp ( / [(g) ()+11—b(%qq)7((_§)] ar) (159

" ; 2\ 1/2
72 = {1+ o(L)} (pg)/4(t) exp (— / ((%) 0+ 55 | 2] ) df) . (155)
pry = {1+ o(1)}(pg)"/*(t) exp (—fb ((%) (1) + liﬁ [(gj‘;))l((:;y) dr) . (1.56)

Demostracion. Este teorema resulta de aplicar Teorema 1.1.3 al sistema
(1.41). Por (1.40) y (1.38) se tiene

Y

lim h(s) = lim 7 ((( ))((:))) (a/p)~'2(t)
(pg)'(t)
4 t=o0 p\2(t)g3/2(t)

Luego, {1.51) es la condicién (1.11) en la variable ¢ del Teorema 1.1.3 . Para
obtener (1.12) usamos la regla de la cadena

dh _ dhdt
ds  dt ds
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y (1.38). Se tiene de esta forma

dh dh il

_ 4 ((pg) 1 -1
- dt(( e ) afo)

Por lo tanto,

[ iwnas = [T G0N tato) e
- [ |(r) |

De esta tiltima relacién, usando la condicién (1.52), se obtiene (1.12).

Si fu(s) = —h(s) + L+ R¥(s))V? y fa(s) = —h(s) = (1 + h%(s))'/? son los
valores propios de la matriz A(s) + R(s) en el sistema (1.41), entonces por
(1.51)

Re{fin(s) — fiz(s)} = 2Re {(1 + hﬁ(s))”g} — 2Re{(1 +0(1))2}. (L.57)

Esto muestra que se tiene la condicién de dicotomia segin (1.7), ya que, la
parte derecha de la expresién (1.57) tiene un signo en [a, c0). Entonces, las
condiciones del Teorema 1.1.3 son satisfechas por el sistema (1.41), por lo
tanto existen soluciones Yi(s) para k = 1,2 de la forma

Yi(s) = {ex + o(1)} exp (/ ,&k(g)dg) : (1.58)
Usando (1.38) se observa que para k=1
Yi(s) = {e1 +o(1)} exp (/ [ (<) + (14 h¥( ))1/2] dg).

Escribiendo la solucion Yi(s) respecto a la variable ¢
Yi(t) = {er+0(1)}

't ! 5y 2 1/2
1 {(pq) i {pq) oy S
* € - P Ny 1+ = P S\
exp /b 4 (\py,--gqg,.g B 16 p1:3q3/2 (q/p' i

Yi(t) = {er+o(l)}

5y, 12
Y1 (pq) t (pg)' \ "~
X exp /—-— ((pq’)dr-i—/ g%——l—(iﬂ{—}—) dr
AN b \P 16\ pg
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Integrando nos queda

t N\ 2 1/2
Va(t) = fer + o1} (pa) (1) exp (fb {§+§g(@)} ar|  (159)

pq

Finalmente, de (1.22), (1.25) y (1.24) se sigue que las formulas (1.53) y (1.54)
corresponden a la solucién z;(¢) de la ecuacién (1.20) y a pz}(t), respecti-
vamente. Las soluciéon para k = 2, se deduce procediendo de forma analoga
usando el valor propio fiz y reemplazindolo en (1.58). La férmula para z,(t)
se diferencia de z;(t) en un signo negativo en la integral del factor exponen-
cial, y estd dada por (1.55). La férmula de px;(f) que se obtiene es (1.56).
O

Consideramos las mismas funciones p y ¢ de los ejemplos dados para el
Teorema 1.4.1, pero ahora le aplicaremos las condiciones del Teorema 1.4.5.
Si escogemos p(t) y q(t) como en los Ejemplos 1.4.2 y 1.4.3, por (1.51) y
(1.52) vemos que se obtienen respectivamente las mismas condiciones (1.47)
y (1.48). En este tltimo ejemplo, si tomamos o = 3 la condicién cambia a
a(= B) < 1. Finalmente, aplicando las condiciones del Teorema 1.4.5 sobre
el Ejemplo 1.4.4 se llega a la condicién (1.50) que se obtiene tomando m = 2
en (1.49).

1.4.2. Férmulas asintoticas para el caso particular
p= 1,

De los Teoremas 1.4.1 y 1.4.5 de la seccién anterior se pueden obtener
corolarios que dan férmulas para las soluciones asintéticas tomando la funcion
p =1 en la ecuacién de segundo orden (1.20), esto es,

" —q(t)z = 0. (1.60)

Corolario 1.4.6. Supdngase que q(t) es una funcion con primera derivada
absolutamente continua en [b, 00), tal que

W™ _ ¢ 12 b, o0) (1.61)

q{SmfI)/‘Z b

para m en (1,2]. Entonces, la ecuacion (1.60) tiene soluciones x,(t) y xa(t)
tales que

zi(t) = {1+0L)}qg 4(t) exp (/ ql/g('r)dr) (1.62)
b
t
{1+ 0(1)}¢"*(t) exp (f qlffg('r)d'r> . (1.63)
b

8
e
=

o
~—t

I
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La férmula para z5(t) varia de la de z,(t) por un signo en la integral del
término exponencial.

Corolario 1.4.7. Sea ¢(t) una funcién con primera derivade absolutamente
continua en [b, 00), tal que

7/d*? =o0(1) (t — ) (1.64)

Y
/ !
(&g/_z) g2 € L}(b, 00). (1.65)

Entonces la ecuacion (1.60) tiene soluciones x(t) y z2(t) tales que

n() = {14 01)}q(t) exp ( / [q+(q’/4q)?]“’2(r>dr) (1.66)

Zi(t) = {1+0(1)}g"4(t) exp Ub g+ (¢/49)"] " (TW) . (1.67)

La férmula para z5(t) es similar a z1(t), pero con un signo negativo en la
wntegral del factor exponencial.

1.5. Segunda Diagonalizacién

Se quiere transformar mediante una diagonalizacién a la matriz Ay el
sistema (1.41) en otro sistema asintGticamente diagonal de la forma

}{2’ = {Ag + Rz}Yg

Como se estd trabajando con matrices de tamafio 2 x 2 la aplicacién de
la segunda transformacién diagonalizadora sobre el sistema inicial (1.21) no
complica los calculos, por lo que todavia se puede trabajar en el nuevo sis-
tema obtenido. Lo bueno de este método es que no demandara colocar otra
condicién de las ya pedidas en el Teorema 1.1.1 de Levinson, el Teorema 1.1.2
de Hartman-Wintner y el Teorema 1.1.3 de Eastham. Los resultados de la
aplicacién de esta transformacién seran nuevas condiciones que involucrardn
derivadas de orden superior de las funciones p v q.

Este doble proceso de diagonalizacién es el caso de m = 2 en la seccién
2 de repetidas diagonalizaciones del articulo “Repeated diagonalization and
extended Liouville-Green asymptotic formulae” de Eastham [5].
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Consideremos el sistema (1.39) escrito en la forma
Yl(S) = {Al(S) + Rl(S)} Yl(S), (168)

donde A; y R, estdn dados por

1—Ah(s 0
Ay fs) = ( 0( ) Ot ) (1.69)
i
0 1
y la funcién h es
1 (pg)’ _1/2
== ’ 1.71
1(pg) (g/p) (1.71)
Definimos la matriz
_ 1 —
T = ( o 1 ) (1.72)
coIl
a;(s) h (s) (1.73)
—_— 5 . o
! 1+ (1+ h2)1/2
Para que 7} sea no singular en cierto intervalo suponemos que
al(s) — 0 (174)
cuando s — 00.
Si
=T\Ys, (1.75)

es la transformacion que diagonaliza a la matriz A, + R, entonces sustituyen-
do (1.75) en (1.68) se obtiene el sistema

Ya(s) :{ “1[A1(s) + Ru(s)] T, — iTl}Ya( ). (1.76)
Desarrollando cada uno de las matrices de este sistema se tiene:

T;l(i’\.l + R;)Tl

B h(1 +a?) + (1 + 2a1h — a}) —2a; + h(1 — a?)
1+ —‘>a,1 + h(l —a}) —h(1l +a3) — (1 4+ 2a1h — a3)

.'f
B +h 1/2 0 =
= ( (1 +h2}1,"‘2 = ) (1’7)
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— 17 C.51 ay -1

Ty T s =g : 1.78

A= (40 119

Finalmente, sumando los coeficientes de la diagonal de (1.78) con la matriz
(1.77), el sistema (1.76) se reescribe como sigue:

YZ(S) = {AZ(S) + RQ(S)} YQ(S), (179)
donde
| G2 p2 0 ;
y
0 1
Rz =T3 ( 1 0 ) ) (181)
con
Cl,lfh
o = h+ —- 1.82
P2 T (1.82)
@ = (L+h)" (1.83)
M :
ay ;
o = = 1.54
" 1+ af k-84

Reescribiendo el término 74 en funcién de h, por (1.73) nos queda

1{ & .
273 (l+h?>' (1.85)

En la siguiente seccién trabajaremos con el nuevo sistema (1.79) para
obtener férmulas asintdticas de las soluciones de la ecuacién (1.20).

1.5.1. Férmulas asintéticas de la ecuacién de segun-
do orden segin el método Segunda Diagonal-
izacién.

Consideremos el sistema (1.79) donde As y R, estén definidos por (1.80) y
(1.81). A este sistema se le aplicardn los Teoremas 1.1.1 de Levinson, 1.1.2 de
Hartman-Wintner v 1.1.3 de Eastham de la seccién 1.1 para obtener formulas
asintéticas de las soluciones de la ecuacién (1.20) bajo nuevas condiciones
impuestas a p y ¢ que incluyen hasta derivadas de tercer orden. Comenzamos
con el establecimiento del resultado asintdtico obtenido del Teorema 1.1.1 de
Levinson.
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Teorema 1.5.1. Sean p(t) y q(t) funciones nunca nulas, de igual signo y
con primeras derivadas absolutamente continuas en [b, 0o), tales que

-5 (%) /e

4\ pg
Y
h(t) — 0 (t — o0). (1.86)
Supongamos que
Re {(1+1%(1) """} (1.87)

tiene un solo signo en [b,00) y ademds
R'(t) € L'(b, o). (1.88)

Entonces, cuando t — oc, la ecuacidn (1.20) tiene soluciones x1(t) y z2(t)
tales que

2

n(t) = {1+o)}+a(®) (1+ai®)™" (b))

g 1 () )
l B(f)-rig( q (r} dry , (189)

pz(t) = {1+o0(1)} 1 —ay(t)) (1+a3(t)™ (pg)/(t)
/

X exp (/bt (%(T) + 1_16- ((‘;?I(T‘))z) l 2d7’) (1.90)

() = {1401} (1-a(t) (1+a3(1) ™" (pg) (1)

oy 12
: 4 e L (D)) e
X exp (“/b (p(r)-i—lﬁ(pq())) d), (1.91)

pzh(t) = {1+0(1)} (=1 —ar(®) (1+a2(®) " (pg)4(2)

t Il 2 1/2
. g, 1 (o) . o
X exp (— /b (E()-r T ( = (r)) ) cl,) . (1.92)

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 1.1.1 de Levinson al sistema (1.79).
Los valores propios de Ay(s) son

X exp

T

A(s) = ga(s) — pa(s) ¥ Aals) = —qals) — pa(s),
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entonces,
Re{A1(s) — Ao(s)} = 2Re{ga(s)} = 2Re{(1 + h*)'/2(s)}
en [a, o).

De aqui notamos que (1.87) es la condicién de dicotomia (1.7).
De (1.85), (1.38), (1.74) y (1.86) se tiene que
h(s)

fa°°|r2(s)|ds = /:o o
[ e
< _/bm|h’(t)]dt

De esta manera se satisfacen las condiciones del Teorema 1.1.1 de Levinson,
por lo tanto, existen soluciones de la forma (1.6) para el sistema (1.79). Esto
es,

ds

*S

¥arl®) = {er +olWexo [ fnsle) - o] o) e

Yaals) = (ea + oV [ [-(o) = (o)) do ).

Usando las definiciones (1.82) y (1.83) reescribimos las soluciones Y (s)
como sigue

Vas(s) = {en o} exp ([ [imhz)“?(a)—h(a)—("'1‘3“ )(a)] o)

1+a?

= {ex+o0(l)} exp (f: [£(1+ T e ) h(o)] a’o)

X eX]P <ﬂ/ (laia;2> (o) dcr) :
a 1

donde ey, es el vector canénico en R? para k =1, 2.
Desarrollando la integral del primer factor exponencial usando (1.71) y (1.38)
se obtiene

2

[ 0 (v G () wor)) wor|
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[ (@ o)) ]«

Evaluando esta integral en la funcién exponencial encontramos la expresion

i stren (s [ (5 (D))o oo

También, observamos que

ala'1 1 1 d 9
e = i L d
/1+a%d8 2) 1+a} (ds( —|—a1)) °

(L+at),
= 3 t
1+ a7

- éln(l +a(1)). (1.94)

Entonces, por (1.93) y (1.94), la solucién Y3 x(t) toma la siguiente forma

You(t) = {ex +o(1)}1+ai(t) ™ (pg) "4 ()
oy 1/2
S NCAVRR WG .
S (i/b ((‘p)( T ((m)(r)) ) ! ) |

De (1.72) y (1.75), tenemos que las soluciones del sistema (1.68) para k = 1,2
son

Y *(1+a2)‘1/2(m)”4( Llbo(Tem (f; (q/p+r%)1”2dr) )

a1 {1+ o(1)} exp (f; (q/p—+ ‘f"'f)l/z ci‘r)

e

Yia = (1 +a?)~Y?(pg)~1/4 ( —a1{l +o(1)} exp (w [b' (Q/‘P+T"]3)U2dr) )
Yia= :

{1+0(1)}exp (- f; (q/p+ 7"13)1’/2 dr)
donde 7, = (pq)’'/(4pg).
Finalmente, por (1.25), (1.22) y (1.24) llegamos a las férmulas (1.89) y (1.91)

para z,(t) y z2(t) , y las expresiones (1.90) y (1.92) para sus respectivas
derivadas . O
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La condicién de dicotomia (1.87) obtenida segtn (1.7) claramente es sa-
tisfecha cuando p y ¢ son funciones con valores reales, ya que, la funcién h?
es siempre mayor que cero. Si p y ¢ toman valores complejos, tenemos por
(1.86) que cuando t — oo

14+ A% =1+0(1),

luego,
Re{(1+ h?)} = Re{(1 + o(1))"/*}

en [b, oo), lo que permite que se tenga (1.87). Tomando los Ejemplos 1.4.2 y

1.4.3, vistos en la seccién anterior, al aplicarles las condiciones (1.86) y (1.88)
se obtienen las mismas condiciones (1.47) y (1.48) respectivamente.

El siguiente ejemplo que mostraremos es mas general y sofisticado; in-
volucra a todas las funciones de los distintos ejemplos mostrados hasta aqui.

Ejemplo 1.5.2. Sea ¥(¢) una funcién real y nunca cero en [a,, 00) con
primera derivada absolutamente continua, tal que

(t) — oo (1.95)
cuando t — co. Sea J > 0 una constante y consideremos p(t) =1y
q(t) = ¥ (t)g(v(t) (1.96)

en la ecuacion (1.20), donde g es una funcién periédica y nunca nula. Ademas,
de la condicién (1.95), suponemos que

Y'(#)/9P12(t) = 0 (¢ — o), (1.97)
una de las condiciones necesarias para tener (1.86), y sea
Y'(t) =0 ({¥'(t)}?) (1.98)

cuando ¢ — oc. Finalmente, condicién de integrabilidad (1.88) se tiene por
(1.98) junto con
(w2222 € L (ap, 00). (1.99)
En lo que sigue presentamos algunos casos particulares de la funcién ¢(¢)
en (1.96). Si
Wt) = 7. (1.100)
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entonces de las condiciones {1.95) y (1.97) se obtiene

O<fy<1+%y (1.101)

y las restantes, (1.98} y (1.99), entregan la expresion

(ﬂ% -f-l—fy) > . (1.102)

Por (1.101) la inecuacién (1.102) no es tan ficil de que se verifique. Es mds,
habra soluciones del sistema (1.79) segin Teorema 1.1.1 de Levinson cuando

3,~ > 0 verifican
3
1> 2—=].
(2-3)

Notamos también que condicién (1.102) es la expresién (1.50) en el Ejemplo
1.4.4 de la seccién 1.4.1, tomando o = 0 en (1.50) y haciendo el cambio de
notacion respectiva.

Finalmente, cuando v < 1 en (1.100) se puede decir que la funcién g(t) en
(1.96) varia lentamente, en cambio cuando v > 1, la variacién es répida.
Otro caso interesante es tomar

P(t) = exp (17).

De (1.95) v > 0 y por {1.97) y (1.99) se deduce que 8 > 4. El hecho de que
~ sea positivo en este caso permite una rapida variacion de g(t).
Ademsés del caso anterior, podemos elegir la funcién ¥ como

i) = (Int]”
con ~ > 0. La variacién de funcién ¢(t), descrita en {1.96), es muy lenta en

esta situacidn.

Teorema 1.5.3. Sean p(t) y q(t) funciones nunca nulas, de igual signo y
con primeras derivadas absolutamente continuas en [b,o0). Se define

h— E (('pQ) ) (q/,p)qu

4\ pyq

tal que
h(t) =0 (t — o0). (1.103)
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Para 6 > 0, sea
[Re {(1+8)"*}| 2 0

en el intervalo [b, 00) y supdngase que para 1 < m < 2

h' m 1
(l+ h?) (q/p)§ {-mn) = Ll(ba OO)

33

(1.104)

(1.105)

Entonces, cuando t — oo, la ecuacion (1.20) tiene soluciones z1(t) y xs(t)

tales que

o(t) = {1+0(1)}(1+ai(t) (1+a2(t) ™ (pg)4(t) x

oo [ ()44 (258)) o). oo

pri(t) = {1+0(1)}(1-a(t) (1+a3(t)) ™" (pg) /4(t) x

oo ([ ()i (Gig)) o) om

za(t) = {1+0(1)} (1 —ai()) (1+a2(t) ™" (pg)4(t) x

)2) - tir) ,(1.108)
() §
L)) )

() o L2 ()
GXP( fb ((p)( T ((pq)(f)
pry(t) = —{1+o(1)}(1+a(t) (1 +a2(r) "

oo (- ((2)

Demostracion. Al sistema (1.79) se le aplicard el Teorema 1.1.2 de Hartman-
Wintner. De la matriz diagonal (1.80) se tiene que los valores propios de A

son
M=@—p ¥y A=—q —ps,

luego
RG{A1 = Ag} = QRE{q_n,}
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Por (1.83) y la condicién (1.104) se cumple la propiedad (1.8). Ademas,
usando (1.84), (1.73) y la transformacion (1.38) se tiene que

/ﬂm?rz(s)lmds " _/b'w L(lq/f)T;wm

_ " (q/p)H0m
s [ | i

De esta manera (1.105) es la condicién (1.9) del Teorema 1.1.2. Entonces, el
sistema (1.79) tiene soluciones asintéticas Yi(s) de la forma

(q/p)"?dt

Yau(s)= feu+ o)} exp ( / Del(0) + i ()] da) |

a

donde el término 7y, corresponde a los coeficientes diagonales nulos de la
matriz Ry. Entonces, la solucién Y5 se reesccribe como

Vis(s) = fes-+ o} exp ([ [2a(o) — palol] do )

Finalmente, de manera andloga a como se procedio en el Teorema 1.5.1 se
prueba que la ecuacién (1.20) tiene soluciones z1(t) y 2(t) de la forma (1.106)
y (1.108) y sus respectivas derivadas con férmulas (1.107) y (1.109). O

Hacemos notar que para funciones p v ¢ tanto reales como complejas la
condicién de dicotomia (1.104) siempre se verifica porque usando (1.103) la
funcién ¢, se puede reescribir como (1 + o(1))'/? cuando ¢t — oo.

En lo que sigue mostraremos solamente las funciones p y ¢ del Ejemplo 1.5.2

bajo las condiciones impuestas en el Teorema 1.5.3.

Ejemplo 1.5.4. En la ecuacion (1.20) sean

con ¥ funcién real y nunca cero en [ag, o0), con primeras derivadas absolu-
tamente continuas y 8 > 0 una constante. Se mantienen condiciones (1.95)
v (1.97) necesarias para que h — 0 cuando { — co. Suponemos que

v'(t) =0 ({¥'(t)}?)
y condicién de integrabilidad (1.99) es remplazado por

w;j/z (Lf) JHUJ)-’” € Ll(ag,oo) (1.110)
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para algin m € (1,2], debido a m-condicién de integrabilidad (1.105) del
Teorema 1.5.3.

Se expondran los mismos casos particulares de la funcién 1 del Ejemplo
1.5.2, los que seran analizados bajo el nuevo Teorema 1.5.3.
Sea ¥(t) = t7. De las condiciones (1.95), (1.97), (1.98) y (1.110) se obtienen
las expresiones

0<7<§—’Y+1
2
2m(%+1—7)>—6—g—+1, (l<m<2). (1.111)

De la pentltima inecuacién tenemos que en (1.111) la variable m tiene que
ser lo adecuadamente grande para que el sistema (1.79) tenga solucién segiin
el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner. Esto se puede ver mejor reescribiendo
(1.111) como

(2m — 1) (éﬁ"f + 1) > 2myy.
Veamos que ocurre cuando
P(t) = exp (7).
Por (1.95) y (1.97) tenemos que v > 0y 8 > 2. De (1.110) se deduce que

2m(§~1)>§, (1<m<2).

Como 8 > 2 esto nos dice que 3/2 > 1, entonces para m suficientemente
grande el sistema (1.79) tendrd soluciones de la forma mostradas en el Teo-
rema 1.5.3.
Finalmente, si

¥(t) = (Int)”

entonces todas las condiciones se reducen a que v > 0. Ademas, la variacién
de la funcién ¢(t) para esta ¢ es muy lenta..

El vltimo teorema de esta seccién es el resultado de aplicar el Teorema
1.1.3 al sistema (1.79).

Teorema 1.5.5. Sean p(t) y q(t) funciones nunca nulas, de igual signo y
con primeras derivadas absolutamente continuas en [b, oc). Supongamos que

K(g/p)~'/? 1(pq)', , _1p
((T(qgf)")?) =0 (1= o0). h= g2 g/ L
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Y
Wig/p) Y
((1 ) €L (1.113)
Si ademds,
Re { (3 —r3)' (1.114)

tiene un solo signo en [b, o), donde gz y r2 estdn dados por (1.83) y (1.85).
Entonces la ecuacidn (1.20) tiene soluciones z1(t) y zo(t) tales que

z:(t) = {1+o(1)}(1+a(t))

(
( [ %(L)

za(t) = {1+0o(1)}(1- ay(t)) (1+‘11( )

)
exp (E (q " 116 ((pq) ) Ai

pry(t) = —{1+oL)}(1+am(®) (1+a()
g 1 (1K N\
exp (/b (;+1—é(—g> Z( }2)> dt)(l.ll6)

h 1 (pq), ¢ —1/2
e : h=—1§~—~— ; /=
METT A e Y 4 ( p (a/p)

\_/ /——_\
|.—i
+| =
=
(%]
W)
\____,/
B3|
2
\_____/
Sy
C
B2
o
S

—

donde

Demostracién. Aplicaremos el Teorema 1.1.3 de Eastham al sistema [ 1.79).
Notamos que de (1.83) y (1.85) se tiene que

"o 1 h' ~1/9
=3 (i)

—
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y ademas usando la transformacién (1.38) se obtiene

(@) ol = [ (%) @
- (%)

por lo tanto, de esta igualdad de integrales infinitas se ve que las condiciones
(1.11) y (1.12) del Teorema 1.1.3 son satisfechas por (1.112) y (1.113).

(a/p)'/dt

dt,

Sean

p==pr+ (G —13)"y pp=—p2 — (@3 —r)"/*,
los valores propios de la matriz A, + Rs, entonces

£

Re{u; — p2} = 2Re {( - 73)1/“} ;
De esta manera (1.114) es la condicién de dicotomia segiin (1.7). Como se

satisfacen las condiciones del Teorema 1.1.3, existen soluciones Y5 .(s) (k =
1,2) del sistema (1.79) de la forma

Vauls) = fex + ol1]] e (/:pk(a) da) |

Tomando k = 1 se tiene

Yo1(s) = {e1 +0(1)} exp (fs [ pa(0) + (&5 _""2)1/—( )] dcr) :

De las definiciones (1.82),(1.8 , Se ve que
: 7y 142
G1Q1 5 (5]
Y - (1 + 14 h)—~ : d
oretoratnen( [T i omr- (2] o
Usando (1.38), (1.71) y (1.85) en la integral del término exponencial de la

solucion Y5 se obtlene

;o 3 - sy W2
/ Lipgy msl | €+l ((m)’) (s dt
4 pq 1+aj p 16\ pg 1+ a7
(o, 1wy A\
=1 ‘li’qt +1 1 2—1/‘215 __}I_/ .(.1.+_ _}_7(}'_ e ”"'——l—*—-— L
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Entonces, la solucién Y5 escrita en la variable ¢ es

Yaa(t) = fex+o(1)} (1+a3)7" ()"

1/2
i 1 ! 2 1 h! 2
exp f g—i——ﬂ (_;D_q)_ - — dr | .
» \p 16\ pg 4\ 1+ h?
De manera analoga obtenemos la siguiente expresién para la solucién cuando
k=2

Yg,z(t) = {e1 + 0(1)}(1 4+ a'—%)*l/?(pq)—l/;l *

2 2\ 1/2
ot 1 ! 1 h!
exp (—wv/b (% =3 = ((i):ir) ) g (m) ) dr) ; (1:117)

Usando la transformacién (1.75) tenemos que las coordenadas u(t) y v(t) del
vector solucion Y7 1(t) estédn dadas por

u(t) = {1+0)}pe) ™40 (1+ad) 7 () x
“fa, (O’ _ PN
o (fb P ( 41%1) [(2(1 + h‘z)) } ) m)

o(t) = {1+o(1)}pg) V (H)ar (1+a3) 7" (1) x

1/2
exp ft g . s (__(pq)’>2 - (———h, 2 dr
v \p \dpg 2(1+ k%) '
Finalmente por (1.25), (1.22) y (1.24), se obtiene la solucién z1(t) de la
ecuacion (1.20)

y’

n(t) = (1+oL)} (1 +a(t) (1+a®)™ ()™ x
N
exp ([; (p -+ 1

pri(t) = {1+o1)}(1—a:(t))(1+ a;(t)

)
o[ (35 (53

&)=
PR
3
3':3
~
[ o)
|
N B —

—1/2 (pQ)l’M(t) %
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La solucién z,(t) se obtiene de forma similar, a partir de la solucién Y5 a(%)
en (1.117) y devolviéndose via (1.75) y (1.24) para obtener las expresiones
(1.115) y (1.116). 0

Por (1.83) y (1.84) se tiene que
, o\ 1/2
2 n1l/2 2, 1 h —1/2
(z—73)"" = (Hh +t3 (th (q/p)~"

= (1+n)" (1 +3 ((H—f;)v (q/p)-”?) ) .

Entonces, por (1.74) y (1.112) el término (g3 — 'rfﬁ)l/ ® se puede escribir como
1 + o(1). Por lo tanto, la condicién de dicotomia (1.114) es satisfecha para
los p ¥ g que toman valores reales y complejos.

A continuacién, aplicaremos al Ejemplo 1.5.2 las nuevas condiciones del Teo-
rema 1.5.5.

Ejemplo 1.5.6. En la ecuacién (1.20) sean
p(t) =1, q(t) = v ()g(¥(1)),

con ¥ funcién real y nunca cero en [ag, 00), con primeras derivadas absolu-
tamente continuas y 3 > 0 es una constante. Las condiciones (1.95) y (1.97)
se mantienen y agregamos la condicién

Y™ (t) = 0 ({¥'()}") (n=2,3), (1.118)

cuando ¢ — oo. Por (1.74) la funcién h(t) — 0 y junto a la condicién de
integrabilidad (1.113) se tiene que

5 i T i
P2 (W PIy)" € L ag, 00). (1.119)
Analizaremos los mismos casos de la funcién ¢ tratados en el Ejemplo 1.5.2.

Si (L) = t7, entonces las condiciones (1.95) y (1.97) entregan la relacién
By
0 < 5L — 41,
2
Por (1.118) y condicién de integrabilidad (1.119) se llega a que

5] , By A
3(>Ql+l—",) >?+1. (1.120)
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Observamos que la inecuacién (1.120) resulta de tomar el valor m = 3/2 en la
condicién (1.111) del Ejemplo 1.5.4. Notamos que condicién (1.111) es mejor
que la (1.120), porque mientras mayor sea el niimero que mutiplique el lado
izquierdo de la desigualdad, hay més posibilidades de encontrar constantes
B v 7 que satisfagan la relacion.

Otro caso particular que analizado, se presenta cuando

P(t) = exp(t").

Las condiciones mostradas al comienzo de este ejemplo se reducen a v > 0
v 3 > 3. Si comparamos con los resultados obtenidos en el Ejemplo 1.5.2 se
deduce que el Teorema 1.5.5 mejora las condiciones del Teorema 1.5.1.

Finalmente, para ¥(t) = (Int)" se tiene que v > 0. Esta condicién es la
misma que la del Ejemplo 1.5.4.

1.6. Perturbacién Tendiendo a una Constan-
te

En la seccién anterior sobre Segunda Diagonalizacién, consideramos la

situacién cuando los valores propios (g/p)/? de la matriz diagonal original

del sistema (1.23) eran grandes comparada a la perturbacion (pq)' /pq cuando

t — oo, es decir, cuando la funcién h tende a cero a medida que ¢ crece.

Ahora, veremos un caso de borde donde (¢/p)'/? v (pg)'/pq tienen tamafios
comparables cuando t — oo. Este hecho se expresa por la condicién

(pa)' /pa = (a/p)""* (e + ),

donde ¢ es una funcién que tiende a cero cuando t es grande y o es una
constante.

Consideremos el sistema

Y(s) = {( é _Ol ) + h{s) ( —11 _11 )}Y(s), (1.121)

hel (@) (g/p) 2. (1.122)

donde
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Denotamos a la matriz diagonal de este sistema por

. 10
=5 4)

y a la matriz no diagonal por

Suponemos que
h(s) = a + ¢(s) (1.123)

Con & una constante y ¢ es una funcién tal que

lim ¢(s) = 0. (1.124)

S=—00
A continuacién damos un ejemplo de una funcién A de la forma (1323}

Ejemplo 1.6.1. Supongamos que los coeficientes Py q de la ecuacién (1.20)
tienen la forma

p(t) = At® exp ("), q(t) = B exp (&)
donde £, v, 7 son constantes reales, n > 0y A, B son constantes. Si ademds,
T=8=2(n-1), (1.125)

entonces (1.123) es

1 —=1/2 ,
ht) = i (Z) p1—1=(v—38)/2 (Ug + )T 4 2?))

v usando (1.125) se sigue que

\ 1/2 12 e
_n(A4 ca = (AT B+,
O‘"Q(B) 3@(”*(3) i PH

En la seccién anterior se necesits que h — 0, en cambio ahora tratamos el
caso cuando h tiende a una constante no nulg cuando ¢ es grande. Entonces,
reescribiendo el sistema (1.121) usando (1.123) se llega a

Y(s) = {(1;a _la_a)ﬂé(—ll _11)}}’(5). (1.126)
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donde
1=~ o
¢ = ( & =l —g ) (1.127)
es una matriz constante no diagonal y
~ -1 1
peo( T4 -

Como la matriz (1.127) no es diagonal, los tres teoremas mostrados en la
seccién 1.1 no pueden ser aplicados al sistema (1.126), por lo que se tendrd que
diagonalizar esta matriz. Sean

n=—-a+1+"?y nn=—a- 1+ (1.129)

los valores propios de ' y sea

o oy |
P = ( ~1+ (1 +a)¥2 14 (1+a?)? ) (1.130)

la matriz no singular cuando a # 0 y o® # —1, cuyas columnas son los
vectores propios de v,. Entonces,

D= P IOP= diag{in, 1} (1.131)
La sustitucién
Y =PU (1.132)
transforma (1.126) en un sistema del tipo (1.23)
0= {D + P”}?P} U, (1.133)
donde
i By o} a? — a(l + a?)1/2 1+ (1 +a?)l/? ) =
Prir= o (T e e e e ) (139

Redistribuyendo términos en (1.133), sumando los términos diagonales de
(1.134) a la matriz (1.131), es posible reescribir la matriz del sistema como
suma de una matriz diagonal y una matriz antidiagonal. Se obtiene

U(s) = {5\1(3} + Rl(s)} U(s), (1.135)

donde ﬁ
A, = diag{v, — o1, V2 — 03}, (1.136)



CAPITULO 1. ECUACION DE SEGUNDO ORDEN 43

con
. —a+ (1 +a?)/? B a+ (1+a?)l? |
01 =10 ( (1+a2)i/? Yy 62=1¢ 1+ o) (1.137)
Yy
- 0] 0 14 (14 a2)1/?
Ry = a(l + )2 ( o (l+a2)1/2 0 . (1.138)

Como el sistema (1.135) es de la misma forma que el sistema (1.26), pode-
mos aplicar los Teoremas de Levinson, de Hartman-Wintner y de Eastham.
Mostraremos los resultados obtenidos en la siguiente seccién.

1.6.1. Formulas asintéticas de la ecuacién de segundo
orden segin el método Perturbacién Tendiendo
a una Constante.

Teorema 1.6.2. Sean p(t) y q(t) funciones no nulas y cuyas primeras derivadas
son absolutamente continuas en [b, oo).

Sea
h(s) = a + ¢(s)

donde la funcion h estd dada por (1.122), a es una constante no nula tal que
o # —1 y ¢ es una funcién que satisface

lim ¢(s) =0 (1.139)
Y
¢(s) € L'(a,00). (1.140)
Supongamos que

tiene un solo signo en |a, o).
Entonces, la ecuacion (1.20) tiene soluciones z,(t) y z2(t) de la forma

21(t) = {1+0(1)} (=1 + a+ (1 +a”)?) (pg)~V4*e(1)
' t By 5 b
X exp ((1 + az)_l’f— ] (q/p)'3(7)dr ) ,
b /
pri(t) = {1+0(1)} 1 +a—(1+a®)?) (pg)¥*(1)

X exp ((1 - C‘u‘))"w/ (q/p)”z(,”)d:—)
b
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y
ra(t) = {1+01)} (1-a+ (1+a®)?) (pg) /42 (t)
e (— (1+a?)7" fbt(Q/;o)m(T)dT) (1.142)
pry(t) = —{1+0(0)} (1 +a+ (1 +a®)"?) (pg)/*5(t)
KORD (“ (1+a%)7" ]b.t(f;f/p)”z(r)d’r) , (1.143)
donde

c= % ((TI%_)T) . (1.144)

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 1.1.1 de Levinson al sistema (1.135).
De (1.136), (1.129) y (1.137) se tiene

Re((vs = 00) = (v = )} = ~2Re {1+ a2+ (-5 ) ).

entonces por (1.141) se tiene condicién de dicotomia segin (1.7). Ademds,
de (1.138) y (1.140) se satisface condicién de integrabilidad (1.5). Luego, las
condiciones del Teorema 1.1.1 de Levinson son satisfechas y existen soluciones
Uk(s) (k = 1,2) del sistema (1.135) de la forma

.8
Ur(s) = {ex +0o(1)} exp (/ (v — ox)(s) dc:) ; (1.145)
Por (1.38) tenemos que la solucién U; escrita en la variable ¢ es

Ur(t) = {e1 + o(1)} exp ((—a +(1+a%)12) /; (1 - %) (a/p)"/2(r) dr) .

L+fa
(1.146)
Desarrollando la integral del factor exponencial, usando (1.123) y (1.122), se
tiene que

t o} 1/2 * o' h V2 g
/b‘ l = (l + a'})]__/g (Q/p) dT = ; ]. + (l e a'-’}lr'"?- - (1 + ag)l‘f? (C], p) ‘ l'.t'.rt

‘ o 12 1 1 } * (pg)’
= _— ; b, [y ] [ ir. {(1.147)
/,,(”(1+a2)“?)("'/p) ! 4((1+a2)”2,/b = a Bl

Entonces, si reemplazamos (1.147) en (1.146) nos queda

Ur(t) = {e1 + o(1)}(pg) "/ **(t) exp ((1 +a?)71? fbt(q/pjlf"zm d-r) (1.148)
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1 o
=3 (v

Usando (1.130) y (1.132) se deduce que las coordenadas u; (t) y v, (t) de Y; (t)
son

donde

w(t) = {1+0(1)}a(pg)**(1) exp((wa?)“ f t(q/p)lf%)dfr)

v(t) = o(l) (=14 (1+a*)'?) (pg)~ V4 (1)
ex -1z [ Lfd ).
cexp (14 o) [ o oar)

Finalmente por (1.25), (1.24) y el vector X en (1.22), se obtienen las siguien-
tes formulas para z;(t) y pz!(t)

zi(t) = {lL+o(1)} (a—1+ (1+a®)?) (pg)~"/*(¢)
ATy 42 t \1/2 e
xexp((H ™ [ain ory

pri(t) = o(1) (a+1—(1+a®)"2) (pg)/+(t)
Gf2 _1/2 ’ l/g'f T .
<o ((1+0)™ [t (r)ar )

De manera andloga, reemplazando v, — g en (1.145), deducimos los re-
sultados para k = 2. Luego, la solucién z(t) de la ecuacién (1.20) estd dada
por (1.142) y la férmula de px(t) es (1.143). O

Teorema 1.6.3. Sean p(t) y ¢(t) funciones no nulas y que tienen primeras
derwadas absolutamente continuas en [b, 00).

Sea
h=a+¢
donde la funcidn h estd dada por (1.122), a es una constante no nula tal

que a* # —16 y ¢ es una funcién que satisface (1.124). Suponemos que para
lem=2

(s) € L™(a, 00). (1.149)

Supongamos que existe § > 0 tal que
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en [a, 00).
Entonces, la ecuacion (1.20) tiene soluciones x1(t) y z2(t) de la forma
zi(t) = {1+o(H-1+a+(1+a*)"?)(pg)/**(t)
< 2\-1/2 120y dr
cewp 1+ [ /o) ar).
pey(t) = {1+0(1)}(1+a— (1+a®)?)(pg)/** ()

<exp (1 +a)7 (afo)2(r) i)

Y
5af) = {1+0(H1 = o+ (1+02)Y2)(pg) <t
<o (~1+02) [0/ ar
pryt) = {1+0o(L}—1-a— (1+a)") () <()
<o (~1+a)) [0/ ar).
donde

o= (o)

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 1.1.2 de Hartman-Wintner al sistema
(1.135). De (1.136), (1.129) y (1.137), tenemos que (1.150) es la condicién
(1.8) en el Teorema 1.1.2. Ademds, por (1.138) tenemos que la condicién (1.9)
se satisface por (1.149) para 1 < m < 2. Entonces se sigue por el Teorema
1.1.2 que hay soluciones Uy (k = 1,2) del sistema (1.135) de la forma

donde v v or estdn dados por (1.129) y (1.137), respectivamente. Notamos
que las soluciones Uy son iguales a (1.145), luego las soluciones x,(t) y za(¢)
de la ecuacién (1.20) se obtienen de la misma forma que en la demostracién
del Teorema 1.6.2. g

Teorema 1.6.4. Sean p(t) y g(t) funciones no nulas con primeras derivadas
absolutamente continuas en [b,00) y
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Escribimos

h=a+¢

donde o es una constante no nula y ¢ es una funcion que satisface las condi-
Clones

lim ¢(s) =0 (1.151)
8—0Q
Y
¢'(s) € L*(a, 00). (1.152)
Suponemos que
Re{(1+ h%(s))""*} (1.153)
tiene un solo signo en [a,00), donde
! (pq)’)
=1 : 1.154
4 ( Pq (1.154)
Entonces, la ecuacidn (1.20) tiene soluciones x,(t) y z5(t) tales que
z1(t) = {l+o(1)} (-1+a+ (1+a? /2) (pg) =14+
X exp (i ( ) (7) Ks(7) d-f) , (1.155)
pri(t) = {1+o(1)} (1 +a—(1+a>)Y? ) (pg) /44 (1)
 BEp G ( ) (1) Kg(T) dT) ; (1.156)
zo(t) = {1+0(1)}( l—-a+(1+a 2)1/2) (pg)=1/4+d(y)

(
Xe}{p( ifbl( Y) P Kys(r) d ) (1.157)

pry(t) = {l+0(1)} (=1 —a— (1 +a®)V?) (pg)/4+4(¢)

xexp( ifb (pqy) ) Ky(7 d,'r), (1.158)

—16a~3¢ 5
K, = +0(6?)
’ (1+ 16a-2)? :

donde

1 .
d = =(1+ 16a~%)}2,

L
Demostracion. La matriz A.o(s) + RU( ) del sistema (1.121) tiene valores pro-
plos

fu=—h+ 1+ y fa=—h—(1+Kr)V2 (1.159)
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Como )
Ao+Ry=D+ P'RP,

por propiedad de los determinantes se tiene que fi; y fiz en (1.159) también
son valores propios de la matriz D + P~'RP en el sistema (1.133).
Si

Re{fi, — fis} = QRe{(l 4 h‘z)l/z} ,
entonces (1.153) es la condicién de dicotomia segiin (1.7) en el Teorema 1.1.1
de Levinson. De las matrices (1.131) y (1.134) se deduce que (1.151) y (1.152)
son las condiciones (1.11) y (1.12) del Teorema 1.1.3 de Eastham. Entonces,
las condiciones del Teorema 1.1.3 son satisfechas por (1.133) lo que permite
que hayan soluciones Uy(s) para k = 1,2 de la forma

U(s) = {ex + o(1)} exp (/ [.ck;(a)da) |

Por (1.122) y (1.123) se reescribe [i; como

fp = —h:t(1+h2)m
(pq)l —1/2 1 1 it 302
= —{qg/] e =+ —-(14+16(a+
S (afp) ™ g 7 (L 16+ )
1

/ ! N—1/2 1 =9 ¢ —2 ,-”2 + N

Entonces, por (1.160) y (1.38), la solucién [/, se reescribe como

Ui(t) = {er+0(1)} (pg)~*4(t) x

_ ‘17 (pg)"\ _— ¢, N\ v ”
exp /bi(pq)(ﬂ(l+lba (1-%;(:)) ) d7

Si al integrando del factor exponencial le sumamos y restamos el témino
(14 16a~2)1/2, expandiendo luego en potencias de ¢ hasta ¢2 se tiene

oy 1/2 . o
(1+1607 (14 () ") " — (1 + 16079 + (1 +16a72) 2 =

— 1]+ (1+16a72)"?

; : i ) 1/2
o1z | (1160721 = 2¢/a + O(d*))\
= 1 ! = =
(1+1607) ( (1+ 16a72)

o 1 16a~2)(26/c i 12
= (1+16a7%)" (1 - ((1 - féag) ) +O(¢~);> =

+ (1+16a72)"

l )—3‘ : R 2 \
T ?Z (‘?)1_.,+o(¢>2)+(1+1ba ) (1161)
+ &_‘2 i/«
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De (1.161) se sigue que

00 = o+ o} oa) e (1 [ (B) () Kytr) o),
donde
. —16a~%¢ 2 __;l o2\ 12
*= 13 1607 O(¢*) y d 4(1+16 |

Usando la sustitucién (1.132) y la matriz (1.130), se deduce que las coorde-
nadas u; y v, del vector Y;(t) son

w® = {1+t 40 e (; [ (L) (7 Koty ar)

vi(t) = {14+0o(1)}(=1+ (1+a?)"?)(pg)"*(¢)

— G /b t (%) (r) Ks(7) dT) .

Finalmente, de (1.25), (1.22) y (1.24) obtenemos (1.155) y (1.156) y de ma-
nera similar se obtienen las férmulas para k = 2, (1.157) y (1.158). O

La condicién (1.153) en el Teorema 1.6.4 es claramente satisfecha cuando
p y ¢ son funciones con valores reales. Ahora, si h = (pq)'/(4p"/?¢*/?) toma
valores complejos, entonces por (1.151) se tiene

Re{(1+ 4?)"*} = Re{(1 + &® + o(1))/?},

razén por lo cual siempre se satisface (1.153).



Capitulo 2

Desacoplamiento

2.1. Introduccion
Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden

{p(0)2' (1)} — q(t)z(t) = 0. (2.1)

En la seccién 1.2, usando (1.24) y (1.25), se transformé el sistema (1.21)

3

asociado a la ecuacién (2.1) en el sistema

o ={( Y0 i ) 0 (8 5}

(2.2)
donde )
"y (Lpﬂ)
4\ pq
Denotamos por
M) = (a/p)*(E) —r(t) vy Aalt) = —~(a/p)/2(t) — r(t)
a los valores propios de la matriz diagonal
v (@/p)R(E) = r(t) 0 9 2
l\l(t) - ( 0 7(q/p')],»’2(t) - I(ﬁ) (-’--343
del sistema (2.2).
La transformacion E
Z=Ye I M (k=1 9 (2.4)
permite expresar el sistema (2.2) en la forma
Z'(t) = {(Au(t) = Me(B)2) + Ri(8)} Z(3), (2.5)

50
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donde
A) = M(t) — M) (2.6)

es una maftriz diagonal, I; es la matriz identidad de tamaho 2 x 2 y

R =) (] ¢ ). 27

Consideremos la matriz diagonal

U(t) = exp Ut:[\(s)ds} , (2.8)

que para k=1 es

1 0
U(t) = ( 0 exp (ftz{,\g(s) -~ )\1(5)}6‘53) )

y para k = 2 toma la forma
t
U(t) = ( EXp (fto{)\l(s) s Ag(S)}ds) 0 )
0 1

tal que,

W(t) = A1) T(e).

Para cada k, definimos
Dji(t) = Re{A(£) — Ault)}. (2.9)

Sea k = {1,2} fijo vy supongamos que cada j = 1,2 pertenece a una de las
dos clases H v H,, donde

t
JE€H si f Dji(s)ds — —oo cuando t — oo y
0
q‘z
/ Dji(s)ds < K, con K constante y 3 > ¢, > 0 (2.10)
ty
ta
je Hy si / Djp(s)ds > —K, conty > t; >0 y K const. (2.11)
31

De los conjuntos de indices H, y Hj definidos segin (2.10) v (2.11) respecti-
vamente, escribimos
W=+ 0y, (2.12)
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donde las matrices diagonales ¥, y W5 contienen las columnas de ¥ con indice
J pertenecientes a Hy y Hs, respectivamente, y las restantes son columnas de
ceros. Por lo tanto, para j = 1,2 se tiene que

¥ = A,

Para encontrar una solucién asintética de (2.1), buscamos una solucién gy,
de (2.5) como solucién de la ecuacién integral

ox(t) = ex +f U1 (6) ¥ (1) R(7)pe(T)dT — [ﬂ Wy() U™ (1) B(r)px(T)dT

io
(2.13)
para k = 1, 2 y donde ey, es el vector columna con todas las componentes nulas
excepto la k-ésima la cual es 1. No es dificil verificar que ¢y, es efectivamente
solucién de (2.5), es decir,

(,DL = {f\—}-Rl}(Pk.

2.2. Buscando el desacoplamiento

Ahora, demostraremos que la solucién del sistema (2.5) estd dada por
(2.13) y en esta seccién nos ocuparemos de representar esta solucién en forma
desacoplada. Todas las férmulas posibles de la solucién gy se presentan mas
abajo separadas en tres casos. Estas divisiones dependen del comportamiento
de la integral

/; Dgl(s) ds (t = OO),
donde D3 (t) = Re{Aa(t) — A1(t)}-

Observaciéon 2.2.1. En lo que sigue

e (th, 1) = exp (:t /‘*l[,\i(b‘) - )\j(S)]ds)

to

Eﬁ(to, tl) =

CASO 1: Suponemos primero que

/t Dzl(S)dS b =0 (t — oo)! (214)
0
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es decir, j = 2 € H|. Observamos, también que j =1 € Hy segin (21}
Entonces, por (2.8) y (2.12), las matrices P; (i =1,2) estdn dadas por

. 0 0 _ eﬂ(to,t) 0 _ 10
‘I’l“(Oe;(tg,t))*%‘( 00/ " \oo)

Ti(t) Y (r) = (8 e;l(?o,t))(eﬁ(go’ﬂ e;l(fo,r))
= ehin) (8 f)

Va(t) ¥7(r) = (é 8) ( eﬁ%mﬂ 6;71(1?0=T) ) B (é 3)

Luego, para & = 1, usando Ia matriz (2.7) y tomando Y1 = (v1, 1),
escribimos la ecuacién integral (2.13) como sigue

( jjlg))) - ( l ) ; / Ty (1) w1 () (rm?f) Faalr) ) (f((g )dT

- m\pg(t) Tl(r) ( J ) ) ( :”_I(T) )dr

T21(7) 0

( 32 +/t: (8 egl(?r,t) ) (m(za-) 1ﬂlzom (:i((»j ) o
S (6 0) (ot ™) (20 Y

Asi,

v
B ( fl) ) +/z: ( e (r, f)""QOI (Yo () )dT - /t x( T”(Tg)vzm ) dr.

Entonces, las coordenadas v, y v, de @1 verifican

Ul(t) =] —*/ '-"12(7')‘[)2(7') dr (213)
t

va(t) =/t ey [r; t)ra (7)o (1) dr, (2.16)
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donde €3, (7,¢) = exp (f:().g — Ap)(s) ds).

Reemplazando (2.15) en (2.16), y viceversa, obtenemos el sistema de-
sacoplado:

Bl = 4 /too r12(7) (/mref_',‘“l (s, T)ryy (s)vi(s) d.s) dr, (2.17)
vy(t) = /t €31 (7, t)ra1 (1) dr

to

—/: e (7, ) (7) (/Tmrlg(S)vg(S) ds) dr.

Ahora, para k = 2 Jos indices j = 1,2 bertenecen a H,, ya que, por (2.14)
se tiene, para j = 1, Ia situacién descrita en (2.11). Por (2.8) y (2.12), las
matrices W; (i = 1, 2) estdn dadas por ¥, =0y W, = I, Agj

W) ~ [l 0 )(efg(éo.-f) )

e (to, t)

— E;E(T!t)o
- (00 0).

Entonces, 1a solucién ¢, con coordenadas w, ¥ ws se escribe en forma, vectorial
como sigue

&

bl

|
P
O
s

|
.\8

_ 0 ;

L

= o PN i 0 efy(7, t)ra(r) wi(r) \

- ( 1 ) /z ('Pgl('r) 0 ) (..U)(T) ) ’

- (0 = { e, Oria(rws(r) \

- (l)ﬁ/t ( T21[T)W1(T )d'
Entonces, .

...u]_(!l)?——/ EE(T, f).’u(T)w»(t)df (.2 18)

y
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donde e, (7,t) = exp (f:()\l = A2)(s) ds).

Reemplazando ( 2.18) en (2.19), y viceversa, obtenemos la forma, desacopla-
da de ,:

wi(t) = —/too efa (7, t)ria(7)dr
—l-/too efy (7, £)r12(7) (/TOO Tgl(s)wl(sjds) dr,

wo(t) = l—f—/too ra1(T) (/Tm ey (s, T)712(8)ws(s) a’s) dr.  (2.20)

CASOQO 2: Supongamos que
t
/ Doi(s)ds — oo (t — oo). (2.31)
0

De esta manera, si k = 1 el valor J = 2 satisface la condicién (2.11). Por (2.8)
¥ (2.12), las matrices U; (i=1,2) son ¥, =0 Yy ¥y = W, De esta manera,

b)) = (Bl e;(?o,t))(eﬁ(go’ﬂ o) )

(o et )

Entonces, usando la matriz (2.7), 1a solucién ¢1 de la ecuacién integral (2.13)
se escribe como sigue

(58) = (o) [womin (2 0) (22 )
(o)1 (0 wln) (ol ) (50

vlt) = = [ ehr Ora(vn () ar, (2.23)
t
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donde ed (1,t) = exp (f:(/\z — A1)(s) ds).

Reemplazando (2.22) en (2.23), y viceversa, obtenemos el sistema de-
sacoplado:

vi(t) = 1+/L.DO r12(7) (/TOO e (s, T)ra1(s)vy(s) ds) dr, (2.24)
va(t) = —-/too ex (7, 8)ra1 (7) dT

+ / " ekt D) ( f a8 yugle) ds) ar.

Ahora, para k = 2, de (2.21) se deduce que j = 1 pertenece a H;, mientras
que para j = 2 tenemos que se satisface (2.11). Entonces, por (2.8) y (2.12),
las matrices U; (i = 1,2) estdn dadas por

+
e (0 8) e (32)

U U r) = E-f-z(éoat) g ) ( 612(6017) 0 )

652(3501 T)

Asi,

wiovio = (32)(F67 4)-(30)

Entonces, la solucién sy toma la siguiente forma
wi(t) _ 0 ! (YU 1(+ -0 r12(7) wi(7) m
(wg(t) ) = ( 1 “r"m @1\?&)1 (l) ( 7"91(7) 0 "g(ﬂ d7
0 / { +
B 0 7(7) w1 (T)
- it L 124 1
L/t lpz\t'} \If ( 7 ( r'_}L(T\} 0 ) ( L.J_}(T]

_ [0 ¥ C(eh(nt) 0 r12(7)
N 1) to 0 ( 7'21(7‘) 0
\ 0

=D
~
o
et
ek
o s
P
£ &
S
a0
—
&
d
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Por lo tanto, las coordenadas de ¢, son

wi(t) = /eE(r,t)ﬁg(T)wg(T)dT, (2.35]

wa(t) = 1— /;OO o1 (7w (7) dT. (2.26)
donde ef,(7,t) = exp (f:’(/\l — X2)(s) ds).

Reemplazando (2.25) en (2.26), y viceversa, obtenemos el sistema de-
sacoplado:

t
wi(t) = / efa (T, O)riz(7) dr —
to
t
/ Plr, T t 7"12 ( 7)1 )dS) Cf‘T,
ta
wa(t) = l—/ ro1 (T (] e1a(8, T)ri2(8)wa(s )db) du  {2.27)

CASO 3. En este caso suponemos que

f D)l < K,

siendo K una constante. Luego, para k = 1, los indices j = 1, 2 pertenencen
a la clase Hs.
Por (2.8) y (2.12), las matrices ¥; (i = 1,2) son ¥; = 0y ¥, = U. Asi,

1112(1?)@‘1(7) _ (eﬂ(éo;t) 5 0 ) ) ( ell(éO:TJ B 0 i )

eﬁl{\tﬂr‘t} VAN 621(5051’)

(10
=\ 0 ef(rt) )
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Entonces, de la ecuacién integral (2.13) la solucién ¢; = (vy,vs) se escribe
como sigue

(45) = (8) = wowr( ol 47) (2)

vi(t) =1- /too ria(T)va(T) d7 (2.28)
y o0
va(t) = —/t ed (7, t)rao (7)1 (1) dT, (2.29)

donde e3;(7,t) = exp (f:(/\z - A1)(s) ds).

Reemplazando (2.28) en (2.29), y viceversa, obtenemos el sistema de-
sacoplado:

vi(t) = 1+ /too r12(7) (/Tm e, (8, 7)ra1(8)ui(s) ds) dr, (2.30)
wlt) = - [ etntralna

Para k = 2, los indices j = 1,2 pertenecen a la clase H,. Por (2.8) v
(2.12), las matrices ¥; (i = 1,2) son ¥, =0y ¥, = ¥, Asi,

samld & efs(to, t) 0 els(to, T) 0
Uy(t) U~ r) = ( ' eg)(tw))( = e-_:;(io:f_))

0
_ ( elz(mt] 0 )
0 1
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Entonces, la solucién ¢, = (w;,ws) es

(248) = (3)- Lm0 (oo 1) (569

resultando, .
W (t) = — l ETQ(T, t)Tlg(T)wz(T) dr (2 31.)
y
we(t) =1 —/z ro1(T)wi(7) dT, (2.32)

donde ef5(7,t) = exp (f:()\l — A2)(s) ds).

Reemplazando (2.31) en (2.32), y viceversa, obtenemos el desacoplamien-
to:

wmt) = - /tm ety () t)ria(r) d
+/£00 el (T, t)r1a(7) (/Too ra1(8)wi (s) ds) dr,
i) = 14 /tm'rgl(‘r) ( f mrgl(s)w-z(s)ds) dr. (2.33)

Notamos que en cada uno de los tres casos presentados, los sistemas de-
sacoplados de (vy,v;) y (wi,ws) tienen cierta simetria en sus términos, en-
contrando solo diferencias en los valores del limite superior e inferior de las
integrales y de signo.

2.3. Sistema fundamental de soluciones

En la seccién 2.2 supusimos que habia una solucién ¢y de la ecuacién
(2.1) de la forma (2.13). Probaremos, a continuacién, su existencia a través
de dos lemas que usaran las férmulas (2.17) y (2.20) obtenidas en el caso 1
al desacoplar el vector solucién ¢, y @, respectivamente. Observamos que se
podrian usar las férmulas obtenidas en los otros casos de la seccién 2.2, pero
gracias a la simetria presente entre los distintos sistemas desacoplados de las
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soluciones ¢, y 2 basta tomar las ecuaciones del primer caso.

Observacién 2.3.1. En lo que sigue se suprimir4 el signo + de los términos
+ +
€p¥eény

et ts) = exp (/tz(/\l-)\g)(s)ds)

i

en(ty,ts) = exp ( f h()\z ~M)(s) ds) .

t

Lema 2.3.2. Suponga que las siguientes funciones estdn bien definidas y

Ri(t) = r12(t)L1(ra1, t) € LY(dt), (2.34)
donde .
Li(ran,t) = [ Irsisesctn, Bl (2.35)

Entonces eziste una solucién @1 = (v1,vs) de la ecuacidn (2.5) tal que sus
coordenadas son de la forma

n=1+0 Urw | Ra(7) | dT) (2.36)

vy = O (Ly(ra,t)). (2.37)

Demostracion. Se probaré la existencia de la solucién ¢, usando aproxima-
ciones sucesivas respecto de la primera coordenada v.
Sea v{(t) = 0. Por (2.17) tenemos que

i) =1- /w ri2(T) (/T ra1(8)ea (s, 7)vI 7 (s) ds) dr.
t 70

Escogemos ty tal que f;o Ry(t)|dt < o, para alguna 0 < a < 1.
Notamos que | v} (t) — v?(t) |= 1. Ademas:

|'L’f(f9) - ‘L’f(t)i S/ |T12(T)i/ ’Tzl(-S)H@zl(‘S-T)?dS dr < a
L T0
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-l < [ i) / raa(s)lleas(s, T)l[u3(s) — vl(s)] ds dr
< o [ lra) [ (o) leals )l dsdr

< cx‘?.

Si seguimos este proceso, por induccién, para el término j-ésimo se tendrd

() — i (1) < o,

Como
n(t) =vi(t) + ) (™) — vi(t)) = lim vi(t)
=0
y =) e8]
> -] < Yol = 1,

se tiene que la sucesién {Ui} converge uniformemente a v, en todo subinter-
valo acotado de [tg, c0), y ademads, |v1(t)| < C, donde C' es una constante.
Entonces,

vi(t) =1-— ./zm r12(7) (fﬂj 721(8) ear (s, 7)1 (s) ds) dr

[t (/ (sl (5, s s )
< ¢ [ fatr )1([@ |T21()H€21(57|d8) i,

De (2.34) v (2.35) se tiene

oy = 1 40 (/f |7e1(7—)4d,~> |
d

Para L') ﬁ)f}l E')l Ty t) Ul(_‘."\) T se tiene
13

lui(2) = 1]

IA

lva(t) € C | |ran(7)||en(7, t)|dr,

to

v usando la definicién (2.35)

va(t) = O (L1{ra,1)).
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Lema 2.3.3. Supongamos que las siguientes funciones estdn bien definidas.
Sea
Rg(f}) = TI'91 (t)ﬁg(ﬁg,t) € Ll(dt) (238)

donde -
Lo(r12,t) = / iT12(8)e12(s, t)|ds. (2.39)
t
Entonces existe una solucidn ¢y = (w1, ws) de la ecuacidn (2.5) cuyas coor-

denadas son

wy = O (La(ria, 1)) (2.40)

=14 1 (exp ([a | Ra(7) | dr) _ 1) | (2.41)

Demostracion. Probaremos la existencia de la solucién o, usando aproxima-
ciones sucesivas respecto de la segunda coordenada ws.
Sean w) = 0 y wi = 1. Por (2.20)

W) =1+ /;ﬂ r91(T) (/Tm r12(8) e1a(s, 7) Wi (s) ds) dr.

Luego,

-l < [ () ( [ ira ests, s ) ar

< /fﬁm dr

Si denotamos esta ultima integral por

g(t) = /tm () dr, (2.42)

donde -
R(r) = rau(7) / Pl engls, 7)) ls, (2.43)
entonces,
B 30 = [ [ Il ewts,rldle) - whts)l dsdr
< [l [ rats)ents,mlg(s) dsar
< [ enhiner
t
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W) — wB()] = ~[mgwnﬂﬂdr

A0 -0 < [ a0l [ irals) ewls, Dlld(e) (o)l dsar

< /tm |fr21(~r)|f:°° Pl Enalt, 7 (gés)) il
< ;[ F@hmar

i

- -5 [ PO

[

9%(t)
3l

Procediendo por induccién se obtiene

() - wdo) < 28,

j!
Escribimos ws como
(.o}
wa(t) = wy(t) + (WETH(t) — wh(8)) = lim wh(t),
1=0 o
entonces,
| - I+1 ! | = I+1 L\ < - g'(t) git)
=0 =0 1=0

que reescrito es Yy
wr()] S 1+0 (8 = 1)

Luego, la sucesién {wé} converge uniformemente a ws en todo subintervalo
acotado de [tg, 00), porque ¢ es acotada. Y ademds, |ws| < C, con C cons-
tante.
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Entonces,

walt) 1] < ] " fra() /m [ria(8)ena(s, 7l lwa(s)|ds dr

i j |"'"21(’f”)|/ r19(8)e1a(s, 7)|e9 ds dr
t T
S f eg(f)h‘Ql(T)l/ |T12(3) 612(3,7'”0}50{7'
t T
< f e?™) h(r) dr
i (e 0]
< —f eI o' (1) dr
too I
< ~/ (e9)) dr
t
< et 1,

Asi, por las definiciones (2.38), (2.39), (2.42) y (2.43) se deduce que

oty =140 (e | [ Ralrliar] -1).

Para wi(t) = — [7 r12(7) e12(7, t) wa(7) d7 se tiene que

s < € [ ratlferatr, ) dr
y por la definicién (2.39)
wi(t) = O (Lar12,1)).
U

Los dos lemas vistos hasta ahora nos entregan las condiciones necesarias
para que existan soluciones ¢, y ademads, nos aportan el error cometido al
hacer la aproximacion. Los siguientes lemas son el resultado de “devolverse”
a través de la transformacién (2.4), vista al comienzo de este capitulo, para

obtener un sistema fundamental de soluciones del sistema (2.1), que es lo que
nos interesa.
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Observacién 2.3.4. De la férmula (2.7) se deduce que rip =ra = 7.

Lema 2.3.5. Sean las funciones Ryi(t), Ra(t) definidas en (2.34) y (2.38)
pertenecientes a L'(dt), y las integrales £1(r,t) y Lo(r,t) dadas segin (2.35)
y (2.39). Entonces el sistema (2.2) tiene como solucién el vector Yi(t) =
(u1(t), ua(t)) con coordenadas de la forma

w(t) = '™ (1+o(ft°°|7z1(,~)|df)), (2.44)

w(t) = el M o(Li(rt)), (2.45)
y también el vector solucion Ya(t) = (4, (¢), ta(t)) con coordenadas
w(t) = el 0(La(r 1)), (2.46)

ag(t) = ef'™ (1+O(exp Utmmz(f)ldf] —1)). (2.47)

donde Ay = (¢/p)"* =7, Xa = = (g/p)'"* =1 y r = (pg)'/ (4pa).
Demostracion. Sean Zy = ¢ (k = 1,2) en la ecuacién (2.5) y denotamos por

u1(t) ¥ us(t) las coordenadas del vector solucién Yi(¢), entonces para k = 1
usando la sustitucién (2.4) se tiene

L N P O !
Uz Us )

donde v, y vy estdn dadas por (2.17) y (2.16), respectivamente. De esta
ecuacién, usando el Lema 2.3.3, obtenemos las férmulas (2.44) y (2.45). De
forma similar, tomando & = 2 y el vector solucién Ya(t) = (a;(t), ta(t))
obtenemos (2.46) y (2.47). O

Lema 2.3.6. Sean \; = (q¢/p)"? —7, Ao = —(q¢/p)V* =1 y 7 = (pq)' /4(pq).
Entonces la ecuacion (2.1) tiene un sistema fundamental de soluciones tales
que

nt) = '™ <1+o(/m|7zl( )|d1‘+£1{r,t)>),
pei) = 00 (140 ([T Rl + £0) ).
za(t) = e/ (1+o(mpu IRa(7) [dT:!—l-f-Lo( t))),

prh(t) = —(pg)3(t) )el 2 (1 +0 (e‘cp [ [Ra(T d:] — 1+ Ly(r, t))) )
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Demostracién. Aplicaremos la transformacién (1.24), de la seccién 1.2, en el
sistema (2.2). Para k = 1 se tiene que

(pg;rl’l ) B ( (pql)“2 “(P;)”2 ) ( i}) ) '

De esta ecuacién matricial se desprende que

pri(t) = (pg)"*(t)(ua(t) — us(?)): (2.49)

De (2.17), (2.16) y por Lema 2.3.5 podemos escribir v; y vy como

ue~ M = 1+/ﬁm r(r) (/T:q«(s) e01(s, 7) v1(s) m) dr

¢
uge’f At =/ r(7) e (7,t) vi(7) dr,
to

De la ecuacién (2.48) se tiene

Como se probé en el Lema 2.3.2, |v(t)| < C (C constante), entonces

TN ()| < 14 / ir(r)] [ ey 7 7)o ) | e

/
r'U

ea1 (7, t) r{T)||vi(7)| dT

< 1+C'/ |-r(7)£/ Ir(s) es(s, 7)| dsdr
t T
" 8]
+C'/ |r(7) eas (7, t) d7
to
%

1+ C (/ (R (T)| dr + Ly(r, t)) ;
¢

:z:l(t):ej‘f»\l (14_0(/ | Ri(7) dT*i—L‘,l(?‘,f;))\,
t 7

Luego,
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Por otra parte,

eI M (uy —ug) = 1__/?"(7)621(7';75)“1(7”?

to

—ftmr(r) (_/T: r(s) ear(s, 7) vi(s) ds) dr.

Entonces,

e/ M —ws)| € 14 [ |r(7) enn(r, t)|jwn(7)|dr

to

+/t°° |'r(T)|/T I7(s) ean (s, 7)||v1(s)| ds dr
14 C./oo [7(7)] /.T r(s) exn(s, 7)| dsdr

IA

-i-C/h" )ean (T, t)| dr

< 1+c(/ﬁ | Ry(r) | dr+ La(r, t))

Asi, de la ecuacién (2.49) se tiene que

z%()(mW%)V“O+O([WUQM|W+EWWO)-

De las féormulas (2.18) y (2.20) de la seccién 2.2 y por el Lema 2.3.3 se tiene
que las coordenadas ﬁl(t) Gio(t) de Ya(t) son

(®) = =e [ r(r) () n(r) dr

Ji

fa(t) = &l (1—]??@) (/;m,(s)ep(b rdaldls ) czT).

De la matriz (1.25), la transformacién (1.24) y sabiendo que Y5(t) = (@ (t), a(t)),
procedemos de manera similar al caso & = 1 obteniendo las siguientes rela-
ciones

2(t) = w(t) + a(t)

2 (2.50)
prh(t) = (pa)'*{t) (@ (t) — da(t)). (‘

1)

]
o

(@1
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De la ecuacién (2.50), se tiene que

IR+ = 1= [ r()enln ulr)dr +
t

_ [O ) (/w rlsShem (o] wsls) ds) dr.

Como se probé en el Lema 2.3.3, wa(t) es acotada y |wy(t)| < €9, donde
g9(t) = [7°|Ra(7)|dr, entonces

|e—ft)\2(ﬁ1+’&2)| = 1+/:0 |r(T)ea(7, )| |wa(r)| dr

w [T ([ r eats ikl ds ) ar

< 1+ (e:{p Um mg(f)ufrJ —1+C£2(7",t)>.

dT} — 14+ Ls(r, é))) .

eI (0 —a;) = “1,/ r(7) e1a(7, t) wa(r) dr
t

De aqui se desprende que

zo(t) = ef 22 (1 +0 (exp { ft N IRa(7)

Finalmente,

Luego,

eI % (1 — ) + 1] g/ ir el e il
t

Por (2.51), tenemos que

pa() = —(pa) 2 (t)el (1 e (exp [ mzir)aﬂfr} 14 Laff w)) |
05

O
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2.4. Formulas asintoticas obtenidas por De-
sacoplamiento.

En esta seccién se les aplicara a los distintos sistemas obtenidos en el
Capitulo 1 los resultados de la seccién 2.3.

Comenzamos con el sistema (1.41) obtenido de la ecuacién (2.2) mediante
la transformacion de la variable independiente

o= [ (25

esto es,
Y(s) = {( 1 —{;z(s) » _Oh(s) ) + h(s) ( (1) é )}Y(s) (2.53)
donde b e i ((3;?’) (q/p)2. (2.54)

Para que en el sistema (2.53) se satisfagan las condiciones (2.34) y (2.38) del
Lema 2.3.2 y Lema 2.3.3 respectivamente, la funcién h(s) debe pertenecer a
L™(ds). El siguiente lema prueba esto.

Lema 2.4.1. Sea
h(s) € L™(ds) (2.55)

para 1 < m < 2. Entonces,

5

Ru(s) = hls) [ 1h(6) exp (~2(s = <)) ds

Ra(s) = h(s) [ Ihis)lexp (2{s =) ds

S

estdn en L'(ds). Ademds, las integrales

Li(h,s) = /s |h(<)| exp (—2(s —¢)) ds

Lalhy) = [ Ih(S)|exp (2(s = ) ds
en las funciones R, y Ry satisfacen
Lq(h,s), La(h,s) € L™(ds) y Li(h,s), Ly(h,s) — 0

cuando § — 0Q.
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Demostracion. Consideremos h(s) € L™(ds) con 1 < m < 2 y la funcién

) [ e (- )

dada segin (2.34) en Lema 2.3.2. Denotamos por

Lifhs) = [ " h(e) exp (=2(s — <)) |ds

a la integral en R;(s).
Suponemos que m # 1, entonces

1

L) <e | CIhs)ds + [ Ih(s)lexp (~2fs —5}) d

38

Usando desigualdad de Hoélder en la integral de la derecha se deduce que
|L1(h,s)] — 0 cuando s — co. A continuacién, se probara que L£i(h,s) €
L™(ds).

Sea u = s — ¢, entonces por desigualdad de Minkowski tenemos que

00 1/m oo 50 \l/'m
(/ |Cy(h, .s)[mds) < / g @ (/ lh(s —w)|"ds | du.
Ja S0 J /

a

De esta manera el lado derecho de la desigualdad es finito porque h € L™.
Por desigualdad de Holder, para m # 1

[ matsias < ([T s ) e ([ iemore) i

donde 1/m + 1/g = 1, y como m < 2 se concluye que m < ¢. De las
condiciones £q(h,s) — 0 cuando s — oo y L£i(h,s) € L™(ds) se tiene que
Li(h,s) € L¥(X,oc). Por lo tanto, la integral de la derecha de la 1ltima
desigualdad es finita y R1(s) € L} (X, 0o).

Si h{s) € L*(ds), entonces

/ [Ri(r)ldr < / lhm/ih(c)lexp{—2<s—<)> dedr
/ T ) / IR dedr

< K.

IA

Sea

5}/ |h(s)| exp (2(s — <)) ds
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definida segin (2.38) en Lema 2.3.3.
Denotamos por La(h,s) = [~ |h(s)| exp (—2(s — s)) ds a la integral en R,
Para m # 1, de (2.55) y por desigualdad de Holder

Como h € L™, m # 1, la integral tiende a cero cuando s crece, por lo tanto,
L3(h, s) — 0 cuando s — oo.
Haciendo un cambio de variable se tiene que

|La(h, 5)] < ] e *|h(s — u)|dsdu
0
y nuevamente usando la desigualdad de Minkowski se llega a que £s(h, s) €

L™(ds). De manera andloga a como se procedié para probar que R, € L' se
deduce que R, € L. O

Si h™(q/p)"/* € L'(dt) con 1 < m < 2, que es la condicién (2.55) en la
variable t, entonces por los Lemas 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.5, y usando la transfor-
macion (9.0‘?), se tiene que las soluciones Yi(t) (k = 1, 2) del sistema ({2.53)
son

Yi(t) = (pg)4(2) exp (j[Tq/p)hﬂ(T>d7) ( 1F(1§{§:!iaggﬂd7) )

e

Ya(t) = (pg)"V/4(t) exp (/: (a/p)"*(r )a'> ( 1+ 0 (exp [Lo‘?“@(,);dﬂ - 1) ) ’

donde
Rilt) = / (s e‘m( 9/ Re{(q/p}l/z}) ds,
Rt = r({i)/ (<) P\pK [ Re u;f/p L 2})

vt t
cint) = [ oo (2 [ Re{n?®}) ar
Jb
oo t
Lalrt] = / |7(7)| exp (2/ Re { //p)lf’9}> dar,
£ T
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-i(3)

Finalmente, del Lema 2.3.6, la ecuacién {p(t)z’'(¢t)} — q(t)z = 0 tiene
soluciones z(t) y z2(t) tales que

con

nlt) = () V() exp ( [ (a/p)*(r)r

< (1+ ( RA(r)] dr + La(r, ))) (2.56)
pl(t) = (50)() exp ( [y o)

% (1 ( [ IRatr )|dT+£1('r,t))) (2.57)

a0 = (G0 e /bt—(q/p)“?(v—)m) ’

(1 L0 (exp Um Ra()] dr} _ 1+ Lar, t)))  (2.58)

bt = (0)*) o ( [ t—(q/p)”f*md:—) 9

(1 +0 (exp Utm Ra ()] dT] — 1+ Lo, t))) . (2.59)

En lo que sigue, mostramos algunos ejemplos de funciones p(f) y ¢(t) de
la ecuacién (1.20), que ya han sido expuestos en el capitulo anterior, en los
que la condicién (2.55) del Lema 2.4.1 escrito segin la variable t se satisface,
es decir, se tiene

A" (q/p)? € L\ (dt) (2.60)

conl<m<?2.

Ejemplo 2.4.2. Sean p(t) = At* y q(t) = Bt® con A, B constantes v a, 3
constantes reales . La m-condicién de integrabilidad (2.60) para 1 < m < 2
es satisfecha si

m (1 + %(J - a)) > 1+ %(3 - a),
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esto es,
1
(m—1) (1 + 5(,[3— a)) > 0.
Como (m — 1) > 0, entonces la m-condicién de integrabilidad es
a—p3<2.

Notamos que los resultados no varian del Ejemplo 1.4.2 mostrado en la sec-
cion 1.4.

La solucién z;(t) escrita de forma aproximada segin (2.56) y la férmula
(2.57) son

wr(t) ~ (AB)Y4 e o ((B/A)W (HL - “) tl+(ﬁ'°‘)/2)
Atz (t) ~ (AB)Y* i@t exp ((B/A)UZ (1 + Q?—_a) t1+<ﬁ—a>/2),

con un error estimado O ( [~ |R1(7)|dr + L1(r,t)) donde

t t
Ri(t) = t"lf ¢ texp (—‘ZC/ s(s_o‘wd.s) ds
b <

y con la constante C' = Re{(B/A)"?}. Entonces,

o oo T
f |R1(7)| dr = / 71 exp (—ZDTH(’B_“)’Q) (] ¢ exp (2Dcl+w_“‘)/2) dq) dr,
t t b

donde D = Re{(B/A)Y2}(1 + (8 — o)/2)"".

Ademas,

-t t
Li(r,t) = {C-’l] Tl exp (—2(’] S'ﬂ'“)/?ds> dr
b 5

t
= |Cy| exp (—2D t(-'d—a\'-’fﬂl) / 7 lexp (2D T(ﬁ_a”")"'l) dr,
Jb

con C) = (a+43)/4.
La aproximacién de la solucién z»(t) segin (2.58) es

s _ )
Ig(t) . (‘43)_1/4 t—((1+,3)f4 exp (_(‘_1/8)1/3 (1 + d = Cl) t1+(13—f~1)/—) !
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y el error estimado es O ([ [Ra(7)| d7 + La(r,t)) con
fw |Ra(7)| dr = /-m 77! exp (2D F)/2) (/00 ¢! exp (—2DgHH(F-/2) dq) dr
t t .

¥

Ly(r,t) = |C1] exp (2D t(‘ﬁ’“wﬂ) /00 7 lexp (—2D T(ﬂ_a)/2+l) dr.

¢

La férmula para pz;(t) es segtn (2.59)

At () = (AB)Y4 4t/ gy (ﬁ(A/B)m (1 5 ?_;_Oé) £1+(ﬁa)/2> ’

y el error de éste es andlogo al de la solucién zs(t).

Ejemplo 2.4.3. Sean p(t) = A exp(t®) y q(t) = B exp(t?) en la ecuacién
(1.20), con @, 8 nimeros reales y A, B constantes. La m-condicién de inte-
grabilidad (2.60) que debe ser satisfecha es la misma condicién (1.48) del
Ejemplo 1.4.3, es decir,
8> a>0.
Por (2.56), la solucién z,(t) escrita de forma aproximada es
—1/4 1 o 8 1/2 . (89 —s%)/2
z,(t) =~ (AB) " *exp ﬁl(t +1t7) Jexp | (B/A) e Wiy ),

b

donde el error estimado es O ([~ |R1(7)| dr + L1(r,¢)), con

oo l glo o
/ Ri(n)|dr = — (& el L f 3P 1) X
¢ 16 b

exp ( >C' e‘sﬁ_s )24 )
) 1 : ’ 8 a9
Ly(r,t) = 1/ (aT“’l +,37"‘9_'l) exp (26’/ pls”—s Jf~ds) g
b T

donde C' = Re{(B/A)Y?}.
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La férmula pz!(t) escrita de forma aproximada, por (2.57), es

o 1 . @) /9
Aet"z)(t) ~ (AB)* exp (Z(ta + t3)> exp ((B/A)1/2/ els®=s )/‘ds) :
b

y el error de esta derivada es igual al de la solucién z,(t).

Finalmente, la solucién z,(t) difiere de x,(t) por un signo negativo en la
integral del término exponencial, y su error se calcula de manera similar
como se hizo para z;(t).

Ejemplo 2.4.4. Sean p(t) = t*f(t") y q(t) = t°g(t"), con f y g fun-
ciones periédicas nunca nulas y «, 3,7 y 1 constantes reales. Entonces, la
m-~condicién de integrabilidad (2.60) se cumple si

m
a—0F4+2 (ﬁ) Max{0,v,n} < 2,

conl<m<2.

La solucién z;(t) y la formula de pzi(t), expresadas de forma aproximada,
son

z1(t) m D (F(7)g(¢7) " exp ( ]b | t(ﬁ—“)ﬂ(g(sn)/f(s'f))”zds)
y
1) 4(0) = (g e ( | (-2 g 7)1 (57)) s ).
Por (2.56) y (2.57), observamos que sus errores coinciden y tienen la forma

0 ([0 Ra(7)| dr + Lalr, t)) |

donde las integrales R, (t) y L£1(r,t) estan dados por
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T I e R )
X €xXp (*2 / t Re {s(ﬁ—ﬂm (%)W} ds) dr.

De manera ansloga se obtienen las férmulas para x5(t) y pxy(t) con su error.

El segundo sistema al que le aplicaremos los resultados de la seccion
anterior, es el sistema (1.79) de la seccién 1.5 del capitulo anterior. Este
sistema se obtuvo al realizar una diagonalizacién a la matriz Ay + Ry del
sistema (1.68), esto es,

s0={( Ly S )& 3 oo

donde p, estd dada segtin (1.82) y las funciones 7, y g2 son respectivamente

1 h _1/2 an1/2
n = — /'— ] 2
ng =g (th) (¢/p) y = (1+h%)"",

donde

1 ((pg) =y
h—a(ﬁ) (/)™ ¥ h(s) = 0 (s = o0).

Para que las condiciones (2.34) y (2.38) de los Lemas 2.3.2 y 2.3.3, re-
spectivamente, se satisfagan se debe tener que

ra(s) € L™(ds) (1 <m <2).

Esta condicién suficiente es probada en el siguiente lema.

Lema 2.4.5. Supongamos que
ra(s) € L™(ds) (1 <m £2). (2.62)

Entonces

Ri(s) = ras) /S Ir2(s)| exp (—2[5 Re{ga(7)} dT) dc  (2.63)

0
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Ra(s) = ma(s) /SOO |r2(5)| exp (2 /: Re{qg(r)} d’r) ds  (2.64)

estdn en L'(ds). Ademds, las integrales

B, P 8] = /S:rz ( / Rafgl }d’r)
Bl ) = / "~ td)] e (2 /QASRE{@(T)}@ i

que aparecen en la denicion de las funciones R, y Ro satisfacen
Li(re, 8), Lo(ra, 8) € L™(ds) v Ly(ry, 8), La(r2,5) — 0

cuando § — 00.

Demostracion. Como h — 0 cuando s — oo, entonces para ¢ > 0

Re{¢:(s)} = Re { (1+ h2(3))1/2} = Re {(1 + 0(1))1/2} > 4, (2.65)

en cierto intervalo [ag, o0), y por definicién de la funcién g, se tiene

exp (—2 / S Re{(1+h2(r>)l’2}d7) < exp (~20(s — £)).

<

Entonces, para m =1

/:O Ri{T)] < ZW!T2(T)/T|T2(§)LGXp (-Q/TRE{QQ(S)}ds) de d
< [ r Jra(6)] exp (~26(r <)) dsdr
< [Tt 1/ ra(olds dr
= K

es decir, Ry(s) € L'(ds) si h(s) € L(ds).
Ahora. si 1 < m < 2 tenemos que

£a(r2,8)] < / ra()] e dg (2.66)

< 8‘/l ]dq+/ e™ = o (6) |ds.
a s

t-)l*'
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De la desigualdad de Holder se deduce que |£1(ra,38)| — 0 cuando s — oc.
Por (2.65) se obtiene que

| La(r2, )] < f Ira(s)] €727 de. (2.68)

De (2.62) y usando la desigualdad de Holder, para m # 1 tenemos

Lalrars)] < (lmwxqwm)”m(lmeﬂﬂvﬂx)”f

Como 13(s) € L™(ds), la integral de la derecha es pequefia cuando s crece.
Por lo tanto, |£a(rs, s)| — 0 cuando s — oo.

Reescribiendo las inecuaciones (2.66) y (2.68), usando la relaciéon u = s — ¢
y u = ¢ — s respectivamente, se tiene

|L1(r2, 8)| < /000 Ira(s — u)| e~ du (2.69)

Lalra ) < [ Irals + ) e (2.70)
<40

Finalmente, usando que r2(s) € L™(ds), £1(r2,8) — 0y La(rs,s) — 0 cuan-
do s — oc y siguiendo los mismos pasos que en el Lema 2.4.1, cambiando
solamente la funcién A por rs, se deduce el resultado deseado.

El procedimiento para demostrar que Ry y R, pertenecen en L', para
1 <m < 2, es analogo al Lema 2.4.1. O

La condicién (2.62) es equivalente en la variable t a

R

(m(q/p)‘“) (g/p)"? € L}(dt) (1<m<2). (2.71)

Suponiendo que se cumple la condicién (2.62). de los Lemas 2.3.2, 2.3.3.
2.3.5 y de la transformacién (2.52) se sigue que existen soluciones Y5 .(t)
(k = 1.2) del sistema (2.61) de la forma

; - : =

Vaa(t) = (pg)™4(8) (1+ad(t) ™
exp (Ji (afp+ 1) (1)) (1+ 0 ([ [Ra()ldr))

9

exp (.ﬁf (g/p+r?)"* (r)dr) O (L1(Fa,1))

X
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¥
22(t) = () V) (14 ad(t) V2
exp (Jy = (a/p+ )2 (7)dr) (140 (exp [ Ro(r)ar] - 1))
= (= [ a/p + 12" (1)ar) 0 (2,7, 1)

donde 1 /¢ y . ”
=- () Loy _1 L
T*4(pq)’r2(t) 2(l+h?)
y

h
e + h2)1/2’

Ademds, las funciones Ri(t) y Li(Pa,t) (i = 1,2) del Lema 2.3.5 vienen dadas
por:

R(t) = #o(t) / #2(7)] exp (hz | re {2 )} d) ar,

Ral)) =20 [ e (2 [ e { (g 512y @} &) o

Li(Po,t) = /z: [72(7)| exp (HQ/: Re {(q/p +72) 2 (g.)} dg‘) dr,

Ls(7a, 1) =/t [72(7)| exp (2 /: Re {(q/p + 7‘2) b (g)} dq) dr.

De (1.72), de la transformacién (1.75) v por el Lema 2.3.6, se deduce
que la solucién 21(t) y la férmula de pzi(t) de la ecuacign original (2.1) son
respectivamente

/2 . 5 ‘a
T (t) = (pq:j"lf"'*(t) (1 +ai(t)) (1 +a"f(_z‘))_l‘;"exp (/ (q/p—rr')l‘/' ('r)dr)
to

X (1 +0 (/ | Ri(7) | dr + z:l(-fg.u» _ (2.72)
St

9 -t - /9
Pzi(t) = (pg)V4(e) (1 — ay(2)) (1+ai(t)) ™" exp (/ (q,-f‘wr')"‘(f)-””')

Jitg

X (1 + 0 (/ | Ra(7) | dr + 51(_"'2-25,'3)) : (2.73)
t
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De manera similar se obtienen las formulas de z4(t) y prh(t):

Ta(t) = (p0)™V4(E) (1 - ar(t)) (1 +a2(t)) ™ exp ( f —(q/p+r2)”'2<r)dr)

to

% (1 +0 (exp Utm | Ralr) | d'r] “14 Cz(ﬁz,t))) , (2.74)

prh(t) = (pg)*(t) (=1 —ax(t)) (1 +ad(t)) " exp U — (g/p+r)"? (r)dT)

to

x (1 +0 (exp um | Ral) | df} =14 Cg(fg,t))) . (2.75)

A continuacién mostraremos dos ejemplo de funciones p(t) y q(t) que
satisfacen la condicién (2.71) suficiente para que la ecuacién (2.1) tenga so-
luciones asintéticas de la forma descrita arriba.

Ejemplo 2.4.6. Consideremos las funciones p(t) = 1y ¢(t) = At*, donde A
es una constante. Entonces, por la condicién de integrabilidad (2.71) se tiene
que & > =2, para todo 1 < m < 2.

La solucién de () y la formula de pz|(¢) escritas de forma aproximada son:

: : =12
ni(t) =~ (A=) (1 + [e 2 4 (1 + ¢22+e)1/2] ’)

-1
X {1 ~ (c*ltl*ﬂ/? +(1+c¢7? t2+a)l/2) }

t A2 1/2
X exp (/to (AT“ + ET_2> CET)

Bt A (_,.q-tn)l,hi (1 i {C—ltl—kﬁf'}: b1 4 C~2L2+ﬂ)1/2]_2>

) 9 9. ’_»"-‘_:_ -1
X [1 = (cflrl“‘““-"- + (1 + r,'_‘t')““_)] ) }

/2

ot 2 1/2
X exp (/ (.-47‘“ e %T—Z) dT) :
to

donde ¢ = a/(4A4V3).
El error de la aproximacion es de la forma O ([~ | Ry(7) | dr + L:(72. 1))

()
=

—=1/2
1/2
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con

55 a(a+2 o0 T q—'l—a/‘l
/; |R1('T) | dr = ( 1641/9 ) / 1+C“"’ (x+2) /To 1+82§_(a+2)

1/2
X exp ( (As“ + — ) ds) dc dt
't o —2-a/2 T a2 » 1/2
_‘) (83 "
/LO 15 c2r—(a79) exp _fg (Aa e 16 ) ds | dr.

Por (2.74) y (2.75), la solucién de z5(t) y la férmula de px)(t) escritas de
forma aproximada son respectivamente:

ala+2)
16A1/2

L1(7,1)

; 5.5 e\ —1/2
mo(t) ~ (AT (1+ [c71 12 4 (1 4 22t/ 2)
0 e o\ —1
X I:]_ . (C_1t1+a'/2 + (1 + C_,g t_H_a)l/E) :i
t 9 1/2
a” o
X e a g ST d
}}‘

~1)2

zh(t) ~ (At)/ (1+ [cfltlﬂ‘/z+(1+c—2t2+a)1/2]“2)

v « B % 71
>< {_1 _ (c—1t1+a/2 + (1 +c2 t2+a)1/2) }

t a? N2
X exp —/ (Ar e e 3) dr |,
o 16

donde ¢ = a/(4A/?).
El error de la aproximacién es de la forma O (exp [[™ | Ra(7) | d7] — 1+ La(s, 1))
con

7

/ T Ralr) [ dr = (M) ]"“ e / °  ¢iaf?
t B ' 16A41/2 t 1 - Czﬁ_{ﬂ_z} T ]_ oJ ng—ftlfzj
< 1_ : 1/2
X exp (2/ ( 18 + i)—s ") ds) dsdr

o0 22 o (.12 1/2
I 3 — 1
; —exp | 2 As + —s57° ds | dr.
/f 1+ c2r—(a+2) /\ ( 16

ala + 2)

Ly(Fa,t) = 16.A41/2
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Eijemplo 2.4.7. Sea ¥(t) una funcién real y nunca nula en Jap, 0o), con
primera derivada absolutamente continua, tal que ¥(¢t) — oo cuando ¢t — oo
y B > 0 una constante. Consideremos las funciones

p(t) =1y q(t) =" (t)g((t))

de la ecuacién (2.1), donde g es una funcién periédica y nunca nula. Supon-
gamos ademas que

¢ [P =0 (2.76)

cuando ¢ — oo, siendo ésta una de las condiciones suficientes para que h,
dado por (2.54), tienda a cero. La condicién

P'(t) =0 ({¢v'(1)}?) (t— o0),
junto con
(W' Pl € L} (ag, 00), (2.77)

permite que la condicién de integrabilidad (2.71) se satisfaga.
Tomando el caso particular ¥(t) = 7, donde v > 0 es un ntmero real, de la
condicion (2.76) se obtiene

By
y <1 —
) 55 5
y de (2.77)
2m (14—?—3—7) > 1+%,

para 1 < m < 2. Notamos que las expresiones obtenidas son las mismas que
en el Ejemplo 1.5.4.

Por motivo de que los cdlculos se hacen muy engorrosos, las férmulas asintéticas
de z;(t) y pzi(t) (i = 1,2) se muestran explicitamente con sus errores en el
Apéndice, al final de este capitulo.

Finalmente, los distintos resultados obtenidos en la seccién 2.3 serdn apli-
cados al sistema (1.135), esto es,
C-’(s} = {f\l(s) + f?](.s)} U(s). (2.78)

donde , ) )
Ay (s) = diag{Ai(s), Aa(s)}. (2.79)

con

poss

P=(—a+(1+ &2)1‘;2) (l -0/ (1+ az)l;"l)
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¥
fo = (—a= (1+a3)¥2) (14 ¢/ (1+0%)).
Ademas,
ey ¢(s) 0 1 fl 4 @)

3l - Oz(l + &2)1/2 -1+ (1 ofi 0:2)1/2 0 )

donde
h=a+9, (2.80)

con « una constante no nula y la funcién ¢ es tal que lim ¢(s) = 0.

El siguiente lema dard la base para encontrar las soluciones del sistema
(2.78), a través de los resultados desarrollados en las secciones 2.2 y 2.3 de
este capitulo.

Lema 2.4.8. S¢
#(s) € L™(ds) (2.81)

conl<m<2uya®#—1, entonces

: oy 5 [ w2 ad(r)
Ri(s)=¢(s) [ |#(&)]exp| -2 [ Req (1+0%)"" + ———5 ¢ dr | df
50 3 (1 +a2)”"

Ra(s) = o(s) /-00 l6(&)] exp (‘2 /g Re {(1 + o;'z)l/z - ——(Lﬂlﬂ} dT) dé
8 £ ;

pertenecen o L'(ds). Ademds, las integrales

Li(o,s) = / l6(E)] exp (—2 / Re{(l +a?)? 4 Jf—(—)—
s 3 ‘ (1+a2)’"

]
Ly(o,8) = / |o(€)| exp | 2 / Req (1+ o) LV}L—) dr | d¢
Js Je (1+a2)""

satisfacen

+

Li(@,s), La(p,s) € L™(ds) y Li(9,8), L0, 5) =0

cuando § — <.
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Demostracion. La demostracion de este lema es andloga al del Lema 2.4.5.
O

Del Lema 2.4.8 tenemos que si ¢(s) € L™(ds) con 1 < m < 2, las condi-
ciones (2.34) y (2.38), de los Lemas 2.3.2 y 2.3.3 respectivamente, son satis-
fechas. De esta manera, aplicando los Lemas 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.5 al sistema
(2.78), la solucién para k = 1: Uy(s) = (21(8), 22(s)), tiene coordenadas de la

forma
7 — U Au azT) (1+O(lm|721(r)|d'r>),
a(s) = ap(]'x r) O(£:(6,5)).

Devolviéndonos via la sustitucién (1.132) y la matriz (1.130), obtenemos la
solucién Yi(s) = (ui1(s), ua(s)) del sistema (1.121) con

falld] = o Uﬁ fu(r) d'r) (1+o (/w |7?,1(’r)|ciT) +L1(o, s)) ,

us(s) = (~=1+(1+a?)"?) exp (/S:jq(?;d-r)

<(1+0( [ Riniar) + iors)).

Finalmente, usando la sustitucién (1.24), la matriz (1.25), el Lema 2.3.6
y por (2.52) se deduce que la ecuacién (2.1) tiene solucién z;(t) tal que

-t 1/2
x : 21/2 o(7) q
| (L) = (Q‘ -1+ (1 + « )1/ ) exp (‘41 /fO (1 = m) (E) d’f')
y rt Cb("_ ¢ 1/2
pri(t) = (a+1-(1+ o?)) (pq)]/2 exp (.41 / (1 - —’,)) (—]> d’r\
' ; to (1+a®)"" ] \P /
X (l—i—() (/ |R1{T)|rir—r£1(o.t)>) . (2.83)
t

donde 4; = —ax + (1 + a?)1/?
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Del Lema 2.4.8 y usando la transformacién (2.52), las funciones R, y £,
en las ecuaciones de arriba son respectivamente

Ri(r) = o(r)(g/p)/*(r) fiqb (g/p)"?(s)|

/ ag(s) - ‘
exp( 2[ ((1+ 2 2+m> (a/p)*(s) ds) ds
(2.84)
¥
1(o,1) f [p(r) (a/p)"*(7)] x
1/2 ap(s) l -
exp( ../T‘ ((1+ N+ _——_—(1+a2)1/2) (q/p)%(s )dS))E dr.
(2.85)
De manera analoga se obtienen las siguientes férmulas para x2(t) y pz5(¢)

e 't b Ch
z9(t) = (—a+14(1+a*)"?) exp 4_)/ ] = ﬂ—ﬁ- (ﬂ) dr
to (1 + 2) ! p

X (1 +0 (exp MDG 1R2(7)|d7} -1+ ﬁg(@,t)3 , (2.86

t - A
pzy(t) = (a+1+(1+a®)"?) (pg)exp (AZ_/t (1 a (TE%W) (%>

X (1 + O (exp {/"O iRE("")dT} =1 Lo, ﬁ)) )
t

donde As = —a — (1 + a®)V/2,

Del Lema 2.4.8 y de (2.52), se sigue que las funciones Rs v L estdn dadas
respectivamente por

Rofr) = 6(7) afp) () [ 1606} /o) )

1 - . L
| exp (2] ((14—&)”4%) (g/p)2(s )dbﬂ ds
| : (1+0a2)"" /|

(
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y

La(o,t) = ./Lm|¢('f) (a/p)'3(7)]

- t NI O N WIS RO
p(E/T ((1+ ) +(1+a2)”2) (a/p)"*(s)d ))

(2.89)

dr.

Hacemos notar que la condicién (2.81) en el Lema 2.4.8 es equivalente en
la varible ¢ a

¢"(q/p)"/* € L'(dt) (1<m<2). (2.90)

Ejemplo 2.4.9. Sean p(t) = At° exp(t") y q(t) = Bt" exp(t") en la
ecuacién (2.1), con A, B contantes y v y 7 > 0 ntimeros reales. Se supone
que

y—-B8=2(n-1). (2.91)

De la relacién (2.80) se obtiene

1/2
aon(A
(&)

i
oo B (AN
) Et Y (B B e
(1) T\ B
De la condicién de integrabilidad (2.90) se duduce que
fy—i8)
mn — L1,
mmn 57— > L

para 1 <m < 2.
De (2.91), para m # 1, se tiene que (m — 1) > 0, siendo esto equivalente a
la condicién n > 0.

Si tomamos las constantes A = B = 1, segtn (2.82) y (2.83), la solucién
xy(t) y la férmula para pz}(¢) escritas de forma aproximada estdn dadas por

, SN 1/2 t
xy(t) =~ (—g -1+ (1 o ?}I) ) exp (('1 / (1 — (Y T'”) 711 f.iT) 3
o ' to
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2y 1/2
tPe 2 (1) = (g +1- (1 + -7—74—) ) tP+N/2 oxp (¢7)

t
X exp (C’lf (1 - Oy 7'"’7) 71 d'r) .

to
donde las constantes C; = —(1/2) + (1 +7?/4)Y2 y Cy = m—ﬁ%ﬁ

Los errores de z;(t) y pz}(t) son de la forma

0 ([O Ra(r)ldr + L1(4, t)) |

Por (2.84) y (2.85), las integrales [ |R1(7)|d7 y £1(¢,t) estédn dadas por

(0] 2 o0 T
[ R = EEI [T [T
t t 0

v ~ =N
exp —2f (L+m2/4) "% + "('B“L_j)sm s"ds | dsdr
s 8(1+7n2/4)

/ —~ t
gy = L3 [y
to

X t 2\ 1/2 nB+7)s" s"'ds | dr
T P,

Ahora, por (2.86) y (2.87), las férmulas aproximadas de z5(t) y pzh(t)

2

- . Ui 772 e . 1 i t o\ ~n—1 3
J;-z(i.) = —§+1+ 1—{-1 exp —C;}, (1—621 ) T 7
to

}.’
9 1/2
Btn H /i (B+7)/2 7
the" x4(t) = — 5+l+ 1+I T exp (t7)
t
X exp (—6'3/ (1= Cyr™") et d'f) .
to

donde la constante Cy = n/2+ (1 + n?/4)Y2,
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Los errores de z3(t) y pz5(t) son de la forma
0 (exp [/ |R2(T)ld?] -1+ Eg(qb,t)) .
t

Por (2.88) y (2.89), las integrales [ |Ra(7)|dr y La(¢,t) estan dadas por

o0 2 o0 o0
[ Rt = EEE [T [T,
t 16 i .
exp (2/ ((1+712/4)1/'+ n(B +7)s 1/2) S"_qu) dsdr
<

8 (1+n%/4)

Lo, 1)

o 00
ﬁ:ﬂl/ =1 5
t

t . -
exp 2] (1 +7?2/4)1/‘ + n(6 +7)s ¥ s"lds | dr.
q- 8(1+n2/4)Y




Apéndice

Mostramos con detalle las férmulas de las soluciones z;(t) y pxi(t), con
i =1,2, del Capitulo 2 de la seccién . Consideramos las funciones

pt)=1, gt)=t"Pg(t")

en la ecuacién (2.1). Entonces, la solucién aproximada z;(¢) y la férmula de
pzi(t) son

xy (f) ~ t—.(’T.B)/qg_l/‘i(t"r)

. = OB/2 (8171 (87) + g'(27) g™/ 2(17)]
X ;
14 (1 4 2220+ 0B [Be-1g=1 () + g'(t7)g=3/2(¢7)]*

-1/2
= IHOB2 [B=1g=1(17) + ' (#7) g~ 32(t7))]

¥ | L4 0
L+ (147272420409 [512g3(0) + g ()9 /2]

s

: 229212 :Y (g7 1Y N2 1/2
o[ (e 2"
t

0 16.92(57)

#h(8) & t(vﬁ)./4gl/fl(t7)
(‘ ﬂ«'t‘““*“’ﬁ’f’? [Bt77g7Y (1Y) + ' (¢7) g% *(7)] )
% | L— =
1+

2]

+ (L4 P22 G791 (1) + ' (£7)g~2(1)]

\ =142

A= B2 [ BT g~ (37) + ¢! (£71) g3 2 ()]
2 114 ) Pty (t7) +g'(t")yg ( )J
1+ (1 +’";'2Ef—2+27+(73) [ﬁﬁfﬂ-"gﬁ ( ) gl{{’v 4—3/2 \f } )
o 9 27 9 !_j) i ( \ 5) 1,""2
X exp / s8g(s7) + - - :D/ ol \+ g (&I ds
to *Og (5 ’/'
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El error es de la forma O ( ;™ | Ri(7) | dr + £1(72,t)) con

/tmml(fnd? = [m
[

exp (—2 /c Re {sg(s") + 27214 (8™ + 9’(57)9"1(37))2})

T—("rﬁ/Z—’T+2)K1(T) + 7=+ Ky(7)
1 4 7= 08=2v42) Ky (7)
¢ PR (g) + G
1+ ¢~ OB=2+2) K3()

X

y

t
L1(fg,t) = /
tg

exp (—2 /: Re {c"g(s7) + 7’2 (8™ + g’(c”’)g_l(ﬂ”))?}) )

T ORI K (1) 4 7 0B 1 K (1)
1+ r B2 Ky (1)

donde
Ki(1) = —y(y8/2+1) [Br77g7*(1") + ¢'(")g 32 ()],
Kor) = {(64—1%* () N - S8 + (7)) “(r'*)]

2

a7 Y

Por (2.74) y (2.75), la solucién de z5(t) y la férmula de pz)y(t) escritas de
forma aproximada son respectivamente:

To(t) = t*(vﬁ)/ﬂlg"l/‘l(ﬁ)

1 T ORR [BmrgmI(eT) + g/ (8) g~ ()]
% o, 3
1+ (1 + ,-\;,Qt—Z-';—Q“H—(’)',@) ["5’t—ﬁg—l(t‘f‘) + g’(t?)g—iyz(ﬁ’)]”

yt OO (317 (¢7) + ' (£7) g3/ 2 (2"
" : (Bt (t7) + ¢'(t7)g~3/3(17)]

".1

o\ L
1+ (1 LRkl [ gt 9’(f")y‘3“(t’"")]2)

t 9 DD LA A T 1/2
B oy o 18T [BsTg(s7) + g'(s7)]
>< exp —/ S' SI __1_ = - ds
( to ( g( ) 169‘(8")
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¥
zh(t) =~ tOA/4gl4m
. (—1— Ayt IHTHOO2 [B=7 g1 (£7) 4 g (£7) g~ 3/2(87)] )
L4

(1 + 7223 Bt (17) + ¢ (£7)g -3 (O]
~1/2
f},t*1+7+('rﬂ}/2 [ﬁt—"rg"l(t’)‘) + g’(t"‘)g‘3/2(t")]

oy 1/2
L (14922421008 [Bt=19-1(87) + ¢ (£)g~/2(e")])

t 2.29=2 [ RV nf o rr i\ 12
e ( [ (S«Yﬂg(sy)gs [Bs79(s) + 4/ )1) .
in

16g3(s7)

x| 1+

El error de la aproximacion es de la forma O (exp [ [ | Ra(7) | d7] — 14 La(72, 1))

con
o0 00 | =(WB 2= 2 K. ( ~{f—-r+2) &
/ ‘ RZ(T) ] dr = f r 1( )+T Z(T)
; . ¢ 1+ T“(75‘27+2) K3(7')
0 g_(‘f.gv"fz_?"!'l‘z) I\’l ((’-) + gf(')'a“'?'+2) KZ (;;‘)
- 1 + ¢—(¥8-27+2) F\f;;(i')

X

exp (2 /'< Re {S"rﬁg(sﬁ) 3 7,25—2{1+'7fJ(,[j‘g‘"f + gf(g’f)g—l(s"r))z})

r OB () 4 TP Ky (1)
1+ 7=0B8-2v+2) Ky (1)

Lo(7,t) = /too

exp (2 /.T Re{s™g(¢7) + 47200 (B 4 g'(k?"f)g'l(@”))g}') :

oS

donde
Ki(r) = —y(8/2+ 1) [Br797) + 0/ (7))
;o 9 . Noissry g e T8 o BB J o : i
felm = {(3+1“ 9(T7) + ¢"(77))g TP (7) - 5B g(T") + g (77)g™(77)
2 [Brg(r) + g (7))
Kalr ~2 AN
I
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