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La idea eeni-ral de este trabajo ha sido lootivade Por eI si.guienE.e

problena: ¿E;r qué condiciones un PolinonÍo real Positivo senidefinídc

(psd) se puede expresar como surná de cuadrados de o¡ros polinonios reales?

Bajo houogenizacián, es sufieiente estudiar este probiema para fornas, es

decÍr polinonios homogéneos '

Eilberi (1888) demostr6 que ta1 <ieseomposici6n s61o es posible pa-

ra fo¡uas binarias, cuadráticas y cuárticas f,ernar:as, más fornalmente si

P dencia el coco de foÍtr¿s psC e¡ n var:iables ;" de grado m y
Dr&

I e1 subcono de P de 1as fornas que son suoas de cuadrados rie
ñ,8 n,E

.I!fo:-nas de erado i ! entonces :o,, = Pr,,* sí ¡- s61o sj t=2 6 s--2

o (n,ml = (J,4,

En el Prir¡e:: Capítulo Presenlamcs }¿s defiaicioDes y notaciones

básj-cas necesarias y adeuás Bostramos ejeoplos Particulares de formas

psd que tlo son sr.mas de cuadrados.

l,os coDceptos de cerc y orden de un cero de un polinomio real son

inEroCucidas en el Capítu1o II, doDde se establecen relaciones enlle e1

coajunio de eeros de una forma y sus propiedades' esPecialmente los casos



de fornas ternarias y cua lerná ris.s -tres y cuatro ?3rlab1es- respectivs -
l[el] fe .

En eI Capítulo lli se ictroduce la noci6n de extremal-i<iad de una

forma, direnos que una i o::na f és exlreeal si ¡o exist.e una descomposi-

ci6n no trivial en su!!a de dos fornas para I ! esto es, sj- F € p- 
- 

y

F = Fr + F, con F. g p_ _ entonces ¡. . i.F donde l. es un nínero

reaf no negativo. El conjunto de foruas extreE¿les en p se deno-L€
D,D

por- fíf _) A,nálogamenre f(: _l es e1 conjunio rie foroas ex¡remales' t nrIE' " \ n,in'

s
rrE

Aquí, se construyeE ejenplos de fornas exire[a]es y mcstranos mé-

tocios prácticos para deterninar extr¿ma1idad.

Es ciar-o que EfF I ¡ Z- _ 9 E[:_ _) , de ncdo que es interesan. 
'n.8, DrE _ , D,E, ' -- ---

re analizar en qué condíciones t[:o,r) a t(to,*j . En el capíEu1o rv,

rnosaraüos eue esta relaci6n sdlo es pcsible en los sÍguientes casos:

o=2; n<6; (n,n) = (3,8); (n,ai = i3,10)

E1 priacipal resultado de este trábajo es el es¿ablecer hipótesis

pare formas f € E[t_ _) de Ea1 manera que si E[: l* es e] coniunro'trrll', _ 
' B,E"

de formas en E{Z ) aue sa;isfacen estos supuesros entonces El: l* a' n,D' " \-n,m

c E[P- -l para (n,m) = (3,12) y {n,n) = (a,8}
- \ nrD/

Eiuafuoeú.te, consiéeremos ejenplos particulares de fo::mas F en

u(E:,rzJ y en t(Er,rJ que no satisfacen Ias hipótesis impuescas y ana-

liza.mos su extremalidad.

11
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Este resultado condr¡ce a una solucidE pareial de1 problena siguien

tei ¿Pera qué valores (n,m) exisfe una forma f € Ef? I tal oue' n,t'

f2 e f (p- ,)^) ? Pl.r]teado por Choi et eL, (!9g2).'n!zo'



CAPITULO 1

rOR},',AS REAIES ?OSITI\'AS S E}f I DE ! I}i 1 DA*S

Preiim.na;es a-gebiaicos.

Definici6¡. 1.1. ljn polinooio real p € RIxr, .", t.] se llara:

a) Posir.ivo seridefinido (psd) sí y sóIo si P(al' .... a.) > 0 Paie

todo a. € ]R. DenoEamos este hecho Por p > 0
l-

b) Positivo sí y s6io sr p(ar, ..., ao) > 0 para todo "i 
€ n. Denota-

Dos esle hechc por p > 0

c) En forna análoga se define negativo semidefinido y Degallvc' Denotanos

estos he:hos por p<0 , P<0 resPec t ivaneaLe.

d) Indefi.nido sí y s61o si existeD puntos (ar, ..., ao) ]' (b., ..., or)

en Rn tales que p(a,, ..., a-) < 0 y P(b,, .", b-) > 0

e) Puramente indefinido sí y s61o si no es constan¡e, todos sus factores

irreducibles son indefinidos y Eienen nultiplicidad uno.

En parricular si p es irreciucible indefioido es puramente indefinido'



Adenás todo po1inonio inde fini do tiene un factor puraoente indef ini do -

De finici6n I .2, Direnos que el po1inomio

p -»a.x(i) € .i-' - lRIxt, ...,

doncie *(i) representa el mononio

1o si n = .5*ir, ,(i)1 con a. *af
si gr ¡(i) = . para todc

homogéneo o forma de grado D ,

f*(x,y, z,w) = ,r3r1.. + ,2"r. -

=rSf(r/r,y/n

x j.
D-

i.
.t*.r

0

i,con

vz + 2u,x-y. _ ytz¿

ti.ene gradc r sí v s6_

"i l0 entonces p se l1am6

i
11

rr'

Si ¡ e IRIxl , ..., xn+]j es una forna, definímos
F* € n1",, .... ,l' .1 ' ' "n, Por F. = rlv
tocio porinomi" f € Rt 

-* ¡ \Ál' " " >:r'1) ' kecíprocanente' 
Parax1, '.', x") de grado D r sue se puede escribirrie la síguiente mánera: f = Í

de grado i , definimos ,- a'],'-.'' 
- "' * t: donde fi es una forma

. n_I 
' - ¡1 lxl, ..', xn..l] por f* = *L,r +* tn'-'fr + ,.. + f, = ,l*:f [r, /r*r. ..., xn / *n*r) , f* :.tr: ,"rr.de grado n . Se dirá que estos procesos son lc,s de ',1¡ss¡9slg:n:=gI,, y'¡gnofsli3g_{,, polinonios con respec.c a xn+l

E-iemplc: f(x,y,z) = §. + x]-z _ ,3 * 2r:_r2 _ 13 2

f se obtiene: 
- y z entoDces homogenizando

Es fácíl verificar Las

(1) (FG)-=F¿:
'* _*"* t

siguientes propieciades :

(fg) * = f*g*



I

{2} Si r es la Beyor porencia de xn+I que divide a F , entonces

xl*r(r*)* = r ¡ (f*)*= f

(3) (F+G)*=Fn*G* r ,i*r(r + g)* = rl*lf* * *l*ie* , donde

r=Cr(g), s= gr(f) y tEr+s-gr(f +g)

3

Resultadc de ililbert 
"

En 1888, Iiilbert [7] estudió el siguiente proble a: ¿Cuá¡do un poli

nomio real psd es una siroa de cuadrados de otros polinoaios reales? Bajo

honogenización, es suiiciente est.udiar este proble»á para formas ::ea1es.

Denolemos por ,or, aL cofto de las formas reaies psd en n va-

riables y de grado ll , y por ! e1 subcono de P que contiene 1asD,D ñ,E

formas que soil surtras finitas de euadrados de olros polinomics reales.

Es claro que si p+0 I p € Po.o. enEonces n debe set: par.

aiibert rescivió este probielra denostra¡do e1- siguiente ¡ecreta:

Teo¡ema 1.3. to,, = Po,, sí y sólo si n=? 6 a=2 6 (n,n) = (3,4)

De acue¡do col] este resullado se ha estuij-ado e1 siguienEe ProbleÉ¿: D€ -

terninar la existencia y valór de alguna cotá B(t) que dependa solamerl-

¿e del aúuero de variables n , Ea1 que eualquier suoa de cuadrados en

R[x., ..., x ] es uaa suma de B(n) cuadrados' Se ha demostrado que' 1' ' n-

B(q) existe y debe ser > 2n, si n > 3 (Chci and Latr (1976) [3]).

Para e1 easo particulár n = 2 se tiene que B(n) = 2



4

En efecto, supongarnos que F a tr,, , eat.occes

D E ¡ ri
F(x,y) = L.r'-'¡' = r* : t,. l*, = xEg(z)

i=0 ' i=O '\^.i

\nrdonde ,=: i- c(z) =.1^rrr',luego e(z) >0 tz€JR,si

r= gr(B) enlonces r espar v C<r<e Por 10 tantc gQ) se expre

sa corEc producto de factores lineaies al cuadrado o facEores cuadráEicos

irreducibles en 1R, es decir:

lue go

. l¡-r L -. ¡2 ¡/ . t2 2 2¡F(x,y) = x II [o.y + t.ixJ t[aiy + b.x] + c.x J
i=1

¡(x,y) = t,*' (,h. (orv + B.xJJ'l I. (r? * q3)
a=I 1=.i

Usando inducción y la fórmula siguienEe:

tri . qil ttr* q7) = [pip2 * QrQzJ2 + (plQ: - p2Q])2

es fácil verificar que i fr?*q?J =p2*q2 doade P y Q son poli-
- _ \ 1 '1¿
1=I

nornios en 1as variabl.es x e y Luego F(xry) = g2[r2 + q2] donde

ID-T .-;- K

H=x' L ic.v+ 6.xl

fl



Ejenplos básícos.

Según el teorema 1.3 si n>3 y ¡>3 y

has tEr -LnrD D'E

P¡oposición 1. 4, La forua

(¡,n) I (3'4) existen for -

s(x,y,z) = =4y2 + y4rz * ,A*2 - 3rzy2 "2 
a,r,6 - E3,u

Demostración: Usando la desigualdad aritaética geonétrica es i¡oedialo

que S es psi , supongamos que t =: o? , rionde c. € IRix.r.z] es una

forne cúbica que puede contener los monomios 
"3 , ,2y , ,2, , *s.2 , *y" ,

,r2, y3, y2r, y.2, .3, "o-o s nc contienu r,,6, )6, 16 eliminamos

333_de qi los sonomios x' , !" , z' y por 10 tant,o q, taopoco con¡iene
2222221os EonoE-los xl ,tz ,zt , luego 9, = e-x ) + bj, z + c.z-x + d_xyz
a1la')

entor,ces en : qi el tércia: "'y'.' tiene coeficient.e f aj > O , fo

cual es una contradicción.

lroposicíón !.5. La íoxta

4 22 22 22
Q(x,yrz,w) = E + x y + y z + z x -4x_.-zu-€P,,-I.,,4r4 4,4

De¡.siració;; Lsano3 la cesieualdai ¿r:-iná:ic¿ georé:rica se o'atiene

Q > 0 , supongaroos que q =: qÍ donde ei a R[x,y,z,w] es una forna

euadrática. Como Q ao conEíen* lor *orro.ios 4 4 4x ,y ,2 , 9i 11o pue-

.221de contener x- , \ ¡ z y por 1o ¿anto taqbién se eliminan cie gj los

nonomios xw, lrw , zv , luego q= = a.-,,r2 + b-x,, + c.yz + d..zx, enton-

-2ces ¿ q: ao contiene e1 uonomio x¡z zv n 1o cual es una eoatradiceión.

tr

i
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Nota 1.6. Estos reeultados se pueden generalizar cie

si Q,(x,y,z,s) e P, ,. y no contiene *4 , y4 , "L¡ .{r.{

pero conciene e1 térmi-no Oxlr z\. (O t 0) entonees

Eente Ej Sr (x,y,z) É P. . ) nc contiene *6 , y6 ,J " J,b
2 t- 222zx , pero contrene oxyz con G < 0, entonces

1a aiguiente
22 2

I xY 
' -Y Id

a,*r,
o it*? ¡ XI

c 4t
i J,b

[ánera:
1 )a

¡ z9

Análoga-

yz

Otros ejenplos de fcrnás I É P

A I' L I,

K(x,ytz) = x +y +z -(xy

+

l4(x,y,z) = s6 a

24 24 24.xy +yz +zx)+

D,E

+ v'

9
f,rD

24

son:

2

)
3r-r'

42xy

'r' a ,r,u - ,r,, (Robinson I rz] )

24 ^222_-+ x-y- - 3x-y-z- a P3,O - :l,O (¡tor-zkin l9l )

Exlst-en tanbién oc¡:as formas con esta prooiedaci eonsiruídas por Choi (1975

Ii] ). En general el nétodo de prueba es de1 tipo inspección, sín embargc

ey-istL otra Iuarrera para deterEinar que t F Io,, y consiste eD conocer

el conj¡rnlo de ceros de 1a forma f , como se verá aás adelanie en ei Ca-

pítuio I1 "Cer:os reales de una forma positiva semidefinida".

conErar

-t B¡D

?ara valores de (n,s) distintos de (3,6) y {4,4) es iác:.i

formas con tal prcpiedad, puesto que si f i*¡, ..., xoi € Prr,o

entoIrCes

Zj.-t \ - - .r-x- llx". ,,,. x re PI \ I - rr '-



C A F 1 T ! L O 11

CEROS F.EAIES DE UIiA FORYI¡. ?OSITIIA SET{IDEFINIDA

Reiaciones er¡lJe una forEa _-w su coDjunto de ceros.

Deíiniclón 2.1. Un puÉto (.t, ..., "o) a lF.n se l1a¡ca §:I9 de ia forna
. _tfe lP.ixr, .'., xol sl y sóio si Fl.¡, ...,.nJ = 0. De¡o:áreBos po]

?(F) af conjunto de ceros de 1a forma F y por i¿(f), a1 núnero de

ceros distinros de F , considerandc z{I) coao subconjunto de1 espacio

pro."-ecrivo real, er particular (0,0, ,. ", 0) g z(f)

Nota 2.2. Una aplicacidn ínteresante del conjunto de ceros de una forma

será nostrar oue Q(x,y,z,v) = *o * r3r'Z + y2 rZ = ,2 12 - 4*y^ q \, ,
§t4

(Robinson, 1973 [ i2] ).

?riBero se delermina e1 coB-iuDao de ceros de Q , consistente er!

7 puntos, a saber

z(Q) = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,r,0), (1,1,1,1), (1,-1,-i,r),

,'-: 1 -l : r ¡-: -i ' i \\ ¡!¡r r!¡ , \ r

A¡cra demcs!rencs la siguiente prcFie<lad:



Si q es una forna cuadrátice en x,yrzrv en¡o¡ces q Ee anula e¡ eada

punte de z(Q) sí y s6io si q = a(xy- - zu) + ¡(xz - I'r¡) + c(xr' - yz)

con a,b,c € IR,

Deoost.racíón: Si q= a(x)'- zv¡ + b(xz - yr.,) + c{xr¡ - yz) es claro que

q(:) = 0 Para todo o e z(Q) Recíprocamen'r-e si q es una forna cuadrá

tica en xryrz,!¡ que se anula en 1os puntos
.)

(0,0,1,0) no puede conterier los mononios x'

q(x,;*,2,w) = axy + a'z¡¡ * bxz * t'rvr^'* cx¡¡ *

sistena 1inea1 honogáneo de 4 ecuacioaes que

q(i,-1,-1 ,1) = 0, q(-1,1,-I,I) = 0 -v q(-I,

].t = -1. ,¡ - ^.VU-U

(r,0,0,0), (0,1,0,0) y

¿t,y ,z,luego
2c'yz + d,^ , reso.lvrendo

corresponcie a q(I,1,i,])

-f,f i) = 0 se obtiene

e1

il

-2Si O = ¿ c

* b- (xz - vr"')a'

Q(0,0,0,1) =

Es naf,ural preguntarse si

L)
S(x,Y.z) = x l- +

Ay ¡,(x,y,zJ = z" + x

l-a respuestá es ¡egative

7 puntos siguientes:

entonces z(Q, c z(q.) ,

+ c. ( xr., - yz) . de modo
l-

l, contradícci6r,, por 1o

iueeo o. = a. (xl'
- '1 L '

que qj (0;0,0, i) =

2tanEo Qf ¿qi

z¡",) +

, sin embargo0

este Dá¡odo puede

42 42 2
J-rr-{a_r:

y +xy - Jxy z

ya que e1 coa_iunto

ser apiicadc a 1as formas

'"' € P-<É\

,'ep^-,
J¡a

de eeros de S consta de los

z(s) = i(:.,0,0) , (0,1,0) , (0,0,r)

(1,-i 
" 
1) , (1,1,-r)l

, (1,i,1), (-r,r,1) ,

I
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Deoostración: Suponganos que I es negativa aobre ¡,¡n conjurto abier!g A

y positiva aobre un coxjun!o abierto 3

Despu6s de contraer A y B podemos suponer que A y B son disjuntos

sobre eL hiperplano *l = 0

Luego existen conjuncos no vacíos, abierLos Ao , Bo en Eo-i tales

que F(1,Ao)<0<f(l,Bo)

Entonces para cada .o a l,o )' bo € Bo cons'.ruilnos ei conjunto conexc

(1,Co)=I(i,ao)+(1 - ).)(1,bo) con 0.;.51,luego f(1,Co) debe

ser un conjunto conexo, es decjr un inter-val-o Ioo,3ol con oo.0. Éo

luego existe un Punto .o € n'-1 ta1 que E(i'co) = 0

Si n > 3, podenos consf,ruir infinitos puntos (1,c") € z(I) , e1ígíendo

uo a A. y bo € Bo tales que 1os segnentos .l(i,ao) + (] - i)(l,bo) ,

0 < l < 1 , que deternina cada eleccióI} Eo se corten,

Formas ternarias y cuaternarias,

Lema 2,6. Sea olx.. .... t I un polino¡oio irreducible en Rf >,,. ...- x I .

entonces p es reducibie en CI xf, ,,, r.,] sí y s61o si p ó -p es

suua dr dos cuadrados en ]RIx.. ,... x i- I' ' D-

)')
De¡,ostración: Si p = q; + c: eon q. e )R'[x,, .,., x ], entonces

lLr¡

( ' \r )' (t=J:1), qi*0 pues g es irreducibleP = tql - I92J [9t * 192,

en nÍx,, ..., x_] , luego p es reducible en El ,,, ..., , j-I-n--L''n-

Supongamos ahora que p ¡iene una factorización no trivíal



t¡

que P

en]R

P

do

2
P

ye

dc

= (tl * irr) {s., + isr) con ,t,r2,"I,62 e lRIxr, ..., xo) consideran-

complejos conjugados, ae riene p = (rl - irr) [s, - isr) luego
. ') ')- . ') ')-

= [ri * riJ ts, + si) , usanrio reorema de faetorización única se conc]-u-

,1 ',

= e r; * r)_ pera a1Eór a f It Luet: a 6 -z es u;. cuair¿

Proposj-ción 2.7: Sea p E ?3,, írreduci-ole en IRIx,y,z] . En¡onces
,2la- (n - I)(o - 2)l
t4 2 j'

Demostración: Supongamos prinerc que p es reducible en dx,y,z] , enton

ees por e1 leua 2.6 se riene que ,e = rl* rl con rl,r2 fornas de gra-
.ndo , en IRI x,].,zj , coüc p es irreducible, rl ! ,2 debe¡ ser re-

lativaaente primos, luego las curvas planas rt = 0 , r, = 0 no pueden

teÍer una componenEe csnú¡¡. De acuerdo con ei Teorema de Bezout (Halker,

pág. 59 []4]; ¡ulton, pág. 74 [6]), est"s dos curvas se ínrersect.an en a

I¡[10 Eas 7.7 euntos er. e1 plano p::oyectivo complejo, en particuiar

I ^ , a, - rZlz(p), = ¡z{.r3J n ztr2) i 17 (recuérdase que denota ceros reales),

Ahcra si o es irreducible en

algeb::aica pJ-ana, l1améaos1a C

(x,-v, z) e ¿4p1 debe ser uc cero

punto singular de C . Por teoría

C tiene a l-o más (e - 1)(m - 2)

I I4l ; ]uLlon, paq. t / l bl J, as1

0[ >,,-",2] , e¡]tcnces p define una curva

Como p es psd 
' cada cero real

-Dp3o3ode #,-,# luego (x,y,z) es undx'dvéz
clásiea d. 

"rrr.r"=, 1a curva irreducible

I Z puntos singulares (!Ja1ker, pág, 55

lz(p)l . (n- t)(ñ-zl /z

¡



t?

Co¡:cierio Z,E. 1ea

p es suaa de dos

p € Pa ¿ irreducibre ta1 que lz(p)i : 4 , entonces

cuadrados ea EIx,y,z]

ü

t2rl¡ (tr, - 1) (r - 2)\expresaon Daxf 4 , ---- Z-.,

enEeros positivos, Se verifican 1as

Demostración: p no es írreducible en E[ x,y,z] , sí io fuera

iz(p)i . (4 - 1)(4 - 2) /2 1o cual es una co¡tradicción, por 10 tanto p

es reducíble en E[ x,y,z] aplicando lema 2.6, p es suna de dos cuadra-

dos en lRIx,y,z]

Nota 2. 9, DenoEeoos por o (n) a

o(c) inter:esa sólo para valores

siguientes propiedades:

I

2
IE

o(tr_) = ___ sI In

cr(n) = (o - 1)(n

o (tr)La runc:on 

-
Si n<5 entonces

Si m>ó entonces

- o(s) sAdeIBas --=- =; <

3. o("i) " o("2) s o[o, + r,r] :

<5

_ ,\

(se ve::if ica evaluando)

12, m>6 (se verifica por inducción),

monóiona creci-ente:

o(m) r -monorona cre c l ealem4

a(n) (¡ - I)(¡: - 2)
lDorlcr orL¿ cr¿:aenEem2n

i = o(6)
36

Tene0os que

luego

o (ri) o(n, + n2)

n.
i

,i**2 pa::e : = i,l (FropiedaC !),



lr-B¡-l
c(cr) + a(,r) f i,,+E, 4Í*J.t"t* nz) ' o(n., + n2)

Teoreoa 2,10. Sea p e P, _ , en'Lonces las siguientes afirmaciones son
J ,ID

equivalentes:

(i)

(2)

(3)

lz(p)l > o(n)

irl-\l = oo
l-\r/ I

p es divisible por el cuadrado de alguna forna indefinida.

Denoslración: (2) + (i) es trivial ], (3)

ci6n 2,5. LueBo e6 suficiente probar que

cíendo inducci6n sobre D: Para s=2,

forna cuadrática psd en tres var:iables

un cambio lineal p(x,y,2) = ¡2 es decir

do de una forna indefi-¡lida,

Ea gererai! supoliEanos ahora !z(p) i

iz(r) I = 1u .[e1)l
1

- (2) se obriene de j-a proposi-

(1) = (3). Esto se denuestra ha-

a(¡c) = l,luego p es una

cor dos ceros a 1o menos. Bajo

p es divisible por e1 cuadra-

que

I

> c(n) , por la

c-c^. .... ('!'1 ' '!

proposi-ci6n 2. 7 ,

(t > 2) dondep es reducible en B,[x,y,z] , sea p =

cada e, € IR[x,1',2] es irreducible.

Distingamos dos casos:

a) Si rodos los qi son semídefini.dos: nultipli cáadolos por ti si es

necesario, poriemos suponer que lodos son psd , enEónees existe un ín-

dice i lal que l.(elli , o(rr) , donde E. = gr qi pues de otro

nocio, por nota 2.9(3) se tendría:

lzlo.lI.Is,la,.l < olE m.l = n(m)
- \ a/ - 

\_ l-ll-a



1o cual es una coittradicción.

Podeoos suponer

pótesis de índuccÍón a

b) Si alguno de 1os ql

corDo es írreducible -..

2
modo que qi i p

Casc 1:

' *("r) ' co¡o Et < n aPlicaoos 1a hi-

se concl-uye la efirnaci6n (3).

i, (qr) 
|

qr Y

es indefinldo: Suponganos que qi es indefinido,
,\-

zf q,.J c z(p¡ se puede aPliear la nota ?.4, ée

Tambíén es posible danos¡rarlo sin usar le nola 2.4, de la siguien

te !¡anera:

Supongauos que p(;,]",2) ccatiene la variable x , consideramos

las curvas plaaas definiCas por p=0 t *=0 !a intersecci6n de es-

tas curvas contiene el conjurrto infinito z(P) ' luego Eienen una coloPonen

te eooún (Ualker, pág. 59, It4] ; fuiton, pág' 75,[ §] ), así e¡lonces P y

P tiener, un factor c oinún real ir::educible, l1anémos1o h , ahora si
ax

iro 3e ah ahp=h'g tenesios quÉ f,= n'zÍ *g'¿o'Por lo taD:c h divide a g'1-

Consideremos dos casos:

S=o entonces h = h(v,z)

Si h(,",2) tiene u¡ cero, p es divisible por algún áy + bs # 0 , cono

p es psd , p es divrsible por (a¡- + bz)2 (proposición 2.3). Suponga-

Dos ahoi:a que h(y,z) no tiene ceros, hacienrio un ca¡¡bio <ie sígnos pode -

lros suponer que h y g son PSd . CoEo 1a Í orroa ternaría h(y,z) tiene

un único cero (I,0,0) y lz(p)i = - inplica que i¿(e)i = *, así poóe-

mos aplicar 1a hip6tesis de indueci6n a g '

l4
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gq¡o2, *lO,.or" h es irreducible y divide " E.+ Ee rien€ quedx--¿x
h divide a g entonces podeoos escribi:- p = h2q Si h es inriefinida

se tiene 1o pedirio, Luego supongamos que h es seaidefi-nida, diganos po-

siciva, por Ia propos íci6n 2.7 lz(¡)l . e, eono lz(p)l = 6 se debe re-

ner iz(q)i = e, además q es psd , por 1o tanto se puede aplicar la

hip6tesis de inducción.

Noia 2.11. EsEe teorema de facto¡ización es parricular a lornas ternarÍas.

Para cua¡ro o más variables no luncjona, por ejerapio *2 r-2 * ,2t2 es irre

ducaible sin eabargo ge anula en (x,0,2,0)

E1 siguiente corolarío sugiere que e1 estudio de fcro¿s ternarias psC

puerie se:: reducido en a1gún sentído aI caso en que Ia foro¿ ternaria s61o

Eiene finitos ceros reales.

Qorclel'.io 2 J2, Sí p es una forna terDaria, las siguienl-es proposiciones

son equivaler,tes:

(1) ¡, es senideiinida (es decir p

(2) p liene una factcrizacion

producto de fermas indefinidas.

!-a1 caso conveni-uos que h = 1)

tara (i)

sobre el grado de

u -P ySL/

1h-q doacie iz(q)i .* y h es

(Lste p:'oducto pociría no existrr

ttn

e!1

Demostración: (2) + (f) se -Líerre de 1a proposiciór 2,5, ya que q es

una fo::ma tertraria con flniEos ceros reales po¡ 10 tario q 6 -q es

.2psd, Iuego P = n q sera selnaoellnr-oa.

(2) supongamos que p es psd , I hagamos inducción

. Si lz(p)l .6 elesiaos t¡ = I Si |z(p)l = ".



1é,

Por e1

fini da ,

leorema 2,10

co,}o 8r q <

existe una lacrorízaci6n

gr p se aplica hipdtesis de

n2e donde h es inde-

inducci-6n a q

¡

Teo¡era 2.i3.

DeEos 1-ración ;

Proposici6n 2.14. Sea

c€E'esuncerode

si p€P,, y iz(n)i=-,{¡{

Ver Choi et a]. (i980) [5].

entonces p € :,
4 t'

graáo d . Entonces

< I! < d s] v solo si

l'lulEiplicidad y orden de un cero,

Se trata de generalizar conceptos y propiedades relacionadas eon

1a multipiicidad de u¡ cero de un polinomio de ur.a variabie pa::a el caso

<ie un polinonio de n variables. Trabajareoos prisero con f(x) e lR[ x] ,

de modo que la generalizací1n siga las nisnas ideas.

f(x) € IR[x] , polinonío

f de nultiplicidad n ,

. .i\x - c,! \á_, - 4 U.

con oi a B para todo i = m,m *

Demos trac ión:

de

1

l, ,.., ci y o # C
E

eDionces f (x)

Supoagaoos

= 1x _ c)

que c es

g(x) con

0, ..., B

un cero

I (x) €

-1

de r de nuitipliciCaC ü ,

-1-- d t, .luego ---::\c, = U Y].=
dx

Escribiendo 1a serie

d

i=0

Ta.v 1o r para f ,de

.i
d-f
,Iox

nIx] y (x - cJ\/-,_.,,
,a g\x)

- 
-(cl

. .ri =t! G>:

( c) .i



d
Supongaoos ahora que f (x) = .I o-(x - c)1 con oE l0

1=n

c. (x - c)
I

f de multiplieidad lnes ieci¡ a es ua¡ cero

ertacnae¡

d

oe

l

Proposición 2.i5, Sean

plicidaci rn , enconces

Demosaración: Trivial.

f (x) e ¡¡[¡]

c es un eero

d

lrtxii = l.I a.(x - e)al
I=E]

un cerc de f

nultiplicidad

de-a'

de

c€
_2t

lk cui t-i -

-

Proposición 2"16. Sean f(x) e ¡¡[*1 un poliaomio de grado d y c € E

un ee::o de f de muitiplicided s , entonces exist.e A € B+ ta1 que

f (x) < Alx - .l' p.r" lx - cj . 1

Además si f(x) es psci y existe A € Ej ra1 que f (x) < alx - clE

para jx-ci .1, eotoaces c es un cero de f de EulEípricidad >a

Denos¡raci6n: Supongarios que c es un cero rie f de multiplicidad ú -l

i>,-cl <i entonces

d
< , lo.il" -.lt' t'

a1¡

,IDclIlall
c<i <d

lsí I (d - E + 1) Ix -

l7
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Considereeos ahors f(x) I 0 y Eupoo3aaos gue exj-ste A € n+ ta1 que

f (*) : elx - "lE entonces c es un ce:'o de f y <ie !! duao qu" c

es un nínimo de f . Luego c es un cero de f de oultipliciriaC > 2 ,

así, si n=2 es trivial.

Ilaremos inducci.ón sobre rn , supongamcs que la proposición es váiida para

n y que existe A€JB.+ tal que 0<f(x).al*-.1É1 pera

jx-cj <r er,¿o¡ces 0 < f (x) . A i * - " 
j* 

i * - . | <alr- "l* aplicaado

la hip6tesi-s de inducción, tenemos que c es un cero de f de nu1ripli-
crdad)D,luego

di
f(x) = .I cr(x - c)r = (x - c)tr I or(r, - .)tr-It

l=tr - i:tr

Consicie:euos * 'tal qu€ x-c=: con N€N - {1,, entonces

l" - .i < .1 , Iuego

Idr-,J-
0 < f(x) = --:- : o. _.L < Alx -.1*l - A,

Iitr j. =E i 
^i 

-m - --: -- - | 
N-+ 

i

Entonces

d
0= lio I o. -j-=o

¡fo- i:r! a \-1-n I!

d.
Por 10 tanto f (>:) = E o-. (x - c)'

í=n-11 '



IO

Proposici6n 2.17' Sea f(x) € Iilx] ta1 que f(x)>0 y f-hr+h,

con h.€B[*] ,erh..r, b.(x) >0 para j-1,2 §i c€R es
JJ

un cero de f rie nultiplicidad n entoÍ¡ces c es un cero de oultj.pl-ici-

dad n de ht ode h2

Denostraciónr Cotro h, > 0 I' h- > 0, c debe ser un cero de h. v det- L '

tlz.

üsaddc 1á proposici6n 2.16 t.ene¡os que exisie A € P.+ ta1 que

o < h . (x ) . f (x) 5 a x - c j 
m para 1x- ci <I. j-7,2 así-l

h-(x) . eix - clt Da'I-a ir - c, < I i = i 7

p::cposÍción 2.i6 se concluve que c es un ce:o de nj (j = i,2) de oui-

Ciplicidad >n, Como f= hr+h2, entonces a1 couparar coeficientes

EeneEos que c debe Eener Dultiplicidad m para. hl o para hz

',., ..., x J C lRlx., ..., x ] es un polino¡:.io n..,Def rnlcton l.lé. 5l Plr. _- _ : -

hooogéneo -r c € 1RE es un cero rie p , direnos que c es ur¡ cero de

orden ¡ de p sí y sólc si

1, j
pr,"1, ..., *r,) = o(:¡, ..., ,ol [r., - .,) ' ... i'n - .n] o

i1+...+iE>m

.oo o{ir,.,., ioi en -v .}(ii,..., trrJ t'0 para aigúr itr,..., io)

ta1 que il * .,, + ir = e .

=



Proposici6n 2.19. Sear. p[x,, ..,,

homogéneo y c € lRn un cero de

de p sí y s61o si para todo r =

^r
- --g , (c) = o donde i, +
r! I I

^J"nóx- .., dxln
t. - \para al gr,:r l:, , . , . , jol ta1 que

De¡¡cs trac i ón:

xr) € ntIf,, ,.., xni un polinooio no

p , en¡oDces c e6 un cero de orden n

0,1, ..., n - : 6e tiene

^E,.. + i - r , ----4( c ) # ún ' 
^ Ji ^ Jn'
dx, .,. dx1n

+ ... + i = a .-Ii

Taylor eorrespondience a

- ..1 EP (.)
1'dX_

1

^2- ".J(*- - ..J =jt (.) +1'' i 1' ox-dx
J.J

se:r E

i,

de

pt"r, ..., ro)

P (x)

Considerenos 1a

, esto es:

=¡(c)+ 2 (x

-n.-t\-Í
" [x.

ooDoe x = (xl , .,., *oj

d

P(x) = ,
i. +. . .+i1n

r n 
^3*i . .t, [*i -.=)[*r -.,)(,1 -.0) x;T.¡. (c) +...

l,f ,K=r r j k

D).

^ 
o(ir, ..., ,oJ 1,, - "r) 

l aI\Dlx - c Itn n)

teneDos que si i- +.,. + i = r'rn

¡ .,f-
=-:oP!.^\rj ' i \r/ 

'
^.t^rldx- .,. dx.tn

cún grp=d.

Comparando eoef icie¡tes

c(i1, ..., to)

20
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de esae Eodo c es un cero de crden D para p sf )' Eólc 6i

^r
, d D , (c) . 0 v 0 < r < r - I , i. + ... + i E r i-ir'tn'

^i^nd>:- ... dx1n

^E, d P , (c) # 0

^ Jl .. Jn
dv. - .,. dxln

para algin (:,, . .. , :o) tal que jt * . .. * io =

liota 2.20. Si plx,, ..., r 1e ]RIx,, .., x-] es un polinomio no hono-" l' I

géneo psd y c es un cero de p enronces p(c)=0 1. +L(c) = 0 pa-' d*i'

ra todo i = 1, .,,, n dado que c es un mínioo de p, luego e es urr

cero de p de orden > 2 .

Proposición 2.21 . Sean p(*t, ..., *n) € Blxl, '..,*ol un polinomio no

honogéneo y "€En un cero de orden n de P ' enlonces c es un cero
,

de orden Zm de p-

Demostración:

i-
píx.,....x-l= I oii,, ..., i llx, -.,1 1...
r(--1 , . n.; \ l. . D,,. I t)a,+. , .+l >I!IT

i

Iuego

,\n... Ix - c I\nñ,

i_
... lx - c I\n n,



2?

Proposición 2.22. Sean p[rl, .,,, *oJ 6 BIxl, ,-., roJ un polínoaio no

hooogáneo de Brado d y c € En un cero de p de orden rD ! entonces

existe A € n+ raI que p(x) < Alix - cliE para

i n ^\112
lr x - clt = | E [* -..,)'i < r .

ti=l )

Además si p(x) es psd y existe A € B+ ra1 que p(x) < Allx - clltr

para llx - cll < 1, entonces c es un cero de p de orden >n,

Demostración: Supongamos que c es un cero de orden m tie p y

llx - cll < t entonces

p('r, .", *oJ = , *..l*, ,, 
o(rr, ..., ,o) ¡*, - .r) I ...

ID-

... l* -. J'o'n

i, i
: l. o(ir, ...,to) (x, - c¡) ' ... (*,, -.,) "li.+.,.+i >E

lD-

< , lotir, ..., ro) ii*l -.ritt ... l*o -.olto
i-*. ..*i >n.t rr-

( ua>i io[i,,...,i11 r lix -.¡¡ 
t'*.''*to

- r - \ 'r
tal, .. .,rnj rr+..,+roi.r

. ,. ** .., l"(ir, ..., to) I ryr_ tn(d - n + l)llx - clln
¡rr,.'.,rr.,,, nÍk: d

donde tk es el número de D-tuplas {;-r, ..., io) Eales que

it * ... + in = k .
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Conside¡emos ahora p > 0 y suponganos que exisEe ¿ € 8+ tsl que

.. ..mp(x) < Allx - cll-, entonces c €s un cero de P y de cada derivada par-

cial de p (aota 2"2O) por lo tant'o c es un cerc de p de orden > 2 ,

así si m = Z es trivial, Haremos induccldn sobre m , supongamos que la

p::oposicíón vale para r¡ y que existe A € R+ t'a1 que 0 < P(x) <

, ,, E+l ,,I&.<el,x-cl'-- para iix-el'< I entonces 0<-p(x) < All x-cll '1; x-cll \

. ollr, - .ll' usando la hipótesis de inducci6n teneEos que c es un cero

de orden >o de p,así

es necesario probar que

Para cada 1< l:. < n,

N€ll , enionces

oir,. ..., I I = u
n-

r(k)
l(tl\

i-rt
' n/ \ I \r

i/\rl
\¡ fL)

Dar¿ todc i- + ... + i = E'.ln

donde r(k) € 1R fijo y

para !i suficíentemente grande

d i- i
s. p(*r, ..., xo) = Z E.. c(i¡, ..., ,o)'lIL-$

q=E r-1+, ..+1n=q I\ -

lix - cli =

= ' E : c[:
N q=E r- I+. ..+lD=q

deno¿aDdo por

1, a
i-ñ. r r(.1.) ... r(n.)

¡ '/ ,-q -n
A

I'



?L

c (Ii)

. o f*-. .,.. , J
- ' i 1' t\/

es decir

o<c(N):

Por 10 tanto

E c[i,,
i-+,.,+i =aI n'

i. i
-l!\ ¡ -l-\ n

--*"q=t n-

_1
lit

G(N) < Ailx ,, D+l

n r 1n-rl/2, ..tr)i

(*). i lr(I)

I¡ , 1rr+I/2' (k).J

I.,nr(nl
j't0= l-in G(N) = : aíi.,

N* co i-+,..+i:E '¿
ln

NoteECS que de aeuerdo co¡ 1a definición de 1 - c- , si it = 0 enton-

ces r(t) k = I para cualquier valor de r(k) (iocluso el caso r(k) = 0)

El siguienre pasc será eneor'ltrar vaiores aCecuadcs para r(k) ' I < k < n

da modo que usandc }a igualdad (*) se obrenga que ios eoeficienaes

a{ii, ..., to) sear, nufos para cada il * ..'+ io = o '

Coosideremos 10s siguiertes cesos:

lr ^; k = j
a) Sea r(k) =i á¡',i'c l<i<n fijc , enroncest^

[0 sj klj

i- i,.n(*) , i Jr(1)

= o(0, ..., 0,n,0, ...,0)



donde r¡

b) Sea r (k.) =

1<s<n

(*) 0 =

3.ugar 
-'i 
-ésino

si t = j
si k = s

en atro caso

¿l-een

(¡
I

1, 
*

Io

c (0. ....0.í..c. ....,,]
i. 1

0, i -,ü. ..., 0)t J(I + t) "

1 *_

't --

á* Le

, r€]R, l. j<n,

fij os , enaonces

ir i 
i i

,.tr1, ..., ,") r(l) I ... r(n) n

1n

-s
i.+iJs

NcteDos eue i..J

i

I

i

si i- + i se obtienen n - I coeficieltes

¡(0, .,., 0,i.,0, ..., 0,i ,0, ..., 0) s por Io tanto m - IJ . 's .'
1- 1

mios f-- ., (t¡ = t J1l + t¡ s de gradc n, ?robaremos quef . rafs
llnomios so¡ hnealoente iadepeadienEes sobre n.
qA'r i = ñ - ; " i = c 1 - l * 1¡- - r.- - ! . .. - f , E = lr ..,, tl - I entonces

--a c
l. . (t) = f.(t) = t-'(1 + t)¡-

l-!.l D

luego

f U(t) = tÚ-B

polinc-

es r-os po-

o --P lal a-r,

¡=g IKJ

o.f^ (¡) = O

d .-! I.É I .'-k. ^ llil

n-l
E

F=1
Su?cntatr. -< que con O. € lF- . esto iu¡licab-



lsi
[uJ '

¡-i I lrl ,-r 3 íe', ,-o 3
o.f.(t) = o, I l.-It--+a^ ¿ l.-it-^+o,:5 E I ¡=¡ !k) I ¡=g lk.l J 

k=0

^ n-I

k=2

E-k
+

m-1

m-2
+.,, +0 ^ E

FacLorJ.zando pcr t se tiene

, p-l , E-l
m- i - ID-r

-t(k=i ' k=l

m-1 m-I
r- I cr +t-' :

l(-
t(=l k=j

^ E-l / . \¿^tKf+t- ¿ i--^10- +rü =0. ^ tD-zt k II)-tk=tr!-l (

[i,]"*. "

// ^\ m-1. , -.tE-l I rD-t( tD-r l-r!-kI lt + o L ;I v i a-l - ^ I k Ik-u\)

frli^ l0- +
[r.] K

ful
l,J% 

* '

+r I

haciendo t=0; e ,=0 inductivamente o ^=o- m-I fi-¿ n-J

=n*2

Por 10 tan¡o a(0, ,..,0,i.,C, ,.., 0,i^,0, ...,0) = 0 sit§
i- + i = D Dara todo I < i- < n . i < j < D .

c) Sea

r (k) =

ft
l.'i, * .
l.'

ri- l

k= s

eD otro caso

c€lR, 1:j

1<s<n, 7.1: n fijos, encoDces



))

(*) 0 = I a[i,, ! !., i-) r(t) ] .., r(¡) o

i-*..,*i -r, 1

1n

= : u(0, ..., 0,i.,0, ,. ., 0,iÉ,0, ..,, 0,í¿,0, ..., 0)
i.+j +i.=u r I

Js
í.+i i "I-(1 + t) -

i.+i i"
Teneuos m - I polinomios li..i ,i,.(r) = t I "(l + r) ¿ de grado

fsL
n , Iinealmente itrdependientes sobre E , luegc cuando i- + i. + r, =

= B se tiene o(C, ..., O,tj,0, ..., 0,i8,0, ..., 0,i ,C, ...,0) = 0

si Íj = i", o(0, ...,0,rj,0, ...,0,is,0, ...,0,i¿.0, ...,0) +

+ o(0, ..., 0,is,0, ..., i.,0, ...,0,i¿,0, ...,0) = 0 si r I i"

P,aciendo sustituciones similares para r(k) te¡enos que

a(0, ..., o,tj,0, ...,0,is,0, ..,,0,i¿,0, ...,0) = 0 si tj = t{

o(0. ..., o,tj,0, ...,0,is,0, "..,0,i{,0, ..." 0) +

= o(0, ..., (,¡,i ,C, ..., 0,í_,0, ..., 0,i.,0, ..., 0) = 0 si í, + í,
I"JJL

s(0, ...,0,i:,0, ...,0,is,0, .".,0,i¿.0, ...,0) = 0 si i" = i¿
J

c(0, ..., O,tj,0, ",,0,is,0, '.'' 0,1¿,0" -..,0) +

+ o(0, ..., o,tj,0, ..., O,íL,o, ..., 0,is,0, ..., 0) = 0 si is I i¿

Por 10 ¿anto se deduce que

o(0, ...,0,í.,0, ...,0,i_,0, ..,,0,í,,0, .,.,0) = 0
lsL

si i. * i + i. = r¡ oara todo I < i. < n . I < i < ri .- - s-
I < i" < n .

- r-



lnduciivamenre se puede probar que cada coeficience oli,, ..., i i

esnuioDara j-. +.,.+i" =m con I(p<n v 1<L. <n' tir k - - I *rP

Proposición 2.23. Sea p("t, ..., ro) € E.Ixt, ..., ro] un potinomio nc

hooogéneo ta1 que p>0 y e=hr+h, eon

nj ("r, ...,*rl É lRlx,, ..., *oi , sr h.: E, h. , o

para j = 1,2 Si c € ]R¡ es un cero de orden E de p entonces c

es un c€ro de orden m de h1 o de h-

Deüostración: CoEo h. > 0 y h^ > 0, c ciebe ser un cero de h. r der - t- 1

h, Usando 1a proposicíón 2.22 teneuos

0 < h.(x) < p(x) < ¿llx - clim_J

luegc h.(x). Ailx - cl'r para llx - clt <1, j=1,2-l

Usando nuevaoenLe 1a propos ici-6n ?.22 se concluye que c es uD cero de

orrier. > r par¿ h., i = 1.2 cono D = h, + h., cooparando coefi --lt2
cieDtes se conclu.le que c debe ser un cero <ie ordel t¡ para h, 6

Pa!4

l,eÍrr:,-:Í:. l.l-. 5e¿ F.x,. ..., )- .1 } :x., ,.., x-, u;.¿: rc rE.- cr tr¿-. 1 :1,

oi c . c C I'L u:. cerc ir t t¿. oLli c. I ú para algú:. i = j, ...) i. .

direncs c-ue c es u¡ cero de order E d€ la f sí y sóic si

f

-l



f.. \
; = i:¿ .-..'i-l .'i*1 . ....'"1 € r.n-i' t- c. c. c_lr I 1 a 1/

es un cero de orden n de1 polinouio p[x,, ,.., x. ,,X..,, ..., * I =¡ I I' ' L-l 'a+l' ' n/
-t - \= rix1, ..., xi_l,1,xi+] ,..,, *r,J

Nota 2.25. 5i c € lRn es un cero de P , existe por 1o menos un valor de

i , ta1 que c. + 0 pues (0,0, ..., 0) g z(r)

Además se puede suponer que "i = 1 ya que si c. = ), I 0

, \ r-rd_t-t I tlt _...[i.j = [ij rt.l = o , de este moíio

p(c) = f [c.r ..., c. ,,1,c.,,, ..., c I = O .'¡ t-r -!ir D,

Proposición 2.26. La definiciár' 2.24 es i-ndepeodiente de la elección de

c. .
1

Denosr¡ación: Sean r[rl, .,., xn) € nIxr, ..., xol una forua rie gracic

ci y . = (.t ,.2, ,, cr.,) e nr- un cero de I Sin párciicia de generalr-

<iad suponga.nos que c, * 0 y cr l A

_t-. -/. I5: P[x:,x3, .... ,,ol = ¡ [r,x2,x3. ..,, *o.

y q[*i,*¡, ..', "n) = F(x,,i,xr, ..., roJ

l"^ c^ "leoronces 7 = l:, +, ..., +l es un cero de p
tti ti tt]

(c, c- .l
= I r J nlY c = i- ' - ' ...' -i es un cero de q

\'z "z '2t
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Deros ! re::enJ s

u|] cerc d€ C de c¡ie:. E :

, luego r(rt, .,., *r,) =

x^ ,lJ nl

a' '{] Por ro tanto

ti I lx. -n'l 1

i
f¡

fo rna de grado d

"l lr,ni d_l 1

-l 
= x-rl-.1.x,i ¿ lx- '

t' ' ¿

una., * I es

''2 *3

*1 * I

¡ lxr , ..

.{
=.frlr,

.¡ ,x I lx^l' lx. x, ' )nt = i zi .l__l 3 __n i' "" *:.J lxrl "[x, ' *r' ' ' ú'
lxr

'[", '

,i.- I I
1t

.l
2)

e (", ,,r,

d = [-r]o-[., '3 al -' *l lrrJ '[", '*, ' "'' "z) 
-

a,
lx, .,1 ' f*- "^l.- i )l-'- ll l-l - -.¿ i' n, \22 "il [*Z .ZJ

x-
J

"l

oe cll óeli ar .
"lnl', l-1
'z)

- 1". c^tl 3)uPongai¡os que c = l" , ; ,\-2 "2

es decir

entcnces

x
Ĵ

I. I

{.l'2Pi{ '

Jlx^ I

= l-¿l t a('l'*rJ ,.*r^*.].*, ,. *l'l ''3' '
tJrr-

í* ")'I n nl
lx" c.i
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t3
t . ., l"rltt f', "rl" frrl

,, 
ot,r,'3, ., 

'oJ [-*J tt - t t-"J

^l'z i- :-i
'1J

K[r. 'rl "u[*z 'zli{--",l-ri{-{r
ir

-)
kl

'z)

i-/ \ k.
lx- | l)LI 2t I kt-!l*iJ t*z

i.+i^+. . .+í >n
1Jn-

" 

[.,

E
il+i3+. . ,+i

1a últioa

i_r ¡ Itrc, I lx.| 1l | .
[.2j ["r

A¡alizandc ios términos <ie

3<k

i.
i )(-1) i

utl-! !r-! ! ¡ r r'1 J
nt

' x- I

i",Pl*,
l'^ I

a- (ir+:.r+.i- i^
¿rl-/\Jl"rl 'rl "3 I

["zJ ! tr "2 t)
c'lnl

í^ i í a- í:.,+i.^+. . .+i I/ \ 3 ¡ \ n,¡ \ Dr I 'I J n'I*¡ '¡l {"zl l',, ", I l"zli.,.t-ir-l,t*z ,l ' - ' l"rJ t*z .il l-i)

expresión, tenel¡os que

, ,,'l . r'llx-l fx. c-l ,llll ll _ _ll = (_I)
t*rJ [*Z .Z)

DenoleEos Por

<rr

i.
1

vk,3 < k<n

l', 'zl-I i*, .ti

.\l\ "rlz- = l---lk !x. c,l vk-,

,¿ este Bodo

x-.)
* I

"^l, zl.;_l
"\j
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T
,.+i >m

IT_

1
ln
I

')

/ \ / \13li.+i^+...+j. liz^ c^ I - lz\ I J n'lj I .t ln

['t t3 J lzr

r/ \ntc II I1I.t-l
IC^J

["rl
tqj, ,.lt-,lt'l.!n. t.ZJ

i i a- fi-+i-+., r_i / : n / r t 1 l
lz" c] I - lr- c, I I ., r I.l) ¿ rl l__!-L _i _ ¡i .it+_¿:i
lrr .3 - ) "' lrr .n ' ) ¡' c, 21.)

k
D,. z

D

l, I o
I nl

r- l
dl'3i

-r 
[z rJ

e10<k<d-

+ ... + i < dn-

< k. < i. . 3 < i < n
- J- l

es d - k rionde il *

PtJl,J3'i"2ni.{

"Z
C

n

i l+i3+.

ir i¡
''r'"1

Un téroino cualquiera de este

debe ser del tipo siguienre

k3

con 0

grado

.l- lr +r +-. -+1 |\.i J n'

F /.¿ O[ar r1:r
l--_ta-'". ,.l'1 2I!

IJIT_

v

i:

k ¿- l't^* . . .+k -1. hl i{^n)j= '). "3

-1 i:

[i. + i^ + ... + i ]

-k<d,1uego

.[' -Lr]i ti 'rJ

dzl'

polinomio sin consider¿r 1os coeficientes,

.+i ln'

i. i"-\t->
'7,J21 z3

f rl
14

jn
z

I}

es

i- ¡- tir r^ til r^ ti,
o(i,,ir, ..., i,)(-r,'r[.ji tji i=.J

: A_
n.z t1

decir



i'.

_ . J,
ix" c"i '
l- - 

-llx. c. IL'

xt
xl

f*^t¿P[{ '

f*^ .^lj' l* . lj'¡ J Jl I n nl...i---l
I^I tiJ t*t tt)

"lnl, .]-t
'Ij

l.-
l"i

; +; +Ji J3 ' .+i >n- ri-

.\
.'il

x_
J

*'I

ae¡o de v de orden
t3

c,por 10 tantc



C A P I T U L O 1TI

E): TF-iY..i- i r.rrll

Defioiciones,

Definicí6n 3.1. Denoteaos por € unc <ie l-os conos ,o,o ó ,o,* ,r.

foroa F e É se llaua extremaT e't {o sí v sólo si F = fj + F2 cor:

- ..?I- e .omprrca ,- = ^,l-"n* 
I, ." ,.,o oú*ur" real ao negátívc y

l1l-:

tr. + tr^ = I El coajunto de foroas extreloales eI} f se denota pcr E(e)

Es claro que si ¡ a E(:o.r) enEonces f = c2 donce G es una foro¿ de

trl
Srado ? .

Deijnamos 1os conjuntos P= u ?-- y Z= ! :-*, en loroa si-
lIF I\ ' EÉ.T\ '

m par I¡ Par

milar E(P) y E(¿) denotarán 1a unión sobre n áe lcs conjuntos

E [P I y E [E -l respe c Eivamen te.
'n,m' - 'nrl!'

Usafldo esEas notaciones podemos foraular una definici6n equivalen

te de extreDáiidad.

34
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Definician 3,2, Sean f y C formas e¡ n varisbles, se dice que F

es oa),or o igual que c (r>c) síy s61o si F-c€P u{0i;sedi-

ce que ¡ es estrictaaente mavor que G (I > G) sf y s61o si

F - c € » u {cj

En particular I y G deben tener el nismo graric.

Proposición 3.3,

a) ¡€E(P) síy sólo si F>c>0-'c=IF, ).€[0,1]

b) F€ E(:) síy sólo si I>c>>0-+c=Lr, i€[0,I]

Deuostración: a) Sean a,a= tr," taLes que F>G> 0, entonces

H=I-G€P u{01 , así I=c+H con G.ti€ p U{01 . couoDrE rt,![

F € Efp ) se tiene que c = trf con I € [0,1]t n,m'

SupongaBos ahora que f=G+H con a,ra Pr,, eclonces F-G=

=ir€P_-u{0}, por 10 tanlo E>c>0,iuego G=l¡ con I€[0,f]n.IIl

y ii=r-C=(I-).)I De este modo F€E(P)

b) Analogo.

Existeneia de f or¡:¿s ex¡renales.

Sabeoos oue P contiele propianente a ! para m>4 ó n>3 y' nrID ñ,1!

(n,r) # (3,4) Si a<ieaás consi-deraoos que P es uD cooo convexo cerra' ñrE

do, usando algunos resulcados de anál-isis convexo (Rockafel1er, pág, L67,

[13]), renenos que toda forma E € P es una s!!tra finita de formas ex-arE

tremales, por 10 tant.o debe existir F € P - E extremal.trrE [,8
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Probaremos que las f oroas

. 42 A2 42 ^222s(X'.vrz' = l v *:'z +zL - )x-! z

6 L2 24 -222lllx,y'z) = z +x) +xY - 3x>'z

. 6 6 6 ^222 42 24 42
-§ R(x,!,2) = x + y + z + Jx- y z - (x y + x y + ]' z +

42 42 42.+\z +zv. +zv )

son extrecales en P. . y Q(x,y,z,r^,) = "' *,2r'+ r2rZ * ,2 *2 - 4*y.uJ.o

es exEreEai en P ,4,4

por ro ranro *?js e ¡[p^ . ^.1 v *1iq € L(.P. ,.^.] , adeuás1 ' i,a+¿|' - r 'q,q+ll'
si se considera una forma en n variables colIto una forura en n + j va -

riabt es se obliene u (rr,,r) . a (to*j .r)

leor-er¡¿ 3.4. Se¿ t a rr,u La1 que no contiene tárninos er, ,'y" , y'r' ,

24zx ' aceEas ¿\¡/: ¿(I) . Entonces F=cs para aigún g'€lR-

DeuosEracÍón; Recordemos que

z(s) = i(1,i,-1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (r.r,i), (-1,1,r), (1"-1,1)l

! c P- , luego cieb: üontelier 28 nononioE de los cuales se pue<ie elini¡a:
J'o

algunos de ia síguiente Danera: ¡ no contiene téminos en ,6 , y6 , ,6 ,

puesto que se anula en 1cs vectores uoitarios.

F nc co,,tiene términos ar, "5y , *5, , y5, , y5, , ,5, , z5y puesio que

?or hipótesis no hay térninot .., *2r4 , ,2 14 , ,z-4 -



3:

Si escribimos F co¡oo un polinomio en x se obtiene

r(x,y,z) = *o(rr2 + byz) + *3(.v3 * dv2, + ..') + ."

Cotro e1 coefÍcient.e de *4 debe ser Do negaiívo se concluye que b = 0 ,

análogamente escribiendo F eoao polinonio en y o en z se elj-uinan

1cs Eérminos "o ,4y, , y4 "t , ,íty D" esEa Banera podemos expresar

F(x,y,z) = 
^r4 r-z + 

"r3y3 
+ ,(dy2x3 +...) , enronces 0 < r(x,y,O) =

= *2y2(rr,2 * "*y) de aquí c = 0 ; eon 1o eual elioinaoo s los t6¡-oinos

-1 3 33 33xY ,Yz ,zx

Iienos elininadc l8 rér¡ainos ' PCr 10 lanio F se erpresa comc

sague:

')1,).2?2222f = F'+ x'yz()r.' + ).'z-) +;-zx(pz- i ir'z-) + z-4r(¡x- + ¡']'-) ,

d¡né e

. 42 42 L2 ^ 222F'=oxy +bYz +\z x -Je>:).z

DefÍnauos ., P2.6 ias fermas

f+(x,y) = F(x, y, ry)

por 10 tanto

f , (x,y) = 12¡ or,4 + (=tit+ n)=3y + (y - 3.: (tr + ).'))r?y2 *

+ (1u + ¡')x)'3 + By4j

?or hip6¡esis z(S) c z(r) Io que inplica l*(1,0) = f+(1,11) = 0 , en-

tonces f* es divisible por ytrz - y2¡ , "oro f* , 0 ,
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1.2 2 2f*(x'Y)-a+)^(x--Y-)'

en foro¿ simila¡

con s, > 0 ;

f-(x,y)=u-y?(*2-y?)2 corr a >0

Comparando estas expresiones coir La ecuaci6n obcenida para f*(x,y) , se

tiene:

:!'+n=0luego ¡=0=}]'

l',r + rr = 0 luego ¡' = O = U

u - a, - a - r

y - 3c I (l + ). ' ¡ = -ro luego ),+).'-0 y enronces _), = ).'

Con es¿os re sult atio s

F(x,y,z) = cr*4y2 + at4r2 * 1r4r2 - 3r*2y2"2 + ),*2y3.- ).*2r3,

# = *'r' + z'yz4x - 6r*¡-212 + z),x¡-3z - 2).xr3y

S = z*'(r + 4r.r3 rz - 6rr2y"2 + 3^*2:-2, - ),r2 13

§= zora " 
+ 4123x2 - 6e*7y2. * 1"2y3 - 3).r2 rzy

considerando e1 punto a = (1,1,1) € z(S) c z(t) según la nora 2.20 re_

DEIDOS

t,.,=#,., =#,,, = o
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aF..;-(1'lrI) ' 40 + 21 - 6. - 0

Str,r,rl-6o-6e+2r=o
dt (i,I,i) = 2o + 4y - 5e - 2), = 0

Resolviendo este sistemá, obtenenos ), = 0 y o( É a. y , así

F(x,y,z) = o(*4y2 + y4"2 + 
"4*2 - 3*2y2 12¡

= oS(x,y, z)

Corolario 3 .5,

.

s(x,y,z) = ,4y2 + ¡4.2 * "4*2 - 3*zy2r2. ,(r:,0)

Demostración: Supongamos que S=fl +F2 con Fiap3,5, i=1,2,en_
tonces cada cero de S es un cero de Fi , por 10 ¡anto Ii ao contiene

térninos en *u , ,t , ,6 , a*po"o uo ,5y , ,5, , y5* , ,.5, , ,5, , ,5y

Puesto que Fi , 0

Supongamos que rl cont.iene térninos "o ,4.2 , ,Arrz , ,4y2

con coeficientes a,b y c respectivaBente. Escribiendo Fl cono poli_
noEio en x , se tiene que

rr(x,y,z) = ,4 (^rz + oy2 + c,yz) +*3(..,) +...

cooo Fr(x'0,1) > 0 Yx€lR,obtenemos a>0,ADálogamente b>0 y

c>0,
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Si consirieramos tr(x,l ,z) de 1a misma ¡EaDera ' tenenos que

-a>0, -b>0 )r -c >0,luego a-b-c'0. Errto¡ees Fi r1o con-

t 2 24 2L
El-ene EerElnos en x z , x'y- , y-z' , de acuerdo con el teoreaa 3.4

f . = d.S . 0. € IR .
111

Teorema 3.6, Conside¡emcs 1a forna de Llotzkin

6 12 24 ^22?Il(x,y, z) -- z- + x 'I- + x-y - 3x-)-z- € Pr, 
U

y suponBalnos que u a *3, u no conEiene !érninos ec t4 rz , ,-L "2 , ,? 14 ,

24y-z- , además f s€ anule sobre

.1y1 = {(1,0,0), (0,1,0), (1,r,1), (-1 ,1,1), (1,-1 ,1), (i,1,-1)l

Entoi.lces f = cú¡.l para algúr 0€JR. En parEicul¿r H € E{P3,6)

Teoreúa 3"7. Consideremos la fors¿

. !, 22 22 22
Q(x,y,z,rl) = r^r' + x ]' + )-z- + z-x- - 4x=zu

)).r')11
s suDcnqauos que f € P, , no corr:jen€ Eér-¡:inos e¡: x-u- , y-t - , z'*' ,

4 r4

además I se anula sobre

z(Q) = i(1,0,0,0), i0,1,0,0), (0'0,r'0)' (t'-1'-i'1), (-1'r,-r,1)

(-i,-r,1,1), (1,1,1,1)i

Enronces F = crQ para algún o € ]R, En pariicular a e E(P4,4)

¡
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Las demostraciones de es¡os dos últinos teoremas son aná1ogas a

la denostración de1 teorena 3.4.

SineobargoesinLeresanteobservarqueconociendolaextreaali-

daddeSsepuedeconcluirqueHyQsonextremales.Est'ehechoque

dará comprobado en 1os dos siguientes teoreEras'

' ''r'- ,\. entonces M É E(P, .)TeoreEa J, é. 5l " = t [ ,, o,

D¿mostración: Es fácil verificar que

H(xZ,'z,xz¡ = "4'2S(*,Y'')

Supongauos que I'l=F+G eon f'G€P3,6 ' entonces

"A"2s(r,y,.) = t1{x2,yz,xz} = !('2,y',*t) + G(xZ,tz,xz}

S (x, Y, z) = E["¡,eJ

tuego,4.?s(.,y,r)' E(Pr,rz)

por lo ta:ll-c

T lx2 ,yz ,zz') = ultixZ ,yz,xz) para a1gún c € R' .

Ca¡¡biando y :ol xy I z ia ú1tin¿ ecuaeión se transforna er1

,6r(",y,r) = ox6!'l(x,-v,z) , caocel"ndo x6 se iierre F = a'tr'

Teorema 3.9. si ¡4 6 E[?3,6) entonces a € E[?4,4)
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Deaostración: Es fáci1 verificar que

zzn(x,Y ,r) = q iYz,xz,xY, zz)

Supongamos que

Q(x,y,z,u) = ¡(x,Y'2,!r) + G(x,Y,z,-'-)

cor- F.GCP, ,, entonces' 4 t4

,ztiqr,y,.,t = Q{yz,xz'xy'.2) = T{y,,*t,4,22} + G(yz,xz,x:,zz)

comc M(x,y,z) u u(':,oJ se tiene que 'LY'¡''v '"1 t E[?:,aJ ' luego

i(y*z,xz,x1',zZ) = oQ(yr,r",*y,'2) para algún o e E' 6

F(y,x,x--' / z,z) = dQ(r,x,).) / z,z)

En la penúltiaa ecuaci6n e1 mienbro de¡echo contiene e1 t6r¡¡ino

oz' , tanbién se puede PeDSar que o es el coeÍjcientE de ot4 en

F (x, 
-v , z,¡¡) .

Considereuos }a f ori¡a Ii = F - trQ ' entoEces E(y,x,r-v /z'z'S = I ,

es deci:: H(y,x,¡¡,2) es divj'sible Por uz - )g' o bien ll(x,r,z,u) es

divislble por zr¡ - xy . ?or sime¿ría se tÍene que }l(x,y,z,w) también

es divisible Por xw*yz y Por fi" - zx, por lo tanto grB>6 ' cooo

E debe tener grado 4 se eoncluye que !i es idén¡icarenle cero y luego

F=clQ

!



La siguiente tarea será oostrar que la fortz de Robinso'r'i

. 6 6 6 -222 .42 2t" 42 42R(x,y,zj - x *I +z + jx)'z -(I' +xy +>z +xz +

4 2 4 2.+zx +zy )

es extremal. Para esto será necesario conocei su coejunto de ceros

z(R) = {(0,r1,r), (r,0,:1), (11,I,0), (1,1,r), (-1,1,1),

(1,-r,r), (1,1,-1)i

eL que ha sido deteminado por Robinson 1973, pág. 273, lL2).

Definición 3,10. Una forma t a ro,, se 1lana pa¡ sí y s61o si todos 1os

exponentes que aparecen en sus térDinos con coefícj.entes Do nulos son pa-

res.

Lema 3.1I. Sea f € P- , una forma pa:-, que se aDula sobre z(R) . Enton
J;O

ces f = oR, para algún O€IR,

Demostración: F e P" . es una form: par, luego se ¿ryresa de 1a siguien-
J,O

te Danera:

c -6 6 _ 222 42 -.24F(x,-'*,2) = ox" + e]-" + yz" + 3cx'y-z' + ).2'y' + I'x-y- +

r yy4 r2 + y'y2.4 + w2 14 + rl zzxq .

como F es psd las derivadas parciales se anulan sobre z(R), en parEi-

eular

Sti,r,u = o
dx *tr,r,c) = o Sr,o,r; = o



Li

*(l,t-t¡ = sdy $t,,t,or - o ar
3y

(0,-1 ,i) - 0

É(I,],1) = 0
1r
#(1,0.1) =o Sto,r,r¡ = e

Estas ecuacj-ones son lineah¡ente independientes y la sclución ncs ¡uestra

que F=oR

Lema 3.12. Si F E P. , se anula sobre z(R) , Enronces
J,D

2.2 2.2l (x,x,z) = az \x - z )

. 2.2 2.2en lorEa anal-o8a l(x,),x) = by (x - )' ) , etc.

Denostraq!Éq: Sea f (z,z) = !(x,x,z) , entonces

f (r,0) - F(1' 1,0) = 0

f (1,1i) = I(1,i,11) = 0

iuegc f(x,z) es divisi.ble por .(*2 - y2) y corp f : 0 se tiene que

Le¡¡a 3.I3, Si F€P-, se anula sobre z(R) )- F=F + vzF, ciondeJ'C - o I

Forli son foroas pares. EnEonces ,t = 0

¡



45

Demostrací6n: F(x,y,z) - F^(x,y,z) + yzi, (x,y,z)

luego F(x,r-,-z) = Io(x,y,z) - yzf,(x,-v-,2)

entonces F(x,y,z) - I(x,y,-z) - Zyzlr(x,y,z) (*)

según e1 1e¡u 3.12

F (x, x, z) = F(x,x,-z)

luego 2xzlr(x,x,z) = 0,

enionces FI es divisible por x-y -"* pcr x+;- (fi es par). A¡áto-

gamente Fl es divisibie por x I z ,.¿ por Io Eantc podenos esc::ibi¡

rr(x,r,z) = 6(12 - y2)G2 - 22> ,

usando La ecuaci.ón (*) y dado que (0,1,1), (0,1,-1) € z(R) c z(F) se

tiene que

2rt(0,1,1) = E(0,1,i) - r(0,I,-1) = s,

esto iuplica 6 = 0 es decír Fi = 0

Teorema 3.14. Si U a tr,U se anufa sobre z(R) . Eqtonces F = oR para

algún o e lR En parricular R € E(P, 
")

Demostración: F se puede expresar de 1a siguient€ ¡nanera:

¡ = Fo + yzFt + zxF2 + »,I3 con Fi forna par, i = 0,1,2,3



dt,

sea G(x,y,z) = r(x,y,z) + F(-x,y,z) , entonces G- 2Io* )rrl € P3,6

y se anula sobre z(R) :

c(0,1I,1) = F(0,1I,1) + F(0'ti 'r) . o

c(l,0,11) = F(1,0,1i) + F(-t,0,1i) = 0

G(rt,r,0) = ¡(11,1,0) + FG1,1,0) - 0

c(l,I,i) = r(l,I,l) + I(-1 ,1,1) - 0

G(-I,1,1) = r(-1,1,1) + r(1,1,1) = 0

c(1,-l 
' 
1) = F (1, -I,1) + r(-l '-1' 1) - o

c(],1,-1) = F(1'1'-1) + ri-1,1,-l) - 3

Luego por el. lem; 3.13, FI = 0

En foroa similar ¡enerDos que F2 = f3 = 0 , así F = Fo es decir es una

forna par que se anula sobre :(R) Iuego según e1 leo; 3.11, f = oR

La extremalidad de R es trivial, dado que si R = fl + f2 col

F. É P^ , entonces z(R) c 2lr-) , r""er r. = o.R
.r J,o - 'l' f l

Envolvent.e de una foraa.
r.

Definición 3.15. Sea p(*,, ..., ,-) = E " x 1 una forna de grado m ,

con a. t 0 y los r: son n-tuplas distintas.1-a

't.lárr,ereDos: E""g_] re4s_ is___g a la envolvente convexa de 1os r. - consi-

derados corDo vecEores en nn pertenecientes al hiperplano

n
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, ¿ '. 4 + r' E ñ Se denota por c(p)"l .2. ... , Pn

Referencia de p a]. conjunto de puntos pertenecientes a c(p)

cuyas coordenadas son enteros (puntos de1 re¡iculado Z,n) . Se denota por

r-(p) Luegc r-(p) = c(p) ñ zn.r-r

Re f gMgE IEl ucida de p a1 conjunto de pun[os perlenec j.enles

a c(p) cuyas coordenadas son enteros pares. Se deaota por 2R(p) ,

R(p) es e1 conjunto de puntos de Zn en I c(p)

¡gl!g_eIl:É*o de c(p) a1 pun¡o e € c(F) que sarÍsface 1a si-

guíence propiedad: si u,v € c(p) y tru + (1 - ),)r. = e para a1gún ), ,

0<l<1 entonces u=v=e E1 eonjunt.o de punEos extreEos de c(p)

se denota por ¿(p)

Es claro que E(p) c {riji y E(n) c rr(p)

r-
Lena 3,16, Sea p = 2 a-x I una formr, entonces:

a) c(p) esLa contenida en el seniespacio b.u = bru, + ... + boro 1d
sí y sólo si 1iu lt-dp(t) i . - para cr¡alquier sustituci6n

. t+É
D.

x. = c,t j
JJ

t
b) c(p') = 2c(p) para cualquier foroa p

c) Si p es psd v r. e E(p) entonces a. > 0 y ,i es un vec-

tor par.

Denostración: a) Sean b = (br, ..., b-) , c = [c', ..., ._l i- Ia susri-\ f ' n)b.
tución x. = c.t J enaoncesll



tt

r. b.r.
s(t) = E a.c lt 1

T

co¡Do ti€.(p) se tiene que b'r.<d es decir b.r.-d<01uego

_d : r. b.r.-d
t-"p(t) = E 

"r. 'k I

es acoLado si t '+ @

RecíproeaoenLe, supongarDos que t-dp(t) es acotado y c(p) no

está contenido en e1 semlespaeio b.u < d , entonces deben existir puntos

!1, ..., rs tales que b.r. > d para j = t, -.., s . (Si suponeuos que

b.r. < d Y r., enlonces cono cada x e c(p) se expresa * = I ),1ri

con )..>0 y t ),. = l, tenemos que b.x =E )..b,.r. <Ii.d=d 1oI - - f I I t- 1

cual es una contradicción).

Así b.r.=d.>d>b.r. con I.j<s, i>s Sea

d, = rlax id. j enronces
K-',!

't1J t s

Iuego

lin t
E-+ e

como

-d- r. b.r,-dk,:1rki P(t) = L a.c t
I

-,1
K.,Kp(t) = a,c ,l(

. -d.
'-O,'lt,It p(t)i > lt p(t)l si t > I

l.rin t-dp(t)l > 1in l.-dkp(r)l =¡.u.tki
t-+- t..}06

dado que au I 0 y c es eualquiera tene¡¡os una contradicci6n.
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b) Un conjunto convexo

seniespacios cerrados

cerrado en nn es la inlersecci6n de todos los

que 1o contienen '

Denolenos Por S¡,¿ = i, / b'u < d) , entonces

.(p2) = su,2¿
0,6

. {r2)cso, ro

b,d
-a -')

1in lt 'p (t) l-< -
t?@

a.\c
D'¿A

DrG
. -1; 1

1i= 1r __ñ_ir\l<oo

t+ oo

ac5 ^ - "u,z¿brld L ,¡

1a- rr --1r\ l<Ér \ >7 I

t+ c.

n s, ^.b ' zd
b'd

c(p).s.,

ñ S. ^. = 2c(p)
b,d

2c(p)cS..,
- otLg

c) Supongamos que P

que b.r.=d>b'r-

b.
Sea x.=e.tJ,arn

p(t) > 0,luego 0<

coordenada de ti es

es psd Y ti es extreEal' elijanos

para a * i (teoreua de seParación de

; e¡tonces r p(r, > u

b€Bn ta1

convexos) "

Pues

llc

par.

rL

-c
E

t- c.
t.

1-p(t) = a.c ^ , por 1o Eanto a. > 0 ].- todaa-



Te¡re¡¿ 3. i r. Sear f I G fc:-ras psc , enici'ces :

c(¡) c c(r + G) '
r,

.1r,.) cic(r) si F=:'h:'\"-il - 2 - ' l

Demoslración: §i i{=F+G entonces 0<F(x)<li(x) Por 1o tanto

ii{ t-dH(t) < - implica litr i-dr(t) ( -, de acuerdo con e1 lema 3'16'
t+ c. t--r@

tenecos que cualquier semiespacio que conienga a c(F + G) contiene a

c(F) , romando la intersecci6¡r de tales seraiespacios se obtiene

c(F)cc(F+G)

si r=thi entoúces zc[n,] = .[r',r]l c.tr:- -'l 'J' 'l'-

Corolario 3"18. Seaii E y G forrnas psd , entonees

F(P)cr(r+G)T_T

rlh.lclrtrl si r=>h1-r\- j'- ¿ r- l

trr=-:4i.-.
Consi<ierenos la forma

. t.2 42 t¿2 ^222S(x,y,z) =xY +Yz +zx -JxYz

según las aotaciones anteriores ^L= ^Z = a3 = 1 , a4 = -3 '

fr
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ri = (4t2,0) , rZ (0,4,2) , t3 = 12,a,4) y ,4 = Q,2,2)

tacios en

porque

de F (S)r

Para la construcción de

e1 planc X}' , ya que Ia

S es horoogénea cie grario

r ¿" -J- r (s).
2!

F (S) podenos pensar enr
tercera coordenada qr¡eda

6. ),a Fig, 1 representa

los r- p royec

determinada

una rrproyecc iónt'

o¿)

tzfr:} x

Iig. I

,(s) = { (o,4 ,2) ,

(3,1,2), (3,2,1)

( r,2,3) , ( i,3,2) ,
1

, (,,2,o)j y ;

(2,0,4), (2,1,3),

rr (s) = i(c,2,1), (1,0,2),(2,2 ,z) ,

(i,1,r),

Luego f

(2.],0)i

a)

leamcs algunas aplicaciones del teoreraa 3.17

>+L^.Jra

suponganos gue s = t r', ? entonces r, (hiJ ! | rr<sl , luego h: se

expresa de Ia slgurenLe Banera;

\-
I\&,i

h.(x,y,z) = alx2y + b.yZ7 +..r?, + d.xyz



b') s e EIP^ -l' 5, b'

Supongamos que S=F+G co¡ I y t.t rr,U , entorces

¡r(F) c I-(S) , luego r se expresa de 1a siguienEe nanera:

. r+? 23 32 24 ) ?F(x,),2) = bry'z' + bz}"j'z' + b3x:-z- + bix-z- + brx-yz- +

. 222 23 3 2 32 42b6xy z + bTxlz+bgxyz +bgxy z+bIOxy

Dado que F no conlLene térc.inos en ,2 r,1 , ,r2.4 , ,2r4 y además cad:

cero de S es un cerc <ie I, poderoos aplicar e1 teorena 3,4 y eoncluir

que F=aS para a)gúr. c€]R

por 10 tantc el térnino ^ty'"' que áparece en

. -.2ciente ¿ d: > 0 , 1o cual es uná eontradj cci6n.

I h? debe tener coefi -
1

(Ver proposici6n 1.4).

2.20; resol-

, para cada

=1. =!-"8 "9

Nora 3.19 El D.ismo resultado se pue<ie obtener usando 1a noia

viendo el sislen:¿ de 9 ecuaciones ¡, 10 iac6gnítas $f .i = O

1

a €:(S) La soluci6n es bt = b¿ = bfO , bZ = bg = bS = bZ

= 0 , b, = -3b,^ , por 1o tantoo ¡u

r!? 42 42 ^222.F(x,y,z) = brO(x']'- + t z -z x--3x-y-z-)=blOS

Nota 3.2ü. Consideremos ia for:na de Robiason

6 6 6 -222 42 24 42R(7-,y,2) = r + y + z + Jx Jv z - (x y + x y + y z +

42 42 42.+xz +zx. +zy ).

E1 ccriunic F ^(?.) coitieie exectamente 28 puntos, de medc que'l

si L = F * C con F.a' er. F-., , ics táriii¡cs posibies pare una taf



I son 26. Veüos enEonces que en este caso ef ieoreúa 3.17 ao eyuda a e1i-

ninar términos,

Sin erobargo la exire¡qelidad de R se puede establecer resolvien-

do el sistema *(a) = O, Vae z(R) que consta de 30 ecuaciones y 28d7..
1

incógnitas.
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EXTR.ÉI'!A]- I DA} DEL CUA.DRA¡O DE FCRTS-C

Couparacidn de lcs coljuntos E(P) 1. E().r

Teorera 4.1. Sean F y G formas psd !a1es que ÍG € E(p) enionces

G € E(P)

Demostraciór,: Supcngarros que C > Gr > 0, ccmo t > 0 ie:remos que

FG>¡G¡>0.

FG € E(?) luego EG' = iIG para algún jr. € lP. , pcr 1o tanto

G' = )rC 1o que ioplica G e E(P)

tr

Nora 4.2. El recíproeo de1 teorema no es válidc, Por ejeaplo sí eonsidere-

mos las iormas

t 1 L) t ) 21'r = s(x,y,z) = x-y' + y-z'+ z- x' - 3.'y'z' e r[r. 
^J

G = s(z,y,x) = ,4y2 + y1r2 * 14 rz - 3*2y2 12 € E(p" .J



1:
I

I 5:

et i oi.le5

¡6 = [yz(*2 - yz) (*2 - ,2)i2 + ["r(.r2 - 
"?> 

(y2 - *2j]2 *

* [*_u(r2 - *')(.' - y?)12 I E[r:,rzJ

)1
Corolaric 1.3. Si (FC)- e ¡1p; enlonces F'€ E(P.r

Teorema 4.4. Sean G y Ij. fornes tales que eir2 a ¡1>¡ enlonces

GeE(D

Demoslración: Bastará probar ei ¡eorerDa para H irreducible, puestc que

si H = B, ,.. ii, coE El j-rreducible, entor¡ces

cr-2 = cHl ... u2-,u2 e r1E,l

Í-rap li ca que

)1cH; ... h' , € E(:)

luego haciendo j-nduccióo sobre r: se prueba e1 teoreua.

Si Gii2 € E(r) enronees ey.? = l-2 , para alguna forEa -t- . como

Ii es írreciueible debe ser factor de L es decir L = HS para alguna

forma S, por 10 tant'o l2 = ll2s2, luego c=s2eE

iJsan<io el, eismo argumanto del teoreea 4.1 se obliene que

u L ¡- \!/ i
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corolarío 4.5. si (re)2 e r(») e¡tonces ¡2 e r(t)

leorena 4.6. 5i G es una foroa Psd y lt una forma Puramente indefrnr-
a

da, enronces G € E(P) sí y sólo si sH' e E(P)

')
DeEosrración: Si GH- € E(P) por e1 teorema 4,I, G € E(P)

Supongamos aho::a que G € E(P) , basta detrostrar e1 teorema para

H irreducible e indefinida, en otro c¿so se obtiene e1 ¡esultado inducti-

vaElente.

Sea L urra forsa no cero lai que GH2 > L ) 0 , enronces

z(lt) c z(L) Aplicando ia nota 2,4 se tíene que E2 divide a L , luegc

existe una form¿ T psd tal que ¡, = u2t por ro ¿anto GHZ > Tt¡2 , 0

y así c>T>0.Como c€E(P) se tiene que T=lc para algín

i € 8. De este modc ¡, = u2r = trr:2c Io cual prueba el teorena.

Teoreoa 4.i. S\ G es una forna psd y li ula forma puraaente indefini

da, enioaees c € E(r) sí y s61o si c¡i2 e ¡(I)

)
Demos!!.aci6n: SÍ CH- € E(r) por el ceorema 4.4, G € E(:)

Supongamos ahora que G € E(E) , al iguai que e1 teorema anterior

bas¡ará demoscrar pára li i"rreducible e índefiniria.

Sea L una fcroa no cero tal que GI¡2 >> L >> 0 , ertonces
')2

L = Mi + ... * n; con l1r, ..-, H, forsas del misno grado. A<ienás

¿(H) c z(L) q z[u-.) para todo 1< i < r, Por la nota 2.4 se ri-eue que
r.L.

I
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§i = ffii para algunas f ormas !i. , luego t - il2t , donde

' §2'Er = ¡i; + ." + r

ct¡2-L€E entonces ctl2-L=tl *.,. +Sf , cor, Si formas de1 ais-

mo grado, además z(g) c ¿[si) para iodo 1< i < k, luego S. = HR.

para algunas formas Rr,Ipor 1o lanto gt2 - l,=n2n eon ¡eE,en-

tonces

Rq2 = ce2 - L = Gli2 - m2 = (c - T)ri2,

asi G=T*R con T,R€,

Cono G € E(X) se tiene que T = ic para algún ). € [0,f] ,

por Ia ra¡rio ¡- = trif2C es¿o iñpilca que A2C e ¡(I)

ü

1)
Teorema 4,8. Sea I€ E(P) tal que F- = G- + E don<ie G es una fcrqa

y H es una forma psd entonces G! = 7,8' corl i € [0,f]

Demostración: Suporgaroos que F + iC Dis:ingamos tres casos:

Caso 1: F-G es senidefínida,

Por hipóresis 0<E= t2 -cl = (F-c)(F+G). si ¡-c<0

elltoitces F+G<0 luego (E - G) + (f + C) = 2F < 0 1o cual

es una coBtrariicción, puesto que FEP. Por lo Eanto f -G> 0

y E+G)0, como

E-!r]F-ll
¡"' = 

- 

-l- 

- 

t- ¡lP}') -\_ /
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entonces Be tiene que +! = rlr '' I-:- 9 ' l'rr con

con f. e [0,1] ] lt + ].2

.2 = (rr - xr)2rz con rt

^. 
(rr - xr)z e Io,r]

r - c es indefinida irreducible'

por hipótesis u=r2-c2 '0 además z(r-G) c z{r2 - c2)

luego por 1a BoEa 2.4 se tiene que lt - Gt27 
rZ - a, 

, "otoott'

f -Gi f +G,esdecir f -G'a(f +G) con cl-1 Por 10

^ (I-o). t (1 '2
ran¿o '= Ta+ c), .. c2 = ).rz con , = iffij € lo,il '

f - G es indefinida reducible'

suponBanos que F - G = rr' ..'Pot , "oo P' irreducible para

lodo i = 1, ...: D , enronces existen trr, ...: ,r, indefini-
*i- *i.

dos con ita {t, ..., r] , rales que f - G = *t, tr-,

donde T es una f or:ma definida'

Si todo o.- es Par enEonces F - G es definida' luego debe

k

existir u.ra forma P irreducible iadefiaida y o ioPar' tal

que ¡-e = PoQ y ?¡q.

Enronces z(Po) c z(r - c) c z(r2 - c2)

it = FZ - c2 > 0 luego podeuos aPlicar lá nota 7'4' así

Pac, llz - c2 .

Cono Poq=r-c Y 7q teneuos que 7r+c'

- I , luego C. [r, - rr) r

- ),, = 2).a - i € [-1 ,]l , así

Casa 2:

Ca so
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Luego F+c=pR y f -G.pS donde R y S son fornas.

Su¡ando y restando asbas expresiones 6e tiene que ZF = p(R + S)

y 2c=P(R-s)

Entonces P2 divide a F puesto que f es psd
)f = P-FI con ft € p(p) (teoreraa 4.1), raubién

, de este oodo

G - PC, para

alguna forma Gl

La demostración 6e completa usando inducción sobre el grado de

F , de 1a siguiente manera: SupongaEos que Er ! = 2 ! ent.oDces

grP=l y Fl=o€n+, es decir F = op2, adenás grGr=1,
lrrego 1a ecuación F2 = G2 + ti se transforma en o2ra = r2cl * u

Entonces ti = p2 b,2p2 -all:0, siendo ,, = o2p2 -ci se

tlene que HI ,0 y ¡tl lO

De la ecuaci6, o2a2 = cf + u, se concluye que z(p) c z(cf)
de acuerdc con 1a nota 2.4, ? divide " GI

EBtonces Gl=BP con B€B puesto que g, Gl =trp=1.

Así c2 = p2c1 = s2p1 = Er'r,
Ahora veamos que , = 

[:] 
'.,0,11 , reneocs que rz = c2 + H

Iuego tt=(i.-l)r2>0 así i€t0,11

Supoagamos válida la propieda<i para Fl ta1 que gr I, < gr F .

La ecuación 12 = e2 + Il se rransforna "o rarf = p2cl + r¡ ,

cooo E>O se tiene que A= pzEl con tsl>0 Luego de 1a

ecuación r2rf = el + ri, se coaeluye que z(p) c z(Gr) y

z(P) c z(Hr) , por 10 ranro p divide a G, y p2 divide a
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Ht (nota 2.4) .

Entonces G, - PG, Y u, = t2tl, con 
"2 ' 

0

Así tl= c2r* a, con rI€E(P), H2'0 ) gr Fl <srF

Usando la hipóresis de inducción se tiene gue cl - Xtl con

i € [0,1]

Entonces c2 = clvz = ,A"tr = ;'tatl = lt2

Corolario 4'9. Si I € E(P) entonces 12 e B(E)

Demostración: supongarncs que r? = c2 + a2 cor' G ) Ii formas' enton-

ces por e1 teoreEa 4.8, e2 = ).r2 eon ). € [0,1] ' ]uegc a2 = er2 con

e É[0,1] ] )'.+L= i,así 12e r(I)

Es ciaro que dada una foroa r , tal que ¡2 e r(P) entoDces

¡? e a(E) , es decir E(P) ñ t c E(r) , Por lo tanto resulra naturaL pre-

gunEar para qué valores de n y n se obtiene 1a lgualclad

p(p inI =¡lE I '" \^ ¡,p., -It rD \ n,E,

Iá respuesta a esie ProbleEa está en el siguiente teoremar

TeoreBa 4,10. si rr> 2 es r¡n número natural y m es un nfuero natural

par, entonces:
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in,nl = (3, 10)

&<EII jcrl.P ] sívsólosi n-2'n"tY - 'n,I0'

(n, n)

o

=(3

bo

o

Deúostracióni Si n=2 ó n=2 entonces ) -p 1uego t.enemosD,D n,tf,

1o pedido.

Supongamos enEonces que n>3 y D>4

Distinganos tres casos:

1. c=4 ó o=6

si r es una foroa ral que 12 t ¡íI ) v 12 q tip ) , ,i. ..t,ur-' 'nrn' -t n,n'
do con 1os teoremas 4,4 y 4.5 es posible cancelar todos 1os factores

ir¡educi.bles lnriefinidos de E y obtener una form¿ con 1as misuas pro

Pr-EuduE5,

Luego podeuos suponer que F s61o Eiete facEores psi- . entonces F

no puede ser rie grado 3, debe ser una form¿ cuadrática psd .

Después da un canbio de eoordenadas ¡enenos f = ,1 + . .. + *2 conIr
1<r<n.

Si r>i enionges

r'= *1 + z*1G1+ ... + *2,) * {*l+ ... + *ff e r{:,,0) ,

1o que eo:rtradice la hipótesis.

2r¡,-Luego F=x: coD I<i<D por 10 tarto ¡'=xle flp .l ,rrr.r"-_ 1 . n,4,/

InenLe se contradice }a hipótesi-s.

Entonces se concluye que El: jcnfr I " y¡<6.n,8.-'D,E'
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2. n=3 y E=8

§upongamos que ¡ es urra forma de grado 4 en n variabLes tai que

12er[t ^l ,- 12 q t(p ^].'n,ó' ' 'D,ó'

Si F contiene un factor irreducíb1e indefinído entor¡ceg usando 1os

teorenas 4,4 -t 4,6 obtene¡os una f oroa G ta1 que C2 e f (:- -l )' t r¡ , trl'
'),c'g Et?- -J para a1gún D: É, liemos probadc que esEo es imposible,'nrE-

luego f no puede contener un facEor indefinldo.

En particular podenos suponer que i es PSd .

Si f es reducible entonces f = Q1QZ con Ql y QZ farrnas cuad¡á-

ricas psd , como r2 = qlqj e r1:) según el teorema 4.4, ai y

)_
a; € E(E) , Io que sigoifica que Ql y QZ so¡ cuadrados de formas

lineales, esto contradice el hecho de qu€ I nc tiene factores indefi-

nídos.

Por lo tanao F es una forma PSd irreducible de grado 4'

Sabeoos que P" r. =Ir r,luego en el caso n = 3, I es susa cie- J,4 .¡,q

cuadrados, y como es írreducible no Puede ser un euadrado. Así
)I'g E{2- ^l , to cual es l:ne conlradlcción y po: Io tanto

'JrO'

il:. ^l c El.P. )--\ J"U, - \ J,8''

- - t0J, l¡ - J y ¡! _

Si F es una forma e¡ 3 variables y de grado 5 ta1 que f2 e f [:r,ro)

entonces I ¿onliene un faetor irreducible H de grado i.mpar, es de-

cir I = HG para alguna forua G
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Luegc 12 . uz c2 a E(I:,ioJ según el téoretre 4.4 c2 e r(:r,r) con

-2 - -r- r . 1 ''
n < 8 , luego c- É E[F3,J y por e] ieoreu¿ 4.6, c'r'e E(P¡,ro)

es deci¡ 12 e e (er,ro)

AsÍ henos probado q..re t (=r, rOJ I E [P3, f 0J

Ahora nos queda probar e)- recíproco de1 teo¡eaa.

Será sufieienie verifícar o.Lle:

.[:,.,r) - ríP¡.,2) + c

y e[] -) -¡lp, "J ++-.q'b,.4'Ó,

?ueslc que si f es una forna en las variables xl! ..., xn también

puede ser eonsiderada como una forua en las variables *1, ..., xn+I

Lueso sj 12 e t(Z I enlonces 12 e pl: .. l' . n,n' ' n+l ,E'

En íoru¿ anáioga, si r2 F r[ro,*) entonces 12 f e[rr.,*r,r)

Aho¡a si L es una forma 1ineal e¡ 1as variables *1 , ..,, xn , de

acr¡erdo con 1os teorenas 4.a y \.6 se tieae gue si ¡2 e f (E- 
-l en-

' ! tD'

-2.2 - -r. \ -2 - -i- I .- -2-2 - -t^ )¡onces ¡ L L Li; "J y st ¡ F Llp. _i entonces r I y Lt!, _,i_i .
' n!IPr'j' 'IrE' ' nrrD+l

La cons¡rucción de ur" fcrma en r[E. rrJ - E[P., ,r) se basará
¿,L¿' - )r!l'

en tres lemas previos. Para e1 caso (a,m) = (a,8) el- mécodo es sini-

iar .

Leoa 4.ii, Sea f e )R[xr, .'', x..] PSd tal que t' = 1,1 + ... + hz
.tlr¡¡

con b- € lR[X.r ..., x ] Si a€ IRn es un cero de f , entonces ar l- n-
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ah
es un cero de h. ) de roda derivad€ Parc j.aI i--+ (l < i . r ,r - - o*i
1.j.n).

1f
Denostración: f es psd " luego a es un eero de cada ff., I<j<n.

Calcul-ando 1as derivadas parciales de f2 se Eiene 
l

^-2ct ^- d¡
3x. -- 3x.

JJ

,2 ',)

ó t a i ^ d1 dI
dr. dx. dx. dx- dx , dx.

lklkJk

..2 .2c!,.]uego ---- ? (a) = U

dx.
J

,
Además h.(a) =... =h (a) =0 Puesto que 0= hl(a) +... +

1 r' .t'
. .2.+ n (a) .r

,2 12 '1 1 2
Calculando 4 a. la expresión í. = l.: + .., + h- se obtie_

a."l'1r
l

ne

-Z 2 ^2. í^.^¿-¿ r d h. Í o r¡- to".l'
o t s 1 I ^l l,L -------- -- L Z11. -----; + ¿,;--i
- ¿ , ^ t a n / ldv.jdr. 1=.! dx. r=l dx.

evaluanrio en a teneBos que

, a2h. lar., . )2
o = E. 2h (a) -jC,> * zl*lt,ll

r =l ,*j

r [an. ]2 Dh.,
luego o=2:l;3(a)l por 10 ranro ;i(a) = 0 Y j

i=ito^-i ) o^i

T
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Lena 4. J2. Considerenos en tr,U 1os elementos Stx,y,z) - *O.t' * ,'12 *
12 ^222 ,2 2 2 .21'zY. -ixr-z y J ( x, ); r z l = t x ) + y z - z x - x)'z) . Lntonces las

)1foroas S- , ST , T- son lineal-aente independientes sobre lR .

De¡oos *-racíón: Supongaaos que cs? + Esr + yT2 = 0 con o.,§,1 É p.

Evaluando en (-1,1,1) € z(S) - z(T) se obtiene \í = 0 , dividiendo por

S se obtiene oS+c!T= 0 y claramente o-E=0

¡

Lema 4.13. Sea f(x,y,z) = S(x,r,z) + T(x,-v,z) , S y T cono en e1 le-

Ba anterior,
)r')ci r'- 1.- - ¿ t' con h. € ¡RIx.v,z] . enton3es cada h. es une' "I I

lR -combinaci6n líneal de S v T

)1 )
Deuostraci6n: Sj f- = h; + ... + h- entonces para cada i , hi será

uria forua en lR[x,y,z] de grado 6,

El prímer paso será de¿eroinar los uonor¡ios que aparece! en la fcrma h,

Usando ei métotio de envol-ventes (leorema 3.17) se tíene quer si
11 

' 
,.1)í' = i1: + ... + h' entonces F lh.l c+ I (f') = F (í)L r T',a' ¿ f t

Coasírierando que f=S+T, obtenenos Fr(f) = {(4,2,0), (3,2,1),

(0,4,2), (2,0,4), (2,2,2), (3,i,2), (2,3,r), (2,1,3), (1,2,3), (r,3,2)i

Representando gráficaoente los puntos de Fr(f) por Ias primeras

dos coordenadas, teneEos
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Y

(0Á)

Iig. 2

Luego 1a forna h. se expresa de 1a siguienle oanera:-a

42 12 24 .222 32 3 2h.(x,yrz) = a); y + b) z + cx z + dx y z + e>i-\,.-z + gx'yz- +- 
,, 2 3 32 ^ 23+LxVz+Jxyz + kxl- z +¿J{vz

Los puntos (1,1, i) ,

po! 10 tanto pertenecen a Z{t)
ah.
.j "" anulan en esEos puntos.

(],1,-1), (1,-1,f) anulan a S y T

, -Luegc por e1 lena 4.I J. li . '\3x'3v"

(i)

{2)

(3i

(4)

(5)

(6)

Así es posibie obie¡er un sis-LeB'a de nueve ecuaciones lineales:

4a + 2c + 2d + 3e + 39 + 2í+ 2j + h + L = O

4a+ 2c + 2o - 3e+ 39 - 2i - 2j +k - t = 0

Aa + 2c+ 2d + 3e - 39 - 2i - 2j - k + L = O

2a + 4b * 2d + 2e+ g + 3i + j + 3k + 2!-= A

2a + 4b + 2d - 2e+ g - 3i - j + 3k - 2l_ = 0

2a * 4b + ZC + Ze - I - 3i - j - 3k + 2L = O

\

\lr,¿.t



(7)

(8)

(e) 2b

1Á

LA

?d

+3j+

- 1i +

- 1i -

+e+29+

-e+29-

+e-ZE-

4c +

4c*

4c+

a,b,c,ci,e,g,5, j,k,¿) = (a,a,a,

I r')

[a 
+ ij (i,],r,-3,0,0,0,0,0,0

lica que r-.. = lr*Il s -I"' 1 \ t) -1t

I

i

J.

JLEU

3{-0

3t=0

de este sisler¿ es!á ¿aia Dlr:

-3a - 2k,k,k,-k,-k,k.k) =

1¿\ - i:11 I 1 : -' -? 11_1 _1\

. Así heoos probado e1 1esa.

D

Entonces considerando f (x,yrz) = S(x,.v,z) + T(x,-v,z) teneaos
1 '2..(; )que f- f EiF^ ,"1 v 1 - !r-1 ro, ,' 'J,ll' ' J,!¿'

En efecro: t2 = s2 + 2sr + 12 c r(r.,.r,) ya oue las formas

??S',ST,T- son linealmente independien¡es (ieua 4.12).

-2 _2 .251 t = nt + ... + hr Por J-eli}a 4,IJ

h.=aS+b.T con a.,b-€IR
1f 1 1L

11
l,rpo^ F¿ = 9/ + )\'r 1 1¿

¡ I t ,l . ( r 'l

v f'=lE a'.ls' + 2l r a.b.lsr+- t- - ai t_ - a lt\i=l / \a= !

Nuevanenre por el J-ena 4.12, tenemos que

T'rt'rr
2- a. -- ¿ b. = ¿ a b. = .t -r - I - - 11

t -.r .l-- I

I 1l\i= I ')

6'.
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ent onces

r.r.ft
I fa. - b.l'= E aÍ - z r a.b. + t uÍ - I - 2 + 1 = 0. .a l- . II ]-r=l 1=1 1=l te¡

pcr Lo ranro a-.-b,=0, I<i<r y i,]=.]ts +t)z = ^?i 1o que
11 11 1,-imclica r'€ Fft- --)

La consrrucción de una forma e? e rlro,r) >- 82 e títo,r) es

s imi lar .

Consíderemos en P, , los eleDentos:

L ?2 2? 22Q(x,y'z'v) = v'{ x-} + y-z' t z-x- - 4x¡- z',;

. 2 ,2U\x'),2'wl = \\^' + x) - yz - zx)

g(x,y,z,v) = Q(x,y,z,v) + IJ(x,-v,2,¡,¡)

E1 punto (-l,{'I,L) € z(Q) - z(U) , luego las formas QZ , QU ,

-zLI- son lineaLmente iadependi"e¡¿es sobre lR (auá1ogo lena 4.12). Adeuás

,')si * = ni * ..' * h; con hl " n[x,y,z,r^,J de grar3o 4, se pueáe deter-

mi.nar que hi debe conrener 11 nonoci¡: (lr(ir) t rrtelj t se expresa

de }a siguiente aanera;

..,_^4 2i 22 .22 2h.(xry!z,u) = au +bx)-+c\z +dzx + exJ-zu + g\. x)-+

. 2 2 2 "2 2.i- au yz -r Ju' zx 1- Rz x) 1' u yz + IIly zx ,

ah. ah. ah- 3h.
Las derivadas parciales ;;f , T-rt , # , * se anuia en los pun-

ros (i,1,r,1) , (1,-1,1,1) , (-1,1,-1,1) € z(Q) n z(u) c z(c)

Así se ob¡iene un sistena de 12 ecu¿cio¡es lineafes houogéneas,
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cu.va soluci6n es un espacio de dimensi6n 2, generado por las ll-tupJ.as

corresponriieot es a Q y U, es decir h-=á.Q+b.U co¡ a.,b" € lR

Co¡ un razoná&iento análogo a1 caso anterj-or se prueba que

e2 = (Q + u¡2 e E[:, ") . De este ocdo queda demcsrrado e1 teorema,' 4, 6'

')
Ref¿ción enire La extremalidad <ie f ) f-

De aeuerdo con las ideas traLadas en e1 presenfe trabajo resulEa

interesante hacer u¡ anáii-sis sobre 1a extreEalida{i del cuadrado de for -

¡nas reales.

Supongamos que una forna F es psd y f + E(P) , entonces

F = Fl + F2 co¡ Fa,F, € P y f,fl ,F2 linealnente iaaepeadieates sobl:e

]R , así

)),r-=r;+2r¡2+F;9E(P)

Sin enbargo no es posible deteroinar sí F2 pertenece o n6 a E(X) , vea-

uos 1os siguientes ejenplos:

1. Coosideremos 1as fcruas

42 L2 i+2 ^222Sr(x,r',2) = S(x,l',2) = x y- + y-z- + z'x- - 3x'y'z'

sr(x,r,z) = s(z,.v,x) = ,4yz + y4r2 * r4r? - 3*2 r-2 rz

Enronces ¡=st+s2qE(p) y T2= sl +zsrsr+s; g E(:) ! puesto que

s1s2 = [ yz(x2 - yz) {*2 - ,2)12 * [r*(yz - ,2) (r2 - *zlz *

+ [ r-.,r(r2 - ,2){.2 - y2}}2

t



2. Considereoos ahora 1as formas

42 12 t,2 -22?S(x,y,z) = x]' +yz +zx -3xyz

. 2 2 2 .2T(x,y,z) = (x y + y z - z x - )qrz)

Entonces I=S+TeE(P) y ¡2e g(El (reorena 4.I0).

Supongamos ahora que f € E(P) , de acuerrio eon e1 corolario
')4,9, I'€ E(r) , tra¡arerDos de deteminar al,gunas condiciones para que

_2 - _._.F- € E(F) o más generalmenie para decidir Eobre 1a pert.errencia c nc per-
_2Lenencia rie F- en el conjunto E(P)

Proposíción 4.14" Sea F€ E[P-*J .S. n=2 6 a=2 ó (n,$) = (3,a)
'r¡rlx'

enronces r2 e ¡lp ^ I\ nr Zm'

Denos:ración: I € EIP- -l lue¡rc 12 e liI- -l Er¡oo.e= según e1 tecre-\ n, Er . n,E,

ma 4,10 teneaos:

si n=2: ¡2er(:r,2j =u(rr,r.)

si. ¡=2: 12 e r[:n,o) = r[ro,q]

si (n,m) = (3,4) : 12 e rfz.,r.} = r[rr,s)

Proposici6n 4.15. Sea F . t{rr,uj ta1 que lz(r)! = É . Enlonces
)r- € ElPr rrj

Denostración: jz(f)l = @ entonces lz{f2¡! = "..
Luego existen fornas E indefinida y G psd tales que p2 = U2C (reo-

re¡a 2.10) .

ü
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f*H puesto que FaP3,6,Iuego 0 < gr C - k < 12 . Sin pár

dida de generalidad se puede supor¡e: que H es irreducible.

- - -t- \ -? --7^ - -r-f € E[P3,6J enronces f = H-G . Et¿:,f Z.j luego por ceoreoa

4,4 se tiene que c E r[Ir,u] , cono O<k<.12 se apliea teorema 4"10

v e::ilonces ce E[:^.') crfp^.] ] esí y2 =tZcc E[p^.^l (teorena
' ' J,k' - 'J,k' 'J,!¿',

4.6) .

tr

Ejenplo: Definarqos F(>,,v,2) = (x2y + yzz + zzx - 3rr'r)2 enEonces

r € EíP^ .)
'J,b'

En efectc:

si r + E[P, .j entonces r S E(t" .l (teoreua 4.10) luego' J,b' 'J,o

_2 -. ? ? :S-(x,Y,z) = f(x-,Y-,2-¡ I El>Z,tZ)

lo que es una contraCicci6n puesto que S(x,y,z) € E[P" .)

a1,
Adeuás H"(x,V,z) = "']'* 1''z + z'x - 3r¡z es ir:educible e j.n-

definida, Iuego t = o: tÍene iníinitcs ceros (proposición 2.5).

Pcr 10 Eanio F saiistaca ias hipótesis de 1a prooosicidn 4,15
').y ¡- € ElP" ,"1

,)

corolario 4.16. si r. E(:¡.0) entorces r'e r(rr,rr)

* - */s i -r- - )Denosrracjón; ICEt¿-,1 =ElP^,1 , adenás F=G- donde G es una

,"r-, * -r.r. r, o.r'r:'."r.. i"l"rrrida, luego lz(r¡i = @, y según

Ia proposicidn 4.i5, 12 e s(P" ,r)
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Proposicidn 4.17. Sea f € E(P1,4) tal que j¿(r¡l = E. Enronces

12 e ¡ip. ^l
'4!ó'

Demostración: lxP,.,. y lz(tri=* según teoregá 2.13, F€2,.r,
sr$ {r9

Como F € EfP, ,) necesaria.menE e f * Í12 con Il cuadrática, Considere-. 4,q.

Eos tres casos:

1 , li lndefinida reducible,

Supongamos gue H = 811t, con ll- lineal, entonces

r? = alululr. a(Eo,a) (corolario 4.9), rueso po¡ e1 teo¡ema 4.4

2L )L
se iiene qu€ ttiH] e t(:o,u) .sto inptica que niul e e (eo,u) (teo-

rena 4.10). Cono El es puramente indefiní<ia podemos aplica:: teore-

na 4.6, por lc tanlo

) )) Lr' = u'l¡'u- r rlp lr - rrtrltr¡, g !,r/ Q_t .

2. Ii indefi-nida írreducible.
) ))

§licanCo teorema 4.6 se Eiene que ,- = H-H" € EiP, ^] ya que
' 4, Br

,.: ^--t^ \i'i = t E ¿tr. t .
' 4,4',

3. H semidefinida.

Podemrs suponer que li es psd , enronce. f = ,l + . .. + ,2 cor.

1<r<4 "

Si r>I cenenos que

r=u2= *! *z{*1 +... +*2Jr?* (,1 *...*1212 É¡lr..l"1 \ 2 rr ! \ Z "' ''r) - "\'4,4)

1o cual es r¡Da conEratiicci6n.
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Luego ,= "2, 
con I<i<4 Por 10 tanto

Exrremaiidad de S2

sabenos que s(x,:,2) = *or' * s412 * .o*2 - 3'2y2 
"2 

€ EfP3,6)

sin embargo lz(s)l t *, luego no se cumPle la hip6tesis de 1a p::oposi -

c10n 4.1).

Entonces es natural PreBuntar sobre Ia extremalidad de S2(x,l'z)

. Ft 8t 8¿. ^44A ^.462 62.4
Sz(x,y,z) = *'y' * .""z- + z-x'+ 9x y'z- 4 2(x y-z- + x-')- z +

t,62. ..612 264 462,+yz-x-) -6(x-Yz +x]-7 +xzi" )

Representando gráfieamente 1os Puntos de Fr(SZ) en las prloeras dos

eoordenadas, ieneoos:

Y p,6

12 = *9 e Efp, ^lI 'q,o'

-

t-

\¡ 3.6)

Fig, 3
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si s2 = F + G eon ,,a a ,a,r, enronces rr(F) c r.{s2) .

Luego I contiene 31 moacmios, es decir

, 84 65 74 246 255.?(xr)-!z) = a)y z 'r e lxy z "r a 3x)' z * 
"0, t z + a5x y z +

264 273 327 336 345* "U, , z + alx )" z + agx ) z + agx y z * a.Ox-y z- *

* 
"r,*3y5r4 

* 
".,rr3y6r3 + "r-*4.8 + uro^4trl * 

^rr^4y2r6 
*

* ,r614r-315 + ,r-r1\L ra * "rrr4)5r3 + ,rr*4)612 *

+ "rrr5 yrb * "rrr5\?"5 * ^rr*5!3 
ri + 

^rrt5!a 13 n

^ ^r,r5:'5r2 * urrr.6r.? rL * 
^rur6!3 =3 + ^r-r6yl.2 t

+ 
^1116!5. 

+ ,rr*l!312 + ,ro*7 !4, * .rrr8r4

Recorciemos que z(S) = {(i,0,0), (0,1,0), (0,0,f), (i.1,1), (-1,1,1),

(r,-1,1). (1.r,-1)l

Sean cr(1,f,1), cr(-1,1,1) , cr(i,-1,1) ,v co(1,1,-]) Entorces

r(ci) = 0 Ecuaciones 1, 2., 3, 4

EF¡ \ ^
tsxicii = 0 Ecuaciones 5, 6, 7, 8

*(".1 = 0 Ecuaciones 9, ro, rl, 12dy\ a/

#(.r) = o Ecuaciones i3, 14, 15, 16
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Además 1os puntos ai para i = .1 ,2,i,a Bon ceros de o¡den 2

de s IDefinicidn ?,21) .

En efeclo: Consj-deremos el polinomio (no hooogéneoi

g(>',2) = S(i,r',2) = u2 * y4.2 *.4 - 3y2.2

y 1os puntos cr(1,1) , cr(-I,-1), cr(-1,1) , ca(1,-f) . Enronces

sE I = sí..1 = o v i = 1, ..., ¿' . ]-,

*lc.i = ilc f=0 V i = I, ..., 4
d\'' 1' dt'\ 1/

'.- 
- 

. lC .2!.-] = Et.. l=c v i = ], ..', 4oZ'1'dz'1)

Calculando las segundas derivadas pareial-es se tíene por eiemplo que

"2 ^ ^2
$= z+ r2y/21 - 6r¿ , ruego ej,;-l + o vi=1....,4
dv dy

,?or 1o Eanto c. V i = i, ..", 4 es uD cero de orden 4 para S- y pa-
a

Deshooogeaiz ando ! , sin pérdida de generalidaC hacemos x = I ,

así obteneioos un polinomio p(x,z) € fR[f ,z] , que ttene ce¡os de orden

4er ¡ , í=1,...,4
t

De este modo se satlsfacen 1as siguientes eeuacio¡es

^2.1-rl ^ r = o F.,iacíones 17, 18, ]9,20? I'i l
ilY

"2_ _
¡l#i.r] = o Ecuaciones 2t, 22 ' 23, 21
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1
d D,- I----+lc | - u Ecua l ion=s 75,26,2i,28

Ecuaciones 29. 30, 3t, 32

= 0 Ecuaciones 33, 3r., 35, 36

= 0 Ecuaciones 37, 38, 39, 40

Ecuaciones 4!, 4?, 43, 44

, cuye

^3.i Da- 1-----|lc- I E u
^ J\ r/
dy

----;.lc.l
d) d z

o D ,-1
- 1- ', 1'
dz ti,\

dz

Escribiendo estas 44 ecuaciones

géneo rje 3l incógni tas (rf ,uZ, . . . , .:¡ )

es la siguíente:

un sistena ]inea1 hoao-

na¡riz de coeficientes



.1 .z ,.I 14 r9 "6 rl n¡ ,q "tn t| ,lz irl rrr. tr5 tr6 tu tl¡ tr9 "zn "2, 'zZ '2.t ^zl 'z\ '26 'zl "z¡ tzq tlo t],

111
1 -1 -1
11-1
1-1 1

011
011
01-1
0-1 I
861
8-6-7

-0 ,6 1

8-67
\51
¡, -, -t
r5-t

-r9-q
,6 

'0 
r,2

56 -t0 -tt?
56 tA -t'2
56 -ro q2

,7 
'0 

2u

,2 -\a ..?8

-J2 -t0 28

-t? ta -¿8
1? 20 ',12

17 -?0 -12
12 20 -1?
12 -20 1?

,lri 120 210

" 116 120 ?10

-t16 -1?A ?1A

,16 -1?0 ?10

?2\ 15A 168

-22{ 150 168

?2\ 15A -168

-221 150 - 168

96 120 84

-96 120 81

-96 -120 8i
96 - 120 8{
?l ó0 2t

-21 60 2l
2¡' 60 -2[
-2\ 6A -2)

't '1 111T 1l
1 1 1 -1 -1 ..1 -1 -1

-1 1 -1 T -1 1 -1 1

-1 1-1 -1 l-1 1-1
2??trJ)t
-7 -? -¿ 

' 
1 ,\ ! I -(

-2\-rr-\lt-2-rr-lr-rl
7211t60
?-2-)-t-t-60

5-6?-?l-ri5-6
-?-?!-lt-6
,765{'
,-?-6-t-l-,

-1 1-6 5-{ 
',-r,t?-6r-(l-8

11111111
1 1 -1 -1 -1 _1 -1

-1 1-1 1-1 1-1 1

-1 1',1 -1 1-1 11
rr555t56

11
11

,1 T

-T 1

17
1?
1-?

-1

1

0

0

0

0

(r

712
712
7 --1?

\? ,0lz ln
-lz ]0
-{2 l0

-{-r-{-{55555-('

T

1

-T
.1

-]
5

5

5

-55-55-5
5-55-t5
12rt5

-1 -Z -t -\ -t

1-?l-r5
6tir?
-6 -5 -\ -\ -2

¿(\177A
-? -6 -1? -70
? -6 17 -?t)

^2 6 -12 Zl
rr 12 12 10

r0 z0 12 6 ?12
-t0 -20 -1? -(, -2 17

-r0 ?0 -12 6 -7 12

t0 -?0 12 -6 Z 12

¿l 60

21 60

-zt 60

-2t 60

1111
't 1 -1 ,1
I -1 -1 1

66?7
.6-77
-6?,?
tll
5-r-l

1

-l
6

-6

t
t
I

)
-1

j
6

-6

!
q

I
6

6

-6
-6

6

-6
6

-6
1lr

.18

-l¡
l¡
1¡

t8

6

.6

-8
t
I

0
1?

1?

12

1?

0

0

0

0

0

0

0
0

?\
-zt
-21
zt
0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

(1)
(2)
(r)
(t)
G)
(6)
(?)
(8)
(e)
( 10)

f 11)
( 1?)
(,I )
(rr)
( 1tl
(16)
(1?)
(i8)
( 19)
(20)
( 21)
(2? )
(2t)
(¡r)
(25)
(26)
(?7)
(?E)
(2c)
(ro)
(lr)
(1?)
(r])
(]t)
(rq )
(,6)
(17)
( !fl)
(!q)
00)
(s 1)
(\2)
(,,r)
(ll)

1

J

-?
-z

5

5

5

,
-5

?

6

6

6

-6
1?

17.

12

12

?\
?tl

.?\
-24
l0
,0
]0
,0
2\

-z\
'7tt
z\
72

-7?
7?

-??
120

_.1z0

-170
120

r20

-!20
1?0

- 120

-{ 5 I -r
-5t-r
1?1)

,

20\0\? 2 612¡0 10

20 J0 (? -2 -6 -12 -20 -]0
-?0 10 -r!2 2 -6 12 -20 l0
20 ,0 -r,2 -7 6 -1? ?0 -)A
?5 2t1 ?1 1 8 20 20 18

2t ?\ ?1 -1r, -18 -?0 -20 -10
?5 -?\ 21 _ 1( 18 -20 20 -18
25 -2\ 7t 1( -18 20 -70 18

-r(-,2-6t-{J-2(
5-{t-2-65-lJ-7-\
$172nrD
612?0 10

-a 1? -?0 \t)

-6 17 -Ztt 5l
19 16 15 t7
.5 A '5 .? .É -1\ -'7 -17 -r¡
15 -16 15 -1? 6 -10 1? -17 10 -¡
15 -1ó 15 -12 -6 10 -1? 1? -',tt) -8

-2 1^2 1

12¡0612
12 ?0 -6 -12
12 -7n -6 12

r? -2r] 6 -17

85-6-r

20 1? 6{2r020 1? 6 5('

?o 1? 6 -¡,2 -J0 -?0 -17 -6 56

-20 12 -l¡ \? -r0 2A -12 6 5('

-20 1¿ -6 -t ? \0 -?n 12 -6 56

60 120 210 0

-60 -1?0 -210 0

60 -120 210 A

-60 1?0 -210 0

?f) 1? 6

?0 126
-?t 1? -6
-?l 1¡ -6

6 2{ {,0 120 0 0

-6 -21 -60 -120 0 0

6 -21 60 -1?0 0 0

-6 2q -60 120',0 t8 60 60

"l!0 - r,8 -60 -60
. r0 (8 -ún 60

l0 -!8 60 -60

-¡5-6
2

"2
-2

?{ 60

-2{ -60
-21 60

?! -60
?'! ?0 1? 1?

-7\ -70 1? 1?

?\ -2A -1¿ 1?

-2\ 7t -1? t2

80
-80
-¡0

0

0

l',)

l)

0

?{ 60 120

2q 60 120

-?\ {rA -1?l
-21 60 -120

100 120 126 1{ J6 60 80 90

-100 -120 -176 ]q ll 60 n0 q0

-100 120 -126 1{ -11 60 -8n !0 0

100 -12n 126 1r, -]6 60 -80 90 0

10¡ ?? t'? 8q 90 80 ú0 16 0

-fia -'1? -¡.? ¡'r 90 e0 60 16 0

101:t -?? \2 -8q 90 -80 60 -16 0

-100 72 -t2 -81 90 -80 6l) ,16 0

ú0 2f 6 2r0 120 60 7\ 6 
"6-60 -21 -6 2'r0 1?0 60 ?\ 6 -\16

-60 2[ -6 210 -12t ti, -?\ 6 
')6(,0 -?l 6 ?'10 -12t) (fi -?\ 6 -t16

60 ri8 ]0 1¿ t0 q0 )6 2t 10 ?(

-60 -q8 -r0 -12 ,0 l0 16 21 10 -?(
ú0 -{8 ,0 -17 

'0 
-\0 )6 -2( 10 -21

-60 18 -r0 12 r0 -10 )6 -21 10 2¡

0 12

0 -12
0 17

0 -17(2 60

-{2 -60
r¡2 -ó0

-(2 60

2',r0 r20

-210 - 120

-210 1?t)

210 -1¿0

60 2\ 6 0120 60 2t
-60 -2{ -6 A 170 6t) 71,

-Áo 2i -6 fl -120 60 -2i
60 -?\ 6 0 -1?0 60 -2q

10 2t ,6 l0
10 7rl t6 l0 -¡
1!t *2i )ñ -10 ¡
1¡ -2rr 

'6 
-rr0 -8

?\
-2\

-7\
\,

Bscalonando por filas esta matr:lz se obtiene 1a siguiente matriz equivalenle;
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Las fllas restantea son nulas, por 10 isnto:

.I = .jl , s2 = 0 , a3 = 0 , a4 = 2"31 , "5 = 0 , "6 = -6"31 ,

,7 =0 , sB =0 , &9 =0 , É10=0 , r11 =0 , ,lZ = 0 ,

^ - n ^ - -Á- - - n ^ - o- ^ _ 
^.13-.31'.]q:"''.16-".i7-,.3]..]8="

_ ñ , a^. = 0 , á^^ = ñ - n - - n' '2c - " ,, LL '2j - " ' '2/. - " '

' '- - /1 - 0 a^^ = 0 a^^ = 0 .'25- "31 ''20-" ' '28 - L,v ru

Luego

F(x,y.z) = .3r I y8r4 , 2*2y4 rb - b*, !6r! - ,'rB - 6r4y2 16 *

^41q -162 ^6?4 642 8l.+rxyz +lxyz +lxyz -bxyz +xy l

= .^.s2(*.v.2) : a^, > O va ouc F(1.1.0) = a^, > 0
JI JI_ JI-

Z
Se conc)uye que S- es exLremel,

Note 4"18" Se sugiere un desa:ro1lc siinila¡ para ei caso de 1a forma

^2u E r- - oónoe' 4,ó

Q(x,y,z,v) = *1 *rz yz * ,2 rz * .2r2 - u*rrn.

DadoqueQeE(P4.4) y !z(q)l< 6, luego no satisface la hipótesis

de la proposieión 4.17.

i-
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