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Lz idez central de este trabaijc ha side motivada por el siguiente
problema: (En qué condiciones un polinomic real positivo semidefinide

(psd) se puede expresar como suma de cuadrados de otros polinomios reales?
jc homogenizacidn, es suficiente estudiar este problema para formas, es

decir polinomios homogé€neos.

re formas binarias, cuadri@ticas y cufirticas ternarias, mi3s formalmente si
P denotz el cono de formas psd en n wvarizbles v de grado m ¥y
I, m i -
z el subcono de P de las formas gue son sumas de cuadrados de
n,m n,I
3 I ; < - - . ~ -
formas de grade — . entonces <& = P sl v sdlosei n=2 & m=12
Z n,m n,m )

En el Primer Capitulc presentamos las definiciones y notaciones

- - L4 - - -
bisicas necesarias y ademi3s mostramos ejemplos particulares de formas

psd que no son sumas de cuadrados.

Los conceptos de cero y crden de un cerc de un polinomio real son
introducidas en el Capitulo 11, donde se establecen relaciones entre el

conjunto de ceros de una forma y sus propiedades, especialmente los casos
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de formas ternarias y cuaternarias -tres y cuatro variables- respectiva -
mente.
En el Capitulo III se introduce la nocidn de extremalidad de una

forma, diremos que una formz F es extremzl] si no existe una descomposi-

cidn no trivial en sumz de dos formas para F , esto es, s1 F &€ P v
n,m
F=F +F. con F.LEP entonces F. = 3. F donde X. esg un nimerc
1 2 i n,o 1 i i
real no negativo. El conjunto de formas extremzles en P se denots
n,m

f: oo f b - . -
por EIP 1. AnZlogamente E(LZ { es el conjunto de formas extremales
= L 4 \ < -
n,m n,m
en 2 ;
n,m

Aqui, se construyen ejemplos de formas extremales y mostramos mé-

todos practicos para determinar extremalidad

- 3y 4 % y :
Es claroc que E(? I M X C EIX } s G& mOdO gQue es interesan
S n,me n,o — " n,m : ]
: - . . < Yo ople p 1 - "
te analizar en qué condiciones Eh&n o _Lhifn o - En el Capitule IV,
5 ¥

mostramos que esta relacifn s8lo es posible en los siguientes casos:

pn=2; m<6; (no

- - R . 5 f & 2
para formas F € E(Z ] de tal maners gque si E[Z ] es el conijunto
n,e Yo,
[ 3 . v VR -
ge formas en E{E ; gque satisfacen estos supuestos entonces E(2Z | -
n,m ‘'on,m’  —
{ 3\
E,ELPP m} para (n,m} = (3,12) vy (n,m) = (&,8) .
Ly

Finalmente, consideremos ejemplos particulares de formas

i

en

5{23 171 vy en E[Z& 8} que no satisfacen las hipdtesis impuestas y ana-
s 1 L” s 07

lizamos su extremalidad.
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Este resultado conduce & una sclucidn parcial del problems siguien

te: (Parz qué valores (n,m) existe una forme ¥F € E[P } tal gque

Ly

ya ( i - 5
F" @ EP 2m} 7 Planteadc por Choi et a

it
_
foet
w
o
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CAPITULCO 1

FORMAS REALES POSITIVAS SEMIDEFINIDAS

Preliminares algebraicos.

Definicidén 1.1. Un polinomio real p € Ei[xl, Ceey xr] se llama:
a) Positiveo semidefinide (psd) si y sbBlo si p(al, ST ap) > 0 pars

todo a. € R . Denotamos este heche por p > O

b) Positivo si y sblo si p(a,, ..., &8 ) > 0 parsa todec a. € R, Denota-

mos este hecho por p > 0 .

¢) En forma andlogz se define negativeo semidefinido y negative. Denotamos

estos hechos por p <0 y p < 0 respectivamente.

d) Indefinido si vy sdlo si existen puntos (al, Cees an) v (b,, ..., b))

en R tales gque p(al, ST an) <0 v P(bl’ SF 5 5 bn) = o

e) Puramente indefinido s y s8lo si no es constante, todos sus factores

irreducibles son indefinidos y tienen multiplicidad uno.

En particular si p es irreducible indefinidc es puramente indefinido.



AdemZs todo polinomio indefinido tiene un factor PuUramente indefinide.

Definicidn 1.2. Diremos que el polinomio

P =Eaix(1} € ]R[xl, — xn] "

; i i
. i ; 1 o ; P
donde x( ) répresentz el monomio b sae X s tiene grado m g% ¥y sb-
. ‘ o f (1),

! con a. # 0 ;
1

; i .
Si gr x( ) = @ paraz todo 1 » COn a. ¥ 0 entonces P se llams
AL

homogéneo o forma de grado

Si F € E{[xl, +oos X1 es uns forma, definimos
F* € I%[xl, S § xn] por F* = F(xl, % 5 xn,i) . Reciprocamente, para

todo polinomio f € Hifxl, iy X} ge grado m , que se Puede escribir

de la siguiente manera: §{ = fo + fl oL+ fm donde fi €s unz forma
. i - ‘. - r * m
de gradeo 1 definimos f%* e Rix cevy B per £7 = 4 f +
gx= < B e & T Tn+l g n+l o
i _m—iﬁ G g f _ 'II o . 7 \] . c* -
S T i = kn+1ilkl / x 1* = X By 3 es una forma

de grado m . Se dirZ que estos PIocesos son los de ”deshomogenizar” v

"homegenizar" polinomios con respecto a L
B e el -

) 3 2 2 3 :
Ejemplo: f(x,y,z) = Xy + xyz - 27 4+ 24 ¥oo- y7; entonces homogenizando
=lEDp Lo .

ro

f se obtiene:

~ ~

* 3 2 23 2 2 3 2
£ (x,y,2,w) = w XV + wxyvz - wiz” 4 2wx"y© - yz°©

Vi /v,y /w y 2/ w)

Es f&cil verificar las siguientes pPropiedades:

(1) (FG)y = B8, 3 (£2)* = £%*



(2 Si r es ls mavor potencia de Xp+1 gue divide 2 F , entonces
r v 3% . (% - £
Xn+l{r*) =F 3 (£7),=F.
" t [ * s .
3) (F + = + G : ¥ 0 £f7 4+ x ]
(3) { GYy F, G, kn+1( + g) = X 4 4B donde

En 1888, Hilbert | 7] estudid el siguiente problema: ;CuZndo un poli
nomic rezl psd es ung suma de cuadrados de otros polinomiocs rteales? Bajo

homogenizacidn, es suficiente estudiar este problemz para formas reales.

Denotemos por P o 2l cono de las formas reales psd en n va-
Tl. )
vt ] ) < £y .
riables y de grado m , y por = el subcono de P gue contiene las
1,m n,m

formas que son sumas fipitas de cuadrados de otros polinomics reales.

el
)
(@)
Y
H
0
I
m
0
‘ 1
e
~Hh.
o
~
hul
as]
m
=
rt
[}
=}
n
o
n
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[}
(]
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m
=
o)
™
*
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De acuerde con este resultadc se ha estudiado el siguiente problema: De -

terminar la existencia v valor de alguna cota B{n) que dependz solamen-

te del nimeroc de variables n , tal gue cualquler suma de cuadrades en
Rix., ..., 2] es una suma de B(n) cuadrados. Se ha demostrado que

(a9

B{n} existe y debe ser > 2" , si n > 3 . (Choi and Lam (1976) {31).

P

Para el caso particular n = 2 se tiene que B(n) = 2



En efecto, supongamos gque T € P2 n ° entonces
»
z m-1 i m o fvx o
. 4 L 2N
Flx,y) = 2 ex "y =x I a. v =xglz)
i=0 * i=g T\
m -
- N
donde =z = Y v gl{z) = Z CFE luego g(z) > 0 VzER , si
i=0

sa como producto de factores lineales al cuadrade o facteres cu

irreducibles en IR, es decir:

k o n -
N L r N &L 2
glz) = I (a.,z+ B {%a z+ b.|"+ .}
- i i/ N1 i i
i=1
luego
p-r F . 2. 2.2
Fix,v) = % I (&,y + E.x| [(a;y + b.x!" + c x|
. i 1+ i i i
i=1
k F .
) . m-T b Nyl — Z 2+
Fix,v) = {% I (e.y+ B.x)]7}] T {?. + g7
; 1 it/ . i i’
i=l i=1
Usando induccidn v la férmula siguiente:
'rDE , ‘2-] (DZ + 2. = (PP +00 x}?. + P o n_— N2
By FRIE, F 0y = [FF, R0, gy ~ ¥l
k , 5 5
- . -z ‘DZ 2‘\ - i - -
es facil verificar que Il {‘1 =0 =F & q donde P v (Q son poli-
- L -
i=1

; ; 22 . 2. :
nomios en las variables x e vy . Luego F(x,y) = BET[P" 4+ Q"] donde
m-Tr
k
- ..
E==x I [a.y + E.X|
; i p s
i=1



Ejemplos basicos.
Segin el teorema 1.3 si n>3 y mw>3 y (n,m # (3,4) existen for -
mas FEP -2
n,m n,o
Propesicidn 1l.4. La forme
. 4 2 4 2 4 2 2 2 2
S(x,y,2) =xy +vz 4+ zx" -3xv"€epr _-Z .
3,6 356
Demostracibn: Usandc la desigualdad aritmética geométrica es inmediato
3 c . ¥ 2 = 3
gue S es psdé , supongamos que S = £ g, , donde g, € E{ix,i,z; €s una
1 1
. . . 3 2 2 2
forma cGbica que puede contener los monomios %X~ , X'y , X 2 , Xy, XVZ ,
Vi 3 2 2 3 - i 6 6 6 N
Xz , vV , ¥z ,%vz , 2z , comc S mno contiene x , y , z eliminamos
3 3 3
de g. los monomios X , ¥y , 2z v por lo tanto qi tampoce contiene
: 2 2 2 . 2 L2 2
los monomios xy , yz , 2x , luego q. = a.x v+ b.yz+ c.z2'x+ d.xyz
1L =] i 1 1
- 2 i 2.2 2 ; , - 2
entonces en < g. el término x vy z tiene coeficiente X &. > 0, lo
i -’ i —
cuzl es una contradiccidn
]
Proposicidn 1.5. La forma
, 4 2 2 2 2 2. 2 ; -
Q(x,v,2,W) = w +xvy +vz" + 2°x 4bxvzw E P, , ~ L
S g g - 4,4 4,4
Demostracidn: Usando la desigualdad aritmé€tica geomftrica se obtiene
< 2 -
Q > 0, supongamos que @ = Z g. donde gq. £ R{=x,y,2,w] es una formas
§ e o . . . A
cuadritica. Comoc { no contiene lcs monomios x , v , z g; mno pue-
2 2 2 . .
de contener x , ¥y , Z y por lo tantc también se eliminan de qi los
. pi .
mONOmios Xw , YW , 2w , luegc g. = a;w + b.xXy + c.yz + d;zx , enton-
1 X i
2
ces X 9 no contiene el monomic xyzw , lo cual es unz contradiccidn.

O



Note 1.6. Estos

resultades se pueden generalizer de la siguiente manera:
. ) ; 4 4 4 2.2 2 2 2
si Q,(x,y,z,w) € Fq 4 y no contiene X , ¥ , z , XWwW ,Vw ,z w2 .
4 s 3 -
perc contiene el término oaxyzw (o # 0) entonces Q, € 24 , - Andloga-
2 ; 6 & 6 2 4 24
mente si §,(x,y,z) € P, g Y Do contiene X , ¥ , 2z , %Xy ,vz ,
i1 K> i
2 4 2 2 7
“ - a“
z X , peroc contiene QX y 2 con « < 0, entonces S, & 23 & *
- »
Otros ejemplos de formas F € P -z son:
n,m n,m
. & £ € 4 2 42 4 2 2 4 2 4 2.4
R{x,v,2) =% +y + 2z = {(xy + vy +zx +xy +yz +z23x )+
, 22 2 < v . '14}
+ 3x"vyTz" € P, -z, , {Robinson | 12} )
3,6 Sy 0
£ L 2 2/ 22 2 .
M(x,y,2) =z +xy +xy =-3xyz"€p, - Z (Motzkin { 9]
3,6 3,6
Existen también otras formas con esta propiedad comstruidas por Choi (1475

[1]). En general el método de prueba es del tipo

FEZ
n,m

existe otra manera parz determinar que

el conjunto de ceros de la COmC se Ver

= 1 T Bl =
pitule 11 "Ceros

- X entonces
.10
21 3 -«
%, FiX., ..., X | € - =

1 { 2 Ay n,m2i n,mH2i
[ 3 by

g Fig., sney X | €EP - & .

hi 1%g0 . n+i,m nt+i,m

inspeccidn, sin

=
m
H,
o
3]
\al
i8]
[#]

vy consiste en conocer

2 m3s adelante en el Ca-

) vy (4,4) es fEcil en-
Piil! sees X JE EH’E
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CAPITEU 8]

CEROS REALES DE UNA FORMA POSITIVA SEMIDEFINIDA
Relaciones entre ung forma vy su conjunto de ceros.
sy & B e B T g =
Definicidbr 2.1. Un punto taz, oo apj € B se llame cero de la forma
3 - - = = [ Yo
F € H{{xi, cees X 0 81y sblo si Ptai, +.., @ | = 0 . Denotaremos por
Z{F) al conjuntc de ceros de la form= F y por Z{F)  al nimero de
ceros distintos de F , conmsiderande 2Z(F) comoc subconjunto del espacio
provectivoe real, en particular (0,0, ..., 0) & z(F)
Notz 2.2. Unz aplicacidn interesante del conjunto de ceros de una forma
% ; ; & oz 2 22 22 , e
serg mostrar que Q(x,y,z,w) = w + xy + y z + z' x - bdxvzw & Z, .
4,4
(Robinson, 1973 [12]).
Primerc se determina el conijunto de cerocs de { ., consistente en
/7 puntos, a saber
K(Q} = {{190:056)3 (0,1,0,0}, (0309190}5 (1,1,1,3}, {l,*l,—l,l),

(—l,l,-l,l), {"};-19191>j

Ahora demostremos la siguiente propiedad:



Si g es una forme cuadriticea en X,v,z,¥w entonces

punto de 2z(Q) s8I y sflo si g = a(xy - zw) + b(xz - yw) + c(xw - vz)

Demostracidn: Si ¢ = a(xy - 2zw) + b(xz - yw) + c{xw - yz)

g(z) = 0 para todo o € z(Q) . Reciprocamente si ¢

tica en X,yv,z,w gue se anula en los puntos (1,0,0,0)

(0,0,1,0) no puede contener los monomics X

! 1

g{x,y,2z,w) = axy + a'zw + bxz + b'yw + exv + c'yz + dw

sistema lineal homogfnec de &4 ecuacio

q(1,-1,-1,1) = 0 , q(-1,1,-1,1) = 0 ¥ aq(-1,-1,1,1)

al = =g , B =, g¥==¢ y d=20

T o seony € sifa 3 "

S5i Q=2 q. entonces z{(Q) C z(q.) , 1
- - - -

+ b%(xz - yw) + c.{(xw - vz) , de modo que ¢.(0,0,0,1

I

Q(0,0,0,1) = 1 , contradiccidn, por lo tante Q # Z g

~ 4 2 4z & 2 2 2 2 _
S(x,y,2) =xy +yvy2 4+zx -3myz €P,
7 ? 3,6
6 4 2 2 4 . 2 2 2
v M{x,v,2) =z +xXxy +xy =-23xyvz E P3 6
s

lz respuesta es negativa ya que el conjuntc de ceros de

7 puntos siguientes:

Z(SD = {(ligpo} s (911!0> s (05691) s (lslsl}

q

se& anulz en cadzs

es claroc gue

es unz forma cuadré

Z

5]
ﬂ\
]
0
=
m
0
Q
H
al
@
n
o
0
e}
[at
o
m

¥

(0,1,0,0)

luego

resclviendo el

obtiene

uego q. = a.(xy - zw) +

1

consta de los

(*l:lri} y
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Demostracidn: Supongamos que F es negativa sobre un conjunto abierto

y positiva sobre un conjunto abierte B
Después de contraer A vy B podemos suponer que A y B son

sobre el hiperplano X, 0= 0.

Luego existen conjuntos no vacios, abiertos A

gue P(l,AG) < 0 < F{1,B ) .

o o
{1,C ) = A(l,a ) + (1 - 2){(1,b } con O < x <1, luego F(l,C
s} o o - - [s]
ser un conjunto conmexo, es decir un intervalo [a ,E ] con ¢«
o' o o
. n-1 . . ;
luego existe un punto ¢ € R tal que F(l,c ) =0 .

o

e
g € A vy b EB teles que los segmentos A(l,z ) + (1 - ) ({1

)

<

i n » 3, podemos construir infinitos puntos (l,c ) € z(F) , eligiend

debe

g < g
o

A

b
o o] o] o o LR
0 < A <1, que determina cada eleccidn no se corten.
M
Formas ternarias y cuaternarias.
- - { ) P r
Lemez 2.6. Sea pi{X,, ..., %_| un polinomio irreducible en Tix., ..., X
1 e 1 * *n
entonces p es reducible en E{KT, eve. X1 sf v sBlosgi p & -p es
AL n : - -
suma de dos cuadrados en E{Exj, viis BT
1 o)
s s 2 2
Demostracidn: Si p=g¢, +q, con q. € Rlx,, ..., xn] , entonces
i FA 1 i
_ o NI o S e 1 P <
P = 19 - qujqu + g, (i =~/ -1} , 9y # 0 pues p es irreducible
¥ L

en Hﬁixl, Sl § xn} , luego p es reducible en E[xl, civy 24

Supongamos ahora que p tiene una factorizacifn mno trivial



{ = f 4 A .
= (r, + 1ir,ji{s, + is.,| con r..r.,5,,6, € Rix
P o) 18 2 j Y Py
5 ~110 ] 1 { - ] A
do complejos conjugados, se tieme p = LT, 112J{sl

1]

consideran-

& 5 luego

2 { 2 2\ il 2 " 2‘ - - - .- - . 1
p = (T, + rzfisi *'82} » usando teoremz de factorizacibn {inicz se conclu-
1 J .
£ 2 2“. - " I -
ye que p = alr; + r,) para algin a € K . luegoc a & =3 es un cuadra
doen R .
O
Proposicidén 2.7: Sea p € P, irreducible en R{[x,vy,z] . Entonces
— 3L

;2 ' 5

lm } - P~ 23
I“(’h\ < ma}::‘_l'_l_‘_ (m l)(]l L);
kS e 7 i
Demostracidn: Supongamos primero que p es reducible en Ll x,v,z] , enton

2 2
ces por el lema 2.6 se tiene que Zp = r,. +r, con r,,r, formas de gra-
- L - -
m P 3 4 g
do - en Ri{x,y,z] , comc p es irreducible, I, v T, deben ser re-
i - “~
lativamente primos, luego las curvas planas r = 0 , T, = U no pueden
4

pég. 59 | 14]; Fulton, pig. 74 16]), estas dos curvas
.. . Dm ; . )
lo mzs 73 puntos en el plano proyectivo complejo,
<
2
T S S 9 jusl - -
lz{p)| = jzlz,} z|{r,}| < = (recudrdese que "z"
-\J_/ “,_.f_[*
Ahora si p es irreducible en Elx,v,z] , entonces
algebraica plana, llamémosla C . Como p es psé ,
- - - o op ap ap
.,‘\E e - -~ —_— —_

X, V,2) z{ debe ser un cero de — =
(x,y,2) B/ ax * 3y * 3z
punto singular de C . Por tecoria cliZsica de curvas,
C tiene a lo m8s {(m - 1){m - 2)/2 puntos

3 - s - |
{14] ; Fulton, pag. 77 [ 6]), asi EZ(p)E < (m

luego

en particular

denota cercs reales)

B

p deiine una curva

cada cero real
{(x,vy,2) es un

la curva irreducible

singulares (Walker, pdg. &5

- Dm -~ 2) /2 .
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Corolsrio 2.8. Sea p € P, , irreducible tal que {z(p)| > &4 , entonces
y b

p es suma de dos cuadrados en R|x,v,z]

Demostracifn: p no es irreducible en Elx,v,z] , si lo fuersa

(]

lz(p)| < (4 - 1)(4 - 2)/2 1lo cuel es una contradiceidn, por lo tanto p
es reducible en Elx,v,z] aplicando lema 2.6, p es sumz de dos cuadra-

1
i

dos en I [ XV, 2

1

x
-
. s ™ ..
1. alm) = — si1 m< 5 (se verifica evaluando)
5
a(m) = (m- D(m@-2)/2, m>6 (se verifica por induccifn).
. " 5 afm) " :
24 La funcidn . es mondtona creciente:
aim) ~ ‘
Si m < 5 entonces = — mondtona creclente
= m
o fm) (.~ 1} = 2) < 5 3
Si m > b entonces = = mondtona creciente
- m Vsl
% a(3) 5 5 a(6)
Ademas == g 5=
5 4L — 3 6
f Fd 5 { 3
3 alm.i + } < i + m. ] =
3. 3,“!311! al\EZJ = kaml 2)
r ' hY
e(m} ofm +m,)
g 4 - & ¥ N
Tenemos gue < z para i = 1,2 (Propiedad 2),
m. = om + m2
%

luego
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{ hY
m m '
f’\i+ar\‘<g - Eoedooty. g ( )
cim m, | aim m.! = 0olm, + m
P otelmy) 2 lga e Y v e 0y TRy T am tomy)
1 2 1 2
Teoremz 2.10. Sea p € P3 o’ entonces las siguientes afirmaciones son
k|
eguivalentes:
(1) iz(p)| > alm)
(2) [z(p)| = =
(3) p es divisible por el cuadrado de algunz formz indefinida.

Demostracibn: (2) = (1) es trivial v {(3) = (2Z) se obtiene de la proposi-

ciende induccidn sobre m : Para m = 2
forma cuadritica psd en tres variables con dos ceros

S
un cambio lineal p(x,y,z) = x~ es decir p es divisible

o)
0
P".
FD
p._.l
9]
e
m
[a ¥
H
[\

!

do de uns forma indefinida.

En general, supongamos ahora gue !z{p}f > g(m) , por la proposicidn 2.7,
p es reducible en R[x,y.,z] , sea p = G195 sees G (r > 2) donde
cada 9y € R[x,v,2] es irreducible.

Distingamos dos casos:
a) Si todos los g, son semidefinidos: multiplicZndelos por 1 si es

necesario, podemos suponer gue todos son psd , entonces existe un In-

g . bl Y ( .
dice 1 tal que {thi}; > ka;} , donde m = gr q. pues de otro

modo, por nota 2.9(3) se tendria:

-
P
Qo)
S

"
c
M
N
0
H
p—
| A
A4
5}
sl
| —
| A
S
%]
pn—
B
L S
| A
[}
pr—

SRl o

2
L S—
L}
2
~~
=]
p—
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lo cual es una contradiccidn.

; Pl Y
Podemos suponer gziqi); > G(mi} s como ml <m aplicamos la hi-
pbtesis de induccidn a ¢ y se concluye la afirmacibn (3).

b) Si alguno de los ¢. es indefinido: Supongamos que g es indefinido
# e * i ’

como es irreducible

(]
i
—
n
1M
8]
~~
)
St

se puede aplicar la nota 2.4, de

modo que gq. /p .

te manera:

Supongamos qgue pl(x,y,z) contiene la variable x , consideramos

s e s oap L .o
las curvas planas definidas por p =0 vy ?;i= 0 . La interseccidn de es-
N

tas curvas contiene el conjuntec infimito 2z(p) , luego tienen una componen

te comGn (Walker, pdg. 59, [ 14]; Fulton, pdg. 75,16]), asi entonces p ¥y

a3 . = - 5 : % ;
;E tienen un factor comin real irreducible, llamémoslc h , ahora si
e}
. op _ . dg | 2h - . e 3h
p = heg tenemos que —— = h*s= + g*—— , por lo tantc h divide a g*-— .
o% % gx b
Consideremos ¢os Casos:
ok
Caso 1: — = 0 entonces h = hiv.,z) .
ox
Si h(v,z) tienme un cero, p es divisible por algin ay + bz # 0 , como
2, S o
p es psd , p es divisible por (ay + bz) {proposicidn £.3). Suponga-

n

-+

mos ahora gue hi{v.z) no tiene cercs, naciendc un cambio de signos pode -
mos suponer gue h vy g son psé . Como la formz ternaria h(y,z) tiene

e ) S | : : -
un dnico cerc (1,0,0) v (z{p)| =° implica que |[z(
v " i ¥

mos aplicar la hip8tesis de induccidn a g .
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O
o
w
8}
)
QU
oo
-

. ; . v h A
0, comc h es irreducible y di a g'r;' &e tiene gue

o
b

vide
v
b divide & g entonces podemos escribir p = hg . Si h es indefinida

se tiene lo pedido, luego supongamos que h es semidefinida, digamos po-

- - P e | N i
sitiva, por la proposicidn 2.7 |zZ(h)| < ®, como ;2{p}§ = ® ge debe te-

ner [2(g)| = =, ademds g es psdé , por lo tantoc se puede aplicar 1la

1. Este teorema de factorizacidn es particular & formas ternarias.

" R . : ; . 2 2 22

Paraz cuatre o mads variables no funciona, por ejemplo X'y + z w es 1irr
ductible sin embargo se anulz en (x,0,z,0) .

El siguiente corolario suglere que el estudioc de formas ternarias psd

puede ser reducido en algin sentido al caso en gque la forma ternaria s8lo

tiene finitos ceros reales.

Corolaric 2.12. S5i p es una forma ternaria, las siguientes proposiciones

(1) p es semidefinida (es decir p & -p es psd)
\ . c iz L2 P P
(2} p tiene una factorizacldén p = h g domde |Z(g), <= yv h es un

producto de formas indefinidas. (Este producto podriz no existir en
tal casoc convenimos que h = 1).

Demostracibn: (2) = (1) se tiene de la proposicidrn 2.5

una forme ternaria con finitos ceros reales por lo tamto ¢ &

]

5 “~ - s 4 me = ow
psd , luege p = h g seri semidefinida

el

ara (1} = (2) supongamos que p es psd , v hagamos induccibn

sobre el gradoe de p . 51 12(@)@ <o elegimos h =1 g4 Ez(p}l = oo



5
por el teorema Z.10 existe una factorizacidn p = h°¢ domde h es inde-
finida, como gr q < gr p se aplica hipbdtesis de induccifn a gq .
O
Tecrema 2.13. 51 p € P y |z(p)| = =, entonces PEZ |, .
4,4 : 4,4
Demostracidn: Ver Choi et al. (1980) [5].

Multiplicidad vy orden de un cero.

1¢

la multiplicidad de un cerc de un polinomic de unz variable para el caso
de un polinomic de =n variables. Trabajaremos primero con f(x) € R|x]
de modo que la generalizaciOn sigs las mismas ideas
Proposicidn 2.14. Seaz f£(x) € R{x] , polinomio de grado d . Entonces
¢c € R es un cero de f de multiplicidad m, 1 <m<d siy sblo si

d .

5 ~ 7 “
f(x) = Z a.(x - ¢)

i=m

con a. € R para tode i=mm+1l, ..., d v & # 0.
i 4
Demostracidn: Supongamos que ¢ es un cero de 1 de multiplicidad m ,
£ 8w P VB oy ) € R[x] i 5
entonces £(x) = (x - ¢} g(x) con g(x) Rixl v (z - C{)(g(y} .
(x
a's .
luego 1.(f;) =0 ¥i=20, ..., m -1,
ax”

Escribiendo 1la serie de Taylor para { , tenemos

d i ; d i

. d'f 1 i d° £ 1 3,
f(x) = Z —(e) —x ~e)” = Z —(¢) —(x - ) .
PP & i. : 1 1
i=0 dx i=m gx
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d
e w
Supongamos ahora que f(x) = <2 a.(x - ¢)” con & ¥ 0 entences
jep L m
m d 1-m
) - \ 4=0
£(x) = (x - ¢) Z ﬁﬁ{x - ¢)
i=m
es decit c es un cero de f de multiplicidad m .
Proposicidn 2.15. Sean f(x) € R{x] v ¢ € K wun cero de f de

o : /] e e .
plicidad mw , entonces ¢ es un cerc de f de multiplicidad 2m .
Demcstracibn: Trivial.

. - - — r - . 3
Proposicidn 2.16. Sean £(x) € Rix] wun polinomic de grado d vy
. B B - o it
un cerc de I de multiplicidad m , entonces existe 4 € R tal
= 5 | m 1 i
£(x) < Ajx - ¢ para |z - ¢ < 1,

s § s ; : + , |
Ademis s1 f{x) es psd v existe AE R tal que f(x) < Alx -
para |x - ¢ <1 , entonces ¢ es un cero de f de multiplicidad
DemostraciOn: Supongamos gue ¢ es un cero de f de multiplicidad

~ ¢| < 1 entonces
d i d :
N a 5 ¢ I o <~ i1 1 1
fx) < lf(m)| = | £ ai\x ~ &) | B & iai;;x - ¢
i=m i=m
| i 1In
< max !ail(d -m+ 1)|{x - ¢] .

M

mul

]

. -

1=



Consideremos

0 < £(x) < &lx - c]
f(x) < Alx -

tenemos gque

2

I~

52
o
rt
0
M
n

¥

o
~

lo tanto

18

+

f(x) > 0 y supongamos que existe A € R tal qu

\ daf
v de =
dx

de multiplicidad

m , supongamos que la proposicibn es vA1lid

B

ara

he)

o8]
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Proposicidn 2.17. Sea f(x) € R[x] tal que f(x) >0 y f = hy +h

, 8T h, m, h.(x)

v

con h% € R|x]

| v
o

un cero de f de multiplicidad m entonces ¢ es un cerc de multi

plici-
dad m de h. o de h, .
1 2
Demostracidon: Como hl >0 ¥ h7 >0, ¢ debe ser un ceroc de hl v de
h, .
—
11 = 1 LRt 5 YE : + a
Usando la proposicidn 2.16 tenemos gque existe A4 € E tal gque
~ FoN | ;IT =
0 <h.(x) < £(x) < Alx - c| para |x - ¢ <1, j= 1,2 asi
Ho{x) | (T B | | 1 . ~ 3
b () < Ajx - ¢ para |x - ¢j <1, j= 1,2 , usando nuevamente la
proposicidn 2.16 se concluye que ¢ es un cero de h. (j =1,2) de mul-
tiplicidad >m . Como £ = h, + h_ , entonces al comparar coeficientes
- + e
tenemcs que ¢ debe tener multiplicidad m para hl o para h2 :
E
- G H / & 3 . .
Definicifn 2.18. Si p(X,s «-., %] € R{x,, ..., x| es un polinomio mno
2 z 4 1]
homogénec vy ¢ € B es un cero de p , diremos que ¢ es un cero de
orden m de p 81 vy sbic si
¢ N Yo y 1 ¢
PLAys wens % ) = E R N At . cee (X
- i+...+1 >m - h
1 b s
con afi iYER vy ofi i) #£0 para algln (i i)
i (“1° ceey o/ J bl Gl T “n’ gun {ls AL -Ln_;

pare  =1,Z2 .81 cE&R es



20

Proposicidn 2.19. Sean p?kxl, veny }«‘.F) = }‘({x,, «vvy X | un polinomio mo

i

: 5 n
homogéneo v ¢ € E un cerc de p , entonces C ec un cerc de orden m

de p siy sblo si pare todo r = 0,1,

~ X ~ I
L (¢) = 0 dond $ + - R
T —(c} = donde 1, ce. 1n=r y : —(e) # 0
1 ~
4 - I 1 b
ox vo. DX - L. T
n d}ll - v @ d}&n
o1 ol ( 2 1 . .
para aigun s e ,_!nf tal gue jl % v F 31‘ =m .

3 il
n p
f b v
p(x) = pley + Z {&. - ¢ .} =) 4

Y 1 i’ oOx.
5 ot 1
. n 2
1 - 4 e 3 2°p 5

y il b2 {y - C.W,{x, G c,J < {c)
20 s o g p1 i° Y3 i’ ox.eox

i,j=1 £ 1§

o1 = A Y7 3

4+ == b [X - C_) {LX_ = g ii\} - .}
3 3 e i ¥ N 34 A k’

1,3.k=1
10-[-"- ¥ = i’}:. = 3 o ~ o= (’ 3 T
nde I\}.‘ <oy K 3 £ = LCys o CD‘J s @81
d 1. i
‘ { y 7 v L r n
p(x} = = ali,s ey 3 Jix, - .} N T :
1 n/ V'l E i n’

bt
] l
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de este modo ¢ es un cero de orden m para p s&f y s8lo si

X

3 A —(c) = 0 YO<r<m-1, i + ...+ ip =1 y
o%. % ... 3x ©

1 n

R

2P (c) # 0 para algin (jl, eeey j_ ) tal que Jp et

Jl " Jn B n
ox .. OX

] n

0

Nota 2.20. Si  px;, ..., xn] & ﬁi[xl, § 53 xnl es un polinomio no homo-

génec psd y ¢ es un cero de p entonces plc) =0 vy éfl(c) = 0 pa-

ra todo i=1, ..., n dadc que ¢ es un minimo de p , luegoc c es un

cerc de p de ordemn > 2 .

. .- f r - 3
Proposicidn 2.21. Sean p[xl, oo xp} S Itlxl, we xr} un polinomic no
= 8 +!
homogéneo v ¢ € R un cero de orden m de p , entonces ¢ es un cerc
2z

de orden 2m de p

Demostracidn:

i
” ) o 1
R, L (5 o 3
P(Xs vees %) = . E;i . afifs ., 1D)Lxl ¢ .
1 L :’
in
e [X = € )
o n/
luego
3
2 r s N |
P [x-, 553 xn} = b2 Bli, s wwss Jn}tkl - C1J .
v VO 2 *
I < e ol
v7n
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r,

o i f . .
Proposicidn 2.22. Sean PiXs vees xp* € E“‘l’ ..., X! un polinomio no

i . n . .
homogéneo de grade d y ¢ € R un ceroc de p de orden m , entonces

z + 2 I
existe A€ R tal que p(x) < Alx - /™ para
{ n yl1/2
l . 1 2
hx —cl = | £ (x, - c.)" =
. i it
ti=1 /

- ; N . + i
AdemZs si p(x) es psé v existe A€ R tal que p(x) < Allx - cll

para llx = cll <1, entonces ¢ es un cero de p de orden > nm

Demostracidn: Supongamos que ¢ es un cero de orden m de p ¥

ix = cll « 1 entonces

i
‘ oY < s N o ]
BlE,s «ees knj = - &[11, ewwy 1) 1K, = :,} ¥ i
= i 4...+1 >m - - - *
1 ™
! 3
sas (X =€} L
n n
i i
! ‘f s Y o 571 { y Iy
< Z Ol sy 2o fi% = 8.} pas AR, = B F T
. ¥ t i k i n’ vVl 1- o n- !
i,Ff...41 >m
i ™
i, i
i & 3 | 3 L o
< = T2 | [, ‘réfgxl - B, | R -
e . i ¥ n
i+, ..+ >m " B
1 —
i 4., 41
P == Loy [ FES 5 1 1 o
< max . ED,‘_._E, c ey ;n";‘ P Ha - CL
{1, genayi | i.4...41 >
Llye 3 nj i LI!‘_
. oy f4 s ) ; | |
< max LI ET T 1n]; max tk(d -m+ Dllx - cll
g ¢ 50k m<k<é
(3500051 ) <k<,



Consideremos ahore p > C ¥y
~ E: 3n}
p(x) < Alx - cll” , entonces
cial de p (nota 2.20) por lo tantc ¢

asi si m= 2

proposicidn vale parz m

B \ ;IIH“ !
< Allx = cfl™ " para lix -

es trivial. Haremos induccidn sobre

v que existe

23

. +
gsupongamos gue existe A& € R

tal que

¢ es un cerc de p Y de cade derivada par-

es un cerc de p de orden > Z

m , Supongamos gue la

+
LER tal que 0 < p(x) <

< 1 entonces

< Allx - o ®ix - el <

0 < plx)

< Allx - usando la hipBtesis de induccifn tenemos gque ¢ es un cero
de orden >m de p , asi
i
il g 7 = < a3 SN 3 1
Hl\xl’ c ey o . ._-' L‘l, ey A"l‘l "-Xl x..é) .o
i 4+...41 =m
1 3l
i
s oo
ces X~ ¢ |
a! patg
. + {- b
es necesario probar que afl,, ..., 1_| = 0 parz todo 1, + .+ i o =m .
vl - 4 Tl
) _ k) P , ..
Parz cada 1 < k<n , sea %X =- ¢ = - donde 71(k) € R fijo ¥y
- - k K N ?
N € W, entonces
/2 ¢ 2o
i / P e r (n)
HIP cll = A ™ < 1
%
para K suficientemente grande
. &
d P \ I
3 { y rid) ... TN
0 <pfx., co., x} = Z b3 ali,, .., 3 | .
— 2L} n- i o bl o e
g=m i.+t...+1 =¢ N~
I o
P i i*1
I = 7 s . {1} v.. r(n) °
=— 2 z Gtiey wewy T | - .
K . L n- .g-m
N g=m 1E+‘..+1n=q N

denotandc por
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. i, i
é H ol
" ’ v r{l) o =, T ko)
G(N) = £ 2 a{:i, ey A —=- = (n)
g=m 1,+...+1 =g : ﬁq
i n o
se tilene
rn 5 }m+2/2
41 I r (k}j
i ; -
i = | m+1 k=1
0 < p{x_, ceiy W ] = — G(N) < Allx - ¢l = -
1 n o - m+1
N N
es decirt
( 5 yortl/2
b |
y-Y l\: T (k)|
k=1 J
0 < G(K) < 5
Por lo tanto
i, ir
E . [ - " p < 1 §
0 = lim G(N) = z cx{lz, 1n;ra1} ee. (D) (%)
N+ i.+...4+1 =no -
n
Notemos gue Ge acuerdo con le definicidn de Xk - Ck y Bi. ik = 0 enton-
ik
ces r(k) = 1 pare cuzalguier valor de r{(k) (imcluso el caso r(k) = 0)
El siguiente pasc seri encontrar valores adecuados parea r(k) , 1 <k <n
de modo gue usande la igualdacd (*} se obtenga gue los coeficientes
( 3 car nu ara a i. + -1 =
GiLl' v 1] sean nulos para cada L, feeeFi=m
Consideremos los siguientes casos:
£ -
ji si k= 3
a) Sea r(k} = donde 1 < j <mn fijo , entonces
[0 i k43
4 £ 5 \Ll n
(x) 0 = E uili’ oy .-Ln r(l; .. !{n)
i 4+...+1 =m -
1 n
B0y s suy D05 eesyd)

.



donde w aparece en el lugar j-&simo de la n-tupla

P .
ft si k= j
L , |
b} Sea (k) = 11 +t 81 k =8 sy t€ R, 1 <3j<n,
{0 en Otrc caso
1 <s <=n fijos, entonces
il i
(*y 0= b afi , ooy 1 17(L) cor T(n) ¥
P ‘U1 Ti?
1.+...+1 =m
1 n
i, iQ
= I @D, weey0,in0y weny 0,1,0, ..y O3t Ja+) ®

Notemos gue 1. =1, ..., m - 1

81 i. + is = m se obtienen m - 1 coeficientes
a0, ..., 0,i.,0, ..., 0,1 ,0, ..., 0) ¥ por lo tanto m - 1 poline-

mios £f£. . (t) =t “(l1 4+ t) ~ de gradc m . Probaremos que estos po-

Iinomics son linealmente independientes sobre R

-

Gegh. 1. "m~R§ I_* £, =1, ..., m -1 entonces
| -
. ; m-g, R
£, {(t) = fgtt} = t (I + &)"
.Lj s _S o
luego
g Toh + E £
£ () =P8 3 iﬁir&b” . T P
£ k=0 (¥ =0 L&)
m-1
Supongamos que agfa({> =0 con GB € R , esto implica
1=
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B

= () 2 2} mk 2
< a S s
2 o f (1) = o z h{it + 0, & et +a, Z [
pey P B k=0 ™/ “ k=0 LK) 3 ot
2 | 8] k=0
m-2 3 m-1 3
- -f fme1 1 -
+ .. ta , I f“fh“w R el ek
Wl pmpg ¥ T k=0 Lk
m-1 m-1 e S
o "L m-1 "o (k) m-2 T (k)
= t L &.R'.*t 2 ‘11ia,k+t 2 dgl ¥ oess
k=1 k=1 L k=2 K
m-1 e
Z ik
+ ¢ = +ta ., =0
= 5 lm-2 1%k m-1
k=m-2 * 4
Factorizando por t se tilene
m-1 ok m-1 .
m-1 m-2 Tkl y ¢ |
g B oy @ T Ma +.0+t 2 [ Ble +0
Bl % o w2 % T G-l
k=1 k=1 \/ k=m-Z2 /
haciendo t =03 a . =0 inductivamente @o_, =0 . = ...
G 1 g | m-2
” =
= e = U
o, = o4
Por lo tanto afll0, sa., 0,1.58, i:x, C‘,iS.C- ey 0) = 0 si
13
i.4+ i1 =m para tode 1 <i.<n, l<i <n.
i s - =3 = = B =
c) Sea
([t k= 5§
t k=8 )
r{k}=ji ; te€ER, 1<j<n,
il +t k=24
l
(0 en otroc caso
1<s<n, 1<X<n fijos, entonces



(*) Q= z Gkil, .oy
i 4., .41 =m
1
= b 80, wwey By
i.+1i +i,=m
i s 4
Tenemos m - 1 polinomios £, .
3.¥d
3

=m se tiene a0, ..., O,ii,O, . O,iS,O, w051
-t
si i. =1, a0, <¢¢.y, 0,1.,0, ..., 0,1 ,0, ..., 0,1
J & J ’
4 ~E{0 1 < b 5 i =
ks ey 0,15,0, e *j’G’ s BB d'li’c‘ s B) =
Haciendc sustituciones similares para r(k) tenemos que
By ooy OuFei0h sy Ol 08 wany Byl woey 0O =
j 3 £
a0, ..., G,iﬂ,O, Cees G,is,65 cees G,iﬁ,c,,‘.., Q) +
+ 00, ...y 0,3 ,0, ooy 0,3 ,0, .00y O,ii,e, R )
‘E -
GC0: swwan Bsduels sous O,iC,O, wo & D,iE,D, sy O) =
3 s
a0, +..y 0,1.,0, ..., 0,1i ,0, ..., &,iF,G, ey Q) 4+
3 s “
+ {0, «s55 053505 wons U,iﬁ,ﬁ, o G,LS,O, wwnry )
Por lo tanto se deduce que
a0, ...y 0,1.,0, ..., G,iS,O, e O,iE,Q, Cens
o
si 1.+ i 4+ i, =m para todo 1 < i, <n , 1 <i
i s £ =73 = - s
1l 8 35 € 8

]
i.+1
5t
t - (1 + t)
i.+i
3 s
() = ¢t - (1 +

m

de grado
+ 1 + 1
vees 0) =
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Inductivamente se puede probar

- - f .
gue cada coeficiente 0{11, £ iy
es nulo para ik + ...+ ik =m con 1l <p<mn y 1 f,ki LW w
< s 3
O
Proposicidn 2.23. Sea p{xl, ey xﬂ} € Hl{xi, cany Xr] un pelinomic no
homogéneo tal que p >0 y p = h, + h, con
5. @ \6 T 1 +
hjo}, vees X Bﬁgxl, s XL, g nj >m, h >0
-
J
. . : n . ; ;
para j = 1,2 . 51 c € R es un cerc de corden m de p entonces ¢
es un cerc dée orden nm de hl o de h, .
i
Demostracidn: Como hl >0 vy hz >0, ¢ debe ser un ceroc de h

. . Usando la proposiciln 2.22 tenemos

O<h, () <px)<alx-d”

4 i n
- \ $lo 1 s

luego n%(xg < Allx - cf

Usando nuevamentse la

m parz h.
-

"

|
(]
oot
M
Q
5]
8]
el
it
ju g
'S
o

cientes se concluve

Lt
m
Nel
[
m
(@]

debe ser un cero de orden m para h., ©

48]

Definicidn 2.24. Sea Fl(x

s — [ v p
2o xn} & HiLxl, il xn} una forma de gra-
. n . , . :
de d, c€R un cerc de F tal que 4 $# 0 pars algiin i = 1, +sus D
diremos que ¢ es un cero de orden m de lz form= F

s y sdlo si



{ A
e . - gt -
= s 1-1 i+i o) n-1
L » s cony — ER
1C. c. ol c.}
1 1 1 1

es un cero de orden m <del polinomio p[xl, ey XL g ga eees xn} =
= F(xl, ciny xi-""xi+" ey Xn}
4
. n .
Nota 2.25. Si ¢ € R es un cerc de F , existe por lo mencs un valor de
i, tal que c; # 0 pues (0,0, .... 0) & z(F) .
AdemZs se puede suponer gue c, = 1l vz que si c¢c. =2 #0
s
1) (e, . ,
Fls el = (5] Fle) 0 , de este modo
A ) “’5
P =
ple) = Flegs vvvs Ci—"l’ci+?’ e cn} = 0 .
Proposicidn 2.26. La definicidn 2.24 es independiente de lz eleccidn de
c. .
Demostracidn: Sean F{x}, T xnj e ﬁi{xl, A xn} una forma de grado
5 I '“}EEE . e B . 2 _as a4 E TS
d ¥y = 1C5Chs sens = un cero de F . Sin pérdida de genmerali-
dad supongamos que c, ¥ 0 ¥ c, #0 .
g4 oflx .x - ) = Fll.x . % - )
Si PlXssdgs cvny ¥ Flloxga®g voey %
. c | = FF i ;)
y giEpsxgs cees X ) T FlxLxg, o, %
3
e, = e
entonces ¢ = |~5—, -~ , ..., —| es un cerc de p
&4 o c
1 1 1
rd |
e, c ok
= |1 3 n
¥ c = kf—-, . 8§ rvem e es un cero de g .
& o
2 2 2
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Definiciones.

llama extremal en % s8I v sflo si

donde A.

conijunto de formas extremales

m par pod

denotarin lz unidn

)

. m} respectivamente.
L8}

Usande estas notaciones podemcs

te de extremalidad.

34

3.1. Denotemos por fg uno de los conos P

es un nimerc real no

& ez una forms de

& , en forma si-

los conjuntos

definicidn equivalen



Definicidn 3.2. Sean F v G

es mavor o igual que G

ce que F es estr

F-GC€X vUi{o0}

35

3 formzs er ©

variables, se dice que F

(F > G) sfvysblosi F

ictamente mavor gque G (F »C¢) sI y sBlo si
particular F y G deben tener el mismo grado.

a) FEE(P) siysdlosi F>6>0=06=2rF, Xe€E}0,1]
b) FEE(X) sfiysblosi F»G>»0>6=)_F, X€][0,1]
Demostraciodon: a) Sean F,G € P tales gue T > G > 0 , entonces
1,10 o ==
H=F-GEP U {0}, asT F=G+E con GHEP v {0} , como
n,T n,m
o e 3 , % s
F € EIF | se tiene que G = AF con A € [0,1] .
Vn,m/
Supongamos ahora que F =G+ H con G,HEP p entonces F-¢=
s
=HBETF m U {0} , por lo tanto F >G>0, luego G = AF con X € [0,1]
il I
v H=TF-C¢= (1l - 3)F . De este mode F € E(?) .
b) AnZlogo
Existencia de formas extremales.
Sabemos que P contiene propiamente a peara m >4 & n >3 vy
n,m n,m — — 2
(n,m) # (3,4) . 8i ademZs consideramos que L. ©S Un cono convexo cerrg
ls -

do, usando algunos

{13]), tenemos que

tremales, por lc tanto debe existir

resultados de anZlisis convexc (Rockafeller, pig. 167,

=

toda forme F E P

=

FEP -z
n,m

es una sumz finita de formas ex-

extremal.



Probaremos que las formas
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g 6 2 4 2 & 2 22 2
S(X,y,2) = xy +yz +zx -3xyz
4 2 2 2.2 27
M{x,y,z) =2 +xy +%xy -3xyz
6 & 222 ;2 L 4 2
y R{x,v,2) =% +y +2 +3xyz2 ~(xy +xy +yz +
4 2 4 2 4
+xz +2x +zv)
. , 5 4 22 22 . 722 ,
son extremales en P, 6 7Y Q(x,v,z,w) =w 4+ xv +vz + 2z x - &4xyzw
~y
es extremz]l en P, .
4,4
21 r 3 21 ‘ N
DA - shto - c TP 1 . 0O E FIP | P T oo
Por lo tanto X, s t\r3,6+2i; y kl g€ K‘Q,A+le , ademas
si se considera unz formaz en n variables como unz forma en © + 3 va -
L F r‘D 3 c { i
riables se obtiene EIT | Eip .. | .
n,m Votj,m
: P 2 4 2 &
Teoremz 3.4. Sea F € ?3 6 tal gue no contiene términcs em X'y , ¥V z
*
Z & o S g s .
z°x , ademds z(S) C z(F) . Entonces F = oS parz algin o € R.
Demostracidn: Recordemos gque
{S) = 1Elad=d}, \lsﬁig}a (a*lso)s {Q,C,:{), (i,l,}.), <_}}isi:"t (ly'lyl}:
EF € P, 6 luege debe contener 28 monomios de los cuales se puede eliminar
e
= I Pt : — - = s 6 6 é
algunos de la siguiente manera: F no contiene términos em X , ¥ , 2
puesto que se anula en los vectores unitarios.
s o & 5 5 3 5 5
F no contiene términos em Xy , X £ , VX , Y 2 , 2 X , 2y puestc gue
¥ es psd .
e 2 T 2 4 2 4 24
Por hipbdtesis ne hay términos en Xy , ¥y 2z , T X .



Si escribimos F como un polinomio en X se cbtiene

\ i, 3 3 . 2 .
F(x,y,2z) = x (ay” + byz) + x (cy” + dy'z + ...) + ...

L

Comc el coeficiente de X  debe ser no negativo se concluye que b =0,

andlogamente escribiendo F como polinomio em y o© en z se eliminan

T 4 4 4 . .
los términos en X yz , Vv 2x , 2 %y . De esta manerz podemos expresar
L2 3 3 2 3 \
F(x,y,2) = ax y~ + cx'y~ + z(dy'x” + ...} , entonces 0 < F(x,y,0) =

= x“y“(ax” + cxy) de aqui ¢ = 0 ; con lo cual eliminamos los términos

Hemos eliminade 18 té€rminos, por lo tanto ¥ se expresa como
» o8

~ ~ " o

2 9 2 5 3 2 } 2 5
< i 5 ~ = = e o & < P . 4
F=F'"+2xye00y =+ x"27) + yozx(ue” +9'x") + 2 =y(nx” + n'y ) ,

donde

4 2 L 4 2 4 2 o2 2 2
Fl=gxy + By z +vzx - 3EXxYyz .
Definamos en P, 6 las formas
f+(xs3?} = F{X,y,%y)
por lo tanto
. Z & 3

¢ - i o ¥ 2 2
f (x,y) =vlax + (zp' +mx"y+ {y - 3¢ 2 (A + ATy 4
b b, = J ]

£+ RS 4 8y )

I~

Por hipbtesis z(S) C z(F) 1lo que implica £ (1,0) = £ (1,%1) =0 , en-

- 2
tonces f+ es divisible por y(x =~ yz} , como £, >0



en forma similar

Comparando estas

tiene:

Con estos resultados

entonces

considerandc el punto

nemos

3€

S B 2.2 2.2
t+(>~.}) ay (x -y con & >0
2.2 2.2
f (x,y) =a vy x" -y7) con a_ >0 .
expresiones con la ecuacidn obtenida para £ .(x,¥) , se
tp' +n=0 luego 1 =0=y’
tu+n'" =0 luege 1n' = 0=y
axg =8 =f
y =32 (A+2") =-20 luego XA+ X' =0 ¥y entonces =i = }'
4 2 & 2 "
F(x,¥,2) = ax ¥y + ay 22 + vz x° - Jaxzyzzz + Ax2y32 - szzay

Z

Lo g (o B
M |

r-|
1

o }Q-’
gl b
|

ar
14

n

9F Ly =
£5(@) = 32

4 3
= 20x v + 4ovz

4
2y z + hyzjx

-

-

2

32 . b 2
4ax"y" 4+ 2yz x - 6exy

-

Z

- bex vz

-~

"

+ 2Axy3z - 2kx23y

- L. 2
+ 33Xy 2z - Ax 2

_ 6sx‘y‘z & Ax2y3

-

5
- 3kxzz‘y

a=(1,1,1) € z(S) C z(F) seglin la nota 2.20 te-



5(1,1,1) = 4o + 2y - 6c = 0
ox
oF
8}-(1’1’1) = b - 6 + 2) = 0
oF _
Er(i,l,l) =20+ 4y - 6 - 2X =0
&
Resolviendo este sistema, obtenemos X = 0 Yy o=t =y , asj
5 L 2 4 2 42 2 2 9
F(x,v,2) =a(xy " 4+ vz + 2 - 3x‘y z7)
= 0S(x,y,2z) .
Corolario 3.5.
4 2 4 2 4 2 222 .
S{(x,y,2) = xy + v 2" + 2z x° - 3x y‘z‘ = E|P, 6} .
2
Demostracidn: Supongamos que S =F, + F. con F. € P g
1 2 - 1 3,6
tonces cade cerc de S es un cerc de Fi » POT lo tantc F. n
s o 6 6 6 5 5
términos en X ,y , z , tampocoen Xy , Xz , y°x , ¥ 2 ,
puesto que F, > 0
- o Lz 4§ 2
Supongamos gque Fl contlene términos en x z° , v x
con coeficientes a,b y ¢ respectivamente. Escribiendo Pl

nomic en

Pl(x,y,z) = xé(az2 + ay2 + a'yz) + xs(...) +

como PE(X,G,l) >0

c >0,

X , se tiene que

¥ x € R, obtenemos

. s w

a > 0 . AnZlogamente

1,2 , en-

contiene

como poli-

b>0 vy
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Si consideramos ?z(x,}*,z) de la misma manera, tenemcs gue

-a>0, -b>0 v =-c>0, luegc a=D5b=c=0. Entonces Fi no con-

; ; & 2 2 4 2 & 4
tiene términos en xz , xv , y 2z , de acuerdc con el teorema 3.4

O
Teorema 3.6. Consideremos la forma de Motzkin
& FAER | Lo T | 7 9 9
] - d = =
M(x,v,2z) =2 +xy +xy -3xyz €FP
3.6
% " 4 2 L& 2 2 4
y supongamos que r & PB 6 no contlene terminos € X z , Yy 2, X Z
3
Z 4 G q
v’z , ademds F se anule scbre

Z{H) = {{13020)7 (0,150}: (1,1,1), (_lil!ljﬁ (l,-l,l}, <1:l:'1}}

Entonces F = oM para algn o € R. En particular M€ E{P

o
1
|
/

346
Teorema 3.7. Consideremos la forma
s L 22 2 2 2 2
Q(x,v,2,W) =w +xXxy +yz +2zx - bxyzw
- 2 2 22 2 2
v supongamos que F € P, no contiene TErmings en X W 7

Entonces F = gQ pare algin o € R . En particular Q € E{? :} F

4,4



las demostraciones de estos dos {iltimos teoremas son anflogas &

demostracidn del tecremz 3.4.

[
™

Sin embargo es interesante observar que conociendo la extremali-
dad de § se puede concluir que M y Q son extremales. Este hecho que

dari comprobade en los dos siguientes teoremas.
I g

- I * {
Teorema 3.8. Si 8 € E{P, | entonces ME E{P, .| .
3,6 3,67
2 3
Demcstracibn: Es facil verificar gque
2 L 2
M(x",vz,xz) = x 2z S(x,v,2)
Supongamos que M =F + G con F,GEP

a6 2 entonces

’ "

b )
4 <, o P o B &
x z°8(x,vy,2) = M(x",yz,xz) = F(x",yz,xz) + G(x ,yz,%2)

D

Q 5 =
S{x,v,z) € E\F |
37y / L 3,6
2 )
luego x z 8(x,v,z) € E{P, ,,]
= V3,12
3
por lo tante
~ A
F(x ,yz,xz) = oM(x ,yz,xz) para a2lgin o € R.

g . & .
% F(x,y.z) = ax M(x,y.,z) , cancelande x se tiene F = Q¥

{:‘

Teoremz 3.9. 81 ME E(P_



-
Demostracion:

~

2. . %
z M(xX,v,2)

Supongamos gue

Q{vz,¥z,®xy,2

Es facil verificar que

z\
4/

Q{}"-s-}'s“aw) = P(X,}",Z,W) + G(X,'}.‘,Z,W}

con F,GEP , entonces
4,4
2 2 2 2
z°M(x,v,2) = Q(yz,x2,Xy,z ) = F(yz,xz,%v,2z ) + G(yz,xz,%xy,z") .
{ aCE*fP } @ ZV;, o \Erfp 3 1 &
Como M(x,¥,2) = B 3,6 se tiene gque z Mix,v,z; ElF, 8} , luego
ey
2 2

F(yz,xz,xy,z ) = oQ(yz,xz,Xy,2 ) Ppars algln o € R &

F(y,x,xy / z,2) = aQ(y,x,xy/ z,z} .

En la penGltima ecuacidn el miembrc derecheo contiene el té&rmino

5 - - = é"
gz , también se puede pensar que o e&s &l coeficiente de W en
F(x,v,z,w) .

Consideremos la forma K = F - aQ , entonces H(y,x,xy/z,z) =0
e AoraT { s - 3 Isaricaihle - iz . T L 9 A
es decir H(y,x,w,z) es divisible por wz xv o bien H(x,v,z,w) es
divisible por zw - xy . Por simetria se tiene que H(x,y,z,w) también
es divisible por XxXw - ¥Z V¥ por yw - ZX , pOT lo tanto gr H > 6 , como
E debe tener grado 4 se concluye que H es idénticamente cero y luego
F=0aQ .

]



La siguiente tarea serZ mostrar que la formz de Robinson

2 4
R(x,v,z) = x6 + y6 + 26 + 3x y222 - (xayz + xzy + y“zz + x422 +

+ z&xz + szZJ

es extremal. Para esto seri necesario conocer su conjunto de ceros
z{®) = {1(0,2L,1Y, (1,0,51), (21,1,0), (3,1,1), (=1,3,1),
(l,"l,l}, (}-:l:-l)}

el que ha sido determinado por Robinson 1973, pdg. 273, [12].

Definicidn 3.10. Una forma F € Pn w BB llamz par si y sOlo si todos los
b4
exponentes que aparecen en sus términos con coeficientes no nulos son pa-

res.

lLema 3.11. Sea F € P 6 unz forma par, que se anula sobre z(R) . Enton

L
ces F =qaK , para algin o € R .

Demostracidn: F € P3 g €S une forma par, luego se expresa de la siguien-
3

te manera:

N
[
2

r~

*+uys o+ yzz4 + n3224 +n'zx

Como F es psd las derivadas parciales se anulan sobre z(R), en parti-

cular

aF = §£ = “I: =
E;{l,l,l) = 0 Bx(l,l,C) 0 EEﬁl,O,I) =0
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SF oF oF i
LI =0 55 (1,1,0) = 0 250,1,1) = 0
_.BF 1 1 = .a_F. = ay Vo=

az(z,i,l) = 0 B2(1,0,1) 0 az(0,1,1, ¢

Estas ecuaciones son linealmente independientes vy la sclucidn nos muestra

gque F = @R
O
Lema 3.12. S1 F € P3 6 se anula sobre z(R) . Entonces
2 9
F(x,x,z) = az" (" - 22)2 .
- 2
en forma anZloge F(x,v,x) = byz(x - y2)2 , etc.
Demostracidn: Sea f£(x,z) = F(x,x,z) , entonces
£(1,0) = F(1,1,0) = 0O
f(l,2z1) = F(1,1,#1) = O
. 2 2
luego f(x,2) es divisible por z(x" -y ) ycomo £ > 0 se tiene que
.
F(x,x%,2z) = £(x,2) = az"(x2 - \2}2
O

Lema 3.13, Si F se anula sobre z(R) y F = Io + vzF donde

EP
" 3,6 1

FO,FJ son formas pares. Entonces F1 =0
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Demostracibn: F(x,y,z) = FO(K.F,Z) + nyl(st-Z)

luego - F(x,y,-2z) = }-o(x’y’z) o }'ZF.I(X,}’,Z)
entonces F(x,y,2) = F(x,y,-2) = 2yzF, (x,y,2) (%)

segin el lems 3.12
F(x,x,z) = F(x,x,-z)
luego szfl(x,x,z} =0,

entonces ?1 es divisible por x -y y por x+y (F

-

oy
=
O

|

es parj. An

-
4

gamente F. es divisible por x 2 z y por lo tantc podemos

2 2
F (6,3,2) = 667 - y) (&% - 29)

’ »

usando la ecuacidn (*) y dado que (0,1,1), (0,1,-1) € z(R) C z(F} se

tiene gue

2?1(0,1,1) = F(O,lsl) = }—(Osl:-l) =0

3

estec implica & = 0 es decir Pl =0 .

Teorema 3.14, Si F € P3 6 se anuls sobre z(R)
 J

. Entonces F = aR para

algn a € R . En particular R € E(P3 6)
3

Demostracidn: F se puede expresar de la siguiente manera:

f = ¥ - o i i ] =
F FO + }zFl + szz X}PS con Fi forma par, 1 O dig 23 -
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Sea G(x,v,z) = F(x,y,z) + F(-x,y,z) , entonces G = ZFO + yz'Fl € P3 6

y se anula sobre Z(R)

6(0,21,1)

F(0,21,1) + F(0,21,1) = 0O

G(1,0,21) F(1,0,%1) + F(-1,0,%1) = O

G(£1,1,0)

F(+1,1,0) + F(*1,1,0) = O
G¢1,1,1) = F(1,1,1) + F(-1,1,1) =0

G(-l,l,l)

n

F(-1,1,1) + F(1,1,1) = O

G(1,-1,1)

¥LL,~1,1) % Fi-1,~1,1)

"
o

G(1,1.-1)

F(1,1,-1) + F(-1,1,-1) = O

Luego por el lema 3.13, Fi =0 .

En forma similar tenemos que F, =F_ =0, asi F = PD es decir es uns

2 3
forma par gque se anula sobre 2Z(R) 1luego segin el lems 3.11, F =

Lz extremalidad de R es trivizl, dacdc que si R = FI % P

1
AS

F.€P 6 entonces Z(R) C Z(F;} , luego Fi = QiR .

Envolvente de una forma.

b
Definicidn 3.15. Sea p[xl, ey xn] =z . ' Una forma de grado

con a. ¥ 0 y los r. son n-tuplas distintas.

Llamaremos: Envolvente de p a la envolvente convexa de los r.

n - .
derados como vectores en R pertenecientes al hiperplanc

aR .

con

s

, consi-
i
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¥y + by + ...+ b= E Se denota por c(p)

Referencia de p &l conjunto de puntos pertenecientes & c(p)

; . n.
cuyas coordenadas son enteros (puntos del reticulade Z ') . Se denotaz por

Pr(p) . Luegco Fr(p) = c(py N 2",

Referencia reducida de p al conjunto de puntos pertenecientes

2 c(p) cuyas coordenadas son enteros pares. Se denota por 2R(p)

. . . n
R(p) es el conjuntc de puntos de Z en cip) .

P -

Punto extremo de c(p) al punte e € c(p) que satisface la si-

guiente propiedad: si u,v€ c(p) y Au+ (1l - ))v = e para algin

) T
0 <A <1 entonces u=v=e.El conjunto de puntos extremos de c(p)
se denotz por E{p)
Es clarc que E(p) g_{ri}i y E(p) C Fr(p} .
T
Lema 3.16. Sea p = Z &% una formsa, entonces:
a) c{p) esta contenidz en el semiespacic beu = blul + ... +bu <
non-—

. I ., -d [ v s . . .
81 y sblo si 1lim |t 'p(t)| < para cualquier sustitucidn

oo
b, ©

X. = g.t < .

J J
b) c{p’) = 2c(p) para cualquier forma p
c) Si p es psd vy r., € E(p) entonces a; > 0 y r. es un vec-

tor par.
Demostracibn: a)bSean b = [bl, vy bn) y &= [Cl’ .iss Cn) v la susti-

tucidn xj = cjt ] entonces



LE

p(t) = L a.c 't

come T, € c(p) se tiene que ber. < d es decir b'ri - d <0 1luego

- r. b-ri*d
t p(t) =2 e c *k

es acotado si t = o

& -d
Reciprocamente, supongamos que t p(t) es acotado vy c(p) no

- . . . . ; o
est2 contenido en el semiespacio b*u < d , entonces deben existir puntos

Tys eees T tales gue bvrﬁ >d para j =1, ..., s . (51 suponemos que
b-ri < d ¥ r. , entonces como cada x € c(p) se expresa x = I kir.
- i
con A. >0 y Z A. =1, tenemos que bex =Z A.b.er. <2 r.d=4d 1lo
i = i id i i

cual es unz contradiccidn).

Asi ber. = d. >d > ber. con 1
i i - 1

d. = max {d;} entonces

i
L
| A
n
-
(=N
\
0
w
I
(1]

luego

como
+ =G
@ | t ] k ! -
|t p(t)] > |t p(t)| ei £ 1

= -4 T
{ lim t dp(t)i> lim |t kp(t)i=ia c kl

dado que ak # 0 y ¢ es cualquiera tenemos una contradiccidn.



b) Un conjuntoc convexo cerradc en

En es lz

semiespacios cerrados gue 1o contienen.

que

Sesa

p(t)

¥
4

b*r

L

| v

¢

Denotemos por

clp

3

ro

St

m
~+
L.

luego

coordenada de T

S
b,
M
b.d
s E}FQ
1§s) Ly
P /= b
M
b,d
-g
lim |t
— OO
&
b,d
c(p)CS,
SOl
p es
b*r. para
q
, con Ei
0 < im
e
es par

ot o

"

Pt
[N

(teorema de separacidn

y entonces
t—‘;OC
Tr.
_ 1
& a‘.E s+ PCT
i

es extremal, elijamos

(=

49

interseccidn de todos los

b.2d

. n

b € tal
COnVexos).
pues

> 0 vy toda

[l
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Teorema 3.17. Sean F y G formas psd , entonces:

"
¢ 1 ) 2
ckh_} E.?’C(E} si F=2Zh,
X J
Demostracidn: Si H = F + G entonces 0 < F(x) < H(x) . Por lo tanto
1z - M : . - cmGr 3 3 11 3 1
iim t E(t) < dimplica lim t F(t) < ® , de acuerdo comn el .iema 3.16,
tenemos que cualquier semiespacic que contenga & ¢(F + G) contiene a
¢(F) , tomando la interseccidn de tales semiespacios se obtiene

- _ 2 fo ’

Si F=2ZIh, entonces 2c(h.| = c{F) -
i
J j

Corolario 3.18. Sean F y G formas psd , entonces

F_(£) CF_(F+6)

T

£ 1 Py ; =
¥ ih.i €= F (F) s1 F=24h. .
rV3+ =2 "x 3

Aplicaciones.

Consideremos la forma

; 4 2
S(x,y,2) = x&y2 + y422 +zx - 3xzy z

"
Lol

segin las notaciones anteriores &, = a, = a; = 1, a, = -3,
-



Para la construccidn de Fr(S) podemos pensar en los Tr. Pproyec
i i
tados en el planc XY , ya que la tercera coordenadaz queda determinada

- - 5 Y p 2 . ¥
porque S es homogénea de grado 6. La Fig. 1 representas una '"proyeccion"

de F {§) y de F_ {8
r r

2
s

Y 1 Y

S

(0,4)% -
©.2

. A

(2,0 X (1.0 ' X

£1o1,40, €2,1,0%0 .

Veamos algunas aplicaciones del teorema 3.17

-

o . Y~
Supongamos que S = X h. entonces Er{hig =

1o | e

FI(S} , luego h_ se

expresa de la siguiente manera:

2 2 2
hi(x,y,z} = aix v + biy z + Ciz x + dixyz



"!"7’7 2
i - & & P .
por lo tanto el término X y z gque aparece en < h. debe tener coefi
ok:
4 v 42 4 I > 5 o
ciente & d. > 0, lo cual es una contradiccidn. (Ver proposicifn 1.4).
5 -
" & o 3
b) S € E\P, !
: 3,60
Supongamos que S =F + (G con F y G en P3 ¢ » entonces
2
F (Fy C F (8) , luegoc T se express de la sigulente manera:
T =" =
5 - s 2 2 3 3.2 L L2 4 VA
F{x,vy,2) = B.yvyz + b xy 2  +b.xyv’z +bx 2z +b xvyz +
ES =
B i 3 4 5,
2 2 2 2 3 3 3 2 4 2
L L L £ 3 - 4
bxyz +bxyz+bxyz +bxyz+b Xv
6 7 & - g - 1 J
, . .. 24 2 4 2 4 - .
Dado que F no contiene términcs en ¥ v , ¥ z , z x v ademds cade
cero de & es un cerc de T , podemos aplicar el tecreme 3.4 y concluir
. P - -
que F = S pare alghn o € R .
Nota 3.19 El mismo resultadc se puede obtener usando le nota 2.20; resol
Y il ’ ; a3 oF
viendo el sistemz de 9 ecuaciones v 10 incbgnitas —{z) = 0 , parz ca
3%,
a € (%) La solucidn es b, = b, = b, b. =b.=%bt_=5b_=%b_ =75
(8] ki - e’ 2 3 5 7 8 5
=0 b, = -3b or lo nto
Yoo 5 Jth’? 10 ta
; " . 2 2 4 2 2.2 2
F(x,v,2) = b (xy +y2°+2zx" - 3x"y2") = b, 5.
10 10
Nota 3.20. Consideremos 1z formz de Rebinson
. 6 6 2 2 4 2
R(x,v,z) x +v +z +3x vz -(xv +xv +vz +
n o o
2 : 4 2,
Tz i 2w )
El conjunto Pr(R) contiene exactamente 28 puntos, de modo que
si R=F+G con F,G en P , los té€rmincs posibles pars una tal

3,6

-

m



F son 28. Vemos entonces que en este caso el teoremz 3.17 no ayuda a eli-

minar t&rminos.

Sin embargo lsz extremzlidad de R se puede establecer resclvien-

. 3 oF , .
do el sistema E;—{a; =0, ¥V a€z(R) que constz de 30 ecuaciones v 28

Sl
incognitas.
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Comparacidn de los conjuntos E

~

P ,‘ Y E

Teoremz 4.1. Sean F y € formas psd tzles que FG € E(P) entonces

G € E(P)
Demostracidm: Supongamos que G > G' > 0, como F > 0 tenemos que

FG € E(P) 1luego FG' = AFG para algln » € R , por lo tanto

Nota 4.2. El reciproce del teorema no es vilido. Por ejemplo si considera-

mos las formas

o 5
F = 8(x,y,2) =3y +vz + z4x2 - 3x2y‘zé € EfP3 6}
]
4 2 4 2 2
G=S8(z,¥,x) =z ¥y +yx"+x2z° -3x vz € E[PB 6}
3



entonces

- -~ ~

p 2 P pa 2
FG = {yz(x” = y7)(x" - 27)]" + [ax(y" - 2T)(vy" - x%)

2 2 2 g 2 N
-~ [xy{zé -xET -y Elp, .} .

Mm

5 9
Corolarioc &.3. Si (FG)Z E(P) entonces F~ € E(P) .

Teorema 4.4. Sean

[en]
w4
-

o= 2
I formas tales que GH”™ € E(L) entonces

Demcstracibn: BastarZ probar el teorema para H irreducible, puestc que

b

con E. irreducible, entonces

wn
(=
4 i
1
]
fa ]

]
& o
L]
[
jus]

Ez_gﬂz € E(D)

1 n-1ln

implica que

" -

2 L2 ~ =

GLLl ... H € E(D)
=i

a

luege haciendo induccidn sobre ©n  se pruebz el tecrema.

Si GH € E(X) e

. F - -
1itonces GH = L , para alguna forma L , como

H es irreducible debe ser factor de L es decir L = HS

g _ .2

forma S , por lo tanto L° = H°S® , luego G =S € X

J
L]

Usando el mismo argumento del teoreme 4.1 se obtiene que

J



2 2 “
Corolario &.5. 81 (FG)” € E(Z) entonces F° € E(Z) .
Teoremz 4.6. S1i G es una forma psd v KB wuns forma puramente indefini-
N B e i e . P A
da, entonces G € E(P) sI y sBlo si GH € E(P) .
2
Demostracibn: Si GE” € E(P) por el teorema 4.1, G € E(P)
Supongamos ahora que G € E(P) , basts demostrar el tecrema para
B irreducible e indefinida, en otro casc se ¢obtiene el resultado inducti-
vamente,
2
-~ - PP 4
Sez L wuna formz no cero tal gue GH™ > L > 0 , entonces
F11y (= ¢71 T4 =1 3 + bt 2 = - A T
z(B) € z(L) Aplicando la nota 2.4 se tiene que H divide a2 L1 , luego
- N .2 2 .2
existe una forme T psd tel que L = KT por lo tanto GH > TH > ©
yasi G>T>0 . Comoc GE E(P) se tiene que T = AG para alghn
.- . . i 2 .
A= R De este mode L = B'T = AH'G 1lo cual pruebz el tecrema.
O
Teoremz 4.7. 81 G es une forme psé v H una forms puramente indefind
TR~ - - . 2 5 e
da, entonces G € E(Z) si y sdlo si GH € E(Z) .
i I . ; e e
Demostracibn: Si CGE™ € E(Z) por el teoremz 4.4, G € E(Z) .
Supongamos ahora que G € E(Z) , al igual que el teorema anterior
bastari demostrar para H irreducible e indefinida.
2
Sez L wuna formz no cerc tal gue GH » L » 0 , entonces
2 . il - .
L=M + ...+ Mr con ME’ veey Mr formas del mismc grado. Ademas
!

z(B) € 2(L) € Z[Mi) para tode 1 < i <r , po

5¢

r la nota 2.4 se tieme gque



"]
- - - okt 3
M. = HN., pare algunas formas hi , luego L1 = H'T , donde
1 i
2 2
T=N +...+N €2,

’2 £ Z Z 1 ZA- .qu - "
GE” - L € 2 entonces GH -1 = Sl SETTEL SN con § formas del mis-
mo grado, ademids Z(B) C 2[8;} pare tede I < i < k , luego Si = HR.

— i -7 - i i
7 5
para algunas formas R, , y por lo tantec GH - L=EHKWR con RE€ I, en-
-
tonces
2 2 2 2

Comoc G € E(X) se tiene que T = AG para algin X € [ 0,1]

,2 i s 2 .
por lo tante L = AB'G esto implica que HG € E(I)

Lol
e
m
w
-
£
]
[
(8]
f
o
m
(a9
L)
=]
™
C
5]
tp]
m
w
O
0
S
o
(]
o]
lal
e
m
Lan]

.
[

Demostracidn: Supongamos que F # *G . Distingamos tres casos
Caso 1: F - G es semidefimids
" i
Por hipbtesis 0 <H=F -G =(F-G((F +6G) ,si F-G<O

entonces F + G < 0 luego (F - G

R
+
P
v
+
]
S

= 2F < 0 1lo cual

es una contradiccifn, puesto que FE€ P . Por lo tanto F - G > 0

y F4G>0, como




Caso 2:

Caso 3:

; T+ G F -G
entonces Be tiene que v

F - G es indefinida irreducible.

2

5¢&

Por hipdtesis H = F* -G > 0 ademds z(F - G) € Z(}'Z - Gz)

luego por la note 2.4 se tiene que (F
F-G/F+ G, es decir F - G = af(F + G) con

tanto G = 0+ o) v G = AF con A =

F - G es indefinida reducible.

a
1 Olr

Supongamos que F - G = Pl Eww Pr , con Pi

todo i=1, ..., n , entonces existen P

dos con ik,e {1, ..., r} , tales que F -G =

donde T es una forme definida.

(1 -0). 2 2 1

irreducible para

§ & sl Pi indefini-

Si todo o, es par entonces F - G es definida, luego debe

k
existir uua forma P irreducible indefinida y
F-G=70Q y B
que L ¥ By -
Entonces Z(Pa) C Z(F - G) E‘:(Fz - G‘)

s 2

g impar, tal

BE=TF -¢ >0 1luego podemos aplicar la nota 2.4, asi

p2e 52 _ ¢t

o
= F - + =
Comoc P Q G ¥ %{Q tenemos gque g/F £ G



Luege F+G=PR y F~-G=PS donde R ¥y & son formas.

Sumando y restando ambas expresiones se tiene que 2F = P(R + 8)

y 26 = P(R - §)

2 .
Entonces P divide 2 F opuesto que F es psd , de este modo

F=7 Fl con Fl € E(P) (teoremz &4.1), también ¢ = PGl para

alguna forma Gl

La demostracifn se completa usando induccidn sobre el grado de

F , de la siguiente manera: Supongamos que gr F = 2 ., entonces
+ . - 2 . -
gr P =1 vy Fl =x € R , es decir F = @g?f ,» ademzs gr G, = 1

; 5 2 2 . 2_4 2.2
luego la ecuacidn F~ = G° + B se transformsz en c“PT =P GI + H .

252

. 2 2 2_2 2
Entonces H = P (g )

PT - Gl’ > 0, siendo hl =oP" - Gl se

tiene que H >0 vy H # 0 .

2.2 2

De la ecuacibén o“P° = Gl + Hl se concluye que z(P) C Z(Gl)
de acuerde con la nota 2.4, P divide = Gl
Entonces G1 =BP con BE€ R puesto que gr Gl =grP=1,
2 _ .22 24  (B)22
Asi G =P Gl =RP = ia! F
}2
. B 3 2 2
Ahora veamos que X = E} € [0,1] , tenemos que F“ = ¢° + R

luego H= (I - MF" >0 asf r€][0

Supongamos valida la propiedad para F tal gque gr P} < gr F .

1
Lz ecuacidn P2 = G2 + H se transforma en Péff = PzGi + H,
como H > 0 se tiene que H = Pzﬁl con ﬁl > 0 . Luego de 1=
ecuacidn P2F§ = G? + H1 se concluye que z(P) C (GI) y

z(P) Ekz(Hl) » Por lo tanto P divide a G1 v P divide a
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B, (nota 2.4).

<

Entonces G, = PG y H, =PEH, con H, > o

AsT PZ = Gg +H con F,€EE(P), H >0 y grtF

2

- . ; - . 2 X
Usando la hipbtesis de inducciOn se tlene que 62 = AF; con

» €10,1]

Entonces c? = 62p% = 2GS = AP Fy = AF

2
Corolario 4.9. Si F € E(P) -entonces T e (X

_ 2 2 2
Demostracidn: Supongamecs que F =G +H con G y H formas, enton-

ces per el teoremsa 4.8, 62 = Afz con A € 10,1} , luego H2 = EPZ con

cef[0,1] ¥y 2+e=1, asi fz € E(Z) .

Es claro que dada unz forma F , tal que F2 € E(P) entonces

2 ; .. -
FS € E(T) , es decir E(P) N I C E(Z) , por lo tanto resulta natural pre-

guntar para qué valores de n

et

= se obtiene la igualdad

L2 respuesta a este problema estZ en el siguiente teorema:

Teorema 4.10. Si n > 2 es un nlimero natural y m es un niimerc natural

par, entonces:
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E(T JCEP ) sfysélosi n=2 6 m<6 &
‘n,m — n,mn =
(n,m) = (3,8 & (n,m) = (3,10)
Demostracidn: Si n =2 © m= 2 entonces <% = P luego tenemos
n,m n,mn
lo pedido.
Supongamos entonces que n > 3 y m > &
Distingamos tres casos:
1. m=4 & m=6 .
. z ’ 2 (v k' 2 = \ 3
1 F es unz forma tal que F € El< Iy F & EI|P i , de acuer-
n,m T n,m
do con los teoremas 4.4 v 4.6 es posible cancelar todos los factorec
irreducibles indefinidos de F y obtener una forma con las mismas pro
piedades.
Luego podemcs suponer que F sflo tiene factores psd , entonces F
no puede ser de grade 3, debe ser una forme cuadrftica psd .
2 2
Despufs de un cambio de coordenadas tememos F = x. + ... + x con
2
1 <r<non.
§i r > 1 entonces
2 2,2 25y . pi2 232 .y
Fr=x®, 4+ 2x 2, + 0w + x|+ [, %+ ... +%°] ¢ EE ,2 .
itz 2ad P T* S m, 47
lo que contradice la hipltesis.
I z ~ Lop2 _ & )
Luego F =%, con 1 <1 <n por lo tanto F = x. € E{P |  nueva-
= i — e S nL, 4
mente se contradice la hipftesis.
Entonces se concluve que E(E— ] CE{P j , ¥Ym<6 .
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n=3 v m= 8§ .

Supongamos que F es una formz de grado 4 en n variables tal que
a3
e (< } 2 . f 3
F< € EIZ ; FT & E\P i .
‘"n, 8’ ’ “ar, 8

Si F contiene un factor irreducible indefinido entonces usando los

e
s ; s c ay P4 b
teoremas 4.4 v 4.6 obtenemos una forme G tal que G € E(T |

—
n,m

‘

Lt

G & E(P } para algin m < 6 . Hemos probadc que esto es imposible,
- pe

luegoc F no puede contener un factor indeiinido.

En particular podemos suponer que F es psd .

Si F es reducible entonces F =Q,Q, con Q, ¥ Qz formas cuadri-
i < &
; ; N0 R |V S~} - . , 2
ticas psd , como T~ = 0.0, € E(2) segln el teoremz 4.4, Qv
2
Q2 € E(Z) , lo que significa que Q, ¥ Q2 son cuadrados de formas

lineales, esto contradice el hecho de gue T no tiene factores indefi-
nidos.
Por lo tanto F es una forme psd dirreducible de grade 4.
Szbemos gque PB 5 = 22 g o luego en el casec n =3, F es sums de
| b et |

bl
Si F es una forma en 3 variables y de grado 5 tal que F° € E{Z. }
3 =8 1 \“3,10/
b ]

entonces F contiene un factor irreducible H de grado impar, es de-

cir F = HG pare alguna formz G .



. n
con h. € B&[xl, e xn] .51 a€ R es un cerc de f

63

“ ” '}
2 o [ \ % 2 o
Luege F = H ¢" € E{Z. . | . Segiln el teoremaz 4.4 G € E[}:q } con
- 3,10 3,
g, 1 ¢® e gfp, ] ¥ por el teorems 4.6, G°B®€ E(P, ..)
m < , luego \P, o/ Y PO 1 teoreme 4.6, E® € EP, 1)
o 4 y
2 N
es decir F € E|P, L,
[ 3,10/
As? hemos probado gue E{E } celp )
i ” 3,100 = V3,10
Ahora nos queda probar el reciproco del teorema.
SerZ suficiente verificar que
- (< 3 (o \} {
Ei2 -~ = EIP, ,.] T &
, 3.1.éj 3,12
i 3 { % r
BiE ! - EIP [
Y I e e | 7
7 74,8/ ! 4, B hd
Puesto que si F es unz forma en las variables ys veey X también
n

- s 2 _ ¢
Luego si F € E|(Z | entonces F~ € E(Z
‘'n,m n+l,m
2 , 5 2 : \
En form= anZloga, si F €& E|P { entonces T~ & E|P :
- & n,m’ ( n+l,m’
Ahora s: L es una formz linezl en las variables X,, ..., % , de
=
2 <
acuerdo con los teoremas 4.4 v 4.6 se tiene gue si F € EiZ E} n-
‘‘n,m
7 9 2 o
2 2 s 3 Z (s 3 2.2 [
tonces F LT € gl i v si F & EIP | entonces F L & E{P
o, w2/ Vn,m Vin,mt
z . - g 2 3 = if 3y -
La construccidn de una forma en Ekiq 17j - E{P, 12} se basaré
35 1L S

en tres lemas previos. Parz el casc (n,m) = (4,8) el método es simi-

lar.
o 2 2 T
ma 4.11. Sea fE}R{xi, ...,xt"} psd tal que f =h) + ..o+ b

, entonces a



b4

Demostracidn: f es psd , luego & es un cero de cads =
oX .
2 J
Calculando las derivadas parciales de f se tiemne
S 2 3
?f - 9 of
o% . o% .
4} 3
3 2 v
e n& - N 8
ho § - 9f _© 1 42 of of
0% . 0% 8x.2X%, 9%, Ox
ik J Kk ] k
%.;fQ
luego (e) = G .
ox
= R 2
AdemZs hl(a} = oy = nr(a) = 0 puesto gue 0 = h (a)
F S
+ hi(a) .
T
2 9
. . 3°f° . .2
Calculando 5~ de lz expresidn f = h + ... + b
3%’ - N
J
ne
s 2 sy fre 12
.\Zfz T o I‘;i T o h. f{:ihig
P = B ——— % I 2H o B
_— . £ 4 1 A ogX |
ox’. i=1 o8x. i=1 g% A B
3 3 J
evaluando en a tenemos que
”~
2 v 2
i g h. f%.il !
0= Z 2h.(a) (a) + 2l—=a) |
e i 2 10X, |
i=1 ox . VU3 2
J
o z 2
r [gh. n eh.
n 1 S 1 4
luego 0=2 T |—=(a)| por lo tanto ,\X*(a} =0 Y j
i=1l%5 ) o5
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. ; 5 , \ 4 2 4L 2

lLema 4.12. Consideremos en P3 6 los elementos S{x,y,z) =xy + vy z
4 2 222 2 2 2 N2

4 zx - 3xyz v T(x,y,2) = (x'y + vz - 2°x - xvz)

. Entonces las

2 2
i 03 Z : B i : .
formas S , 8T , T son linealmente independientes scbre IR.

Demostracidn: Supongamos que &S~ + BST + YT~ = 0
Evaluando en (-~1,1,1) € z(S)

S se obtiene @S + 0T = 0 v claramente a =

'
las
n
o

O
Lema 4.13. Sea f£(x,y,2z) = S(x,y,2} + T(x,v,2) , S y T como en el le
ma anterior.
S 2 f . ;
Sa " = hl + e F h_con h, € Ri{x,v,2] , entonces cada h es una
a e

R -combinacidn lineal de S v T .

- - 2 2 , ; =
Demostracidn: Si £ = hl + ... F hr entonces para cade 1 , h. ser:

3 1
i 1 .
unz forma en RIx,y,z] de grado 6.
El primer pasc seri determinar los monomios gue aparecen en la fermz h.
B

Usandoc el método de envolventes {(teoremz 3.17) se tieme que: si
22 2 R | 2 -
f7 = a? + ... +h entonces F th. | €= F (£7) = F (f) .

1 r £t 3% =2 T
Considerande gque f = § + T , obtenemos F {f) = {(4,2,0), (3,2,

"

(0,4,2), (2,0,4), (2,2,2), (3,1,2), (2,3,1), (2,1,3)

_
~
[
-
o
™
(V%
g
-
Pt
s
“
L)
-
(2]
—
f—
5

Representando graficamente los puntos de F_(f)

dos coordenadas, tenemos
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&,2)

Luepgo la forma h. se expresa de lz siguiente manera:

i
/LD Lo} Lo Y/ TR | ~
- 3 4 2 4 2 Z 4 2 2.2 . 3 2 3 £
h.(%,y,2) = ax 'y + by z + cx'z + dx'y 2" + ex"y7z + gxyz" +
£
23 2 3 3 2 o 2
+1x vz + jxvyve + kxy z + IxvTz .
Los puntos (1,1,1) , (1,1,-1) , (1,-1,1) anulan a S vy T
ij gh.
lo tanto pertenecen a z(f) , luego por el lema 4.11, 7 - ,\‘ 5
= 3y

se anulan en estos puntos,

bz + 2c + 2d + 3e + 3g+ 21+ 23+ k+L£=0
ba + 2c+ 2d - 3e+3g~21i-2+k-£=20
be +2c+ 28+ 3¢ -3g-2i-25-k+4&=0
2a + 4b+ 2d+ 2+ g+ 3i+3+3k+20=0
2a + 4b + 28 - 2e + g - 3i - j‘+ 3k = 2£ =0
2a + 4b + 2d+ 2¢e - g - 31 -3 -3k+2£=0



o
e}

(7} 2b + 4c + 2d+ e + 2g+ 14+ 3] +2k+3L=20
(8) 2b 4+ bc + 2~ e+ 2g -1 -3+ 2k~-3L=0

() 2b + 4c + 28 + e - 2g - 1 - 35 - 2k + 3£

]
Len]

La solucidn de este sistemz estd dada por:

(a,b,c,d,e,g,i,j,k, £} = (a,a,8,-32 - 2k, k,k,~k,~k,k,k} =
(K
{ M A . . s =
= |8 T _-,_} (15353 =3.0:0,0,0:0,0) — i 351,1,-25-2525 25=2-2)
L “)
[ 3 &
; i : { ki K - . .
Lo que implica que h. = {a ® EWD - T . Asi hemos probado el lems.
g -
s
Entonces considerando f(x,v,z) = S{x,v,z) + T(x,v,z}) tenemos
que £2@E[, ) v £2€E(E, )
I i, oY =
g, 120 C 3,12
:2 2 2 ; e 3 &
En efecto £f7 = 87 + 28T + T €& Ei\P3 i va que las formas
s =
2 Vi
§,87T,T son linealmente independientes (lema 4.12}.
2 2 2
St f° =h, + ... +h_ por lema 4,13
h. = 2.§ 4+ b.T con a.,b. € R ,
- i 1 it
2 2 - 2
luego £ =8 < 28T + 7T
I 4 T 3 Fr S
2 2f 2 { = 4 2}, 2
y £ =1 X al|$ 4—2{2 ab.EST+i{Z BT
P o j . 132 - g
‘i=}1 % i=1 & i=1 7
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entonces
T “ T 2 o b3 9
£ la. - bi!' e Z a, - 2 X = b, 4+ z b. =1 -2+1=0.
’ 1 = . i1 1
i=1 i=1 i=1 i=l
5 - -
. & FA < 2 2
Por lo tanto a. - b. =0, 1 <1i<r v h.=a’{(8+T)" =a"f lo gque
i i o i i i L
i 5 2 < b
implica " € Elz, .. | .
v 3,12
; e 2 3 Z ¢
La construccibn de una forme g € E{P, | v g € E{E ? es
VL B 4,8/
similar.
Consideremos en PL L los elementos:
"
, . 4 2 7 2 2 a
Q(x,vy2,W) =w +xy +vyvz 4+ z'x - bxvzw
7 2 <2
U(x,y,2z,w) = (w + Xy - yz - 2x}

- N . - { {s -
minar gue h. debe contener 1l monomiocs |F {ng) CF (

g(x,y,z,w) = Q(x,y,2z,w) + U(x,y,2,w) .

El punto (-L4,1,1]

[
S

€ z{Q) - z(U) , luegc las formas Q2 , QU

linealmente independientes sobre R (anZlogo lemz 4.12). Ademis
o 2 2
1

+ ...+ kL con h € Ri=x,y,z,w de grado 4, se puede deter-
¥

)

]
T B
I

o

s L ik Vv Se expresz

b, SR & 22 2 2 . 22 . Z
hi‘x,},zsw) = aw + bx'y + oy 2z 4+ dz'x" + exyvzw + gw xv +
. 2 .. 2 ) 2 i 2 Z
+ iw'yz + jwzx + kz'xy + Lx"yz + myvTazx .
sh. ah. ah gh
; . ~ i i i i 4
Las derivadas parciales 5 = s y E se anula en los pun-
ox ay gz oW

tos (1,

lilkl} ’ (15-1;"1’1> s (—E,:‘L,—-l,l) € Z(Q} i Z(U) E Z(g\

Asi se obtiene un sistema de 12 ecuaciones lineales homogéneas,



S

cuva sclucidn es un espacio de dimen

correspondientes vy U, es decir

=

Con un razonamiento anZlege al

2
£

= (0 + U E KQ,BJ

re la extremalidad de F vy

= n
én 2, gene

69

rado por las ll-tuplas

com a.,b. €E R .
15 q

casoc anterior se prueba que

. De este modo quedz demostrado el teorema.

F2

De acuerdo con las ideas tratadas en el presente trabajo resulta

interesante hacer un anZlisis sobre ls extremslidad del cuadrado de for -
mas reales.
Supongamos gque una forme F es psd v F & E(F} , entonces
F=F, + 52 con Fi,Yz e P g F,Fl,Fﬂ linealmente independientes sobre
i L
R ., asil
2 2 2
F- = F, 4+ 2F F_ + F_ & E(P) .
1 172 2 (F)
) - .2 -
Sin embargo no es posible determinar si F pertenece o nd & E(Z) , vea-
mos los siguientes ejemplos:
i. Consideremos las formas
; 4 2 & 2 4 2 o2 2 2
Szix,y,z} = S(x,y,2z) =xy +yz +zx - 3xy2
= " - & 2 42 2 Z
bzix%y,z; =S(z,y,Xx) =2zy +yx +x2z2 -3xyz
o N 2 2 , 2 -
Entonces F =8, +S G E(P) y F =87 +25 S, +5,&E(Z) , puesto que
1 2 1 172 2
2 2 2 25 2,,.2 2.2
$,5, =lyz(x” =y - 20" +lax(y” - 27)G7 - %77 +
" 2 2.2
e ~ £
+lxy(z" - x7) (2" - y9H1° .
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2. Consideremos ahore las formas

4 2 i & 2 22 2
- - -
S{x,v,2) =xy +vyvz +zx =-3xyz
2 2 2 2
T{x,v,2z) = (X y+ vy z=-2"x - xyz)

~
&

Entonces F =8 + T & E(P) y F € E(X) (tecrema 4.10).

"

Supongamos ahora que F € E(P) de acuerdo comn e

(o=

corolario
5
P . % & 4 & . .
4.9, F° € E(Z) , trataremos de determinar algunas condiclones para gue

F® € E(P) o més generalmente para decidir sobre la pertenencia o no per-

.
tenencia de F°~ en el conjunto E{(P) .
Proposicidn 4.14. Sea F € EP m% .8 n=2 & m=2 & (n,m) = (3,4)
n,m’ .
2 ¢
entonces F € E(F } 3
n,2m

; : - 2
Demostracifn: F € E(P ] luege F° € E{Z_ )} . Entonces segln el teore-

n,m’ v [l ih?
ma 4.10 tenemos
B pe2: FepE 1 =E(P }
- T VT2, 2m) V2, 2m/
s~m=2.?265r2 V= E(P_ )
L n,&,‘ i n,q}
5 o 1:2 A 3 f’ 3
s1 (nsm} {ng} . £ = E{‘HB’S'} = E&P:ﬁ,s} s
[
Proposicifn 4.15. Sea F € E{P_. ] tal que |z(F)| = = . Entonces
A J,DJ H
2 N
F- € E{P ;
FR € E(Fy )
.- | | E o .2\f
Demostracidn: |z(F)| = * entonces [z(F )| =,
v 5 e : 2 2
Luego existen formas H indefinida y G psd tales gue F = E°G (teo-

rema 2.10).
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F# H puesto que F € ?3 6 luego 0 < gr G = k < 12 . Sin pér
]

dide de generalidad se puede suponer que B es irreducible.

¥ 3 = ¥ = Y “i >
FE L{P3’6J entonces F = H G € £(~3,12j luege por teoremsz

4.4 se tiene que G € E(X, .} , como 0 < k < 12 se aplica teorema 4.10

3 [ 3 3 2 _
v entonces G € E{EB,RE C E{P, ,] vy asi F2 = EGE EEP3,12) {(teorema

FM

.

; .- \ 2 2 2 . 2
Ejemplo: Definamos F(x,y,z) = (x"y + y'z + 2"x - 3xyz) entonces

S (x,v,2) = F(x",y ,27) € ELZB 12]
s d
- \
lo gue es una contradiccidn puesto gque S(x,y.,z} & E{P, 6} s
-
. e " 2 . 2 " ;
Ademzs H {(x,v,2) = ¥ v+ vy z+ z"x - 3xyz es irreducible e in-
s

— 1 3
; FTE EIP i L
yos 3,12/

: 2
Corclarioc 4.16. Si F € EIZ } entonces F~ € E{Pn }

Demostracidn: F € E{EB,GJ = E{?ﬁsej , adem3s F = G2 donde € es uns

forma de grado 3 y por lo tanto indefinida, luego iz(?)} = o _ v gegin
5 g Z

la proposicidn 4.15, F € E[PA 12] "

0
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tel que EE(F)E = ®© _ Entonces

Demostracibn: F € B, D {z(F)|; = * segln teorema 2.13, FE€ X
v

4,4
3 2
Como F E E(P“ &j necesariamente F = H con H cuadridtica. Considere-
>
mLOS LYEeS Casos:
1. H indefinide reducible.
Supongamos que H = HIH" con Hi lineal, entonces
-
2 224 v ) . c A - - .
¥F = H,H H € E[ﬁ | (corolario 4.9), luego por el teorema 4.4
17172 4,8/ :
s iene gu RN € E(Z I esto impl Fz’& e gf )«
se tiene e H'H ElZ | ¢ implica que H,H, {E teo-
: 172 Ty 6 d : 172 V4,6
remaz 4.10). Come H, es puramente indefinidz podemos aplicar teore-
“
me 4.6, por lo tanto
2 2.2 4 r
F* = HIHTE. € E{P, _} .
il & B2y 2l
2 B indefinida irreducible.
. ) 2 22 . 3
Aplicando teorema 4.6 se tiene que F = H'E™ € EE\P4 g/ Ya que
.8
w8 L ow e el \
H F e LiPL;}A/S -
3. B semidefinida.
; ; . 2 2
Podemos suponer gue H es psd , entonces H = X, + ... + x con
1 T
i1 €« x<¢ & .
€i r > 1 tenemos gue
2 (2 5 2 2 242 N
F=H =x 4+ 2{x_+ ...+ x)x"+ [x5+ ... +x°) E{P |
\%y 1T o FEE, L)

lo cual es una contradiccidn.
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Luego H = x. con 1 <131 <4 por lo tanto

()

Extremalidad de S2

3 4 2 4 2
Sabemos que S(x,y,z) =xy +Yyz

o

4 2 2 ¢
Figm® = 3x2y 22 € E{P, 6}

. % P | o 3 = n
sin embargo lzLS)g < o=  Jyego no se cumple la hipdtesis de la proposi -

cidn 4.15.°
- - o | *- 1 - -‘ o 3 - 2
Entonces es natural preguntar sobre la extremalidad de ST (x,v.2z)

" A % ? /, /
S“(x,y,z) = xay + ygz' + ::S:a:Le + 9x4yé~h + 2(x4y622 : .6;2 *

+ yazexz) - 6(x6y422 + %y z4 - xazéyz)

o
Representando grédficamente los puntos de FI(S”) en las primeras dos

coordenadas, tenemos:

*

-
> I

Fig. 3
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Si 8" =F+6G con F,GEP_ .,  entonces F_(F) C F_(5")
J,l‘. E - r
Luego F contiene 31 monomios, es decir
8 & 6 2
F(x,y,2) = &,y z + B XY 2~ a;xy z + g x vy e a
+ & 624 a kz g + b’ 7 + x3w &
; ¥ » LYz 4 a X z & ;
Be¥ 3 7 g 7 “g%
35 4 36 3 g
+a.,xv z 4+ a..¥xyz +a. .Xxz <4+a, X vz
11 127 - 13 147 -
4 3 5 L 4 4 ” 53 , 4
sy g o r oAy ;v 7 =+
T vz 2%V 2 a X vz toay
5 6 52 5 34
T+ S VE 8. X W 2 a..Xx z <+ a 4
20% 3 217 Y B20% 7 23% ¥
55 2 6 2 4 E; 6
+ &,y z + G ¥ Y 2 ta,xye o+ a,
6 5 7.3 2 74 8 4
+a.,xvz+a, Xxvyvz 4a. . Xyz+a. . %Xy
S2g8™ ¢ #g 2 30" 7 3" 7
Recordemos que z(8) = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1),
(1,-1,1), (1,1,-1)} .
Sean le\lslﬂli s C?(—Z,‘L,E:ﬁ » Cs(is—liz:} ¥ Cé(I',l,_}'}
Fic.l = ¢ Ecuaciones 1, 2, 3, 4
8Fr 3 . -
—lc.} = 0 Ecuaciones 5, 6, 7, 8
dxi. 1-

L

ofF ¢ .

5;121} = 0 Ecuaciones &, 10, 1i, 12
oF 3 . . _

— {c.; = ( Ecuaciones 13, 14, 13, 16
gz i/

74



AdemZs los puntos c.

de S |[Definicién 2.24].
En efecto: Consideremos el
. 2
gl{v,z} = S{l,y,z} = v
y los puntos ci(l,i) ; CZ(_I’_
el ron
gicij = Slcil = 0
o0g — 3 a5 o
-,:rg-E ] = -.—‘LC,j';O
oy~ 1° dy * 1
5 8S:
B} =2t =0
az* 1° dz* 1-

p

ara

}AZZ + zé -
y, c.(-1,1)
=
L
i= 1y soey

i=1,

DR

parciales se tiene por ejemplo

1 * 1,234

i

polinomic (no homogéneo)

et
(]

1 .

75

son ceros de orden 2

Entonces

gque

. 2
3 o2 2 2 8 g/ -
S = 2+ 12y°2° - 62° , luego =E[c.) £ o0 Vi=1l, ..., 4

- e & ‘\. lr b

oy dy
- . . 2
Por lo tanto c. ¥i=1, ..., 4 es un cerc de orden &4 para S v pa-
ra F

Deshomogenizando F , sin p&rdida de generalidad hacemos x = 1
asi cobtenemos un polinomio p(x,z) € Rlvy,z] gue tiene ceros de orden
Len ¢, , i=1, ..., 4 .

+h

De este modo se satis

L2
22 ) =0 Ecuaciones 17,
2% i/
oy
.
' -
JLJL{ci} =0 Ecuaciones 21,

et

o

Pt

o
w

(%)

I~
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9
8 p— . o .
Zic,} = 0 Ecuaciones 25, 26, 27, 28
i
8z
3
3 - ~ . ~
——%{cij = 0 Ecuaciones 29, 30, 31, 32
ey
"3
d — ; 55 i
__EE_tCi‘ =0 Ecuaciones 33, 34, 35, 36
oy dz
i
8 p g B .
s—lg:] = U Ecuacicnes 37, 38, 38, 40
P -
dz dy
a3
2 p— 3 : ; ;
——%Lc;j =0 Ecuaciones 41, 42, 43, 44
-

Escribiendo estas 44 ecuaciones se tiene un gist

12 lineal homo-

de 31 incogni

rt
3]
m
e
v
-
-
(1]
-y

s =-es &..1 , cuye matriz de coeficientes
i < 31 ’

siguiente:



8,1 a? !,; L !5 Hﬁ 8.]
1 1 1 1 1 1 1

T S WA 1 1 4 1

1 T A 1 1 1

1 W 1 1 1

0 1 1T 4 ? ?

0 1 1 .2 -2 -2 -2

0 S ER | L B B

0 -1 1 7z -2 2 =2
g6 7 h 5 6 7

B b -7 k5 & 7
L 7 b5 6 7
8 -h 7 b 5 6 -7

b 5 L6 5 b 3
b5k 6 5 b 3

b 5 -4 -5 4 3
~h 5 -h  -h 5 -h 3
56 30 k2 12 20 30 W2
56 30 -h2 12 20 300 W2
56 30 -hz 12 20 30 k7
56 .30 47 12 20 30 -h?
3 8 b 75 2h 2
3 -30 .28 ?h 25 h N
=37 230 2B -7k PS5 -7h
21230 -8 2% 25 -2h 21
1 20 12 320 12 6
12 .20 <120 3 20 12 b
17 20 <120 3 =20 12 -k
17 -0 12 3 -0 12 -6
6120 210 2h 6D 120 210
-3%6 120 210 -2k -6D 2120 -210
~3%6 =120 210 -2b 6O 2120 210
36 120 210 2k 60 120 -210
22h 150 164 72 100 1720 1726
-72h 150 168 -2 2100 120 -176
22k 150 <168 77 2100 170 <126
=224 150 -168 72 100 200 176
g6 120 84 120 00 77 A2
~06 120 Bh 2120 200 -77 A7
-96 <120 84 2120 100 -7 W2
96 =170 Ak 120 <00 72 R
Zh RO 2% 120 RO 2k f
-2h 6O 2k 220 6D 26 -6
24 60 -2h 120 -hO 2h 0 -

~2h 60 o2k 2120 6O W2L

Escalonando por

£

=
Y

o

1

1

1

-1
3 3
b 5
3 0-3
-3 3
? 3
-2 -3
-2 b
-7 1
7 f
-7 -6
7 -6
7 b
7 fi
-2 -k
r-
= f
1h ik
-th 218
18
U 1
b 30
-h?2 230
Ly 230
-kz %0
0 f
0 h
n 6
0 f
1w 36
1 36
W 36
1 .36
Ak 90
AL 90
-8k 9N
LT
2 120
21120
210 120
210 -120

20
=20
=20

20

20
-20

20
-20

24

2b
~2h
-2h

60

60

60

h

a0

80
-B0
-An

60

0

0

o

filas esta

n
1 1
A
gy | 1
1 5]

b 3

3 3
.3 3
3 -3
506
5 6
5 -h

5 -6

b 3
4 .3
A 1
A 3
70 30
220 -0
70w
20 =30
720 18
-2n 218
20 18
720 18
12 6
=17 -b
-1¢ [
12 -h
60 120
a0 120
RO 120
60 -120
ap n
RO 90
-B0 90
-mp9n
Ko 36
60 36
[0
6 -Th
2h f
2h b
=2h h
-2h h

£ a2 a2 a3

SO S o o8 ®MeA®dEO Do D &~ oo

oo o

56
56
56
56

0

0
0
n
0
0
0
0
f
0
n

0
136

-33h

136

336

[
=

[

— D D D S~~~ e e 3

oocoooo

0

L4
-7
L7
A7
210
=210
210
210

-12

n
30

1?2
=12
172
Vi
f0
-h0
-60
60
120
=120
1n
=120

-30
1]
30
60
-60
g
-ho
0
-f0
-h0
60

-hR
]
2h

~2h
2h

=2h

-30

-0
f

-b

19 20
1 1

1 -1

1 -

1 1

I 5
e 5
boo-5

b 5

[ 1

f =1
-h 1
h 1

7 fi

F

2 -b
wi -6
30 ]
N n
30 9
30 i
17 6
17 6
o ) §
-12 b
? 1

2 -0

2 =30

FAR
120 0
=120 0
=120 0
120 n
£0 n
-h0 0
£0 0
~h0 N
1730
12 0
-1 30
17 %
0 17
0 10
0 -12n
0 =120

60

60
60

=12

=12

EY
' ~3
A a3 s A

=]

A

e o L

}
- =
a3 ma

5

I > a2

24
2h

~2h

=

1t
~ ma R ' vy
A AN DO D DD 3 S A AN N T T

= ]

matriz se obtiene la siguiente matriz equivalente:

[

'

=12

D = D & o~ DD TD M 4 4 a3

- 3 =
~NORg R D

17

= S o

Do oOaS

(1)

(1)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
(1)
(17)
(1)
(14)
(15)
(16)
()
(18)
{19}
(20)
(21
(22)
(23
(2h)
(z%)
(76)
(27)
(z8)
(29)
()
(31)
(%2)
(31)
(34)
(3%)
(36}
(37}
(38)
(1)
(40)
(41}
(42)
(43)
(Lh)

LL




(1}

n

(3)

(&)

=

o

(s}

n

(6}

0

(7*)

(R")

(9')

0

(10")
(117)
(12')
(13}
{14")

0
0
0
<1

o

cos o

o ec ©

e o

cooc o

o - oo

—e oo

co oo

oo o o

cCoc e o

oo c e

oo oo

(=

oo oo

[=J =

e oo o

oo oo

[ =S =2 — i ~1

1]

=

(2+')
€

0
-7

0

75")

{26")
(27*)
(z8')
(z9")
(30")

0

(=1

(=3

=

(=)

=

=

[=IE =0 =

0
a
0

78
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Las filas restantes son nulas, por lo tanto:
&, = &y , &, = o e; = 0 &, = 233; ;&g o= o, e, =
&, = 0 s &g = o 5 8y = Q5 810 = O .8y = o 8., =
g Sty o Bgg BW 5 Hyg * By ¢ Epg BV By = 843s Byp =
819 = 2831 5 &5 =0 , &y =0 8y = U s 2y =0, 8y, =
8y5 = 2237 » 836 =0 , 8,y =-bag; , &g =0, ay=0 , a3 =
Luego
Fix,v.,z) = 331[ yazé + 2x2y¢26 - 6}2 yﬁzi - xazg - 6x$y2z +
+ 9x&yaza + thyé ® 4 2};6}'22"+ - 6;53"2? +xy ]
= 24,8 (x,v.,2) 8312 0 ya que F(1,1,0) = agy > 0
Se concluve gque 52 es extremal.

Nota 4.18. Se sugiere un desarrollc similar parz el caso de la form

=3
Q2 e P, donde
4.8
4 22 2 2 Z 2
Qlx,y,2,w) = w +xX ¥ + 7y 2 4+ z'x - &xyzw.
Dado que Q ¢ E(P4.4) y | 2(Q)| < e , luego no satisface la hipdtesis

(-
R

de la propesicién 4.
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