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I ¡I1'IIOJ]IJ']CfOIJ

EI trabajo que se expondrá a continuación constituye mis primeros

logros en ecuaciones dlferenciafes ordinarias. Dió origen a dos artículos

Ilt] v [ 12), eL primero ha sic]o aceptado en ANALySfs y aparecerá pronto

publicado y el otro será enviado a PROCEEDfNGS de A.M.S. por esto, se optó

por exhibir 1os resultados simplemente al estilo de uri arLícu1o, .iejan.lo

el material prel-iminar o básico reservado exclusivarente a 1as referencias.

En el primer Capítul.o se estudia la forma de ia solució¡r del siste-

na Lineaf:

x' = A (t)x

Esto l1evó a Prequntar.ie oor quó :ju matriz fundame¡rta.l-en

no

térmlnos de A

ES

exp A(s)ds.

investigar Ia validez de la fórmula

I
o, equiva l entemente , a



Se prueba que

equivalente a

(eB 
(t) 

) '

para B (t)

que suceda

_ u,1,)"r(a) (*)

una matriz triangular: supe::ior 2,x2 , (")

le.s'l = o

o que: (*r.*) 1a diferencia de los valores propios de B(t)

de la ecuaci6n trascendental:

ze -z+ 1 -

Un tipc de relaci6n como ósta, no se conoce el

más, sobre la concticiórr suf ici.rnL.t (**) :rc¡ se sabía

general (para matrices nxn cualesquiera) que relaciona (*)

(**x) con otras condiciones y asegura además que si (***)

entonces (*) y (**) son equivalentes-

En Capítulo TI se aborda el problema central y

[¿] como nada de trivia]: debilitar: la estabilidad de

(**)

sea sofución

Ia

si

literatura. A.le -

era o Do necesa -

ria, incluso existía una demostración incorrecta (de H. Helm) , como obser-

va J. MARTIN lZ), páS- 264. Mediante la equivalencia anterior es muy fáci1

construir contraejemplos, incluso en dimensión cualquiera, donde (,*) su_

cede sin que se verifique (**) Además, 1a condición (***) aparece co-

mo una nueva condici6n suficie¡te, obviamente no-necesaria, para tener

(*) Se conjetura que es en general una condici6n suficiente. para matLi-

ces triangulares superiores 2\2 esta conjetura es cierta, i.e. si (***)

sucede, entonces ('") es cierta. Luego de eso, se obtiene un resultado

(**) y

sucede,

original mostrado en

tipo exponencial sin

no

TL
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invalidar fos resuftados ya existerrtes. ]lsto se consig,ue consicierando sis_

temas, fineales o no¡ que 1J-.imamos h-A.E-i asintóticamcnte est¿bles con

respecto a h - Este ti¡:o rle sistemas no sólo inclrryen los de Lipo exponen

cial (con h la funqión exponencia.l) sino que efectivamente extic¡den ra_

zonablemente 1os resultados váfidos para éstos- Se precisa 1a impli.cancia

que tiene est¿1 definici6n entre u¡l s.istcma y sus sistemas Ii_neales varia _

cionales, estabfeciendo de qué manera el hccho de que un sistema variacio-

nal con respecto a 1a soluci6n nula sea h-A.E. implica que eJ. sistema

o::iginal y sus variacionales 1() sean. Se dá enhc¡nces una rjondj ción para

que el sistema variacional con respecto a la sofución cero sea h-A-E- _Ljs_

to y un poco de l,rabajo más, permitió obtener dos resultados nuevos con

respecto incluso a [11] , sobre perturbaciones Cel sistem",r:

combinadas

t,,

y' = f (t,y) + gt (t,y) r- s2 (t,y) + sa (r,y)

(t,v) 
I

),to lvl

q- (t,v) = o( yl) uniformemenLe en

l 1. (t,yr '(L)
.s+ 1

'l. 
v (L)dt -! o

con

v



AV

En cuanto a .l.aE proyecctiones y.l lo qire tacajta por hacer sobrae 10

aquí presentado, diremos quc e. 10 .lue sc refiere a si:tLem¿ls ll_A.Ii., sr^

Leoría báslca está completa ¡Lo así incfuclablemente srj aprovechamaento . S<:,

Dre éste/ apart-e de 10 comcntado en scr:ció¡ 6.ie Capítulo iI, está el uti-

li,i¡rlo en el fabuloso c¿lllpo dc l;i intograr:ión .rsrn16Li,.ra .j.rrno rje ¿LDLr¡1..1

af final de PINTO l13l .

En cambj.o sobre e1 -i.ntcros.1nt_e ,, ¡1i f íci.l. pr:oblcrna Lle I a dertvarla .le

la exponencial dc ula matri¿ variable no sc ll.1 da¡lo más que e1 prlmer paso.

No obstante, 1a ecluiv.rlencia encontr¿rd¿l, es rlna visión ciistinta,¡ u¡ra ¡.1i -

rección nueva/ que qomo se explica en sección 2 de Capítulo I, .lebiera cons

tituir la primera etapa de un proce:io re.trrrsivo que demuestre urra equiva -

.lencia al esl-i:Lo de la encontra.la para mati:Lc:os nxn cualescruier:a- Cre()

que el establecer ésto, aparte de pLoveer un cá1culo, y por encle ejempLos,

computacionalmenLe conveniente (dado el método recursivo) , proporciona un

enfoque promisorio af interesante problema de 1¿r representació¡ exponcncial

de una ¡ratriz fundamental de un sistema lineiiL.

Termino .lgradeciendo, y rnuy si¡rcerarnente, a J. Soi,o por su precia.la

colaboración y tulplitud matemática en mi inicio por fos carninos, r1o siem -

pre diferenciables, de las ecllaciones .liferen.riales ordinarias.



CAPITULO I. T,A DERIVADA D]] I,A EXPONN¡ICI1TI, DE UNA I,,]AT'III Z VARTAELE

1. Sea Il(t-) una matl:iz n>in cuyos coclj.rientcs s.tn funciones a valo _

rcs compfejos de 1a variable real L , .ler1\,.rb1es cn un jntcrvalo I l,¿L

f6rmu la

(1) Iexp B(t)] ' = ¡'(t) cxp B(L)

(donde ( )' denota diferenciación con respeclo a t) , no es siem¡;re cier

ta como se comprueba fácilmente (ver [ :] ) con

{¡ ,2p(Ll
t0 ) '

La validez de (1) en algún int-ervalo asc.Ju¡a.Jue cxl, R(t,) es una m.itriz

funciamental del sistcma di f ercn(ri a,i l.

x' = B'(L)x

para t en .isar :inte):vaLo.

Una condición suficientc pat a .-;uc (l) suced.r .:j Ia .jondiciórL .rc con

mutatividad:



(2) Is (t) ,e'(r)] ,= B(r)B¡ (L) - B' (r)B (r) - 0

Sobrc la nccesjdad de (2) no haLrí¿rr c-o¡traoi{rml)lorj cn 1.1 Iiter¿lturit. ljn

este trabajo, se exhiben variojj conLraatioÍi[)los] y:lc c¡raruentra una nuev¿l

condición suficierte para que (r) suceda, cn cr caso .rc matricÉrs triangu -
lares 2x2 . Se observ.¡ que p;rra cicrl,as maLr.iccs nxn esta slufjciencja

sigue valiendo y conjeturamos que así sucede en general. La demostración

en general de este hecho establecería ]a rolación ¡rrecisa entre (1 ) v \2) .

Finabnente se prueba cómo varias condiciones .le connul_atividad se

relacionan con (1) y (2) , inCicando en qué situac.ión (1) y (2) son equiva-

lentes. Se ext.iende así, un teorema de J- ¡LARTfN IZ] - ¡f último resulLa.lo

sique 1a línea esi-ableclda por CAI'IPBELL [ 'l1 y .s apficafjle lor lo tanto a

operadores B(t) en espacios de UII,BER.j,. ¡n lll y IZ] uno encuentra. muchas

rcferencias sobre este tena quc hasta altot:a ¡rctsc,e scí1o sclucj.ones par:cr'a.l es.

2. Nos proponemos preclsar la relación entr:e (1) y (2) para matrices Lri.rn

gulares 2x2 . De el-fo será claro cómo consjtruit: ejemplos de malrj (jcs in -

cluso en dimcnsión cualquiera, jaar.1 fas cudlo. (l) no imlrlica (2)-

Lema: Sea B (t) la matriz trlanqular dcrivable en un intervalo I :

u(.) = 
]. 
"(ot)

b{t)l
c (r) J ,

entonces , en algún

si sucede (2) o 1a

intervalo J C I , Ia fórmula (1) es válida sí y sóto

condici6n siguiente:



(3) a(t) - c(t) es una raíz no-nula de 1a ecuac1ón transcendental

Demostración: Daclo quc

(" br ]c
L=

[0 c] t0

B=

entonces exp B = exp C.exp D

De donde, para t € I

2D = (a * c)D y

.[";':]

12tl* ,,. o * 3: o

ol
I

c)

Pero

expD=I+D + -..

,.- ) (o-c1 2, 
¡-T Dll ;,- -l:- n.-.1

= I + (a -.)-1 [exi] (a - c) - tlD

exp B (t) =["
I

a(t)

0

b (t) ("o (t) c:(tt,r )r¡(L) -, it))
c (t)

e

,l

)

l, ( lro)1:órmr-rIa vá1i cLa , de manera obvia , i n<:luso

,así, íórmu1a (1) es equivalcntc a

lb(ea - .") (^ - ")-1] ' =

y el rrsultado sique de 1.a JnLegración rlr:

para ta1 que a(L ) =
C)

a'b(eo - .t) (u - .) -' + b'ec

esta ecuación diferencial -



c.rndi ci- ón

forma :

(3) La difer:encia enjrre dos va.lofcst lrro¡rios dc B(t) cs una raíz no

nula de Ia ecuación trascendental

ze = z+ 1 .

Las condiciones (2) y (3) no son necesariamente excluyentes. En la demos -

tración de Teorema 4 de J. Martin [2] se estabtcce que, para toda matriz

nxn, (1) inplica (2) ó (3) y que si (3) nc sucede, entonces (1) implica

(2) . No obstante, no puede deducirse que (3) sea una condición suficiente.

Usando el lema anterior es muy fáciI construir ejemplos donde se

tiene (1),y (2) es falso. Si ). es u¡a raíz compleja no nula de 1a ecua -

ci6n

Observaci6n: Para una matri z

"z 
= 2+ 1 ,

entonces

nxn cualquiera. 1a (3) toma 1a

Bl (r) =

satisface ('l ) pero, si b' I o , no satisface (2) - En forma precisa, si

"tr 
no es constante, 

"l 
satisface (1) sÍ y sófo si ). es una raíz na

nufa de la ecuación ez = z + 1 Más aún, si uI es ahora una matriz

nxn cuyos coeficientes son todos nulos salvo una fila (o una columna) de

la forma (b1 (t) ,b2(t), ...,I, ..., bn(t) ) , donde l es una constante

sobre 1a diagonal, entonces, si I es una raíz de sz = 2 + 1 , aI

l'r b(t)l

[..]



satisface (1). Esto nos 1leva a ccnjcturar que cn qeneral, 1a conrlición

(3) es suficiente para que (T) suceda.

No hcmos trabajado en esta conjetura rluc seqrún la observación aJlttr_

rior, precisaría fa relación a1 r:stifo de1 Lena cntre (.1 ) y (,2) . Se hacc

notar .{ue las r¿ríces de la ecuació t ,:z - z, + 1 sjor} nutnrtrab]cs ( ut¡ i c¿rdas

en eI semi-pldno derecho simétricarnerrtc co¡ rcspecto aI eje real y a exce_p

ció¡r de cero nlncjlrna sobre lo.i ejos) y por .llo, (2) es e-:c¡rr:ialmenLe erqui

valente a (1) -

Uno intentaría demostrar l¿t con-jetura para matric.:r trianqul¿r.ls

nxn , extendiendo lo hccho en c1 lema que constltuj_ría el primer pasjo en

ta inducción. Pero, el cá1culo dc La ex¡-rononcial dc Lrna m¿itr.iz triangular

3t<3 ya no cs fácilmente imitablc. No obstante, una idea surgida estos clí¿rs

permitiría obtener no sólo cf cáfcuIo, s:irro t¡rml¡ión el móLc¡do recursivo a

usar. Se basa en que un sistema diferenci¿¡l fineal dc fitatriz trianqular se

puede resolver recursivamente. Sj T es una mat].iz tLiangular supci:ior

rixn , entoncc.s

ú =Tv-n n'n ( (') = d/du)

es cquivalent--, mirando, auncjue no 10 corrstante en L1 , a

u-t nn .c
n

i = T v + rr .l-n-1 r'r-l'11 I -n l,! € nl

do¡rde

de 1'
n

rnatriz

és ima

es ef vector col-umna (n - l))<1 formado por Ia n-ésima columna
t')

quitándol.c e1 ¡rxn

tri angu.Lar supcrior

elemento t ,nn

formada por' 1'

c1 vector columna

es 'l a (n - ll ' (rr - 1)

sln 1a n-ásima fifa ni fa n-

(n - 1)x1 formada por elcolumra Y Yrr- 1 es



u-t
vector y sin su n-ésima componente (que es o -e nt) 

-'n

E] cálculo de exp Tr.r(t) se consigue aI evaluar en u = I a

exp Iu'r-(t)] obtenida como Q(rr).ó-1(o) a partir de una matriz fundamen-n

tal Q que ha sido calculada solucionando el sistema diferencial,

Basado en 10 antexior, tanbién puede ser usado eI método de los va-

Iores y vectores propios consistente en que i = tV , T constante en

u , tiene so.luciones de Ia forna y., = elu..r, con v, un vector prolio'^ /. 
^

correspondiente a1 valor propio l de T . A valores propios distintos co

rresponden soluciones yl linealmente indcpendientes. Así, si se tienen

todos los valores propios distintos, como puede suponerse, se cuenta con

un sencill-o sistema fundanental de soluciones y, por 1o tanto. de una ma -

triz fundanental. No obstante. con este m6todo no se v6 e1 proceso recursi

vo que se utilizaría para aplicar induccidn.

Otro rnétodo, fuertemente recursivo, sería eI que llanamos "de Ia

diagonal cero". Todo sistema puede transfornarse en uno equivalente que po

sea diagonal- cero (cada el-emento nulo) . Si tenemos un sistema tr.iangufar y

Io transformamos a diagonal cero, e1 sistena resultante, que consideramos

constante en u , es nuevamenLe triangular, y si aplicamos sucesivamente

este método acorralamos en una esquina de Ia matriz al sistema. Este n6to-

do tiene gran futuro.

Este probtcma es de gran interés y está abierto. Estos rnétodos sur-

gieron ahora af ser reescrito este trabajo así es que están inexplotados.

Espero en un futuro no muy lejano informar de algún resultado.



3. Como (1) es equivalente a que una matriz fundamental de x' = B'(t)x

sea 0 = exp B , i-nvestigaros ahora 1as condiciones que puedan derivarse

de este hecho. Las condiciones encontradas, análogas a (2) y tambi6n de

conmutatividad, resultan equivalentes entre sí cuando B y B' son aco-

tadas y equivalentes a (1) y (2) , luego (1) y (2) en sÍ misrnos, si B'

es contínua y B(t) no verifica (3) .

Teorema: Sea B(t) una matriz compleja nxn , diferenciable en un inter -

valo I . Sea 0 urla matriz fundamental de

x' = B'(t)x .

f) Entonces, las siguientes condiciones son equ.ivalentes en el inter -

valo I !

c)b)a)

d)

t ó,0'l = o

to2l' = zoo'

II) Si B y

tonces cada una

anteriores

son acotadas

de las condi ciones

0=e*pB,en-

equivaLerte a 1as

to-1.0'l = o [ó.n'] = o

e) (.],k)' = kB't|k (para todo entero Ii)

r) [s,0'l = o s) ls,s'l = o

III) Supongamos que B'

cada una de las diferencias

no es raíz de ez=z+1.

condiciones anteriores son

en el intervalo I y

siguientes es también

es contÍnua en I y que para algún

no nulas ent-re dos valores propios

Entonces, en una vecindad de t ,

equivalentes a

tenl
o

de B(t )o

todas las

h) Q=expa



En particular, si es además ana.lítica en I , entonces las cquiwalen

cias anteriores se extienden a todo el intervalo 1 .

lClgsggs¿Én, La primera parte es inmediata si se verifica que (a) es equi

valente a cada una de las condiciones siguientes. Tanbién, (f) y (g) son

equivafentes a partir de que tó,Bl = O . La equivalencia entre (c) V (f)

sigue de1 hecho más general

que es consecuencia de 1a acotación de B y B, (usada aquí por primera

vez). La última parte sigue de Teorema 4 de J. MARTIN [2] .

Las primeras dos partes fueron deducidas independi entemente de un

teorema similar (Teorema 5) de J. MARTIN [2] . El Teorema S,lZl , establece

que cuando B(O) = O (6 e1t,r¡ = 6¡ y B' es analítica. las condiciones

(a) , (b), (c), (d) . (e) y (g) son mutuamente equivalentes a (h). Nuestro

ejemplo muestra que B(0) no puede ser tomado arbitrari amente. Nuestro

Teorema relaja Ia restricci6n sobre B(O) ; esto es útil pués existen mu -

chas propiedades no satisfechas por B(t) pero sí por B(t) + C con C

una matriz constante aproplada. Adenás, se precisa que 1a equivalencia en-

tre (c) y (f) es independiente de 1a equivalenoia entre (g) V (h) .

En eL Teorema se ha procurado poner las hipótesis más dóbilcs ¡.rosi-

bles, indicando 1a manera directa de cómo influyen en l-as concfusiones con

e1 fin de hacerlas más expedltas af uso en distintas líneas o reinterpreta

ciones. Así, puede ser usado por ejemplo, para considerar en lugar de ma -

trices, operadores en espacios de HTLBERT / como en CAMPBELL Il] . a propósi

to, CAI1PBELL considera en Il] ta condición tu',0] = 0 que es implicada

por (a) y es equivalente a eIIa si es invertible.

[8, (nB)'] = lB,,"El



DI]D I ]MNNTN ¡]S1'ABI,NS .

La fómu1a de Alekseev, que extiende la fórmula c1e variación de constan-

tes a sistemas no-llneaLcs, permite estudiar los efectos prorlucidos por

perturbaciones sobre sistcmas diferenciales, no-:l,ineafes incJuso, c:on

ciertas propiedades cle est-abilidad.

Sin embargo. cono lo muestra A. STRAUSS )¡ J- YORKE [¿J , ef estudio

de ]a estabilidad asintótica, que no sea de ti.po exponencial, posee in-

sospechadas dificultades. En este Capítulo exten.lemos eI estudio a una

variedad de sistemas ]:azonables, que incluyen los de tipo exponencial,

gue llamamos h-A.E. (asintóti camente estables con respecto a h) . Se

esta-blecen algunas condiciones que aseguran que Los corre spond i ente s

sistemas variacionales son h-A.E. Se prueb¿1 que 1os teoremas típi.ios

sobre perturbacj-ones permanecen válidos pai:a sistemas h.A.x.

Además, se demuestra que el comportaniento de un sistema

x' = f (t,x) puede estar deter-minado por eI comportamiento del campo

f (t,x) cuando t tiende a infinito. FinalmenLe, se indican co¡rdicio -

nes que aseguran que ef sistema var.iacional con rcspecto a la solución

CAPIIULO II. 5J I:].l TI"IA:J
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cero sea h-A.L. y se muestl:a cóno .tsl-o íl I-ino lmItlica que eI s.i.jtema

origina-I es tambión h A.E.

2. A Ia largo del Capítu1o se usará 1a norna euc]i.leana, aunclue cualguier

otra norma puede ser usada sin mocli f i caciones escnciafes-

Consideremos ahot:a el sistema de primci: ot:dcn .1a.1. I,or

(1) x' = f (t,x) , f (r-,0) = 0 (()'= d/dt) ,

donde f : I- x D - Rn es u¡ra función deriwable contínuamente,a

Iu = [a,É. I D cs Lrna re .ón er Fn ouc ion,iene al oliocn. l.J onur-

nos que para cada (t",xo) e I- x D La solución de (1) que pasa poI el

punto (to,xo) , denota.la por x(t,t.,x") , esté clef inj.da para to.lo

L > to ) a y que para xo en rr a veci¡lclacl lrerltreña de] orti qon saLi.jf,:r.Ja:

12) lx(t,t",x.) I .l*. h(t)h(r.) 'l (r > r. > a) ,

donde c es una constante positivd (c1epLnr1ien.1o sólo de f) y h es una

función contínua positiva definida en e1 intervalo I

Bajo estas condiciones rliremc¡s que el sistema (1) (o su soLución

nula) es h-as intóti camente estable, lo que anoLarernos h-A.8. EsLa cief in:.-

ción es nueva en la literatura. Pese a qr.re no cxigirnos que h(t¡ -, ¡ cuan

do i: -' oo / esta condición se tcndrá muy a menudo y justif:cará ef tárinino

asintóticamente estable.

Todo sistema lineal cons Lante

xr = Ax A constante,

es lr-A. It. con h (t ) - r:oL- , IrLrc.: (vcr J -t I )
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tA . üe , / Ke (K,cl constanLes, K ;. O) .

Notar que no se ha impuesto t:i. ,: A , en cuyo caso el sisteina se lla

nra exironenc.ia I mcnte cstable- T'or1o srisLema (linc.1l, ¡ro-Lr¡Lca1, autónorno r>

no) exponenr:i.rlmeIlte cstablc se inc].uve cntt e 1os tr-i.]-. con l (l) = ..-['t,

Él > 0 'I'<.rr.1a ecuación esc¿r Ii:u. ciel L1¡ro

x' = u (t)x

¡t
es h-A.D. con h(t) = exl rl (:).1S , lre!o ]r(.) nece Sar i a¡nellte exponen.jial -

Ílente estable como succdc con

_ =_1_ r* = - t, , x(1,1,, ,t,,) =;- x" (t t, L, t, - :. 0)

Consi.leremos ahora el sisi-erna perturira.lo

(3) y' = f (-.,y) + q (t,y)

con ,l , lor ll '+ Rn una función contínua- por fórmula de alekseev [5] :

(4) y(t) := y(t,t.,y.) - x(r,1.,r") . | ó (L , s , y (s ) ) ci (s , y (s ) ) c:is ,
,1,

donde

(s) O(t,t",x") = fr ,tt,t",*"1

es Ia m.rtriz furd¿mental del slst.tma varj.lcLonal:

(6) ,'- f *(l ,x(L,t",\"))z-

(t* representa Ia derivada cle f con respecto a x)



:1)

(8)

Si el sistema ('l ) es h-A.E., se !r1reb.r en f o).ma similar a fo de.ll¡_

cido en IO] q"e el sistena vari¿rcional corr respecto a fa sohiciórL nula

z: = f y(L,A)2"

es también h-A-n- Si acie¡nás

(1, x) - fx(t,o)] ., rr(a) , v€ r,
1

(r )a

tambi6n h-A. E.sucede para x en una vecindad de1 origen, entonces (6) es

y, equivalentemente,

](]]tt,t",*"ll .: c.,h(t)h(1") l (L r. t. > a)

para alguna consl_ante positiva al y xa en alguna vecinclacl de1 or.i_gerr-

lr,x

(e)

En la sección 5 ahondaremos en las relaci<.¡¡res

entre fos sistemas (1), (6) y (7) y precisarernos una

que (8) para este efecto.

Entonces, el sistema pertur.bado (l) .s

en cuanto a ser h-A.E.

co¡rdición ¡¡ás ¡-ratural

Contando con (2) y (9), i.e- que los sistemas (1) y (6) sean h_A.E.,

estamos en posir:iór'r de obLencr .rlqunos resu]-Lados:

I'corcma 1 : Sltpongamos que 1os sist,enas ('l ) y (É,) s()n ir-¡!.11. v .tLLrr

(10) S(t,y) .: l(t) y (l € t. (r ) )tá

también h-A. E.

Demostraci ón: Usando la f6rmu.La dc Alekseev 14) , 12) , tj) y (10) se oblie-

12



lv{tl | ,= lv(t,t",y"l | < lx(t,t",v.)l + lQ {t, s,y (s) ) i ' lg (s,y (sl I lasL
lt-

-, " y"ln(r)n(1.)-' * .., ] r'ltLtt,(sl-' (sr 1v(st lat
I t.

y por designraldad de cRoNr'tALL [5] apricada . t-1 lyl ,

lvtt.t.,y") I < .ly"lnrt)nrt.l-1 
"rp{"., l I (s)ds]

de donde sigue el resultado.

observemos que si en lugar de (2) se tuviera

(2)' lx(t.t.,x") | ..l".lr'ttl

de (5) obtenemos que

lo tt, t" , ol I . "r'tt)

que junto a (B) permite probar, si h es acotada y procediendo como antes,

que cada solución de (6) satisface

zlt,t ",2.) l ..,o¡n'r,'.*o'it c'N"(s)h(s)ds
Ja"

donde lx (t, t. ,x" )

pfo, si h € Lj (Ia

1 N para lx"l suticientemente Pequeño. Así, por ejem-

basta que tr sea acotada para que

z\t,t",2") . .,lr.]t t¡l

para lz.l suficientemente pequeño, que es una desigualdad deI tipo (2)'

Lo mismo es verdad para el sisLema pertl.lrb¿rdo consideraclo en eI teorel 'r'

13
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Como se verá al final de fa sección 3, condicionando 1a función h ,

es posible extender el Teorema 1 a una clase más amplia de funciones I

a las cuales se aplica.

f. Con el Fin de estudiar otros tipos de perturb¡ciones cs necsario impo-

ner otras condiciones sobre h y obtener ciertos lemas preparatorios.

Comencemos con 1a perturbación de1 tipo

(11)
rs+ 1

lstt,o¡¡<I(t), Ats) =l l(t)dt- o si s+e.
is

Toda funci6n I € L-(I ) , p > 1 y aquella o^ue tienda a cero cuandopa
t + 6 , satisface la condición integral de (11).

Lema 1: Sea h una función contínua y positj-va en I- tal que

ft+l _r F.+1
(12) o4mo=límh(t) | h{s) 'ds < Iím h(t) ] h(s) 'ds<"o

L,co J¿ t+có J¡

Si I es una funci6n no-negativa y contínua en la , entonces existe una

constante 0o > 0 tal que

para to suficientemente grande.

Demostraci6n: cambiando ef orden de integracrón y usando (12), obtenemos

I rrfs) 'tr(s)ds < o" I h(s + 1) 'A(s)ds
). - )

t.-'l

¡t _i ¡L _1 fs-Fl
I n(. + 1) 'A(s)ds = | nls + 1) I ¡(r)drds
Jt,-t 1."-r Js

rt f1 -.,: I ltr') ] h(s + 1) '.1s(1'f
J." jr-t



'1 5

para L" suficientemente grande.

La segunda desigualclad en (12) será usada ¡:or primera vez en cl. si_

guiente 1ema.

Lema 2: Supongamos las hipótesis de I-ema 't , (1 't ) ./

(13) lÍn h(.7 i n( )-las M É
r.. l.

Entonces, para cada T > a

ri
lÍm h('rh(-) (: )l: u -

t e r'l

Demostración: Dado e > O, existe t. tal- que para s > to - 1 se tiene

A(s) < e . Usando Lema 1, obirencnos

ft rt .
I ntt)tr(sr '\(s)¿s a" hrL)h(s + t) 'A(s)dsIt. - Jt"-r

< e0"M1 ,

donde ¡41 es una constante resultante de1 uso de (12) y (13).

Ahora

fL -1 fE" lL
I h (L)h (s) 'l (s)ds - h (L) ] h(s) '1 (s)os r h {r)h (s) '} (s)ds
Jr )r lt.

ttlr.m" \(r)h(r) dr-- I r"

.t+ l
< Ect"h (t) h(s) 'ds

l a"
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y¡ por lo anteriornente hecho,

su¡ando tiende a cero cuan.lo l"-

Ia segurida integral

tiende a in¡: ini to

es pequeña y el primer

por e1 siguiente lema:

Lema 3: (r,/. coPPlL [ ¡] ) . si satisface (13),

tante N>0 tal que

h(t) < N.e (t > a)
-1-Mt

donde M es como en

l,lediante estos

(13).

lemas podemos concluir:

rema sucedc Iri.liendo cJuc h s.r1,i::faria (lI) solarneni-c.

1,¡-rrbación q r:s a.-ota.1a y h sar-isf ace ( 1f ) enton.es

son acoi:acas,

Teorema 2: Supongamos que 1os sistemas (1) y (6) son h-A-E., rlonCc h

satisface (12) y (13). Suponqamos que (11) sucede para al-guna función con-

tínua y positiva ). definida en Ia - llntonces, el sistema perturbado (3)

es asintóti camen t,e estable en el infi¡rito, 1.e. si y(1.)l = ]y.] "" "u 
r

ficientemente pequeño para tó sufici enternente grande, entonces

y(t,t.,y.) + 0

¡lckseev (4) , \2), (9) v ('l l) :Demostración: [ri efecto, por fórnu1a de

lv ttl I '= ly(t,t.,y.) I < lx(t,t",y.)l + lü(t,s,y(s)) q(s,y(st)las

¡i
- y in' ) ','h{: . r,...

l1

y el resu]-tado sigue de Lerna 2.

Observación: 'l ) Si .),. (t) -' 0 cuando t -+ @ entonces e1 resultado del teo-

I

Además, si la per -

todas las so 1uc iones
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2) Sobre Ia clase P de las funciones h que satisfacen (12) y (13) te -
nemos los siguientes hechos:

-dF¿) h(t) = e r"", B > o, pertenece a P (como se esperaba por Lema 3).

b) Sj- hi . i = 1,2 , pertenece a p entonces ch., , c > 0 . una cons-

tante y hl * hZ también pertenecen a p .

c) Si h pertenece a P entonces, si v es una funci6n contínua y posi-

tiva en I_ , hv pertenece a p bajo cada una de las siguientes condicio-a-

i) {v(t)v(s)-1,/t + 1 > s > a} es acoLado

ii) v es decreciente y

v (t)lrm < oo

L--xo 
v(t + '¡ 

)

d) Si h pertenece a P, k-(t) = h(t)eLt, e < M 1, pertenece a p
L-

si

tÍ* h(a)u* '' o ,
t--,oo

donde M está dado por (13) -

El úItimo tipo de perturbaci6n que traLarernos, fundamental e¡L 1a 1i-

nealizaci6n de un sistema, es

g(t'Y) = o(lYl)

cuando lyl - O u¡riformemente en t El resultado correspondiente es real-

mente una consecuencia de Teorema 1.
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Teorcma 3: Suponga que 1os sistemas (1) y (6) son h-A.E. y que

lstt,vll t eLv] , o < E constante,

para y en una vecindad del origen y todo t € 1 , entonces el sisLema

perturbado (3) es k -A.E., clonde
e

ke (t) = h(t)cct'

En particufar, si h satisface (1-'i) y t < M 
'1 

, iioncle M csLá

dado por (13), entonces todas las sol-ucioncs Lienden a cero cuando t + oo

En sección 2 establecimos que si ef sistema (1) es h-A.[]., enton -

ces eI sistema variacional con respecLo a la solución cero (7) es también

h-A.E. Puesto que

f (t,x) = f*(t,0)x + 9(t,x) ,

con g como en Teorena 3, este teorema afirma qr:e 1a versión recíproca rle

fo a¡rterior es así: si (7) es h-A.E., entonces (1) es kC-A.8.

Además, si h satisface ('13), Lema 3 permite extender Ia cfase de

funciones ). para las cuales Teorema 1 es cierto, asegurando de paso que

todas las soluciones deI sistema perturbado tienden a cero cuando t -, c. .

trn efecto, si el sistema no perturbado (1) es h-A.E- con h satisfacien-

do (13), entonces todas las sol,uciones con condiciones ]v"l pequeñas,

del sistema perturbado (3) con

ls{t.v) I < r tt) lvl ,

para y en una vecindad de1 origen y t € r. . tienden a cero cuando



t -, @ bajo Ia condlcj-ó¡r

.-,f.r-'o si t - oo

a

Y rnás genera-Lnente, si l satisface fa .londición

1ím
t--,co

para afguna función

' rl
v(t) ' | ).(s)ds =o

I

! taf quc

con M dado por

4.

1ím t'v (t) ' >

(13).

o.M

como el comportamiento

algunas concfusiones

En esta sección veremos

infinito permite obtener

y simplifir:a su estudio.

del ciampo f (t,x) en el

sobre eI sistema or i ginal

x pertenecienLe a una veci¡idad de.L orlgcn.

'Ieorcma 4: Supongamos cluc cuarLclo

es asintóticamente

f(t,x) + r(x) uniformemente

Supongamos además que

x' = r(x) y u'= r.-(x(t,t.,x"))u
x

(r e c] (o) )

lion h-A.E., .loiide satisface (13). h,Lonces,

.rt - al+ -\

es tab]e err e1 infinitc¡ (en e1 scnti.lo cle Teorema

Demostración: Dado E>0,existe T ta1 que para t ) T se tiene

2)

19
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. l.f
h ( t ) 1 c I x 

" ] n tt 
" 

t 
- ' ,i n(")-1 f (s,x(s)) - r(x(::) )1asj , r-,,2),

)¡ para x sufi c i enteniente pequeñr.r

p(t,x) := ]r{t,") -.{r1 .: ./2tq ,

donde M está daclo por (13).

Así, aplicando fórm¡-rla Cc Aleksecv (4) al siste¡¡.¡ oerturb¿do

x, = r(x) + {f (r,x) - r(x) }

uno obtiene para L > T y lx(t,t",x.) | suficientemente pequeño .ilre

Resul.tan prácticos los siqlu.ient-es refinamientos , probac'ios de1 mismo modo,

de Teorema 4.

f:91.rr qr Supor ,¡¡95 qrc L-u.n lo L -, ,x j .- y(</ L|i, r 1- -

rnerlte en x perteneciente a una vecinda,:.l del oriqen, donde ). es alquna

función positiva y cortínua .lefinida en fa . Supongamos que

x' = l(r)r(x) y u, = l(t)rx(x(r,t.,x.)) (r € cl (D) )

son h-A.8.. donde h satisface (13) y

lx(t,t",x")] -.. .lr.]r,t"tr.',tt"l-1 + n(t) [t n,.,-1p(s,x(s))as +
) r"

r h(t) | h(s) 1p(s,x1s)),Js
JT



(14)

l¡ntonces,

h (s) 'l(s)c1s.:..ri^ f, tt I I

x' = f (t, x)

es asintóticamente estabfe en eI infinito-

-f eorema 6: Supongamos que

.1.ím f (t,x) - r(t,x) 0

uniformemente en x pertenecicnte a Llna vecind.rd dc1 oriqen y que

(1s)

v

,t - -l+ -\

tt' = l]

serl h-A-E., rlonCe h

(r € c1 (r x D) )a

(t, x (t, t^ ,x^ ) )ux"

saLisface (11) - entonces

('t6) x¡ = f (t,x)

es a s intót i.tancnte est¿1ble cn e1

Bien, y para finalizar la

lr tt,") - r (t,x) 
|

infinito

secci6n hacemos notar que fa con.li.i ón

y (16)

ciendo

para t€Ia y x en

son equivalentes, i.e-

(13), entonces ef otro

< tr(t) xl (). € L1 (r._ ) )

una vecincla.l .1eL cri(len, esjtablece que (15)

si u¡ro rle c1 lOs es ll-A . ¡l - , .jon ll :-jiL t- i .ji¿1-

t-a¡nbión I o cs.



5. En esta sección damos un criterio que permite asegurar que un sistema

x, = f (t. x) , f (t,0) = 0

es h-A.E. para alguna función h Recordemos que por Teorema 3 ésto

es así, con h = ka . cuando e1 sistema variacional con respecto a la

soluci6n cero

es h-A.E. Veamos cómo podemos asegurar que este sisterna sea h-A.E.

ra alguna función h . Necesitamos Ia lfamada norma logarítmica de

Lozinskii [5] :

(7)

pa-

U(A(t)) = lím
+

n-}o

]r + ¡a1t) I - r

donde A(t) es una matriz e f denota la matriz identidad. Esl-a norma

logarítnica depende de la norma I I usada para Ia matriz. Por ejemplo,

si

n

lnl - ,náx : lr ,l ,

k i-'t rk'

que corresponde a Ia norma vecLorial l"l=
II
: lr. I , enronces

UIA) = máxlRe ¿,., ) ,,,.
k ^" rlk

mientras que si

lol = ^a*{x1/2 /x es vator propio de a*e} ,

22
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que corresponde a Ia norma euclideana, entonces

U(A) = máx{tr,/} es valor propio de } te * a*tJ

Lo interesante de este conceDto, es que pernite estimar la norma de

una matriz fundamenlaf, en términos de 1a matriz de1 campo en la situación

variable en t , a sdber:

Lema (Lozinskii). La matriz fundamental 0(t,L") del sistema lineal

zt = A(L')z

tat que 0(t.,t.) = r satisface

Teniendo en cuenta este lema, 1a condición

l1t ) ram
h(r)u(fx(r,o))

h'(t)
t--roo

para alguna funcj-ón diferenciable h , asequra que (7) es Il-A-E- l;sta con-

dici6n lncluye condición (10) de [5] .

Bien, si ('17) sucede, entonces el sistema (7) es h-A.E. y eL sisl-e-

ma original (1) es kE-A.E. Pero, tambl6n necesitamos

,ü ( ,Lo,xó) < c,<- {r)l'. (t-) '

o, equivalentemento , que

at-

i(,tt,t,,l ..r,, I tr(/',(,r))ds
l a-"

(6) z' = fx(t,x(t,L.,xo))z



sea k

al ser

(1) x, = f (t,x)

estable, dado l. ) O, es po-.i;ib.l.e escoqcr

pequeño para tener que

lx(t,t",x.) |
suf i ci entemcn t e

l
a1

lr,.{t,*{t,t.,".)) - f*(t,o) | < e

t" , así que una nueva aplicación

iqual que (1), k -A.E.t

de Teorema -1 , establecepara toalo t

que (6) es,

Resumiendo,

'l eurema 7: supongJros quc

riacionaf con res¡ecto a

(17) sucede o quc, por fo tanto, el sistema va -

1a solución ccro

zi = f* (t,0) z"

es h-A.E., entonces

x' = f (t,x)

sati sf¿1ric (1 I ) y e < M-1 con M dado por (13),es l( -A. E . Si además l.)
c

entonces

,t - t lt vlr'+ v l
x" )z

es ta¡nbián k--A.ij. para xó suf ic iontemcntc pequeño,

ijstc tcorem.l nos perrni te obtcncr l() j.i :j j cluientcfj rcr:lu l l.irlo5 ajolil i.l

.listintos ti¡rr::: dr: t)er Lurba cj ()nc:; r;omL-,i¡,r,1;,s.

s.ltisface

24
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q"r"l".ig_1, Suponga que 1os sistemas ('l ) y (6) so¡ h_A-E-, que para y

en una veclndad def origcn y t € Ia :

A < L constante.

Entonces

\' I r,- , ,!. I t .'t/.

eS k.--lr.U. (k. c.JnO eII 'l'Cor.rl]l,r J). l,] I r , I l t, i .t r I I .r t , r.;i lr s;_rtjlrl¿r_r: (1 j)IL
-1y a < M , doncie M está clarir¡ ¡or (1 l) , erttilnces toCa.j las soluciorres

con condiciones iniciales y,, nequeitas .le este sisie.na iienden a ccro

cuando L t co

Cor:olario 2: Slrpon.Jarnos que 1os sistemas ('l ) .r, (6) sr¡n 1l-¡r.E- con h

satisfaciendo (12) y 113;

-1
Iím h(t)eM L.a,
t-+co

donde M está dado por (13).

Supongamos liue q1 'l cJ.) sc¿1¡ como en Clorol ario 1 l- r.lrte

lo., tt,y¡ I . r ttl lvl

s2lL,Y) . E ly

rsl l

lq"(t,y) l<Y(t) , I y(t)dt+ 0 si s+É,

Irara y en una vecindad del oLigen y t É l_

v



- -1¿€ N1

y'= f (t,y) + q, (t,y) I qrlt,'l) + c1r(t,y)

c¡s asintólicameule estabfc en e1 infinito.

EnLonces, si

Demostración: E1 sistema

u' = f (t,u) + qt (t,Lr) + gr (t,u)

es ka-A.[. por Teorema 1 y por Teo]:ema 7 sus sisternas v¿riacionalcs so¡r

k2.-A.E. Ahora, por observaci6n 2(d), lr2, satasface 112) ,t (1,1) y, fnr
10 tanto, 'f'eorerna 2 es apllcab]e, i -e. es |osible lrertLlj.barr este úllimo

sistema y obterrer e1 resultard.).

Notemos finalmente que, por Teorema 7, err Corolar La 1 y 2la hlpó -

tesis de que (1) y (6) sean h-A.E. puede ser camlciada a que simplemente

(7) sea h-A.E. y por 10 tanto, a que se verifique (16) , y Ia conclusión

se mantiene intacl,a reemplazando e por 2e y 3É respectivamente . Más

aún, pedir gue (6) sea h-A.It. es apareutenente superfluo, pue:; si (l) es

h-A.l:l. entonces, por sección 2, (-l) lc' cs y, por Teorem.i 7, (6) es |.-A.l,t.

No obstante, para ciertos siste¡¡as, cc¡¡no los linealcs, ::i (l) cs lL-A.tj-,

entonces (6) es también h-A.E., no sólo k.-A-8., 1.r que permite malror

ii bertad .

6. Para terninar, mencionemos algunos beneficios adicionafes de los resul-

tados logrados. PrimeramenLe, l.a parLicufarización de éstos af caso Ii-

neal genera nueva información acerca de sistemas ]ineales (ver pfl¡tO [:] )

Las estimaciones de 1as sofuciones obtenidas¿ algunas de el1as sin ma-

yores restricciones sobre la funci6n h , proporciona información sobre
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