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INTRODUCCTION

El trabajo que se expondrd a continuacidén constituye mis primeros
logros en ecuaciones diferenciales ordinarias. Did origen a dos articulos
[11] y [12], el primero ha sido aceptado en ANALYSIS y aparecerd pronto
publicade y el otro serda enviado a PROCEEDINGS de A.M.S. Por esto, se optd
por exhibir los resultados simplemente al estilo de un articulo, dejando

el material preliminar o ba&sico reservado exclusivamente a las referencias.

En el primer Capitulo se estudia la forma de la solucidn del siste-

ma lineal:

en términocs de A . Esto llevd a preguntarse por qué su matriz fundamental

no es
t

exp J A(s)ds ,
O

o, equivalentemente, a investigar la validez de la f&rmula



1.4

By~ P (%)
e prueba que para B(t) una matriz triangular superior 2x2 , (i) es
equivalente a que suceda

[B,B'] =0 (x%)
0 que: (**%x) la diferencia de los valores propios de B{t) sea solucidn

de la ecuacidn trascendental:

zZ
e =z + 1 .

Un tipo de relacidn como &sta, no se conoce en la literatura. Ade -
mas, sobre la condicién suficiente (#%) no se sabfa si era o no necesa -
ria, incluso existia una demestracién incorrecta (de H. Helm), como obser-
va J. MARTIN [ 2], pdg. 264. Mediante la equivalencia anterior es muy facil
construir contraejemplos, incluso en dimensidn cualguiera, donde (%) su-
cede sin que se verifique (xx) . Ademas, la condicidn (xxx) aparece co-
mo una nueva condicién suficiente, obviamente no-necesaria, para tener
(¥x) . Se conjetura que es en general una condicién suficiente. Para matri-
ces triangulares superiores 2X2 esta conjetura es cierta, i.e. si (x#+%)

sucede, entonces (%) es cierta. Luego de eso, se obtiene un resultado

general (para matrices nXn cualesguiera) que relacicna (x) , (%%) v
(xx%) con otras condiciones y asegura ademds que si (%#%) no sucede,
entonces (x) vy (%) son equivalentes.

En Capitulc II se aborda el problema central y original mostradc en

[ 4] como nada de trivial: debilitar la estabilidad de tipo exponencial sin
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invalidar los resultados ya existentes. Estc se censique considerando sis-
temas, lineales o no, que llamamos h-A.E.: asintéticamente estables con
respecto a h . Este tipo de sistemas no sdlo incluyen los de tipo exponen
cial (con h la funcién exponencial) sino que efectivamente extienden ra-—
zonablemente los resultados vilidos para éstos. Se precisa la implicancia
que tiene esta definicidn entre un sistema y sus sistemas lineales varia —
cionales, estableciendo de qué manera el hecho de gque un sistema variacio-
nal con respecto a la solucién nula sea h-A.E. implica que el sistema
original y sus variacionales lo sean. Se da entonces una condicién para
gque el sistema variacional con respecto a la solucidn cero sea h-A.E. Es-—
to ¥y un poce de trabajo mas, permitid obtener dos resultados nuevos con

respecto incluso a [11], sobre perturbaciones del sistema:

x' = £({t,x)
combinadas

y' = £ty) £ g, (t,y) + g, (t,y) + gylt.y)
con

lg, o) | < ) |yl

qz(t,y) = O(iyl) uniformemente en t
Y

S+ 1
{gB(L,y}| < y{t) 3 J vit)dt =~ 0 g1 5§ &
S
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En cuanto a las proyecciones y a lo que resta por hacer sobre lo
aqui presentado, diremos que en lo que se refiere a sistemas h-A.E., su
teoria basica estd completa no asi indudablemente su aprovechamiento. So-
bre éste, aparte de lo comentado en seccién 6 de Capitulo II, estd el uti-
lizarlo en el fabuloso campo de la integracidn asintética como se apunta

al final de PINTGC [ 13].

En cambio sobre el interesante y dificil problema de la derivada de
la exponencial de una matriz variable no se ha dado m&s que el primer Dpaso.
No obstante, la equivalencia encontrada, es una visién distinta y una di -
reccién nueva, que como se explica en seccidn 2 de Capitulo I, debiera cons
tituir la primera etapa de un proceso recursivo que demuestre una equiva -
lencia al estilo de la encontrada para matrices nxn cualesquiera. Creo
que el establecer &sto, aparte de proveer un cdlculo, y por ende ejemplos,
computacionalmente conveniente (dado el método recursivo), proporciona un
enfeque promisorioc al interesante problema de la representacidén exponencial

de una matriz fundamental de un sistema lineal.

Termino agradeciendo, y muy sinceramente, a J. Soto por su preciada
colaboracidn y amplitud matematica en mi inicio por los caminos, no siem -

pre diferenciables, de las ecuaciones diferenciales ordinarias.



CAPITULO I. LA DERIVADA DE LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ VARIABLE

1. Sea B(t) una matriz n¥n cuyos coeficientes son funcicnes a valo -
res complejos de la variable real t , derivables en un intervalo I . La
formula

(1) [exp B(t)]' = B'(t) exp B(t)

{donde ( })' denota diferenciacién con respecto a t), no es siempre cier
ta como se comprueba facilmente (ver [ 3]) con

La validez de (1) en algln intervalec asegura gue exp B(t) es una matriz

fundamental del sistema diferencial

x'" = B'"(t)x

para t en ese intervalo.

Una condicién suficiente para que (1) suceda es la condicidén de con

nmutatividad:



(2) [B(t),B'(t)] := B(£)B'(t) ~ B'(£)B(t) = O

Sobre la necesidad de (2) no habian contraejemplos en la literatura. En
este trabajo, se exhiben varios contraejemplos y se encuentra una nueva
condicidn suficiente para que (1) suceda, en el caso de matrices triangu -
lares 2x2 . Se observa que para ciertas matrices n¥n esta suficiencia
sigue valiendo y conjeturamos que asi sucede en general. La demostracidén

en general de este hecho estableceria la relacién precisa entre (1) y (2).

Finalmente se prueba c¢dmo varias condiciones de conmutatividad se
relacionan con (1) y (2), indicando en qué situacidn (1) y (2) son eguiva-
lentes. Se extiende asi, un teorema de J. MARTIN [ 2]. El {iltimo resultado
sigue la linea establecida por CAMPBELL [ 1] y es aplicable por lo tanto a
operadores B{(t) en espacios de HILBERT. En | 1] v [2] uno encuentra muchas

referencias sobre este tema que hasta ahora posee sdlo scluciones parciales.

2. Nos proponemos precisar la relacidn entre (1) y (2) para matrices trian
gulares 2x2 . De ello sera claro cdmo construir ejemplos de matrices in -

cluso en dimensidén cualquiera, para las cuales (1) no implica (2).

Lema: Sea B(t) la matriz triangular derivable en un intervalo I

entonces, en algln intervale J C I , la fdrmula (1} es valida si y sdlo

si sucede (2) o la condicidén siguiente:



&%)

(3) a(t) - c(t) es una raiz no-nula de la ecuacidn transcendental

a b] c O a-c b
B = == *® = C + D
0 c 0 ¢ 0 0
2
entonces exp B = exp Crexp D . Peroc D° = {(a - c)D vy
1 2 1 3
EXP O S 1L DD & 507 % .
2 34
2
_ : (a - ¢} (a - ¢}
=I+DJ[1+ = & + ...
=1+ (a-c) [exp (a - ¢) - 1lp .
De donde, para t € I
alt alt et -1
o) iy (1Y - ¥ iy - el
exp B(t) = :
0 e
f6érmula vilida, de manera obvia, inclusc para tO tal qgue a(to) = b(to)
asi, férmula (1) es eguivalente a
: a =1 a = :
(be® - ea-a 1" =ame® - %@ - o + et

y el resultado sigue de la integracién de esta ecuacidn diferencial.



Observacibdn: Para una matriz nxn cualguiera, la condicidn (3) toma la

forma:

(3) La diferencia entre dos valores propios de B(t) es una raiz no

nula de la ecuacidn trascendental

Las condiciones (2) y (3) no son necesariamente excluyentes. En la demos -
tracidén de Teorema 4 de J. Martin [2] se establece gue, para toda matriz
nxn , (1) implica (2) & (3) y que si (3) no sucede, entonces (1) implica

(2) . No obstante, no puede deducirse que (3) sea una condicidén suficiente.

Usando el lema anterior es muy f&cil construir ejemplos donde se

tiene (1), y (2) es falso. Si A es una rafz compleja no nula de la ecua -

cidén
ez =z + 1,
entonces
A b(t)]
B, (t) =
A( )
0 0
satisface (1) pero, si b' # 0 , no satisface (2). En forma precisa, si
BR no es constante, B) satisface (1) si y sdlo si X es una raiz no
v
. - Z - - . i
nula de la ecuacidén e =2z + 1 . Mas aun, si BX es ahora una matriz

nXn cuyos coeficientes son todos nulos salve una fila (o una columna) de

(t), =y Ay ---, b (t)) , donde X es una constante

la forma (b 5 i

; . - z
sobre la diagonal, entonces, si X es una raiz de e =2z + 1, B,

A



satisface (1). Esto nos lleva a conjeturar que en general, la condicién

(3) es suficiente para que (1) suceda.

No hemos trabajado en esta conjetura gque segiin la observacidn ante-
rior, precisaria la relacidn al estilo del lema entre (1) y (2). Se hace
i : o z . ;
notar que las raices de la ecuacidn e = z + 1 son numerables (ubicadas
en el semi-plano derecho simétricamente con respecto al eje real y a excep
c¢ién de cero ninguna sobre los ejes) y por ello, (2) es esencialmente equi

valente a (1).

Unc intentaria demostrar la conjetura para matrices triangulares
nxn , extendiendo lo heche en el lema que constituiria el primer paso en
la induccidn. Pero, el cdlculo de la exponencial de una matriz triangular
3%3 ya no es facilmente imitable. No obstante, una idea surgida estos dias
permitiria obtener no sdlo el calculo, sino también el método recursivo a
usar. Se basa en gue un sistema diferencial lineal de matriz triangular se
pruede resolver recursivamente. Si Tn es una matriz triangular superior

nxn , entonces

((") = d/du)

e
1l
=

s

es equivalente, mirando, aunque no lo sea, a Tn constante en u , a

u‘tnn
Y = q + e .C . o €T
Yn-1 n=-1¥n-1 % n ( n !
donde ¢ es el vector columna (n - 1)X1 formado por la n-&sima columna
n
de T gquitandole el nxn elemento t g B es la (n - 1) X (n - 1)
n nn n-1

matriz triangular superior formada por Tr sin la n-ésima fila ni la n-
1

ésima columna y vy ; s el vector columna (n - 1)%1 formada por el
e



vector ¥ sin su n-&sima componente (gque es 0« -e ) .
n

El calculo de exp Tn(t) se consigue al evaluar en u =1 a
; = ] } :
exp [u-Tn(t)] obtenida como ¢(u)+¢ (0) a partir de una matriz fundamen

tal ¢ que ha sido calculada solucionandce el sistema diferencial.

Basado en lo anterior, también puede ser usado el método de los va-
lores y vectores propios consistente en que vy =Ty , T constante en

Au_

u , tiene solucicnes de la forma yk = g v con ¥y un vector propio

A
correspondiente al valor propio A de T . A valores propios distintos co
rresponden soluciones YA linealmente independientes. Asi, si se tienen
todos los valores propios distintos, como puede suponerse, se cuenta con
un sencillo sistema fundamental de soluciones y, por lo tanto, de una ma -

triz fundamental. No obstante, con este método no se vé el proceso recursi

vo que se utilizaria para aplicar induccidn.

Otro método, fuertemente recursivo, seria el que llamamos "de la
diagonal cerc". Todo sistema puede transformarse en unc equivalente que po
sea diagonal cero (cada elemento nulo). Si tenemos un sistema triangular y
lo transformamos a diagonal cero, el sistema resultante, que consideramos
constante en u , es nuevamente triangular, y si aplicamos sucesivamente
este método acorralamos en una esquina de la matriz al sistema. Este méto-

do tiene gran futuro.

Este problema es de gran interés y estd abierto. Estos métodos sur-
gieron ahora al ser reescrito este trabajo asi es que estan inexplotados.

Espero en un futuro no muy lejano informar de algin resultado.



3. Como (1) es equivalente a que una matriz fundamental de x' = B'(t)x
sea ¢ = exp B , investigamos ahcra las condiciones gque puedan derivarse
de este hecho. Las condiciones encontradas, anilogas a (2) y también de
conmutatividad, resultan equivalentes entre si cuando B y B' son aco-
tadas y equivalentes a (1) vy (2), luego (1) y (2) en si mismos, si B'

es continua y B(t) no verifica (3).

Teorema: Sea B(t) wuna matriz compleja n¥%n , diferenciable en un inter -

valo I . Sea ¢ una matriz fundamental de
x' = B'(t)x .
I) Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes en el inter -
valo I
o =1
a) lo,0'] =0 p) [¢ '] =0 c) [o,B'] =0
2 ] ] ’ k 1 1 k
d) () = 2¢¢ e) (¢7)' = kB'¢ (para todo entero k)
11) Si B y B' son acotadas en el intervalo I y ¢ = exp B , en -

tonces cada una de las condiciones sigquientes es también equivalente a las

anteriores
£) [B,¢'] =0 g) IB,B'] =0
IIT) Supongamos que B' es continua en 1 y gue para algln to en I

cada una de las diferencias no nulas entre dos valores propios de B(to)
- z .
no es raiz de e =z + 1 . Entonces, en una vecindad de tO , todas las

condiciones anteriores son equivalentes a

h) ¢ = exp B



En particular, si B' es ademds analitica en I , entonces las cquivalen—

cias anteriores se extienden a todo el intervalo I

Demostracidn: La primera parte es inmediata si se verifica que (a) es eqgui
valente a cada una de las condiciones siguientes. También, (f) v (g) son
equivalentes a partir de que [¢,B] = 0 . La equivalencia entre (c) y (f)

sigue del hecho mis general
B 1 B
[B, ('] =1B",e]
que es consecuencia de la acotacién de B y B' (usada aqui por primera

vez}. La Ultima parte sigue de Teorema 4 de J. MaARTIN [ 2].

Las primeras dos partes fueron deducidas independientemente de un
teorema similar (Teorema 5) de J. MARTIN [ 2]. E1l Teorema 5, [ 2], establece
que cuando B(0) =0 (& B(to) =0) y B"'" es analitica, las condiciones
(a), (b), {(c), (d), (e} vy (g) son mutuamente equivalentes a (h). Nuestro
ejemplo muestra que B(0) no puede ser tomado arbitrariamente. Nuestro
Teorema relaja la restriccifén sobre B(0) ; esto es {til puds existen mu -
chas propiedades no satisfechas por B(t) pero sI por B(t) + C con C
una matriz constante apropiada. Ademas, se precisa gue la equivalencia en-

tre (¢} y (f) es independiente de la equivalencia entre (g) v (h).

En el Teorema se ha procurado poner las hipdtesis mas débiles posi-
bles, indicando la manera directa de cOmo influyen en las conclusiones con
el fin de hacerlas mds expeditas al usc en distintas lineas o reinterpreta
ciones. Asi, puede ser usado por ejemplo, para considerar en lugar de ma -
trices, operadores en espacios de HILBERT, como en CAMPBELL [ 1]. & propési
to, CAMPBELL considera en [ 1] la condicién [B',¢] = 0 que es implicada

por (a) y es eguivalente a ella si B' es invertible.



CAPITULO II. SISTEMAS DEBIIMENTE ESTARLES.

1. La formula de Alekseev, que extiende la férmula de variacidn de constan-—
tes a sistemas no-lineales, permite estudiar los efectos producidos por
perturbacicnes sobre sistemas diferenciales, no-lineales incluso, con

ciertas propiedades de estabilidad.

Sin embargo, como lo muestra A. STRAUSS v J. YORKE [ 4] , el estudio
de la estabilidad asintdtica, que no sea de tipo exponencial, posee in-
sospechadas dificultades. En este Capitulo extendemos el estudio a una
variedad de sistemas razonables, que incluyen los de tipo exponencial,
gue llamamos h-A.E. {(asintoticamente estables con respecto a h). Se
establecen algunas condiciones que aseguran que los correspondientes

sistemas variacionales son h-A.E. Se prueba que los tecoremas tipicos

sobre perturbaciones permanecen vdlidos para sistemas h.A.E.

Ademas, se demuestra que el comportamiento de un sistema
x' = £(t,x) puede estar determinado por el comportamiento del campo
f(t,x) cuando t tiende a infinito. Finalmente, se indican condicio -

nes que aseguran que el sistema variacional con respecto a la solucidn
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cero sea h-A.E. y se muestra cdmo esto dltimo implica que el sistema

original es también h-A.E.

2. A lo largo del Capitulo se usard la norma euclideana, aunque cualguier

otra norma puede ser usada sin modificaciones esenciales.

Consideremos ahora el sistema de primer orden dado por
(1) x'" = f(t,x) , £(t,0) =0 (C)' =a4asat) ,
n ;i ; -
donde f : Ia X D= R es una funcidn derivable continuamente,
5 n ‘ ;

Ia = [a,%=) y D es una region en TR que contiene al origen. Suponga -

mos que para cada (t,,x,) € I_ X D la solucién de (1) que pasa por el
a
punto (t.,x,) , denotada por =x=(t,t,,x,) , esté definida para todo

L > t, >a y que para x, en una vecindad pequena del origen satisfaga:

(2) |x(t,t, %) | < elx,|ntnce,) (t > t

donde ¢ es una constante positiva (dependiendo sdlc de f) y h es una

funcién continua positiva definida en el intervalo I

g 2 &)

Bajc estas condiciones diremos que el sistema (1) (o su solucidn
nula} es h-asintdticamente estable, lo que anotaremos h-A.E. Esta defini-
cidn es nueva en la literatura. Pese a que no exigimos que h(t) — 0 cuan
do t = %, esta condicidn se tendrd muy a menudo y justificari el término

asintoticamente estable.

Todo sistema lineal constante

%' = Ax , A constante,

ot .
es h-A.E. con h(t) = e , pues (ver [ 3])



tA ot
le ] < Ke (K,& constantes, K > 0).

Notar que no se ha impuestc o < 0 , en cuyo caso el sistema se lla

ma exponencialmente estable. Todo sistema (lineal, no-lineal, auténomo o

; y =5t
ne) exponencialmente estable se incluye entre los h-A.E. con h(t) = e g i
B > 0 . Toda ecuacidn escalar del tipo
x'" = ult)x
i
es h-A.E. con h(t) = exp J u(s)ds , pero no necesariamente exponencial-

a

mente estable como sucede con

1 t
¥ = —jEx o ox(t, b, x,) = Tf'xc (t > t, >a>0)

Consideremos ahora el sistema perturbado

(3} y' = £(t,y) + g(t,y)

con g : Ia X D = R una funcidn contfrua. Por férmula de Alekseev [ 5] :
t

(4) y(t) = y(t’to’YG) = X(t'to'yO) + J (f)(t:SrY(S}}C_I(S;Y(S))dS r
tO

donde

(5) Bl b B = i iy g, )

TGN g - Bx fFeg g

[e]

es la matriz fundamental del sistema variacional:

(6) z!' = fx(t,X(t;t(_ijo))Z

i representa la derivada de f con respecto a x)
X
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Si el sistema (1) es h-A.E., se prueba en forma similar a lo dedu-—

cido en [6] que el sistema variacional con respecto a la solucién nula

(7 z' = £ (£,0)z
X

es tambifén h-~A.E. Si ademis

(8) |£ (t,x) - £ (t,00] < vit)|x| v B (e)
b14 bl¢ = 1 a

sucede para X en una vecindad del origen, entonces (6) es tambidn h-A.E.

Y, eguivalentemente,

(9) | (t,t,,x.) | < c,h(t)h(t,) k¥ &, 3 a

para alguna constante positiva C, Y %, en alguna vecindad del origen.

En la seccidn 5 ahondaremos en las relaciones en cuanto a ser h-a.E.,
entre los sistemas (1), (6) y (7) y precisaremos una condicidn mas natural

que (8) para este efecto.

Contando con (2) y (2), i.e. que los sistemas (1) Yy (6) sean h-A.E.,

estamos en posicidén de obtener algunos resultados:
Teorema 1: Supongamos que los sistemas (1) v (6) son h-A.E. y cque
(10) lgtt,y) | < Ae) ]|yl (A €L (1))

Entonces, el sistema perturbado (3) es también h-A.E.

Demostracidn: Usando la férmula de Alekseev (4), (2), (9) v (10) se ocbtie-

ne
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t

|y(t)| = Iy(t:tO;YDH i lx(t;t01y0)| + J lq)(t,s,y(s))i'
T

g(s,y(s))]|as

o

t
cly,n(tinie,) " + c, J h(t)h(s)  A(s) |y(s) |ds
t

| A

o

y por desigualdad de GRONWALL [ 5] aplicada a h“1|y|

t
1y(t,to,yn)[ f_c]yo\h(t)h(to)_1 exp{c1 f As)ds!

"
>

de donde sigue el resultado.

Observemos que si en lugar de (2) se tuviera
(2) |2 (tt,ixo) | < efx,|nee)
de (5) obtenemos que
l$(t,t,,0)] < chit)

que junto a (8) permite probar, si h es acotada y procediendo como antes,

que cada solucidén de (6) satisface

1 o
|2 (it r2, Y] ﬁ_c‘zo|h(t)°exp{J c*N*A(s)h(s)ds} ,
E

Lel

donde lx{t,to,x0)| < N para \xo| suficientemente pequenoc. Asi, por ejem-

plo, si h € LT(Ia) , basta que A sea acotada para gue
|2 ttvtoimed| & oy l2s bt

para \z suficientemente pequeno, gque es una desigualdad del tipo (2)'.

ol

Lo mismo es verdad para el sistema perturbado considerado en el teorcma.
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Como se verda al final de la seccidn 3, condicionandeo la funcién h ,
es posible extender el Teorema 1 a una clase mas amplia de funciones A

a las cuales se aplica.

3. Con el fin de estudiar otros tipos de perturbaciones es necsario impo-
ner otras condiciones scbre h y obtener ciertos lemas preparatorios.

Comencemos con la perturbacidn del tipo

s+1
(11) Ig(t,y)| < Aft) , Als) =J Alt)dt = 0 si § >,
S
Toda funcién X € Lp(Ia) , P > 1 y aquella que tienda a cero cuando

t > o, satisface la condicién integral de (11).

Lema 1: Sea h wuna funcidn continua y positiva en Ia tal que

t+1 -1 L% il -1
(12) 0 <m, = 1im h(t) J h(s) ds < 1im h{(t) J h(s) ds < o,
100

£ o

Si A es una funcidn no-negativa y continua en Ia + entonces existe una

constante o, > 0 tal que

i t
f h(s)“1k(s)ds < 0, f h(s + 1)_1A(s)ds

t:
o tc_1

para t, suficientemente grande.

Demostracién: Cambiando el orden de integracién y usando (12), obtenemos

t -1 t -1 S+1
J h(s + 1) A(s)ds f hi(s + 1) [ A(t)drds
t.—1 s

5] o

[t i -1
A(T) J h{s + 1) dsdTt

RY



o

para t suficientemente grande.

La segunda desigualdad en (12) serd usada por primera vez en el si-

guiente lema.

Lema 2: Supongamos las hipdtesis de Lema 1, (11) vy

t
(13) 1im h(t) J R(s) e = 1o
a

e

Entonces, para cada T > a

t
17m J BCe B " K (ETdE = O
e T

Demostracidén: Dado € > 0 , existe t_, tal que para s > t, - 1 se tiene

A(s) < &£ . Usando Lema 1, obtenemos

t t
J h(t)h(s)_1k(s)ds O, J h(t)h(s + 1) "A(s)ds

| A

A
m
Q
=

donde M1 es una constante resultante del usoc de (12) y (13).

Ahora
_ to - £ -1

J h(t)h(s) A(s)ds = h(t) J h{s) A(s)ds + hit)h(s) A(s)ds
T T kv
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Y, por lo anteriormente hecho, la segunda integral es pequefia y el primer

sumando tiende a cero cuando t tiende a infinito por el siguiente lema:

Lema 3: (W. COPPEL [7]). si h satisface (13), entonces existe una cons-

tante N > 0 tal que

-1
h(t) < nee o+ F (t > a) ,

donde M es como en (13).

Mediante estos lemas podemcs concluir:

Teorema 2: Supongamos que los sistemas (1) vy (6) son h-A.E., donde h

satisface (12) y (13). Supongamos que (11) sucede para alguna funcidn con-
tinua y positiva A definida en Ia - Entonces, el sistema perturbado (3)
es asintéticamente estable en el infinito, i.e. si ‘y(to)] = |y,| es su -

ficientemente pequeho para t, suficientemente grande, entonces

yilt,t ,y,) * 0 g1 B e
Demostracidn: En efecto, por férmula de Alekseev (4), (2), (9) v (11):
I’t
iy(f)l 2= 1y(t’to’yo)‘ i \X(t'to'yo)l * j |{vb(tJSfY(S)) ‘ |Q(S:y(5})id5
tO
1 . ]
i_c‘yoih(t)h(tc) + J ch(t)h(s) X(s)ds
tO
y el resultado sigue de Lema 2.
Observacién: 1) 81 X(t) = 0 cuando t = entonces el resultado del teo-
rema sucede pidiendo gque h satisfaga (13) solamente. Ademds, si la per -
turbacidén g es acotada v h satisface (13) entonces todas las soluciones

son acotadas.
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2) Sobre la clase P de las funciones h que satisfacen (12) y (13) te -
nemos los siguientes hechos:

-Bt

g) h(t) =e , B >0, pertenece a P (como se esperaba por Lema 3).

b) Si hi , 1 =1,2 , pertenece a P entonces ch1 ;, ¢ > 0 , una cons-

tante y h1 + h2 también pertenecen a P

c) Si h pertenece a P entonces, si V es una funcidn continua Yy posi-

tiva en Ia » hv pertenece a P bajo cada una de las siguientes condicio-

nes:
i) {U(t)V(S)~1/t + 1> s >a}l es acotado
ii) V es decreciente y

e SR 1)

Iam o @9

s ViR + 1)

; et =1
d) Si h pertenece a P , kg(t) = h(t)e r E< M , pertenece a P
si
5 =1
1im =

Snhwe >0,

donde M estd dado por (13).

El Qltimo tipo de perturbacidn que trataremos, fundamental en la li-

nealizacién de un sistema, es

g(t,y) = o(!y|)

cuando ]y| -+ 0 uniformemente en t . El resultado correspondiente es real-

mente una consecuencia de Teorema 1.
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Teorema 3: Suponga que los sistemas (1) y (6) son h-A.E. y que
|g(th)[ f_E{y‘ , 0 < & constante,

para y en una vecindad del origen y todo t € I , entonces el sistema
a

perturbado (3) es kE-A.E., donde

En particular, si h satisface (13) y € < M ! , donde M esta

dado por (13), entonces todas las soluciones tienden a cero cuando t — .,

En seccidn 2 establecimos que si el sistema (1) es h-A.E., enton -
ces el sistema variacional con respecto a la solucién cero (7) es también

h-A.E. Puesto que
f(t,x) = fx(t,O)x + gl(t,x) ,

con g como en Teorema 3, este teorema afirma que la versién reciproca de

lo anterior es asi: si (7) es h-A.E., entonces (1) es kE-A.E.

Ademds, si h satisface (13), Lema 3 permite extender la clase de
funciones A para las cuales Teorema 1 es cierto, asegurando de paso gue
todas las soluciones del sistema perturbado tienden a cero cuando t —= |
En efecto, si el sistema no perturbado (1) es h-A.E. con h satisfacien-
do (13), entonces todas las soluciones con condiciones |y | pequefas,

del sistema perturbado (3) con
lgte. )| < Ao |y|

para y en una vecindad del origen y t & Ia . tienden a cero cuando
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t = % bajo la condicidn

t A =0 si t oo

a

Y mds generalmente, si A satisface la condicidn

e -1 &
1im v (t) J A(s)ds =0

tee

para alguna funcién v tal gque

con M dado por (13).

4. En esta seccidn veremos como el comportamiento del campo f(t,x) en el
infinitc permite obtener algunas conclusiones sobre el sistema original

y simplifica su estudio.

Teorema 4: Supongamos gque cuande t =, f(t,x) —* r{x) uniformemente en
x perteneciente a una vecindad del origen. Supongamos ademis que
1
' =x(x) oy u' =r {x(t,t,,x,))u (r € C (D)}

X

son h-A.E., donde h satisface (13). Entonces,

es asintéticamente estable en el infinito (en el sentido de Teorema 2).

Demostracidn: Dado € > 0 , existe T tal que para t > T se tiene



he) {elx, [nie) ™" + J nis) " |E(s,x(8)) - rix(s))|ds) < e/2
t

(o]

y para x suficientemente pequefio
plt,x) = |[F(t,x) - r(x)| < e/am ,

donde M estid dado por (13).

Asi, aplicando férmula de Alekseev (4) al sistema perturbado

x' = rx) + {ft,x) - r(x)}
uno obtiene para t > T y !x(t,to,xo)l suficientemente pequefio cque
=1 & -1
|x(t,t, %) | < e|x,|h(t)yhie,)” + h(x) J his) p(s,x(s))ds +
tO
[ !
+ h(t) ] h{s) pis,x(s))ds
T
% g

Resultan practicos los siguientes refinamientos,probados del mismo modo,

de Tecorema 4.

Tecrema 5: Supongamos que cuando t = °° ,  X(t) f(t,x) = ri{x) uniforme -
mente en x perteneciente a una vecindad del origen, donde A es alguna

funcién positiva y continua definida en Ia . Supongamos que
x' = At)r(x) vy u' = k(t)rx(x(t,to,xﬂ)) (r € C (D))

son h-A.E., donde h satisface (13) vy



(14) 1im h
o0
Entonces,
¥t =

es asintéticamente estable en el infinito.

Teorema 6: Supongamos que

1im flt,x) - r(t,x)

T

uniformemente en x

(15) z!

son h-A.E., donde

(16) x' =

h

perteneciente a una vecindad del origen v que

¥lt,2)

ro(t,x(t,t, ,%x,))u
X
satisface (13).

f{t,x)

(re€chit x b))
a

Entonces

es asintéticamente estable en el infinito

21

Bien, y para finalizar la seccién hacemos notar que la condicién

|£(t,x) - r(t,x)| <A(t)]|x|

(A E L1 (1

)
a

)

valida para t € Ia Yy X en una vecindad del origen, establece que (15)

y (16) son equivalentes, i.e. si uno de cllos es

ciendo (13), entonces el otro también lo es.

BB,

con

h

satisfa-
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5. En esta seccidn damos un criterio que permite asegurar que un sistema
x' = f(t,x) , £i(t;0) =0

es h-A.E. para alguna funcidon h . Recordemos que por Teorema 3 ésto
es asi, con h = kg ; cuando el sistema variacional con respecto a la

sclucidn cero
(7) z! =f (£,0)z,
X

es h-A.E. Veamos cdmo podemos aseqgurar que este sistema sea h-A.E. pa-
ra alguna funcién h . Necesitamos la llamada norma logaritmica de

Lozinskii [ 5] :

P(A(t)) = 1im lr + ﬂArgt>| 24
n*0+

donde A(t) es una matriz e 1 denota la matriz identidad. Esta norma

logaritmica depende de la norma I l usada para la matriz. Por ejemplo,
si
n
|Al = méx z |alk| ’
k i=1
I
que corresponde a la norma vectorial le = 2 !xi| + entonces
i=1

p(a) = méx{Re a,, + = Ja, |},
X RE 5 e

mientras que si

/

2 1/2 ;
|a| = max{} /“/A es valor propio de A*A} ,
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que corresponde a la norma euclideana, entonces

p(a) = max{A/\ es valor propio de % (A + 29}

Lo interesante de este concepto, es gue permite estimar la norma de
una matriz fundamental, en términos de la matriz del campo en la situacién

variable en t , a saber:

Lema (Lozinskii). La matriz fundamental ¢(t,t,) del sistema lineal

g' = a(t)z

tal que ¢(t,,t,) = I satisface

t

lo(t,t,) ]| iexp{ pu(A(s))ds .
t

e}

Teniendo en cuenta este lema, la condicidn

h(t)u(fx(t,o))

(17) 1im : g o
=00 h'(t)

para alguna funcidn diferenciable h , asegura que (7) es h-A.E. Esta con-

dicién incluye condicidn (10) de [5].

Bien, si (17) sucede, entonces el sistema (7) es h-A.E. y el siste-

ma original (1) es kE—A.E. Pero, tambi&n necesitamos

-1
b it tg.x) | < ck_(B)k_(t,)

o, equivalentemente, que

(6) z' = F (texlt;t e, ))2
x



sea kF—A'E' Esto es cierto si (7) es h-A.E. y h satisface (13), pués
al ser

(1) x' = f£{t,x)

estable, dado £ > 0 , es posible escoger [x(t,ta,x0)| suficientemente

pequenc para tener que
|£, (Erx(t,t,,x,)) - fx<t,0)\ < g

para todo t > t_  , asl que una nueva aplicacién de Teorema 3, establece

gue (6) es, al igual gue (1), kE—A.E.

Resumiendo,

Teorema 7: Supongamos que (17) sucede o gue, por lo tanto, el sistema va -

riacional con respecto a la sclucidn cero
z, = £ (£,0)z,
b4

es h=-A.E., entonces

%t = k)
es kE—A.E. Si ademds h satisface (13) y £ <M  con M dado por (13),
entonces

z' = fx(t,x(t,to,xo))z
es también kE—A.E. para x, suficientemente pequeno.

Este teorema nos permite obtenecr los siguientes resultados sobre

distintos tipos de perturbacicnes combinadas.



Corolarioc 1: Suponga que los sistemas (1) y (6) son h-A.E., que para vy

en una vecindad del origen y t € I
a

lg, (e,9) | < X [y] AE LI,
V)

|92(t'Y)‘ fﬁEEY‘ 7 0 < £ constante.
Entonces

B¢ =Ry F gL ey o+ g, (B)
es REWA.E. (kg como en Teorema 3). bn particular, si h satisface (13)
y £ < M , dende M estd dado por {13), entonces todas las soluciones
con condiciones iniciales \yo| pequenias de este sistema tienden a cero

cuando t = ©@ |

Corolario 2: Supongamos que los sistemas (1) v (6) sen h-A.E. con h
satisfaciendoc (12) v (13)

=
r M t
1im h(t)e >0,

oo
donde M estd dado por (13).

Supongamos que 9, Y 9, Sean como en Corolario 1 y que
s+1
‘gB(t,y)! < vty J yit)dt =~ 0 si g =
5

para y en una vecindad del origen y t € Ia



Entonces, si 2 < M_1
wo= Elk.y) + g9, (&¥) + g, (t,y) + g, (t,y)
@s asintdoticamente estable en el infinito.

Demostracidn: El sistema

u' = f{t,u) + g1(t,u) + gz(t,u)

es kg-A.E. por Teorema 1 y por Teorema 7 sus sistemas variacionales son
kgg-A'E' Ahora, por Observacién 2(d), kZF satisface (12) v (13) vy, por

lo tanto, Teorema 2 es aplicable, i.e. es posible perturbar este Ultimo

sistema y obtener el resultado.

Notemos finalmente que, por Teorema 7, en Corolario 1 y 2 la hipd -
tesis de gque (1) y (B) sean h-A.E. puede ser cambiada a que simplemente
(7} sea h-A.E. vy por lo tanto, a que se verifique (16), y la conclusidn
se mantiene intacta reemplazando € por 2t y 3¢ respectivamente. Mas
ain, pedir que (6) sea h-A.E. es aparentemente superfluo, pues si (1) es
h-A.E. entonces, por seccidn 2, (7) lo es y, por Teorema 7, (6) es kp—A.E.
No obstante, para ciertes sistemas, comc los lineales, si (1) es h-A.E.,
entonces (6) es también h-A.E., no sdlo kguA.E., lo gue permite mayor

libertad.

6. Para terminar, mencicnemos algunos beneficios adicionales de los resul-
tados logrados. Primeramente, la particularizacidn de éstos al caso li-
neal genera nueva informacién acerca de sistemas lineales (ver PINTO [ 3]).
Las estimaciones de las solucicnes obtenidas, algunas de ellas sin ma-

yores restricciones sobre la funcidén h , proporciona informacién sobre
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