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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En esta tesis se discutird la unicidad de cierto tipo de soluciones para el problema

Apu+ f(u)=0 z€eR", lim u(z)=0 (1.1)

|| =00
donde An,(u) := div(|Vu|™2Vu), n > m, denota el operador m-Laplaciano y la
funcién f € C(—o0,00) es impar.
Las soluciones radiales de (1.1) satisfacen la ecuacién

(" Y+ () =0, r=al,

(1.2)
¥(0)=0 lim u(r) =0.

=00

Es esta tesis sélo estudiaremos la unicidad de estas soluciones. Usualmente en la
literatura son las soluciones radiales las que se estudian, debido a que en el caso
m = 2 todas las soluciones positivas son radiales. Si m # 2 este resultado es un
problema abierto.

En la literatura en inglés cualquier solucidn no constante de (1.2) se llama “bound
state”. Si ademas u(r) > 0 para r > 0, la solucion se llama “ground state”o “primer
bound state”. Si una solucién no es un ground state, entonces tendra por lo menos
un cero. A este tipo de soluciones las llamaremos soluciones que cruzan o soluciones
del tipo crossing.

En este trabajo estudiaremos la unicidad de las soluciones de (1.2) que tienen
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exactamente un cero en (0,00). Nos referiremos a estas soluciones como “segundo

bound state”.

Haremos ésto bajo los siguientes supuestos sobre m y la funcién f: Sea F(s) =

Iy f(@t)dt.

(f1) f(0) = 0, y existe b > 0 tal que f(s) > O para s > b, ysib > 0, f(s) <0,
f(s) #0, para s € [0, b].

(f2) [ es continua en R y diferenciable en [b, c0).
(f3) (m=1)f(u) < f'(u)(u —b), para todo u > b. Si b = 0 asumimos adem4s que

!
m—1 < lm sf(s)

=50 f(s)

(fs) La funcién u — qu(’%) es decreciente en (b, 00),

(fs) %i;l < nf:f:nl), donde § es la solucién positiva de F(z) = 0. Si b = 0

supondremos que

sf'(s) 2 n(m —1)
f(s) = n—-m

para todo s> 0.

Notemos que la condicién (f3) implica que f es creciente si u > b. Esta condicién
(f3) se llama condicién de superlinealidad de f.
La condicidn (fs) se conoce como condicién sub- Serrin y en el caso del problema

de unicidad para el ground state se sabe que esta condicién puede ser mejorada por

(5)’(5)2 EC s>,

f nm

ver [10]. El ejemplo candnico de funcién f que satisface (f1)-(f2) es f(s) = s? — s

la condicién siguiente:

con 0 < g <p, p>1. Los métodos utilizados para estudiar la unicidad de (1.1) nos
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permiten ademds estudiar la unicidad del problema de Dirichlet-Newman (ver por

ejemplo [24], [25])

(rnﬂiiuf‘m—zuf)r e Tn_lf(u) — O, r> O, n>m>1
u'(0) =0, existe 0<R<R talque u(r)>0 si re(0,R), (1.3)

u(R) =0,u(r) <0 para 7€ (R,R), u(R)=u'(R)=0.

Para probar nuestros resultados, estudiaremos el comportamiento de las soluciones

del problema de valor inicial,

(" |2 + " (W) =0, r>0,n>m>2
(1.4)
u(0) = o, ¥'(0) =0,
para o € (0,00). Probaremos que este problema de valor inicial tiene una tnica
solucién para cada « > 0 mientras éste no alcance un cero doble, y denotaremos tal

solucién por u(r, ). Ademéas haremos un estudio integro del comportamiento de u

con respecto de su condicién inicial a.

El problema (1.2) para el caso m = 2 ha sido exhaustivamente estudiado durante
los ltimos treinta afios por diversos autores, entre ellos C. Coffman, quien en [5]
considerd f(s) = s? — s? para el caso p = 3 y ¢ = 1 en dimensién 3, y demostrd la
unicidad de soluciones del tipo ground state de Au —u + u® = 0.
Maés adelante, en [1] H. Berestycki y P. Lions proponen continuar el estudio de uni-
cidad , considerando distintos tipos de funcion f. Algunos de estos casos fueron
también considerados por Coffman. En este mismo trabajo Berestycki y Lions prue-
ban la existencia de soluciones radialmente simétricas para el caso en que f es una

funcién par, para ello utilizan métodos variacionales.



En el afio 1986 C. Jones y T. Kupper en [17] usan sistemas dindmicos y el indice de
Conley para probar existencia de soluciones del tipo ground state.

Posteriormente K. Mcleod y J. Serrin en [20] mejoran los resultados obtenidos
por Coffman en [5] al considerar funciones f mds generales que incluyen el caso
f(s) =s” —sparal <p<n/(n—2). Luego M. K. Kwong en el afio 1989, ver [18],
extiende este resultado para 1 < p < (n +2)/(n — 2). Todos estos trabajos atin asu-
men diferenciabilidad de f en [0,00). L. Peletier y J. Serrin en [22,23] prueban un
importante resultado de separacién monétona y establecen unicidad de una solucién

positiva ground state considerando f una funcién localmente Lipschitz en (0, 00).

En el afio 1991 C. C. Chen y C. S. Lin en [3], prueban la unicidad de una solucién
ground state del problema (1.1) para el caso m = 2 considerando f € C'[0,00) y
f(0) =0. En el afio 1996 C. Cortdzar, P.Felmer y M. Elgueta en [7.8] logran extender
estos resultados para f continua en [0, 00), f(0) = 0 y localmente Lipschitz en (b, o0)
bajo los supuestos (fa) v (fs1). Esto se consigue con una combinacién de argumentos
de [5,18,22,23).

En el afo 1998 los autores P. Pucci y J. Serrin en [24] prueban unicidad del
ground state considerando un operador méas general, que incluye el m-laplaciano,

bajo los supuestos f(s) < 0 para s € (0,b), f(s) > 0 para s € (b,x), ¥y

f € LL.(0,6)NC*(0,00) y la condicién (subcritica) (?)’ (s) > 2= para (0,00)—{b}.
Mencionamos a continuacién el trabajo de J. Serrin y M. Tang, ver [26], donde
establecen la unicidad de las soluciones tipo ground state de (1.2) para f €
C(0,00) NCH{(b,00) que satisfacen (f1)-(fs). Este trabajo es el mds completo en la
literatura para f(s) = s? — s?. Ademds debemos mencionar la tesis de D. Henao que

trata la unicidad de soluciones radiales positivas de Apu + +K(|z|) f(u) = 0, para



el caso superlineal [16]. Hasta donde sabemos existen muy poco trabajos publicados
sobre el problema de unicidad de soluciones de (1.2) del tipo segundo bound state.

El primer trabajo al respecto es de W. Troy, ver [27], en el afio 2005. En este trabajo

el autor considera el casom =2y

u+1 U
f)=3-u -

u—1 U

IA

IV 2= A
i

A

Es decir, f es lineal a trozos. Mds tarde, en [10], C. Cortazar, M. Garcia-Huidobro
y C. Yarur extendieron sus resultados al caso de una no linealidad f general, que
satisface (f1)-(fs) con m = 2. Finalmente en 2010 las mismas autoras establecieron
la unicidad de soluciones bound state en algunos casos con més de un cambio de

signo, para la misma ecuacion, considerando ademds el caso sublineal, ver [11].

En esta tesis probaremos la unicidad de soluciones segundo bound state para el
caso del operador m laplaciano, generalizando asi los resultados obtenidos en [10]
para el operador 2 laplaciano. Seguimos las mismas ideas desarrolladas en [10] y
destacamos que el mérito de esta generalizacién se encuentra no sélo en los calculos,
que son sin duda mds complicados y engorrosos, sino también en la adecuada
eleccién de ciertos funcionales que son clave para la demostracién de nuestros
resultados.

Nuestros resultados principales son los siguientes:

Teorema 1.1. Supongamos que f satisface (f1)-(fs) con b > 0. Entonces los

problemas (1.2) y (1.3) tienen a lo mds una solucién no trivial.

Teorema 1.2. Supongamos que f satisface (f1)-(fs) y sea 0 < a; < ay,

uy(r) == u(r, ar), ua(r) == u(r, asz).
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(i) Sib =0, entonces los problemas (1.2) y (1.3) no tienen soluciones no triviales.

(it) Siw, tiene dos ceros 0 < Ry < Ry con uy(r) > 0 en (0, Ry) yur(r) < 0 en
(Ri1, Ry), entonces usy tiene al menos dos ceros en (0,R;), 0 < Ry < Ry con
Ry > Ry, Ry > Ry, us(r) >0 en (0, R2) yua(r) <0 en (Ry, Ry).
Ademds

U(Ry) < uy(Ry).

(i) Sea b > 0. Siuy es solucidn de (1.2), entonces us tiene al menos dos ceros

0<R2<R2 COTLR>R2, us >0 en (O,RQ) yuy, <0 en (Rg,Rz).

Teorema 1.3. Supongamos que f satisface (f)-(fs). Dado p > 0, el problema

(N ™Y v () =0, >0, n>m,

tiene a lo mds una solucion u tal que existe R € (0, p) tal que
u(r) >0, re (0,R), u(R)=0, u(r) <0, para R <71 <p.

Para probar los teoremas, utilizaremos una serie de resultados de comparacién
entre soluciones del problema de valor inicial (1.4), en alguna vecindad de «*, donde
u(+,@*) es un segundo bound state.

Esta tesis se dividird en cuatro partes. En el segundo capitulo discutimos aspectos
preliminares como definiciones y técnicas que utilizaremos en el proceso de demostrar
los teoremas principales. En el tercer capitulo demostraremos algunos teoremas de
comparacion de soluciones del problema de condicién inicial, que seran fundamentales
para la demostracion de los teoremas principales. En la seccidn 1 de este capitulo
seguiremos las ideas de Coffman, ver (5], y utilizaremos la funcién ¢(r, ) = Zu(r, )

Ao

para estudiar los puntos de interseccién entre dos soluciones del problema de valor
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inicial en [b,a]. En esta parte nos ayudaremos de los supuestos (fa) v (fs) que nos
permitirdn dar una buena comparacién entre soluciones en v = b. En la seccién 2
de este capitulo veremos el caso b > 0. En la primera subseccién consideraremos el

funcional W definido por

W(s, a) = et (s, ) ¥/|u'(r(s,a),a)|™ + m'F(s),

donde 7(s,a) denota la inversa de u antes del minimo. Aqui seguimos las ideas
de [22,23] para estudiar el comportamiento de las soluciones en el intervalo [—f3, a,
y de esto resultard una comparacién adecuada al momento de cruzar —f3.

En la segunda subseccién introducimos el funcional P(s, «), que por primera vez fue

introducido por L.Erbe y M. Tang en [12]. Este funcional esta definido por

F n—1 =
T) e P R

P(s,a) = —2n - ( W s T
Aqui extenderemos las ideas de P. Pucci, J. Serrin y M. Tang en [24,26] para comparar
dos soluciones en el intervalo [U,,, — 3] antes del minimo, donde U, (@) = u(Rpm(a), )
y Rn(a) = inf{r > R(a) : v/(r,a) = 0} y R(a) es el primer cero de u. En esta
parte el funcional P nos ayudard a comparar las soluciones. En la tercera subseccion
vemos el comportamiento de las soluciones en el intervalo [U,,,—b] después del
minimo utilizando las mismas ideas anteriores. Finalmente en la dltima parte de

esta seccion trabajaremos con las ideas de B. Franchi, E. Lanconelli y J. Serrin

en [13] introduciendo el funcional W definido por

W(s,a) = 771 (s, @) ¥/ (7(s, @), a)[™ + m'F(s),

donde (s, @) denota la inversa de u después del minimo.
En la Ultima seccién de este capitulo mencionamos sin demostracion las proposicio-

nes analogas anteriores para el caso b = 0.



Finalmente en el Capitulo cuatro demostraremos nuestros resultados.



CAPITULO 2

RESULTADOS PRELIMINARES

El objetivo de esta seccion es establecer varias propiedades de las soluciones del
problema de valor inicial
(" m (W' (1)) + 7 flu(r)) = 0
(21)
u0)=a  ¥(0)= 0,

donde por comodidad de 1a notacién hemos introducido 1a, funcién ¢,,(s) := |s[™=2s,
$# 0y ¢n(0) =0. Los resultados que se enunciardn en la primera seccién se pueden
encontrar en [14] por lo que se omitirdn detalles técnicos de modo que el lector
centre su atencién en los resultados obtenidos particularmente para, el problema de

esta tesis, las cuales sergn €xpuestos en la seccién 2.
2.1 Teorema de existencia local

En esta seccign podremos demostrar existencia local del problema (2.1). Para
definir la solucién u(r, @) como la tinica soluciéy del problema con condicién inicial
u(0,a) = 0y la continuidad con respecto a las condiciones injciales damos el siguiente
teorema. Consideramos relevante formular por escrito la demostracién de algunos
hechos bésicos que a veces se dan por sentado. La idea es hacer una presentacin
de los resultados lo mas completa posible. Para esta seccion nos basamos en (14].

Para demostrar existencia escribimos la ecuacién (2.1) como una ecuacién integral y

10
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hacemos uso del teorema del punto fijo de Schauder [15].

Teorema 2.1 (Teorema de Existencia Local). Dados t;, > 0, vy y po arbitrarios
con pg = 0 81 &g = 0, existe T > ty y una solucion v(t) del problema de valores
iniciales
— (" Pm V(1)) = "7 f(u(1))
v(to) = vo (2.2)
v'(to) = po,
definida en [to, T). En particular, si to = 0 y T > 0 lo suficientemente pequernio es

posible garantizar que el problema (2.1) tiene una solucidn definida [0,T).

Demostracion. Sea c un real positivo arbitrario. Llamemos C al conjunto de funciones
C={veCllt,T]:||v—ulo < c}

donde T es un valor que pronto elegiremos y || - || denota la norma estdndar en el
espacio de Banach C[ty, T] de funciones reales continuas definidas en [to, 71,
[vflc = sup |v(r)].
te(to, T

C es cerrado y convexo. Definimos sobre C el operador 7 dado por

7Ol =+ [ oo (Szomton - [ Tz s0trer ) ds

L)

donde ¢y, es la funcién inversa de ¢, con m' = 5, es decir, ¢p(s) = |8|™ 23,

¢ (0) = 0. Demostraremos que 7 tiene un punto fijo, que es la solucién buscada al

problema de valores iniciales.
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Usando la continuidad y la monotonia de ¢ en (=00, 00), la continuidad de f,
el hecho que toda funcién v € C permanece en el intervalo acotado [vo—cup+cy
la monotonia de t"~! deducimos la existencia de M > 0 tal que |f(v(t))| < M para

todav € C, t € [ty,T], que T estd bien definido, y que

(TTo)(r) — wol < j G (0™ + M(T — to))ds (2.3)

= (T~ to){lpo|™ " + M(T — to)}™ ", (2.4)

Pediremos a 7" iinicamente que el lado derecho de la igualdad anterior esta acotado
por ¢, de modo que 7(C) C C (no hay problema en imponer esto puesto que M es
independiente de la eleccién de T').

Para aplicar el teorema de Schauder debemos verificar que 7 sea continuo y que
T(C) sea relativamente compacto. Consideremos una sucesion {vy} de funciones en
C. Sean ty,ts € [to, T], t1 < tz. Como ||vk||eo < ||o|l +¢, v f es continua, existe M tal

que || f(v)|loo £ M para todo k. Luego de (2.3), {7 [vk]} es uniformemente acotada.
Asi

m/—1

ds

ts

Tl (tr) — TToxl(t2)] < [

iy

tnAI s Tnul
S om(on) = | T s

n—1
G s

< / “(ool™ + M(s — to))ds < (Jpol™ + MT)jta — tal,

po ¥ M independientes de k, luego la familia {7 [v]} es equicontinua. Apelando al
teorema de Arzela-Ascoli se tiene que toda sucesion de 7(C) tiene una subsucesion
que converge en C, porque C es cerrado.

Finalmente, demostraremos la continuidad de 7. Sean v € C y {vx} C C tales que

lim ||vg — 2|00 = 0.
k—ro0
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Considerando que

't n—1 g Tﬂ‘_l
ﬂmm=%+l¢wﬁﬁﬂmm—i flon(r)yir ) ds,

gn—1
todas las expresiones estan uniformemente acotadas con respecto a k v la integra-
clon se realiza sobre intervalos finitos, podemos aplicar el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue para intercambiar dos veces ¢l limite con ¢] signo integral y
concluir que 7vy] converge Puntualmente a 7] en [t,, T] cuando k& — oo. Usando
esto y que toda sucesién en T(C) tiene un punto lmite ey C obtenemos que { Tlve]}
contiene una subsucesién que converge uniformemente g Tv] en [ty, T]; sin embargo,
como el mismo argumento es vdlido no s6lo para {7 [vy]} sino también para cualquie-

ra de sus subsucesiones, podemos establecer que la sucesién completa converge a T [v].

Por el Teorema del punto fijo de Schauder, existe v € tal que 7 v] = v. Como

v € C entonces v es continua en [0,T]. A partir de la expresion

't n—1 8 pn—1
v(t) = vy —/ ., (z%_—lgﬁm(po) —/t s f('u('r))dT) ds,

se obtiene que v(ty) = v,. Se obtiene también que v € 10,7) y de

tﬂ,—l 8 Tn—]_
V'(t) = Gy (‘giﬁj)m([?()) —/ e f(’b(’r))d’r) ds,
S to t
se obtiene, usando que Pms © b = id, que V'(ty) = py, (v'(0)=0sity= 0). Asi,

tM%Whﬁﬂmm—/ﬂﬁwwﬁ

J1g

i P - A ri—1 1 .
Y por lo tanto, derivando una ves mas, se inflere que " lonlvy e O [0, 7], que

lim, o+ " (V'(t)) = 0, ¥ que
("7 m(v) = ~ 1 f(u(t)),

como desedbamos. O
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Observacion 2.1. Argumentos cldsicos de la teoria de EDO, ver por ejemplo [4],

permiten probar que tal solucidn se puede continuar de manera dnica mientras
(u(r),w'(r)) # (0,0).
En efecto,
1. De [25] el problema de valor inicial
(r" " pm (W (1)) + ™ f(u(r)) = 0
u0)=a W'(0)=0

tiene solucién inica mientras u(r) > f3.

2. Siw(ro) <0 yue (b B)

{u’ = P (V)

v'= -2y — f(u)
u(ro) > b y v(ry) = pg < 0,

7 —

FTTJ%U)=:(¢m(UL—— lv—kfhd),

Tiene unicidad ya que el lado derecho es continuo en (r,(u,v)), r > 0 y

Lipschitz en (u,v).

3. Para estudiar el problema cuando u cruza el valor b o el valor 0, se analiza la

ecuacion que satisface la inversa

m— 1)t = "4 — f(s)|t

=z
2= 22l2  f(g)pmi,
Sis=b,tb)=tg>0yz(b)=2<0



e I 5B
F(s,t,2) = (z,LE—

m-=11t

en torno de (b, (to, 20)) es Lipschitz en (¢,2

mismo vale ep s =0,

15

- f(SJt’”“)

) Y es continug en (s, (t,2)). Lo
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2.2 Algunas definiciones importantes

Se estudiardn ahora algunas propiedades generales de las soluciones del problema
de valor inicial (1.2) que nos permitiran hacer de ellas una clasificacién en términos
de la cual podrén expresarse adecuadamente tanto el problema del que se ocupa el
presente trabajo como la manera en que este problema ha sido enfrentado.

Definamos el funcional
In(r,a) = |u'(r,a)|™ + m'F(u(r,a)) donde m' = m—m— y F(s)= / f(t)dt,
== 0

que jugara un rol fundamental en nuestro trabajo.

Un simple cdleulo nos dice que

-1
Elra)= —m’Llu’lm

En efecto, si se deriva una vez esta funcién con respecto a la variable r se obtiene,
I (r,a) = m'u/(|u/'(r, @)™ 2u') + m/ f(u(r, )’

y asi reemplazando la ecuacién 1.2 se obtiene que

Ira) = (ot (2t - @) )+ satr ot

I (r.a)= —m’gl—;”——l—)|u’|m (2.5)

Se puede notar que si n > 1, se tiene que I,,, es decreciente en r.

Nota: En algunas ocasiones, para simplificar el cdlculo escribiremos u(r,a) = u

va'tro)=1q.
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En los siguientes lemas estudiamos el comportamiento de una solucidén con

condicién inicial ¢, con o« < b o o > b.

Lema 2.2.1. Si o < b entonces v’ > 0, en una vecindad derecha de r = 0, es decir,

enr =0 se tiene un minimo.

Demostracion. De la ecuacidn
(Y = (),

vemos que si u(0) € (0,b), entonces existe § > 0 tal que f(u(r)) < 0 para r € (0,9),

luego
gty = / 1 f(u())dt < 0, para 7 € (0,0),
0

de donde |u/|™ 24 > 0 para r € (0,d) y como [u/|™ 2u’ es creciente, se deduce que

u'(r) > 0 para r € (0,9). O

Lema 2.2.2. Si« € (b,00) enr = 0 se tiene un mdzimo. Ademds u'(r) < 0 mientras
u(r)>0yr>0.
Demostracion. De la ecuacién y la condicidn u'(0) = 0 se tiene por integracién que
o
™! ’=/ s"7! f(u)ds > 0,
0

enr € (0,7,) donde u(ry) = by por lo tanto v’ < 0 en (0, 7).
Sea T el primer cero de u’ después de r = 0, claramente r > 7.
Veremos que ¢/(7) < 0. Si u(7) € (0,b), (|o/|™ %) (F) = —f(u(F)) > 0, luego
|u'|™2u’ crece en una vecindad de 7, y como u/(F) = 0, se tiene que @'(r) > 0 en una

vecindad 1zquierda de 7, lo que es una contradiccion. O

Lema 2.2.3. Si a < 3 entonces u nunca se anula.
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Demostracidn. Recordemos que I,,(r) = [o/(r)|™ + m'F(u(r)) es decreciente en r.
Si consideramos 7 > 0 entonces I,(r) < In(0) = [«/(0)] + m/F(u(0)) = m'F(a) y
F(a) < 0 por lo tanto, I,(r) < 0. Entonces u nunca es cero, es decir, no existe

0 < R < oo tal que u(R) = 0, ya que en tal R
0> In(R) = [/ (R)|™ + F(u(R)) = [/(R)[™ > 0.

O

Por el lema anterior. consideraremos sélo valores de a mayores que /3. Entonces
existe s > 0 tal que u(r, «) estd definida en [0,s) y por el lema 2.2.1 y el lema 2.2.2

se tiene que u(r,a) > 0y u'(r,a) < 0 para todo 7 € (0, s). Esto nos permite definir

para a > f3,

R(a) :=sup{s >0 / u(r.a)>0 y u'(r,a)<0 paratodo r € (0,s)}.
Siguiendo las ideas de Peletier - Serrin ver [22], (ver también [7], [10]) definimos

N = {a:u(R(a),a)=0 y v(R(a),a)<0}
g
P = {a:u(R(a) a)> 0}

{a:u(R(a),a) =0 y u(R(a),a)=0}

Si a € N decimos que las soluciones u(r, o) son del tipo crossing v si a € G diremos
que las soluciones u(r, @) son del tipo ground state.

Los conjuntos N y P son abiertos y si NV # 0, entonces N = (a,00) para algin
a > f3. Si nuestros problemas (1.2) y (1.4) tienen solucién, entonces N # ().

Sea

F={aeN :¥(ra)<0 Vr>0}.
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Para o ¢ Fi se define

Rn(a) := inf{r > R(a) : v/(r,a) = 0},

Y Un(a) = u(Rn(e),a). Si a € Fy, definimos R,(a) = co.

También para o € N'\ F; definimos

R(a) :=sup{r > Ru(a) / u(s,a)<0 y u'(s,a)>0 Ys€ (Rp,r)}

y U(a) := u(R(a),a). Finalmente, siguiendo las ideas en [10] ponemos

Fo = {aeN\F :u(R(a),a) <0}

Ny = {a e N\ F:u(R(a).a) =0 W(R(a)a) >0}

G2 = {aeN\F:uR(a),a) =0 v(R(a)a)=0}

Pg = f]UFQ.

En la siguiente figura se ilustran los gréficos de la solucién u(:, a). Para a € N,

R(a) es un cero simple de u, para a € Gy, R(a) es o bién un cero doble de u, o

u(r,a) = 0 cuando r — oo, y si a € Fy, u(R(a),a) <0y v/ (R(a),a) = 0.
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Proposiciéon 2.1. Sea a € Py, u solucion del problema (1.1) y (1.4) y bajo los

supuestos (f1)-(fs) entonces, si R(a) = co se tiene

lim u(r,a) = =b lim u'(r,a) = 0.
r—

=00 o0

Demostracion. Como u es eventualmente mondtona (decreciente para todo r > 0 si
a € Fy y creciente en (R,,(a), 00) si a € F3), existe un L tal que lim, o, u(r,a) = L.

Como I,,, es decreciente, acotado y ademas F'(s) — oo si s — %00 se tiene

lim I,(r, @) = lim |[u'(r, @)™ +m' lim F(u(r, o)),
rT—00 T—00 T—00
entonces, lim, o F(u(r, «)) es finito, luego lim,_, u(r, ) es finito, asi L es finito y

como I,,, decrece, se tiene lim, . u'(r, ) = 0.

Por otra parte, notemos que aplicando la regla de L'Hopital dos veces, se conclu-
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ye que
n—1 1
., u(r,a)—L ; w(r. o)|rm=1 el |m=1y ] w1
=00 il r—00 m’?"m’_l?"":—l r oo (mf_rn)f
_ _[fm)
B m'n '

Luego f(L) =0, y asi L = —b por la imparidad de f v, lgn u(r,a) = —b. Con esto

se completa la demostracién. O
A continuacion demostraremos que los conjuntos Ny v P, son conjuntos abiertos.
Proposicién 2.2. Los conjuntos N5 y P, son abiertos.

Demostracion. Que N, es abierto es por la continuidad de la condicién inicial y se

hace como [8].

La demostracién de que P, es abierto se basa en el hecho que I,, es decreciente en
rya€ Pysiysolosia € Ny Lylr,a) < 0 para algin r; € (0,T(«)] donde
T(a)=R(a)sia € Fp y T(a) =ocosi a € F.

Sea a € Py v R(a) = o0,

lim I, (r, @) = lim |[U/(r, @)™ + lim m'F(u(r, a)),
=00 r—00 r—00

entonces

lim I,,(r,a) = m'F(=b) < 0,

00
asi lm, o0 Im(r, ) < 0, luego como I, es decreciente, In,(r1, ) < 0 para algin

T € (0, OO)

Si R(a) < oo, es decir @« € JF,, se tiene que R(a) es un méximo con
w(R(a),a) < 0, (uw(R(a), @) # —b, por unicidad) y de la ecuacién se tiene que
2

0 > (Ju'|™2u)(R(a)) = — f(u(R(e), @)) y por lo tanto —b < u(R(e), &) < 0, luego
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Li(R(a),a) = m'F(u(R(a),a)) < 0.
Inversamente debemos probar que si a € N y In(ri,a) < 0 para r, € (0,T(a))
entonces o € P,

Supongamos que o & Py y o € N entonces o € Ga UNG.

= Si o € G, entonces
L.(R(a),a) = m'F(0) = 0,

entonces I,,(R(a),a) = 0.

Por otro lado como I, es decreciente se tlene que, para todo r < R(a) se

cumple
In(R(e), ) < In(r, @),

y con esto se llega al resultado.

» Si o € Ny entonces I.(R(a),a) > 0 vy utilizando el que [, es decreciente se

tiene que
0 < In(R(a), @) < Iy(r, o) para todo r e (0, T{a)).

En conclusién si o € P, entonces existe ri{ag) tal que In(ri,0) < 0 para
71 € (0,T(a)]). Como I, es continua en G, entonces existe J > 0 tal que I, (r, o) < 0

para todo a € (ag — 6, ag + 4). O

Proposicién 2.3. Seq o* G2UNa. Entonces existe 8, > 0 tal que (a*—dg, a*+dp) C
N - F.

Demostracion. Dado que a* € G; UM, existe 7 > Ry () tal que u'(7, a*) > 0. Por
continuidad existe dy > 0 tal que v (7,¢) > O paratodo a € (a* =&y, a*+8), entonces

7> R.,(a) para todo a € (a* — &g, o* + dp). asi (a* — &y, a* + ) TN — Fi. O
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Ahora estudiaremos el comportamiento de las soluciones del problema de valor
inicial (1.4). Con este fin, a* € G, UN; estd fijo y a € (a* — 6y, a* +dy) donde §y > 0

esta dado en la proposicion 2.3. Entonces
u(y @) : [0, B ()] = [Un(), o
es invertible con inversa (-, a), y
u(, @) ¢ [Bm(a), R(@)) = [Un(@), U(a)),

es también invertible con inversa 7(-, a).



CAPITULO 3
COMPARANDO SOLUCIONES

Recordamos que las propiedades de u(-, o) estudiadas en e] capitulo anterior serdn
fundamentales para lo que sigue.
Ahora nos concentraremos en el comportamiento de las soluciones dependiendo de
donde varfa u(r, ). Es decir, partiremos estudiando para u € [b, a], [-f,b] antes del
minimo, [U;,,, —A] antes del minimo donde Uy, es un minimo de U, [Up,, — 8] después
del minimo y [—3, 0],
A continuacién ilustramos en un grafico, ver también (10], las propiedades relativas
& la interseccién de dos soluciones del problema de valor nicial para o en una
vecindad suficientemente pequenla de o* € G,. El punto (r1,Up) es el asegurado

por la proposicién 3.1 y el punto (7;, Uy) el asegurado por el lema 3.2.4.

24
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3.1 Comportamiento de soluciones en [b, a]

Bajo los supuestos (f1) y (f2), y para a € (b,00), las funciones u(r, o) y /(r, )

son de clase C! en

V={(r,a):a€(boo) y r€ [0, (b, )]},

por lo tanto para (r,«) € ¥ se define

8 .0
p(r.a) = 2=(r,), =5

Entonces, ver [14,16], ¢ satisface la ecuacién diferencial lineal
(m = D" ™2 + ™ f (u)p =0, n>m, (3.1)

w(0,a) =1, &'(0,a)=0.

Denotaremos ¢(r) = ¢(r,a) y 7(b,a) = R;. Usaremos la funcién ¢ para estudiar

los posibles puntos de interseccién de dos soluciones u(r, a1) y u(r, as) para oy, as
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suficientemente cercanos entre si. En efecto, si ¢(r*,a”) = 0, como P'(re,a*) # 0

podermos suponer sin pérdida de generalidad que existe 7~ <r* < rt tal que
o(r~, o) > 0> p(rt,a").

Por continuidad, existe ¢ > 0,

o(r~,a) > 0> p(rt,a) paratodo o€ Vi(a™). (3.2)

Sean ay,ay € Vs(a*), como
a2
u(r, o) — u(r, az) = f o(r, a)da.
aq
y de (3.2) se tiene u(r™,a1) — u(r~,a) > 0y u(rt, 1) — u(rt,as) < 0, luego se
tiene que existe un punto de interseccion de u(-, ) y ul-, ) en (r7, 1Y),

En nuestra siguiente proposicién demostraremos que gracias a la condicién de
superlinealidad de f, para cualquier a > 3, la funcién ¢ efectivamente se anula en
(0, Ry|, y por lo tanto, dados a1, ap > [ suficientemente cercanos, u(r,oy)y u(v; Qrp) se
intersectan antes de cruzar el valor b. Més adelante, en el lema 3.2.4 demostraremos
que ¢ debe también anularse después del minimo de u y antes de que u cruce el

valor —b, asegurando asf la existencia de un segundo punto de interseccion entre dos

soluciones cuyas condiciones iniciales son suficientemente cercanas.

Proposicién 3.1. Sea f que satisface (f1)-(fa). Entonces @ tiene el primer cero en

z € (0, Ry). Ademds, sib =0, entonces z € (0, Ry) y por lo tanto u(z, ) > 0.

Demostracién. Si @(r) > 0 en (0, Ry) probaremos que ©(Ry) = 0y asi se cumple la

proposicién. Consideremos la ecuacion

(m = D "2 + 17 (e =0,
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multiplicando la ecuacién por (u — b) se tiene

Ry

Ry
| =t = st + | w=vr @i =o,
0

0

luego integrando por partes sobre (0, R;), nos queda

Rb Rb
—/ u'(m = D" ™2 dr + / (u—b)r" ' f'(u)pdr = 0,
0 0

porque
(w(Rs) — b)((m — 1)r"~ ' (Ry)[" ¢ (Ry)) = 0.

Una segunda integracién por partes resulta

Ry
—u(Rp)(m — DRy W/ (Ry)[™p(Ry) — (m — 1)/0 "L f(u)edr
Ry

+ [ (u=br"" ' (u)pdr = 0.
0

Reordenando tenemos
Ry
]D (f(w)(u=b)—(m—1) f(u))or"dr = (m—1)u/(Ro) Ry o Ry) /| *(Ry). (3.3)

Usando ahora (f3), f'(u)(u—b)—(m—1)f(u) > 0 parar € (0, Ry), y que w'(Ry) < 0,
se deduce que ¢(R;) = 0. Si b = 0, entonces por (f3) se tiene que el lado izquierdo de

(3.3) es estrictamente positivo, y asi ¢(R;) < 0, lo que es una contradiccién, luego

ze (0, Rb) 0O

Proposicion 3.2. Sea f que satisface (f1)-(fs). Entonces z es el inico cero de ¢ en
(0, R]. Supongamos que f satisface (fs). Si se cumple queb=00b> 0y U, > 3,
donde U, = u(z, «) entonces ¢'(Ry) < 0.

Demostracion. Si U, = b se tiene z = R,, entonces ¢'(R;) < 0. Supongamos que
U, > b, queremos demostrar que

U.f'(Uz)
f(U:)

>m — 1.
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1. Si b >0, de (f3) se tiene

(m —1)f(s) < f'(s)(s = b),
como b > 0 se tiene (m — 1)f(s) < f'(s)(s — b) < f'(s)(s) luego

(m - 1)f(Uz) < f’(Uz)(Uz - b) < f’(Uz)(Uz)a

y por lo tanto

(m—1) < LUV

f(U:)

. Si b= 0, supongamos que existe un primer valor sy € {0, ) tal que

sof'(s0) = f(so)(m — 1),

de (fy) se tiene que la funcién s — SJ{ES) es decreciente en (0, 00), luego para

§ > 8 se tiene

s1'(s) _ sof'{s0)

= =m-= 11
f(s) f(s0)
entonces Sﬁs} < m — 1 para todo s > s pero esto contradice (f3), salvo que
L N (3.4)
f(s)

para todo s > sy, con esto notemos lo siguiente:
((m = 1)r" /| 2) + 7" f(u)p = 0

p(0)=1 ¢'(0)=0

("R + 17 () = 0 (35)

cambiando f de la ecuacién (3.4) en (3.5) se tiene
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((m = D™ 2g) + 77 () = 0

ap(0) =a ¢'(0)=

!
(Tn—liurlm—zur)r . rn—l f (‘U,) u = 0
m—1

u(0)=a u'(0)=0.

Entonces aup(r) = u(r) para todo r € (0,79) y u(rg) = so.
Como u(r) > 0 para todo r € (0,r) entonces ¢(r) > 0 para todo r € (0, o)

y asi, si rp < z entonces u(rg) > u(z) y sq > U, entonces

_ sof"(s0) < sz’(Uz)
fls) = f(U) 7

esto implica

!
2 (U
m—1< Zel Us)
f(Uz)
Supongamos que se cumple m — 1 = U—}%ZUT‘) y consideremos U, < 8 < s
entonces
! UL
mo1< M@ _Urw)
f(s) f(U)
luego %g—‘;’l = m — 1 en (U,,s0) pero sp es el menor valor que cumple esta
igualdad.

De la parte (1) y (2) se puede concluir que

U.f'(U:)
f(U:)

esto implica que existe un ¢ > 0 tal que

>m — 1,
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entonces si tomamos g o u(r) donde g(s) = S—J{';—g‘;—) y se tiene

L) L ()
glutr)) = ST,

y por (fs), g es decreciente, de donde g o u(r) es creciente.

Por lo tanto

T — c_______u(r)f’(u(r)) —ig(m+ 1)~ m;

f(u(r))

es creciente en el intervalo (0, Rp).

Ahora consideremos la siguiente funcién

B(r) = Flu(r) (%}% ~efm 1) — m) |

esta funcién es negativa en (0, z) y positiva en (z, Ry).

Sea v(r) = ru/(r) + cu(r). Entonces v satisface
((m = D)r" o |™2") + 777 f )y = p(r)r™ Y,
y siempre que ¢(r) no cambie de signo en (z,7), con r € (2, Ry), tenemos que
0> ["rowetear = m-1) [ (e - i e

= (m = Dr" /"2 (p(r)v' (r) — ¢/ (r)u(r)),

@(r)v'(r) — ¢'(r)u(r) <0, (3.6)
lo que implica en particular que v(z) < 0. Ahora probemos que z es el inico cero de
. Supongamos que no, que existe un z; que es un segundo cero de (, entonces por
(3.6) se tiene que v(z) > 0, pero si Ry > z > 2, u(z) > 0 v considerando que "%

u(r)

es decreciente en (0, R}), ver [8], se tiene

u(z) = u(z) (:r:?;((i)) & c) < u(z) (z";((j)) + c) = ‘;’%U(Z) <0,
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contradiciendo que v(z;) > 0 en (0, R;). Por lo tanto ¢ tiene un \inico cero en (0, Ry).
Supongamos que [ ademés satisface (fs) y supongamos que o bien,b=005b > 0

y U, = . Entonces por (fy) y (fs), se tiene que ¢ > 222 y asi

'U-’('r) — (C— n _m) UI(T') _ (mr _ 1)7" f(u) < _(m, _ 1)7" f(u) <0,

m—1 w2 =

para todo 7 € (0, R;), por lo tanto evaluando (3.6) en r = R, se tiene que

P(Rp)v'(R) — ¢ (Rp)u(Ry) <0,

y entonces ©'(Ry) < 0. (]

3.2El caso b >0

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de las soluciones en una vecindad
de o* € Go UN5. Lo haremos mediante el analisis de las soluciones en el intervalo

[—7,b] antes del minimo, [Un (), —f] antes y después del minimo y [—4, 0] después

del minimo.
Comportamiento en [—/,b] antes del minimo

Comenzaremos mostrando que existe una vecindad V de a* tal que cualquier
solucién de (1.4) con a € V tiene el primer valor minimo U,,(a) en r = Ry(a) y

satisface que Un, () < —5.

Proposiciéon 3.3. Sea f que satisface (f1)-(f1) v sea a® € GoUNy y §y > 0 como
en la proposicién 2.3. Entonces existe &, € (0,0o] tal que
Upn(a) = u(Rm(a),a) < =B para todo « € (& — &1, 0" + &;).

Demostracion. La hipdtesis o* € Gy U N, implica que el funcional [, definido
anteriormente satisface que

Im(R(a‘): & ) #il
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y asi In,(r,@*) > 0 para todo r € (0, R(e*)) por ser I, decreciente. Ademés de la

continuidad de R,,(«v) para o € (o — 6y, a* + do), y del hecho que
m' F(u(Rp(a*), a®)) = m( B (), a*) > 0,
se concluye que existe §; < dy tal que u(Rm(a),a) < -, para todo a € Vs, (a*). O

Sea d; > 0 como en la proposicién anterior. Dados oy, a5 € (a* — §y,0* + dq),

denotaremos

uy(r) = u(r, o), us(r) = u(r, as),

ri(s) =r(s,a1), 7a(s) = r(s, as).

Para o € (a* — 61, 0" + §;), consideraremos el funcional

W(s, @) = r::t;—]l(s, ) V| (r(s, @), )™ + mF(s), s¢€ [Unla),d]
estableciendo por comodidad de la notacidn
Wi(s) = W(s,a1), Wals) = W(s, ).
Como I, es decreciente en T, entonces si rp < 7 se tiene u; < uy luego
[ (r(ur, @), @)™ + m' F(uy) < |u/(r(u,, a),a)|™ +m/ Flug),
entonces para s € [U,,(a), o] se tiene
W' (r(Um(a), @), &)™ + M/ F(Up(a)) < W' (r(s, a), @)™ + m'F(s),

y como Un(ar) < —f entonces F(U,,(a)) > 0 entonces

0 < [u'(r(s,a), @)™ +m'F(s) para todo se¢ [Un(a), a,

luego W(s, a) estd bien definida para todo s € [U,,(a), a]. Y asi se tiene el siguiente

lema de separacién.
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Lema 3.2.1. Supongamos que f satisface (f1)-(f4). Sea ay,ay € (a* — &;,a* + §;)

con ay < g, y supongamos que existe un U € [0, 8] tal que
nU) 2nU) y W) < W), (3.7)
entonces
ri(s) > ra(s) y Wi(s) < Wa(s) para todo s € [=B,U).

Demostracién. De (3.7) podemos obtener facilmente que |} (U)| > |ry(U)|. y asiry >
To en alguna pequena vecindad izquierda de U. Por lo tanto, existe ¢ € [, U) tal
que

1772 i ! /
Wi <W,, r>r, ri<ry en [cU).

Ahora mostraremos que Wi — W, es creciente en [e, U). Esto implica que el infimo de
tal ¢ es —f y asi se concluye el lema. En efecto, de la definicién de W(s, «). después

de aplicar derivada logaritmica y usando que

L™ = () = (-T2 = )

y que 75 := Zr(s,a) = L, se tiene

aw

&=(s,0) _ n-1r, " 1 m (¢m(u))'rs + m' f(s)
W (s, a) m—1r m  (Ju|™+mF(s))
_ n-1 (_l_ B e )
m—1\rd ru(|w|™+ m'F(s))
_ n-—1 m'F(s)
T m =1+ mF(s))’
luego
oW m' 2=Lr521 (5, ) F(s)

8s  w(r(s,a),a) /(W (r(s,a), @)™ + mF(s))™1
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Asi para s € [¢,U), y usando que ———— = —7i(s) > —rh(s) = ,
& 0) @y~ > ) =
obtenemos
m—1 awl(s GJLBWQ(S (.1’)
m'(n—1)\ ds ' ds "

n—m
i §

ri 7 (s)

F(s
()Lannvw4m<mm+mquW1

7 (s)
—F(s
()( ) VG W+Wme)

n=1m

1
(|u1 (ra(s)I /(i (ra ()™ + m/ F(s))m-1

v
o
|

L
e
[V
—
~

_ 1 )2&
a3 3/ a7 = G
a

Sean ay,as € Vy, («*) y denotemos por (ry,U;) el punto de interseccién de u; v

us asegurado por la proposicién 3.2.

Proposicion 3.4. Si f satisface (f1)-(fs). Entonces existe un ¢ € (0, 6;] tal que para

todo vy, a0 € (@ — 8, + §) con a; < aq se tiene que

ri(s) > ra(s) y Wl(s) & Wg(s), para todo s € [—8,Uy),

donde
U Uy silUp<B,
b siUr > B
Demostracion. Sea U, = u(z,a*), donde z estd dado en la proposicion 3.1 y

supongamos que U, < f. Por continuidad existe un § < d; tal que para todo
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ap, o € (@* — 6,0 + J) se tiene que Uy < . Como [ri(Us)| > |r5(Ur)], se tiene
que WI(U;) < Wg(Uf), y el resultado se sigue por el lema 3.2.1 con U = Uj.

Supongamos ahora que U, > . Al derivar u(r(s,a),a) = s con respecto de a se

tiene
u'(r(s, ) a)?—r— + o(r(s,a),a) =0
? 7 80.’ (10 1 ! =
de donde
or e(r(s, o), o)
il = e PANATI TEH 3.8
Ga(s’a) ' (r(s, o), a) :48)
Aplicando nuevamente derivada logaritmica a
W = ra=t ¢/l (r(s, o), @)™ + m'F(s),
para derivar con respecto de « obtenemos
_%E _n-—1 37; MU (P (W) 76 + Mmdm(u)uy, (3.9)

W m-=1r  mu(r(s,a),a)™ +mF(s)
Reemplazando (3.8) en (3.9), usando la ccuacion y reordenando se tiene

Wt P(s) + fu)pu'r + Ju(r(s, @), a) "2 )2y

m—1

L2 -
W ru!(|w/(r(s, @), a)|™ + m' F(s))

]

y finalmente

@(g a) = _(:n:l&')"“m"PF(S) + f(u)pu'r + |u"m—2(ur)2wa%
da U’(T(Ssa)’U)(|U’('r’(5.a),a]|m+mf}?(s))ﬂ-‘-i .

Evaluando ahora en s = b obtenemos

Or o) — —_$(Bs)
a—a(b,a) = " (R, ) <0,
y
@(b - —_(Tn—__lzm’@(Rb)F(b) + |u'( Ry, a)‘miz(ul(Rb,a))ZRb(,O,(Rb) R',:,'_"]‘
s u/(Ry, o) (|t (Rp, @)[™ + m/F (b)) 5% b
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Usando que ¢(Ry) < 0, F(b) < 0, ¢'(Ry) <0, (p(Ry),¢'(Rs)) # (0,0) y w'(Ry) < 0
concluimos que %%(b,a) > 0. Asi, si 3,00 € (@* — 0,0 + §) con a; < s se tiene

que
ri(B) 2 a(b) y Wi(b) < Wa(b),
v el resultado se obtiene del lema 3.2.1 con U = b. O

Comportamiento en [U,,, —J] antes del minimo

De ahora en adelante, supongamos que f satisface (f;)-(f5) y que § > 0 se ha
fijado en la proposicidn 3.4.

Para s € (U,,,(«v), — ] consideremos

F n—1 =1 1
—om. (?) . F‘”’"[T,TE_TH. |:2L e Y

P(s, ) - I

= —2n- (?) g () — 27“"‘—1%? - 2r"F(s),

donde recordamos que ¢, (u') = |v/|™ %/, Haciendo algunos cdlculos obtenemos lo

siguiente:

]

Poo) = —2n(5) ronw) =20 (5) ¢ tur ] - 2memr L)

o (=20l - @) — 2 F) 217105

i

en((2)- (] i o

Ahora consideraremos la siguiente proposicién técnica.

= () mion) -2, @) 4 o = i),

luego
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Lema 3.2.2. Supongamos (f3) - (f5), entonces se cumple

nm

(fe) (?—)’ > Y para todo s > .

Demostracion. De (f3) sabemos que f’(s) > 0 para todo s > § y por (fs) se tiene

F(s) = /5 "yt = ; tﬁ, fg)tff(t)dt

<

HORY PPN |0 DV
ook | e = S o50) - 81(8) - FG5)

Como f(3) > 0 se tiene

y esto implica que

sf(s)
31l
F(s) (3.11)
es decreciente en (3, 00). Notemos que de (fs) v (f5)
sf'(s) < n(m — 1) g n{m — 1)+m~
f(s) = n—-m ~ n-m
para todo s € (3, 00). asi reordenando obtenemos
nem__ fs) 1
m-n(l-m) f(s) = s’
integrando ambas partes se tiene
(f(8))7057 < s,
y asi _
- (f(s)) m=—n(l—m) (3.12)

]
es decreciente en (/3,00). Multiplicando (3.11) y (3.12) se tiene

10

S =2 F(S)
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es decreciente en (3, co0). Por lo tanto,

(F(s)) ==\
(e o

y resolviendo la derivada de esta funcién obtenemos

m—n(l ) (f(s ))m':;?"”)glf’(s)F(s) — (f(.s))ﬁiﬁ%ﬁ‘)*l

FOR <o,

y asf
I GO () - (1) <0

luego

nm

mond—m) (f(8))7Fi=m L #'(s)F(s) < (f(s))7ma=m+!,

por lo tanto

f ()F(s) < (f(5)),

T
y as

PG < BT gy
luego

R ()2 < 1 () ()

T F(s)? < (F())® = F()F(s)

nm
n-m_ . _[&FE _(FY,.
— TP (f) beys

Con este lema se tiene que:
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Lema 3.2.3. Supongamos (f;) - (f5), entonces P'(s,a) > 0 para todo s €
(Um(a)>—ﬁ}“

Demostracién. Como r'(s) < 0 para todo s € (Un(a), 8], por el lema anterior y

(3.10) se tiene el resultado. O
Sean ahora o, as € (a* = §, a* + d), con a; < ay consideremos

P(s) = P(s, ), Py(s) = P(s, as)

Urm = (Rm(al))z Usm = UZ(RWL(CYQ))'

de Erbe, Serrin y Tang ver [12] y [26] consideremos

17~ rg ey

512(8) == 2 (S)

5 ri 2y

Entonces de la definicién de S12 y la ecuacidn ( 1.2) podemos deducir

S1a(8) = S1a(8)£ () (4™ — ™) s). (3.13)

Proposicién 3.5. Parg cada o, € (a* ~ 4§, a* + 4), con a; < Qg, tenemos que
Utm > Upny 11 > 19 y P > Py en [Uipm, —8).

Ademds
Pl(Ulm) > PQ(UEm)

Demostracion. En primer lugar probaremos que Uy > Uy, y que para todo

$ € [Uim, —/3] tenemos
S12(8) <L, [ri(s)] > Irf(s)] ra(s) > rafs). (3.14)
De la proposicién 3.4 ¥y como F(—3) = 0 tenemos que

S12(=6) <1 r1(=B) > ry(—p),
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y asi r{(—f) < r5(—f). Ademds de (3.13) se tiene que Sia(s) es creciente mientras
[P (s)| > |ri(s)|, para s < —pB. Si (3.14) no se cumple para todos los s €
(méx{Uym, Usm }, —3), entonces el punto mas grande s, donde falla, debe ser cuando
|7 (s0)| = |r5(s0)|, ¥ T1(s0) > ra(s0) implica que S}z > 1, lo que es una contradiccién.
Asi por (3.14) se tiene que Uiy, = max{Uim, Uam }

Ahora probaremos que P; > P, en [Uy,,, —f]. Notemos que, de la definicién de P se

tiene que

7= P)-p) = 2 (- D) 0)

m/ \[rg|™  [m|™

_2 (7 (e ) (o
- (s (-5t o o

Asi de (fs) y (3.14) se tiene que

(P = P (e) = (Sule) = 2 ( () - (5) ) s )

nm f ralra|™?

de donde P, > P, en [Uim, —f]. En particular, Py(U3,,) > Pe2(Uip). Como Py > 0,

tenemos que Py(Usn) < Po(Upm), v asi Pi(Uin) > Pa(Usm) y terminamos la

demostracion. O
Comportamiento en [U,,, —f] después del minimo

Recordemos que para o € (a* — §,a* + §), se tiene que u(r,a) es estrictamente

creciente en [R,,(a), R(a)), y denotamos la inversa por 7(s, ).

Lema 3.2.4. Sea a;,ap € (o — §,0* +9) con a; < ag. St 71(Uim) < T2(Uim),
entonces eziste un primer punto Uy € (Ui, —b) tal que 71(U;) = 72(U;) y 71(s) <

73(s) para todo s € (U, Uy).
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Demostracién. Multiplicando la ecuacién (3.1) por (u+ b) se tiene
(m = 1) "2/ (w + b))’ = (m = D= P2’ + 7" f ) (w 4+ B)p = O,

luego
(m = D[r" [ (u + b) — )] = (m — Dr =t f(u)e — () (u + b)p

=7""Yp[(m — 1) f(u) — (u+b)f'(u)].

Sean s; = r(—b,«) y 85 = 7(—b, ). Supongamos ahora que @ < 0en (s, 5] (sabemos
que lo es en [s1, Rm())). Por (f3) y porque f es impar, sabemos que en este intervalo
se tiene que (m — 1) f(u) — f'(u)(u+ b) > 0, luego ™ '|u/|™ (¢’ (u + b) — u'p) es
decreciente, de donde el valor en s, es mayor que el valor en sy, luego, usando ademds

que u'(s,) <0y ¢(s1) <0,
02 —s7 M uf "2 (31 ) (1) > —s3~" iy ™20 ()i (),

de donde —sy~|up|™ U/ (s2)p(s2) < 0. Como w/(sy) > 0, ésto implica la
contradiccién ¢(sz) > 0.

Asi,  debe anularse en (s, s,). y sabemos que no se anula en (s1, R(a)] entonces
debe anularse en (R,(a),s:), o, en otras palabras, las soluciones 7, y 7» deben

intersectarse en un punto U; € (Uirn, —b). O

Como definimos en la seccién previa

=n—1 _
P(s,a) = —2n-(£)-——z~——-— 'F”{Zm—-l-i-i-QF(s) ,

A T

Pew = n|(20) - (7)] s
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n 1’1" m—2
Sia(s) = Sl ),
Entonces
S12(8) = S1a() () (I751™ = |7™) (s). (3.15)

Lema 3.2.5. Para cada cy, a2 € (a* — 6,a* +8) con a; < as, se tiene pl(UIm) >

Py(Urm).

Demostracion. Notemos que P (Uin,) = Py(Uim) v Py(Usp) = Py(Usm). De la

proposicién 3.5 se tiene que:
Py (Uim) > Py(Usm),
asi P\(Uim) > Pa(Usp) de (fo), Py(s) <0y como Uy, > Uspm se obtiene
P (Uy) > Py(Uaw) > Py(Up),
demostrando el lema. O

Lema 3.2.6. Sea a;, 03 € (a* — d,a* +08) con oy < ag. Si 71(Ui) < F2(Uim),

entonces
:F'-{l—l —'n,fl
W( ) < E [mtzw —=2——(s) y Py(s)> Py(s) paratodo se& (Upm,U;).

Demostracion. Observemos primero que Sya(Us,) = 0 ya que

™2 (Uim)

IR

ng(Ulm) = - = 0

Ademss Si5(U;) < 1. En efecto

g

= o= T
S12(Ur) = m_?([m — 1’2 2 < 1.
e T

|Fm=2(Un)7(Ur)
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Si existe un punto s € (Uy,, U;) tal que S'12(s) = 0, entonces 77, (s) = r'a(s) y
Si2(s) < 1 para todo s € Ui, U4
Ahora

(PL=B)'(s) = 2n (nn—mm - (?)’) T;}%%(S,a)
(% - (7)) (rpnte o) - iapmstoa)
—on (” < (-F-)) ( i i SRR, SN a))
mm \T) ) \Frmimm-emm A
- (50 (7)) (o e - i)

n—m N\’ i ~
- (522 () ()

Por lo tanto, P, — P, es creciente en (Uim, Ur).

Asi Py(s) = Py(s) > P,(Uy) — Py(Uryn) > 0 por el lema anterior, O
Se define

U S {U_lm si Fl(Ulm) 2 FQ(Ulm):
o U[ s1 Fl(Ulm) < fg(U]_m)

Proposicién 3.6. Sea ay,0 € (a* —d,a" +d), con ay < ap. Entonces,

T Tg

P2, ~ {en

en U si U 2 -8,

T T

P>
1 2, Y |'Fi|m—2fi ',’:alm—ﬂf;

en (U];,—ﬁ) st U < —p. (3.16)
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Demostracién. Si Uyp > —f3, obtenemos del hecho que Uy, < —f3, que Uy = Uy, y
el primer resultado se sigue de la definicién de U;.

0=250Un) <1ly0=-"t- < 1;2,)- Si Uy = Uy es que 7(Uim) < 72(Unn),

Pm (rl ) Pm (""2

Supongamos que Uy < —f. Si Uy = Uy es que 71 (Uim) = 72(Uin) vy es cierto que

71(Urr) = 7(Urr), entonces

ﬁ'_g?;?(U”) ‘ |:: 2—; (UII)

Supongamos por contradiccién que (3.16) no ocurre. Notamos que si existe un primer

valor de s > Uyj; donde 7 = 7, necesariamente se tiene que u), < u/, es decir
I ) 2 1

7y 7
P2 ||t

En consecuencia, si (3.16) falla, existe un primer punto t € (U;;, —f3) tal que

r1
s

T
A7,

(t) = (t),

y T1(s) > 72(s) para todo s € (Upy, t], implicando que

Sia(t) = %m = (Fl(t))n—z =D>1.

A ! m2(t)

Ademds, de la definicién de P, y P, tenemos que
(P, — DB)(t) = m'F2(7% — R)F(t) < 0,

Si Uj; = U; entonces por el lema 3.2.6 se tiene que (P, — B)(Uyy) > 0, mientras
que si Urr = Uy, entonces por el lema 3.2.5 (P — By)(Ury) > 0. De (3.15) y (fs) se
tiene que P}(s,a) < 0 para s > Uy, v asi P(U;) < Py(Ur1) < Py(Uyy) < 0, como

Pl([?lm) <0y D >1 se tiene que

(Pl - ng)(U”) > (.
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de esto ultimo en (3.15) obtenemos que Sy, es creciente en (Upr,t) entonces S)3 < D.

Finalmente por (fs) se deduce que

(P, - DB,)'(s) = (211(5'12 = ) (” s (5))) (s) > 0,

nm i

y asi

(P, - DPR)(t) >0,
una contradiceion. (]
Comportamiento en [-/3,0) después del minimo

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de las soluciones para u €

[—5,0) después del minimo. Para esto utilizaremos el funcional W definido por

W(s,0) =771 (s,0) V[ (r(s, @), )" + m'F(s), s € [Un(@), Z(a)
donde
Z(a) :=sup{s € (Un(a),U(a)) : |¥/(7(s,a),a)|™ + m'F(s) > 0}.
El funcional W esta bien definido en este intervalo. ya que

d%[!u’(v’(s, &), @)™ + m'F(s)] = —m'(n — 1) lu'(f(s,a),af)(l:‘j;f(f(sa a), @)

<0,
¥
|u' (F(Unm(a), @), @)|™ + m'F(Un(a)) = m'F(Un(a)) > 0.
Notemos que Z(«) = 0 si y solo si a € Gy UN5,. De hecho, si a € G, UN>, entonces
W/ (7(s, @), a)[™ +m'F(s) 2 0,

en s = U(a), y si a € Fa, entonces de la proposicién 3.10, I,(R(a),a) < 0 lo que

implica que Z(a) < U(a) < 0.
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Lema 3.2.7. Sea oy,a2 € (a* — §,a* + 0) con oy < as. Supongamos que eriste

U e [-8,min{Z(a), Z(az)}] tal que

F(U) 2 7(U) vy WA(U) < Wa(U), (3.17)

entonces

Z(ay) € Z(aa)

Ti(s) 2 Ta(s), Wils) < Wa(s), w(Fi(s)) < up(Pa(s)), s € (U, Z(o)].

Ademds si ap € Ga, entonces a; € Fa, y st oy € Ga UN,, entonces az € Ny y

R(ay) > Rlaz) y  ui(R(en)) < up(R(az)).

Demostracién. Consideremos [ = min{Z(«a;), Z(az)} > U, entonces W, y W, estan
bien definidas en [—/3,1]. De (3.17) se deduce que u}(71(U)) < uh(F2(U)) y asi 7, > 7
en alguna vecindad pequena de U. Observemos que mientras W; < W, 71 y 72 no
se intersectan por lo tanto tampoco lo hacen u}(71(s)) y u5(7a(s)).

Sea d € (U, 1] tal que
Wi(s) < Wa(s), Tils) > 7als), ui(Fi(s)) < ua(e(s)) (3.18)

en (U, d).

Nosotros mostraremos que W; — W es estrictamente decreciente en (U, d] y asi ten-
dremos que el supremo de d es [. Ademds de (3.18) se tiene que u (7 (1)) < u5(T2(l))
y esto implica que Z(a) < Z(az). De hecho, si Z(a1) > Z(asz), entonces Z(ag) < 0,

y Wa(Z(as)) = 0 y por (3.18) se tiene Wy (Z(«)) = 0, lo que es una contradiccién.



47

asi | = Z(a).

De la definicién de W (s, ) tenemos

ow m' F(s) — (n - 2)|u/(F(s,a),a)|™

= — (3.19)
0s (m — D)u/(7(s, @), @) (|u/'(7F(s,a), @)™ + m'F(s)) =

Para cualquier s € (—£,0) fijo, y tal que p™ + m'F(s) > 0, definimos
m'F(s) — (n — 2)p™
hip) = ) = 2
p¥/(p™ +m'F(s))™
Como F(s) €0, h es estrictamente creciente. Y asi, de (3.19) se tiene

%(3) - %(S) = h(uy(71(s))) — h(uy(T(s))) < O,

p> 0.

implica que W, — W, es estrictamente decreciente en (U,d] y se cumple la primera

parte de nuestro lema.

Por otra parte, si &y € Go U N3, entonces Z(a;) = 0 y asi Z(aa) = 0, entonces

g € Ga UN5. Pero

R(an) = 71(0) > 7(0) = R(az) y ui(R()) < up(R(aw)),

y asi a € Ns.
Supongamos ahora o € Gs. Si Z(a;) = 0, entonces u}(R(a)) < uh(R(az)) =0, lo

que es una contradiccion. Entonces Z{a) < 0y asi a; € Fs. O
Proposicién 3.7. Sea aj,a5 € (a* —d,a* +8) con a; < ay. Entonces

Z(y) < Z(ag)
y existe U € [—f3,0] tal que

Fi(s) > Fa(s), Wils) < Wa(s), y ui(R(a)) < uy(R(e)), s € (U Z(m)].
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Ademds, si a; € Gy UN;, entonces ag € Ny y

R(ay) > Rlas) y w)(R(n)) < uy(R(ag)), (3.20)
y 81 s € Go, entonces oy € Fy.

Demostracion. Sea

g.=d2f siUn<-5
U siUnp>-8

De la proposicién 3.6 se tiene
m(U) 2m(U), y 7)) U)™ ! < 7AU)|ub(F(U))™

y como F(—f) =0y 7(U;) = 75(U;), obtenemos que Wy (U) < Wa(U) en cualquiera

de los dos casos. Luego nuestros resultados siguen del lema anterior. O

3.3El caso b =10

En esta seccién los casos a analizar son [—/3, 0] antes del minimo, [U,,, 0] antes y
después del minimo y [—/,0) después del minimo.
Comenzaremos con un andlogo de la proposicién 3.4. El trabajo que vemos a

continuacién es similar al de [10].

Proposicién 3.8. Sea f que satisface (f1)-(fs). Entonces para todo ai,aq € (a* —

01, + 81) con a; < ag se tiene que
r1(0) > 72(0) 'y 7 (0)]uy(r1(0))] < 57 (0)[up(r2(0)))-

Demostracidn. Por céleulo directo, usando lema 3.2 y la proposicién 3.12 tenemos

que

O o] = £k

s=0  w(r(0,a),a)
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%Tﬂ_l(s,W)IU’lmﬁQU'(r(& a), a)ls=0 = "71(0,a)¢'(r(0, @), a) < 0,
y asi se sigue el resultado. O

Se mencionardn las proposiciones analogas 3.5, 3.6 y lema 3.2.4. Las demostra-
clones se omitirdn porque se siguen de la misma manera.

Proposicién 3.9. Para cada oy, a4 € (@* = 61,0* +61), con a1 < as, se tiene que

Ui > U y
n>rs y P>P en [Up,0).
Ademds,
Py(Uim) > Pom(Uany).

Lema 3.3.1. Sea 0,10 € (@* — d1,a* + 41), con a; < as. Si F1L{lsss) < PolUnes)

E

entonces existe U; € (Uim, 0) tal que 7(U;) = T2 (Ur) y 71(s) < 7a(s) para todo
S e (Ulms ﬁ])

i

Lema 3.3.2. Sea Q1,0 € (O!lt = (51,(,1’* = ()-1), con oy < . Si fl(Ulm) < Fg(Ulm)

entonces
T—n—l T_—;l—-l _ _ - -
h{!m(s) & W(S) y Pi(s) > Py(s) para todo se¢ [Urm, Uy],

con U; del lema anterior.

Proposicién 3.10. Sea oy, a5 € (a* - 6§y, 0" + &), con oy < as. Entonces
7 T

.
TV R S e

en (UH,O].

En particular,

R(a) > R(oa), y uj(R(m)) < uh(R(a)),



donde

Uir = ﬁ

SS si WHAQHSV > mwﬁc:;v
Ur s 71(Uim) < 7o(Urm).
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CAPITULO 4

DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS

Veremos ahora un resultado que es muy conocido, y daremos la prueba para una

Imejor comprension.

Demostracién del teorema 1.2(i). De (f,)-(fs) se obtiene la existencia de Cy > 0

v 8p tal que

f(s) > (,“osﬂ’::n1 para s € (0,sp).

En efecto, de (fy) la funcién SJ{ES) es decreciente en (b, 00), de (fs) si b = 0, se tiene

que

sf'(s) _ n(m-1)
Fi=) = n—m

e integrando entre s y sy se tiene

para todo s >0

n{m-1)

log % < log (?) o

por lo tanto

n{m-—1
SJV#CO < f(s) paratodo s € (0,sq)

o1
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Supongamos ahora por contradiccién que existe o € Ga y R(a) = oo y tomemos

n ™
’

w1 ast w(s) = rm-to(r), o lo

v(r) = —u(r, o). Hacemos el cambio de variable s = r

que es igual, Egs—) = v(r). Luego derivando se tiene

sSw—w n—m §

sl

52 Py | T—u(r),
n—m i

(s — w) (m 1) =iy

donde hemos denotado w = 42. Luego

m—1
G (5 — W) (,‘;—_ﬂ;) = r"‘lqﬁm(v’},
de donde
Eonlon—w) (Z) 2 = =)

y por lo tanto, excepto en r = Rp(a), se tiene

d , R T
E;gbm(sw—w)—(m 1)|sw — w|™ 0.

Luego w satisface

(m —1)|sw — w|™ %W = ——%f(w) = 0,

n—m o=

de donde @ < 0 para todo s # Rei~'. Es decir, w es céncava. Como w((R(a)) ™=

ek

) =
0y w(s) > 0 para todo s > (R(@))™1 = s(«) se debe tener que w es creciente para

todo s > s(a) y por lo tanto w > 0. Asi,

0 == (r%:-nfv(v'))'%s

como £ > 0 se tiene que
ds

n—m

rm-1y  es creciente para r = rp (4.1)
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y por lo tanto

v(r), 7> R(a). (4.2)

Asf para ry lo suficientemente grande de manera que v decrezea en (70, 00), se tiene

L _ " £ n(m—1)
"o ([]) = —pm Yo (v) > cO/ " f(v)dt > co/ "l (4)dt
r/2 r/2
n(m=1 rh 7
> ey (2 1)
no 2y
es decir,
nim—1
T,ngllvf'm—l 2 C-()?“HUJ”T"TI.
Usando ahora que de (4.2) se tiene [/ |1 < C:g—':i, obtenemos que
a{m-—1)
r*Tmml > grty e
de donde finalmente obtenemos
(n—m
rety <K (4.3)

para alguna constante positiva K. Asi, de (4.1) y (4.3), se tiene que

S mn—71m
lim rm=1p = [ « 0.

r—roo

Como también —r"=14,_ (4’ es creciente para r suficientemente rande, se tiene que
e
n—1 : . , . 4 . "
—rm1v’ es creciente y por lo tanto tiene limite (que podria ser infinito) cuando

7 — 00. Pero, por la regla de L’Hopital,

!
. =V i v
Im ——p=glim —— = [ « s0, (4.4)
P00 gy IO T Ty

Por otro lado,

£ n(m— r n—1n n(m-—1)
L=l —r" o) > CO/ t”‘lvﬁ%——;l(t)dt = cn/ T T o) e dt

o o
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y usando (4.1), obtenemos que
I cn(ro B 'U(T'g n':n:n / 1 = log-—

de donde

_ p = i T
L™ = lim "¢, (v") > lim &log — = o0
r—roQ T—r00 TO
lo que es una contradiccién.
Si R(a) < o0, se tiene

= _ R(a)
= B (a)pn(V(R)) = / =1 f () dt

'm ()
de donde f(v) = 0 en (R, (), R(a)), lo que es una contradiccién. Asi Gy = 0 y

queda demostrada nuestra afirmacién. O

Demostracién del teorema 1.2(ii).

1. Caso b = 0. De (i) sabemos que G, = 0 y ademds como (a,00) es conexo se

tiene
(a,OO) ZMU'PQUQQ :N2UP2

y N y P son abiertos, disjuntos y N3 # 0, se concluye que P, = 0.
Por lo tanto Ay = (a,00), para algin a > 0.
Por otra parte como R(a) y u/(R(a),a) son continuas en [a;,00) y de la

proposicién 3.10 se tiene que R(a) es estrictamente decreciente, es decir,
o < og  entonces R{as) < R(ay)

y ademsés u} (R(x;)) es localmente estrictamente creciente, es decir, si o < az
entonces R(as) < R(e) v u)(R(e)) < uh(R(a)) en (@, 00) y asi se obtiene

el resultado.
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2. Caso b > 0. De los supuestos, a; € G U N3, por lo tanto por la proposicién
(3.1) se tiene (a1, a1 +6) C Na.
Sea @ =sup{a >, :a € .N‘g} Y supongamos & < oo.
Dado que P, v N; son abiertos, se deduce que @ € G,.
En efecto, si @ € A, entonces existe ¢ > 0 tal que (@, @+ ¢) C Na, por lo tanto
@ no es supremo, ya que N, es abierto.
Si @ € P, entonces existe € > 0 tal que (& — €, @) C Ps, por lo tanto @ no es
supremo.

Luego de la proposicién 3.7 si @ € G, entonces (@ — 6,a) C F,

Finalmente @ no es supremo. Asi & = oo entonces (ay,00) C N

ademds como R(a) y ¢/(R(a),@) son continuas en [ay,00) y asi por la
proposicion (3.7) se tiene que R(«) es localmente estrictamente decreciente
y ademds u'(R(«)) es localmente estrictamente creciente, es decir, si oy < o,
entonces R(as) < R(a1) y uj(R(e)) < uhy(R(az)) en (a1, 0), y se obtiene el

resultado.

g

Demostracion del teorema 1.2(iii). En este caso a; € G y por lo tanto
utilizamos el mismo argumento anterior para (a;,00) C A, obteniendo el

resultado. O

Demostracién del teorema 1.1. Vamos a demostrar que el problema (1.2) con

b > 0 tiene a lo mds una solucién. Supongamos por contradiccién que (1.2) tiene dos



56
soluciones u; y us. Como el problema de condicién inicial

(rnallur‘m—Qut)r o T‘n_lf(u) - 0

tiene solucién unica, entonces podemos suponer que u;(0) < wuo(0). Llamemos
a; = u(0) y az = wuy(0). Por hipétesis, por ser soluciones de (1.2)entonces
ay,az € Go. De la proposicion 3.7 se tiene que as € Ny que es una contradiceion ya

que Go NN, = 0. O

Demostracion del teorema 1.3. Sea p fijo. Supongamos que hay dos soluciones
uy y ug tales que
(PP lug) + 7 f(w) =0, i=1,2
ui(p) =0
y existen Ry, Ry € (0, p) con u;(R;) =0, 1 = 1,2. Podemos suponer que u,(0) = a; <
u2(0) = wve. Se tiene que ay,as € Go U N, por la definicién de F;. De la proposicién
3.7 se tiene que R(a;) > R(aa) que es una contradiccién ya que de la definicién de

R(w;), i = 1,2 se tiene que R(w;) = p. O
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