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CapÍrulo 1

IurRonuccróN

Eu esta tesis se discutirá la urricidad de cierto tipo de soluciones para el probleura

A-ur/(z):0 re lR", 
,,1Ím 

u(r) =0

dor:de A-(u) :: di.u (lY ul^-2V u), n > rn, denota el operador m-Laplaciano y la

función / € C(-oo, oo) es impar.

Las soiuciones radiales de (1.1) satisfacen Ia ecuación

(r^-11u'1^-zr'r' +r"-r/(z) = 9, ,: lol,

z'(0¡ : g 1ún u(r) :3. (12)

Es esta tesis sólo estudiaremos Ia unicidad de estas soluciorres. Usual¡nente e» Ia

literatura son las soluciones radiales las qre se estudian, debido a que en el caso

m : 2 todas las soluciones positivas son radiales. Si m I 2 este resultado es un

problema abierto.

En la literatura en inglés cualquier solución no constarrte de (1.2) se lla¡na "bound

state", Si adernás z(r) > 0 para r > 0, la solució¡r se lla¡na "grourxl state"o "prirncr

bound state". Si una solución rro es uD ground state, eltorrces tendrá por ]o rnenos

un cero. A este tipo de soluciones las llamaremos soluciones que cruzan o soluciones

del tipo crossing.

En este trabajo estudiaremos la unicidad de las soluciones de (1.2) que tienen

( 1.1)
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exactamente un cero en (0,oo). Nos referiremos a estas soluciones como ,,segundo

bound state".

Hare¡nos ésto bajo los siguientes supuestos sob¡e m y Ia función /: Sea I(s) :

fi Í(t)dt.

(/,) /(0) : 0, y existe ó > 0 tal que /(s) > 0 para s > á, y si ó > 0, /(s) I 0,

f(") * 0, para s € [0, b].

(fr) f .s continua en R y diferenciable en [ó,oo).

ffi (m - l)f (") 3 f'(")(" - á), para todo z > á. Si b : 0 asuurinros además que

^tt/^\m t<lirr'1 \i/.
s+o / (s)

(/a) La función 
" -+ Y8 es decreciente en (ó, oo),

@ ry& < *, donde B es la solución positiva de r'(c) : 0. Si b : 0

supondremos que

'{1(:) < 
n(m -r) para rodo s > o./(s) - n-m

Note¡nos que Ia condición (/3) implica que / es creciente si z ) b. Esta conclición

(/3) se llania condición de superlinealidad de /.
La condición (/5) se conoce como condición sub- Serrin y en el caso del problerna

de unicidad para el ground state se sal¡e que esta condición puede ser mejorada por

la cordición siguiente:

/F\'. n-m
\J '/ nm

ver [10]. EI ejemplo canónico de función / que satisface (/,1(/r) es /(s) - sr - sc

con 0 < q < p, p > 1. Los rnétoclos utilizados para estudiar Ia unicidacl clc (1.1) nos
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permiten ademiís estudiar Ia unicidad del problema de Diriclilet-Newrnan (ver por

ejemplo [24], [25])

(r'-t1u'1^-zu'r' + r"-tf(u):0, r > 0, n>rn> L

z'(O¡ -6, existe 0<A<ñ tal que u(r) >0 si r€ (0,fi),

u(E) :¡,"1r¡<0 para r e(R,R), u(ñ;: u'iñ;:0.

(1 3)

Para proba.r nuestros resultados, estudiaremos el comportamiento de las soluciones

del problema de valor inicial,

(rn- | 
lutln-2 ut)t +r"-tl(u):0, r>0, n>m)Z

(1 4)
u(0) : o, z'(0¡ : g,

para o € (0,oo), Probaremos que este problema de valo¡ inicial tiete una única

solución para cada a ) 0 mientras éste no alcance un cero doble, y denotaremos tal

solución por u(r, a). Aderr¿ís haremos un estudio integro del comportamiento de a

con respecto de su condición irricial a.

EI problema (1.2) para el caso rn : 2 ha sido exhaustivamente estudiado durante

Ios últimos trei¡rta años por diversos alrtores, entre ellos C. Coffman, r¡rion r,,n [5]

consideró./(s) - s'- sq para el caso p :3 y q = 1 en dinrerrsión 3, y dernostró la

unicidarl dc solrrciones del tipo grorrnd state dc Lu - u + u3 : O.

Mrís adelante, en [t] H. Berestycki y P. Liorrs proponen conti¡ruar el estudio de uri-

ciclad , colsiderandr.¡ disti¡rtos tipos dc furrciórr /. Algunos de estos casos fueron

tarnbién considerados por Cofirnan. En este misrno trabajo Berestycki y Lions prue-

ban Ia existencia de soluciones radialmente simétrica.s para el ca-so en que / es una

función par, para ello utilizan métodos variacionales.
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En el al-ro 1986 C. Jones y T. Kupper err [17] usan sisternas dillárnicos y el írrdice de

Conley para probar existencia de soluciones del tipo ground state.

Posteriormente K. Mcleod y J. Serrin en [20] mejoratr los restütados obtenidos

por Cofiinan en [5] al considerar fu¡rciones / más generales que incluyen el caso

./(s) : s' - s para 1 < p < nl (n - 2). Luego M. K. Kwong en el año 1989, ver [18],

extiende este resultado para 1 < p < (n+2)l(n * 2). Todos estos trabajos aúrr asu-

men diferenciabilidad de / en [0, oo). L. Peletier y J. Serrin en 122,23] prueban un

importante resultado de separación monótona y establecen unicidad de una solución

positiva ground state considerando / uua función localmente Lipschitz en (0, oo).

Eu el aíro 1991 C. C. Chen y C. S. Lin en [3], prueban Ia uniciclad de una solución

ground state del problema (1.1) para el caso r¿ : 2 considerando / € Ci[0,oo) y

/(0) : 0. En el año 1996 C. Cortáza¡, P.Felurer y M. Elgueta en [7.8] logran exterrder

estos resultados para / continua en [0, oo), /(0) : 0 y localmente Lipschitz en (á, oo)

bajo los supuestos ("f¡) y (/¿). Esto se consigue con u¡]a combinación de argurrrentos

de [5,i8,22,23].

En el año 1998 los autores P. Pucci y J. Serrin en [24] prueban unicidad del

ground state considerando un operador más geueral, que incluye el rn-laplaciano,

bajo los supuestos ,f(s) < 0 para .s € (0,b), /(s) > 0 para s € (b,oo), y

/ € ¿1"(0.(,)nCI(0,oo) y Ia condiciórr (subcrítica) (f)'frl 2 ffi para (0.oo)-{b}

Mencionamos a contirruación el trabajo de J. Serrirr y lvl, Tarrg, ver [26], doncle

establecen la unicidad de las soluciones tipo ground state de (1.2) para / e

C(0,oo) nC1(ó,oo) que satisfacen (ir)-(/r) Este trabajo es el más completo en Ia

Iiteratura para /(s) : sP - se. Ademrís debemos ¡nencionar la tesis de D. Helao que

t¡ata Ia unicidad de soluciones radiales positiva^s de A-u + +1((lrl)/(z) : 0, para
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el caso superlineal [16]. Hasta donde sabemos existen muy poco trabajos publicados

sobre el problema de unicidad de soluciones de (1.2) del tipo segundo bound state.

El primer trabajo al respecto es de W. Tioy, ver 127], en el año 2005. En este trabajo

el autor considera el caso m : 2 y

(u+1 ,l -i,
/(s)={-r -ls"<1,

[r-l u>]
Es decir, / es lineal a trozos. Mris tarde, en [10], C. Cortazar, M. García-Huidobro

y C. Yarur extendieron sus resultados al caso de una no linealidad f general, que

satisface (/r)-(/r) corr rn:2. Finalmente en 2010 Ias mismas autoras establecieron

la unicidad de soluciones bound state en alguuos oa^sos corr tnás de uu cambio de

signo, para Ia mis¡na ecuacióu, considerando adeniás el caso sublineal, ver [tt].

En esta tesis probaremos la unicidad de soluciones segundo bound state para el

caso del operador m laplaciano, generalizando así los resultados obtenidos en [10]

para el operador 2 laplaciano. Seguimos las mismas ideas desarrolladas en [i0] y

destacamos que el mérito de esta geueralización se encuentra no sólo en los cálculos,

que son sin duda más complicados y engorrosos, si¡ro también e¡r Ia adecuada

elección de ciertos funcionales que son clave para 1a del¡rostración de rruestros

resultados.

Nuestros resultados principales son los siguientes:

Teorema I.!. Supongamos que f satisJace (f )-(/r) con b > 0. Entonces Los

problemas (t.2) g (t.3) tienen a lo más una solución 'no hiuial.

Teorema L.2. Supongamos que f satisJace (/r)-(/r) y sea 0 < ot 1 az,

u1(r) :: u(r,cr1), u2(r) :: u(r,a2).
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(ü Sib:0, entonces los problemas (t.Z) y (t.B) no tienen soluci.ones no triutales.

(ii) Si, u1 tiene d,os ceros O < fi, < R-, con u{r) > 0 ez (0,,R1) y u1(r) <0en
(At,Er), entonces u2 tiene al menos d,os ceros en (O,R),0 < Rz < Rz con

Rr > Rz, Rt > Rr, u2(r) > 0 en (0, R2) a uz(r) < 0 en (R2, R).
Ad,emds

u\(R) < u:r(R )

(iii) Sea ó > 0. ,9? u1 es soluci,ón d,e (1.2), entonces u2 ti,ene al menos d,os ceros

O < Rz < R2 con R ) R2, u2 > O en (0, R2) U uz < O en (R2, R2).

Teorema 1.3. Supongamos que f satisface (il-U) Dado p > 0, el problema

(r'-t ¡rr 1m-z urlr +r"-ll(u) :Q, r>0, n>m,

z'(o) : g, u(p) :0,

tiene a lo más una solución u tal que enste R e (0, p) tal que

z(r)>0, re (0,R), u(E) :0, u(?') <0, para R<r<p.

Para probar los teoremas, utilizaremos una serie de resultados de cornparación

entre soluciones del problema de valor inicial (i.4), en alguna vecindad de o*, donde

z(., a.) es un segundo bound state.

Esta tesis se dividirá en cuatro partes. En el segundo capítulo disr:r¡timos tuspectos

preliminares como definiciones y técnicas que utilizaremos en el proceso de demostrar

Ios tcorernas prirrcipalcs. En el tcrccr capítulo dernostraremos algunos tcorernas de

comparación de soluciones del problema de conilición inicial, que serán fundamentales

pata la clernostración cle los teorerna,s principales. Elr la seccióu I de este capítulcr

seguiremos las ideas de Coftinan, ver [5], y utilizaremos Ia fuucióu p(r,a) : f;u(r, a)

para estudiar los puntos de intersección entre dos soluciorres del problema de valor
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inicial en [á,a]. En esta parte nos ayudaremos de los supuestos (/a) y (/s) que nos

permitirár dar una buerra comparaciórr errtre soluciones er¡ r¿: b, En Ia secciólr 2

de este capítulo veremos el caso ó > 0. En la primera subsección co¡rsideraremos el

funcional ñ d"finido po,

ff g, a) : "** 1s, o) \/WGGnñfr4 *, F6,

donde r(s, n) denota la inversa de z antes del mínimo. Aquí seguirnos las idea-s

de 122,231 para estudiar el comportamiento de las soluciones en el intervalo l-§,a),
y de esto resultará una courparacióu a.decuada al mourento de cruzar -8.
En la segunda subsección introducimos el funcional P(s, cr), que por primera vez fue

introducido por L.Erbe y NL Tang en [12]. Este funcional esta defiuido por

P(s,a): -" (,L) #-" lr=# #.,"t,)]
Aquí extelderemos Ias ideas de P. Pucci. J. Serrür y M. Tang err [24,26] para conrparar

dos soluciones en el intervalo lU^, -l3l ant,es del rnínirno, donde [/*(a) : z(E*(ri), a)

y R-(o) :: ínf{r > R(a) : u'(r, a) :0} V E(o) es el primer cero de u. En esta

parte el funcional P nos ayudará a comparar las soluciones. En Ia tercera subsección

vemos el comportamiento de las soluciones en el interval o IU-, -bl después del

rnirimo utilizando las rnisrnas ideas anteriores. Fiualmente e¡r la últi¡na parte de

esta sección trabajaremos con las ideas de B. Franchi, E. Lairconelli y J. Serrin

en [13] introduciendo el funcional l4l definido por

w(s, a) : ¡;h (s. cr) t/EG;l[ dF ñrG),

donde f(s, o) denota la inversa de u después del mí¡rirno.

En la última sección de este capítulo mencionamos sin demostración las proposicio-

nes análogas anteriores para el caso b : 0.



Fitr¿i¡nertte en el Ca.pítulo cuatro dernostra)_erlos nuestros re¡-ulta(_los.



Capírulo 2

RpsulraDos pRELTMTNARES

El objetivo de esta sección es establece¡ varias propiedades cle las solucioues delproblema de valor inicia,l

(r"' t 
ó*(u, (r))), + r"-t f (u(r)) : O

z(0) =q z'(0) :0, (21)

doude por comodidad de la notación hetros introducido Ia función d_(s) := ]5¡__zr,s * 0 y ó*(O) : 0. Los resultados que se enunciarán en la primera sección se pueden
encontrar en [1+] por Io que se or.itirán ,etalles técnicos cre ,rodo que er lector
ce'tre su atención en ros resultacros obte,idos particularmente para er problema cre
esta tesis, las cuales serán expuestos en la sección 2.

2.L Teorema de existencia local

E, esta sección poclrernos demostra¡ existe¡rcia local clel probierna (2.1). para
defi,i¡ Ia solución z(r, a) cor,o la única solución der probrerrra con condició, iuicial
' 

(0' a) : 0 y la continuidad con respecto a las condiciones iniciares damos er siguiente
teorema conside¡amos rerevante formular por escrito la demostr¿ción de algunos
hechos biísicos que a veces se ta, por serrtado. La icrea es llace¡ urra prese,tació,
de los resultados lo más completa posible. para esta sección nos basamos en [14].Para demostrar existe¡rcia escribirnos Ia ecuación (2.1) corno u¡ra ecuación ürtegral y

10
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hacemos uso del teorema del punto fijo de Schauder 115].

Teorema 2.1 (Teorema de Existencia Local). Dados to ) 0, r.ro y ps arbitrar,¿os

con po = 0 sz fo : 0, eciste T > to ! una solución u(t) del problema d,e aalores

iniciales

-(t"-tÓ*(u'(t)))' : {-tf (u(t))

t-,(ú6) : po (22)

u'(to¡ : po,

d.efini,d,a en Lto,T). En patli,cular, .s? ¿o = 0 y T > 0 lo suficienternente 'pequeño es

posible garant'tzar que el problema (2.1) tiene una soluc'ión d.efinrda l0,T).

Dernostruciót¿. Sea c un real positivo arbitrario. Llamemos C al conjunto de funciones

g : {u e Cltn,Tl: llu - u6ll* < c}

donde 7 es un valor que pronto elegiremos y ll . ll- denota Ia nor¡na estándar en el

espacio de Banach C[t6, T] de funciones reales coutinuas definida,s en [t6,7],

llull." : ,¡,;5 lu(r)l

C es cerrado y convexo. Definimos sobre C el operador 7 dado por

rtut(t): ^. Í:r^, (F*,^, - ["#tr,'r¡a,) a,,

donde @-, es la función inversa de $^, con m': ff, es decir, @*,(s) : lslm'-zr,

d,,,,(0) :0. Demostraremos que 7 tiene un purrto fijo. que es Ia soluciórr busr:ada al

problema de valores iniciales.
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Usando Ia co¡rtinuidad y la rnonotonía de $^, en (-*, 
"o), 

la continuidad de /,
el hecho que toda fuución o € C permanece en el intervalo acotado [o¡ - c,us + c) y

la monotouía de l"-1 deducimos la existencia de M > 0 tal que l/(r(¿))l ( lVI para

toda u € C,, t € lto,T), que 7 está bien definido, y que

ft
l7tr.,l(r) -uol 3 I ó-,(lpot^-t+M(T-t6))ds

Jto

: (" - ro){lpol--1 + M(r - ú6)}m'-t.

(2.3)

(2.4)

Pediremos a 7 únicamente que eI lado derecho de Ia igualdad anterior está acotaclo

por c, de modo que T(C) c C (no hay problema en imponer esto puesto que M es

independiente dc la elección de ?).

Para aplicar el teorerna de Schauder debemos verificar que 7 sea continuo y que

T(C) st:a relativa¡ncnte compacto. Co¡rsiderernos una sucesió¡r {t¡} de funciones en

C.Seant1,t2 e [¿0,7], 11 ( ú2. Como llr*ll- < llu6ll +c, y / es continua, existe M tal

que ll/(u¡)ll* ( M para todo A. Luego de (2.3), {7lu¿]} es uniformemente acotada.

Asi

lrlu¡l(t,) - rtukto,)t s l','lfir^t^) - l:"firr,r,»o,l'"'-' o,

?tr

< / (lpol- | + M(s-úo))ds < (lpol--' + MT)ltr-tl,
J t.

p6 y M independientes de ft, luego la familia iT[tr¡]] es equicontinua. Apelando al

teorema de Arzelá-Ascoli se tiene que toda sucesió¡r de T(C) tiene una subsucesión

que converge en ú, porque C es cerrado.

Finalmente, demostraremos la continuidad de 7. Sean u € C y {u¡]¡ C C tales que

/$ llro - 0ll- : o.
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Consideranclo que

T[ua]r tt = ,,,,- I o. ( *,,,"r,,,,, [ ,: , \
,1,. .1.. .,"-,.1 

(, t(r)rl , 
)do.

tod:r-s l:rs cxpro»iorrcs r:st¿iri ,¡iifbrr¡lcnientc ¿rotada^s con xr§pecto a k v ia integra-
ció. se reariza sobre intervalos firiitos. pocrernos aplicar er te¡¡s¡11¿ ile couvergerciir
rl'r¡ri¡r¿rrla cl. Le|¡o5g,,,,, p.r'. irrtc:ri:ar,biar .os v.c.s rr rir,itc r.,.l signo i,t.gral y
concluir que 7[u¡] converg=e puntuarmente a Tlur en 1t6.7] cuando & -+ co. usanrio
osto y (iuc toda succsióu r:r /(f) ¡1¡¡" ur purrto lú¡rite el C obtenemos que {Ilu¿]}contiene u.a subsucesiórr que corr'erge u,iforurr:,rente a Zlu] en [t¡.I]; sin emhargo,
corno el rlislno argurnento es vá.liclo no sólo para {Zlu¡]]} sino talnbrérr para r;ualquie-
ra de sus subsucesiones, poclemos establecel que la sucesión cotnpleta corrr.erger a 7la].

Por el Teor.errra derl purrto fijo iie Schaurler. existe r.¡ € C tal que 7lu] :1, 66rro
?, € C entonces ¿, es conti¡ul¡l en lO. Zl. A par.tir cie Ia expresiórr

r.t(.t 1=¡n-f'o^/t;t t -nI
J ". l'*_,o-,0u, I 

,;,1,,,,t,a.)a.

se obtiene q,e u(l¡) : ü0. se obtie¡re tar,bié, que u € c1[0,7) ), de

u'¡r ¡-c,," (t-:' l''"-, \-'l=c.-,¡',' J,"i,,,,-,,a-)a.-.
se obtiene. usa,nclo que ó_, " ,1t,,: ld. que t,r (.to) : po. (u,(tt; : 0 si l¡ : g; 4.i.

t,-,c¡,.(u,) : t6 t ó,,tpo) _ 
[., 

,,_,.¡1,,1,¡¡a,,

t' por lo tarito. derivando urra vez ¡¡rás, se infiere clue 1:,,_1o,,ft.,,) € Cllil. f]. que
IÍnr¡ ,¡+ ú" rO,,(t,(t)):0. 

1,.clue

tr
como deseábamos.

(t"'4,^o'»' : -t, t 
f o(t)).
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Observación 2,1, Argu,mentos cldsicos d,e la teoría d,e EDO, uer. .por ejemplo fll,
peraniten probar que tal solución se puede continuar d.e tnanera única m,ientras

(u(r),u'(r)) I (0,0).

En efecto,

1. De [25] el problema de ualor i.nicial

(r"-tó^(u,(r))),+ r"-t/(z(r)) : 0

u (0) :a u'(o): g

tiene solución única mientras u(r) > fi.

2. Si. u'(rs) < 0 y u e (b, B)

[ "' 
: ,¡*, ¡r7

Iz':-fu-/(z)
u(r6)>áyu(r¡):ps<0,

F(r.u,a): (r-,,,,. -+,- /(,))

Tiene unicid,ad ga que el lado d,erecho es continuo en (r,(u,u)), r > O y

Li,pschitz en (u,u).

3. Para estud,i,ar eL problema cuand,o u cruza el ualor b o el ualor 0, se anali,za la

ecuación que satisface la inuetsu

(m - 1)t" :?1¡'¡' - .f(r)lf'l**'

f ,'--,
I,'= *++ - /(s)¿-+t.

Si. s : b, t(b) : ¡o > 0 s z(b) : zo ( o
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F(s't'z) / n-t '2 '-- l.'';:;; -./(s)r'+r )
en torno de ú,(to.zo)) es L¡ps",h¡1, ,n',),, ,. ^^ !
mismo aale en s :0. 

\"' ''/ v E5 cont?'nua en (s,(t,z)). Lo

-__--=--
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2.2 Algunas definiciones importantes

Se estudiarán ahora algunas propiedades generales cle las soluciones rlel problema

de valor inicial (1.2) que nos permitirán hacer de ellas una clasificación en té¡minos

de la cu¿l podrán expresarse adecuada¡nente tanto el problema del que se ocupa el

presente trabajo como la manera en que este problema ha sido enfrentado.

Definamos el funcional

I^(r,a):lu'(r,a)l- +m'F(u(r,a)) donde m, ::= y F(s) = [" ¡A¡Or,m_ r Jo "

que jugará un ¡ol fundar¡rental en nuestro trabajo.

Un sirnple cák:ulo nos dice que

. .n - 1L^\r.u) : -*'-lu'l'"

En efecto, si se deriva uua vez esta funcióu co, respecto a Ia variable r se obtiene,

I'*(r, a) -- m'u'(lu'(r, a)l^-2u')' + rn, f (u(r, a))u,

y a.sí reernplazando la ecuación 1.2 se obtiene que

Ii,(r.,)= ^'(,'(-" -,t'u'|ln 2ut - /(,))) -m'Í\u(r.c,))u'' \ \ r ""))

y así

I,,(r,a) : -*'(n - 
1) P'Y (2.5)r"

Se puede notar que si z > I, se tiene que 1- es decreciente en r.

Nota: En algunas ocasiones, pa.ra sirnplificar el cálculo escribiremos u(r,a) : g

! u'(r,a) : y'.
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Err los siguientes Iem¿s estudiamos el comportamiento de ura solución con

condición inici¿l a, con o < b o a > b.

Lena 2.2.L. Si a < b entonces u' ¿ 0, en u,na uec,indad derecha de r :0, es d,ec.ir,

en r :0 se ti,ene u,n, m,ín,inn.

Demostración. De I¿ ecuacióu

-(rn-1lutln-2u¡), : r"-r f(u(r)),

vemos que si u(0) € (0,b), entonces existe d > 0 tal que /("(r)) < 0 para r e (0,d),

luego

-rn-tlutlm-2ut : [' *.'¡1rqt1¡at < O, para. r € (0, d),
Jo

de donde lutl^-zu' > 0 para r € (0,d) y como lu'l*-2u' es creciente, se deduce que

u'(r) > 0 para r € (0, d). tr

Lema 2,2.2. Sio e (b,oo) enr :0 se ti.ene un'márimo. Ademds u'(r) <0 mientras

z(r) >0 yr>0.

Demostmción. De la ecuación y la condición u'(0) = 0 se tiene por integración que

_r,,-t lu,lrn-z ut : [' s"-, ¡g1as > O,
Jo

en r € (0,ró) donde z(16) : b y por lo ta¡to u'< 0 en (0,161.

Sea f el primer cero de u' después de r :0, claramente r > 16.

Veremos que u'(F) < 0. Si z(f) € (0, b), (lu'l^-2u')'(r) : -/(¿(r))

lu'l^-zur crece elr una veciudad de f, y como u'(r) :6, se tiene que u'(r)

vecindad izquierda cie f, lo que es una corttradicción.

Letma 2,2.3. Si a < B entonces u nunca se anula.

> 0, Iuego

>0enuna

!
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Detnostración. Recordemos que /-(r) : lu'(r)l^ + m'F(u(r)) es dec¡eciente en r.

Si consideramos r ) 0 entonces I^(r) < /-(0) = lz'(0)l + rn'f'(r(O)) - m,F(a) y

F(o) < 0 por lo tanto, I^(r) < 0. Entonces ¿ nunca es cero) es decir, no existe

0 < ft < oo tal que z(E):0, ya que en tal .B

0 > 1-(R) : l"'(r¿)1"'+ r(u(R)) : lz'(E)l- > 0.

D

Por el lerna anterior. consideraremos sólo valores de a mayores que f. Entonces

existe s > 0 tal que u(r, o) está definida en [0, s) y por el lema 2.2.7 y el lema 2.2.2

se tiene que u(r,a) > 0 y z'(r,o) ( 0 para todo r € (0,s). Esto nos perrnite definir

para u > B,

,Q(a)::sup{s > 0 I u(r,a) >0 v z'(r,cr) < 0 para todo re (0,s)}.

Siguiendo Ias ideas de Peletier - Serrin ver [22], (ver tanüién [7], ti0]) defirrimos

: {a : u(R(a), a) :0 u z'(.R(a), a) < 0}

: {o : z(Á(cr), a) = 0 g u'(,Q(o), o) : 0}

: {a : u(.B(a), o) > 0}.

Si o e ,A/ decimos que las soluciones z(r, o) son del tipo crossing y si .i € I diremos

que las soluciones z(r, cy) son del tipo ground state.

Los conjuntos I/ y P son abiertos y si N * A, entonces ,A/ : (a,oo) pala algún

a > p. Si nuestros problerna,s (t.Z) y (t.+) tie¡re¡r soiució¡r. entonces "A/ f 0.

Sea

I
P

fi: {a eN:u'('r,a) < 0 Vr > 0}.
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Para n ( .F1 se define

R""(a) ,: íuf{r > E(o) : z'(r, a) : 0},

v U^(a): u(R-,(a),a). Si o € ñ, defl¡¡irnos R-(") : -.
También para o € .A/ \ .F1 definimos

ñ1"¡,: sup{r >,8-(o) I u(s,a) < 0 9 a'(s,a) >0 Vse (R-,r)}

y Ú(a):= a(E(a),o). Finalmente, siguiendo las ideas en [10] ponemos

f2 : {a c ¡/ \ -F, : z(ñ(a). o) < 0}

N, : {"€¡/\.r, : u(,Q(,r),o)=0 u'(E(a),rr) >0i

8z: {a€¡l\.F,'u(J?(a¡,a¡ :o u'(E(o),cr) :a}

Pz = FtU 72.

En la siguiente figura se ilustran los gráficos de la solución u(., a). Para a € "A/2,

R(a) es un cero simple de z, para a € 92,.R(cr¡ "s o l-,ié¡r un cero doble de z, o

z(r.o) -+ 0 cuando r -+ oo. y si o e F2. ¿(ñ(a). a) < 0 y u'(,Q(rt).o¡ :9.
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tui

§t

fz

Proposición 2.1. Sea a e Pz, u solución del ,pr oblerna (t.t) y (t.+) y bajo los

supuestos (.f, )-(,fo) enlonces. si Elcr) = a se Liene

§"(',"): -a lím z'(r, o) : 0.

Demostrac'tón. Como z es eventualmente mouóto¡ra (decreciente para todo r > 0 si

o € F1 y creciente en (ft-(a), oo) si a e ñ), existe un .L tal que lirr, ,- u(r, n) : L.

Como.I- es clecreciente, acotado y adernás I(s) --+ oo si,5 -| +co se tiene

1Írn 1-(r, a) : 
J11g lz'(r, n)l-' + m'1ím F(u(r, a)),

entonces, Iím,** F(u(r, cr)) es finito, luego lím,-r- z(r, a) es flnito. así i es finito y

como 1m decrece, se tiene Iím.-* z'(r, ci) : g.

Por otra parte, notemos que aplicando la regla de L'Hdpital dos veces, se conclu-
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ye que

z(r,o) - L _,,n, lr'(r..r)lrF =_ f ,,* (r'-r lr'J'" -r ¡'1 ;\u: JTg ---;;r- _,rn,_t¡;i L"_*-ff]
I/(¿)1;f- - l-")

Luego /(I) : 0, y así L: -b por la imparidad de / ¡ _lím z(r,o) : -ó. Con esto

se cornpleta la demostración.

A continuación demostraremos que los conjuntos Nz y Pz son conjuntos abiertos.

Proposición 2.2. Los conjuntos Nz a P, son abiertos.

Demostración. Que ,A,[ es abierto es por la continuidad de la condición iuicial y se

hace como [8].

La demostra.ción de que 22 es abierto se basa en el hecho que 1- es decreciente en

r y a € 22 si y sólo si rr €.A/ y In(r1,a) < 0 para algúrr 11 e (0,"(o)] donde

7(o): E(a) si o e .F: y 
"(cv) 

: oosi oe Í1.

SeaaQP2y.Ii(rr) : oo,

JB ¡-(', ") 
: lí¡n lz'(r, a)l* + lím rn'F(z(r, rr)),

entonces

lím 1-(r, o) : m'F(-b) < 0,

así lírn,--,- 1-(r, o) < 0, luego como 1- es decreciente, I-(r1,o) < 0 para algún

11 e (0,m).

Si E(n) < oo, es decir n € ñ, se tiene que E(o) "s un rnáximo con

z(E(a), a) < 0, (z(E(cr), a) + -b, por unicidad) y de la ecua¡ión se tiene que

tr

0 > (ldl- 2u')'(ñ(a)) : -/(u(E(a), a)) y por 1o tanto á < z(.R1a), a) < 0, Iuego
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/", (E(.r), o) : m,F(u(R(.ct),n)) < 0.

Inversamente debemos probar clue si o e ,\r y I^(r1. r.r) < 0 para rr e (0, I(a))
entonces o e ?)"

Suponganros que a ( P2 ¡, ¿l e ,M entonces tt € gzl_) Nz.

. Si ¿i € Q2 entorrces

I-(R(o), e) - n¿'I(g) = 0,

entonces 1- (n(o), o) = 0

Por otro lado como 1- es decrcciente se tiene qLie. para torlo ¡. { I?(o) se

curnple

I-(R(.)). u) < 1,,.(.r, o).

y con esto se llega al resultado.

¡ Si . € .,V2 entonces f-(,t(cr), o) > 0 y utilizando el que .l,,, es decrecienrr: se

tiene que

^ - r tñt \u. t¡,.tñ1.\.¡t¿ l,"lt.a\ lnrtt todo r€ f0. 11,,,)7.

Eri colclusiórr si oo € p2 entonces existe r1(a¡) tal que 1,,(11.o¡) < 0 pr¡ra
rr e (0,7(a)]. Como 1,, es cortinu¿r en o0, entonces existe d > 0 tal que .I,,(r.1, a) < 0
para todo n € (a¡ - d, ¿io + á). 

Ll

Proposición 2.3. Se-a o* e gilNz. Entonr:es eriste 6¡1 > 0 tal, qrte(a- r!¡. a-nd¡) e
N - f,..

Derno-st¡rL,c.ió n. Dado que o* e g: U.Ni, existe ¡ ) ,r?,,(a.) tal que ir,,(r. o.-) > 0. pur

continuidad existe d¡ > 0 tal rlue 1,,(r, o) > 0 para todo ¿! € (a-_d0, a*+d-6). entonces
r > H,,,(o) para todo ri e (ri- - d-o.a- l-do). a^sí (o- _ do,¿- *oo) _C ¡f _¡. n
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Ahora estudiaremos el comportamiento de las soluciones del problema de valor

inicial (1.4). Con este fin, a* € ]zONz está fijo y o e (a'-á6,a.*d-6) donde d6 > 0

esta dado en Ia proposición 2.3. Entonces

u( ,a) : 10, n-(")l -+ lu",(u).al

es invertible con inversa r(., a), y

z(., a) : [R-(a), 81"¡¡ -+ lu^(a),Ü (o)),

es también invertible con inversa f(., o).



CapÍrulo 3

CorupaRANDo Sor,ucroxos

R.ecordamos que las propiedades de a(.. o) estudiada^s en el cáprlulo anter.ior ser.án
fundamentales para lo que sigue.

Ahora nos concentraremos en er cornportarniento de las soluciones clependiendo rle
doude varía z(r, a). Es decir, partiremos estudiando para ¿ € [D, o], l-r. ü] antes del
rrtÍriitrro, lU*, -01 antcs ciel r,ínirno cloncle L¡,,, es urr rrrí,inio rle z. 1t,.,,. _y'] clespués
ciel múrimo ). f -,9, 0]

A continuación ilustramos en uri gráfico. ver tambiérr 110], las propiedacles relativas
a la ilrtersecciórr de dos sol,ciones rlei probrer,a de 

'aror irricial para .r ca una
vecinclad suficii:riternente pequeña cle a* € Q2. EI punto (r7.tf) es el asegurado
por la proposiciór 3.1 y el punro (ft.t--r) eI asegurado por el leura 3.2..1.

24
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3.1 Comportamiento de soluciones en [b, o]

Bajo los supuestos (il y ffi), y para a e (ó,oo). las funciones u(r,a) v u,(r.a)

son de clase ú1 en

6= {(r,a):oe (b,oo) y r e [0,r(ó,a)]i,

por lo tanto para (r, cr) € d se define

ptr.a): fft",^t, - *
Entonces, ver [14, 16], 9 satisface Ia ecuación diferencial li¡real

(m - t)(r"-tlu'l^ 'p')' + r"-t Í'(u)p : O, n ) tu, (3.1)

P(0' o) : 1' e'(0' o) : 0'

Denotaremos 9(r):9(r,a) g r(b,a) = 8¡. Usaremos la función p para estudiar

los posibles puntos de intersección de dos soluciones z(r,n1) y u(r,a2) p&r& 01,a2
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suficientemente cercanos entre sí En efecto, si rp(r.'c.) : 0 ' como 9'(r.'a.) l0

podernos suponer sin pérdida de generalida'd que existe r- < r* < r+ tal que

P(r-,a") > 0 > 9(r+'o*)'

Por continuidad, existe ó > 0,

q(r- ,a) > 0 > rp(r+, a) para todo a e %(o.) (3 2)

Sean o¡,o2 e V6(o-), como

u(r,cr1) - u(r,a2): l*,' vt,da..'

y de (3.2) se tiene u(r-,a1)- u(r-,c,2) > 0 y z(r+'a1) - u(r+'a2) ( 0' Iuego se

tiene que existe un punto dc intersección de u(,o1) y u(''rr2) en (r-'r+)'

Eu nuestra siguiettte proposición clemostraremos que gracia^s a la condición de

superlinealidad de l, para cualquier o > B' la función tp efectivamente se anula en

(0, R¿], y por 1o tanto, da.d.os a1, o2 ) p suficienteurente cercanos' u(r' a1) y u(r' o2) se

intersectan antes de cruzar eI valor b Más adelante erl el lerna 3 2'4 delnosttaretnos

que g debe taurbién anularse tlespués del lnínirno de u y antes de que u cruce e1

valor -ó, aseguraldo así Ia existencia de un segulido punto cle intersecciótt entre dos

soluciones cuyas condiciones iniciales son suficientemente cercanas'

Proposición 3.t. Sea f que satisface (/,)-(/t) Entonces I tiene el primer cero en

z e (0,R¡]. Atlern,ás, sib:0, entonces z € (0'Bb) y por lo tanto u('z'o) > 0'

Demostraci.ón.si,p(r)>0en(0,,?¿)probaremosquerp(-R¡):0yasísecumplela

proposición. Consideremos la ecuaciórt

((rn - 1)r"-r lz'l'n-2Pt)t + r"-t i'(u)P : 0,



multiplicando la ecuación por (z - á) se tiene

lPo rRt
I t, -b)((m -t)r" t'u'l--2p')'r1r- | fu - b)r"-t Í'(u),odr: O,Jo Jo

luego integrando por partes sobre (0, fi¡), nos queda

lR¡ ¡Fa
- I u'(m - 7)r"-tlu"*'zg'dr L | fu-b)r"-rl'Q),pdr=0.Jo Jo

porque

("(ftb) - b)((m - 1)r"-1lu' (Ril*-2,p' (R)) : o.

Una segunda integración por partes rosulta

¡Rn

-u'(R6)lm - l).R;-rt,'¡pr¡l -'p(Ri - tm -\ Jo r" 
tJ¡u¡edr

rR"
- Jn fu - b)r"-t J'\u)pd.r = o.

Reordenando tenemos

lR¡
/ U' (") (" - ¿)- (m - t) f (u))er"- | flv : (m * t)u' (R) Ri- 1 

e (R6)lu' l--, (Rb). (3.3)
Jo

Usandoahora (f3), f'(u)(u-b)-(** l)/(") ) 0parar € (0,/?b),yquez,(ft6) < 0,

se deduce que 9(fi6) = 0. Si ó:0, entonces por (/3) se tiene que el lado izquierdo de

(3.3) es estrictarnente positivo, y así ,p(.8¿) < 0, lo que es uua contradicción, Iuego

z € (0,.Ró). tr

Proposición 3.2. Sea f que satisface (/,)-(/.) Entonces z es el úni.co cero de g en

(O,Rul. Supongo,nos que f satisface (f5). S'i se cumple queb:0 o b> 0 a U"> A,

d,ond,e U, : u(., , a) entonces p' (R¡) < 0 .

Demostración. Si U. : ó se tiene z : Rt, entonces g'(Ro) < 0. Supongamos que

U, > b, queremos demostrar que

U - f, (U,\
-::- r-:_ > m _ 1

tv")
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1. Si ó > 0, de (/3) se tiene

(m t)/(s) S /'(s)(s - á),

como ó > 0 se tiene (nz- t)/(s) < "f'(r)(s - ó) < /'(s)(s) luego

(m - t) J (U 
") < f' (U 

")(U " - b) < f' (U,)(U 
"),

y por 1o tanto

Í,(U,)U,\m_ r/ < r@
2. Si b : 0, supongamos que existe un primer valor s¡ € (0, a) tal que

s¡/'(s6) : /(so)(m - 1),

de (/a) se tiene que la función , - YP es decreciente en (0, oo), luego para

s ) s6 se tiene
sl'(s) < soJ'(so) :m_1.

"f 
(r) - /(so)

" ¡,/ "\entonces ?# < - - 1 para todo s ) .s0 pero esto contradice ("f:), salro que

s f'(s)
ió = -- 1, (3.4)

para todo s > s0, con esto notemos 1o siguiente:

((m - 1.)r"-1lu' lm-2qt)t * r"' f' (r),p : o

e(o):t P'(o):o

(r"-'lu'l* 2u')' + r'-t ¡1u¡ : o (3.5)

z(0) : ¿Y u'(O) : g'

cambiando / de la ecuación (3.4) err (3.5) se tieue
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((m - 7)r"-1lu'lm-2g¡)t + r"-1 ft(u)g : o

arP(O) =o P'(0) :0

?n-rlutl¡n-2 ut)t + ,,-, ll:Lu : 0

z(0) =" t'(O) =9.

Entonces aq(r) : u(r) para todo r € (0, 16) y z(16) : s6.

Como u(r) > 0 para todo r € (0,16) entonces p(r) > 0 para todo r € (0,re)

y así, si 16 < z entonces u(r6) > u(z) ! s¡ ) [], entonces

m - 1 =sof'(s9) . u'f'(u") 
.

.f(,0) - l@") '

esto implica
u- r(U-\m_r1ffi

Supongamos que se cumple m-7: L#? t consid.eremos (J, < s < so

entonces

m-11{9: u.!|:y) :m -t,/(s) f (u.)

luego 79 : m - 7 en (I/,, s¡) peÍo s¿ €s el menor valor que cumple esta

igualdad.

De la parte (l) V (Z) se puede concluir que

u,.f'(u,)
.f (u) )ffi- t'

esto implica que existe un c > 0 tal que

u,f'(u,) . tn

J\U,) C
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entonces si tomamos 9 o u(r) donde S(r) : *8 y se tiene

e( "' u(r) f'(u(r\),("/t : 
/(,(r» ,

y por ("f4), g es decreciente, de donde g o u(r) es creciente.

Por lo tanto

@(r) :: /(z(r)) ("ÚW - c(m +1) - -),

u( r\ f' (u(r\\
r--+c-ff -c(m+l\-m,Í\u\r))

es creciente en el intervalo (0, .R6).

Ahor¿ consideremos la siguiente función

esta función es negativa en (0, z) y positiva en (2,8r,).

Sea u(r) : ru'(r) * cu(r). Entonces t¡ satisface

((m - 1)r"-1lu'l^-2u')' + r" t f'(u)u : g(r)r"-1 
,

y siempre que rp(r) no cambie de signo en (z,r), cor, r € (z,Rb), tenemos que

f' tt
0 > | t"- t gqt),p(t)dt : lm - | I I «tn -1 pt ln-21)t )' I - ("- t 

lu' l^-2 p' )' u)dtJo Jo

: (m - 7)r"-1lu'l'-2(9(r7u'1r¡ - ,p'(r)o(r)),

y así

g(r)a'(r) - q'(r)u(r) < 0, (3.6)

Io que implica en particular que r.,(z) ( 0. Ahora probemos que z es el único cero de

g. Supongamos que no, que existe un z1 que es un segundo cero de rp, entonces por

(3.6) se tiene que u(21) ) 0, pero si rB¿ > r > z, u(r) ) 0 y consideran,to qu" ffi
es decreciente en (0, /i¡), ver [8], se tiene

u(r):1q,1("#+,) <,1,) ("#. ) :ffi,u, ,0,
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contradiciendo que o(.z1) > 0 en (0,.R¿). Por lo tanto tp tiene un único cero en (0,,?¡].

Supongamos que / adernás satisface (/5) y supongamos que o bien, b = 0 o b > 0

y U" > 13. Entonces por ("f¿) y ("ls), se tiene que c 2 ffi y así

,'(,) : (, -#) u'e) - Qn' - ryffi 1 -(^, -,),#9 = 
o,

para todo r e (0, R¿), por lo tanto evaluando (3.6) en r : R, se tiene que

e(R)u'(R) - e'(R)u(R) !0,

y entonces p'(ñ¡) < 0. ¡

3.2 El caso b > 0

En esta sección estudiaromos el comportamicnto <le l¿l^s solur:iorres cn u¡la veciricl¿¡rl

de a* € 9z U Nz Lo harer¡ros mediante el análisis de las soiuciones en el irtervalo

[-á, ü,] antes del rnírrimo, lU*("), -0) antes y después rlel ¡nínimo y [-B,0] despuós

del mínimo.

Comportamiento en [-p, b] antes del mínimo

Comenzaremos mostrando que existe una vecindad V de a' tal que cualquier

solución cle (1.4) con a € V tiene el primer valor mínimo U^(a) en, = R "(o) 
y

satisface qre U,"(a) < -0.

Proposición 3.3. Sea f que satisface (/r)-(/r) y sea a* € g2l N2 y 6¡ > 0 como

en la proposrc'ión 2.3. Entonces eriste 61 e (0,6¡l tal que

U,"(a): u(E-(a),a) 1-B para tod,o ae (a- -á1,4. +d1).

Den¡,ostr-aci,ót¡. La hipótesis a. e gz u ,A,f2 implica que el funcional I- defirriclo

anLeriormente satisface que 
1,, (n(o- ). o. ) > 0,
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y así 1m(r.r-) > 0 para todo r € (0. R(.,-)) por ser 1m clec¡ecierrte, Acle.rás cle la
continuidad de B-(a) para o € (a* d¡. a- + á¡). y clel hecho que

m'F(u(R,,,(cu.).n ")) : 1_(8,,(n-).1-) > {),

se concluve que existe d-1 < d0 tal que u(I?,, (n). o) < _ú, para todo o e Il¿, (o-). n
Sea d1 > 0 corlo err la proposición arrte¡ior. Dados o1.o2 € (ci. _[r.a.*dl).

denotaremos

ir,,(r) : 11¡,.,r¡, u2(.r) : ¡¡(7.. rrr. .

)'

11(s) : r(s,o1), 12(s) : r(5,.rr;.

P¿rra a € (rr- - ri1.,:i. * r!1). consideraremos el funcional

ñ(,.,,; : r'*-(s,,) VEGGr-r1;H/rt, s € I¿/-(o).{rl

establecie¡rdo por comodidad de la notacióli

ñi(,) : ñ(s.r.,,,), ñ¡(,) : ñ(s.a,;.

Como 1- es decreciente en i, entonces si 12 < r1 se tiene z1 < z2 luego

iz'(r(r1. a). o)1"' + rn't-(u) < lu,(r(22, o). n )1," + m,tt(u,r¡.

cntonces para s € [úr'".(o), a] se tiene

lu'(,r(tl,-(a), o). a))- + ni F(U,,,(ri)) < z,(r(s.o).o) ," + m,,r(s).

y conro Lr-(o) < -B entonces F(U*kt))> 0 entonces

0 < z'(r(s. n). a) ," + m,p(s) pol.o. todo s e lU,,(cr), n],

lLrego ñ(s. a) está bien defiuicla para todo s e lI/,.(.), a]. y así se tierre el siguienre

lerna cle separaciól.
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Lema 3.2.1. Supongamos que f satisface (f)-Un. Sea a1,a2 € (a. - á1, a- + ri1)

cot1, a1 1 a2, A supongarnos que eliste un U € [0, P] ta¿ que

r¡\U) > r2(U) a Ñ,U) <fury), (3 7)

r1(s) > r2(s) a Wr(s) < Wr(s) para tod,o s c l-P,(¡).

Demostraci.ón. De (3.7) podemos obtener fácilmente que lri(U)l > lr'r(U)|. y así11 >

12 en alguna pequeña vecindad izquierda de U. Por lo tanto, eúste c € l-D,U) tal

que

Ñt 3Ñr, rt ) rzt r', < r', en lc,U).

Ahora mostraremos que ñr-Ñ, es creciente en [c, Lr). Esto implica que el ílfirno de

lal c es -B y así se concluye el lema. En efecto, de Ia definición de ñ(s, o). después

de aplicar derirada logarítmica y usando que

d. ,,/ n-t ,. ". ,\:l.,tlm _ ñt.,t
drlu t : m u \Q^lu')) : m'u'(- , o^lu') - J\u))

y que rs ;: *ar(s. a) : 1, se tiene

AWt-
]rs \§, ql

W(s,o)
n-L¡I lr'l^ \
- L (*, - ;ut(lu,l- L Tnt FG»)
n - 1. m'F(s)
n - I;AMW m'FC»'

n-lr" ,l
*-l;-A

m' u' ($*(tf ))' r " 
+ m' f (s)

(lu'l- + m'F(s))

OW

ás

rn'fff r*# (s, o)F,(s)
luego

entonces

z'(r(s, o), a) {(lu'(r(s, o), o)l^ + rn'F(s))^



Así pa.a s e [c.U). y usando qr. 
fi*r» = -ri(r) > -rl2(s): traG¡

obtenemos

m-1
m'64

_ .(") (

(oñ,. aw,. .\
\ a, t"'"t - as ls'o) 

)
!=!!ri-'(')

(r
,u\

s)
r2

(

ui(

s)l
!1=.111> rf-'(s)lF(

rá

(s)) Y (lutz(rz(s))l^ + m' F (s))^- 1

lz', (r1 (s)) | fl (lul (r1 (s) ) l- + mt F (s)jrn-L

t\-ffi)>o
D

Sean a1, cr2 e %, (¿r-) y denotemos por (r¡, Lr¡ ) el punto de intersección dc u1 v

z2 asegurado por la proposición 3.2.

Proposición 3.4. Si Í sati.sface (/r)-(/r) Entonces eri,ste un d e (0,d1] tal que para

tod,o u1,a2 e (a. - d, o. + 5) con ar < 02 se táene que

r1(s) > r2(s) u ÑrG) .ÑrG), para tod.o s e l-li,Ubr),

d,onde

u^,,* {u.' siut < a''' -Ió stUt)t)

Demostractón. Sea U" : u(z,a-), donde z está dado en la proposición 3.1 y

supongamos que U, < p. Por continuidad existe un d- ( d1 tal que para todo

-r( j"Lrl .\

;cfr"'T;¡FG»;a )
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d1,ct2 € (a" - 6,a'* ri) se tiene que ¿¿ < p. Como lr'r(U r)l > lr!(If)1, se riene

queÑr1U,¡ .Ñr(Ul, y el resultado se sigue por el lema 3.2.1 con U : LIt.

Supongamos ahora que U, > 0. Al derivar z(r(s, a), o) : s con respecto de a se

tiene

u'(r(s, a),cr)ff + tp(r(s,o),o) : 0,

de donde

0r e(r(s, a), a)
(3.8)l(s,ct): -loa u' s, o), a) '

Aplicando nuevamente derivada Iogarítmica a

ñ :,F] \qu,GI;dal*-¡ *¡0¡,

para derivar con respecto de o obtenemos

(3.e)

3.8) en (3.9), usando I¿r ccuar:ión y reordcrr¿lndo sc tieru;

-ffim'F(s) + f (u)qu'r + lu'(r(s, a), a)lm-z(11t)29tr
,

r(.
r(

Recmplazando (

oÑ4:
W

y finalmente

Oñ, -a#)Yep@) + f(u)eu'r +lu'l^-2(u')2rs' .-,ao(s'^)=ffi"-'
Evaluando ahora en s : b obtenemos

ffa,"t:-ffi=0,

AW ,, , f#ldef nb)F(b) -i lu'(R6.tt)I 2tu'(R6.u))2R6<,t'(R¡) 
^+#

do \ú. r.t / - "n

,v
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Usando que p(R¡) a 0, F(á) < O,p,(R¡) <0, (v(Ri,p,(&)) I (0,0) y u,(.86) < 0

concluimos q"u fl 1a, ") > 0. Así. si o1, o2 e (cr* - d, o* * d) con cr < a2 se tiene

que

r1(b) 2r2(b) a ñ,@) <frr@),

y el resultado se obtiene del lema 3.2.1 con U : b. Lt

Comportamiento en [U-, -B] antes del mínimo

De ahora en adelante, supongamos que f satisface (/r) (/u) y que d > 0 se ha

fij aclo en la proposición 3.4.

Para s € (U^("), - 0l consideremos

P(s.o) : -2,. ( l\. rn-r 
-,, .lt!--l I - - I\/i 7 1,tra-' L'' * ¡¡ *2r{s)]

= -2n (,+) ,' ,e^1,')-2r^tu't: - 2r,F(s),\J / m',

donde recordamos que @-(z') : lutlm-2ut. Hacieldo algunos cálculos obtenemos lo

siguiente:

p'(s. a) = -2, (])' ,"-'o^tu') - 2n(f 
) r,,-,o,.r, ,¡¡,! - zn ,-,!V!l

-zr" (u'@^tu'tr j) -z'*-')F(s)- 2r'l(s)

: -2n (l)' ,"-,0^t", - ^ (ilt-,. 
,r(,r)i - 2,,^ , lW

-r," (-+ó-(,,)- /(,)) -2n,"-, jr61- 2r"f (s)

= -2n (|)' ,"-'o^t"'¡ - z?!'.),^-tó,.(u,) +2(n - t)r^-t(b^(u,),

Iuego

P'(s.a) : ,,1(" - *\ - l{)'l -:"-'L\ nm / \ // l ,t¡4^-z' (3 10)

Ahora considerarernos la siguieute proposición técnica.



,-7

Lema 3.2.2. Supongamos (/¡) - (/¡), entonces se cuntple

(/,) (+\>"-* paratod,o s>8.' \// nm

Demostración. De (/3) sabemos que /'(s) > 0 para todo s ) B y por (/4) se tiene

,G) : l; Í G)dt : 
/u" ffi,, u,o,

= #& l,"ttQ)at= ffir,r«,t - 
pr(p)-F(,))

Como /(B) ) 0 se tiene

rlsr(,+#ü) =#
y esto implica que

s"f(s),-;i¡' (3I1)

es decreciente en (É, oo). Notemos que de (/¿) y (/s)

s"f'(s) < n(m-l) .n(m-l)+m.
"f(r) ' n-m ' n-n1

para todo s e (B, oo). así reordenando obtenemos

n-m /'(s) - t;;o-;¡ 16 =;'
integrando ambas partes se tiene

(/(s))'f;Éa < s,

Y así 
^- .. -r!:..r-

" _ (J (s )) --.' '- - (3.12)
s

es decreciente en (8, oo). Multiplicando (3.11) y (3.12) se tiene

(/(s));=-r*-*as-+_ ro-
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es decreciente en (8, oo). Por lo tanto,

/ -. -- "^ \t

[ 
(/(s))--"(' -) ] . n.

\ ¡('i )-
y resolviendo la derivada de esta función obtenemos

;:ffi;l (,f(s))#-,-"o",r'(")r(r) - (/(r));=ffi;;*' . o,(r(,))'

y así

nm . r frs));fff=r-'¡'1s¡r1s¡ - (/(s))*ffi=¡+t a om-n(l--) t"'

luego

---+ . (/(s) ) 
;:-,r.'*ñ -' ¡'1r) r1r¡ < (/(s) ) -in=i 

- I 
.m-n\L-m)

por lo tanto

"2 ,Í'(s)F(s) r (.r(r))'.m- n\L - m)

y así

/'(s)r(s) <* - ?(!,- *) \Í\"1)',
n,m.

luego
_rn + n(t _ m) (/(s)), I _/,(s)F(s)

nTn

n - m - nm 
U(s)), < _1,(s)F(s)

nm

" - "1(f G», _ (/(s)), < _/,(s)F(s)
"*

T!(f G», s (/(,)), _ /,(s)F(s)

n-m <r_ /,(s)r1j) : /{)'r,1.nm -: ¡ (/(,))' - \// '

tr

Con este lema se tiene que:
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Lema 3.2.3. Supor¡qamos (fr) _ (l;), entonces p,(s,et) ) 0 para t.otlo s €
(u,"("), -,41"

Dr:r¡¡,o;ft uci1tr,. como r'(s) < 0 para todo s € (.u,,,(Lü, pl, por el lema anterior r.
(3.10) se tiene el resultado.

!
Sean ahora cr1, rr2 € (o- _ ci, a- t d). con rr1 < .12 consideremos

p1(s) : p(s, o1), &(r) : p(s. or)

Un: u(R*(a)), trz_: uz(R,,(oz)).

de Erbe, Serrin y Tang ver lrZ] y l:61 consideremos

s- 'n' 
I 
'.' "'- 

2, 

"'/ls): d+i;{(¡)
Erttonces de la definición cie Si: r. Ia ecuaciol (1.2) podcrlros deducir-

sír(r) : Sp(s)f (s) (.lrrl- _ 1,11,,,)(r). (3 13)

Proposición 3.5. para colln,t1rr2 € (o* - ri.cr, * ó), atrt o¡ < .t2, tctlemos (lue
Lin, > Uz-, 11 ) ,r.2 y p1 > p2 en l{1r,", _ B)

Ade¡n,ds

Pr(Ut^) > Pr(LIz^).

Demostraci'ón. En prinier lugar probarentos que Lr1,, > L!,, f qrro para toclo
s € IUtm, -/3] tenernos

5',2(s) < t, l.i(s)i > lrl(r)l r.1(s) > r2(.,). (3.14)

Dr: ia proposición 3.,1 I.corno ,F(_,g) _ 0 tcnemos clue

,912(_19) < 1 \(-it) > r2(._0),
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y así r'r(- B) < rie]) Adem¿ís de (3.13) se tiene que .912(s) es creciente mientras

l"i(")l > lrl(s)1, para s < -8. Si (3.14) no se cumple para todos Ios s €

(máx.{U7*,U2^}, -B), entonces el punto rnás grande s¡ donde falla, debe ser cuandcr

lri(s6)l : l"i(ro)1, V 11(s0) > r2(s¡) implica que .9rz ) 1, Io que es una contradicción.

Así por (3.14) se tiene que Um: náx{Un,Uz.,\.

Ahora probaremos que P1 > P2 en lU1*, -,6]. Notemos que, de la definición de P se

tiene que

(P, - Pz)(_ t3) = * (&- ¡fr ) r-ri

= L ( 1- lr - sr"4i)\ (-6) > o- m' \¡r;¡- 1' 
vlzrn-2 

) )\ 
Pt -

Así de (/o) y (3.14) se tiene que

(& _ &),(s): (s1'(s) _rr"(( 
,=#) 

_ (;)'i,r) ffir,r. o,

de donde P, > Pz en lU6, -É]. E" particular, Pr(Ur^) > Pz(Ur*).Como Pj > 0,

tenemos qre P2(U2^) < Pz(Un), y así A(U1-) > Pz(Uz^) y terminamos la

demostración. ¡

Comportamiento en [U-, -B] después del mínimo

Recordemos que para a € (a* - á, a. + d), se tiene que u(r, o) es estrictamente

creciente en [A-(a), E(o)), y clenotamos la irversa por f(s, n).

Lema 3.2.4. Sea a1,u2 € ("- - ri, o- + d) coh {t¡ I a2. Si. t¡(U6) < tz(Uw),

enlonces erisl.e un pnmer punto Út < (ur^.-b) tal que il(Üi = fz(Üt\ A rtb) <

f2ls) para tod.o s e \Ut^.Ut).
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Demostrac,ión. Multiplicando Ia ecuació¡r (B.i) por (z * ó) se tiene

(m - 1)(r"-1lu'l^-'p'(u + b))' - (m - t)rn-t1rr1m-zu,p, + r^-t Í,(u)(u + b)p : a,

luego

(m - 1.)[r"-tlu'l*-'(p'(, + b) - u'p)]' : (m - 1)r"-1 f (u)9 - r"-1 f 
,(u)(u + b)9

: r"-tel(m - t)f(") - (u + b)f,(u)1.

Sean s1 : r(-b, u) y sz: i(-b,u). Supongamos ahora que g < 0 en [s1, s2] (sabemos

que lo es en [rr, E-(a))). Por (/3) y porque / es impar, sabemos que en este intervalo

se tiene que (m - t)f (u) - f'(u)(" + ó) > 0, luego rn-1lu¡ln-2(p,(u + ó) - u,rp) es

decreciente, de donde el valor en s1 es mayor que el valor en s2, Iuego, usando además

quez'(s1) < 0y9(s1) < 0,

0 ) - si- 1 
| 
u', 

| 
--2 u' (s ) 9 $ ) > - si- 1 

lu;¡'' - z u' @ 2) 9 g 2),

de donde - si-1lu;1'"-zur ¡s: )p(s:) < 0. Como u,(s2) > 0, ésto irnplica Ia

contradicoión g(s2) > 0.

Así, 9 debe anularse en (s1 , s2), y sabemos que no se a¡ula en (s1, R-(o)] entonces

debe anularse en (/?-(a),sr), o, eD otras palabras, las soluciones 11 y 12 deben

intersectarse en un punto Ú t e (Un, -b).

Corno definimos eu la sección previa

/tr\. rí't _*.lr*- i I IP(s,o) = -r, \¡l it.lr,j,.-2 l- m 
t 

ñ*zr{sl],

P'(s,a) : ^l(T)- (;)l ttlttlm-2'
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5,.(s) : ii :!r'!^-')ri rs).¿\-/ tn tVp_2rl\",.

Entonces

Si,1s¡ = S,,1,¡¡1s¡1¡ri¡- - I'il-)(s). (3.15)

Lema 3.2.5. Para cad,a (\1,d2 € (o- - ri. ci. -l 6) con rr1 < (r2, se tiene PrlUr^) >

Pr(ur,")

Demostmción. Notemos que 4(Ur-) : plu,,.) y Pr({Iz*) : pz(Uz,*). De la

proposición 3.5 se tiene que:

Pt(Uu") > Pz(Uz^),

a"sí ¿(¿/r-) > Pr(Uz,) de (/6), Pj(s) 5! 0 y como ur, > ur^ se obriene

4(um)>pz@z^)>pz(um).

demostrando el lema.

Lema 3.2.6. Sea a¡,a2 e (o- - d, a. + d) con a1 I a2. Si. t/U6) < iz(Um),

entonces

fl-r ¡I- I

lriÉ=4 
(s) < Ffi;:4{s) g Pl(s) > P2(s) para todo s e (Ur,",U).

Dernostt uc'¡,ótz. Observemos primero que Srz(Ur-) : 0 ya que

á ttr ri-'llrl^ 2r'zu'tllJ 
t ^)')L2\,Jtmt : --------=-=-;- 
- 

:u.
t2 l¡rl

Además Srz(U t) < 1. En efecto

á ,í, , ü-,1ri1. ,f'r,n , li,rl--rlÜr)t;lÜt) _ ,JI2ruI r : l|Í,r1*- zr_\u t ) -' r,t¡rj¡]F¡ < t'
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Si existe un punto s e (Uh,Ür) tal que §,12(s) : 0, entonces r-,r(s) : r-,2(s) y

S,z(s) < 1 para rodo s € [Ur-.rJ].
Ahora

(Pt-P)'(s\ : 2n('-^ /4\'\-r?-' t- ^lnm -\¡))'¡tPt"'"t

-"(#-(;)') ffia,:^(# (;))(4ft,"", _ffiu")
=^(# (;) ) (#ffi* .t- ffia ^t)

:^(#_(;),) (s"ffi,_#)
='z"(#- (;)') (#'-) (s1' - 1) > o

Por lo tanto, 4 - 4.r creciente en (U¡*,ü¡).

Así P1(s) - 4(r) > Pr(Ur^) - PzUr) > 0 por el lema anrerior.

Se define

si -1 ([/1-) 2 rz(Uu),
si r-1(Lr1-) < rz(U m)

Proposición 3.6. 
^9e¿ 

o1,a2€ (cr- -á,cr- *6), con oL < a2. Entonces,

ft fz

AFZ< +-'rl*-'zr, en ut ¡i utt> -o'

a

fr f2r¡)12, a ¡67< ¡*-, 
en (U¡t,-A) si Utt<-0. (3.16)

,,,,: {'il

n
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Demostración. Si U// > -/7, obtenemos del hecho ql,e (J1* < -É, que Utt : üt, y

el prüner resultado se sigue de la definición de ú1.

Supongamos eue [/¡¡ ( -13. Si t]u: /1- es que ,'1(U1-) > rz(Un) y es cierto que

0 : S;r(¿/r¡) < 1 y 0 : ;;ftil . r*ú Si U/r : U¡ es que r1(Un) < r1(Un),

r!(Urr) : r:2 (U¡7 ), entonces

¡1fr4rr,,1.ffiv,,:
Supongarnos por contradicción que (3.16) no ocurre. Notamos que si existe un primer

valor de s > U7¡ donde fr : f2, necesariamente se tiene que 2,, < zrr, es decir

fr .- r=2

lr71^-zo, 
' lril*-rlL'

En consecuencia, si (3.16) falla, existe un primer punto ¿ € (U¡7, -B) tal que

''1"-a=i'l 
=ffiA'''

y rr(s) > 12(s) para todo s € ([f¡, f], implicando que

<.^,,,-ü'!t'-ürr)= f l9\' =D>t.rr2\L t - ü_t lr,r*i^\t ) : \fO )
Adem¿{s. de la defi¡rición d. P1 y P2 tenemos que

(PL - DP,)Q): m'ü-,(rZ - r?)r(¿) < o.

Si Url : [/¡ entonces por el lema 3.2.6 se tiene que (4 - P)(],,) > 0, mienrras

que si [/¡r : [1- entonces por el lema 3.2 s (4 - Pr)\U,,) > 0. De (3.15) y (.fo) se

tiene que Pi(s,a) l0 para s 2Úv.y así P1(¿ir) S Pz(útt) a Pr1ú t r) < 0, como

Pr(Úr^) < o y D ) l se tiene que

(ñ-DP)(U:.)>0.
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de esto último en (3.15) obte¡re¡nos que §12 es creciente en (urr,t) entonces Sr, < D.

Finalmente por (,fo) se deduce que

_/
(Pt - DP2)'(s): (2,1s,, - 

^ 
("#- (i)')) ,,, , ,

y así

(Pl- DP2)(t) > O,

una contradicción. D

Comportamiento en [-8,0) después del mínimo

En esta sección estudia¡emos el comportamiento de las soluciones para ?, €

[-É,0) desp"és del t¡rí¡rimo. Para esto utilizaremos el funciorral W definido por

w(s,a) : ¡;=1s,a) 1,/EGG,"),r,F ñ?(4, s e lu^(a),2(a)),

donde

z (a) :: sup{s e (¿r-(o), üto)) : lu'(r(s, a), o)l- + rn'F(s) > 0}.

El funcional W esta l¡ien definiclo eu este iutervalo. ya que

n , ,, ,,,u'(-r(s,o).o)l'-2u'(F(s,a).o) . n.fr¡z'(r-(s.").")l- + m'F(s)l : -m'(n - t)ry¡1, 
.,,.1

v

lu' (r (U,"(a), a), a)l^ + rn' F (U,"(u)) : m' F (U,"(a)) > 0.

Notemos q,re Z(a):0 si y solo si o €9zUNz. De hecho, sia € 1zUA6, entonces

lu'(r(s,a),a)l^ +m'F(s) > 0,

en s : Ú(a), y si rr e F2, entouces de Ia proposiciór 3.I0, I-(E(a), o) < 0 lo que

implica que Z(a) < Ü(a) < 0.



Lema 3.2.7. Sea a1, a2 € ("- - ó. ri. + á) cofi, a1 <1 (t2.

U e l- B , :níl{Z (a1) , Z (a2)\l tat que
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Supongamos que e:tiste

rt(U) >rr(U) a Wt(U) <W,(U), (3.17)

entonces

Z(rrt) < Z(az)

'11

r1(s) 2 r2(s), W1@) < Wr(s), z',(r1(s)) < uir(r2(s)), s e (U, Z(a¡)1.

Ad,e'más si az e 92, entonces a1 e f2, y si a¡ € ]zU Nz, entonces az e Nz !

E(a,) > ft(ar) y u\(R(a)) <uir(R(az)).

Dem,ostración. Consideremos I : ní:l,{Z(at), Z ("r)} \ [/, entonces W¡ y W2 est an

bien definida¡¡ en l-B,J]. De (3.17) se deduce que u',(r1(t/)) < ur(rr(U)) yasíf1 >12

en alguna vecindad pequeña de U. Observemos que mientras Wt S Wz, f1 f f2 no

se intersectan por lo tanto tampoco lo hacen a!(r-1(s)) y u!r(fr(s)).

Sea d e (I/,ll tal que

lyr(s) I W:(s), r1(s) > rr(s), ¿1(r-l(s)) < u!r(rr(s)) (3.18)

en (U, dl.

Nosotros mostraremos que W1 - W2 es estrictamente decreciente en (U,Q y así ten-

dremos que el supremo de d es l. Además de (3.i8) se tieue que ,lr(Fr(l)) < u!r(fr(l))

y esto implica qlue Z(ay) < Z(or). De hecho, s\ Z(a) > Z(or), entonces Z(a) < 0,

y Wr(Z(u2)): 0 y por (3.18) se iiene W1(Z (tt2)) = 0, lo que es una contradicción.
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^.-a I - 
.7/^ \onL L - ¿r \t tl).

De la definición de W(s, o) tenemos

0Y _ m'F(s) - (n-2)lu'(r(s,a),a)l^ _. .. (3.1e)0s (m - l)u,(r(s.o).¿,)(lu,(¡(".o)."),- + m,F(s))#

Para cualquier s e (-B,0) fijo. y tal que p- * m'F(s) > 0, definimos

.m'F(s\ - (n - 2\n-
hlq\ = -----2:!:-=. P>0.

p \/ lp^ + m'F(s))'n' t'

Como F(s) ( 0, l¿ es estrictamente c¡eciente. Y así, de (3.19) se tiene

)wt. , 1wz
átrl - ff(s): á(u!(1(s))) - á(u',(r-,(s))) < 0,

implica que Wt - Wz es estrictamente decreciente en (U,d] y se cumple la primera

parte de nuestro lema.

Por otra parte, si at e gt U y',/2, entonces Z(a1):0 y así Z(a2): 0, entonces

uz € 9zU Nz. Pero

R1,r,¡ = ¡r (0) > rr(0) = E(oz) v u',tF(o,¡¡ < u'r\ Rbz)).

y asíae N2.

Supongamos ahora n2 e gz.Si Z(o) = 0. entonces u!(E(o1)) < zi(R(¿rz)) : 0. lo

que es una coutradicción. Entonces Z (or) < 0 y a'sí a1 e f2. D

Proposición 3,7. Sea a1,a2 e. (a* - á, a" -f 6) con a1 < a2. Entonces

Z(a) < Z(a2)

y er.iste U € l-fi,01 tal que

f1(s)>rr(s), W,(r) <lalr("), s z',(ñ(41)) <zi(P(o1)), se(U'Z(av)\.
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Además, si, ut € ]zU N2, entonces a2 e Nt A

fi(a,) > ñ(r,r) s u\(R(a1)) < ulr(R(ar)),

y si a2 e Q2, entonces o¡ € f2.

Demostración. Sea

(3.20)

rr. l-p "iUtt<-§"'-1r, siUtt2-0
De Ia proposición 3.6 se tiene

ft(u) > r2(u), s h(u)lu,r(rl¿l))l--, < rz(u)lur(r!u))l*-1 ,

y como F(-B) : 0 v rr(U¡) : rdÚt), obtenemos que W1(U) < Wr(U) en cualquiera

de los dos casos. Luego nuestros resultados siguen del lema anterior. ¡

3.3 El caso b - 0

En esta secció¡r Ios casos a analizar son [-B,0] antes del mínimo. [t/-,0] antes y

clespués del mínimo y [-B,0) después del rnínimo.

Comenzatemos con un anáJogo de Ia proposición 3.4. trl trabajo que vemos a

continuación es similar al de [101.

Proposición 3.8. .9ea f que satisface (/r)-(/s). Entonces para todo at,az e (a* -
á1, o- * á1) co'n, e1 I a2 se tiene que

r1(0) > rr(0) y ,fi p¡1ri1rr(0))l < rí*(0) lu!r(r2(o))1.

Demostración. Por cálculo directo. usaudo le¡na 3.2 y Ia proposición 3.12 te¡ler¡ros

que

0r, ,l ,p(r(O.n),o)

-(s.oll 
: - -r--i----------- <0

do ' ls=o u'(r(0, o), o)



a
,o 

r' -' (s, a ) | 
u'l^- 2 u' (r (s, a), a)|":o : r"- 1 (0, o) 9, e @, a), a) < 0,

y así se sigue el resultado. tr

Se ¡nenciotará¡r las proposiciones análogas 3,5, 3.6 y lema 3.2.4. Las demostra-

ciones se o¡nitirán porque se siguen de la ltisn¡a nranera.

Proposición 3.g, Para cad,a a1,a2 e (o- _ rI1, o- _l d), con at 1 c,z, se tiene que

Ut^ ) Uz^ a

rt ) rz U p7 > p2 en lur",, Ol.

Adetnás,

Pt(Um) > Pz*(Uz*).

Lema 3.3.1. Sea a1,a2 € (o- - á1,o'* d1), con dr < az. Si \(uw) < Fz(Un),

entonces existe Ú¡ € (4-,0) tal que r¡(ü1) : rz(ú) y rr(s) < F2g) para todo

s e (U6,Ú¡).

Lema 3.3.2. Sea n1,a2 € (o. - á1, o- * d1), coTL c\ 1 az. Si n(L/u,) < Fz(Uu.),

entonces

.i-l i:-l
l"-j--' (") . ¡,r1," ,O v Pr(s) > P2(s) para tod.o s e lúr-.ü,1.

con Ü¡ del lema anterior.

Proposición 3.10. ,Se¿ a1,a2 € (o. - á1, a- * 6), con d1 I a2. Entonces

tt>fz. ! 
f' f"

l/,F- < l4l;- en (Utt'ol

En particular,

R(a) > R(a2), y zl(R(o,¡) < ut (R(ar)),

,19
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Capírulo 4

DpuosrRACróN DE Los TpoRpn¿as

Veremos ahora un resulta.do que es muy conocido, y daremos la prueba para una

rnejor comprensión.

Demostración del teorema 1.2(i). De (/-)-(/r) se obtiene la existencia de C6 > 0

y ss tal que

,i (s) > Cos'*51 para s € (0. ss).

En efecto, de (/a) la funciórr ffi es decreciente en (b, oo), de (/5) si á : 0, se tiene

que

s f'ls) n.(m. - 1\

/(s) n-m
e integrando entre s y so se lienc

ros4P < ro* l'o)H'
"I(sl \ s /

por lo tanto

,*iP go < /(s) para todo s e (0, so)

51



Supongamos ahora por contradicción que existe a e. 9z Y 81"¡ : - y tomemos

u(r): -u1r,o¡. Hacemos el cambio de variable s: rffi , así u(s) : tH¿1¡¡, 6 ¡q

que es igual, {¿ : r(r) Luego derivando se tiene

sú_r¡. "_\ 2:r,(r).
m- I r

(s, -,') (q) = 7#' 1;''\m-1/
donde hemos denotado ¿ : ff. Luego

/-,^\m-l
Ó",(stit - u) t'- | :,"''Ó",(,'),

\TrL' L,/

de donde

d .(n-m\- s .-,
Aq-Grn- ¡,u) I ------ - 1' : -r"-'J@)'ds "' '\m-l) r

y por lo tanto, excepto en r: I?*(o), se tiene

d

fto^l'rt - w): (m - 1)lsÚ - wl^-2ú)'

Luego rl satisface

(m - 1)lsú - ulm-z " = -;/(t,) < 0,

de donde rir < 0 para todo 
" + R^1 , Es decir, tu es córrcava ComoTu((.B(o))ffi) :

0 y ur(s) > 0 para todo s > (n(o))*# : s(o) se debe tener que u es creciente para

todo s > s(a) y por Io tanto Ú > 0 Así,

0<ti.,: O#ril'*.
ds

y como *4 ) 0 se tiene que

r#u es creciente para r ) re (4.1)
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y por lo tanto

rlr''(r)l < ffr,,',. , >.8{.). 
e.2)

Así para 16 lo suficienternerrte grande de rrranera que r clecrezca en (r¡, oo), se tiene

r''t6-1.,r1t= - r". to,,{,.,r } .o l' , ,f,,.:dt __,," 
I ,, tt.i tL,,ltJ, ¿ J",

,lt f' 
\a (at. (i )(_ _.2,nt.

es decir,

rn-l|ütlñ 1> cor"r *-3.

Usando ahora que de (,1.2) se tiene ltl]nr-r < C#:, obteriemos que

-n-ntt'1n t > cnr"ul#.

cle doncle fln¿lrnenl e obterieruos

,2=1, < K (1.3)

para alguna constante posiriva l(. Así, cle (+ i) y (+ 3), se tiele que

.r\T.Hr:Z <c<

cor,o tarnbién -r'-1<¡,,(u') es creciente para r suficienter,ente gr-a.de. se tierre que

-r.,:3 '' es crecie,te l' por Io tauto tiene lúlite (que podría ser i,finito) c.a.cro
r'-) oo. Pero, por la regla cle L,Hópital,

l¡l-- ="ti,. ' - t,-.--.,r', - ,,,1'l 

=-L/\' 
,J.1,

Por otro lado,

L* | > -r"-tr,,(u') > c¡ [' t-r, f-i¡),tt:.n [" ¡-r¡tI?t,(t¡¡*5?,¡¡J,o J ,.,,
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y usando (4.1), obtenemos que

,1,--' > r¡(rfflu(r¡))*?r [' , ' :c6 log I
J"n - ro

de donde

¿--, : J* _r"-tó^lu,) > lím 4log a : oo

lo que es una contradicción.

Si .ñ(o) < oo, se tiene

0 : -Ri.t(a)ó-(r'(E)) = [u'"' t"-1 Í(u)dt,
J R^lo)

de donde /(r,) : 0 en (fi-(o), E(a)), lo que es u¡ra corrtradicción. Así 9z : A y

queda demostrada nuestra afirmación. tr

Demostración del teorema 1.2 (ii).

1. Caso b : 0. De (z) sabemos qlue Q2:0 y además como (a,oo) es conexo se

tiene

(a, oo) : NzuPz¿ gr: N2aPz

y Nt y Pz son abiertos, disjuntos y N2 * A, se concluye qlue P2 : 0.

Por lo tanto ¡/, : (4, oo), para algúu a > 0.

Por otra parte como R(n) y z'1R1o), o) son continuas en [o1, oo) y de la

proposición 3.10 se tiene q"e ñ(a) es estrictamente decreciente, es decir,

ar < a2 entonces R(a2) < ñ(or)

y además z"(E(a1)) es loca.lmente estrictamente creciente, es decir, si a1 ( a2

entonces ñ(crr) . ñ(or) y z,,(E(or)) < ur(R(ar)) en (41, co) y así se obtieue

el resultado.
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2. Caso ó > 0. De los supuestos, at € gz U,A/2, por lo tanto por la proposición

(3.1) se tiene (a1, a1 * d) c ¡/r.

Sea d : sup{cr > a¡ | a e"A/2}. Y supongamos o < oo.

Dado que Pz y Nz soII abiertos, se deduce q¡e d e gz.

En efecto, si a €,A/z entonces existe e > 0 tal que (o, a + e) C,A/2, por lo tanto

o no es supremo, ya que .^/2 es abierto.

Si a e P2 entoncesexistee>0talque (d- e,d) CPz,por 1o tanto a n<¡ es

supremo.

Luego de Ia proposicióu 3.7 si o € 92 entouces (a - d,d) C F2

Finalmente cr no es suprerno. Así o : oo entonces (<r1, oo) C "A/,

ade¡nás conro .ñ(a) y u'(ñio), o) son continuas en [a1, oo) y así por Ia

proposición (3.7) sr: tiene qrre Eia; es localmente estrictamente decreciente

y adernás u'1A@¡ es localmente estrictamente creciente, es decir, si a1 ( o2,

entonces B("r) < E("r) y z',(E(a,)) < z!(.R(ar)) en (n1, co), y se obtiene el

resultado.

Demostración del teorema 1.2(iii). En este caso al

utilizamos el mismo argumento anterior para (o1, oo)

resultado.

€

C

tr

9z y pü Io tanto

.A/2 obteniendo el

¡

Demostración del teorema 1.1. Vamos a demostrar que el problema (1.2) con

ó > 0 tiene a lo ¡nás una solución. Suponganros por contraclicción que (1.2) tiene dos
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soluciones ur y u2. Coürc el problerna de coudición inicial

(rn-1lu¡lrn-2ut)t +r"-t/(u) = 0

z(0) : ¡-'

z'(o) : g

tiene solución única, entonces podernos suponer que u1(0) < ,r(0). Llamemos

ar : ¿r(0) ! az : u2(0). Por hipótesis, por ser soluciones de (1.2)entonces

a¡a2 e 92. De la proposición 3.7 se tiene que a2 € ,\,f2 que es una contraclicción ya

We 8znN2: A. tr

Dernostración del teorema 1.3. Sea p fijo. Supongarnos que hay dos solucioues

1.11 y 112 tales que

(r"-tlui-2lui)' + r"-t f(ui) = o, i: 7,2

u(p): o

y existen Rt,Rz€ (0, p) con u¡(R) :0, i:1,2. Podemos suponer que z1(0) : ¿yr a

u2(0) : d2. Se tiene que or, rr2 e gzu Nz por la definición dc ñ. De Ia proposición

3.7 se tiene que É(or) , A(.rr) que es una contradicción ya que cle la defirriciór de

R(a¡), l:1,2 se tiene que ñ(cru) : p. n
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