
Rill¿rres Du¿rlcs

'l'csis

crltr-r:garla a la
Ulir«llsiclacl de Chilc

el unnrplinrierrl;o palcia,l clt: Jos roqrrisitos
pu,ra optal al glado cle

Mtl[íst,rx cn Cic¡rcias co¡r lrcrLciórr crr Nl]al,crr¿i1 i«;i-r,s

Facultad de Ciencias
por

Romina l\.{alcel¿r l\,Ieua¡es Espinoza

r\goslo. 2(X)S

Di¡ector clc Tcsis Dr'. RocL"igo Barlón



l,rci\ +L
fiK --tt
lttbZb,CT

FACULTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

TNFoRME ou ¿.pnoeA.cIóN

TESIS DE MAGISTER

Se infblrna a 1a Escuela dc Postglado cle 1¿r F¡Lnrlt¿d cle Cictrc.i¿rs que lir Tesis
cle \lagistcl plesent,acla pol c1 cilrididalo

Romina Marcela Menares Espinoza

IIa sirio a.probarla por la Corlisiór cle Ei.aluar:iórr de i¿r tc,sis (ouio requisito
para optar a1 grarlo cle \lagistel eu Clerrcias r:orr menciiil cn \laterlátir.as.
en cl cx¿urierr cle Dclirrs¿r rle Tesis nrriclir-io el día 15 cle JLrlio dc 200E

Director de Tesis:

Dr. Rodrigo Bamón

Comisión de Evaluación cle la Tesis

Dr. Jan Kiwi Krauskopf

Dr. Andrés Naras F]ores

*^1



e,.B
f@É

Biografía

Na< í t,n Suntiago, el rií¡r 10 dr: .l LLnir, de 19.q.J. C rir('i i lirii o
a ntis ¡radtls v t¡ri ¡lrr«:la en lir ci,r,lura rie Quiiicula.
Tttt,o rrn¿r }il<l¡r intinli¿r rorictrd¿r dr. cnrnpo dt' anigos
r rh.jLrego,s. Siern¡lt frri tura tiiir¡l rirLrv aiegrr.. 1¡rnrasio-q¿r

\. r ttLic.,sá. }-slrulió t,¡ rrna perlrrria tsrlrt,l¿r. rir.,¡iile liaLía
lulclla ceLt,aníit (on lr,ckr el ¡rt lsr»re.1. lrrr: ¡lrÍ ilorrlc una

¡rtnfesotit lrxrti\,{l il rrri-s parllt,s pata rllrÍr rlc c¡uiLiitr'¡rr
r1e i'olcgio v rle llerartr-n a uro (luc me diera nrojores
herr¿trr¡it¡rtas p¿r,r'¿ entratl ¡r l;r Lrnir,elllidarl.

(lracias ¿L aporn incondÍcional cir mis ¡rrrlres. t-al esürcr¿o rlrLr: signilir:rLba
\iia.jar to!1()s krs rlí¿i-s ric Llrl extrerrlr a r¡tlo rk,Sitnliilli'(i, cursri l¿ enseñanza
mr.di¡ err el trrleqio ('aunol¿r l.'a¡'t,a.ial ile I'rat. Tengo rrtil, ltuenos retueL,-los
de tli ariok:scer¡cia en esr: lLt¡,at. (llrrltallí c(li pelsoti¿1s {ll1c 1,clli1lr itrtertsLr¡
sirriilare-s ¿ los nrios t, i:on las qrie viví lti(Itlturl,os inolyitl¿lrles.

I.'rrr: rlilíril parl ui r1t'tidil t.ctu(li¡¡ llr a teriá.t icas, sin cmlrargt, i,l tienr¡ro
rne hil. moslrado rlrre fue ]a ;riejol tlecisiri[ r¡rir lrrrc-l€ lorritr. Pa;.r| por Lti

1--rr it,er sid¡rrl dc (lhile h¡r..idci la rric]or cxpr:rir.nci¿ de nii vicla. rrr, -ciil{¡ !)or
el t'ono<riniic]1to rlrre he adtlLririri,:r. o ¡roi'1as sal,islir<<;ir.¡nes a<.aclérniIas <1ut

me ha etitLrgt'LrLr. si o t¿rnbién potrlrre Jog|i: sirp{l.lr' 01tstá<rtrlr '\ I ( rn()cJ I
pr,lsr,Iiils rlttc rIIe alr utlarr¡rr a crt,t¡1 .

-{r:tiraluitntc culsr) ulr na¡Íster en L)irlárl.ica dc j¿s -\,1aterr¡álic¿s. en 1a

|.- nit,r,rsicl¡rd (]alrilic¿ ile Yir]pi.Lraís,,,. L¿r erluc:ación cs una dt, la.' <rr-.as q¡re

me aprl"siottrttt t' ios crtnticirnienlos clrre ire adquirÍrlo eri ruai,enr¡ilic¿s nte h¿n
daclci un¿¡ hr,tr¡rrrienL¿. iiir.alu¡l.rle ¡rirra inn,stigilr clr l.sta ¿ilr,¿t.

II



Agradecimientos
(f,rticrii rlr.rlir:ar est¿¡s 1írx:¿r.s il las pcrsouas rlrrcr hir,ir.ron posiblr,. crr tr-,rlos los

aspcctos. sacar aclel¿¡nte este tralrirjo cLe tesis. Err primer. lugrrr. Ie agrarttzr:o a,

rLi falriilia, cle quierl he terriclo cl apo1.¡ clulattc tocla rtri r.icla. Err fi¡r'rna rur1.
es1'rccial. le agladezc,o a lri uracir-e. cluicl ha sicLr rut pilar frrndarrierit¿r1 y urc ha
¿l'ur1aclo en forlo niontelto. Lc trgr:trclezco tarrrl¡iéu a lti pac'lre. qrrieu siernple
so ha preocLrl-rtr.(lo de d¿unro cl strstento cc:orrórrrirro ¡rar.:r poclcr csttrr.lial' co¡r
trarrqriliclad. C)uir:ro cltrrle las gracias tarnbiírr a rli herrrr¿rrra. c¡rLe a pr:sar cle
ser lrnclio rrás.jovcrL rlue vo. siorrrple tiene palirbr-as cle ¿rlicnto qLLe uLc dirn
fitt.rzas pala stgLLir'. -\ rni tir Nor,]ro. uri tía li,r ¿ 1- rr rnl allrr,la. rluc rrl lriirr
clirrlo apor-o err los nrorlentos en (¡rc lo lre necesitai_'lo.

ErL la Urriversiclacl harr }iabiclo pi:rsorras qllc marcarori rni proceso cle

aprenrlizajo. me lcficrrr a, lris ¡rrolcsrtres. Agriirlczco cri firrn¿l rm11. os¡rerrial
al plofe,sor NIartrrel Pjuto. por llrostrattrre urra, fbrura clistirLt¿r r1e errseñarrza.
Agrticlezco t¿r¡rbiérr a1 ploft:so: RolalcLo Porr¡rrecla. por todo cl apoyo clue
nle ]ra d¿r(1o durarrtc cl rriagí,ster: pol (.reer err rrri tralta.jo. r. piit dnrrrre mur-
bnerios corrsejos.

No pucclo clej al dr: ¡r.g1'rr(lecer zr rlis coliirar'icrrtis rle la Utir.erslclacl. cn
1¡-.pecial a rrri iirniga. Lcslie. con qrLicl i.onrpaltí dcpar.tarneuto rlrrr¡llte L.Ln ario
l. siernpre ha tenicLo ptrla.llas iilentadorH.s r. sinceL¿sl a rni :r.migo Nicolás. con
lltlitrll 1rt' t tttttllarlitlo ttttt]- lrtrtrtos rn()1rx'rlIos, 1' ttos lrr.rrros (1.r(l() ¿l,l)oyo llltltuo
en c-qte proceso. ,\grtrdezco tarrrlriérr a rni trrniga Pa.trrel¿r. rlrric rrre ha,s¿lrirlo
-r rtr ]r rl . r1.t , ,'llr ,,Iri , \ ,tt''tt, '- , Ol,--.)ñ-.

Err ¡¡uir,:r'al. qrLir,r'o rltnle 1:ls gtar,ias :l 1a gctrtc c,1rro lrre ritclc:it: a rnis iirrrigos.
a lttis ¿lrtrltltos de 1as t-L¡,uclattías. qtre rio h¿lt duc]¡:¡do en liil(Lltle :trsercllrlas
l. contenlalios r-k: nris clascs. Itis clLre rlc pelrlitel crurer e1r Llua c1c 1¿rs cosits
rlás inportarrtes para llri: ellseñal. A La getrte r1t.u: rrre )rizc-, .stLlrrrelli.i5 par.a
la tesis, soble toclo en cosas térnic¡¡,s, (:{)rrro elr ,.1 progralra de \IATLAB. qr:e
sin 1¿ ¿vucl¿l cle Cllistól¡¡¡l ,*e nri: hllriese hecho rnrrrho mirs difi:il.

Iror Íritino. cpriero aglarlccer enol'luor)rcrrto a uti proIc-sor.guía. el ¡rroli:sor
Roi:lrigo Bamón. sobre toclo por 1a paciencia c|.re rne tuvo. por'los consejos v
por tocla" 1¿ avrLrl¿r clue uLe brirxló cLurttnte toclo ostc ploceso.

11I



¿niice general

BiografÍa

Agradecirnientos

Resumen

Summary VII

L. Preliminares
1.1. Definición de billar dual
1.2. Otras definiciones
1.3. Paramet¡izaciones de lE. ¡ecubrimientos y levantamientos

1.3.1. Primera parametrización de lE
1.3.2. Segunda parametrización de IE, recubrimiento y lev-

antamiento
1.3.3. Tercera parametrización de lE, recubrimiento y levtln-

tamiento

Resultados generales y
2.1. Presen'ación de área

dualidad

2.2. Una demostración geométrica del Teorema 2.1.1

2.3. Invariancia por transformación afín
2.4. Dualidad
2.5. Derivabilidad ..

3. Ejemplos de Billares duales
3.1. Billar duai circula¡ y elipsoidal
3.2. Un Billar dual Poligonal: El Cuadrado

3

I
5

ó

6

7
7

11

13
1t

l7

19
19
21

26

,

3.3. Billar dual Semicircular

IV



-1 Trvist rnaps y Billares duales
1.1. Defrnición cie trvist map
4.2. Biliar dual cotno trvist map

29
2r)

:JU

4.3. Result a<los soblc iri'isr maps :li
1.3,1. Algunas definiciones reiatius a twist nl¿1ps . . . . il
.1.3.2. Resultacios sobre t\\'ist rnaps i'i)

4.4. Los resnhaclos de tt'ist maps en los bill¿-rres ciuaies 33

4.5. Demost¡ación del Teo¡ema 4.3.4 . . . . 3l
4.5.1. Algunos ¡-esultados previos lli;
4.5.2. Demostración parte 2 del teorema 1.3,4 . . . . ii7

5. Billar dual y oscilador con impacto 39
5.1. Oscilador con impacto ...... 39

5.2. N'Iodelo geométrico del oscilacio¡ con impacto . . . . 40

5.3, Conexión entre billar dual y oscilador con impacto . . . . . 42



Resurnen

Esta tesis está guiada principairnente en el trabajo de S.Tabachnikov

[9]. En la tesis se estudra Ia clinárnica del billar dual deñniclo eu el exterior'
cle una curva plana. slta,.'e a pedazos, cerrada sirnple. collvexa. y qrle no
contiene segmentos de recta. En ejemplos se es¡udia billtrres du¿les sobre
estas curvas pe1'o que contienen segmentos de rectas, usando una extensión
natural de ia definición para estos casos. De la dinámica de billares duales se

desc¡ibe resultados generales y se estr.tdia ejemplos concretos. Se observa que

todo biliar dual es un trvist map y se aplica resultados de la teorÍa cle trvist
rnaps para obtener resultados en los billares duales. Además, se explica una
dualidad que existe entre Ios biliares duales y los biliares usuales definidos
en ia esfera 52. Por último, se estudia la relación descrita en un trabajo de

Ph. Boyland [1] entre un billar dual 1'un oscilador con impacto asociado.
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Summary

This thesis u'as guided principaliy in the Tabachnikov's s'ork [9], In it rve

siudy the d1'namics of a dual billiard defined in the exterior of a plane piece-
rvise smooth simple closed convex crlrve, rvhich does not contain segntents
of straight lines. In examples we'n'o¡k rvith dual billiards defined by cunes
as indicated rrhich contain line segments. \\¡e use a natural extension of the
definition for this case. \\'e describe general results of the dynamic of dual
billards and rve study concrete examples. \\¡e observe that a dual billiard is a
tr,ist map and we applied the results of the trvist maps's theory to the dual
billards. In addition, we have explain a duality between the dual billiards and
usual billiards defined on the sphere 52. Finally.'s.e study the relation that
Ph, Boyland [1] describes betrveen a dual billiard and an associated impact
oscillato¡.

VII



Introducción

I)ar-la rLn¿r r:ulr-¿ ceti¿da simlrlr: I't:rt el pl:r,tt,,. rlt'fi¡¡il¡tos t:l exterior dc i'
conro li:L cornponcltrl colle\¿i lto acot ¿ic.l¿r rlel conrpieurento rle f v lo rlc'rrr¡t¡lttos

por lE. Lir componente arot¿rl¿'¡ es el interior clc i,

I lri¡r curva cerrada si¡rpii: cs convcxa si rl¿rrlo cl¡s l)rlntos €tt el interior de

r:11a., ei segmento qne )os rure está tarnbjón cortettirio en el itticrior. L¡I ('llt\:a

t-.s estrictamente convexa si es cc-,rrYcra Y tio cctrtieue segrlrentos d0 rcct¿rs.

Se¡ ] nr,¿r arul:\,a cerr¿r,i¿r sitlple esttictatltelti.e aoillex¡r y sLt¿uc. Pot Ltlr

1-.rrnto P en el exterir¡r rii: 1.' p:rsan '1o.. reci iis tiiltgcntr:-s a l'. Lliula:nos rccta
tangente pr:incipai ¿rsoci!.dir ¡r É'¿,. lir I i'c1¡r. l¿t.1lgell1e qLiL' .:',si¿Í ¿l l¿r tlort'r'ha

nriiallrLr Llesrie P h¿rcia l . I)enc¡t¿rnrir.s por 1'-" ¡rl l)Lltlií) de rilitgi'it.iir cotii,'ttiilt¡
cn l¿r rr:r t¿r ¡r'ilrcillal ¡soci¿rda ¿l P.

i)efirrirnr,s cl billar clual sr¡l-,re f r:omo el par (t , T) cl¡rirlc T : l-E '--' lr
es Ia lLrncirirr quc tona un punto P € fE v io reileja soi¡r't: l¿r rectl'. t.¿lngirtll,e

pri;:Lr-i¡ral .ron rcsllc.t() a I-p. Nór,ese q\rc l/, es el prrnto merl¡o etrirc P v IIt').

Dn esta tesis trabajaremos con una exl,ensión natural de csta definición
a billares duales definidos en el erterior de cun,as cerradas sirnples, su¿1ves a
pedazos, v convexas.

Dado un billar dual (f ,7) v dado P € lE se deflne Ia órbita de P
por 0(P) : {7"(P) | n, e Z} donde ?"(P) : (T oT o... oT)(P) es la
con.rplresta ln j veces de Ia función T, ó T | , consigo misma, clep erldiet:Ldo si

n > A, ó n < 0, respeclivamente.

La clinár¡ica de billares duales corresponde aL estudio cle propiedades

topológicas y métricas de ias órbitas.

En esta tesis describiremos resultados generales cle la dinánica de brila¡es
duales. Estudiarernos algunos ejemplos concretos. También asoci¿re¡nos los

billares duales con ia teoría de twist maps y apLicaremos resultados de es-
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ta teoría a billares duales. \¡erenos unrr relación enire billa¡es duales y la
dinírmica de un oscilaclor con impacto. Erplicrrrernos una clu¿liclad entre l,¡s

billares duales ¡-los irillares usuales. estucii¿ncio esios billares sobre l¿1 esfer¿

\os hernos guiado por los trabajos de S. Tabachnikov {91, S. Tabachnikov

It0], S. Tabaelurikov Ii1], F. Dogru 1'S. Tabachniko\' [2], B. Harsselblartt ¡' .-\.
I(atok [3], Ph. Boyland [1] ¡'A. Navas [7].

Una de Ias motivaciones para estudiar billares duales es el trabajo de

Jurguen Ivf oser [6], quien propone los billares duales como modelos simples
para estudiar la estabilidad del sistema solar. La pregunta fundamental para
esta estabilidad es averiguar si toda" órbita de un billar dual es acotada. En
todos los ejemplos considerados en esta iesis, toda ó¡bita es acotada.



Capítuio 1

Preliminares

1.1. Definición de billar dual
En esta tesis considera¡emos billares duales definidos por curvas su¿1ves a

pedazos y convexas. Por ejemplo, círculos, elipses, semicírculos, polígonos e

imágenes de éstas vía alguna transformación afín. Para ello, debemos comen-
zar por extender la definición de billar dual dada en la introducción para
curvas sua\:es y estrictamente convexas. Definimos ahora bi ar dual para
curl'as cerradas, suaves a pedazos, convexas.

Sea I una curva cerrada convexa, no necesariamente estrictamente con-
vexa, suave a pedazos, contenida en el plano cartesiano. Sin pérdida de gen-
eralidad supondremos que el origen está contenido en el interior de l.

Diremos que una recta en el plano es tangente a I si [a intersecta en un
sólo punto. Por ejemplo, por el vértice de un polígono convexo pueden pasar
varias rectas tangentes. Así mismo, si la curva convexa contiene un segmento
de recta, por los puntos interiores de este segmento no pasan rectas tangentes.

Observemos que por un punto P en el exterior de I pueden pasar dos

rectas tangentes a l, sólo una recta tangente, o ninguna recta tangente. Si
por un punto P pasan dos rectas tangentes a l, llamamos recta tangente
principal asociada a P ala recta tangente que queda a la de¡echa mirando
desde P hacia I' Si lp es el punto de tangencia de Ia recta principal con f,
entonces det(P, Ip) > 0. Si por P pasa sólo una recta tangente, diremos que
esta recta es tangente principal asociada a P siempre que det(P, lp) > 0

donde lp es el punto de tangencia de esta recta con I'
Sea 2: {P € IE I P tiene recta tangente principal }.
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Definimos el billar dual como el par (f,?) donCe

T .. D ----.lE está definido por 
"(P) 

= 2l p - P.

L¿ función 7 se der-romina función biliar duai.

Dst¿r definición coincide con Ia definición clada en la iutrodr,rcción para
curvas suaves estrictamente convexas.

!.2. Otras definiciones

Sea I una cun'a cerrada simple del plano, suave (de clase C-). estricta-
mente convexa y parametrizada positivamente por ^r' : P. '--+ I , Z - periódica.
Dado 7(t) € I Ilamamos semi-recta tangente positiva por 1(f) a la semi

recta basada en 1(t) en la dirección /(f). Es decir, la semi-recta tangente
positiva es el conjunto {f(¿) + sfl(¿) I " 

> 0}.

Un billar dual (1,7) es integrable si existe una función continua
p: fE --, R, llamada integral primera del sistema, tal que rp(?(p)) : rp(p)

para todo p €D.En este caso las órbitas del billar se encuentran sobre curvas

de nivel de g. La transformación 7 define una dinámica sobre cada cuna de

nivel.

Si lo es una curva cerrada simple del plano y 7 : 16 + lo es un
homeomorfismo que preserva orientación, entonces, vía una parametrización
a : 51 -. ls obtenemos una función ,f : 51 -., 51 continua de grado 1. Si

F:IR. --+ IR es un levantamiento de /, sabemos que

p(.f) : lím F"(¿) - t
7¡+co 11

no depende de t e IR. Este número no depende, módulo enteros, del lev-
antamiento f [4],[7]. Elegimos F de modo que p(/) € [0,1[. Diremos que

p(f) € [0, 1[ es el número de rotación de ? : lo "* lo y Io denotaremos
p(7). Por un cálculo inmediato resulta que si .Re : 51 * ,S1 es la rotación
en ángulo 0 : 2ra entonces p(Re) : a. Sabemos que p(ñe) e Q si y sólo

si toda órbita de rBe es periódica, y en caso contrario, toda órbita de.Re es

densa en ,S1.

4
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1.3. Parametrizaciones de I'E, recubrimientos
y levantamientos

1.3.1. Primera parametrización de lx
Se¿ I u¡ra ctrrva cerracia clel plano, suar.'e 1' estrictamellte con\:exa. ptrrantetriza-

da positivamente por longirud de arco por 1 :IR. -' l.
Con esto, podenos deñnir las funciones 9a-¡ : IR x IR+ - fE )'

r,;- : R. x R+ - lE respectivamente por

e+(¿, s) - 1(t) + si'(t) J, p-(t,s) : 1(t) - si'(t).

Observ¿mos que si 1(t) - (r'(t),9(t)) entonces

det D71(ü, s) : -s(r'(¿)y"(¿) - r" (t)g'(t)) - src(¿)

donde r(t) es la curr,atura de I en 1(t).

Esto indica que si I tiene curvatura no nula en todo punto, entonces

go, respectivamente p-, bien parametrizan a abiertos de lá. N{ás precisa-

lnente, r/+ y g- restringidas a abiertos lo, b[xR1, con b- a < Iongitud de l,
parametrizan a abiertos de lE. Observamos que g+ y g- son recubrimientos
de lE. Usaremos esta parametrización para probar que si I es una curra de

clase Ci entonces la función billa¡ dual es de clase C&-1.

L.3.2. Segunda parametrización de lE, recubrimiento
y levantamiento

Sea I una cun'a cerrada del plano, suave y estrictamente convexa. Paramet¡izamos
I por 1 : R. - l, donde 1(a) € I es el único punto en I tal que su recta
tangente positiva forma un ángulo o con un semi-eje polar ñjo, como muestra
la ñgura 1.1. Observamos que ? es 2r-periódica.

Definimos el recubrimiento II : Rx]0, oo[--, lE dado por

(a, r) r* 1(o) + r(cos a, sen a).

Si 1(a) - (e(o),s(a)), entonces

det DII(o, r) = i'(o) sen a - !'(a) cosa -¡ - -r 10,
pues 1'(a) : )(cos a, sen a) para algún ,\ e ]R. Esto indica que II bien
parametriza a abiertos de lE. Usa¡emos este recubrimiento para probar que

la función billar dual ? preserva área.



C'.\PiTbLO 1.

:

PRELI.\,IINARES 6

Figura 1.1: Segunda parametrizacón

Observamos que dado el recubrimiento tI : R xlO, oo[* fE, la frtnciórt
l¡illar dual ? : lt -, lE tiene un levantamiento 7 : IRx]0, oo [-- R x]0, oo{

de tal forma que si (B, R) :T(a,r) entonces 0 < p - a < r.

1.3.3. Tercera parametrización de lE, recubrimiento y
levantamiento

Sea h x I : lR xl0, oo [--- IR.x]0, oo[ la homotecia (ú, r) '-- (2rt,r). Entonces
II o (h x .I) : R x]0, oo[-- lE toma la forma

(t, r) r* lQtrt) + r(cos 2rt, sen 2rú)

y es también un recubrimiento de lE, y bien parametriza a abiertos de I'E.

Asociado a este recub¡imiento la función ? : lE -- lt tiene un lev-
antamiento T : IR.x]0, oo[-* lRx]0,co[ de tal forma que si (t-, i) : T(¿,r)
entonces O<i-t<l/2.

Usaremos este levantamiento de 7 para probar que todo billar dual es un
twist map.



Capítulo 2

Resultados generales y dualidad

2.1,, Preservación de área

En esta sección demostraremos un teorema de preservación de área para
billares duales definidos por curvas suaves estrictamente con\¡exas. El teorema
también es cierto para billares duales en general. Esto resulta del hecho de
que la preservación de área es una propiedad local.

Ve¡emos dos demostraciones del teorema de preservación de área. La
primera demostración es analítica y utiliza la función generatriz, Ia cual debe
ser de clase C2. Según veremos en la sección 2.5, una condición suficiente para
tener esta hipótesis es que I sea de clase Ca. La segunda demostración del
teorema de preservación de área es geométrica y sólo utiliza que I sea es-

trictamente convexa continua. En esta tesis asumimos que Ia preservación de

área vale para cualquiera de los billares duales que consideremos.

Teorema 2.1.7. La función billar dual ?: lE -, lE preserla drea (medida
de Lebesgue).

La primera demostración de este teorema es consecuencia de los lemas
que enunciamos y demostramos a continuación.

Como suponemos que I es una curva suave estrictamente convexa, Ia
función billar dual 7 está deflnida en todo lE.

Consideremos la segunda parametrización de lE descrita en la subsección
1.3.2 y recordemos que @,R) :7(a,r) es un levantamiento de ? tal que
0<B-a<r.

7
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Definició¡r 2.'L.2. Si1 <P-a<r definüno.r S(a,p) cotno el Lírea de la
región del'imitada ¡tor la,s tangentes a I , detenninarlas por los dngulos o y
.1 , y 'por el arco ¡|e f iesd,e ^i@) a -t(0). La tunción S se llcntr" función
generatriz del billar dual.

En los tres Iemas qr:e siguen, denotamos por P el prrnto cle intersección
cle las tangentes a I determinadas por los ángulos o y 0, )'por'r )' -F¿ las

distancias desde P hasta 7(a) y ,y(p) respectivamente.

Lema 2.1.3.

-2 D2
d^S(a.J¡ - -| s D3S(a,P): +

Demostración.
Por definición sabemos que

o,s(a, B)- u s(o +e'É) - s(a'É)

Sea l" la recta paralela a Ia tengente por 1(o * e) que pasa por 1(a).
La tangente por "y(a), I, y P determinan una región circular de árear2e f 2
Sea d" Ia distancia entre ¿á y la tangente a ? por 1(a + e).
Luego tenemos que

L2¡l
ls(a +e,É) - s(",,6) + +l S (r + 1)d. + ke2
I zl

para algún /c > 0 independiente de e.

Por lo tanto, S(a+e,p) - S@, A) = + + O@2).

De hecho, a. : 
l(«" +e) -.y(a), #8+h)1,

y por ro tanto 4 _ 
l(z(a+e)-r(a) #BT)l

Cuando e tiende ¿ 0 se tiene q,-,u ltry converge a y'(a), y por

lo tanto d,fe converge a 0 con É.

En conclusión 0.5(a,0 - -r2/2.
La demostración es análoga para la segunda igualdad.
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ú

Sea ^¡(a) : (í'(a), 17(a)) Ia parametrización de I dad¿r en la subsección

Las coordenadas c¿lrtesianas (r,A) e f E en término de las coo¡r-ieuacl¿rs

(o. r) están dadas por
¡r*á(a)*rcosa
A -A@) +rsena.

Lema 2.1.4.
99,0! =,0(a.,r)

O lo que es lo mismo, da dg - ¡fls ¿, ,

Demostración.
Calculando,

#*:1*, ( 3"í ff )l : l*,(;;[:];;:::: ::;: )l =,-., =.

pues (á/(a),!'(a)) ll (cosa,seno). ¡

Para probar que 7 preserva área (medida de Lebesgue drdg en el plano
cartesiano), basta probar que en coordenadas (a,r) la transformación 7
preserv& la medida rdodr.

Si A es una región abierta en el plano (o, r) y B : f @) es el abierto
correspondiente en el plano (A,O -T(a,r\, debemos probar que

r I n¿a¿n: [[ ,aoa,.
J L, J J¡

Por cambio de coordenadas se tiene

[ [ a¿n¿o - [[ a¡.ot2(l'R) ao¿,.JJe JJ,q " '1(a,r)

Por Io tanto, el teorema 2.1.1 queda probado al demostrar el siguiente
lema.

Lema 2'1'5' 
o(g,R) _ r
0(o, r) R'
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Demostración.
Puesto que A.S@,0) : -r2 f2, si derirar.ros con rcspecto ¿ .r \- ¿. r

r(.specti\amente se obtiene:

AoAoS ' 0^a i' 030.5 'A# :0

0-0.5 . 0,a * 0p0,5 . 0,0: -,
Considerando que a no depende de r, se obtiene:

A-A.S + 0p0,5.0"3:0 (2.1)

0p0.5 . 0,p: -7 (2.2)

Análogamente, puesto que lpS(a, B) : ft2 ¡2

O.A7S + 0p0pS'0"0 : Rl"R (2.3)

1p1ps-a,p - R2,R (2.4)

Por (2.2) se tiene que óB0.S # O. De (2.1) se obtiene O"O = -ffi v

de (2.2) se tiene que 0,8: -={-:0p0"5

Reemplazando en (2.3) y (2.4) respectivamente se obtiene,

o,R:L(_,'uuo=t\E \ o"ops )
Por lo tanto,

ffifi - P"PI.R - o.Po,Rt= l;l = ;

Esto termina la primera demostración del teo¡ema 2.1.1.

n
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2.2. Una demostración geornétrica del Teore-
ma 2.1.1

Sea d : 10,':] -- lE utta cur\¡& sual€ ial qLre det(r)'(¿), f¡f,l - ó(¿)) > 0

V¿ € [0,€]. Sea ri : [0.a] --- fE clefinicla por 61t¡ : d(¿) + s(i)(l6q¿1 - d(¿)),
clonde s: [0,e] --*]1,cc[ es contiuua.

Sea I el segmento de ¡ecta que une ó(e) con 510;._O"ao t e [0,s] deno-
taremos por 1¿ el segmento de recta que une d(ú) con ó(t), y denotamos por
A(i) el área de Ia región encerrada por los segmentos t, y [.¿, y por los trozos
de curvas en á 1'd que unen los extremos de estos dos segmentos, como se

ulueslra er-r Ia Pigura 2.1.

Dados t < f/ en [0, e], sean A(i, f')_y Á(t, t') Ios triángr-rlos formados por
segmentos de [.¿ ¡, L¡, ]'por arcos de ó y d respectivamente. Es geométricamente
claro que A(¿) : ,.4(0) para todo t e [0, e] si y sólo si Area(A(1. t')) : Area
(^(ú, /)) para todo t < tt. De la deflnición de ? resulta que 6(t) : 

"(á(¿))para todo t e [0,e] si y sólo si s(t) = 2.

á(¿)

ó(0)

Figura 2.1

Lerna2.2.t. á(¿) = A(0) paratodot e [0,e] si.y sólo st6(t) : T(6(t)) para
bdo t e l),el.

Demostración.
Supongamos A(¿) : ,4(0) para todo i e [0, e] y probemos Oue s(t) : 2.



C.\P(TULO 2. RESTJLTADOS GEAI'ERA¡ES Y DUALIDAD ,r2

Supongamos que s(f) I 2 para algún t e {0.;], digamos qLre .s(t) > 2.

Entonces, el segmento l¿r,¡, d.(t) tiene longitud ma)'or que el segir.^itto

ÑtE;, ¡'' lo mismo ocrlrre para todo t' cercauo a f. El triánguto A(1. Í')
s.. refleja, con respecto al vértice comiur, propianlente ell el tritirrgulo .iii. t')
cubrier.rdo un área menor. Esto coutradice la hipóbesis.

Probemos a"hora el recíproco. Supongamos s(t) = 2 (es clecir, i(t) :
T(ó(ú)) para todo t € [0, e]) y probemos que A(ú) : A(0) para todo ú e [0, e].

Sr.rpongamos que A(ie) I ,4(0) para algún t6. Sin pérdida c1e generalidad.

supongamos que ,4(ü6) > A(0). Por continuidad, para toda curra ti(i) :
d(¿) +.4(ú)(ló(¿) - d(¿)), con 3(0) :2,3(t) < 2 y 12 - 3(i)l suficientemente

pequeño para todo ¿ €]0,¿o], se tendrá qu" Á(t¡) > A(0), donde Á(t) es el

área de Ia región encerrada por (.,{.¿.,6 y ó. Observamos que ,4(0) : A(0).
Pero 6(f) < 2 implica que A(ú) es decreciente. De hecho, para cada t fijo,

¡' todo ú/ > ú suficientemente cercano, el área del correspondielte trián^gulo

Á1t, t'¡ er menor que el área del triángulo A(¿, ú'). Entonces Á(¿) > A(f').
Como esto ocurre para todos á < t' cercanos, se tiene que -4 es decreciente'

Esto implica que A(üs) <,4(0), Io que es una contradicción.
!

Demostremos ahora el Teorema 2.1.1

Sea 61 : [0,e] -* lE una curva suave tal que

det(di(t),16,1t¡ -ór(¿)) > 0 para todo t e [0, e].

Sea 5 : [0, e] --]0, 1/2[ continua, y sea ó2 : [0, e] '--, 1E definida por
ór(4 : d,(¿) + 5(¿)(lá1(¿) - ér(¿)).

Sea R Ia región encerrada por las curvas ó'1, ó2 y los segmentos que unen

sus extremos. Por el lema anterior es claro que Area(R) - Are" (7(R)).
Como Ia invariancia de área es una propiedad local, esto basta para probar

el teorema.
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2.3. Invariancia por transformación afín
En este sección probarenros el siguiente resultado:

Teorema 2.3.7. Sea (1,?) tn billar duaL. Sea A : R2 --+ lRe zz¿o transfot'-
nmción afín inu erti.ble. Sea I :,a(f) y (f.fl el billar dual asoeiado al.
Entonces AT : TA. Es decir, A conjuga aT conT.

Demostración.
Si á es una translación, entonces el teorema es inmediato. Suponganros

entonces que ,4 es un isomorfismo lineal del plano. Sea 7 : IR. -, I una
parametrización de I como en 1.3.1. Entonces ;, =. A o 'y parametriza a I y
en este caso ^/(t) - Al'Q).

Si P : Z(¿) - s?'(¿) € fE para algún t e lRy s > 0, entonces

A(T(P)): á(r(¿) + s7'(t)): !(t) + s1l(t),

iQq,|D»: i'(l@ - s^/'(¿)) :1(r) + s1l(t).

2.4. Dualidad

A continuación explicaremos el nombre de Billar Dual. La teoría de bil-
lares está relacionada con rebotes de una partícula en el interior de una curva
cerrada estrictamente convexa) por lo que bien podemos hablar de Billares
internos. Hemos visto que el dominio de un billar dual está contenido en

el exterior de una curva cerrada estrictamente convexa, por lo que también
podemos hablar de Billares extet'rlos.

Recordemos que en el plano, un billar interno describe Ia evolución de una
partícula en el interior de una curva suave cer¡ada y convexa, que se mueve

en forma rectilínea y rebota en los bordes según la ley de rebote usual: el

ángulo con de incidencia es igual al ángulo de salida. Como hemos visto, el

billar externo describe Ia evolución de un punto en el exterior de una curva
suave cerrada y convexa, que se refleja sobre su rect'a tangente principal con

respecto al punto de tangencia,

Análogamente en Ia esfera §2 se puede definir billa¡es internos y externos

de acuerdo a las mismas reglas de rebote en un billar interno, y de reflexión
en un billar externo.

13

tr
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SegÍni veremos, en Ia e-"fertr 52 existe una clualidar.l eutre estas regl¿ls

que ciefiltil rrii.¡..res iliierncs ¡,' irilil.,res r.xar{li.rs: siil ernt)ar-so. ei1 g.il:'r¿.i. l:1s

¡li1i !.11 1 ir- r.s (l,r ¡. i : rlr,ir s b l ll¿,1 *s i : r-, es t á:-r te i ::,:icri,¿ir:l¿"-..

Consicler:nros l¿r esfer¿ urri¡¿rri¿r -cl. En la est'eia diremc¡s qrle Lilla crlrva I
suave, sinlple )' celracla es estrictamente convexa si todo círculo utá\irno
t¿tilgellte rr l, diganros en un prrnto P. deia a l\ {P} estrictanlenre coltiel}id¿1
eu tLno cle los dos hemislerios abiertos dete¡nlitrados por el círculú ntárino
tangente.

Si I es estrict¿¡rente convexa, defrniremos el interior de I como la
compone[te conexa de S2 \l que no contiene los círculos máximos tallgentes
a l. La otra cornponenle conexa es el exterior de I'

Sea C el conjunto de círculos máximos orientados en la esfera,52.

Observanos que si .L e C y l(s) es una párametrización por longitud de
arco de .L, entonces l(s) x l/(s) € .S2 no depende de s. De hecho, si u: l(0)
y u¿ - l'(0) : l(r 12) entonces l(s) - 66s1r¡, * sen(s)u¿, y por un cálculo
simple l(s) x I¡(s) : u x o¿ para todo s. Esto permite definir una función
D:C--52por

D(L): l(s) x l'(s).

A seguir, probaremos que D es una biyección.

Lerrna 2.4.1. La función D : C --- 52 es bigectiua.

Demostración.
La función D es epiyectiva pues dado 'u € 52 tomamos un vector '¿r € ,92

con tr I tu y consideramos zr : tuxo. Entonces la curva tr € C parametrizada
por l(s) - cos(s)¿ * sen(s)ur es tal que D(L) : w.

La función D es inyectiva, pues para todo r¡ € 52 existe un único círculo
míximo orientado .L € C contenido en el plano perpendicular a tu tal que
D(L) - u.

tr

Recordemos que en ,92 tenemos la métrica estándar dsz dada por

d,e"(u,u) - Iongitud de Ia geodésica entre o y u: : l(u,ut) e [0, r].

Por el lema anterior, definimos una métrica ds en C por,

Deffnición 2.4.2. dc(Ll.,L): ds,(D(L),D(Lr)), para todos L1,L2 €C.
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Poi esta. definición. resr-rlta entor-Lces riue D es un¿ isomet]'íir.

Da.dos tr1.12 € C, sea u € L1 n.L2. t sean 11.12 pe.ranl e i riza,li¡lre. lj¡r'
longitud de a¡co de L7,L2 respectivamente, tales clue ¿1(0) :1.2(Ú): u.

Deñrrinios lri : ¿i(0) y ai - l'r(0). Observamos que e[ ángulo l(r.f , t,!). niedido

en raclianes, cumple 0 < l(u\, u!,) < r.

Ler¡a 2.4.3. ds,(D(Lr), D (L:)) : ¿s,("i, "l).
Sabemos que D(.L1) - uxuly D(L): a xul. Debemos probar que

l(ui, ui) : l(u x ul,,u x u!r). Puesto que u x a\ y z x zl están contenidos en

el plano generado por ui y ol, 1' además (u x ul) I a!,, (u x ui) I ul se tiene

lo afirmado. Esto prueba el lema. n

Nos interesa ahora determinar la imagen por D del conjunto de círculos

máxir.nos orientados que contienen a un punto dado'u € 52. Dado u € 52 ¡'
u € ToS2 sea i.,,- el círcuio máximo que pasa por u en la dirección y sentido

de tr,, y sea C, : {L,,- e C lu¡ e T"S2}.

Lerna 2.4.4. Para cada u € 52 se tiene que D (C") es un círculo rndúmo.

Demostración.
Sea'u € 32 y ut € ?l,,S2 un vector unitario fijo cualquiera. Entonces 0 r-

tr¿,c*á,r+send(ux,,¡,0 e l0,2rl, describe (parametriza) los círculos máxinos en

C,. Calculando se obtiene que D (.L,,-u ¿,, *sen 6(rxor) ) : cos 6(u x o¿ )- sen 0¿¿ €
D(C,). Puesto que los vectores o x '¿.r¿ y o¿ son ortonormales, se tiene que

á r-, cos á(o x u¿) - sen do¿ parametriza al círculo maximo D(C,).
tr

Dada una curva suave 1(s) en 52 con l/(s)l : 1, a la recta tr.r1"y,r,1"¡ la
denotamos por .Lr1.¡.

Definición 2.4,5, Seo,l una cut"ua suoue en 52 pararnetrizada por longitud.

de arco por 1. Se d,efine l*, Ja curva dual de l, como la curua en 52

parametrizaila porl(s): D(4«): "¡(s) x 7'(s).

Lema 2.4.6. Sil es una curua suaue en 52 pammetrizad,a por longi,tud. de

arco pory, entonces D(Crt"l) : l¿tr.XOI pam todo s, d,ond,e lL,,*l d,esigna al
clculo mó,simo L,,- si.n ori'entación.

Demostración.
Dado s, sabemos que 1(s) es un punto en la curva I y f'(r) € 711'¡§2. Por

el lema 2.4.4, d : á r-+ cos(0)('y(s) x /(s)) -sen(d)7'(s) es una parametrización
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cl"l círcuLo r.ná¡:imo D (C-,1.1 ) , Entonces. un \.ector rangente al círculo rláxiuro
D(C*,;) en 1" (s) es

d'(0) : [- sen(ú)(r(s) x :,.'(s)) - cos(d)^¡'(s )]16=6 : -?,(s).
Probemos ahora que (f')'(s) l'-¡'(s) son \,ectores que tiene ia ¡nisura

dirección (sin considerar el sentido).

Como 7-(s) - 1(s) x 7'(s), tenemos que el vector tangente a l. en ^,-(s)
es el vector (,y-)'(r) : ,ir'(s) x 7'(s) + 7(s) x ^/'(") : 7(s) x 7,,(s). Como
r'(s) I r(s) y /(s) I ?"(r), tenemos que (1.)'(s) - 1(s) x 1i,(s) tiene la
dirección de -¡'(s). Concluimos entonces que D(Cr1,¡) : l¿r.t"ll.

ú

Lema 2.4.7 . Si I es una cun)a suave (Cn ), cerrad,a, simple, estrictamente
conuexa en 52, entonces la curua d,ual l' es suaue, cerrad,a, simple, estricta-
mente conuexa en 52 .

Demostración.
Sólo probaremos que l* es estrictamente convexa. Sea ,y parametrización

por longitud de arco de I y sea ^t. - I x 7/ parametrización dual de l-. Si
l* no es estrictamente convexa, entonces existe s6 tal que el círculo máximo
tangente a l" en 1-(s6) corta a l* en otro punto 1-(s1) I ?.(so). Por un
lado, puesto que 7.(s1) € l*, sabemos que

?.(s1) -'y(s1) x'yl(s1) : D(IrG,)).

Por otro lado, como ?.(s1) € trr.("0): D(C«*l) existe .L € Cr1"o¡ tal que
D(L) :7*(s1). Necesariamente, L * L6"i pues I es estrictamente convexa,

1G) + ?(so) y ?(so) € L. Esto contradice la inyectividad de D pues ya
vimos que D (L) : D(trr«,1). Esto prueba el lema.

D

A continuación explicaremos la dualidad que existe entre billares internos
y externos considerando el billar inte¡no en f y el biltar externo en l*. La ley
de rebote en el interio¡ de I es dual a Ia ley de reflexión sob¡e una tangente
al exterior de l*.

Sea I una curva suave en ,92, cerrada, simple y estrictamente convexa. Sea
It su curva dual. Sean ? y ?* sus parametrizaciones estándar por longitud
de arco.
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Sea P un punto en el exterior de l* v supollgamos que P € L-"1,0;.

Enlonces, la Ley de reflexión para billares externos ilice que ?(P) e I-,i""1
es tai que ds, (P, 1l(s¿)) - ¿s, (r-(so), 

"(P))
Ahora bien, puesto que P,f-(ro) y T(P) están en I-.1"0; : D(CrGot),

entonces P - D(L.) y T(P) - D(tr") para ciertas -L., L, e C1q.,01.

Sabemos que -'v. (s0) - D(.L-,aa).Por l¿r definición 2.4.2 terremos que

d¿(L..L.¡"o¡) - ds,(P, l.(so)) : ds,(r.(ro),7(P))) - d¿(t,,q,ot.L")).

Si un¿ bola al interior de f se desplaza segritt lzr orientaciírn del círcu-
Io máximo orientado -L. y lLega a 1(s6) e I fonnando un cierto án¡¡ulo
con 1/(s6), entonces la le¡- de rebote nos indica clrre la bola salclrá por un
círculo máximo orient¿¡do que forna el mismo ángulo con'¡'(s¡). Pucsto que

dc(L.'L-Gú) - d,¿([,^,1"o¡,I")), v por eL lerna 2.4.1], si la boia llegzr por I.
debe salir por 1.". Esto explica la dualidad entre billares internos v billares
externos etr la esfera 52.

2.5. Derivabilidad
En esta sección verenlos la derir'abilidad de la funcil¡n billar duaL v de La

fuución generalriz.

P¿ra r.er Ia derir,abilidad de la función billar dual usaremos Ja parametrizaciótr
cle lE de la sección 1.3.1. Se¿r l: R ---+ I una parametrización por longitud
de arco.

Lema 2.5.1. Si ;y es d,e clase Ck, entonces lrt fttnción' bi,l.Lar dttnl T es de

clase Ck 1 
.

Dernostración.
Si I es de clase Ca entonces las parametrizaciones dc la sección l-3.1

la1 : IR x R+ - fE c IR'"t g- :iR x 1R1 --- lÉ C lR.2 son luncion.es de clase

CA 1. La función billar dual 7: I'E--* lE en coorclenaclas toma la fbrm¿:r

T(t,s): (p-1 "T op+)(¿,s) - (l,s).

Puesto que 7 es C* result.L que 7 - ¡ oT o g*1 es de clase Ca-l.
n

Ahor¿ vean.ros Ia derivabilidad de la funr:ión generatriz S(a, i3)
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51 :¡: IR -* I es una parametrización por longitud de arco de clase ('r'cle

I enionces el ángulo a - arg(i/(¿)) : s(ln(7'(r))) clepencle eir c:lase a;r-1 (ri'l

p:,.rámetro ú. Si I es collvexa con curvatura positiva entonces t r- o es ull

.lifeon,o.fismo con inversa ¿ : t(a) de clase Ce-1. Por lo tanto. si I es cotir'ex¿r

coD curl.&tura positiva de clase C*, enionces la parametrización 2; pe:i.idictt

^¡ : P- -, I cle Ia sección 1.3.2 es de clase Ce-1. De hecl-ro' ^¡(o) : i(¿iol)'

La función generatriz es esencialmente el área entre I¿ cttr\¿ l sir recta

tangente.

Ler¡a 2.5.2. S¡ g: i@),0 S a, es Junción conl)eia (f" > 0) d'e clase C' '

entonces la funci,ón área entre et gráfico de f y su tangente, depende en clase

C'-r de a.

Demostración.
La función área está dada Por

que es una función C'-1 en a'

A(a) - [" U(tl- (/'(o)(a - a) + J@))ctl
J9o: - 

J^" 
t{tlot - /'(o) lo" 

,,ae * 
lo* 

u'lo)o - t@))ct,

: 
1"" 

r{r)rt +f;t'@l- o/(a)

tr

De ambos lemas concluimos el siguiente corolario.

Corolario 2.5,3. Si I es una cun)a conueta de cut-uatura positfua d'e clase

Ck , entonces la función generatriz S(4, B) es una funci,ón d'e clase Ck-2 '



üapÍtulo 3

trjemplos de Billares duales

3.1-. BiIIar dual circular y elipsoidal

Sea l: S, : {(r,S) eR2 lo2 +A2 : t} el círculo unidad y sea (1,7) el

billar dual asociado.

Sea O : (0,0) el origen. Por geometría de triángulos tenemos que para

c¿da P € ft los triángulos OPlp y OT (P)f p son congruentes, y por Io
tanto ll"(P)ll - llPll. (Ver figura 3.1) Esto prueba que las órbitas del billar
dual circular se mueven sobre cÍrculos concéntricos al origen, y por lo tanto
el biiiar dual circula¡ es integrable con integral primera p(a,y) : x)2 + A2.

Así mismo, por congruencia de triángulos se prueba que 7 o fi¿ : Rs oT
para toda rotación ,?9. Se deduce entonces que la acción de ? sobre cada

círculo S¡ : {(r, c) € IR2 | Í2 + 92 - E2}, E > 1, es una rotación. De hecho,

Lema 3.1.1. Sea (l,T) el billar d.ual ci.rcular. Entonces 7 : 56 -, Sp es la

rctación en dngulo á(8) : Z¿rs...117R¡.

Demostración.
La demostración es clara por la Figura 3.1:

19
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Figura 3'1: Billar dual circular'

D

Observamos que la función Rr-, 0(R),R > 1, es continua, estrictamente

creciente y bi-unívoca sobre ]0,2-[. Si p(rB) denota el número de rotación de

?/s^ entonces la función

'R* P(R) - 
zarccos(l/R)' R ) 1'

es continua, estrictamente creciente y bi-unívoca sobre ]0, ll2l'De la sección

1.2 se tiene que existe un conjunto denso de círculos '5¿ tales que 7 ls, con-

tiene sóIo órbitas periódicas. Se deduce que el conjunto de órbitas periódicas

de ? es denso en el dominio. Sobre los restantes círculos (también un conjunto

denso) ? ls^ es minimai, es decir, todas sus órbitas son densas en 'SR'

Si i es una elipse en el plano, sabemos que-existe urta-transformación

afín A: n' -* W, invertible, tal que A(S1) : l. Sea (1,?) el billar duai
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r'lainicio por l. Por la inva¡iancia f ista en 2.3 sabemos qLre ,4 conjn¡;a las
dir:duicas cLe 7 ¡' 7', ¿ s¿ber'? o,.l: ,-{ o,r. Esro im¡riicr. r:lrre el l¡rii¿r' ci'.t¿ll

elipsoidal (l',7) es integrtrble con integral primera t!; : ¡ o.{-r. .{sí i:,l!..no.
tietre un cortjunto denso de órbitas ¡rerióclicas l un cotrjrurto clenso c'le eLipses

nriuimales.

Se conjetura que éstos son los únicos billares duales integrables.

3.2. Un Billar dual Poligonal: EI Cuadrado

.A. continuación estudiaremos el billar dual cuya curra I es un cuadraclo.
Dado qr.re esta curva es convexa pero no estriclamente convexa, existen puntos
en lE que no tienen una recta tangente principal asociada, por lo que la
función billar dual 7 no está definida para todo punto en lE. Debenros
entonces encontrar el dominio de la función ?.

Si ubicamos los vértices de I en los puntos a6 : (1, 1), u1 - (-1. 1), u2 -
(-1, -1) y u3 : (1, -1) del plano cartesiano, podemos notar que los pr-rntos

que no tienen recta tangente principal son aquellos que pertenecen a los
rayos ls : [1,oo[x{1},11 - {-1} x [1,oo[,¿2 =] - oo,-11 x {-1} y /3 -
{1} x [-1, -oo[.

EI dominio de la función T es D : l' .. Us u (¡U b U /3), conjunto con
cr:atro componentes arco-conexas. Es decir, D : DoUDtUDz U 2s, donde

D6=. {(r,s)eD/r> 1,s< 1}, \- {(x,y)e Dlc> -1,s> 1},

D2 - {(x,s) eD/x < -1,s > *1i, \ - {(x,s) €D/a < i,y < -1}.

La función billa¡ dual 7 restringida a la componente 2i, que denotaremos
por fr, es una reflexión con respecto a[ vértice o¡. Si (r,g) € 2i, para algún
i, : 0, 1, 2, 3, entonces T (r, g) : T¡(r, y) - - ((a, a) - u¡) + u¡ : -(x, g) + 2ut
Vemos entonces que 7 es una rotación en el ángulo z' (reflexión con respecto
al origen), compuesta con una traslación, es decir, una isometría.

Para estudia¡ el billar cuadrado, consideremos las traslaciones
ü., : R.2 -r lR.2 en el vector ür, es decir, t* : p t--+ p + ui y las rotaciones Rp en

ángulo B.

21



C,,\PÍTULO 3. EJE\LPLOS DE BILLARES DIiATES 22

Lema 3.2.1' Seant¡¡: f., o R-, coni: l,Zt g ?: t"' tran'sfortrt'aciones

l¿!. piu,rt o. Entonces.

1 ^]. ^,,1, -+J. !lvq'.1 -.uL-u'jJ

2- lt1 o 9: ¿,,!-.. o fi-'

Dcmostración.
Sea p € R2. Entonces,

t. (4¡ " 
r!)(p) : tt:{-p + u) : -(-p + u12) + ul

- pt(u1 -ur) : t-r-*r(P).

2. (.t,"e)(,) : r:lriril_.¡:: 
ig,j_T,J,ti, n

Concluimos con este lema, que 7* es una traslación si & es par, y una

traslación compuesta con ff* si k es impar. Las traslaciones dependen del

punto donde se evalúa ?h.

En el siguiente lema demostraremos que la función billar dual cuadrado

commuta con Ia rotación en z-/2.

Lerna 3.2.2, T o Ro : R5 oT, d,ond,e R; es la rotación en \ respecto al

origen.

Demostración.
Sea (o, 3r) € D¡ Pata algún i : 0, 1, 2, 3'

(Ri or)@,y) - RioT¡(x,s) : lto(tz,,o R^)(',a)
: (y,-*) + Rt(2oi) : (g,-x) *2u¡+t(mo¿t\.

(T " Rq)(n,ú - T¡+\, ao)(-a,') - (a,-a) l2u¡+t(mo¿a)'

tr

Puestoquenecesitamosestudiarlasórbitasdelsistemadinámico(1,?)'
conside¡emás Ó el conjunto de puntos en D en los que Ia función 7 se puede

iterar inñnitas veces. Es decir,

ñ - {(r,ü eD lTi (x,t¿) eD Yi € N} : n T-^(D),
n>o
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clonde Parr' cada 7¿ € N se tiene

r-"(D): {(",v) e DlTjQ,,u) €D 'li: t.z, "ni'

Obser\'¿lmos que2I T-t(D) I?-2(2) f '

En lo que sigue caraclerizamos el cotLjunto D S clescribirlros I¿r dinárnic¿r

",, 
D.

Sea Co,o : {(r,g)/i,l < 1,lyl < 1} (cuarlrado centrado en el origer.r)'

.' ,oru i, i'', Z'r"o C,,¡ : Co,o i i(2, oi + i(0' 2) que llamarernos cuadra-

aJi"i " -.i.rpL.nrente cíadrado Observemos que por definición se tiene c'r'Le:

C¡,¡eDo<+í>1,j<0'
C',,,reDt<+i<-1,j>0'

Ci.jcDl<+,>0,j>1.
C¡,¡eDte2<0,j<-1'

Sea're¿r Ct,: U c¿,;, conk)1, Ysea c:Uck'
lil+Ul=I' [>1

(7-l I ¡

Figura 3.2: Billar dual cuadrado'
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1ln la Figura 3.2, se representan Ios cuadr¿.-clos C;,; e (i¡, cotr Á' : 1,2.3

f ir: que se Inuestr¿ achur¿clo es el conjuirto C.'3.

Teorema 3.2.3.

1. Si C¡.¡ e C¡, entonces T(C¡,¡) : Cr.¡, C C:¡, para ciertos i'. j' tale.,
que li'l * U'l : k. La aplicación T actúa co¡no uno 'pennutación r)e lcs
cuadtados de Cx. T(C¡) : g^.

2. Si C¡,¡ c Ct ! Cr,¡t - l(6r,11, entonces Cr,¡, ,t el cuad,rado ubicado
a 2k - 7 cuadrad,os de C¡,¡ girando cíclicamente en sentido positiuo en
los cuadrados de C¡ (uer Figura 3.2). Es decir, en el orden cíclico. T
es la rotación d,e paso 2k - | en los 4k cuad,rados de C¡.

3. Cada euadrado en C¡ tiene orden 4k g Tak : C¡,¡ ---+ Cii es La identidad.
para tod.o i, j tal que lil + Ul : k. Cada punto en C¡ es periód.ico con
número de rotación (2k - 1) I 4k.

4. Ó: c.

Demostración.

1. Por el lema 3.2.2 basta probar que Io anterior se cumple para C¿,; !
DonCk. Es decir, lil + ljl - k,i> 7,j <0.

Sea C¡,¡ CDo?,C*, lil + Ul : ,b. Probemos que ?(C¿,¡) C Cr-i,r-j, con

11 -tl + 11 - jl : i- 1 + 1 - j :i - j -14+ljl: k.

Sea (c, g) € C¿,¡. Entonces, (o, g) : (re, 96)+i(2,0) + j(0,2) para algún
(ro, go) € C¡,6. Luego,

T(a,s) - (2-r,2-s)
- (2-q-2i,2-so-2j)
: (-oo,-so)+(1 -4(2,0) +(1 - j)(0,2) €Cr¡,t_j.

Ahora, como ? es una isometría (reflexión con respecto a un punto),
necesariamente ? ileva al cuadrado Ci,3. sobre el cuadrado Cr¡,t-j.
Es decir, T (Ct,j) - Ct-¡,t-i C C*. Finalmente, como 7 es un difeo-
morfi.smo, si i I m o j * n, entonces T(Cu) * T(C",,"), para todo
i, j,m,n €2. Lrego,, ? es una permutación de cuadrados de Ct. Tam-
bién se tiene T(Ck): Ck.
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Por Ia parte 1 ¡'a sabemos que para k > 0, Ci,o C DoyT(C*.o) = Clr_r,r.
Obser\'¿unos ahora que Cr-l.r est¿í nbicado r¡" 2['- 1 cuadr¿.r.los d,. C'i,o si-
rturclo cíclicanieute en senticlo pir-riiivo en I.,s cuaclraclo-. ie ú'r. .{}ior¿r bi-
en, Ios cuadrados C¡".0,6i-t,t,...C!.6 son consecutivos giranclo desde C'¡,s
¿ Co,t en sentido posiiiYo. Verentos que sus respeclivas imágenes son
también cousecutivas girando en sentido posiiivo. Conro C:;,-1.1. ...Cb.r
están en 21, sus imágenes se encuentran reflejando cou respecto al
vért.ice (-1,1) y son necesariamente consecutivas. Basta probar que Ia
imagen de C¿-t,r es consecutiva a Ia imagen de Ci,o. Esto es ciaro pues
7(Cr,0) - Cr-r,r J' Z(Cr-r,r) : C-*,o.Por el lema 3.2.2, eslo basta
para demostrar la segunda parte del teorema.

Por la parte 2, sabemos que la dinámica de 7 sobre el conjunto de los
cuadrados en C¡, es conjugada a la dinámica de

o | 10,,1,2,...,4k - 1) --, {0,1,2,...,4h- 1}

dada por o(i): ¡ + 2A - 1(mod 4k).

Puesto que 2k - I y 4fr son primos relativos, todo elemento tiene orden
4,k. Como 4k es par, por el lema 3.2.7, Tlklci¡ es una traslación en

algún vector o. Como Tak(C;,¡) - Q;, necesariamente u: 0 y
Tak : C¡,¡ + C¡,i es la identidad.

4. Sabemos qu9?(C¿) = C¡. Luego, CLe D, Vk - 1,2,3,... y por lo
tanto C e 2. Probemos ahora que 2 C C. De hecho probemos que

C' C Ó'. Sea P e C". Entonces P está en el borde común de dos

cuadrados distintos adyacentes C¿,j V C^,n.

Si C;,¡ C C/c, necesariamente C*,n e Cr+r, o bien, C,,,,", e C*-r. Sin
pérdida de generalidad, supongamos qre C,n,n e Cr+r.

Se tiene 9ue C¿,¡ y C-,. tienen distinta dinámica (el primero tiene
período 4fr y el segundo tiene período 4(e + 1)). Entonces existe d €
{0, 1,...,4,k} tal que, Td(Q,¡) e 2¿, paraalgún Í € {0, 1,2,3} y o bien
T¿Q,",") C Dt+\mo¿t) ó fd(C^,") C Dt-\-,¿s). Consideremos el menor
de tales d. Entonces los cuadrados T'(Cr,¡) v To(C*,,) son adyacentes
y Tde) está contenido en el borde común de ambos cuadrados. Nece-
sariamente Td(P) está contenido en alguno de los rayos t¿, t : 0,1,2,3
y por Io tanto P € 2c.

2.

tr
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3.3. Billar dual Seinicircular

Sea l= {(r'.y) e S' I 1¡/ > 0} u{(c,s,) e R' I -t < " I t, y: 0}
(1, ?) el billar dual asociado. Vemos que el dominio de T es

D:tE \ {(",c) € R' I g: o,¿ < -1}.
Para (r, g) € 2 tenen.ros que

26

v Se¿1

,,r,: 

I

(-, -2,-a)

(2r-2yJFia, -t __\ "'+u' L
zy+z"Jxr+gr-1 _",\

*+y2 ")

siz<-1,y>0
sir(1,9<0

en otro caso

Observamos que ? es continua pero no derivable ya que si T : (T,72)
entonces en el punto (1, -1) se tiene

2 -- 0,72(r+,,-t) + 0,r2G-,-1) : 0

donde

0,72(1",
T.¿(1 + oe,-r) -Tz(1,-1) , con o: t1.

De este billar dual hicimos un progra,ma computacional en NIIATLAB que

simula la acción de la función ?. A continuación mostraremos el código del
programa y algunos grá-ficos con la órbita de algunos puntos.

Para correr este programa, se debe guarda¡ este ¿rchivo en una carpeta de

matlab con extensión .m, digamos, billa¡.m. Luego en la ventana de comandos

se debe ingresar la condición inicial (o, b) que cumpla lo siguiente:

1<lol y b cualquiera
o lol -1 y ó no nulo
o lal<1 y (b>Jt-A o b<0)

Finalmente, en la misma ventana de comandos, se debe escribir billar, y
enter.

-i) - lím' e+0+
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A(1)=a; B(1)=b;
v/hlle n<2000

ii A(n)<=-l § §(¡)¡s
A(n+1)=-2-A(n)' B(n+1)--B(n);
n=n+1;

elseif A(n)<=1 & B(n)<o
A(n+1)=2-A(n); B(n+1)=-8(n);
n=n+i;

elseif A(n)<=1 & A(n)>-1 & B(n)>0
p=[n(n)2+B(n)2 -2.A(n) r -B(n)2];
r = roots(p) :
j=min(0;

k=sq rt ( 1 _j2) 
:

A(n+1)=2'i-A(n); B(n+1)=2',k-B(n);
n=n+'1;

elseif A(n)>1 & B(n)>0

p = [A(n)2+B(n)2 -2.A(n) 1-B(n)2] ;
r = rools(p) ;
j=min(0;

k=sqrt(1_j2);
A(n+1)=2'j-A(n); B(n+1)=2'k-B(n)i
n=n+1;

elseif A(n)>1 & B(n)<0
p = [A(n)2+B(n)2 -2.A(n) 1-B(n)2] ;

r = roots(p) ;
j=max(0;

k=sqrr(1_.i2);
A(n+1)=2-i-A(n); B(n+1)=2.k-B(n);
n=n+.li

end
end
plot(4,8,'.k')

Figura 3.3: Programa computacional.

zt

En la Figura 3.4 se muest¡a la órbita del punto (1,0.5) bajo la función
billar dual sobre una curva semicircular. En la Figura 3.5 se muestra la órbita
del punto (8,0.5) bajo la función billar dual. Acá se observa que los puntos de
la órbita forman figuras elípticas en torno a la curva. Y en la tercera figura
se muestra seis órbitas simultáneamente.
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Figura 3.4: a:1; b:0.5

Figura 3.5: a:8; b-0.5

Figura 3.6: Va¡ias órbitas.

i¡

D

D

D
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0

0



CapÍtulo 4

Twist maps y Billares duales

En esta sección probaremos que un billar dual derivable es un t'rvist ntap,

;' aplicaremos resultados de Ia teoría general de trvist maps para obtener
resultados sobre billares duales. Comenzaremos por definir trvist maps y luego
leremos que un billar dual es un trvist map. A continuación repasaremos

algunos resultados de trvist maps y Ios traduciremos a billares duales.

4.L. Deflnición de twist map

Comenzamos por definir trvist map. Usamos el ¡ecubrimiento R.'--* 51,
t ,--. e2nit .

Definición 4.1.7. Sea C: Slxl - 1, 1[ an ci,lindro abierto.
Un difeomorfisrno $: C - C es un twist map s'i curnple las siguientes

propiedades:

1. $ se extiende a un homeotnorfismo $ deL citindro cerrado 51 x [-t, r].

2. $ preseraa las componentes d'el bord,e y preserua orientación en cada

una de ellas.

3. Sea Q : R.x] - 1,1[-' IR.x] - 1,1[ un leuantarniento de $. Entonces se

cumple que

o

frOr(t,s) >0 pamtod,o (t,s) €lRxl -1, 1[

donde Q - (é1,é2).

Veamos ahora que todo trvist map tiene asociado un twist intervalo.

29
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S"an é- - pls,*{-L} 1'o* -= ó¡5,r1,, Ias restricciones cle':,, lcs b.,:,les
cle C. Sea 6: F. x l- i, 1] -* F, x [-t,1] un levantamien¡o cle ¡ -t sean .i, - ¡'
6* restricciones de 6 a los bordes. Entonces, é- f.é* son ler.ant amieirtos
de ó- y fa resp eclivamente.

Sean p- : pG) )' p+ - p([*) los números cle ro¡anión de ó- ¡'6*
obtenidos por los levantamientos O- y O*, respect i\'¿rnente. Sin perdidad
de generalidad podemos suponer que p- € [0, 1[ (eiigiendo ó de nranera
conveniente).

El intervalo [p-, pn] ," denomina twist intervalo de /.

4.2. Billar dual como twist map

Sea 7: lE --- lE un billar dual derivable y definido en todo lE.
Sea 7 o h : lR. - l, (f (¿(¿)) :1Qrt) Ia parametrización de I vista en Ia

subsección 1.3.3. Entonces,

,S1xl0, oo[-, lE, ("'"0' ,r) e 1(2rt) ] r(cos 2rf , sen 2rú)

es un difeomorfismo que permite trasladar isomórficamente la función billar
T:lE -- lE a una función .91x]0, oo[--* 51x]0,ooI que también denotamos
por 7. Ambas funciones tienen a Ia función T : IR.x]O, oo [--+ Rx]O, ool de la
subsección 1.3.3 como levantamiento en común.

Teorema 4.2.L. T : 51x]0, co [-.' 51x]0, oo[ es un tuist map d,eriuable con

twist interualo 10, I I 21.

Demostración.
El levantamiento T : IRx)0, oo[-* lRx]0, oo[ se extiende continuamente

a Ia función T : IR x [0, oo] --+ R. x [0,oo] definida por T(t,0) : (¿,0) v
T1t, oo) - (t + l/2,oo) en los bordes.

Sea 7 : .91 x [0, oo] * ,51 x [0, oo] Ia proyección de T. Tenemos que 7 es

un homeomorfismo del cilindro cer¡ado ,S1 x [0, co].

Como en 1.3.3 denotamos (í,f) - r(t,r¡. Debemos probar que fli(t,r) >
0 para todo (¿,r) € IRxl0,oo[. Como en 1.3.2 denotamos (A,R):T(a,r)
entonces 2ri(t,r): B(2nt,r) paratodo (i,r) e lRx]0,oo[. Por otraparte, por
la demostración del lema 2.1.5 sabemos que 0,B(a, r) f 0 para todo (a, r).
Puesto que I es estrictamente convexa, por una constatación geométrica
simple resulta que el ángulo imagen B crece con la distancia r, probando que

0,8@,r) > 0 y por tanto O.i(t,r) :0,0(2rt,r)/%r > O.

30
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P¿ra obtener ei trvist intenalo de un billar clu¿l consiclerattos el 'ler'¿rn-

t¿rniento T que como vimos tlene extensión corlriuua T s los borues .-lade,

por T-(t, O) : (ú,0) y T*1t, m1 : U + l/2,@). De esta forma vemos que el

tt,ist intervalo de todo billar dual es [0, 1/2].

4.3. Resultados sobre twist maps
En esta sección repasaremos algunos resultados de trvist maps relaciona-

dos con existencia de órbitas periódicas y existencia de otros subconjun-
tos invariantes. Comenzaremos por dar algunas definiciones necesarias para
enunciar los resultados.

En todo lo que sigue usamos el recubrimiento IR-* 51, ¿ ¡--1 ¿2';¿. ftsqor-
damos que C : Srxl - 1, i[y denotamos S: Rx] - 1,1[.

4,3.L. Algunas definiciones relativas a twist maps

Deffnición 4.3.1,. Sea $ un twist map y Q un leaantamiento. Un punto
'w e C es llamad,o un punto Birkhoff periódico de tipo (p,q) si para
cualqui,er leuanta,mi,ento z e S d,e w eriste una sucesión {(f,,, s,,)},,6¡ en S
tal que:

1. (ts,ss): 2,

2. t.a1 ) tn, n €N,

3. (t,+n, s.+s) : (¿,, + 1, s,,), n € N[,

4. (t,+r, s.+p) : é(fo, s"), n € N.

La sucesión {(t,, s,)},.s se proyecta sobre .Sr en un conjunto frníto Or¡o
con q puntos, y la acción de ó sobre esta sucesión se proyecta a una acción
sobre Oo¡, que sigue el mismo orden que Ia rotación racional "R 7, sobre una
de sus órbitas. Esto indica que esta acción sobre Oplq se puede extender lin-
ealmente a un homeomorfismo del círculo que tiene número de rotación p/q.
Así, toda órbita Birkhofi periódica tiene natu¡almente asociado un número
de rotación.

Deffnición 4,3.2. Sea $ : C -, C un twist map. Un segrnento de órbita
(u 6rbita) {(0-,s-),..-,(d",s")} d,e $ con -a 4 tn < n S q se d.ice

ordenado o que preserva orden si 0¡ I 0¡ para ¿ * j y (i,j) I (rn,n) g
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si ó pre-,erua e/ orden cíclico en la cocrdenatla 0; es decir, si A¡ < 0¡ < 0¡
(con re¡'pecto a una orientación en 51 ). entonces 0;¡1 1 0¡+t 1 A¡¡1 para

i,j.k < n.

Sea E [a clausura de un segmento de órbita, u órbita, que preserva orden.
Entonces, d lr se proyecta a un homeomorfismo de Ia proyección de E a
51 en si misma. Este homeomorfismo se puede extende¡ linealmente a ur
horneomorfrsmo de,S1. El número de rotación de este homeomorfismo se le
asocia naturalmente a la órbita ordenada: toda órbita ordenada tiene un
número de rotación.

Deffnición 4.3.3. Sea ó: C -, C ut tuist map. Un conjunto cetrado in-
t,ariante E C C es zn conjunto ordenado si se proyecta uno a LLno a un
subconjunto del círculo y $ preserua onlnn cíclico en la proyección d,e E. Un
conjunto A c C es un conjunto Aubry-Mather si es rnini,mal, ordenado,
inuariante g se proyecta uno a uno en un conjunto de Cantor de Sr.

Toda órbita en un conjunto de Aubry-N{ather es una órbita ordenada,

)- por tanto se le asocia un número de rotación. Este número de ¡otación
es invariante por la órbita elegida en el conjunto de Aubry-Mather (pues Ia
proyección a .91 es uno a uno y la dinámica preserva orden cíclico en todo el
conjunto), de modo que asociamos este número de rotación al conjunto de

Aubry-Mather.

Alternativamente, la restricción de Ia dinámica a Ia proyección del conjun-
to de Aubry-Mather a,91 admite una extensión lineal a un homeomorfismo
del círculo. El número de rotación de este homeomorfismo es e[ número de
rotación del conjunto de Aubry-Mather.

4.3.2. Resultados sobre twist maps

En esta subsección enunciamos resultados sobre existencia de ó¡bitas
Birkhoff periódicas y conjuntos de Aubry-Mather para twist maps. En la
subsección 4.5 proba.remos algunos de estos resultados.

Teorema 4.3.4.

1. Sea $ : C - C un twist rnap que preserlta drea. Sip, q € N son

rclatioamente primos y pf q está en el interior d,el twi,st i,ntentalo de $,
entonces $ tiene una órbita Birkhoff peri,ódioa de tipo (p,q).

2. Sea $ : C --- C un tuist rndp que presen)a d,rea. Pam cualquier número
inaci,onal a d,el twist i,ntet"ualo de $, o bien eciste un conjunto de Aubry-
Mather con número d,e rotación a, o bien existe un círculo inaariante
mini,mal con nútnero de rotación a.
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EI conjunlo de Aubr)-\Iather de este teorema puede estar cotrtenido o no
elt un círculo inlarianle. Si el conjr-rnio de Aubry-\fathe¡ esl¿i contenido en

un círculo invariante entoflces por el teorema de Denjo¡', euunciado a seguir,
o bien el tr.ist map, o bien el cí¡culo invariante, no es de clase C.'2.

Teorema 4.3.5. (Teorcma de Denjoy)

1. Todo difeomorfi,smo de clase C2 d,el círculo con número de rotación ir-
mci,onal es conjugado a una rotación inacional. En particular es min-
itnal.

2. Dado un número irracional lj existe un difeomofi.smo de clase C2-' del
cí¡'c'uLo con ntimero de rotación p que tiene un inteTualo effante) A por
lo tanto no es minimat.

r\,lichael Herman [5] construyó un ejemplo de un twist map de clase

Ct-', € > 0, que contiene un contiene un círculo invarianle tal que la re-
stricción del trvist map al círculo invariante es un difeomorñsmo no minimal
de clase L.- '.

No se sabe si todo twist map de clase C3 soporta un conjunto de Aubry-
lvlather contenido en un círculo invariante.

4.4, Los resultados de twist maps en los bii-
lares duales

Según vimos en la sección 4.2, todo billar dual es un twist map con in-
tervalo de rotación [0,1/2]. Para billares duales se tiene entonces el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.1. Sea T : lE -+ lE un billar dual, con I una cut"ua cerrada
contera deriaable d,e clase C2.

1. Sip, q € NI son relati.aa¡nente primos y pf q el},l l2l, entonces T tiene
una órbita Birkhoff peri,ód.ica de tipo (p,q).

2. Para cualquier número inacional d e)0,1/21 o bten existe un conjunto
d.e Aubry-Mather con número de rotaciín a, o bien eriste un círculo
inuariante mi,ninxal con número de rotación a.

3:l
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De los ejemplos consideraclos en la sección 3, el írnico que nos sirve para
ilustr¿lr este teorema es el bill¿rr dual circr:lar (y los e[ipsr.ridales por con-
jugación afín). Por otra parte, por los resultados de Ia subsección 2.5, este
teorema se aplica a billares duales derilables. Veamos todo esto con más
detalle.

Para el billar dual circular definido por I = ,S1 los puntos Birkhoflperiódi-
cos con número de rotación plq €)0,1/2[ son todos los puntos en el círculo
de radio 1/cos(ptrl$ centrado en el origen.

En el billar dual circular no hay conjuntos de Aubr¡,-N{ather. Todo nírmero
de rotación irracional en ]0, 1/2[tiene asociado un círculo invariante minimal.
Ademrís, todo punto en lE o es Birkhoff periódico, o pertenece a un círculo
inrariante minimal. Es decir, Ios círculos invariantes minimales y los círculos
de puntos Birkhofi periódicos llenan todo lE; no hay más dinámica que ésta.

Según vimos en la sección 2.5, si I es una curva convexa de clase Ce,
entonces Ia función billar dual, y el trvist map asociado, son de clase Ck-1.
Además, por la demostración geométrica (subsección 2.2) del teorema de
preservación de área, sabemos que ? preserva área en condiciones muy gen-
erales. Por Io tanto, podemos aplica¡ el teorema 4.4.1 a billares duales deñnidos
por curvas I de clase C2. Si I es de clase Ca no se sabe si el billar dual aso-
ciado puede tener un conjunto de Aubry-Mather contenido en un círculo
invariante. Si I es de clase C3., para que el billar dual asociado tenga un
conjunto de Aubry-Mather contenido en un círculo invariante, este cículo no
puede ser de clase C2. No sabemos si el ejemplo de Michael Herman para
tlvist maps es realizable para billares duales.

4.5. Demostración del Teorema 4.3.4
Existe una demostración de la primera parte del teorema 4.3.4 sobre ex-

istencia de órbitas Birkhoff periódicas , que se puede encontrar en [8]. Hay
otra demostración que utiliza métodos variacionales, lo que no ha sido con-
siderado en esta, tesis y por lo que aquí no entregamos una demostración.
Ésta se puede encontrar en [3]

Para Ia parte 2 del teo¡ema 4.3.4 hay una demostración utilizando sólo
continuidad. Se asume probada l¿ existencia de órbitas Birkhofi periódicas
y aproximando el número irracional por números racionales se prueba la
convergencia de las órbitas Birkhoff periódicas respectivas a un conjunto
de Aubry-Mather o a un círculo minimal. En lo que sigue haremos esta
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denloslración. Cabe destacar qlle para la segrurda parte del teorema 'i.:1.4
taulbién existe una demostración por métoclos rariacionales. de la cual se

puede obtener ma)'or información, sin embargo, nos heulos rer¡itido sólo ¿l

mélodo de aproximación por órbitas Birkhoff periódicas.

4.5.1-. Algunos resultados previos

Para demostrar Ia parte 2 del teorema 4.3.4 probaremos algunos resulta-
dos previos. Primero, todo conjunto de Aubry-Mather es parte del gráfico de

una función Lipschtiz g: 51 --] - 1,1[. Luego, un resultado general sobre

houreomorfismos del círculo que preser\¡an orientación y tienen nírmero de

rotación irracional.

Comenzamos por un lema técnico, del que obtendremos que todo conjunto
de Aubry-l\'Iather es parte del grrífico de una función Lipschitz.

Lema 4.5.1. .9ea é : lRx] - 1,1["--* IRx] - 1,11 el leuantamiento de un twist
difeomorfi.smo Ó: C '- C' .9i (ú;,s¡) : éi(to,so) y (t'¡,"'¿): ét(¿á,s6) yt'¿> t;
para i : -1,0, 1, entonces existe Iv[ € ]R t¿l que ls'o - s6l < Mlti - tsl. La

constante M puede ser elegida uniformemente en un anillo cetrado en C .

Demostración.
Supongamos primero que sl < s6. Sea (i 3) : A(ti, s6).

Consideramos un anillo cerrado en C que contenga a los puntos (t;, s¿),

(ti,si), (t'0, ss) y (eO. Tomamos c > 0 de modo que 0.O1(ú,s) > c en este

anillo cerrado.
Se tiene entonces

C- t', > c(s6 - si).

Por otro lado, la diferenciabilidad de @ implica que para el mismo anillo
cerrado existe una constante positiva -L tal que | á¿é1(ú, s) l< I en el anillo

cerrado. Con esto,

T-t, < L(tL-to).

Como t1 < t/, se tiene T-t', <?-t, y tomando M: Lc-1 se obtiene

so - s'o ( M(t'¡- to).

Si s6 < s[ sea (frQ : Q-1(¿0,s6). Observamos que la condición de twist
map á,é1(ú,s) > 0 implica Ia condición ó,(é-')r(¿, s) < 0, por Io tanto,
3 < ¿-r. Sin pérdida de generalidad supondremos que en el mismo anillo

.)i,).)
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se tiene d,(6-1)r(¿, s) < -c y I ¿(O-1)r(t, s) l< I.

T-t-r. -c(si - s6)

De donde,
! t'_t -? < f 1t; - to¡.

sá - so < c-'(¿-, - T) . 
"-,(t'_, -0 < ,v¡(¿á - ¿o).

tr

Corolario 4.5.2. Considerernos un tuist map ó: C -. C que presena área
y .un segrnento de órbita de $ que presen)a orden {(0,",s-),.. , (0,,. s")) con

-oo < rn < n ( oo. Suponernos que este segnxento de órbi,ta está contenido
en un anillo cemado de C. Entonces exi,ste fuI e P" tal que lr,-r¡l < ¡ltl?r-? jl
Vi, j tal que rn < i,j < n

Demostración,
Tomamos un levantamiento coherente {(ú-, r,,), . . ., (¿,,, s")} del segmen-

to de órbita y aplicamos el lema 4.5.1 a los triples
(f¿-r, s¡-r), (¿i, s¿), (¿i+r, s¡11) y (t¡-r,s¡-r),(f¡,s¡),(ir+r,s¡+r).

tr

Lema 4.5.3. Sea$:C ---,, C un twist map. SeaAC C un conjunto or-
denad.o. Entonces existe una función Li,pschitz p : 51 --] - 7,ll tal que A
está conteni.do en el gnífico de la función g.

Demostración.
La proyección de -4 a .91 es bi-unívoca, por Io que definiendo una función

linealmente en cada gap de esta proyección se obtiene una función continua
g: 51 -*l - 1,1[de modo que A está contenido en su gráfico. Por el último
corolario, esta función es Lipschitz.

tr

Observamos que la clausura de un segmento de ó¡bita ordenada y los
conjuntos de Aubry-Mather son conjuntos ordenados, por Io que este Iema
se aplica a estos conjuntos.

Veamos ahora un lema sobre homeomorfismos del círculo.

Lema 4.5.4. Sea f un homeomorfismo d,el círculo, que preserl)a orientación,
con ruimeio d,e rotación irracional. Sea K un subconjunto no aacfo d.e S1 ,
cornpacto, inuariante por ¡ y mini,mal. Entonces K - 51 y f es di.námica-
mente equ'iualente a la rotación i¡racional o K es un Cantor.

'Jr.)
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Demostración.
Se¿ 1í C S1 un sul>conjunto compacto no r.acío, inrariante. ntiuinlal p,-rr

la dinámica de /. Como el borde dIL ¡'el conjur.rto de plLutos c,ie acuurul¡.ción
son subconjuntos cerrados invariantes de 1(, por la minim¿rlidad se tiene
}li : ó ó 0K :/i 1' también Ii' - ó ó h' : Ii.

Analizando entonces distintas posibilidades para el conjunto K tenemos,

1. Si aIí -óy K':K, entonces K: 51 y/ es dinámicarnente equiva-
lente a la rotación irracional.

2. Si OK : ó y K' = p, entonces K : ó, Io cual no puecle ser (por
hipótesis)

3. Si AK : I( y I{' : @, entonces K es un conjunto finito de pr:ntos, [o
cual no puede ser) pues el número de rotación de / es irracional, lo que
implica que no hay órbitas periódicas.

a. 0K : K y K - K, entonces K es un Cantor.

4.ó.2, Demostración parte 2 del teorema 4.3.4

Veremos ahora la demostración de Ia segunda parte del teorema 4.3.4.
Sean p.fq, una sucesión de ¡acionales que aproximan a, cor. pn y en

primos relativos.

Pa¡a cada n, sea u)n C C una órbita Birkhoff periódica de tipo (p", q") y
sea gn i,9' *l - 1, 1[ una función Lipschitz tal que su grafo contiene a ?r¿.

Por la continuidad del número de rotación de las órbiias ordenadas con
respecto a la condición inicial {41, podemos suponer que todas las órbitas tr.,"

están contenidas en un mismo anillo cerrado en C, por lo que la constante
de Lipschitz de Ias funciones g, puede ser tomada independiente de n.

Puesto que {p,,} ". una familia de funciones equicontinuas que van del
espacio separable 51 en el espacio métrico ] - 1,1[ y {p"} .. una sucesión

acotada, por el teorema de Arzelá-Ascoli, podemos suponer que {g"} con-
verge a una función Lipschitz tp y Ia convergencia es uniforme en ,91. El grafo
de g no es necesariamente invariante por $. Sin embargo, veremos ahora que

el grafo de rp contiene un cerrado A que es @-invariante.

ú
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Las órbitas ,u,, son sr-rl:conjuntos cerrados de C, luego compaclos. por
lo que los subconjuntos {u,,"} de compactos tiene un punto de acumul¿cióil
E C C cott la r¡étrica de H¿usclorff en el conjunto de todos los conl,J¿r,-'i,is

de C. Necesariamente E es un subconjuto del grafo de 9r. Y puesto que cr.,-l¿-r

tr,,,, es invariante por @, y esta propiedad pasa a sus puntos de acumulacióu,
se tiene que E es @-inrariante. \fás aírn, f preserva el orden cíclico cle E por
la misma razón.

Para cada n sea /, : 
^S1 

-- ,91 el homeomorfismo que se obtiene extenrlien-
do linealmente a S1 la dinámica de / proyectada a las proyección de la órbita
Birkhoff periódicaTr,,. Sea @o el homeonrorfismo que extiende Iinealmente la
proyección a 51 de la dinámica @l¿. Entonces {/,} converge uniformeme¡rte a
po. Por la continuidad del número de rotación en la topología C0, el número
de ¡otación de las p" converge al número de rotación de E. Esto prueba que
el número de rotación de E es o.

Consideremos ahora un subconjunto cerrado A C E que sea /- invariante
minimal. Entonces su proyección a §1 es cerrado minimal para /o. Por el
lema 4.5.4, Ia proyección de ,4 es o bien el círculo ,91 minimal con número de
rotación a, o bien es un conjunto de Cantor invariante. En este último caso,
á es un conjunto Aubry-Mather con número de rotación a.

Esto prueba la parte 2 del teorema 4.3.4.

3S



Capítulo 5

Billar dual y oscilador con
impacto

A continuación explicaremos la relación entre un oscilado¡ con impacto ¡'
un billar dual ext¡aída de uno de los trabajos de Ph. Boyland [1]

Describiremos primero el movimiento del oscilador.

5.1. Oscilador con impacto

Sea M una masa grande que oscila 2n-periódicamente en el tiempo I ) 0.

Si p(l) designa la posición de M respecto a una muralla fija, supondremos
que p(t) se mueve de acuerdo a Ia ecuación p(t) + p" (t) : p(t) > 0, para todo
t > 0, donde p es 2z'-periódica. Suponemos p(¿) > 0 para todo f > 0.

Una partícula ,9, de masa despreciable respecto a la de M, se mueve a la
derecha de M según la ley del oscilador armónico. Es decir, si r(t) designa

la posición de .9, entonces p(t) < r(t) y u(ü) + c" (t) - 0 para todo ú. Esto
ocurre mientras no haya impacto entre M y.S. Cuando hay un impacto, es

decir cuando para algún ¿o se tiene r(¿o) - p(ús), entonces suponemos un
choque perfectamente elástico donde la velocidad relativa antes del impacto
cambia de signo después del impacto. Es decir,

- (r'onr" 
"(to) - 

p (¿.)) : r'¿."o-,n"(to) - d (ti.

Observamos que en un instante de colisión ¿o necesariamente debe ocurrir
fi'ont 

"(to) 
< p'(to).

39



CAPÍTULO 5. BILLAR DUAL Y OSCILADOR CON I\IPAC'TO 40

5.2. Modelo geométrico del oscilador con im-
pacto

Sea I una cul\a estrictamente convexa en IR2 parametrizada por

^t: c! é p(a)n(o) + )(c)Ea(G) con ae 10.2r].

donde a es el ángulo del vector normal a I en 1(a), p(a) es la distancia
del origen a la recta tangente a f en 1(a), r9(a) : (cos a, sen o) y Ra(a) -(- sen a, cos a). Puesto que 1'(a) J- B(a) necesariamente se tiene que ,\(o) :
t' @). La función p se llama la función soporte de l.

EI radio de curratura de I está dado por p(a) > 0 para todo a. Supon-
dremos que el origen es ence¡rado por I y que 7(0) está en el eje real positivo.
Necesarianente, T(0) : (p(0), O) : p(O)n(O).

Imaginemos que rotamos negativamente la curra I en torno al origen y
simultaneamente observamos su proyección, su sombra, sobre el eje horizon-
tal. Notamos entonces que p(a) es el punto más a la derecha en la sombra de
I (el supremo de la sombra) y que 7(a) se proyecta exactamente sobre p(o).

Lema 5.2.1. p(a) + p" (a) - p(a¡.

Demostración.
Por geometría diferencial sabemos que el radio de curvatura de I está da-

do por

Pr^t: h'(o)13\"/ - de(?G),7(a»
Derivando ^7(a) - p(o).B(a) + p'(a).Br(a) se tiene

| (a) : p'(o)E(a) + p(o)Rr (a) * p,,(o)Ra(e) - f (a)R(a)
: (p(") + p,,(a))]81(a).

Por 1o tanto,

1:pR+p'Rt, 1'-(p+p")Rr y 1" = (p'+p"')R'-(p+d')R.

Calculando tenemos det(,yt,,ytl) - (p + p")' ) 0, de donde

p(o) : p(a) + p"(a) para todo a e [0,2r].
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Tomemos ahor¿ un punto S en el exterior de l. es deci¡. S e lE )'
supongamos que su proj'ección al eje horizontal, su sombra de S está a la
cierecha de [a sombra de l. Supongamos que ,S rota junto a f de modo que su

sonrbra c(a) verifica p(a) < c(o) para cierto rango de valores de a. t\{ientras
esto sucede, Ia proyección r(a) de S(a) veriflca Ia ley del oscilador armónico,
es decir, ,t(a) + ,r/'(a) : 0.

Para algún ángulo o1 Ia sombra de S(41) coincidirá con el borde derecho

de Ia sombra de l, es decir, c(o1) : p(41). Puesto que f y S rotan nega-

tilamente, necesariamente S(a1) está verticalmente debajo del punto 1(a1).
En ese momento, hacemos "saltar" al punto ,S(a1) hasta un nuevo punto
.9(a1) que está verticalmente hacia arriba de ?(ao) y a la misma distancia.
Es decir, hay un ,9o,"¿"" y un 5¿"r,." en una misma vertical, de n.rodo que

-(So,,u" - r(ao)) : Sd."ru." - ?(40). A partir de ahí, el punto S continua
rotando junto con I manteniéndose a la derecha de p(o) hasta un nuevo

"salto".

Lema 5.2.2. La sombra a(a) de S (a) en el dngulo d,e salto at uerifr.ca

-(rlnr."(or) - p'(41)) : *'¿."ru."(ar) -p'("r).
Demostración.

En el ángulo a: 0 tenemos que'y(0) - (p(O),0)). Supongamos que Ia
partícula ,9 se encuent¡a en (z6, 916) con Ís > p(0).

AI rotar negativamente la curva I y simultáneamente el punto .9, se ten-

drá que S sigue Ia trayectoria

mientras su sombra r(o) : ¿o s.. * * gs sen a verifica o(a) > p(a).

Pa¡a un cierto primer ángulo a1 necesariamente se tendrá c(41) : p(e1),

con .9(o1) debajo de 1(a1). A este punto S(41) Io denotaremos So(41), donde

el subíndice a es por "antes". Notamos que S.(41) = (r"(41),g,(41)) con

r"(a) : p(or ) y U"(d) : -ioo sen al * 96 cos a1 : rá(@1).

Por Ia demost¡ación del Iema 5.2.1,'y(a) : p(a).R(a) +y'(a)Er(a), donde

E(a) : (cos a, sen a) es el vector normal a 7(o). Entonces, para a : ar, se

tiene que ,y(41) = (p(or),p'(or)), pues .R(41) = (1,0).

Para o : a1 se produce el "salto" desde S"(a1) a S¿(a1) que según el

modelo geométrico está dado por

S¿(41) -1(ar) - (§,("r) - ?(41)):2'y(a1) - S"(41).

l' cosa sena\/ro\s(o): 
\ -sena coso )\,; )
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Calculando se obtiene que

S¿(o1 ) : (p (a ¡), 2pt (a 1) - s. (o1 )) : (p(a), 2pt (a, ) - "i 
(ar )).

A partir del ángulo at, el punto S seguirá Ia trayectoria

q(^\: ( cos(a - a1) sen(o - ",) \ / p(or) \'\*/ \ -sen(o - a1) cos(a - or) ) \ Zp'(o,) - r"(c^t) )'
De donde, la sombra de S(a) está dada por

o(a) - p(a1) cos(a - a1) + (2p'(a1) - oi(al)) sen(a - a1).

Derivando y evaluando en a1, se obtiene

x¡¿(a,) : 2P'(a) - x'.(a) '

Esto demuestra el lema.

Observamos que por los lemas 5.2.1 y 5.2.2 se tiene que el punto a [a
derecha de Ia sombra de l, p(a), y la sombra del punto S, r(a), representan
la evolución de un oscilador con impacto.

5.3. Conexión entre billar dual y oscilador
con impacto

En Ia sección anterior vimos que la sombra de la curva I (mas bien el
punto mds a Ia derecha de esta sombra), y Ia sombra del punto S, en el
modelo geométrico descrito, reflejan la evolución de un oscilador a¡mónico
con impacto.

Por ot¡a parte, en un ángulo de salto, el "salto" definido en el modelo
geométrico, corresponde exactamente a la imagen de un punto por la fun-
ción billar dual ? definida en It. Es decir, S¿""*."(a¿) - ?(S""r""(ar)). El
lema 5.2,2 muestra que es precisamente este "salto" el que simula el choque
perfectamente el¿ístico del oscilador con impacto.

De esta forma, un modelo geométrico como descrito arriba, establece la
¡elación ent¡e billares duales y osciladores con impacto.
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