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Hesumen

Esta tesis estd guiada principalmente en el trabajo de S.Tabachnikov
[9]. En la tesis se estudia la dindmica del billar dual definido en el exterior
de una curva plana. suave a pedazos, cerrada simple, convexa, y que no
contiene segmentos de recta. En ejemplos se estudia billares duales sobre
estas curvas pero que contienen segmentos de rectas, usando una extension
natural de la definicién para estos casos. De la dinamica de billares duales se
describe resultados generales y se estudia ejemplos concretos. Se observa que
todo billar dual es un twist map y se aplica resultados de la teoria de twist
maps para obtener resultados en los billares duales. Ademds, se explica una
dualidad que existe entre los billares duales y los billares usuales definidos
en la esfera S2. Por iltimo, se estudia la relacién descrita en un trabajo de
Ph. Boyland [1] entre un billar dual y un oscilador con impacto asociado.

VI



SUMMary

This thesis was guided principally in the Tabachnikov’s work [9]. In it we
study the dynamics of a dual billiard defined in the exterior of a plane piece-
wise smooth simple closed convex curve, which does not contain segments
of straight lines. In examples we work with dual billiards defined by curves
as indicated which contain line segments. We use a natural extension of the
definition for this case. We describe general results of the dynamic of dual
billards and we study concrete examples. We observe that a dual billiard is a
twist map and we applied the results of the twist maps’s theory to the dual
billards. In addition, we have explain a duality between the dual billiards and
usual billiards defined on the sphere S2. Finally, we study the relation that
Ph. Boyland [1] describes between a dual billiard and an associated impact
oscillator.
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Introduccion

Dada una curva cerrada simple I' en el plano, definimos el exterior de I’
como la componente conexa no acotada del complemento de ' y lo denctamos
por TE. La componente acotada es el interior de T,

Una curva cerrada simple es convexa si dado dos puntos en el interior de
ella, el segmento que los une estd también contenido en el interior. La curva
es estrictamente convexa si es convexa y no contiene segmentos de rectas.

Sea I" una curva cerrada simple estrictamente convexa y suave. Por un
punto P en el exterior de [" pasan dos rectas tangentes a I'. Llamamos recta
tangente principal asociada a P a la recta tangente que estd a la derecha
mirande desde P hacia I'. Denotamos por I'p al punto de tangencia contenido
en la recta principal asociada a P.

Definimos el billar dual sobre I' como el par (I',T) donde T : TF — TF
es la funcién que toma un punto P € I'? y lo refleja sobre la recta tangente
principal con respecto a I'p. Nétese que I'p es el punto medio entre Py T(P).

En esta tesis trabajaremos con una extensién natural de esta definicidn
a billares duales definidos en el exterior de curvas cerradas simples, suaves a
pedazos, y convexas.

Dado un billar dual (I,T) y dado P € ['® se define la 6rbita de P
por O(P) = {T™(P) | n € Z} donde T*(P) = (T o T o---0oT)(P) es la

compuesta [n| veces de la funcién T, 6 T!, consigo misma, dependiendo si
n > 0, 6 n < 0, respectivamente.

La dindraica de billares duales corresponde al estudio ce propiedades
topolégicas y métricas de las érbitas.

En esta tesis describiremos resultados generales de la dindmica de billares
duales. Estudiaremos algunos ejemplos concretos. También asociaremos los
billares duales con la teoria de twist maps y aplicaremos resultados de es-
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ta teoria a billares duales. Veremos una relacién entre billares duales v la
dindAmica de un oscilador con impacto. Explicaremos una dualidad entre los
billares duales y los billares usuales, estudiando estos billares sobre la esfera

g2,

Nos hemos guiado por los trabajos de S. Tabachnikov [9], S. Tabachnikov
(10}, S. Tabachnikov {11], F. Dogru v S. Tabachnikov [2], B. Hasselblatt v A.
Katok [3], Ph. Boyland [1] y A. Navas {7].

Una de las motivaciones para estudiar billares duales es el trabajo de
Jurguen Moser (6], quien propone los billares duales como modelos simples
para estudiar la estabilidad del sistema solar. La pregunta fundamental para
esta estabilidad es averiguar si toda 6rbita de un billar dual es acotada. En
todos los ejemplos considerados en esta tesis, toda dérbita es acotada.



Preliminares

1.1. Definicidon de billar dual

En esta tesis consideraremos billares duales definidos por curvas suaves a
pedazos y convexas. Por ejemplo, circulos, elipses, semicirculos, poligonos e
imdgenes de éstas via alguna transformacién afin. Para ello, debemos comen-
zar por extender la definicién de billar dual dada en la introduccién para

curvas suaves y estrictamente convexas. Definimos ahora billar dual para
curvas cerradas, suaves a pedazos, convexas.

Sea I" una curva cerrada convexa, no necesariamente estrictamente con-
vexa, suave a pedazos, contenida en el plano cartesiano. Sin pérdida de gen-
eralidad supondremos que el origen estd contenido en el interior de T'.

Diremos que una recta en el plano es tangente a I si la intersecta en un
sélo punto. Por ejemplo, por el vértice de un poligono convexo pueden pasar
varias rectas tangentes. Asi mismo, si la curva convexa contiene un segmento
de recta, por los puntos interiores de este segmento no pasan rectas tangentes.

Observemos que por un punto P en el exterior de I' pueden pasar dos
rectas tangentes a I', sélo una recta tangente, o ninguna recta tangente. Si
por un punto P pasan dos rectas tangentes a I', llamamos recta tangente
principal asociada a P a la recta tangente que queda a la derecha mirando
desde P hacia I'. Si I'p es el punto de tangencia de la recta principal con T,
entonces det(P,I'p) > 0. Si por P pasa sélo una recta tangente, diremos que
esta recta es tangente principal asociada a P siempre que det(P,I'p) > 0
donde I'p es el punto de tangencia de esta recta con I

Sea D = {P € ' | P tiene recta tangente principal }.
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e

Definimos el billar dual como el par (I',7) donde
T : D — I'F estd definido por T(P) =2T'p — P.
La funcién T se denomina funcién billar dual.

Esta definicién coincide con la definicién dada en la introduccién para
curvas suaves estrictamente convexas.

1.2. Otras definiciones

Sea I' una curva cerrada simple del plano, suave (de clase C*), estricta-
mente convexa y parametrizada positivamente por v : R — I', Z - periddica.
Dado ~(t) € T' llamamos semi-recta tangente positiva por () a la semi
recta basada en (t) en la direccién «/(t). Es decir, la semi-recta tangente
positiva es el conjunto {y(t) + sv'(¢) | s > 0}.

Un billar dual (T',T') es integrable si existe una funcién continua
©: P = R, llamada integral primera del sistema, tal que ©(T{p)) = ¢(p)
para todo p € D. En este caso las érbitas del billar se encuentran sobre curvas

de nivel de p. La transformacién T define una dindmica sobre cada curva de
nivel.

Si I'p es una curva cerrada simple del plano y T : I'gs — I'g es un
homeomorfismo que preserva orientacién, entonces, via una parametrizacién
a : S* — Ty obtenemos una funcién f : S* — S? continua de grado 1. Si
F:R — R es un levantamiento de f, sabemos que

p(f) = lim Fre) =t
n—oo n
no depende de t € R. Este nimero no depende, médulo enteros, del lev-
antamiento F' [4],[7]. Elegimos F' de modo que p(f) € [0,1[. Diremos que
p(f) € [0,1] es el ndimero de rotacién de T : 'y — TI's y lo denotaremos
p(T). Por un célculo inmediato resulta que si R : S* — S! es la rotacién
en 4ngulo @ = 2ma entonces p(Ry) = a. Sabemos que p(Ry) € Q si y sélo

si toda érbita de Ry es periédica, y en caso contrario, toda 6rbita de Ry es
densa en S?.
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1.3. Parametrizaciones de I'?, recubrimientos
v levantamientos

1.3.1. Primera parametrizacién de I'*

Sea I" una curva cerrada del plano, suave y estrictamente convexa, parametriza-
da positivamente por longitud de arco por v : R — I,

Con esto, podemos definir las funciones ¢4 :R x R, —TE y
¢_ : R x R} — I'F respectivamente por
orlt,9) =9+ YO ¥ e_(t,9) = (D) — sY (.
Observamos que si y(t) = (x(t), y(t)) entonces
det D (t,5) = —s(@ (D" () — ()Y (8)) = s(2)

donde «(t) es la curvatura de T' en 7(t).

Esto indica que si I' tiene curvatura no nula en todo punto, entonces
¢4, respectivamente ¢_, bien parametrizan a abiertos de I'E. Més precisa-
mente, ¢, y ¢_ restringidas a abiertos |a, b[xR4, con b—a < longitud de T',
parametrizan a abiertos de I'®. Observamos que ¢ y ¢ son recubrimientos
de I'E. Usaremos esta parametrizacién para probar que si I’ es una curva de
clase C* entonces la funcién billar dual es de clase C*~1.

1.3.2. Segunda parametrizacién de I'¥, recubrimiento
y levantamiento

Sea I" una curva cerrada del plano, suave y estrictamente convexa. Parametrizamos
I por v : R — T, donde ¢(a) € T es el tnico punto en I' tal que su recta
tangente positiva forma un dngulo @ con un semi-eje polar fijo, como muestra
la figura 1.1. Observamos que 7y es 27-periédica.

Definimos el recubrimiento II : Rx]0, co[— I'? dado por
(o, ) = 7y(@) + r(cos o, sen ).
Si y(a) = (Z(a), H(a)), entonces
det DIl(a,7) = &' (@) senc — §'(@) cosa — r = —r # 0,

pues v'(a) = A(cosa,sena) para algin A € R. Esto indica que II bien
parametriza a abiertos de I'P. Usaremos este recubrimiento para probar que
la funcién billar dual T preserva érea.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 6

Figura 1.1: Segunda parametrizacén

Observamos que dado el recubrimiento IT : Rx]0,0c[— I'E, la funcién
billar dual T : T — T'F tiene un levantamiento 7 : Rx]0, co[— Rx]0, 00|
de tal forma que si (3, R) = T (a,r) entonces 0 < 8 — a < 7.

1.3.3. Tercera parametrizacién de I'?, recubrimiento y
levantamiento | '

Sea h x I : Rx]0, co[— Rx]0, oo[ la homotecia (t,r) — (2xt,r). Entonces
Mo (hx I): Rx]0,00[— I'F toma la forma

(t,7) — v(2nt) + r(cos 27t, sen 27t)

y es también un recubrimiento de I'?, y bien parametriza a abiertos de I'E.

Asociado a este recubrimiento la funcién T : T — T'F tiene un lev-
antamiento T : Rx]0, co[— Rx]0,00[ de tal forma que si (¢,7) = T(¢,7)
entonces 0 <t —1t < 1/2.

Usaremos este levantamiento de T para probar que todo billar dual es un
twist map.



Capitulo 2

Resultados generales y dualidad

2.1. Preservacion de area

En esta seccién demostraremos un teorema de preservacién de area para
billares duales definidos por curvas suaves estrictamente convexas. El teorema
también es cierto para billares duales en general. Esto resulta del hecho de
que la preservacién de area es una propiedad local.

Veremos dos demostraciones del teorema de preservacién de édrea. La
primera demostracién es analitica y utiliza la funcién generatriz, la cual debe
ser de clase C?. Segilin veremos en la seccién 2.5, una condicién suficiente para
tener esta hipdtesis es que I' sea de clase C*. La segunda demostracién del
teorema de preservacién de drea es geométrica y sélo utiliza que I' sea es-
trictamente convexa continua. En esta tesis asumimos que la preservacién de
drea vale para cualquiera de los billares duales que consideremos.

Teorema 2.1.1. La funcidn billar dual T : T® — T'® preserva drea (medida
de Lebesgue).

La primera demostracién de este teorema es consecuencia de los lemas
que enunciamos y demostramos a continuacién.

Como suponemos que I' es una curva suave estrictamente convexa, la
funcién billar dual T' esté definida en todo I'E.

Consideremos la segunda parametrizacién de I'? descrita en la subseccién

1.3.2 y recordemos que (8, R) = T(a,r) es un levantamiento de 7' tal que
O0<fB—a<m.



CAPITULO 2. RESULTADOS GENERALES Y DUALIDAD 8

Definicién 2.1.2. Si 0 < 8 — a < 7 definimos S{a,3) como el drea de la
regién delimitada por las tangentes a I', determinadas por los dngulos o y
3. y por el arco de T desde ~(a) a v(3). La funcién S se llama funcién
generatriz del billar dual.

En los tres lemas que siguen, denotamos por P el punto de interseccién
de las tangentes a I' determinadas por los dngulos a y 3, y por » y R las
distancias desde P hasta v(a) y v(8) respectivamente.

Lema 2.1.3.
_;r'r-J P
5

8.5(a,B) = T Yy 838{ax; B) =

Demostracién.
Por definicién sabemos que

S(a §)  lim S@+€:8) = S(@,)

e—0 ) £

Sea [ la recta paralela a la tangente por y(a + €) que pasa por v(a).
La tangente por y(a), [ y P determinan una regién circular de 4rea r%¢/2
Sea d. la distancia entre I, y la tangente a v por y(a + ¢€).

Luego tenemos que

o

S(a+e,8) = Sen B) + -

< (r+ 1)d, + ke?

para algin k > 0 independiente de €.
2

Por lo tanto, S(a +¢,8) — S(a, 8) = =i

+ O(e?).

3
De hecho, d, = K“!(a +e) = v(a), l|7’l(z ii‘ |]>,

Yate)—v(@) v*t(a+e) N
€ "y (e +€))l

(o +€) — y(a)
&

de
y por lo tanto == l(

Cuando € tiende a 0 se tiene que

converge a v (a), y por
lo tanto d. /e converge a 0 con e.

En conclusién 8,5(a, 8) = —r%/2.

La demostracién es andloga para la segunda igualdad.
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O

Sea v(a) = (Z(a),§(a)) la parametrizacién de I' dada en la subseccidn
1.3.2. '
Las coordenadas cartesianas (z,y) € I'F en término de las coordenadas
(a,r) estan dadas por
z=%(a)+rcosa
y=g(a) +rsenc.

Lema 2.1.4.
0z,y) _ .
(e, ) ’
QO lo que es lo mismo, dz dy = rdadr.
Demostracién.
Calculando,
az,y) Oax Oy \| Z'(a) —rsena cosa \| _ -
da,r) des by By )| e i'(a) +rcosa sena /| rTL=F
pues (Z'(a),7'(@)) || (cos o, sena). O

Para probar que T preserva drea (medida de Lebesgue dzdy en el plano
cartesiano), basta probar que en coordenadas (a,r) la transformacién T
preserva la medida rdadr.

Si A es una regién abierta en el plano (a,r) y B = T(A) es el abierto
correspondiente en el plano (8, R) = T(a,r), debemos probar que

//;RdﬁdR——*//Ardadr.

Por cambio de coordenadas se tiene

[ maras= [[ e a)g((i f)) doudr.

Por lo tanto, el teorema 2.1.1 queda probado al demostrar el siguiente
lema.

Lema 2.1.5. ‘
OB, R) _r
(a,7) R’
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Demostracidn.

i ] . .
Puesto que 8,S5(a,3) = —r*/2, si derivamos con respecto a « y a r
respectivamente se obtiene;

0a0aS + 0ax + 030,55 : 0,.3=10

aaaas * ara + 3;33@5' L 0,3 = -—T

Considerando que « no depende de r, se obtiene:

0a0aS + 05025 - 028 =0 (2.1)

6380,8 . (9,.,3 = -7 (‘).‘))

Anélogamente, puesto que 935 (e, 8) = R?/2

0,085 + 03035 - a8 = ROLR (2.3)
0303S -0, = RO.R (2.4)
: : 02025
Por (2.2) se tiene que 930,S # 0. De (2.1) se obtiene 8,8 = %557
BYe
-
de (2.2) se tiene que 0,0 = ————
22) 050,S
Reemplazando en (2.3) y (2.4) respectivamente se obtiene,
_ ok 00,5 - 95055
O R = 2 (BaﬁgS 82055 )
’ 1 05035
e 2 { T~ U5l
B B= R ( 0a03S )
Por lo tanto,
a(ﬁaR) _ 1El_r
B(CY,T) - |an:ﬁarR arnﬁaaR' - ‘Rl - R
a

Esto termina la primera demostracién del teorema 2.1.1.
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2.2. Una demostracion geométrica del Teore-
ma 2.1.1

Sea § : [0,z] — I'F una curva suave tal que det(8'(t), sy — 6(¢)) > 0
vt € [0,¢]. Sea d : [0,e] — I'F definida por &(¢) = §(¢) + s(t)(Tsy — 0(2)),
donde s : [0,2] —]1, oc| es continua.

Sea £ el segmento de recta que une §(g) con 5(0).~Dado t € [0,e] deno-
taremos por ¢; el segmento de recta que une §(¢) con 4(¢), y denotamos por
A(t) el drea de la regién encerrada por los segmentos £ y £, y por los trozos

de curvas en ¢ y § que unen los extremos de estos dos segmentos, como se
muestra en la Figura 2.1,

Dados t < t' en [0,¢], sean A(t,#') y A(t,t') los tridngulos formados por
segmentos de £; y £y y por arcos de § y § respectivamente. Es geométricamente
claro que A(t) = A(0) para todo t € [0,¢] si y sélo si Area(A(t,t)) = Area
(A(t,t")) para todo t < t'. De la definicién de T resulta que o(t) = T(4(t))
para todo t € [0,¢] si y sélo si s(t) = 2.

Figura 2.1

Lema 2.2.1. A(t) = A(0) para todo t € [0,&] si y sdlo si 8(t) = T(6(t)) para
todo t € [0,¢].

Demostracién.
Supongamos A(t) = A(0) para todo t € [0,€] y probemos que s(t) = 2.
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Supongamos que s(t) # 2 para algin t € {0, ], digamos que s(¢) > 2.

Entonces, el segmento I'sy),0(t) tiene longitud mayor que el ssgmento
8(1), Tseey. v lo mismo ocurre para todo t' cercano a ¢. El tridngulo A(7.¢)

se refleja, con respecto al vértice comun, propiamente en el tridngulo _xfl' t')
cubriendo un érea menor. Esto contradice la hipétesis.

Probemos ahora el reciproco. Supongamos s(t) = 2 (es decir, J(t) =
T(5(t)) para todo t € [0,¢€]) y probemos que A(t) = A(0) para todo t € [0,2].

Supongamos que A(to) # A(0) para algin to. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que A(tg) > A(0). Por continuidad, para toda curva o(t) =
3(t) + 3(t)(Tsey — 0(t)), con 3(0) = 2,3(t) < 2 y |2 — 5(t)| suficientemente
pequefio para todo t €]0, %], se tendrd que A(tg) > A(0), donde A(t) es el
drea de la regién encerrada por ¢,4;,0 y 5. Observamos que A(O) A(0).
Pero §(t) < 2 implica que A(t) es decreciente. De hecho, para cada ¢ fijo,
y todo t' > t suficientemente cercano, el 4rea del correspondiente tridngulo
A(t,t') es menor que el drea del trlangulo A(t,t"). Entonces At) > A(t).
Como esto ocurre para todos ¢ < t' cercanos, se tiene que A es decreciente.

Esto implica que A(tg) < A(0), lo que es una contradiccién.

U

Demostremos ahora el Teorema 2.1.1
Sea &; : [0,€] — ' una curva suave tal que

det(81(2), Dsyey — 61(t)) > 0 para todo t € [0,¢].

Sea 5 : [0,6] —]0,1/2[ continua, y sea d, : [0,6] — ¥ definida por
82(t) = 61(t) + 3(1)(Tsyey — 61(2))-

Sea R la regién encerrada por las curvas 1,02 y los segmentos que unen
sus extremos. Por el lema anterior es claro que Area(R) = Area (T(R)).

Como la invariancia de drea es una propiedad local, esto basta para probar
el teorema.
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2.3. Invariancia por transformacién afin

En este seccién probaremos el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1. Sea (T',T) un billar dual. Sea A : R* — R? una transfor-
macién afin invertible. Sea T' = A(T) y (I.T) el billar dual asociado a I'.
Entonces AT = TA. Es decir, A conjuga ¢ T con T.

Demostracién.

Si A es una translacién, entonces el teorema es inmediato. Supongamos
entonces que A es un isomorfismo lineal del plano. Sea v : R — I' una
parametrizacién de I' como en 1.3.1. Entonces ¥ = A o y parametriza a Ty
en este caso ¥'(t) = Av/(t).

Si P =~(t) — sy (t) € TP para algin t € R y s > 0, entonces
A(T(P)) = A(v(t) + s7'(1)) = () + s¥(t),
)7

T(A(P)) = T(3(t) — s7(t)) = 4(t) + s¥(t).

2.4. Dualidad

A continuacién explicaremos el nombre de Billar Dual. La teoria de bil-
lares estd relacionada con rebotes de una particula en el interior de una curva
cerrada estrictamente convexa, por lo que bien podemos hablar de Billares
internos. Hemos visto que el dominio de un billar dual estd4 contenido en

el exterior de una curva cerrada estrictamente convexa, por lo que también
podemos hablar de Billares externos.

Recordemos que en el plano, un billar interno describe la evolucién de una
particula en el interior de una curva suave cerrada y convexa, que se mueve
en forma rectilinea y rebota en los bordes segiin la ley de rebote usual: el
dngulo con de incidencia es igual al 4ngulo de salida. Como hemos visto, el
billar externo describe la evolucién de un punto en el exterior de una curva
suave cerrada y convexa, que se refleja sobre su recta tangente principal con
respecto al punto de tangencia.

Anélogamente en la esfera S? se puede definir billares internos y externos
de acuerdo a las mismas reglas de rebote en un billar interno, y de reflexién
en un billar externo.
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Segin veremos, en la esfera S? existe una dualidad entre estas reg!:
que definen bill 1

ares internos ¥ biliares externos, sin embargo, en genzral, l:

dindmicas de= res o estan relacionadas.

Considersmos la esfera unitaria S°. En la esfera diremos que una curva T’
suave, simple v cerrada es estrictamente convexa si todo circulo maximo
tangente a I, digamos en un punto P, deja a I'\ { P} estrictamente contenida
enn uno de los dos hemisferios abiertos determinados por el circulo méximo
tangente.

Si I' es estrictamente convexa, definiremos el interior de T como la
2 . 2 F
componente conexa de S\ I" que no contiene los circulos médximos tangentes
a I'. La otra componente conexa es el exterior de I'.

Sea C el conjunto de circulos mdximos orientados en la esfera S>.

Observamos que si L € C y [(s) es una parametrizacién por longitud de
arco de L, entonces I(s) x I'(s) € S? no depende de s. De hecho, si v = {(0)
y vt = I'(0) = l(x/2) entonces I(s) = cos(s)v + sen(s)vt, y por un cdlculo
simple [(s) x I'(s) = v x v* para todo s. Esto permite definir una funcién
D:C — 5% por

D(L) = I(s) x l'(s).
A seguir, probaremos que D es una biyeccidn.

Lema 2.4.1. La funcién D : C — S? es biyectiva.

Demostracion.

La funcién D es epiyectiva pues dado w € S? tomamos un vector v € S?
con v L wy consideramos v* = wxwv. Entonces la curva L € C parametrizada
por [(s) = cos(s)v + sen(s)v* es tal que D(L) = w.

La funcién D es inyectiva, pues para todo w € S? existe un tinico circulo

méximo orientado L € C contenido en el plano perpendicular a w tal que
D(L) = w.

a

Recordemos que en S? tenemos la métrica estdndar dg2 dada por
ds2(v,w) = longitud de la geodésica entre v y w = L(v,w) € [0, 7).
Por el lema anterior, definimos una métrica de en C por,

Definicién 2.4.2. d¢(L4, La) = ds2(D(Ly), D(Ls)), para todos Ly,L, € C.
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(W]}

Por esta definicidn, resulta entonces que D es una isometria.

Dados Ly. Lo € C, sea v € L1 N La. ¥ sean ;. l» parametrizaciones por
longitud de arco de Li, Lo respectivamente, tales que [;(0) = (0} = v.
Definimos vt = I4(0) y v4 = 15(0). Observamos que el éngulo £(2],v}), medido
en radianes, cumple 0 < L(v}, L) < 7.

Lema 2.4.3. ds2(D(L1), D(L2)) = ds2(vt, vh).

Sabemos que D(L;) = v x v} y D(Lg) = v X vi. Debemos probar que
L(vt,vh) = £L(v x v§,v x vh). Puesto que v x v} y v x v§ estén contenidos en
el plano generado por v¢ y v5, y ademés (v x vi) L vi, (vxv5) L v} setiene
lo afirmado. Esto prueba el lema. O

Nos interesa ahora determinar la imagen por D del conjunto de circulos
méximos orientados que contienen a un punto dado v € S*. Dadov € S% y

w € T,S? sea L,,, €l circulo maximo que pasa por v en la direccién y sentido
de w, y sea C, = {L, € C |w € T,5%}.

Lema 2.4.4. Para cada v € S? se tiene que D(C,) es un circulo mdzimo.

Demostracién.

Sea v € S? y vt € T,,8? un vector unitario fijo cualquiera. Entonces § —
L ditinenduncs)y® € [0, 27|, describe (parametriza) los circulos miximos en
C,. Calculando se obtiene que D(Ly cosgvt +sen 6(vxut)) = COS f(vxvt)—sen ' €
D(C,). Puesto que los vectores v x v* y o' son ortonormales, se tiene que
6 + cos 8(v x v*) — sen Ov* parametriza al circulo méximo D(C,).

a

Dada una curva suave (s) en S% con |y/(s)] = 1, a la recta L.¢5) (s la
denotamos por L.(s).

Definicién 2.4.5. Sea ' una curva suave en S* parametrizada por longitud
de arco por 7. Se define T*, la curva dual de I, como la curva en S?
parametrizada por v*(s) = D(Lys)) = v(s) x 7/(s).

Lema 2.4.6. Si T es una curva suave en S* parametrizada por longitud de

arco por vy, entonces D(Cys)) = |Ly+ys)| para todo s, donde |L, .| designa al
cfeulo mdzimo L, ,, sin orientacion.

Demostracién.

Dado s, sabemos que ¥(s) es un punto en la curva I' y 7'(s) € Ty S% Por
el lema 2.4.4, 6 : 6 — cos(8)(y(s) x+'(s))—sen(0)7'(s) es una parametrizacién
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cel cfrculo méximo D(C. ). Entonces, un vector tangente al cfrculo méximo
D{Cys)) en 77 (5) es

§'(0) = [—sen(0)(v(s) x ¥'(s)) — cos(8)7'(s)]l9=0 = =7 (5).

Probemos ahora que (v*)'(s) v +/(s) son vectores que tiene la misma
direccién (sin considerar el sentido).

Como *(s) = ¥(s) x 7'(s), tenemos que el vector tangente a I'* en ~*(s)
es el vector (v*)'(s) = ¥'(s) x ¥ (s) + v(s) x v"(s) = v(s) x ¥"(s). Como
v'(s) L v(s) y ¥'(s) L 7"(s), tenemos que (v*)'(5) = v(s) x ¥"(s) tiene la
direccién de «/(s). Concluimos entonces que D(C.y)) = | Lo (s)l-

O

Lema 2.4.7. SiT es una curva suave (C*), cerrada, simple, estrictamente
conveza en S?, entonces la curva dual T* es suave, cerrada, simple, estricta-
mente conveza en S2.

Demostracién. ; ;
Sélo probaremos que I'* es estrictamente convexa. Sea «y parametrizacién

por longitud de arco de T y sea 4* = v x 4' parametrizacién dual de I'*. Si

I no es estrictamente convexa, entonces existe sp tal que el circulo méximo

tangente a I'* en ~*(sg) corta a I'* en otro punto v*(s1) # 7*(so). Por un
lado, puesto que *(s;) € I'*, sabemos que

7" (51) = 7(81) x 7'(s1) = D(Ley(sy))-

Por otro lado, como ¥*(s1) € Lys(sp) = D(Cy(sp)) existe L € Cyyp) tal que
D(L) = v*(s1). Necesariamente, L # L., pues I' es estrictamente convexa,
v(51) # v(so0) ¥y ¥(s0) € L. Esto contradice la inyectividad de D pues ya
vimos que D(L) = D(L.(s,)). Esto prueba el lema.

O

A continuacién explicaremos la dualidad que existe entre billares internos
y externos considerando el billar interno en I' y el billar externo en I'*. La ley

de rebote en el interior de I' es dual a la ley de reflexién sobre una tangente
al exterior de I™.

Sea I una curva suave en S?, cerrada, simple y estrictamente convexa. Sea

I'* su curva dual. Sean v y 4* sus parametrizaciones estdndar por longitud
de arco.
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Sea P un punto en el exterior de I y supongamos que P € L.s).
Entonces, la ley de reflexién para billares externos dice que T(P) € Lo (s)
es tal que dsa(P,v*(5)) = dsa(7*(s0), T(P).

Ahora bien, puesto que P,v*(s0) y T(P) estan en Los(ss) = D(Cyes)),
entonces P = D(L,) y T(P) = D(L,) para ciertas L., L, € C

v(s0)

Sabemos que v*(sg) = D(Ly(s)). Por la definicién 2.4.2 tenemos que

de(Le, Liy(so)) = ds2(P,77(s0)) = ds2 (v (50), T(P))) = de(Lryiso)s Ls))-

Si una bola al interior de I' se desplaza segtin la orientacién del circu-
lo méximo orientado L. y llega a v(s¢) € T formando un cierto angulo
con 7'(sp), entonces la ley de rebote nos indica que la bola saldrd por un
circulo méximo orientado que forma el mismo dngulo con +/(sg). Puesto que
de(Le, Lsg)) = de(Liso), Lis)), ¥ por el lema 2.4.3, si la bola llega por L
debe salir por L. Esto explica la dualidad entre billares internos y billares
externos en la esfera S2.

2.5. Derivabilidad

En esta seccién veremos la derivabilidad de la funcién billar dual y de la
funcién generatriz.

Para ver la derivabilidad de la funcién billar dual usaremos la parametrizacién
de T'F de la seccién 1.3.1. Sea 4 : R — T" una parametrizacién por longitud
de arco.

Lema 2.5.1. Si 7 es de clase O, entonces la funcidn billar dual T es de
clase C*1,

Demostracién.

Si 4 es de clase C* entonces las parametrizaciones de la seccién 1.3.1
oy RxRy = TECR?yp_:RxR; — TP C R? son funciones de clase
C*-1. La funcién billar dual T : ' — I'¥ en coordenadas toma la forma

T(ta s) = (p=t o T oy )(t,8) = ().

Puesto que T es C* resulta que T = ¢_ o T o @' es de clase C*1.
]

Ahora veamos la derivabilidad de la funcién generatriz S{e, j3).
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Si % : R — T es una parametrizacién por longitud de arco de clase C* de
T entonces el dngulo o = arg(5(t)) = S(In(7(¢))) depende en clase {77 el
pardmetro t. Si I' es convexa con curvatura positiva entonces ¢ — ¢ s un
difeomorfismo con inversa t = t(a) de clase C*~1. Por lo tanto, si I es convexa
con curvatura positiva de clase C*, entonces la parametrizacién 2= periddica
~:R — T de la seccién 1.3.2 es de clase C*~1, De hecho, v(a) = 5{t(a)).

La funcién generatriz es esencialmente el drea entre la curva y su recta
tangente.

Lema 2.5.2. Si 8= f(a), 0 < a, es funcién conveza (f" > 0) de clase C",
entonces la funcidn drea entre el grdfico de f y su tangente, depende en clase
Cr=t de &

Demostracidn.
La funcién 4rea estd dada por

Ale) = (f (0) — (f'(e)(6 — a) + f())db
_ /, £(6)do — f a)/ 9d9+f (f(@)a— F(a))ds

0

- f f(9)d9+~—f( a) - af(a)

que es una funcién C"~* en o

De ambos lemas concluimos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.3. Si T es una curva conveza de curvatura positiva de clase
Ck, entonces la funcidn generairiz S(c, §) es una funcidn de clase G,



Capituio 3

Ejemplos de Billares duales

3.1. Billar dual circular y elipsoidal

Sea’ = §' = {(z,y) € R? | 22 + y* = 1} el circulo unidad y sea (T, T) el
billar dual asociado. :

Sea O = (0,0) el origen. Por geometria de tridngulos tenemos que para
cada P € T'F los tridngulos OPTp y OT(P)T'p son congruentes, y por lo

tanto || T(P)|| = || P|l. (Ver figura 3.1) Esto prueba que las 6rbitas del billar
dual circular se mueven sobre circulos concéntricos al origen, y por lo tanto
el billar dual circular es integrable con integral primera ¢(z,y) = 2% + y*.

Asi mismo, por congruencia de tridngulos se prueba que T'o Ry = Rgo T
para toda rotacién Rs. Se deduce entonces que la accién de T sobre cada
cfrculo Sp = {(z,y) € R? | 22 +4* = R?}, R > 1, es una rotacién. De hecho,

Lema 3.1.1. Sea (I',T) el billar dual circular. Entonces T : Sg — Sk es la
rotacién en dngulo 8(R) = 2arccos(1/R).

Demostracién.
La demostracién es clara por la Figura 3.1:

19
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A

Figura 3.1: Billar dual circular.

O

Observamos que la funcién R +— 6(R), R > 1, es continua, estrictamente

creciente y bi-unfvoca sobre ]0,7[. Si p(R) denota el nimero de rotacién de
T/ sy entonces la funcién

2arccos(1/R)
2T

R+ p(R) = : B,

es continua, estrictamente creciente y bi-unfvoca sobre ]0, 1/2[. De la seccién
1.2 se tiene que existe un conjunto denso de circulos Sg tales que T |sp con-
tiene sélo érbitas periédicas. Se deduce que el conjunto de drbitas periddicas
de T es denso en el dominio. Sobre los restantes circulos (también un conjunto
denso) T |s, es minimal, es decir, todas sus 6rbitas son densas en Sg.

Si ' es una elipse en el plano, sabemos que existe upa_transformacién
afin A : R? — R2 invertible, tal que A(S?) = I'. Sea (T, T) el billar dual
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definido por I'. Por la invariancia vista en 2.3 sabemos que A conjuga las
dindmicas de T y T, a saber T o A = 4 o 7. Esto implica que el hillar dual
elipsoidal (I', T') es integrable con integral primera ¢ = >0 A7 As{ mizmo.

tiene un conjunto denso de orbitas periddicas v un conjunto denso de elipses
minimales.

Se conjetura que éstos son los dnicos billares duales integrables.

3.2. Un Billar dual Poligonal: El Cuadrado

A continuacién estudiaremos el billar dual cuya curva I' es un cuadrado.
Dado que esta curva es convexa pero no estrictamente convexa, existen puntos
en I'? que no tienen una recta tangente principal asociada, por lo que la
funcién billar dual T no estd definida para todo punto en I'?. Debemos
entonces encontrar el dominio de la funcién T.

Si ubicamos los vértices de I' en los puntos v = (1,1),v1 = (—=1,1),v =
(—=1,—1) y vs = (1,—1) del plano cartesiano, podemos notar que los puntos
que no tienen recta tangente principal son aquellos que pertenecen a los
rayos o = [1,00[x{1},41 = {~1} x [1,00[, €2 =] — 00, —1] x {=1} y €3 =
{1} x [-1, —o0].

El dominio de la funcién T es D = I'F \ {{y U £, U €5 U €3}, conjunto con
cuatro componentes arco-conexas. Es decir, D = Dy U D; U D, U D3, donde

Do = {(z,y) € D/z > 1,y <1}, D1 ={(z,y) € D/ > -1,y > 1},
Dy ={(z,y) € D/x < -1,y > —1}, Dy={(z,y) € D/z < 1,y < -1},

La funcién billar dual T restringida a la componente D;, que denotaremos
por Tj;, es una reflexién con respecto al vértice v;. Si (z,y) € D;, para algin
i=0,1,2,3, entonces T'(z,y) = Ti(z,y) = —((z,y) —v:) +vi = —(z,y) +2v;.
Vemos entonces que T es una rotacidén en el dngulo 7 (reflexién con respecto
al origen), compuesta con una traslacién, es decir, una isometria.

Para estudiar el billar cuadrado, consideremos las traslaciones
t, : R? — R? en el vector w, es decir, t,, : p — p+ w; y las rotaciones Rg en
dngulo f3.
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(3]

Lema 3.2.1. Sean v; = t,, 0 R;, coni = 1,2, y ¢ = t,, transformaciones
del piano. Entonces,

J. ot = twi—‘u"z.-
2. 'lr‘i"l oY = tu-;-—u’ o Ry.

Demostracion.
Sea p € R?. Entonces,

1. (¢r0%2)(p)

Pi(—p+w2) = —(-ptw)+w
p “E (wl = wQ) = tw1—w2(p)'

2. (1109)(p)

hiptu) = —(prw)t
= Dt i-w) = (tmw o RE) .

Concluimos con este lema, que T* es una traslacién si k es par, y una

traslacién compuesta con R, si k es impar. Las traslaciones dependen del
punto donde se evalia T*. |

En el siguiente lema demostraremos que la funcién billar dual cuadrado
commuta con la rotacién en /2.

Lema 3.2.2. To Rz = Rz oT, donde Rz es

la rotacidn en 5 respecto al
ortgen.

Demostracién.
Sea (x,y) € D; para algin ¢ =0, 1,2,3.

Ii

(R% OT)(:C? Y) R% e T,'(.'L‘,y) = R% e (th;‘ 9 R,,)(:r:,y)

(y,—z) + Rz 2ui) = (¥,—2) + 2Vis10mods)-

(T°R§)($,y) = ﬂ+1(mod4)(‘y:3) = (y,—2) + 2Vi4+1(moda)-
O
Puesto que necesitamos estudiar las érbitas del sistema dindmico (F.T),

consideremos D el conjunto de puntos en D en los que la funcién T' se puede
iterar infinitas veces. Es decir,

D={(z,y) €eD/T’(z,y) €D Vje€ N} = ﬂ T-™(D),

n20
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donde para cada n € N se tiene
T-(D) = {(z,y) € D/TH(z,y) €D Yi=1,2,.. Bk

Observamos que D 2 TH(D) 2T3(D) 2 ..

En lo que sigue caracterizamos el conjunto D y describimos la dindmica

en D.

Sea Cog = {(z,9)/Iz] < 1,|y| < 1} (cuadrado centrado en el origen),
v para i,j € Z sea Ci; = Coo + i(2,0) + 7(0,2) que llamaremos cuadra-
do i,j, o simplemente cuadrado. Observemos que por definicidn se tiene que:

Ci’ng0®i21,jSO, C,'JQIDlﬁ':?’lZO,jzl
Ci; CPrei<—-1,720, C;;CD3ei<0,j=-1
Sea

Cr = U C; 4, con kZl, y sea C-—-UCk.

lil+131=k

0 |

3

//}////C SRR
, C_1,21i Co,-11 C11 12

Figura 3.2: Billar dual cuadrado.
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En la Figura 3.2, se representan los cuadrados C;; € Ci, con k = 1,2.3
v 1o que se muestra achurado es el conjunto Cs.

Teorema 3.2.3.

1. §i Cy; C Cy, entonces T(C;;) = Cyy C Cy para ciertos i',j' tales
que |'| + |j'| = k. La aplicacion T actida como unae permutacién de ios
cuadrados de Ci. T (Cy) = Ck.

2. 8iCi; € Cr yCyj =T(Ci;), entonces Cr j es el cuadrado ubicado
a 2k — 1 cuadrados de C;; girando ciclicamente en sentido positivo en
los cuadrados de Cy (ver Figura 3.2). Es decir, en el orden ciclico, T
es la rotacién de paso 2k — 1 en los 4k cuadrados de C|.

3. Cada cuadrado en C) tiene orden 4k y T* : C;; — C;; es la identidad
para todo 1,7 tal que |i| + |j| = k. Cada punto en Cy es periédico con
nimero de rotacidn (2k — 1)/4k.

1. D=0C.
Demostracion.

1. Por el lema 3.2.2 basta probar que lo anterior se cumple para C;; C
Do N Ck. Es decir, i+ |j|=k,12>2 1,7 <0.

Sea Ci; € DoNChr, |i| +|j| = k. Probemos que T(C; ;) C Ci-i1-5, con
L—d+l-jl=i-14+1-j=i-j=i|+]|j]=k.

Sea (z,y) € C; ;. Entonces, (z,y) = (2o, %) +1(2,0) +3(0, 2) para algin
(%0, y0) € Cop. Luego,

T(z,y) = (2-z,2~7y)
(2 —z0 — 24,2 — 1o — 29) '
(—Z0,—%0) + (1 —9)(2,0) + (1 — 7)(0,2) € Cyi1-j.

If

Il

Ahora, como T es una isometria (reflexién con respecto a un punto),
necesariamente 7' lleva al cuadrado C;; sobre el cuadrado Ci_;;_;.
Es decir, T(C;;) = Ci-i1-; € Ck. Finalmente, como T es un difeo-
morfismo, si i # m o j # n, entonces T(C;;) # T(Cmn), para todo
1,3,m,n € Z. Luego, T es una permutacién de cuadrados de Cy. Tam-
bién se tiene T'(Cy) = Ch.
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2. Por la parte 1 ya sabemos que parak > 0,Cho C Doy T(Cro) = Ci_r1.
Observamos ahora que C'_y; estd ubicado a 2k—1 cuadrados de (' ¢ gi-
rando ciclicamente en sentido positivo en los cuadrados de (. Ahora bi-
en, los cuadrados C'y 5. Ck_1 1, ..-Clo. s0n consecutivos girando desde .4
a Co en sentido positivo. Veremos que sus respectivas imdgenes son
también consecutivas girando en sentido positivo. Como Cu_14....Cox
estan en D, sus imAagenes se encuentran reflejando con respecto al
vértice (—1,1) y son necesariamente consecutivas. Basta probar que la
imagen de Cy_;; es consecutiva a la imagen de Co. Esto es claro pues
T(Ckp) = Ci—k1 ¥ T(Ck-11) = C_po. Por el lema 3.2.2, esto basta
para demostrar la segunda parte del teorema.

3. Por la parte 2, sabemos que la dindmica de T sobre el conjunto de los
cuadrados en C, es conjugada a la dindmica de

o:{0,1,2,...,4k - 1} —= {0,1,2,...,4k — 1}
dada por o(i) = 7 + 2k — 1(mod 4k).

Puesto que 2k — 1 y 4k son primos relativos, todo elemento tiene orden
4k. Como 4k es par, por el lema 3.2.1, T*|C;; es una traslacién en
algtn vector v. Como T#(C; ;) = C;;, necesariamente v =0 y

T4 : C;; — Ci; es la identidad.

4. Sabemos que T(Ck) = Cj. Luego, Cx €D, Vk = 1,2,3,... y por lo
tanto ' C D. Probemos ahora que D ¢ C. De hecho probemos que
Cc C D°. Sea P € C“. Entonces P estd en el borde comin de dos
cuadrados distintos adyacentes C;; y Cimn.

Si C;; C Ck, necesariamente Cppn € Crs1, 0 bien, Crn € Ck—y. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que Cpmpn C Crta.

Se tiene que Cj; y Cmn tienen distinta dindmica (el primero tiene
periodo 4k y el segundo tiene periodo 4(k + 1)). Entonces existe d €
{0,1,...,4k} tal que, T4(C;;) C Dy, para algin t € {0,1,2,3} y o bien
T4 Crmn) € Dis1(mods) 6 T4 (Crmn) C Di—1(mods)- Consideremos el menor
de tales d. Entonces los cuadrados T4(C; ;) ¥ T%(Crm,n) son adyacentes
y T?(P) est4 contenido en el borde comiin de ambos cuadrados. Nece-
sariamente 7¢(P) est4 contenido en alguno de los rayos ¢;, t = 0,1,2,3
y por lo tanto P € D<.

O
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3.3. Billar dual Semicircular
Seal={(z.y) €S |y 20} U{(z,9) eR?* | -1 <2 <1, y=0}ysea
(T, T) el billar dual asociado. Vemos que el dominio de T es
D=TE\{(z,9) eR? |y =0,z < —1}.

Para (z,y) € D tenemos que

\

( (—z—2,-v) siz<-1,y>0
(2—=z,-y) siz<l,p<D
2z — 2y\/22 + 92 — 1
T(z) = { 7%+ y? =
2y + 2z /2?2 +y2 -1
- t
P y | en otro caso

Observamos que T es continua pero no derivable ya que si T = (T},T5)
entonces en el punto (1,—1) se tiene

D= 6;T2(1+, —1) # 0, T5(17,—-1) =0
donde

BITg(la,—l) — ¥m TQ(]. +O’&‘,‘—1) -—Tg(l,—l)

e—0+ £

; con o ==l,

De este billar dual hicimos un programa computacional en MATLAB que
simula la accién de la funcién 7. A continuacién mostraremos el cédigo del
programa y algunos gréficos con la érbita de algunos puntos. :

Para correr este programa, se debe guardar este archivo en una carpeta de
matlab con extensién .m, digamos, billar.m. Luego en la ventana de comandos
se debe ingresar la condicién inicial (a,b) que cumpla lo siguiente:

1<l|a] y b cualquiera
o lal=1 y bnonulo
o laj<l y (Bd>+v1—-a®> o b<0)
Finalmente, en la misma ventana de comandos, se debe escribir billar, y
enter.
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A(l)=a; B(1)=b;
while n<2000
if A(n)<=—1 & B(n)>0
Al{n+1)=-2-A(n); B(n+1)=-B(n);
n=n+1;
elseif A(n)<=1 & B(n)<0
A(n+1)=2-A(n);  B(n+1)==B(n);
n=n+1;
elseif A(n)<=1 & A(n)>-1 & B(n)>0
p=[A(n)*+B(n)? ~2°A(n) 1-B(n)’};
r = roots(p) ;
j=min(r);
k=sqrt(1-2);
A(n+1)=21-A(n);  B(n+1)=2"k-B(n);
n=n+1;
elseif A(n)>1 & B(n)>0
p = [A(n)?+B(n)? -2A(n) 1-B(n)] ;
r = roots(p) ;
j=min(r);
k=sqrt(1-i%);
A(n+1)=2-A(n);  B(n+1)=2"k-B(n);
n=n+1;
elseif A(n)>1 & B(n)<0
p = [A(n)?+B(n)? ~2*A(n) 1-B(n)?] ;
r = roots(p) ;
j=max(r);
k=sqrt(1-i?);
A(n+1)=2*j-A(n); B(n+1)=2*k-B(n);
n=n+1;
end
end
plot(A,B,' k")

Figura 3.3: Programa computacional.

En la Figura 3.4 se muestra la érbita del punto (1,0.5) bajo la funcién
billar dual sobre una curva semicircular. En la Figura 3.5 se muestra la érbita
del punto (8,0.5) bajo la funcién billar dual. Ac4 se observa que los puntos de

la érbita forman figuras elipticas en torno a la curva. Y en la tercera figura
se muestra seis érbitas simultdneamente.
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Figura 3.6: Varias érbitas.
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Capitulo 4

Twist maps y Billares duales

En esta seccién probaremos que un billar dual derivable es un twist map,
y aplicaremos resultados de la teorfa general de twist maps para obtener
resultados sobre billares duales. Comenzaremos por definir twist maps y luego
veremos que un billar dual es un twist map. A continuacién repasaremos
algunos resultados de twist maps y los traduciremos a billares duales.

4.1. Definicién de twist map

Comenzamos por definir twist map. Usamos el recubrimiento R — S,
1 — e?‘n‘iﬁ

Definicién 4.1.1. Sea C' = S'x| — 1,1[ un cilindro abierto.

Un difeomorfismo ¢ : C — C es un twist map si cumple las siguientes
propiedades:

1. ¢ se extiende a un homeomorfismo ¢ del cilindro cerrado S* x [—1,1].

2. ¢ preserva las componentes del borde y preserva orientacidn en cada
una de ellas. '

3. Sea @ : Rx] — 1,1[— Rx]| — 1,1[ un levantamiento de ¢. Entonces se
cumple que

0

b;@;(t,s) >0 para todo (t,s) € Rx]—1,1]

donde @ = (Py,D,).
Veamos ahora que todo twist map tiene asociado un twist intervalo.

29
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Sean ¢o_ = é]slx{_l} v 5+ = alslx{l} las restricciones de o a los bordes
de C. Sea @ : B x [—1,1] — R x [—1,1] un levantamiento de & v sean &_
&, restricciones de @ a los bordes. Entonces, ®_ y & son levantamientos
de o_ y 5+ respectivamente.

Sean p_ = p(d_) y py = p(-qgi) los nimeros de rotacién de o_ vy O,
obtenidos por los levantamientos ®_ y &, respectivamente. Sin perdidad

de generalidad podemos suponer que p_ € [0,1] (eligiendo @ de manera
conveniente).

El intervalo [p_, p4] se denomina twist intervalo de ¢.

4.2. Billar dual como twist map

Sea T : IT'F — I'F un billar dual derivable y definido en todo I'E.

Seayoh:R =T, (v(h(t)) = v(2nt) la parametrizacién de I" vista en la
subseccién 1.3.3. Entonces,

SIX]O, oo|— T'E,  (e¥™*,7) > y(2xt) + 7(cos 2xt, sen 2xt)

es un difeomorfismo que permite trasladar isomérficamente la funcién billar
T :TF — T'F a una funcién S*x]0, co[— S?x]0, oo que también denotamos
por T. Ambas funciones tienen a la funcién T : Rx]0, co[— Rx]0, 00 de la
subseccién 1.3.3 como levantamiento en comun.

Teorema 4.2.1. T : S?x]0, co[— S*x]0,00[ es un twist map derivable con
twist intervalo [0,1/2].

Demostracién.

El levantamiento T : Rx]0,00[— Rx]0, 00| se extiende continuamente
a la funcién T : R x [0,00] — R x [0,00] definida por T(¢,0) = (¢,0) y
T(t,00) = (t + 1/2,00) en los bordes.

Sea T : S* x [0,00] — S* x [0, 00] la proyeccién de T. Tenemos que T es
un homeomorfismo del cilindro cerrado S* x [0, o0].

Como en 1.3.3 denotamos (¢,7) = T(t,r). Debemos probar que 8,%(t,r) >
0 para todo (¢,7) € Rx]0,00[. Como en 1.3.2 denotamos (3, R) = 7 (a,T)
entonces 27i(t, ) = B(2wt,r) para todo (t,7) € Rx]0, oo[. Por otra parte, por
la demostracién del lema 2.1.5 sabemos que 9,3(a,r) # 0 para todo (o, ).
Puesto que T" es estrictamente convexa, por una constatacién geométrica
simple resulta que el dngulo imagen 3 crece con la distancia r, probando que
8,8(e,r) > 0 y por tanto 8,t(¢,r) = 8,.8(2nt,r) /27 > 0.



CAPITULO 4. TWIST MAPS Y BILLARES DUALES 31

Para obtener el twist intervalo de un billar dual consideramos el levan-
tamiento T que como vimos tiene extensién continua T a los bordes dada
por T_(t,0) = (t,0) y T4(t,00) = (t +1/2,00). De esta forma vemos que el
twist intervalo de todo billar dual es [0,1/2].

4.3. Resultados sobre twist maps

En esta seccién repasaremos algunos resultados de twist maps relaciona-
dos con existencia de érbitas periddicas y existencia de otros subconjun-

tos invariantes. Comenzaremos por dar algunas definiciones necesarias para
enunciar los resultados.

En todo lo que sigue usamos el recubrimiento R — S, ¢ — &>, Recor-
damos que C' = S'x} — 1,1[ y denotamos S = Rx] — 1, 1[.

4.3.1. Algunas definiciones relativas a twist maps

Definicién 4.3.1. Sea ¢ un twist map y & un levantamiento. Un punto
w € C es llamado un punto Birkhoff periédico de tipo (p,q) st para

cualguier levantamiento z € S de w existe una sucesién {(tn,Sn)}nen en S
tal que:

L. (toys0) =2
2. tayy >ts, BE N,
3. (tn+q, Sn+q) = (tn + 1, Sn), ne N,

4- (tn+p) Sn+p) = (I)(tn: Sn): ne N

La sucesion {(tn, Sn)}nen se proyecta sobre S* en un conjunto finito O,
con g puntos, y la accién de ® sobre esta sucesién se proyecta a una accién
sobre O/, que sigue el mismo orden que la rotacién racional R,/, sobre una
de sus érbitas. Esto indica que esta accién sobre O,/, se puede extender lin-
ealmente a un homeomorfismo del circulo que tiene nimero de rotacién p/q.

Asi, toda érbita Birkhoff periddica tiene naturalmente asociado un nimero
de rotacidn.

Definicién 4.3.2. Sea ¢ : C — C un twist map. Un segmento de drbita
(u 6rbita) {(Om;5m)y -+ 1 (Ony8n)} de ¢ con —o0 < m < n < oo se dice
ordenado o que preserva orden si 6; # 0; para i # j y (i,7) # (m,n) y
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si ¢ preserva el orden ciclico en la coordenada 8; es decir, si §; < 0; < 6
(con respecto a una orientacidn en S'), entonces 6,4, < 041 < Oky1 para
i, 7.k < n.

Sea E la clausura de un segmento de érbita, u érbita, que preserva orden.
Entonces, ¢ |g se proyecta a un homeomorfismo de la proyeccién de E a
S en si misma. Este homeomorfismo se puede extender linealmente a un
homeomorfismo de S!. El nimero de rotacién de este homeomorfismo se le

asocia naturalmente a la érbita ordenada: toda 6rbita ordenada tiene un
nimero de rotaciéon.

Definicién 4.3.3. Sea ¢ : C — C un twist map. Un conjunto cerrado in-
vartante E C C' es un conjunto ordenado si se proyecta uno a uno a un
subconjunto del circulo y ¢ preserva orden ciclico en la proyeccién de E. Un
conjunto A C C' es un conjunto Aubry-Mather si es minimal, ordenado,
invariante y se proyecta uno a uno en un conjunto de Cantor de S,

Toda orbita en un conjunto de Aubry-Mather es una drbita ordenada,
y por tanto se le asocia un ndmero de rotacién. Este nimero de rotacién
es invariante por la érbita elegida en el conjunto de Aubry-Mather (pues la
proyeccién a S es uno a uno y la dindmica preserva orden ciclico en todo el

conjunto), de modo que asociamos este nimero de rotacién al conjunto de
Aubry-Mather.

Alternativamente, la restriccién de la dindmica a la proyeccién del conjun-
to de Aubry-Mather a S* admite una extensién lineal a un homeomorfismo
del circulo. El niimero de rotacién de este homeomorfismo es el nimero de
rotacién del conjunto de Aubry-Mather.

4.3.2. Resultados sobre twist maps

En esta subseccién enunciamos resultados sobre existencia de 6érbitas
Birkhoff periédicas y conjuntos de Aubry-Mather para twist maps. En la
subseccién 4.5 probaremos algunos de estos resultados.

Teorema 4.3.4.

1. Sea ¢ : C — C un twist map que preserva drea. Si p, ¢ € N son
relativamente primos y p/q estd en el interior del twist intervalo de ¢,
entonces ¢ tiene una Jdrbita Birkhoff periddica de tipo (p,q).

2. Sea ¢ : C — C un twist map que preserva drea. Para cualguier nimero
irracional o del twist intervalo de ¢, o bien eziste un conjunto de Aubry-
Mather con nimero de rotacién «, o bien existe un circulo invariante
minimal con numero de rotacién o.
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El conjunto de Aubry-Mather de este teorema puede estar contenido o no
en un circulo invariante. Si el conjunto de Aubry-Mather estd contenido en
un circulo invariante entonces por el teorema de Denjoy, enunciado a seguir,
o bien el twist map, o bien el circulo invariante, no es de clase C°.

Teorema 4.3.5. (Teorema de Denjoy)

1. Todo difeomorfismo de clase C* del circulo con nimero de rotacidn ir-

racional es conjugado a una rotacidn irracional. En particular es min-
imal.

2. Dado un nimero irracional 8 existe un difeomofismo de clase C*~% del

circulo con numero de rotacidon [3 que tiene un intervalo errante, y por
lo tanto no es minimal.

Michael Herman [5] construyé un ejemplo de un twist map de clase
C3=¢, & > 0, que contiene un contiene un circulo invariante tal que la re-

striccién del twist map al circulo invariante es un difeomorfismo no minimal
de clase C*~¢, ;

No se sabe si todo twist map de clase C® soporta un conjunto de Aubry-
Mather contenido en un circulo invariante.

4.4. Los resultados de twist maps en los bil-
lares duales

Segin vimos en la seccién 4.2, todo billar dual es un twist map con in-

tervalo de rotacién [0, 1/2]. Para billares duales se tiene entonces el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.1. Sea T : T'E — I'E un billar dual, con T una curva cerrada
conveza derivable de clase C2.

1. Sip, g € N son relativamente primos y p/q €]0,1/2|, entonces T tiene
una drbita Birkhoﬁ' periddica de tipo (p,q).

2. Para cualguier nimero irracional o €]0,1/2[ o bien eziste un conjunto
de Aubry-Mather con nimero de rotacién o, o bien eziste un circulo
invariante minimal con nidmero de rotacion c.
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De los ejemplos considerados en la seccidn 3, el Gnico que nos sirve para
ilustrar este teorema es el billar dual circular (y los elipsoidales por con-
jugacién afin). Por otra parte, por los resultados de la subseccién 2.5, este

teorema se aplica a billares duales derivables. Veamos todo esto con més
detalle.

Para el billar dual circular definido por I' = §? los puntos Birkhoff periédi-

cos con numero de rotacién p/q €]0,1/2[ son todos los puntos en el circulo
de radio 1/ cos(pw/q) centrado en el origen.

En el billar dual circular no hay conjuntos de Aubry-Mather. Todo niimero
de rotacidn irracional en |0, 1/2[ tiene asociado un circulo invariante minimal.
Ademss, todo punto en I'? o es Birkhoff periédico, o pertenece a un circulo
invariante minimal. Es decir, los circulos invariantes minimales y los circulos
de puntos Birkhoff periédicos llenan todo I'Z; no hay maés dindmica que ésta.

Segln vimos en la seccién 2.5, si I' es una curva convexa de clase C¥,
entonces la funcién billar dual, y el twist map asociado, son de clase C*~1,
Ademés, por la demostracién geométrica (subseccién 2.2) del teorema de
preservacién de drea, sabemos que T preserva drea en condiciones muy gen-
erales. Por lo tanto, podemos aplicar el teorema 4.4.1 a billares duales definidos
por curvas I" de clase C?. Si T es de clase C* no se sabe si el billar dual aso-
ciado puede tener un conjunto de Aubry-Mather contenido en un circulo
invariante. Si T' es de clase C®, para que el billar dual asociado tenga un
conjunto de Aubry-Mather contenido en un circulo invariante, este cfculo no

puede ser de clase C?. No sabemos si el ejemplo de Michael Herman para
twist maps es realizable para billares duales.

4.5. Demostracién del Teorema 4.3.4

Existe una demostracién de la primera parte del teorema 4.3.4 sobre ex-
istencia de érbitas Birkhoff periédicas , que se puede encontrar en [8]. Hay
otra demostracién que utiliza métodos variacionales, lo que no ha sido con-

siderado en esta tesis y por lo que aqui no entregamos una demostracién.
Esta se puede encontrar en (3]

Para la parte 2 del teorema 4.3.4 hay una demostracién utilizando sélo
continuidad. Se asume probada la existencia de érbitas Birkhoff periédicas
y aproximando el ndmero irracional por nimeros racionales se prueba la
convergencia de las érbitas Birkhoff periédicas respectivas a un conjunto
de Aubry-Mather o a un circulo minimal. En lo que sigue haremos esta
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demostracién. Cabe destacar que para la segunda parte del teorema 4.3.4
también existe una demostracién por métodos variacionales, de la cual se
puede obtener mayor informacidn, sin embargo, nos hemos remitido sélo al
método de aproximacién por 6rbitas Birkhoff periédicas.

4,5.1. Algunos resultados previos

Para demostrar la parte 2 del teorema 4.3.4 probaremos algunos resulta-
dos previos. Primero, todo conjunto de Aubry-Mather es parte del gréifico de
una funcién Lipschtiz ¢ : S? —] — 1,1[. Luego, un resultado general sobre
homeomorfismos del circulo que preservan orientacién y tienen ndmero de
rotacién irracional.

Comenzamos por un lema téenico, del que obtendremos que todo conjunto
de Aubry-Mather es parte del grafico de una funcién Lipschitz.

Lema 4.5.1. Sea @ : Rx]—1,1[— Rx] —1,1[ el levantamiento de un twist
difeomorfismo ¢ : C — C. Si (ti, 8;) = (to,so) y (t,sh) = Di(th, sp) yt; >t
para i = —1,0,1, entonces eziste M € R tal que |sp — so| < )M[to —to|. La
constante M puede ser elegida uniformemente en un anillo cerrado en C.

Demostracién.
Supongamos primero que sy < sp. Sea (t,5) = ®(tg, so)-
Consideramos un anillo cerrado en C' que contenga a los puntos (%;, s:),

(th,s1), (tg,s0) ¥ (t,3). Tomamos ¢ > 0 de modo que 8;®;(t,s) > c en este
anillo cerrado.
Se tiene entonces

t—th > e(sp — sb).

Por otro lado, la diferenciabilidad de ¢ implica que para el mismo anillo
cerrado existe una constante positiva L tal que | 8;®1(t,s) |< L en el anillo
cerrado. Con esto,

t—t, < L(th — to).

Como t; <t} se tiene t — ) <t —t; y tomando M = Lc™! se obtiene
S0 — SB < ﬂ/f(t’o o tg)
Si so < sj sea (t,8) = ® (Lo, sh). Observamos que la condicién de twist

map 9,P,(¢,5) > 0 implica la condicién 8,(®1);(¢,s) < 0, por lo tanto,
t < t_;. Sin pérdida de generalidad supondremos que en el mismo anillo
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cerrado anterior se tiene 9,(®71)1(¢,s) < —¢ y | %(®")i(t,s) |< L.
Entonces,

t—t < —c(sh—s) y t —t<L(th—to).
De donde,

sp— S0 <€ Yty —T) < Mt — 1) < M(th — to).
0

Corolario 4.5.2. Consideremos un twist map ¢ : C — C que preserva drea
y un segmento de drbita de ¢ que preserva orden {(0m, Sm),-- -, (0n,5,)} con
—o0 £ m < n < co. Suponemos que este segmento de drbita estd contenido
en un anillo cerrado de C'. Entonces existe M € R tal que |s;—s;| < M|0;—6;|
Vi,j tal quem <i,j<n
Demostracién.

Tomamos un levantamiento coherente {(¢m,8m), - - - , (tn, 8n)} del segmen-
to de drbita y aplicamos el lema 4.5.1 a los triples

(im1, i), (8 84), (Bivn, 8i41) ¥ (Ei-1,85-1), (85, 850, (5415 850).
O

Lema 4.5.3. Sea ¢ : C — C un twist map. Sea A C C un conjunto or-
denado. Entonces eziste una funcién Lipschitz ¢ : ST —] — 1,1[ tal que A
estd contenido en el grdfico de la funcidn .

Demostracidn.

~ La proyeccién de A a S es bi-univoca, por lo que definiendo una funcién
linealmente en cada gap de esta proyeccién se obtiene una funcién continua
¢:S* =] —1,1[ de modo que A est4 contenido en su gréafico. Por el dltimo
corolario, esta funcién es Lipschitz.

a

Observamos que la clausura de un segmento de érbita ordenada y los
conjuntos de Aubry-Mather son conjuntos ordenados, por lo que este lema
se aplica a estos conjuntos.

Veamos ahora un lema sobre homeomorfismos del circulo.

Lema 4.5.4. Sea f un homeomorfismo del circulo, que preserva orientacidn,
con nimero de rotacidén irracional. Sea K un subconjunto no vacio de S?,
compacto, invariante por f y minimal. Entonces K = S* y f es dindmica-
mente equivalente a la rotacidn irracional o K es un Cantor.
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o

Demostracién.

Sea K C S! un subconjunto compacto no vacfo, invariante, minimal por
la dindmica de f. Como el borde 9K y el conjunto de puntos de acumulacion
son subconjuntos cerrados invariantes de K, por la minimalidad se tiene
OK =¢ 60K =K ytambién K =¢p 6 K = K.

Analizando entonces distintas posibilidades para el conjunto K tenemos,

1. SiOK = ¢y K' = K, entonces K = S§' y f es dindmicamente equiva-
lente a la rotacién irracional.

2.51 0K = ¢y K' = ¢, entonces K = ¢, lo cual no puede ser (por
hipétesis)

3. Si 0K = K y K' = ¢, entonces K es un conjunto finito de puntos, lo
cual no puede ser, pues el nimero de rotacién de f es irracional, lo que
implica que no hay érbitas periddicas.

4. 9K = K y K' = K, entonces K es un Cantor.

4.5.2. Demostracién parte 2 del teorema 4.3.4

Veremos ahora la demostracién de la segunda parte del teorema 4.3.4.

Sean p,/g. una sucesién de racionales que aproximan «, con p, y gn
primos relativos.

Para cada n, sea w, C C una 6rbita Birkhoff periédica de tipo (pn,qn) ¥
sea p, : S* —] — 1,1[ una funcién Lipschitz tal que su grafo contiene a wy,.

Por la continuidad del niimero de rotacién de las érbitas ordenadas con
respecto a la condicién inicial [4], podemos suponer que todas las érbitas w,
estdn contenidas en un mismo anillo cerrado en C, por lo que la constante
de Lipschitz de las funciones ¢, puede ser tomada independiente de n.

Puesto que {¢,} es una familia de funciones equicontinuas que van del
espacio separable S! en el espacio métrico | — 1,1[ y {¢.} es una sucesién
acotada, por el teorema de Arzeld-Ascoli, podemos suponer que {¢,} con-
verge a una funcién Lipschitz ¢ y la convergencia es uniforme en S*. El grafo
de ¢ no es necesariamente invariante por ¢. Sin embargo, veremos ahora que
el grafo de ¢ contiene un cerrado A que es ¢-invariante.
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Las érbitas w, son subconjuntos cerrados de C, luego compactos, por
lo que los subconjuntos {w,} de compactos tiene un punto de acumulacién
E < C con la métrica de Hausdorff en el conjunto de todos los compactos
de C'. Necesariamente E es un subconjuto del grafo de ¢. Y puesto que cada
w, es invariante por ¢, y esta propiedad pasa a sus puntos de acumulacién,

se tiene que E es ¢-invariante. Més aln, ¢ preserva el orden ciclico de E por
la misma razdn.

Para cada n sea ¢, : S' — S! el homeomorfismo que se obtiene extendien-
do linealmente a S* la dindmica de ¢ proyectada a las proyeccién de la érbita
Birkhoff periédica w,. Sea ¢, el homeomorfismo que extiende linealmente la
proyeccién a S? de la dindmica ¢|g. Entonces {¢,} converge uniformemente a
®a- Por la continuidad del nimero de rotacién en la topologia C°, el niimero

de rotacién de las ¢, converge al niimero de rotacién de E. Esto prueba que
el ndmero de rotacién de E es a.

Consideremos ahora un subconjunto cerrado A C E que sea ¢— invariante
minimal. Entonces su proyeccién a S! es cerrado minimal para ¢,. Por el
lema 4.5.4, la proyeccién de A es o bien el circulo S minimal con nimero de
rotacién «, o bien es un conjunto de Cantor invariante. En este iltimo caso,
A es un conjunto Aubry-Mather con ntmero de rotacién a.

Esto prueba la parte 2 del teorema 4.3.4.



Capitulo 5

Billar dual y oscilador con
impacto

A continuacién explicaremos la relacién entre un oscilador con impacto y
un billar dual extraida de uno de los trabajos de Ph. Boyland [1]
Describiremos primero el movimiento del oscilador.

5.1. Oscilador con impacto

Sea M una masa grande que oscila 27-periédicamente en el tiempo ¢ > 0.
Si p(t) designa la posicién de M respecto a una muralla fija, supondremos
que p(t) se mueve de acuerdo a la ecuacién p(t) +p”(t) = p(t) > 0, para todo
t > 0, donde p es 2w-periédica. Suponemos p(t) > 0 para todo ¢ > 0.

Una particula S, de masa despreciable respecto a la de M, se mueve a la
derecha de M segin la ley del oscilador arménico. Es decir, si z(t) designa
la posicién de S, entonces p(t) < z(t) y z(t) + z"(t) = 0 para todo t. Esto
ocurre mientras no haya impacto entre M y S. Cuando hay un impacto, es
decir cuando para algin to se tiene z(tp) = p(to), entonces suponemos un
choque perfectamente eldstico donde la velocidad relativa antes del impacto
cambia de signo después del impacto. Es decir,

'—("L"antcs(to) - p’(to)) = a::fc.spu.cs(to) - p’(to)

Observamos que en un instante de colisién ¢y necesariamente debe ocurrir
! /
Iantes(to) <p (‘!:0).

39
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5.2. Modelo geométrico del oscilador con im-
pacto

Sea I' una curva estrictamente convexa en R? parametrizada por
v:a— p(@)R(a) + Ma)R (a) con o€ [0,27],

donde « es el dngulo del vector normal a I' en (a), p(a) es la distancia
del origen a la recta tangente a I" en v(a), R(e) = (cosa,sena) y Rt (a)
(—sen a, cos a). Puesto que 7/(a) L R(a) necesariamente se tiene que A(a)
p/(a). La funcién p se llama la funcién soporte de T'.

El radio de curvatura de I' estd dado por p(a) > 0 para todo ¢. Supon-
dremos que el origen es encerrado por I' y que (0) est4 en el gje real positivo.
Necesariamente, v(0) = (p(0),0) = p(0)R(0).

I

Imaginemos que rotamos negativamente la curva I' en torno al origen y
simultaneamente observamos su proyeccién, su sombra, sobre el eje horizon-
tal. Notamos entonces que p(a) es el punto més a la derecha en la sombra de
I" (el supremo de la sombra) y que () se proyecta exactamente sobre p(a).

Lema 5.2.1. p(a) + p"(a) = p(a).

Demostracién.
Por geometria diferencial sabemos que el radio de curvatura de I esté da-

d r
o o = Y@
P det(v(0), 7" (e))
Derivando y(a) = p(a)R(a) + p'(a) Rt (a) se tiene

(@) = p()R(@)+p@)R*(0) +p"())R*() - P()R()
= (pla) +7"(a) B (c)

Por lo tanto,
"}’:PR‘FP'RJ', ,yl o (p"f'p”)R'L y 'Y” = (pl _I_pm)R.L _ (P'f'p”)R
Calculando tenemos det(y',7") = (p + p")? > 0, de donde

pla) = p(a) + p"(a) paratodo « € [0,27].
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Tomemos ahora un punto S en el exterior de I, es decir, § € T'F y
supongamos que su proyeccién al eje horizontal, su sombra de S estd a la
derecha de la sombra de I'. Supongamos que S rota junto a I' de modo que su
sombra z(a) verifica p(a) < z(a) para cierto rango de valores de . Mientras

esto sucede, la proyeccién z(a) de S(a) verifica la ley del oscilador arménico,
es decir, z(a) + z"(a) = 0.

Para algin dngulo a; la sombra de S(«;) coincidird con el borde derecho
de la sombra de T, es decir, z(a1) = p(a1). Puesto que I y S rotan nega-
tivamente, necesariamente S(c) estd verticalmente debajo del punto ().
En ese momento, hacemos “saltar” al punto S(a;) hasta un nuevo punto
S(a;) que estéd verticalmente hacia arriba de y(ap) y a la misma distancia.
Es decir, hay un Sontes ¥ Un Sgespues €0 una misma vertical, de modo que
—(Santes — ¥(0)) = Sdespues — V(o). A partir de ahi, el punto S continua

rotando junto con I' manteniéndose a la derecha de p(a) hasta un nuevo
“salto”.

Lema 5.2.2. La sombra z(a) de S(c) en el dngulo de salto oy verifica

"(‘/‘Efantes(al) =5 p’(al)) = mldcspucs(al) - pl(al)'
Demostracién.
En el d4ngulo o = 0 tenemos que v(0) = (p(0),0)). Supongamos que la
particula S se encuentra en (zg,%s) con xg > p(0).

Al rotar negativamente la curva I' y simulténeamente el punto S, se ten-
dré que S sigue la trayectoria

Sa) = ( cos sena)(:co>
—seno Ccos %o
mientras su sombra z(a) = zq cos & + Yo sen a verifica z(a) > p(a).

Para un cierto primer éngulo o; necesariamente se tendrd z(a;) = p(ei),
con S(a;) debajo de y(c). A este punto S(a1) lo denotaremos S,(e;), donde
el subindice a es por “antes”. Notamos que S,(c;) = (Za(@1),Ya(c)) con
To(on) = p(e1) ¥ Ya(@1) = —Zosen oy + yo cos ay = x4 (@1).

Por la demostracién del lema 5.2.1, y(a) = p(a) R(e)+p () R*(ar), donde
R(a) = (cosa,sena) es el vector normal a y(a). Entonces, para a = ay, se
tiene que (1) = (p(ey),p'(a1)), pues R(a1) = (1,0).

Para o = o se produce el “salto” desde S,(c) a Sa(c1) que segin el
modelo geométrico estd dado por '

Sa(en) = v(eu) = (Sa(en) = v(@1)) = 2v(e) — Se(@1)-
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Calculando se obtiene que

Sa(a1) = (p(ea), 2P/ (1) = ya(0)) = (p(eu), 2P (1) — 2 (an)).
A partir del dngulo a;, el punto S seguird la trayectoria
S(a) = cos(a —a3) sen(a — ap) (o)
—sen(a — ;) cos{a — ;) 2p'(a1) — zh(ey) )7

De donde, la sombra de S(«) estd dada por

z(a) = p(aq) cos(a — ay) + (2p'(a1) — 2! (a;)) sen(a — ).

Derivando y evaluando en «;, se obtiene

Tg(0) = 2p'(0n) — z (o).

Esto demuestra el lema.
O

Observamos que por los lemas 5.2.1 y 5.2.2 se tiene que el punto a la

derecha de la sombra de I', p(), y la sombra del punto S, z(a), representan
la evolucién de un oscilador con impacto.

5.3. Conexién entre billar dual y oscilador
con impacto

~ En la seccién anterior vimos que la sombra de la curva I' (més bien el
punto més a la derecha de esta sombra), y la sombra del punto S, en el

modelo geométrico descrito, reflejan la evolucién de un oscilador arménico
con impacto.

Por otra parte, en un angulo de salto, el “salto” definido en el modelo
geométrico, corresponde exactamente a la imagen de un punto por la fun-
cién billar dual T definida en T'F. Es decir, Sgespues(:) = T(Santes(@:)). El
lema 5.2.2 muestra que es precisamente este “salto” el que simula el choque
perfectamente eldstico del oscilador con impacto.

De esta forma, un modelo geométrico como descrito arriba, establece la
relacién entre billares duales y osciladores con impacto.
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