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Naci en el norte de Alemania, en Salzgitter-Bad, un dia domingo, 13 de Ocrubre de
1974. Durante mi juventud vivi en un pequetio pueblo al sur de Alemania, 2 40 kmde
la frontera con Austria, cerca del castille Newschwanstein.

Conocd a mi esposo durante Ia festa de cumpleatios de 17 afios. El vivia en ol pueblo
al lado.

Cuando terminé el colegio querta mudarme lejos... y Hegamos a Chile. Aqui enteé
directamente a la Universidad de Chile a estudiar Licenciatura en Matematicas. Me
cas¢ a los 21 afios por conviceién v para aprovechar un viaje a Alemania.

Luego de la heencatura entré en el programa de Doctorado en el afio 1999, Cuando
esper¢ a mi hia el 2001, decidi salir del Doctorado v hacer el Magisier para abreviar
mus estudios.

El afio pasado nacié mi hijo. Pero ¢l era lo suficientemente tranquilo — al principio —
para permitirme terminar mi tésis.



ABSTRACT

THE LENSTRA-LENSTRA-
LOVASZ-REDUCTION OVER A
RATIONAL FUNCTION FIELD

Consider a rational function field F(x) over a field F, where F is of characteristic # 2.

We construct an analogue of the Lenstra-Lenstra-Lovasz reduction algorithm over
rational function fields and use a theorem by Gerstein to proof that this algorithm is

finite.



RESUMEN

LA REDUCCION DE LENSTRA-
LENSTRA-LPVASZ SOBRE UN
CUERPO DE FUNCIONES
RACIONALES

Consideramos un cuerpo de funciones racionales F(x) sobte un cuerpo F, donde F es

de caracteristica # 2.

Construimos el andlogo al algoritmo de reduccién de Lenstra—Len%tra—Lovasz sobre
cuerpos de funciones racionales y se usa un teorema de Gerstein para demostrar que

este algoritmo es finito.
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INTRODUCCION

Consideraremos un espacio cuadritico anisétropo n-dimensional (V,q) sobre un

cuetpo de funciones racionales F(x), con charF # 2.

El presente trabajo tiene como motivacion las similitudes entre los nimeros enteros Z
v los polinomios F[x], chatF # 2, respectivamente el cuetpo de los racionales Q y el

cuerpo de las funciones racionales F(x), aprovechando la propiedad que sobre F(x)

tenemos solamente valuaciones ﬂo-arquimediana&

El proposito de este proyecto es construir el andlogo a la reduccién definida sobre R
por A. K Lenstra, H. W. Lenstra v L. Lovasz, abreviado reduccién LLL, en su

publicacién [[9], Lenstra A. I, Lenstra H. W., Lovasz L.].

Consideramos un reficulado en un espacio cuadratico anisétropo sobre F(x) con

forma cuadritica q y forma bilineal asociada b.

Bl primer paso consiste en construir una ortogonalizacién de Gram-Schmidt en

(F(x))" v se estudian algunas propiedades de esta.

Luego se define una reduccion de la siguiente manera:



., b} con coeficientes

F(x) con ortogonalizacién de Gram-Schmidt {5/,
_ b(b,b))

‘= ge llama reducida st

l'li ® &
M b0

. V1<)<ign Ju<0

nV1<ign a+0dq(d,)=<0q(b + Wi b )

Se estudian algunas propiedades de la ortogonalizacién de Gram-Schmidt de una base
bajo ciertas transformaciones de la base como paso preliminar para el algoritmo de

construccién de la base reducida.
Luego se construye explicitamente el algoritmo de construccién de una base reducida.

Para demostrar que este algoritmo produce una base reducida en una cantidad finita
de pasos se necesita un teorema de Gerstein que entrega una relacién entre el minimo
y el determinante de un reticulado [[10] Milnor J. y Husemoller D., p. 182]. Se define el
minimo de un reticulado sobre F(x), que se denota como minyL, como el grado mas
pequefio de un clemento no-nulo representado por L. El determinante de un
reticulado es ¢l determinante de la matriz de Gram asociada. Este teorema de Gerstein

se demuestra en la parte preliminar del presente trabajo.



PRELIMINARES

Definiciones

En todo el presente trabajo considerarémos formas simétricas bilineales sobre un
cuerpo de funciones racionales F(x), donde F es un cuerpo de caracteristica # 2, por
ejemplo Iy o R. Sea deg funcion grado de Flx], entonces deg- se extiende de
forma tUnica a una funcidn O F(x) — Z W {-00} definiendo 0 (p/q) = deg (p) -

deg (q) para p,q€F[x]\ {0} y 0 (0) = -0 [[10] Milnor J. y Husemoller D., p. 181].

Sea (V,b) espacio bilineal simétrico de dimensién finita sobre un cuerpo F(x). Sin
restriccion podemos considerar V = (F(x))?, dondern es la dimension de V. Sea L un
teticulado sobre D(x), o sea existe una base {el, .. , en} de V tal que

L=F[x]ei+...+[x]en
(L,b |15 es un reticulado con forma bilineal b: L x L — F(x).

Definieign: Un vector x # 0 en un espacio bilineal (V,b) se llama anisétropo, si b(x,x) #0.

El espacio (V,b) se llama anisétropo si solamente contiene vectores anisOtropos.
Definzcidn: Sib(L x L) < F[x], se dice que (I,b) es entero.

Definicion: Se define el minimo de I. como minyL = Min{ d(b(x,x)) |xeL,x#0}
Claramente, i 1, s un reticulado enteto entonces min,LL existe y se tiene minsL = 0.
Lema: miniL. existe, st 1. es anisotropo.

Demostracién: Como 7. es discreto, es suficiente demostrar que {O(b(x,x)) | x € L, x20}

es acotado inferiormente. Sea ey, ... , e, una base de L y sea p € F[x] un denominador



comun para todos los b(e,e), 1,j € {1, ..., n}, o sea b(eye) = pi/p, donde p; € Flx].
Para cualquier v = 2. vie; € L, vi € F[x], tenemos que b(v,v) = 2 vi v; pj / p. Como el
caso b(v,v) = 0 estd excluido ( (0) = -w), ya que L es anisétropo, suponemos que

b(v,v) # 0. Por lo tanto (p b(v,v)) € F[x]\{0} y 8(p b(v,v))= 0. Luego 8(b(v,v)) = -0(p).

Como miny(L) existe y no depende de la eleccion de la base de L, este valor esta bien

definido.

Definicion: Se detine el determinante de I dety(L) = det (b(esey)).

Este determinante esta bien definido, ya que si elegimos otra base {e’, ..., €’} para L,
las matrices (b(ei,e)) v (b(e’,e’)) son congruentes mediante una matriz U € GLa(F[x]),
o sea (bleie)) = Ut (ble,e})) U. Por lo tanto det(b(eye)) = det(b(e’,e})) (detU)2 Pero
como U es invetuble y en F[x] solo las unidades son invertibles, entonces
detUel'\{0}. Por lo tanto det(b(e;ej)) esta bien definido si es considerado como
clemento de (F(x) \ {0})/(F \ {0}). Luego d(det(b(eie}))) = O(det(b(e’,e))+20(detU).
Como 6(detU) = 0, &(det,l) esta bien definido. Ademds como la forma es anisétropa,

tenemos que dety(L) # (1



Teorema de Gerstein
El Teorema y su demostracion:

Teorema (Gerstern): Consideremos un espacio cuadritico n-dimensional (V,b) sobre un

cuerpo de funciones racionales F(x) con funcién @ como antes descrito. Sea L un

reticulado entero en V.
81V es anisétropo, entonces se tiene
0 < minpL £ (1/n) d(det,L)

Demostracign: [[10], Milnor J. y Husemoller D, p. 182-184] Sea {ey, ..., e} base de L en
Vy seav = 2. pie; el vector donde se cumple 0 (b(v,v)) = minsL. Entonces ged (p1, ...,
pa) = 1 por tratarse del minimo. Por lo tanto podemos completar {v} a una base de L

sobre V. Sin restriccion v = e1 y O(b(er,e1))=minpL. Para simplificar la notacién sea pjj

= blei,e). piellx] debido a que se consideran reticulados enteros.
Ahora hacemos una inducciéon sobre la dimension n.

Para n=1 tenemos que minyL = 0 (bler,er)) < (1/1) (O det(b(er,er))) = d(detsL) y la

desigualdad se cumple trivialmente.

) ., 1
Paran > 1 sea ¢’ (2 £1=<n) la proyeccidn de e en e1™ , el complemento ortogonal de
e1 en V, o sea ¢& = e — (pi/pn) er. Entonces {e1, 2, .., €} es linealmente

independicnte. Sea M = F[x] 2@ ... ® F[x] ey L = F[x] &1 @ M.
Podemos construir g € F[x] (1, ] =2) tales que b(e’ye’)) = q; / pn1 de manera que

P 0
) L. 1 — . 140-2
deL) =det| o 1 | =det(@)/pn
P



Sea ¢ = pii b [ arn . Entonces M es respecto a ¢ un reticulado entero en el espacio
anisotropo F(x) M. Por lo tanto obtenemos para detM = det g, (i, j = 2), v luego

deteM = prtdenl” = pun?detl. Observe que detsl = detsl ya que la matriz que

relaciona {ei, ..., e} v {e1, €2, .., &n} es triangular superior con 1s en la diagonal. Por

la hipotesis de induccidn tenemos que
min.M < @ det:M / (n-1)
Como ¢ = Opi + @by & pnn2denl’ ) = (n-2) @ pu + ddewL. tenemos que
0 pu + minyM < ( &detl + (n - 2) opi1) / (n-1)
O sca, minyM < ( GdewL. - Opni ) / (n-1)
Afrznacidn: minpL = 8}311 < minpM.

Mediante esta afirmacion obtenemos que Opn € minyM < ( ddewL - Op11) / (n-1) vy

luego la desigualdad descada Spi < ddewL / n.

Para demostrar la afirmacion consideremos el vector w = 2 Aiei, Ai € F[x]. Cambiando

a la otra base obtenemos
W= (?"-l + (Pz]?‘-z T s T pnl}bn) / p]i ) €1 + KZ e}'l R 7\-11 e’n

Ahora suponemos que Ag, ..., A € F[x] fueron elegidos de manera que el vector (no
nulo) W' = Az e’z + ... + Aq ¢’n € M satsface O(b(w’,w’)) = minyM. Luego hacemos la
divisién p2ike + ... + patha = p11q + 1, donde q,r € F[x] y r = 0 0 Or < Op11. Eligiendo

A1 = -q, el coeficiente B = 1 / p11 de er en la descripcién de w o es 0 o satisface O < 0.



Como w # 0 y como suponemos que b es anisétropa, tenemos que
b{w,w) = B2 pi + b(w’,w’) # 0
S1f = 0, renemos que minyL. = 8pi1 < 8b(w,w) = Ob(w’;w’) = minM como deseado.

Por lo tanto suponemos ahora que f # 0y 0B < 0. Entonces como 0 es una valuacién

no-arquimediana,
minpl. = Opr1 < Ob(w,w) < max ( d(B%pun), Ob(w’ W) )
= max ( Opu + 203 , minyM )

Este dltimo mdximo tiene que ser igual a mingM, ya que si fuera igual a dpn + 20p,
tendriamos que Opir < dpu + 20, o sea 0 < 20B, contradiccién. Por lo tanto hemos

demostrado la afirmacion faltante.

Omision de la condicion “entero”

La condicion que el reticulado L sea entero tiene como consecuencia que 0 < minsL y
0 < d(dewl) vy por lo tanto 0 < mingl. < (1/n) O(detsL). Pero para establecer la
desigualdad minpL < (1/n) O(detl), esta condicién no es necesaria durante la
demostracién y no se multiplicé por minsL 0 d(det,L). Por lo tanto se puede omitir la

condicion del reticulado entero omitiendo en el resultado la parte O<mingL.



UN ANALOGO DEL ALGORITMO DE LENSTRA,
LENSTRA, LOVASZ PARA CUERPOS DE FUNCIONES
RACIONALES

La ortogonalizacién de Gram-Schmidt
Sea (V,b) un espacio cuadrdtico anisétropo sobre el cuerpo F(x) de funciones
racionales en una variable, chatF # 2, y sea L © V un reticulado sobre F[x], es decir,

L =Fxb @ .. @ F[x]ba, donde {b, ..., ba} es una base de V.

El proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se aplica en este caso igual que

sobre R: Sea b, = by, y supongamos definido &, , .., &7 conb(d],b;) =0V i#j.

5 oy % _ : <bi+i’b;> *
Entonces se define 5, = bit1- ) b b0 b, (usamos(,)envezdeb(,))
A= AY e

Se obtiene asf una base ortogonal {4/, .., b, } de V, y se tiene para todo i:

7 =l <b*b—> ,

] = b; + il h’

’ ’ _Z:”\/?,-,f},> :
(b0

i
Escribiendo L = ¥ 1 £1j < n vemos que b, = Z/,zg.b; , ya que se puede
J=1

(5180
verificar ficilmente que Wi=1, Ui=0 si i<j, es decir la matriz de transformacion de
{bilen {b'} es trangular infedor con 1s en la diagonal. Por lo tanto det(bi, ..., bn)

=det(d, ,...,b, ). Ademas (b1,....bp=(b; ..., b ) Vi,

| 22 ¥



La reduccion
Sea oL < 0 un cntero. Consideremos una base {by, ..., ba} de L, la base ortogonalizada

de Gram-Schmidt {5/, ..., &, } de Ly los coeficientes Ui, 1 £1,) £ n, asociados.

wnieidn: 1.a base {by, ..., ba} de L se llama reducida st:

De
i Vigj<igsan ow=0
i. V1<i<n o+ 0q(b") <0q(b + Lii1 b, )

donde escribimos q(b) en vez de (b,b) ( a veces se esctibe también |b|? en vez de (b,b)

paratodo b € V.
Definiion: Sea 1 £k <n+1,B = {by, ..., ba} base de L. Escribiremos

AR %
Vs j<i<k, Ou,=0

|’
J‘.‘X\' B\ o < § i i
e | Vl<i<k, a+aqd.)s0q(® +p,.,5.)

Es obvio que \i(B) v A2(B) son siempre ciertos.

Notacidn: Sea f € F(x), f = P con p,q € Flx]. Entoncesp=sq+1r, sre€ F[x],r=06

q

degr < degq. Se tiene £ =5 + " Escribiremos [f] :==s, (. {£). (f) se llama la parte
q q

fraccional de £y [f] la parte entera de f. En particular 0({f)) < 0.



10

Algunos lemas preliminares

Lema 1:Seap € Flx], B = {by, .., ba} basede L, 2<k<n.

Entonces {bi, .., b1, bk — pbki, b1, .., ba} =B’ también es base de L, y si
{b, ,..b, } son los vectores de Gram-Schmidt asociados a B’, se cumple b, = b’

Vii<n, p = Vizk, W= M- pliet, V).

Demostracisn: Clasamente se cumple que b, = b V 1<i<k1. Falta -calcular

i e

By &y B~ plh)

_ k - X / _ S 2 = s AT 3
ol A fif 13 = 4 — PH,_,, para obtener las otras afirmaciones.
B, A7 (B

2

lvU(]

k=1 k-1
Para b, obtenemos: b= b - Y u,b" = bk — pbt - Y (4, — Pl b, = b -
i=1

i=1

= k=2
Z;{Mb,* +p (b -Dbra+ Z;zk_ll,.b: Y= b, .
i=1 i=|

Por lo tanto, tenemos que b, = b V 1<i<n.

1

ema 2: Sea B = {by, ..., ba} base de L y supongamos que B satisface Ax(B) para algin

kcon2<k<n Sea 3 = {b, ..., bi, bk — [Lkk-1]bk-1, b+, ..., ba}.
Entonces B’ es base de L, se cumple AxB’) y ademas O(Wky1) < 0.

. R * - = .
Demostracign: Por el lema 1, como 6 = b V1Z£i<n, vemos ficlmente que

B’ también satistace Ay Por otro lado

Pikot” = Lkt — [Pkt ] Hietget = Lokt — [Hike1] = (Uige1, es decir 8(pkk’) < 0.
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El siguiente resultado muestra que al intercambiar solo dos vectores consecutivos de

una base, la cortespondiente base ortogonal de Gram-Schmidt cambia totalmente.
Lema 3: Sea B = {by, ..., ba} base de L, 2 < k < n, y sea B’={b,...,br2,bi,bi1,br+1,....bn}
Entonces B3 es base de L v los vectores {b'], ..., 8", } de Gram-Schmidt son

Vizgk-1k, b =5

b = by + ik by

e * 3 1*
B = by - Wikt D'y

Ademis Wy’ = L 1<1<1<k2
Fliety = Mk LG = Ll 1gj=k2

; _ r“:\.x-|(1’(/7::+)
Kok k-1 —

# 2 P
q(be )+ ity q(b; )
Demastracidn:

£ § b ,b " ;
7<7J7k*] 2 < : —> =g si 1 <5 < k-2, Del mismo modo se obtiene que
@&",0") (b by

(B, 0") (bA l,b[)

K : =l si1 278 k-2,
K= (b'* Z'*> @b k-1 ]
=0
f_’;-ﬁ
w _ (b ~f7':_|> by 1:b + My d 19— 1) _ ( s ub >+ (b 1)
kk-1 — N o
8y 0 i (b + g B> b F MO |> q(b; )"‘/“uc (i)

e ,E,jftk—.lq(%);fl) —
q(b;) + ,Lff,h‘usff(b;—l)
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Lema 4: Sea B = {by, .., ba} base de L y supongamos que se cumple Ax(B) para algin
k con 2 <k < n. Supongamos a + 9q(b;_,) > 8q(b, + Hik-1b,_,). Ademis por el lema

2 se puede suponet sin restriccion que Ol < 0.

Entonces B’ = { by, ..., bx, br, brt, brst, ..., ba } es base de L que satisface Ax1 y se

cumple dq(b",_) <o + dq(b,_,)

Demostracign: Del lema 3 resulta b7 = 85 Vi#klkyp =, V1<j<i<k2 De
esto resulta que B’ sadsface Awr. De 8y, = b, + Lk b, y de la hipdtesis resulta

que 8q(b'"_,) = 6q(b, + Hika b)) <o+ Oq(b,_,)

O z’f?J'L’ FUACIOHES:

1. La hipdtesis o + 8q(b,_,) > 0q(b; + Mkk1b,,;) implica para la base B’ que
a+0q(b; ) > 8q(b',_,) por el lema 3 y en particular, como a < 0, 9q(d'},) < dq(b; ;)

= 0q(b', + Wikt 0'_). Utlizando nuevamente el hecho que o < 0, obtenemos

incluso o + 8q(8';_) < 0q(b", + Wik1 B7_)

2.8 B = {bi, ., byt esbase de L, 1 <k <n,yr e F[x], entonces V 1 £m <k,
B’={by,....bi-tbm,bi+1,....ba} es base de L y obviamente 47 = b V 1 <i<n En
particular [ = p; V 1 £j<izk y V 1<) <k tenemos Wk = Hij - thmj. Sim<j<k

= Wi = L.
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Lema 5: Sea B = {by, ..., ba} base de L que satisface Ax, 2 < k < n. Sea sin restriccién
OHkk1 < 0. Supongamos que Awei no se cumple para B, pero que se tiene

a+0q(b;_)<0q(b; + wik1b,_,). Seal <k el indice maximal de modo que dpu>0.

Entonces B” = {b, ..., bis, bi-[Hu]bi, bk+1, ..., ba} es base de L que satisface Ak y

ademis & + Oq(b',,) < 9q(d", + Wika %) yOWL<0 VIgi<k

Demostracidn: Por la observacion anterior ', = b V1 <i<n, wy= ;i V 1< <izk, y
ademas [y = LU - 1, donde r:= [Wu]. Sil <j <k se obtene ademas P15 = i v en
partcular [kl = Hkk1, ya que Ofkk1 < 0 implica I<k-1. En particular tenemos
W= M =[] = (p, es decir Op’n < 0. Es facil comprobar que B’ también satisface
Ar. Como V 1 <j <k se tiene por definicién de | W’ = g y O < 0, vemos que

oS0V I <k-1.

Existencia de bases reducidas
La parte central de la construccion:
De los resultados anteriores obtenemos el primer paso hacia la demostracién que

existen bases LLILL-reducidas:

Corolario: Sea B = {by, .., ba} base de L, 1 £ k < n, de modo que Ax(B) se cumple.

Supongamos k =1 6 a+0q(b,_,) < 0q(b; + Mkx1b;_,).
Entonces existe base 37 de I que satisface Ax+1.

Qbservacign: Por la primera observacidn al lema 4, si no se tene que a + dq(b)_ ) <
LU U Lel } 3 k-1

oq(b, + Muk1b,_,), sc construye la base B’ como en el lema 4 intercambiando el k-1-
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¢51mo con cl k-¢simo  wvector v para esta  base se  cumple

P

0t+0q(8% )<Cq(Dy T Wik ')

he
Demostracidn: Stk = 1, como A1 y Az son siempre ciertos, se tiene el resultado.

Supongamos 2 < k < n con a+0q(b,_ ) < 6q(b; + Ukk1b; ). Ademas por el lema 2
podemos suponer que Opliget < 0. Si B no satisface Ag+1, se elige 1 como en el lema
anterior y obtenemos una base B’ que satisface Ak, a+0dq(d"_,) < 0q(b', +Wik15',_,)

y ademds O < 0 7 1 £1 < k Entonces podemos bajar 1 a -1 y seguir aplicando el

lema 5 hasta obtener una base 137 que satsface A+,
]

El algoritmo de construccion:

Sea B = {by, ..., ba} base de L.

Paso 1: Determinar k, 1<k<n+1, como el mayor indice de modo que Ax(B) se cumple.
Sik = n+1, B es reducida.

Sik<n+l,yst o+ dq(b,)>0q(b, + Ukk1b,_,) entonces sigue el paso 2.

Sik<n+l yvsio+ dy(h, ) <0q(h; + lk1b;_) entonces sigue el paso 3.

Paso 2: Se intercambia los vectores by y bit en la base (lema 4: B satisface ahora Ax1y

a+aq(b; )=0q(h; + ki b)) ). Luego se vuelve al paso 1.
Paso 3: Determinar | < k como el indice maximal tal que Spia>0.

Si 1 = 0, entonces Owg <= 0 V), y se vuelve al paso 1

Sil> 0, sea recmplaza b por by — [tug]bi (lema 5} y se vuelve al principio del paso 3.
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Finitud del algoriimo:

En la demostracion del corolario hemos visto que solo se necesita una cantidad finita
de pasos por el paso 3, entre vueltas por el paso 2, ya que 1 disminuye en al menos 1.
Falta ver que durante el proceso de construccidn, el paso 2, o sea la condicién del lema

4, solo aparece un numero finito de veces.

Teorema: Sea L un reticulado en (V,b). Entonces L tiene una base reducida (LLL) y esta

base se obtiene en un nimero finito de pasos de una base arbitraria de L.

Demostracidn: Sea B = {bi, ..., ba} base de L, es decir, L = F[x]b1 @ ... © F[x]ba. Sea
Vi<i<n, 1.(B) = Flx]b @ ... @ Fx]bi, de modo que Li(B) c Lo(B) < ... ¢ La(B) = L.
LiB) es rctculado ¢n (by, .., by = (b, ..., b), asi como también Li(B") =

Fx] b ®..®0|x| b, Vi

El automorfismo fi (b, ..., b7 ) = (b1, ..., bi), fi(]) = bj, 1<j<], tiene determinante 1y

fi LB — LiB). En pardcular det(Li(B") = det(Li(B)) Vi, es decir, deti(B)) =

[Ta)) 1<i<a yded = det@a@®) = [ [2®))
J= J=

i1—l
Definamos d(B) := Hdet L. (B).
=l

Afirmacidn: Bixiste una constante ¢ > 0, que no depende de la base B , tal que para toda

base B de L se tiene 8d(B) = c.



16

Para demostrar esta afirmacion consideremos m = minl, = min{dq(u) ‘ uel, u#0}.

Por el teorema de Gerstein tenemos que m < min(Li(B)) < (1/1) ddet(Li(B)), es decir,

n—1

n=l
odet(Li(B)) = im y por lo tanto dd(B) = Zadet(L; (B)) = Zmi , es decir,
=1 i=1

A 7(11 — 1
od(B) =z m ”,(,” ) =g
2,

Fijemos ahora la base B = {by, .., ba} de L. Sea B> = {by’, ..., ba’} base de L que se

obtiene como en el lema 2 o en el lema 5. Entonces B* = B”, es decit, b =5,

V1<ign. Entonces d(B) = d(B).

Si ahora B’ sc obtene segun el lema 4, entonces V i < k-1 se tene b; =5", V1 <7<

y por lo tanto det(Li(B)) = det(Li(B’)) sii < k-1.

k-2
Ademis det(Li1(B?) = q(b";,l)]_[q(bf)
i=1

k=2
= adet(LiaB?) = 8q(b';,) + D 8q(b))
i=1

k=2
<o+ oq(b,_ )+ Z@q(b,*) (ver observaciones al lema 4)

i=1
ddet(Lia(B) < o + ddet(Li1(B))

Siiz=k entonces LiB) = LB, det@iB)) = det@i(B). Por lo tanto con d(B)=

n=1

Hdet L.(B'") obtencmos 8d(B%)) < a + 9d(B)).
i=l
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En este proceso, si aplicamos t veces el lema 4, obtendremos para la base Bt de L que

resulta ¢ < ad(BY) < to + od(B).

Pero como o< 0, si t crece indefinidamente, se obtiene una contradiccién. En efecto
) . : . od(B)-c
tenemos t(-0) < Od(B) — ¢, con -a > 0, es decir, t < w-e es la cota para el
: -
numero de veces que puede apatecer la condicién del lema 4 en este proceso. Esto
implica que después de un nimero finito de pasos se obtiene una base reducida LLL

de L.
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