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ABSTRACT

THE LE,NSTRA-LENSTRA-
LOVASZ,REDUCTION O\G,R A
fu\TIONAL trUNCT]ON FIE,LD

Consrclcl r .-:rtjonal [,.rncuon ficlcl F(r) over a 6e1d I, rvherc F is of characterisnc + 2.

\Yc consiluct rr anrloguc of thc Lenstra-Lcnstra-Lovasz ¡eduction algorithm or.er

rational fr-inction tlelcls and use ¿ thcotcm b)' Gerstein to proof that this algonthm is

trrite.



RESUMEN

LA REDUCCION DE LENSTRA-
LE,NSTRA-LPVASZ SOBRE UN

CUERPO DEFUNCIONES
RACIONAIES

Considcr-en-rc¡s Llr'] cucrpo de l:unciones racionales F(x) sobre un cuelpo F, donde F es

clc carrcrclís¡icr É ?.

Construi¡'ios cl análogo a1 algoritmo dc rcducción de Lenstra-Lenstra-I-ovasz sob'-c

cucrpos clc f,.rr-lcioncs lacionaLes y se Lrsa un teorcma de Gerstein para demostrar que

cstc algoriülo cs Ihjto.
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INTRODUCCIÓN

(lonsicler'arcmos Lm espacio cuadrático anisóttopo n-dimcnsional §,cf sobre un

cuerpo clc iuncioncs lacionalcs F(x), con charF + 2.

El p''csenrc trebajo úene como moti\,¿ción las simütudes enue los números entetos Z

1, los pohnomios itr[x], chatF + 2, rcspcctivamcnte el cuerpo de los racionales Q y el

cucrpo dc las tiurcioncs r'acionales lr(x), apror-echando 1a propiedad que sobte F(x)

tcnclTlos sL)lei'r-tciltc r-ll¡.Ltcioncs no-arquimedianas.

E1 proi-rcisrrc clc estc ¡rlor,ccto cs consuuir el análogo a la teducción defiruda sobre R

por --\. I(. I-enstra, FI. W. Lcnstra y I-. Lor.asz, abrer.iado reducción LLL, en su

pubLic:rcirir l[9j, Lcnsua r\. Ii., Lcnsta H. \\¡., Lovasz L.].

Considcrarlos un rcdc,.rlado en un espacio cuadrático ,anisótropo sobrc F(x) con

for'n'ra cuadtáticl q l torlna biline¿l asociada b.

li) prir.rci p:rsi) conslstc cu constnúr una ortogonalización de C¡am-Schmidt en

(F(.r)' t- sc cstrLclnLr rLlir,.urrs propicdadcs de esta.

I-uego se clciiLrc una lcclucción cle Ie siqtúcnte manera:



I)tÍiritiir:Sce o. < [] Lr1) cr.ttcro. Una base ordenada

F(x) con oltogon:Lliz:rciór.r dc Gram-Schmidt

hth l¡'t
ttu- . .l]:,r,.. rc.l,trl,ll t:' hth .h t

i. V1<i<i<rr át1,1 <0

ii. V'1 <r::n o.-ár'1. )<iq(ó." + ftr,,r ái, )

{b1,..., b,,} de un teticu.lado sobre

{ ói, , á,] } con coeficicntcs

Se csruclirn aLgrrnirs ¡riopicdaclcs c1e 1a ortogonalización dc Gram-Schmdt de una base

bajo cicltes ü arrs forn'rirciones de Ia base como paso preliminar para el algoriuno de

consüuccrór-L dr L:L brsc r'cd,,rcicla.

1.,ueqo se coflstr,lrc cxplicitamcntc cl algontrno de construcción de una base reducida.

llar-il Llcr'r.strírr ctlrc cstc algontmo produce una base rcducida en una cantidad finita

dc plsos sc lrccrsitu iir (corcllril dc Gerstein que enüeEa una relación entre el rnínirno

i cl cir¡cr.rrin¡r.,tt cli ,rir rcticulaclo [[10] Nijloor,J. r' FIuser¡roller D., p. 182]. Se define el

rlrürimo clc un lctrcirlrLck; sobrc F(x), qlre se derlola como, minul, como el grado mas

pccl.rcño clc ,.n clcnrenLo no nulo rcpresentaclo por L. El determinante de un

reticL adc cs cl Lictrrlninantc cLc 1a n'ra¡l.iz de Gram asociada. Estc tcor'cn-ra de (lcrs¡ein

sc dcr¡r-rcstr;r cn Lr plr:tc preltninar clcl presente trabajo.



PRELIMINARES

D efinicioncs

En toclo el i;lesentc tr.abajo cónsidcrarómos form¿s simétricas bilneales sobre un

cucr'po dc funcir¡nes rlcionalcs F(x), donde F es un cuerpo de característica * 2, por

ejemplo F., o 11. Sea clcg funcrón grado de F[x], entonces deg se extiende de

for-rna única a ¡.rna función Ó: F(x) ---+ Z '': {-co} definiendo A (p/q) = d.g (p) -

dcg (g) para p,c1 € lr[x] \ {0} I' A(0) = -- l[10] \tilnor J. y Flusernoller D., p. 1811.

Sea (\r,b) esprcro bilir.reai smréuico de drmensión firuta sob¡e ufl cuerpo F(x). Sin

resúicció1] poclcmos consideter \t = €(x))', donde' n es la dimensión de V. Sea L un

rcúculaclc¡ solxc Ii(r), o sca existc una basc {.,, ... , e,} dc V tal que

1_:ltf¡ls 1 
r... - 1. lrlc,,.

[-,b t.,r) cs un rc¡icu]rrclo con fr¡tr.na bi]rncal b: L x L -+ F(x).

Dlt.'t;,iot,; L'n r-uc¡or r + 0 en r,rn espacio büneal (V,b) se llama anisótropo, si b(x,x) *0.

lrl cspacio [r,b) sc l1ane ar-risó¡ropo si solamente condene vectorcs atisótropos.

De.littiiitt;Si b(L x L) c ir[x], sc dice que (L,b) es entero.

l)lli t¡i:ii tt:Sc clcllne cl n-rír'Limo cjc I como minbl- = Nhn{ d(¡(x,x)) lx e L,x+0 }

Ciar'¡.r.ncnrc. si L cs r¡rr rcticuL?lclo er.rtcro cntoflces min¡L cxistc v se tiele minr,L > 0.

L-, . rr..r. l. ¡.....tt. I l. L .rru .uolo

l)(/ a.iÍfttLiir: Cltmo /. cs cliscrcto, cs suficien¡c clcmostrat quc {á(b(x,x)) L x e L, x+0}

cs acotado inicr'iormc¡¡c. Sea ct, ... , cn una base de L y sea p e trfx] un denominador
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corúÍr p,1r',1 r.r.los los b(ei.c,), i,j € 1il, , n} , o see b(c,,c) = pi¡/p, donde p,¡ e F[x].

Para cur.Iciuicr \.= I \-,ri e L, \,, € F[r], tenemos cluc b(r.,r) = | r,; r.¡ pi; ,/ p. Con-ro el

caso b¡-,\,1 = () cstá crclLúdo ( A(0) = -co), t a que L es anisótropo, suponemos que

bír.r') * 0. lor lo tanto '¡ tr(.-,.)) e F[.r]\{0} r.d(: b§.,r))> 0. Luego O(b(r.,r)) > á(p)

Como mrnl,(L) cxis¡c l no depcrdc cic la clccción de la base de L, cstc r-alor esta bien

dcilniclo.

D,!|!!!JL Sc clt inc cl clctc:r'nrinantc clc I detL,G) = det @(ci,c)).

Estc clcrcrllnlnLe csn bicn definido, 1a c1r,re si elcgrn-ros otra base {e'r,..., e',,} para I-,

l¿s matriccs (blc,,e,)) r'(bic't,c')) son congluentes mcdiante una lnatliz U e GI-P[x]),

o sea ft(ci,e¡)) = Lr' (b(c'i,c'r)) U. Pot lo taato detft(ei,e)) = det(b(e'r,e')) (detL)2. Pcro

con-ro U cs jolcrtrble r,en F[r] solo las unidades son invertibles, entonces

a"t".¡,,i01. Por L-, rento dct@(c;,e)) esta bren definido si cs considcrado como

clcmcrto dc (1'(x) \ l{)l)/0r \' {{)}). Luego d(detQ(cr,c))) = á(det(b(e'i,e'))) + 2d(dctU).

Corno á(1ctLi, = 0, dldct¡L) csta 1¡ien dcfinido. ,{demás como la forma es arrisótropa,

tclrcLnos qLrc dc:i,[1-) ".0.



Teorema de Gerstein

El Teorc¡¡tit .t,,sLt d c¡nosttación:
'l ¡.at':n¡ l( itr.¡1t.;14 (.orrsiclcrcr¡os un cspacio cuadrático n-dimcnsional §7,b) sobre un

cucrpo clc iLLn.rorrcs rucir¡nelcs I(x) con función á como antcs dcscrito. Sea L un

r.eticulado entclo cr \'.

Si \ r. .rr , tr, I\o. ( l..r'tccs :r Liene

0 < inin¡I- < (17'n) á1c1cn,L)

l-).,,t .t,t ' '¡: I I . )lrrr, r l. \ Huicln(,[c,: D- n. 182.]841 Sca {e,..... e,,} basc de l- en

\¡ \ see r- = I prci el r-cctor clonde se cumple A 0(t',.)) = minLl. Entonces gcd @r, ...,

p.,) = 1 pul tmtusc ricl mínin-ro. Por Io tanto podemos completar {v} a una base de L

sobtc \'. Sirr fcsrLicci,',n \'= cr )' á(t(c L,e r)) =rninL,I.. Para sinphficrr h notación se:i p,l

= bic,,c). p, elrIx] clcirido e cluc se consideran reticulados entcros.

-\hola hlccmos lrla inclucción sobre Ia dimensión n.

parr r-L=1 rcncmos c1¡e minul_ = ó $(cr,cr)) < (1/D @ det(b(er,er))) = ó(detul) y la

desiguald:rd se clürplc uivial¡rente.

Pa.'an> 1sea c'; (2<r <n) la provecciófl de e; en elr, el complemento ortogonal de

ei en \', o scr c'i = ei - (p,r/prr) e1. Efltonces {er, e':, ..., e',,} es Linealmcntc

rndcpenclLcltc. Sce trl = F[x] c': @...@ f[.] e', v I-'= F[x] er @ it{.

Podc'mos consrrLLLrc = 1i[x] (t, l>2) tales que b(e'r,e') = Qi; / prr dc manera quc

1,, (l )
rlc¡ J.' = .let , 1,r,, 

Il¡')
= det(q;) / pn" 2
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Sca c = |11 b .,r,:,: . ljntonccs NI cs respecto a c un ¡eúculzrdr) entcro en el espacio

anisotLor¡r¡ H(r r II. 1']or. lo rurto obtcnonos para det.Nl = dct q,¡ , (i, j > 2), v luego

d"t.\{ = l-.rr,, 
:rlcr¡L' = ¡r¡r,,-rdctrl-. Obscn c que detul = detr,L' 1,a clue 1a matñz quc

rclacrr¡nl ic,, ..., e,,] r, [cr, e':, ..: c',,] es tnangular superior con 1s en la diagonal. por

ia Lripcitcsrs dc rncluccr¡r'L tcncmos quc

nrin,lfIádct.It/(n1)

Cono óc = qr - iirr á(prr,:dc¡J-')= tr 2) eprr+ ódetul- tcnemos que

áp:r- n'rnr,\lIIá.1rt,1.+ !-2) dpr ) / (n-i)

O sca, n'rinr,Nl': ( c.:ricrr,L ápr ) / (n 1)

ll ,l.t . .'It'lrr' .. : ;): \ nxr.: \[.

Nlcdrantc cst¿ ahlmación obtcnernos que Apli < nln¡iv{ < ( ddet¡L - dprr ) / (n-1) r.

lucgo la cic siglr:rlcla d .lcsclcla áplt < ádet¡L / n.

lam clcn'lr¡srr-:l' lu :rnl¡'r;icion consideremos el r.ectot rv = 17,,c;, l"i e F[x]. Cambiando

I h ou::L L¡sc i)l)tclrclrr()s

rr'= i7,r . (;r:i,:+ +p,,1)-,,),/p,,)c, i )'.ze':i... * i,, e',,

-\ho.-rL sr-¡r,rncrros c1L,c 7-:, ..., i",, e I-[x] fueron elegidos de maneta que ei vector (no

rluio) rv' = 7": e': -. ... - Á. c',, e \'I sausface á1U1rv',rf¡¡ = minrN{. Luego hacemos la

dir-isrónp:17"r-....+p,,r7",=pr1q+r,ciondeq,r€F[x]yr=0oAr<epr.Eligendo

7"r = q, ci cocilcrcnr.0 =t/p,,c1eer cn 1:r descripción de rv o es 0 o sausface óB < 0.



Como x¡ I 0 y como sllponemos que b es anisótropa, tenemos que

b(t.,r9 = lJ:1;r; - b(1.',1') + 0

Si j3 = tl. iincmos c¡rc r.r'rin¡J . Apr r < Ab(rv,9 = áb§v',rv) = min¡M co¡ro descado.

Por: io tan¡o sliporclr.los al.iora clue B + 0 v óB < 0. Efltonces como ó es una valuación

no-ar-quinrcdirnrL,

t¡i¡rI = áprr < ób(r.,s,) < max ( ó(B2prr), áb(rv',rv) )

= mar ( áprr + 2áB , minr,N{ )

E-'rc úlri.'ro n¡:l¡.ino ücnc qlrc ser i.gual a rnir.rsivl, ya quc si fueta igual a for + 208,

tcnclrí:rnc¡s c¡rt, ápr I á¡rr¡ * 2áB, o sca 0 < 2AfJ, conuadicción. Por lo tanto hemos

clcnros¡:LrIo lrr l llnnrcirir.l illtrLnrc.

Ontisión dc h condición "entero"

L:r condición c¡lie eJ r:cliculldo L sea cntcro tiene como consecuencia que 0 < mtnbI- ].

0 < ó(detr,L) \' por Lo tanto 0l rninsl- ( (1/n) á(detul. ). Pero para establecer 1a

clcsiE-raldad r.nu.r¡.l- I (1/n) d(dctr,L), esta condición no es necesaria durante la

clcmostraciórr r, r.ro sc rr¡- tiplicó por minr,L o á(detL,L). Por 10 tanto se puede om-rtir la

conclición cicl lcticuhclo cntcro onliticndo en el resultado ia patc Olminsl-.



UI{ ANALOGO DEL ALGORITMO DE LENSTRA,

LENSTR.A, LOVASZ PARA CUERPOS DE FUNCIONES

RACIONALES

La ottogonalización de Gram-Schmidt

Scr (\r,Lr) ulr cspxcLo c,.radliitico anisótropo sobrc el cuerpo F(x) de funciones

r¿cir¡nales cn rurr r-rriablc, chrr.lrl 2, I'sea L c !- un reticulado sobre F[x], cs decir,

L - Flrlb e . e i :ilb,, . dc,nr]c {br, ..., b,,} es una basc de \¡.

Irl Pr-occso .lc ( )rtogolralizilcióü de Gran] Schmidt se lplica cfl este caso igual que

sol¡re R: Sca ó, = br. \'sllponq¿mos clefir.rdo b; , ,b: conbló,',b')=AV i+ j.

, (h ..b'\
Lllntcrllccs sc clcilnc ó.-, - bi+r L; * ^r, 

bi (usrmos ( , ) en vez de b(, ) )
)= \'U .U 1/

Se obticrc asi un:r l¡rsc ol togon:ü lrbi , , b:, ) cie \¡, ,v se tiene pata todo i:

j .., \

1.,=n+)

¡'\
Tl.c';rlrrc¡Ll l' = ,,",-. l1f i.j I ¡r lcmos que b,= Zprb' , t'a quc sc pucde

' ) =l

vcrii'ic:ir láciirricntc ttr-tc LL,,= 1. p,¡=0 si i<j, es dccir la matriz dc trar.isforn'ración dc

{bi} cn | ó.- } cs nianl5L-r1ar infcdor con 1s en la diegonal. Por 1o tanto dct(br, ..., b")

=.lct(ó,' ,...,ó,] ) .\dcrlrás (br,...,b')=(ái , ,ó; ) Vi.
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La reducción

Scr g- < C Lro clrtt:to. Consiclcrctnos una base {b1, ..., b,,} de L, la base ortogonaLzada

dc Grar.n-Schnldr iái , .... áj ]' de L 1 los cocf,cicntes lti¡, 
.l < i,j I n, asociados.

I 't i,...... 1,,.... :l ..... l. l.r. L ¡c Il.trn.i leclucid¿ si:

i. i1<j<i<:r o:¡1,1 <0

n.V1<i<rr o.+ ác1(á,1,) <AqQi + ¡t;,;-, á^, )

doncle cscribimos q(b'r cn vez de (b,b) ( a veces se escdbe también ]b 2 en vez de (b,b))

piux todo 1) € \¡.

Dlliti¡iótt;Sea 1<liln-l,Ll = {1r,, , b,,} base de L. Escribtemos

,: . . k. ltt, <0
\ r' ' -1. , i,¡tb'-.' S dqrb,' , ¡r ,,b,.)

lr ..L.1 1r. r I, \ F . rt iLctnl,re cicrto,.

Natrtt'iótt:Sca f = F(s).i= 1' .o,-tp,q € ¡Lx] Entonces p.= s q+ r, s,r€FN, l=0 ó
q

dcgr < degq. Sc tienc f = 5 -¡ I .Escribtremos ¡t] := s, | =, (0 (0 se Ilam¿ la p¿rlLe
qq

ir:rccion:rl rle i l lil L. patLe-la1era-deJ. lln particuiar a((0) < 0.
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A,lgunos lemas preLiminares

l,¡,¡¡r¡¿ ;/:Scrp e lr[r], 13 = {br,...,b.} basc clcL, 2<k<n.

llnlonce s .lbr. ..., b. r, ir. pbr,r, bi *r, ..., b,,] = 3' tambión es base de L, v si

i ¿,', ,á,,' ,l sol bs .,'cctores J,-l Gr:r,¡-Scllrmdt rrsociados a B', sc cumple lr) - U-

V1<i< n. l-t.r'= lttt li=)i, frr,1'= fLrl p¡ir-r,¡ , Vj.

D,:t¡ta.rhtt¡ii l: (-l:rllr.ncrrtc sc cumplc quc ó,- = 6- V 1 < i < 1i-1. Falta calcular

tL.'= lt,j - l,/t ,-1., p:rr':r obtcncrlas otras afirmaciones.
t,h .h i,t;.h")

l-l k)
l.rr. / '¡.; .¡¡ ,. , - I' f lr.Á' = l-,r pbrr Lrl,r, p¡t,-..b' - b^ -

¡=l ,=l

lr (l

I,,,, I ' -: \tt b -b,.

Por lo tar-rto, tcncl-nos quc ó," = 6' V 1 < i < n.

I;,r¡¡r 2: Sc¿ 1l - {br. ..., b,,.f brsc clc L l supongamos que B satisfacc Ar(B) pata a1gún

lic¡n 2I k S :r. Sc:, Ii' = lb,..., br r, bt- [¡tr,r r]br r, br*r,-..,b"].

lrnri¡r-iccs 1l' e s b:rsc tic 1,. sc cuLrplc -\r(B') r, además á(p'r,r. l) < 0.

Dsatl t¡itt l)ol cl lcme 1 . como b' = b' V 1 < i < ÍI, \remos fácilmente quc

ll' trmlrrcn slLtLSlllcc \.. 1'or otlo lado

ftr. r, r' = !t:,,r..r l¡11,.¡ 1l r-Lr i.it I - ltrt,rt,i - llLr.r rl = (LLl,r,r), es decir ó(pl.r-r') < 0.
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El sigucntc rcsultado n'ruestra que aI intetcambiar solo dos vectores consecutivos de

una basc, 1a cor le sponcücntc base ortogonal dc Gram-Schmjdt cambia totalmcntc.

I-,¡.,¡¿j;Scr]-j={br,...,b,,1.basedcL,2<lilo,vsea!'={b1,...,br,z,br,brr,br.*r,...,b'}.

lr.i-r,.o1rccs lJ' cs brsc iLc l, r'los \-cctore s \b'l , , b",,j de Gram-Schmidt son

Vr*li l,li. b -b

b-,,,=bi +¡LL,.rrá1 
,

b'r=bir-lt'r.rrá'lr

Adelnás !tir' = I,lil 1<j<i<k-2

fL';, 1.1 = ftr,l !t',1 - ft,1,i 1Ij<h2

. ,1t,, q(h, ,)
LL' 

Vlf ) ,1,{, i/i/r )

Dtt¡0.¡tr¡lril:

. (ó'o , ,0" ) (á,,ái)
Lr'r,-r, - l _ = ¡-Lr,; si 1 < j< k-2. Del r¡iismo modo se obtiene que

'h" .h" 1,'.b')

(b".h" , b ¡-)
u = =l.tr.-r. srllj<k-2.

,ñ' ñ, ó'./)-\

=0

. 'i/,' .¡', , ) \b, .,,bi + ¡to.o-,bi ,) - {,¡i* ¡,0.* ,(á*,,,ái-,)
ll

,,r, .i,,,., \r- +r11 r,,bi,,b| + ¡Lo.r-,bi,) q(b)+ pl o,q(b-r,)

¡tr r- t1(,b', 1

Lj\t',I t LL) (/1, r)
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J,,,2¡¡l Srrr li - lb .... b,,]. )rrsc clc L l supongamos que se cumplc,\r@) pata a1gún

k con 2 I l.i < n. Soirlnsilnros o. + arl(ái ,) > á.1(á; + ¡rl,l-r ój-1). ¡\dcmás por eI lema

2 sc pucdc sLli)():rcr srr lcs¡ricción quc á¡-Lr,r. r S 0.

Ijr.rtonces 1j' = .i br, ..., i¡t.-:, l¡. br r, lrt * , ..., b" l es b¡.sc de L que satisface A¡.1 y se

.:Lrr -n1., l-r á'' < i, d.r'1-,]

D¡t¡ttt.rlrt,.irj[ Dc] lcml 3 rcs¡.rlta b'i = t' Vi+k-1,kyp,i = ttii, V 1< j<i<k-2.De

esto rcstúlr, c1,-rc B' srriislece A, r. De b''u , = bi + [k,k 1 á;-r y de 1a hipótesrs tesulta

qLrci.l(ó' ) = ¡q(¡ - tLr.L.r li-,)<o,- áq(á1-,)

() 1.,.¡¿ t,¿¡;iatr¡

1. Le iripirtcsis o. + óq(ór,) > óq(ói + ¡lr.r r ái,1) rmphca para 1a base B' que

o-+o:c1(á1 ,)> dc1(á'i )por cl len-ra 3 v en patnculat, como o < 0, áq(ó'i-,) < ág(ái,)

= eq(á I - ¡r'1,,1,-1 b'i ,). L,ulizando nue\.amente el hec]]o quc C[ < 0, obtenemos

jncl¡.rso o- - Ór1(á', ,) ': ác1(ó'i . ¡L'r.,t L ó'i-1)

l. Si 1l = ib . .... b,; c. l¡¡se clc L, 1

ll'=]l¡1,...,ir1-r:b,,,,br- ....,b,1 cs l¡asc de

p:rrricular fL'il : tli,V 1l j<i=ii,r'V

= !L'ij = | tr,t.

< k I n, r r € F[x], entonccs V 1 < m < k,

L I obtiamente b'i - lr" V 1 <i I n. En

1<j<ktencmosp'ki = l-Lkj -rpr,"¡. Si-< j<k
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I-tma 5: Sea 3 = {br, ..., b"} base de L que sarisface Al,2l k < n. Sea sin restticción

ó!,u,u , . 0. Supongarnos que Ar*r no se cumple pan B, pero que se dene

ct+áq(ái-, )<óq(¿; + [rk,k 1 ór]_r). Sea I < k el índice maximal de modo que ápu>0.

Entonccs 13'= {br, ..., br.-r, br,-[¡ru]br, br+r, ..., b"] es base de L que satisface A¡. y

además o + aq(á';_,) <áq(ói + pi,r,-r á'i-,) yóp'u<0 V1<i<k.

l)cno.rtuttiit¡: Pr¡r'la obsc..ació. anterior b'., = bi V1<i<n, l-r'ij = pii V 1< j<i*k,y

aden-rás ¡L';,¡ = ftki - rftrj, clonde r:= [l-t],t]. Si 1< j < k se obtiene además p'ki = pki yen

particular lr'k,r-l = ftk,k.r , ya que á¡r¡*-r < 0 implica l<k-1. En patticular reoemos

lL'u= pr,r - [pr,l] = (!Lr,r), es decit á¡ria ( 0. Es fácil comptobar que B'también satisface

¡\r. Cor¡o V1< j. k se tiene por deñnición de I p'ki = Irki y ápri < 0, vemos que

ápL'r,¡<0VI<j<1i-1.

Existencia de bases reducidas

La parte cena'al de la consttLtcción:

De los rcsultaclos anrcriores obtenemos el primer paso hacia la demosración que

existen bases l-LL-rcducidas:

Con¡ldio: Sea 1l = {br, .., b,,} l¡ase de L, 1 < k < n, de modo que Ar(B) se cumple.

Supongamos li = 1ócr+óq(ái-,) <aq(ái + ltur,r ái_r ).

I:intonces cüstc l-¡asc 13'c1e L quc satis[ace Ar+r.

Ob.rtn.,¿ttiritt. l)or Ia plirncra obscnación al iema 4, si no se dene que cx, + áq(ái_, ) <

eg@; - ¡tr,,r rój_,), sc coírstnvc la basc B' como efl el lema 4 intercambiando el k-1-
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cumplebaseésilr-ro con cl li-ésimcr

ct+áq(ó'o )<áq(ó'i -'!r'r,,r, rá'i r).

Dqtt¡lllt Sr li = l. corlo ,\r 1'A: son sicmpre ciertos, se Licr-re el lesultado.

Supongamos I f hln con o-+Aq(ói,) < Aq(ái + p¡r-rái_1).,,\demás pot el len'ra 2

poclcmos slrpoilcr cluc ó¡Lr.i l S 0. Si B no s¿tislacc Ar+r, se eltge I como en el lema

,llrtcrior .r, r¡b tr: ncr.r-ro s iLLra besc L3' clue satisface At, cx+óq(á'i-, ) < dC(b'i +¡-L'r¡-r á'i r)

l rdcr-]írs i¡-L'r,, :i l) 'i I < i < h. Entor.rccs poderlos bajar I a I-1 1. seguir aplicando eI

lcnrr 5 hlsLl olr:encr ir)r1 blsc ll'cluc srdsfacc,\1,r.

El algoritnto clc cot¡s tt Ltcción:

:... I, _ it, l, ] I c J, t..

Paso 1: Dc¡cl¡..inlr- 1i. Llliln*1, como el ¡-rar,or índice de modo Llue.\r@) .e cumlle.

Sr 1i = n+ 1. ll cs rcd'.rclda.

Sih<n+1,r-si o" + áq(á/ ,)> óq(ái + ¡-Lr,,r ráf-,)entonces sigue e1 paso2.

SrL<r,-l.i si r- - r^Lriál ) l3q(á: - ¡-Lr..rrái,,)entonce: sigue cl paso 3.

!¡¡ 2 Sc Llrr( r.rr.nirir los tcc¡¡;Le s br l br r cn la basc ( lcma ,{: ll satisfircc ahora Al r 1.

c-- áq(/rj tlárr ,4i -!Lr..r. :ái- ) ;. I-ucgo sc vuelve aI paso 1.

Paso 3: DcLer'nrin:lr i < k con¡o el ínclicc meriimal tal que ápu>O.

Si I = (1, elrro¡ccs ápul < 0 Vj, )' se vueh'e al paso 1.

Si I > 0. scr rccnrplazr br, por br, - [¡ru]br (cma 5) v sc vuelve al principio del paso 3.
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Fi ni t u d cl cl a lgoti tn t r¡ :

l} la cl.:rrrslr';rcrr'rn clel cr¡lolar-io hetr-ros r.isto quc solo sc rtcccsita una cantidad luita

cle lresos po.- c1 pasc-r 3, crrttc r-,¡eltas pot el paso 2, va quc i disminuye en al menos 1.

Irrirr vcr. .1ue cirr;Lntc cl ploceso de constlr-tcción, el paso 2, o sea la condición dei Iema

.{, solo aprLlcce un nú¡rcro finito de veces.

'l-nr,'nta: Sea L un rcticulido en (V,b). llntonces L tiene una base reducida (-LL) y esta

I¡esc sc ol¡tienc en un nilmeLo finito de pasos dc una base arbittaria de L.

l)etta.¡htt¡j,it¡.,!cr B = lbr, ..., b,,) base dc L, cs clccir', L = Flx]br O ... @ F[x]b.. Sea

V 1<i<n, 1. ¡13) = lifr]rr .:, ... @ F[r]b, , cle modo que Lr (l]) c Lz(B) c . c I-,@) = ¡

I-,(13) cs rc¡iculrdo e ,r (br, ..., b,) = (ái, ..., ái ), así como también I"@-) =

trlxl áiO. Ofii\l ó- i1.

EI r¡:tom, ,rtjis¡ro i,: (ái . , á,') + (br,..., b), f,(Al) = 6,, 1<j<i, tiene dctcrminante 1v

t,: i.;(B ) r L,(11) 11'r particular dct(L,(B-)) = det(-,@)) Vi, es decir, det(I"(B)) =

fl,¡'¡', r- r ,t.rL-d.rfl-,rB ¡=fl.rb't
i=l l=l

Dcirramr¡s d(ll) := Ildet ¿, (B).
,=L

-,li)tL.,t,t,ii¡'. Lrisre unlr .onstirrtt c > (), cFre no clepende de la base B , tal que para toda

b..,. Ru...., ;... ',rll 
c.
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PaLr dcnostnr cs¡:r :rtirr¡eción consicleremos m = min]- = nxn{Aq(u) luel . u*0}.

Por cl teorcmr clc (lersrcin rcncrnos quc m l mrn(I-@)) < (t /r) ódct(L(B)), es decir,

rl ,l
ádct(l-(R)) ) im y p6,. 1o tanto ád(B) = Zedet(¿,(^B))>lmi, es dccir,

t=l t=1

n\n L)
adt|1, ¿a n1 . =f

FijcLnos ahora L:L l¡asc R = .ib,, , b,,) de L. Sea B' = {br', ..., b,'} base de L quc se

olriicllc ci)m.) cn cl ltnrL 2 o cn cl lcma 5. Entonces B' = B", es decrr, bi = b'i

V 1(r<n. l-nton.e s clilJr = cl(B')

Si rhorr ll' sc ol¡rienc scslllr cL lctna -1. e¡itonces V i < k-1 sc uenc ói =á'l V 1< j<i

\r lror Io r:r1rto rlcr[-,ql])) = dct0 "@')) si i < li-1.

,i -2

.'\clcn.rás dct(1., ;(B')) - .rió L)JIa(áJ)
t=l

t:

= iclctf .. r(ll',; = ¡Uir', r) - Ieq(ái)
,=1

i-l
< cr. - r-'c1( ó j ,- lAq6,' ¡ (r.er obscn acior-tes a1 lcma 'i)

/-l

ádcril-r, r(1t')) < rr, + árlcLiJ ., r []))

Si i > k, e ntolrccs l "(R) = l"(S'), det["@)) = det@@)) Por Io tanto con d(B) =

Jldct ¿,(B') oLrcncnrr¡s a.l(B')) . a + ad@)).
,-1
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En cstc proceso, si aplicamos t Yeces e1 lema'1, obtendremos para la base B' de L que

rcs¡,¡Lta c<ádifl) <rü + Ad[l).

Pclc¡ con-ro o,< (). sl I cr:ccc lncicfinidet¡reflte, sc obtiene una conüadicción. En efccto

r. ,:.. e, '.1 I - .. .,.'', , ,'. c. dccir. | < Ód(B)-' e' h cora prra cl
-d

niutrero clc vcccs .lLr( ilucclc aparcccr la condición dcl lcma 4 en este proceso. Esto

ir.r-roüca c¡rc dcspués 11r, nn núnrcro fimto dc pasos se obtiene una base reducida LLL

c1e J-.
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