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INTRODUCCTION

Los problemas estudiados en este trabajo, tiene su origen en el estu-
dio de las dlgebras ponderadas (A,w)_, sobre un cuerpo K de caracteris-
tica distinta de 2 (introducida por I.M.H. Etherington, 1939), es decir K
dlgebras de dimensidon finita, conmutativas, no necesariamente asociativas
y provistas de un homomorfismo de algebras no nulo w : A - K , 1lamado
ponderacifn o funcidn peso de A .

Nuestro objetivo es estudiar aquellas en las cuales se satisfacen las
identidades x2 =w(x)x 0 x3 = w(x)x2 y analizar su relacidn con otras
dlgebras no asociativas, como son las algebras Normales, las de Bernstein

y las de Jordan.

En el primer Capitulo se introducen definiciones, notaciones y propie
dades ya conocidas sobre dlgebras de Bernstein, para trabajar con el tema
y se da una relacidn entre las adlgebras de Bernstein y las algebras Norma-

les en las que interviene un operador lineal.



ii

En el segundo Capitulo se caracterizan los conjuntos

{(A,w) € P/x°

wix)x ¥ x €A}

n

e |

2

AW € P/xS = wix)x? ¥ xeA},

L.

donde P denota el conjunto de dlgebras ponderadas y se relacionan con
dlgebras Normales, de Jordan y de Bernstein. Un resultado importante es
que (A,w) € To si y s6lo si A es una K-dlgebra de Jordan y de Bernstein,
este resultado fué probado por S. Walcher en [7] para cuerpos de caracteris
tica distinta de dos y de tres y por M. Ouattara en [ 4] para cuerpos de ca-
racteristica distinta de 2. En este trabajo se prueba ademds que si
(A,w)eT2 , entonces Ker w es nilpotente y si (A,w) € ) » el indice de
nilpotencia es 2. A continuacidn se estudia el anulador del nicleo de un
dlgebra de Bernstein y se dé un ejemplo en el cual Anul(Ker w) no es un
ideal, probdndose luego que si (A,w) € T, entonces Anul(Ker w) es un
jdeal de A . Hacemos notar aquil que en [ 3] R.W.K. Odoni y A.E. Stratton,
prueban un resultado similar considerando A wuna R -dlgebra de Bernstein
tal que A2 = A .

En el Tercer Capitulo se relacionan las identidades xz = w(x)x vy
x3 = w(x)x2 con el prdducto tensorial, se analizan luego las duplicadas no
conmutativas y conmutativas de una K-dlgebra A y se prueba que si
(A,w) € T, entonces tanto la duplicada no conmutativa como la conmutativa
es Normal y por consiguiente de Jordan, de Bernstein y ndcleo nilpotente.
Finalmente se exhibe una clase de dlgebras de Jordan y de Bernstein cuyas

duplicadas no conmutativa y conmutativa son también de Jordan y de Bernstein.



CAPITULO I

GENERAL IDADES

DEFINICION 1.1. Sea K un cuerpo infinito (caract K # 2) , A una K-&1-
gebra conmutativa de dimension finita, no necesariamente asociativa. Se di

ce que A es una K-dlgebra ponderada (P) s7 y s6lo si admite un homomor

fismo de dlgebras no trivial w : A > K , 1lamado homomorfismo peso o pon-

deraci6n de A .
NOTACION: (A,w) € P .

Sea ahora

{(Aw) € P/ X2

1
=
-
>
S
>
-
=
m
=

= {(Aw) € P/ x°

"
=
—_
>
—
>

claramente 1, C

1 Ty -

Sea T : V-V operador lineal, dimKV =n y w:V~—>K formal lineal

no nula tal que w o T =w . Consideremos el siguiente producto



Xy =

N

Ww(x)T(y) + w(y)T(x)} VX,yev

entonces

wixy) = w(x)w(y) ¥V x,yeV.

Asi V es una K-dlgebra ponderada que se denota AT obtenida a partir

oW
del operador T y la forma Tineal w .

Si T es el operador identidad y w forma lineal no nula, tenemos

Xy = %—{W(X)y + W(y)X} Vx,y€eVv.

En l1a igqualdad anterior si hacemos y = x obtenemos:
x~ = w(x)x Yy x€EY
entonces AT,w €1y Tuego 3] ¢

Si T = Te , donde Te V=V

v - Te(v) = w(v)e , con w(e) =1,

reemplazando T por Te en Xy = %—{W(X)T(y) + w(y)T(x)} nos queda

J
xy = w{x)w(y)e . Ahora si hacemos y = x tenemos x = w(xz)e y si susti
tuimos y por x2 en xy = wi{x)w(y)e obtenemos x3 = w(x)w(xz)e Tuego

x3 = w(x)x2 Y x €V, entonces

DEFINICION 1.2. Sea (A,w) € P . Se dice que (A,w) es una K-dlgebra de

Bernstein (B) s y s6lo si (xz)2 = w(xz)x2 Yy xe A .

NOTACION: (A,w) € B .



DEFINICION 1.3. Sea (A,w) € P . Se dice que (A,w)

—

mal (N} si y s6lo si xzy = w(x)xy Vx,y€A.

NOTACION: (A,w) € N .

PROPOSICION 1.4. E1 &lgebra ponderada A €N sfysGlosi T2 =T.

Demostracidon: E1 producto definido en AT w €S

w = T T Yy e A

) 2
Si x =y obtenemos x° = w(x)T(x) , luego

Ky = w(x)T(x)y
= w(x) 3 WNTEX) + w)T(Y))
_1 2
= 5 w(x) (wT(x) + wx)Ty))
por otra parte
w(x)xy = wix) 3 (W(Y)T(x) + wix)T(y))

= 2 w(x) (WNTO) + w)T(Y))
2 Be: =
como T° =T tenemos xy = w(x)xy , luego Ar o € N .

Reciprocamente, supongamos T2 # T luego existe a € AT W tal que

12(a) # T(a) , por To tanto

a’y - %-W(a) (w(y)T%(a) + w(a)T(y)

y por otra parte

es una K-algebra Nor-



mm@=%wuumwTw)+maﬂw)

entonces azy # w(a)ay y AT w foes normal; es decir AT w €S normal

s y s6lo si T2 =T.

PROPOSICION 1.5. E1 dlgebra ponderada A € B sfy s6lo si 21,

Demostracidn: Si T2 = T tenemos x2y = w(x)xy Y x,y € AT " To que
implica que x> = wix)x V x € AT W luego reemplazando y por x2

en x2y = w(x)xy se tiene que
(x2)2 5 w(x)x3 = w(x)w(x)x2 = w(xz)x2

entonces AT i €B .
5

Reciprocamente, supongamos T2 # T , es decir existe a € AT y tal que

3

Tz(a) # T(a) , luego 57 s w(a)T(a) y entonces

(2%)2 = w(@d)T(a) T(a) = w(a)T?(a)

por otra parte
w(2)T(a) = w(a®)T(a)

por lo tanto (ae)2 # w(az)a y A , o es Bernstein; es decir AT

H

es Bernstein s y s6lo si T2 =T.

COROLARIO 1.6. Sea AT W dlgebra ponderada, entonces son equivalentes

b} A Normal
W

c) A W Bernstein



PROPOSICION 1.7. Sea K cuerpo infinito, caract K # 2 , (A,w) un dlge-

bra de Bernstein, entonces para cada x,y,z,t € A se tiene
i) 8[}xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yzi] = 4{ w(xy)zt + w(zt)xy

+ w(xz)yt + w(yt)xz + w(xt)yz + wyz)xt]

ii) 4x2(yz) + 8(xy)(xz) = dw(xz)xy + 2w(yz)x2 + 2w(x2)yz + 4w(xy)xz
iii) 4(xy)2 + 2x2y2 = dw(xy)xy *+ w(xz)y2 + w{yz)x2
iv) 4x2(xy) = 2w(x2)xy + 2w(xy)x2

Demostracidn: Las relaciones se obtienen del hecho que los elementos

ax + By + yz + 8t para todo x,y,z,t € A y para todo a,B,y,5 € K satis

facen la relacidn

PROPOSICION 1.8. Sea K cuerpo infinito, caract. K # 2, (A,w) dlgebra
de Bernstein, A = Ke @ Ker w descomposicidn respecto de un idempotente

e # 0 , entonces

i) (ey)y2 =0 Vy€Kerw
ii) Zey2 + 4(ey)2 - yz =0 : Yy € Kerw
iii) 2e(ey) - ey =0 ¥y € Ker w
iv) (y2)2 =0 Yy € Ker w

Demostracidén: Las relaciones se obtienen del hecho que los elementos

e +ay , para todo « € K, y € Ker w , satisfacen la relacidn



TEOREMA 1.9. Sean K cuerpo infinito, caract. K# 2 , (A,w) dalgebra de
Bernstein y e idempotente no nulo de A , entonces Kerw=Ue& V , des-

composicidn en subespacios que dependen del idempotente e y se tienen

las relaciones siguientes:

1) ex = % X Yxeu

2) ex = 0 Y xeV

3) (xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) =0 Y x,y,z,t € Ker w
4) x(yz) + y(xz) =0 Vx,y€U, Yz€eV

5) x(yz) + y(zx) + z(xy) = 0 VY x,y,z €U

6) weu, Pcv, VPcu, wl-= (0.

Demostracidn: Al considerar la transformacifén lineal

T : Ker w = Ker w

x = 2(ex)

se tiene wz(x) = m(x) Y x€ A, Tuego Kerw =Uw® V (sumz directa

de subespacios), donde U= Imw , V= Ker7 , es decir
U= {2ex/x € Ker w} , V= {x€ Kerw/m(x) = 0}.

Directamente de la definicibn tenemos

n
o

(2) ex ¥ xeVv.

Sea u € U entonces u = Zex para algin x € Ker w , luego



m{u) = u . En efecto

n(u) = 7(2ex) = w(n(x)) = 75(x) = 7(x) = u ,
y asi tenemos
(1) eu = % T

Ahora, si tomamos X =y

n

e, z,t € Kerw en la relacién (i) de la Pro-

posicién 1.7., tenemos

2e(zt) + 2(ez)(et) + 2(et)(ez) = zt ,

Tuego
2e(zt) + 4(ez){et) = zt
Y
2e(zt) + 2(ez)2(et) = zt .
AsT n{zt) + n(z)m(t) = zt Y z,t € Ker w .

a) En esta G1tima relacién para z,t € V tenemgs w(zt) = zt . Asi

2e(zt) = zt , es decir zt € U, luego V2 cu.

b) Para z€U y teV tenemos w(zt) = zt , es decir 2e{zt) = zt ,

luego zt€lU y Wcu.

¢) Para z,t €U tenemos w(zt) + w(z)w(t) = zt , Tuego a(zt) + zt = zt

3

y asi w(zt) = 0 .
Por 1o tanto zteV y U c V.

Tomando x = e ; y,Z,t € Ker w en Tla relacidn (i) de la Proposicidn



1.7., tenemos

(ey)(zt) + (ez)(yt) + (et)(yz) = 0 .

a) Para ye€uU; z,t €V tenemos y(zt) = 0 , luego U-V2 = {0}

b) Para y,t€U; 2z €V tenemos (ey)(zt) + (et)(yz) = 0 , luego

y(zt) + t{yz) =0 .

c) Para y,z,t €U tenemos y(zt) + z(yt) + t(yz) = 0 (identidad de

Jacobi).
Finalmente para x,y,z,t € Ker w en la relacién (i) de la Proposicién
1.7., tenemos

(xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) = 0 .

PROPOSICION 1.10. Sea (A,w) 4&lgebra de Bernstein caract. K # 2 ,
A=KeeoUeV , dscomposicién respecto de un idempotente e # 0 , enton-

ces las siguientes identidades se satisfacen V u€ u, YvelV:

i) u{uv) = 0 iv) u =0

o 2 _ 2, _
i) (uv)” =0 v) u{uv) =0
i11) UZVE =0 vi) (uv)v2 =0

Demostracién: De la relacién (i) de la Proposicién 1.7., para Xx = e

y,z,t € Ker w se tiene

(ey)(zt) + (ez)(yt) + (et)(yz) = 0

luego, si y=2z=u, t=v entonces(i) y para x=t=u3; y =2 =V



tenemos 2(uv)? + uPv® = 0 Tuego (i) y (iii).

De la Proposicién 1.7. relacién (iv), tenemos

2) 2

4x2(xy) 2w(x")xy + 2w(xy)x

luego, al tomar x =u, y =e se tiene u3

v entonces uz(uv)

>
]
o
-
<
"

n

u entonces vz(uv)

>
n
[
<
"

Y x,y €A

0, ysi



CAPITULO II

ALGEBRAS PONDERADAS QUE SATISFACEN LAS IDENTIDADES

En este Capitulo se caracterizan los conjuntos

= {(A,w) € P/ X%

~
I

wix)x ¥V x €A},

w(x)x2 V x € A}

T, {(A,w) € P/x3

y se relacionan con las dlgebras Normales, de Jordan y de Bernstein.

Se mostrard también que una condicién necesaria y suficiente para que
(A,w) EBNJ es que (A,w) € T, Yy como corolario se probard que el ni-

cleo de un dlgebra de Jordan y de Bernstein es nilpotente.

Por G1timo se hace notar que no siempre Anul(S) , SCA , esun

ideal de A y se prueba que si (A,w) € T, entonces Anul(Ker w) si lo

es.

10
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LEMA 2.1. Sea (A,w) € P entonces (A,w) € T si y s6lo si
Xy = %—{w(x)y + w(y)x} Y x,y €A .

Demostracidn: Polarizando la identidad x2 = w(x)x por x +y para todo

X,y € A, tenemos

(x + y)2 = x? 4 y2 + 2xy

y por otra parte
wix + y)(x +y) =wix)x +wix)y + wy)x + w(y)y ,

Tuego 2xy = w(x)y + wly)x

Xy = %—{w(x)y + w(y)x} ¥ x,y €A .

Reciprocamente basta considerar y = x en el producto
Xy = %—{w(x)y + w(y)x} ¥V x,y € A
y se obtiene lo deseado.
LEMA 2.2. Sea (A,w) € T, entonces
(xy)z + (yz)x + (ZX)yr= w(x)(yz) + wly)(xz) + w(z)(xy) Vx,y,2€A .

Demostracidén: Para ax + By + vz YV Xx,¥,z€ A y o,B,y € K polaricemos

x” = w(x)x

(ax + By + yz)2(ax + By + v2)

(oczx2 + 82y2 + Y222 + 208(xy) + 2ay(xz) + 28y(yz))-

(ax + gy + YZ)3

(ax + By + vyz)



_ a3x3 " azexzy % uzwxzz i aBzxyz i 83y3 N Beszz + OwZXZZ

+ By2y22 + y3z3 + 2a28(xy)x + 2a£2(xy)y + 2aRy(xy)z

+ 2uzy(xz)x + 208y(xz)y + Zayz(xz)z + 208y(yz)x
2 2
+ 28%y(yz)y + 28vy"(yz)z .
Por otra parte

2 32 . 22

wlox + 8y + yz)(ax + By + vz)° = (aw(x) + Bw(y) + yw(z)) (a“x“ + 8%y

+ Y222 + 2aB(xy) + 2oy(xz) + 2Ry(yz))

s

a w(x)x2

+ aEzw(x)y2 + owzw(x)z2

+ 2&28w(x)(xy) + 2azyw(x)(xz)

2 3

Bw(y)x2 + 8 w(y)y2

+ 208yw(x)(yz) + a

+ Byzw(y)z2 + 208%W(y) (xy)

+

sagnlyilxe) + 28%mlydlyz)

+ o2y(2)x8 + Boymlz)ye + yowl(z)z

2
+ 2a8yw(z) (xy) + 2uy2w(z)(xz)

2
+ 2By w(z)(yz) .

Comparando los coeficientes a8y tenemos

2(xy)z + 2(xz)y + 2(yz)x = 2w(x)(yz) + 2w(y)(xz) + 2w(z)(xy) .



Luego

(xy)z + (zx)y + (yz)x

COROLARIO 2.3. Sea (A,w) €

y sblo si

n

(xy)z + (yz)x + (zx)y

PROPOSICION 2.4. Sea (A,w)

i) A es normal

ii) A es de Bernstein.

w(x)(yz) + wly)(xz) + w(z)(xy)

Py

w(x)(yz) + w(y)(xz) + w(z)(xy)

S

caract K # 3 , entonces

Tl entonces

satisfacen la identidad x

U= L) 5

luego A es de Bernstein.

2

= w(x)x

Demostracidn:
i)  Como %= = w(x)x Y x € A entonces x2y = w(x)xy
Tuego A es normal.
ii) Tenemos que x° = w(x)x ¥ x € A » entonces
(x2)2 = xz-x2 = w(x)xew(x)x
= w(x)w(x)xx
_ w(xz) 2

Y x€A.

13

V x.y,z€ A .

(A,w) € T, i

Y x,¥y,Z €A .

Y x,y €A,

OBSERVACION 2.5. Existen dlgebras que son de Bernstein y Normales y que no

Por ejemplo, consideremos el dlgebra A =Kee Ue V tal que

V=<(yv)

y su multiplicacién dada por la siguiente tabla:



e u v
1
e e §-u 0
1
u 711 0 0
v 0 0 0

Entonces A es de Bernstein y Normal.

Sea x =ae +u+v entonces x° = aze +u y wix)x = aze +ou +av ,

luego x2 #wix)x .

DEFINICION 2.6. Sea A una K-d1gebra (caract K # 2) conmutativa, no ne-
cesariamente asociativa, de dimensién finita. Se dice que ‘A es de Jordan

(J) siy s6lo si

xz(yx) = (xzy)x ¥ x,y € A .

Considerando el Teorema 4.32 de [4] se tiene

OBSERVACION 2.7. Si T2 = T entonces el dlgebra ponderada AT w €S de

Jordan.

OBSERVACION 2.8. E1 reciproco de esta (ltima Observacidn es falso, ya que

existe Ay~ de Jordan con P47 .

2

En efecto, si T2 = 2T entonces AT w &S asociativa, pues si

X,Y,Z € A tenemos que xy = %—[w(y)T(x} +W(X)T(y)) ¥y weT=w,

T,w
luego
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- Lulyw(@)T200) + Fuw(DTAY) + 3 wywb)T(2)

Por otra parte,

- L2018 y) + FWMOTA(2) + g wly(2)T00

Como T2 = 2T entonces

1

Z w(y)w(z)T
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Tuego (xy)z = x(yz) V¥ x,y,z € AT,w y AT .

es asociativa y por lo tan
, n

to de Jordan.

COROLARIO 2.9. Si T2 = 2T entonces el &lgebra ponderada AT w €S de

Jordan y asociativa.

TEOREMA 2.10. Sea (A,w) € 1o entonces

i) A es de Jordan
ii) A es de Bernstein

iii) Ker w es nilpotente.

Demostracidn: Por Lema 2.2. tenemos que para todo x,y,z € A,

(xy)z + (yz)x + (zx)y = w(x)(yz) + wly)(xz) + w(z)(yx) .

Para x = y obtenemos

xzz + (xz)x + (xz)x = w(x)xz + w{x)(xz) + w(z}x2 (1)

entonces

a) x(xzz) + 2x({xz)x)

1
mno
=

_—
>
>

—
>
~N

~—
+
=

_
™~
>

N

Por otra parte, sustituyendo por xz en (1), obtenemos

2

2( 2w(x)x{xz) + w(x)w(z)x" ,

x“(xz) + 2(x(xz))x

entonces

b) xz(xz) + 2(x(xz))x = 2w(x)x(xz) + w{z)x
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luego, comparando a) y b) tenemos xz(xz) = x(xzz) , y asi A es de Jordan.

Tomando x = z en la identidad de Jordan tenemos xz-x2 = xS = ;

Tuego

(xz)2 xz-x2 = x-x3 3 xw(x)x2 = w(x)x” = wx)w(x)x

w(xz)x2 .

y asf, A es de Bernstein.

Para demostrar que Ker w es nilpotente, basta con aplicar el Teorema

de Albert [6].

Como A es de Jordan, Ker w es de Jordan y x3 =0 VY xeKerw,
es decir, Ker w es nil., luego Ker w nilpotente. Claramente se tiene

el siguiente resultado: Sea (A,w) € T entonces

i) A es Normal
ii) A es de Jordan
iii) A es de Bernstein

ijv) Ker w es nilpotente.

PROPOSICION 2.11. Sea (Aw)€BNnJ y A =LKe & Ker w descomposicidn

respecto de un idempotente e # 0 , w(e) = 1 entonces x> = w(x}x2
Y xeh.

- ' 2 _ 2
Demostracidn: Por ser A de Jordan, x“(xy) = x(x"y) Y x,y € A .

Polarizando esta Gitima identidad, para ae + x , Be +y V x,y &€ Kerw,

a,B € K tenemos
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(1) e(xy) + 2(ex)(ey) = Ze[geX)g} + (ey)x
(2) 2(ex)2 + ex2 = e(exz) + 2((ex)e)x
(3) 2(ex) (xy) + (ey)x® = e(x%y) + ((ex)y)x

luego, para x = y , de (1) tenemos que

ey® + 2(ey)? - Ze[}ey)éﬂ + (ey)y (4)
de (2), y ey = 2{eyje tenemos

2(ey)2 + ey2 = e(eyz) + (ey)y (5)

de (3) tenemos

ey + ((ey) yJy = 0 (6)

entonces
2
ey’ + 2(ey)? = L+ (eyly
es decir
2 e 2
(ey)y = 2(ey)” + 24—
Luego

2(ey)y = aley)? + ey® . (7)

De (1), reemplazando x por y2 se tiene



ey> + 2(ey®)(ey) = 0 (8)

por (ii) Proposicidon 1.7. para e =x , 2z = y2 obtenemos

3 2ey3 + 4(ey2)(ey) (9)

4

luego

2(6y3 + 2(ey2}{ey))

b
]

y aplicando identidad (8),

y =0 Yy € Kerw. (10)

Calculemos ahora (ce + x)3 y wl(oe + x)(ce + x)2 ¥ x € Ker w .

(e + x)z(ae + X)

(ae + x)3

(03e + 2aex + xz)(ae + x)

uze + azex + EuZ(EX)e + 2o0(ex)x + aex2 + x3

1l

a3e * azex + 2uz(ex)e + 2a{ex)x + a.ex2

Por otra parte,

~

w(oge + x)(ce + x)‘ = u(aze + 20ex + xz)

a3e + EQZEX + axz

Usando el hecho que ef(ey) = %—ey Y y € Ker w , se tiene

ex + 2(ex)e = 2ex Y x € Ker w .

De la identidad (7) al despejar 4(ex)2 y reemplazando en (ii) Proposicién

1.8. se tiene



el

2(ex)x + ex2 = X Y x€ Ker w ,
luego y~ = wiy)y VyeA.

COROLARIO 2.12. Sea (A,w) € P entonces (A,w) € BnJ si y sélo si

x3 = w(x)x2 Y xe A .

OBSERVACION 2.13. Este resultado fue probado por S.Walcher [7] para cuer -

pos de caracteristica distinta de 2 y 3 y por M, Ouattara [ 4] para cuerpos

de caracteristica distinta de 2.

OBSERVACION 2.14, Sea (A,w) € BN J , entonces Ker w es nilpotente.

Consideremos ahora la descomposicién A = Ke @ U ® V , de un dlgebra

de Bernstein, con w(e) =1, e # 0 idempotente y

{2ex / x € Ker w!}

=
1]

{x € Ker w/ex = 0} .

==
1

PROPOSICION 2.15, Sea A = Ke ® U ® V , &lgebra de Bernstein sobre K tal

gue x° = w(x)x ¥ x € A entonces v2 = {0} ; 2 = {0} y v = {0}

Demostracidn: Por Lema 2.1 tenemos

Xy = %-{W(X)y + w(y)x! Y x,y €A,



luego para x = Vis Y=V obtenemos Vivo = 0 por lo tanto V2 = {0} .

Para x

"

{ =i
—
-

y = u, obtenemos uyu, = 0 . Luego U2 = {0} ,

para X =u, y =v tenemos uv =0 . Luego UV = {0} .

PROPOSICION 2.16. Sea A = Ke ® U ® V dlgebra de Bernstein sobre K , en-
{0} .

-
n

tonces (A,w) € T sT y sélo si

; & :
Demostracidn: Como para todo x€ A, x" =w(x)x . Sea x=e+u+v

con ueld, veyVv, luego

(e + u + v)2

x
]

e2 + u2 + v2 + 2eu + 2ev + 2uv .

Como ev =0 y por la Proposicidn anterior U2 = {0}, V2 = {0} ,

UV = {0} tenemos x2 = e + u ; por otra parte

w(e)(e + u + v)

w(x)x

etu+tyv,

comparando ambas expresiones tenemos v = 0 . Asi V = {0} . Reciprocamen-

te, basta considerar x = ae + u para obtener x2 = w(x)x VY x€EA.

PROPOSICION 2.17. Sea A = Ke @ U e V dalgebra de Bernstein y de Jordan,

entonces V2 = {0} , (Uv)v = {0} YVEV .

Demostracién: Como A es de Bernstein y de Jordan, se tiene que

x” = w(x)x ¥ x €A,

luego, por Lema 2.2. para todo x,y,z € A,
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(xy)z + (zx)y + (yz)x = w(z)(xy) + w(y)(xz) + w(x)(yz)
Z = e tenemos ev2 = v2 . Como v2 ey,
z v2 . Luego v2 = {0} .

luego, para x =y = v

ev2 = %—vz , entonces

MN|#—=
<
1]

Ahora bien, para VisVy €V se tiene

0= (v, + v2)2

2
v1 + 2v1v2 + v

ro N

entonces 2v1v2 =0 . AsT Vivp = 0 . Luego 1 {0} .

Para X =u, y =2 =v obtenemos

(uv)v + (uv)v + uv2

]
o

Asi 2(uv)v = 0 , Tuego (Uv)v

n

{0} YVvEV .

PROPOSICION 2.18. Sea A = Ke & U e V &dlgebra de Bernstein sobre K , en-

tonces A2 = A siy s6lo si U2 =V.

Demostracion:
A2 = (Ke o Us V)2 = Ke + UZ + V2 + 20U + UV
= Ke + U+ U2
Tuego Boke+u+l=n—=ui=vy.

COROLARIO 2.19. Sea (A,w) € 1, entonces A2 = p

Demostracidn: Como (A,w) € Ty . A es de Bernstein. Luego A=Keso Ue V

y ¥Yx€A, x2 = w(x)x entonces por Proposicién 2.16., V = {0} y como

U2 C V entonces A2 = A .
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OBSERVACION 2.20. Existen &lgebras de Bernstein tal que A2 =A vy
x2 # w(x)x . Por ejemplo considerar A =Ke @ Ue V donde U = <ul,u2> :

V = (vl) y su multiplicacién dada por

e u1 u2 v1
1 1

e e E—ul E'UZ 0

u 1 u ov YV 0
1 2 1 1 1

u l-u YV Bv 0
2 2 2 1 "Y1

vy 0 0 0 0

con (o,8,vy) # (0,0,0) . Como dimKU2 = dimKV y U2 C V entonces U2

luego por Proposicidn 2.17. A2 =A.

]
-

Sea x =e + Uy + Uty 5 Upsly el y a=g=0 1y yv#0

2 _ 22 _
X =e + u1 + v Vl = e+ul "

Por otra parte, tenemos w(x)x = e + u, + u

2
1 14y 5 por lo tanto x° # w(x)x .

PROPOSICION 2.21. Sea (A,w) € T entonces A=A" V¥ neEN

DEFINICION 2.22. Sea S C A, entonces se define el anulador de S como

Anul(S) =;{a € A/a*s = 0 para todo s € S} , y se tiene que Anul(S) es
un subespacio de A . A diferencia de las dlgebras asociativas, Anul(S)

no necesariamente es un ideal.

OBSERVACION 2.23. Existen dlgebras de Bernstein en las cue el Anul(Ker w)

no es un iceal.



Sean

entonces

por 1o ta

Sea ahora

entonces

uy

20

V={(y) conmultiplicacién dada por

e u v
1
e e 5 u 0
y %—u 0 - con y#0, 2€K. A esun dlgebra
de Bernstein.
v 0 u u
Y BJ
X = -2 E
= -2ye -=~u+tvEA
B
y = AU+ vy s ¥ a,wveK, uet, vely
Xy = {-ZYe - %—u + v}(xu + wv)
= -2YABU - E-kuz - B ouv + auv + vvz
Y Y
= -yAUu - Buu + ayu + 8wl
=0,
nto x = -2vye - %—u + v € Anul(Ker w)
= = = +
(ex)u Ne[?@ - u wju

-yu # 0,

ex & Anul(Ker w)

&
[—2\’6 — g_? l]U

y asi

Anul(Ker w) no es un ideal de A .
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PROPOSICION 2.24. Sea A =Ke e U & Ve BnJ entonces

(i) I = Anul(Ker w) es un ideal de A .
(i1) Si U # {0} entonces I C Ker w .

(iii) Si U = {0} entonces I

A .
Demostracidn: (i) Sea u€ U, x € Anul(Ker w) , (ux)y = C para todo
y € Ker w , luego ux € Anul(Ker w) . Andlogamente VX € Anul(Ker w)

Sea x = ae t U tV, € Anul{Ker w) , Tuego xy =0 Vye& Kerw, enton-

ces tenemos

o -
(1) ux 5 U +uug + uv, 0

(2)  wx = vu T = 0.

Ahora ex = ae * %— o0 - Luego Y y € Ker w , se tiene

(ex)y = (ex){u + v)

1(u + v}

UQj

1

1
[ue +'2—

u +

1
ro|R2
o=

=

u +

De (2) vug = 0 ya que w,€ V2 y Vo= {0} .
&) = = = &
De (1) S Ut UV = 0 y uu, =0, lueg (ex)y = S u .

C

Si o =0, exec Anul{kerw) . Si af 0,
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Asi %»u =0 y exe Anul(Ker w) . Por lo tanto, I es un ideal de

(i1) Sea x = oe + ug * vy € I1 ,si oa=0, x€Kerw.

1
o

Si a#0, %u—

auy = 0 . Luego «

y como U # {0} existe u; € U, uy # 0 tal que

0 , contradiccidn. Por lo tanto I = Anul(Ker w) C Ker w .

(iii) Sea ahora U = {0} , luego A =Ke & V vy

I = Anul(Ker w) = Anul(V)

xeA/xv=0 Yve\V;

= {oe + vy [(ee +vi)v =0 ¥vel]
= {oe t vy /aE K,
=A.

PROPOSICION 2.25. Sea (A,w) e BnJd , 1 ideal de A, I # {0}

1 C Ker w entonces A/I&€BnJ con wla+1)=wa) YaeAh.

Demostracion: Sea x =a+1€A/1, a=oe+tu +v , U € U

v €V, o€K,
0
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X = + + +
X = (ce + ug vo) I

b

= (oe + uy + v0)3 + ]

>
I

3 2 2
(a"e tatug +oau + 2au0v0) + 1

Por otra parte,

2

WOX2 = wa + I)(a + 1) = w(a)(a + 1)

n
]

)2

oloe + +
( uO VC:O

3 2 2
+ + + +
a’e totus toau 2au0v0 I

n

luego, X3 = W(Y)?Z YX€EA/I y por Teorema 2.10. A /I es de Bernstein

y de Jordan.

COROLARIO 2.26. Sea A=Kee U®VEBNJ tal que U # {0} , entonces
A/Anul(Ker w) € BN J y Ker w es nilpotente, donde w(a + Anul(Ker w)) =

= w(a) es el peso de A /Anul(Ker w) .



CAPITULO III

LAS IDENTIDADES x° = w(x)x , x~ = w(x)x" Y EL PRODUCTO TENSORIAL

En este Capitulo se aplica el producto tensorial a los conjuntos T s
T, 5 S analizan luego las duplicadas no conmutativa y conmutativa de una
K-d1gebra A y se termina exhibiendo una clase de dlgebras de Bernstein
y de Jordan cuyas duplicadas no conmutativas y conmutativas son también

de Bernstein y de Jordan.

Sean (Ai’wi) dlgebras ponderadas, i =1, ..., n . Se sabe que el
n
producto tensorial de dlgebras ® A]- es un dlgebra ponderada con homo -
i=1

morfismo peso definido por
n
w® : ® A, =K
. i
i=1l =

@
W (a1®a2®... ®an)

Para su demostracifn se puede ver, por ejemplo [8, pdg. 110].

29
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OBSERVACION 3.1. Sea (A,w) € 1 entonces no necesariamente

(A ®A,W®) = 'Ll .
K

Por ejemplo, consideremos el dlgebra de Bernstein (A,w) € T, Y su multi-

2

. oo 2
plicacién dada por e =e , eu=75U, U = 0 entonces

no| =

A®A=(e®e:u®e:e®U:U®U).
K

Tomando el elemento x = (e®@u +u@e) € A@QA , se tiene
K

(e@u + u®e)2 (E®U)2+ (u ge)l +2e@u)(u®e)

2(eu ® eu)

1
§u®u

]

y por otra parte, w®(e Qu+u®e) = wleu) + wlieu)

2w(e)w(u)

Por lo tanto x2 #wix)x , asi (A@A,w®) ¢ T
k

OBSERVACION 3.2. Sea A & N entonces no necesariamente AR®AeN.
: k

En el &lgebra definida anteriormente, consideramos los elementos

x=(e@u+u®e) , y= (e @e) e AQA , entonces
k
Xy =%(U®U)(e®e)

1
-8u®u.
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y por otra parte,

wix)xy = 2wleu)[ (e ®u + u®e)(e ®e)l

2w(e)w(u)l (e @u + u®e)(e ®e)l
=0

Luego x2y #w(x)xy . Asi AGQA &N .
k

OBSERVACION 3.3. Sea A una K-dlgebra de Bernstein, entonces no necesaria

mente A A es una K-d1gebra de Bernstein.
k

Por ejemplo consideremos A = ek @ Ue V con multiplicacidon dada por:

e2=e, eu-lu, u2=uu, a# 0, v2=8v, B#0, uv=0 y

T2
sea X =e®@ueA®A, luego
k

()(2)2 (e ® u)z(e ® u)2

(e @ qu)(e ® au)

e®0‘.3u
y por otra parte,

wie @ u)2) (e ® 1) = WPle @ au)(e @ au)

t]

w(aeu)(e @ qu)

1]

aw(e)w(u) (e ® au)
=0,

2)2 # W(XZ)X2 . AsT (A@A,w®) ¢ B .
k

luego (x



OBSERVACION 3.4. Sea A wuna k-&lgebra de Bernstein y de Jordan. Entonces

no necesariamente A®A es una k-dlgebra de Bernstein y de Jordan.
k

Por ejemplo, consideremos A = ek & U@ V con multiplicacién dada por
2 1 2 2

e =e, BU=SU, U =av, a#0, uw=ev=v =0,y sea

x=(e®@u+u®e) € A®A , Tuego
k

x3=(e®u+u®e)2(e®u+u®e)
=(e®ow+ow®e+-é-u®u)(e®u+u®e)

PO =

= (uQu)(e®u + u® e)

= 9 & )
-4u®v+4v®u,

y por otra parte,

We®u+ude)le®u+ ude)l

(w(e)w(u) + wlu)w(e))(e®u + u® e)2

:0,

y asi (A ®A,w®) ¢ 1, -
k

COMENTARIO SOBRE EL PRODUCTO TENSORIAL.

Por 1o visto en las observaciones 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 nos damos cuenta
que al aplicar el producto tensorial a los conjuntos Ty ¥ 1, nose ob-
tienen resultados significativos, aunque al dlgebra en cuestidn se le exi-

jan otras propiedades, como se vera a continuacidn.

LEMA 3.5. Sea (A,w) € T tal que x2y = (xy)x V¥ x,y € A entonces

X'y = w(y)x ¥V x,y €A .
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Demostracién: Como (A,w) € T, » tenemos que (A,w) € T, - Luego por
Lema 2.2 (xy)z + (zx)y + (yz)x = w(z)(xy) + w(y)(xz) + w(x)(yz)

Y x,y,zZ € A ,' tomando x = z en esta (ltima identidad obtenemos

2(xy)x + x2y = 2w(x)yx + w(y)x2 .

Como (A,w) € Ty s sabemos que (A,w) € N , luego x2y = w(x)xy

2

¥ x,y € A, entonces 2(xy)x + x2y = 2x"y + w(y)x2 . Reemplazando (xy)x

2 ; ; . .
por X'y en la identidad anterior se tiene que

x"y = wly)x

Aplicando este Lema a A, ®A, con (A.,w.) € 1. ,
1k 4 i’ 1

obtenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.6. Sean (A.w,) €1, , 1= 1,2 tal que xfy. = x. (x.y: )

Y XisY s € Aq. , 1=1,2 entonces t3 = w(‘;'a(t)t2 para todo

t=x1®x2+yl@y2€A1C>EA2 .

Demostracién: Sea t = X1 ©X, ty, @Y, € A1®A2 > XpsYq € Al :

.
XZ’yZ = AZ s 1Uego

3 2

t —(x1®x2+y1®y2) (x1®x2+y1®y2)

3 ,2_..2,. 2.2

£ = (xl ® x5 + ¥ ®y, + 2><1y1 ®><2y2)(><1 ® x, * Y1 @yz)
3 3_.3. 2 2 2 2 3 3

=Xy @ % Xy @ Xy, Hy Xy @yox, ty; @Y,

i 2(x1y1)x1 ® (><2y2)><2 ¢ 2(x1y1)y1 ® (><2y2).y2 .
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Aplicando el Lema anterior y el hecho que (Ai,w].) € 1, , tenemos

3

t Z 2

2 2 2 2
Wy (x))x] @ wy(xp)xy + Wy (yy)x] @ wy(y,)xy + Wy (x))yy € Wy(xp)yy

2 2 2 2 2 2
+w (y)y] @ wolyplyy + 2x7 ¥y @ X5 ¥y + 247X @YX

2 2 2 2 2 2
Wy (x1)x] ® wy(x,)x5 + wyly)x] @ wyly,)xy + wy(x))y] @ wy(x,)y;
+ w. ( )y2®W( )y2+2w (x{)%,¥, @ Wol(x,)x,y

1\ /Y ¥ WYY, 11X1/%1Y1 ¥ Wl Xp %Y

2 2 2 2
Wy (X Wy (xp)IXg @ X5 + yg @y, + 2xpy

& x

1 ® XYyl

2 2 2 2
+ wl(yl)wz(yz)[ X] ® X5 *¥] ® o+ 2%1¥1 ® x2y2]

_ 2 2 2 2
= [wl(xl)wz(xz) + wl(yl)wz(yz)][ X] ® %5 + ¥] ®y; + 2x¥, ® x

1 oY )]

® 2
W (x1®x2 +y16§>y2)(><1®><2 + yl®y2)

1

W2(t)tl

1

OBSERVACION 3.7. Como se ha visto anteriormente, el producto tensorial no
arroja resultados en relacidn con el tema tratado; pero si Tos hay en el
caso de las duplicadas, tanto no conmutativas como conmutativas de una

K-d1gebra A , como se verd en lo que sigue.

DUPLICADA NO CONMUTATIVA.

Sea A una k-dlgebva no necesariamente conmutativa ni asociativa, de
dimensién finita sobre K . Se define una nueva multiplicacidén sobre el

producto tensorial A®A por:
K
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(x@y)(x'®@y') = xy ® x'y' ¥ xax"sy'sy € A .

La K-dlgebra que se obtiene con esta multiplicacién se 1lama la "Duplica-

da no conmutativa de A" .

NOTACION: A@d A .

TEOREMA 3.8. Sea f : A®,A~ A definida por f(Z a1.®db1.) = ¥ ab,
i€l i€l

entonces f es un homomorfismo de algebras, Im f = A2 y

(A, A)(Ker f) = (Ker f)(AQy A) = (0) .

) EP donde w,=wo .

TEOREMA 3.9. Sea (A,w) €P entonces (AQ), Aw ,

d

Para las demostraciones de estos Teoremas se puede ver [8, pdg. 116].
OBSERVACION 3.10. Sea (A,w) € T entonces no necesariamente
(A®d A,wd) € T -

Por ejemplo, consideremos el dlgebra de Bernstein (A,w) € T donde

A=<(e,u> y sumultiplicacidn estd dada por e2 =e, eu-= %—u ;

u2 = 0 . Entonces su duplicada

A(S% A=(e®e, e@Qu, u®®e, u®uw

tiene multiplicacidn dada por
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e®@e u® e e®u u®u
- 1 1
e®e e®e -2—e®u §e®u 0
1 1 1
ue §u®e Eu@u -4-u®u 0
1 1 1
e®u -2—e®u Eu@u Eu@u 0
u®u 0 0 0 0

Consideremos el elemento e ® u € A@d A , entonces
(e ® u)2 =

y por otra parte

wd(e @ u)(e ®u) = wleu)(e @ u)

= w(e)w(u)(e ® u)

luegqo A@d A & 1 -

OBSERVACION 3.11. Sea (A,w) € T, entonces no necesariamente (A@d A,wd) B %

Por ejemplo, consideremos (A,w) € T, donde A = {e,u,v) con multiplica-

cioén dada por e2=e,eu=%u,u2=av =#O,ev:uv=v2=0.

]

2

Entonces su duplicada:

A®dA=(e®e,u®e, e®Qu, e®@v, v@e, u®v, vOu, u®u, v V)

tiene multiplicacidn dada por



e®e u® e e@u | e®v | vRe | UV | vOU | u®u | v@®v
e®e e®e —é—e@u %e@u 0 0 0 0 oae ® v 0
1 1 1 o
u® e -gu@e Eu@u Eu@u 0 0 0 0 §u®v 0
e@u | +u@e | tuou|iuou!| o 0 0 0 | %uev| o0
2 4 4 2
e®@ v 0 0 0 0 0 0 0 0 0
v®e 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u® v 0 0 0 0 0 0 0 0 0
V®u 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u® u 0 0 %v@u 0 0 0 0 fv@v 0
VR v 0 0 0 0 0 0 0 0 0

I
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Al considerar el elemento e ® u € A@d A, se tiene

(e ® u)3 (e ® u)E(e ® u)

(U@ u)(e ® u)

ve® u

[oo] F R 4 [

y por otra parte,

wd(e® u)(e ® u)2

w(eu) %—(u ® u)

i}

(u® u)

e

w(e)w(u)

Luego A()d A ¢ T

LEMA 3.12. Sea (A,w) € T, entonces para todo x,y,z € A

xy®z=%{w(><)y®z+vf(y)x®z}.

Demostracidn: Como (A,w) € Ty s XY S %-{w(x)y + wiy)x) Y x,y €A,

luego

Xy ® z wix)y + wly)x} ® z

M= PO

wix)y ®z + wiy)x ® z} .

PROPOSICION 3.13. Sea (A,w) € T entonces (A(:% A,wd) es Normal, luego

es de Bernstein, de Jordan y Ker Wy es nilpotente.

(]

n
Demostracidn: Sean x,y € A@d A, X = a, ®b1. , Y= Z c.®d. ,
i=1 j=

Tuego
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2 £ 2 (n
xy={2 a.@b.] (2 c.®d.}
j=1 1 1 Ny 9T

+2 X (a

. 1 J 1 1?‘-1 ®b)(a.i®b]-)+ -----

1

1l
—t
n M=
o
®
o
o

n
+2 Z (a£®b£)(a1. ®b1.)] jfl (cj®dj)

£ n n
= X (a.,b.®a.b,) Z (c ®d.)+2 Z(a,b,®a.b.) £ (c.®d.)+
j=1 11 i j=1 J i#1 1d i j=1 J J
) 3 )
+2 X (a,b,®a,b,) Z (c.®d.
P40 L 11 j=1 J J
: TS (aby)ab) @ cd
= Z (ab.)"®cd, +2 2 ZT (a.b,){a,b,)@c.d.* .iis.
i3 i 33 i#1 =1 i LS JJ
T (a,0,)(ab)
+2 Z I (a,b ab ® c.d.
it =1 33
Como (A,w)e-f1
2 n
xy= I wlabab.®@cd.+ I I wla;bj)(asbi) ®c.d,
i.3 L R JJ i#1 j=1 11 JJ
n
+ 3 Ew(ab)a1b1®cd e * E Zw(a}»i{)ab ®Cd
ir: =1 ite j=1
n
+ T X w(a.b.)a b @c.dj

ifg j=1 LT
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= I w(a_.lbi)ab ®cd $ E w(allab ®ch .....

i,J 441 5=1

n
+ Z Ew(ab)a.b ®cd + Z Zw(ab)ab eod.® «ous-
#p g1 £ R P! 3

n
+ T T wla.b)a,b,®c.d;
i#2 j=1 i NN

= Z w(aib )ab ®cd + Z E w(ab)a}.bi®c.d.
i,] J t<i j=1 3

+ Z Z w(ab)ab ®dej

i<t j=1
£
= Z .b. z b .d.
2 w(a;by) [t,j a,b, ® ¢y J}
L 4 n 1
= I d(a ®b1.) (z (at®bt)] [z (c. ®d.)
i=1 t=1 j=1
(E ( n
- wy | Z(a ®D)HE (3. ®b )] (I (c;@0 )|
Li=1 =1 j=1 J
= wd(x)xy
Luego (A@d A,wd) es Normal.
Como (A@d A,wd} Normal, tenemos x2y = w(x)xy Y X,y € A@d A

Luego para x =y obtenemos x3_ = w(x)x2 ¥ X € A@d P, entonces
aplicando Corolario 2.12 tenemos (A@d F\,wd) de Bernstein y de Jordan, ¥

por Corolario 2.14, Ker Wy es nilpotente.
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OBSERVACION 3.14.

a) Sea (A,w) € N, entonces no necesariamente (A@d A,wd) EN.
b) Sea A € J entonces no necesariamente A@d Aed .
c) Sea (A,w) € B, entonces no necesariamente (A@d A,wd) €B.
Basta mirar el ejemplo de la Observacidn 3.11 donde A€ BN J NN ,

y al considerar Tlos elementos x=eQ®u , y=¢e e de A@d A, se ob-

tiene
(x2)2 # w(xz)x2 , es decir (A@d A,wd) ¢ B
xzy # w(x)xy , es decir (A®d A,wd) g\

xz(xy) # x(x2y) , es decir A@d A¢J .

DUPLICADA CONMUTATIVA.

Sea A una K-dlgebra conmutativa, no necesariamente asociativa. Consi-

deremos I =(x®y - y® x/x,y € A) entonces I es un ideal de A@d A,
n
pues: Sea X a, @b, € A@d A . Luego

i=1
(n n n ]
lz a1®b'i](x®y -y®x) = [Z a1®b.](x®y) - [Z a. ®b.l(y® x
i=1 . i=1 1 i=1 '
n n
= 51 aibi ® xy - 131 aibi ® yx

ya que Xy = yx .
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Ademas

wd(x®y - y® x) wd(x®y) - wd(y®x)

w(xy) - w(yx)
=0,

luego I ={(x®y -y®x/x,y €AY CKer Wy

Asi, A(]h A/I es un dlgebra conmutativa no necesariamente asociativa,

1lamada "Duplicada Conmutativa de A"

NOTACION: A@d A/1 =A.A

. . _ . _.2 n(n-1) »
Si d1mKA = n entonces d1mKA.A nt - S Ademds (A.A,wag
es un dlgebra ponderada donde qg;a + 1) = wd(a) Vace A(:h A .

OBSERVACION 3.15. Sea (A,w) € 7 entonces no necesariamente (A.A,wég €1

Basta considerar la Observacidn 3.10.

OBSERVACION 3.16. Sea (A,w) € T, entonces no necesariamente (A.A,W@) €1, .

Basta considerar la Observacidn 3.11.

PROPOSICION 3.17. Sea (A,w) € T » entonces (A.A,%g) es normal, luego

es de Bernstein, de Jordan y Ker Wg €s nilpotente.

Demostracién: Como (A,w) € T, Por Proposicién 3.13 (A(:E A,wd) es nor-

mal, luego A(:% A/1 es también normal, y asi es de Bernstein, de Jordan

y Kerw_ es nilpotente.

®
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OBSERVACION 3.18.

a) Sea (A,w) € N entonces no necesariamente (A.A,weg EN .
b) Sea A € J entonces no necesariamente (A'A’WQQ € 71 .

c) Sea (A,w) € B entonces no necesariamente (A.A,w@) €EB .

2

TEOREMA 3.19. Si T~ =T entonces AT,w Gad AT,w es de Bernstein y es de

Jordan.

Demostracidn: Recordemos que VY x,y € Ay 5 Xy = %{w(x)T(y) + w(y)T(x)}

y weTl=w.

?
(a; @ bs)

£
+ 2 1?1 (a1®b1)(ai @bj) £ ... ® 2 1';:46 (a£® bg)(ai ®b1)][j§ a‘j @bj}

)

ab.®ab. +2 T ab . @ab, + ...42 I a?b,®a.b.}-
i i 81 11 i it0 L i
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T w(aibi)(w(ai)Tz(bi) + w(bi)Tz(ai)) ® aﬁbj

pt
£ 1,4

£ ? 2
1 ¢ 3% lw(a,b Yw(a)T (b,) + w(b)T fai:))
"2 5 [ rr L

 wlagby) ()T (by) * u(bT2e )] @25 o

£ ’ ’
"2 o j}il @(aﬂbﬂ)(w(ai“ (b;) + w(by)T"(a5))
r wlasb,)(a )T (bp) * w(bTolag)) | @ 2P;

-1 w(aibi)(w(ai)Tz(bi) s (b )T0(a;)) @20
i,
(u(apy (n(a T (o) * w(b)T2(3))) @ 205

+ wib)T2(a))) @ 23P;

(w(a o) (wla ;) T (bg) * w(b)T(2;))) © 230

z % (w(aibi)(w(aﬂ)Tzibﬂ) + w(bﬂ)Tz(aﬁ))) ® ajbj

.
it =1

i



i

sJ

£
z Z
11 0=l

£

Y(w(a.)T2(b.) + w(b.)T

(w(albl i i i

= w(ab,)(wa)Té(b,) + w(b)T%(a,)) ® 3,0,

°(

45

J

2))) @a b,

£33 T (wlayb,)(w(a)TA(by) + w(b)T (a;))) @ ajb,

1L J=4

p> (w(aibi)(W(az)Tz(bﬂ) + w(bE)TZ(aﬂ))) ® a.b

J

+ L

b,) + w(bl)T?‘(al))) ®ajbs + .
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£
= Ew(ab)ab.@ab . > Z w(a,b,)a.b a.b.
Ped ! L >t j=1 tt J i

£ £ 4 )2
= X wd(a ®b)[z a.®b} = W (‘Z (a ®b.)](2 a.®bp
. . i d (.- i 1 _ 1]
1=1 = i=1 i=1
2
= wd(x)x
Luego, AT,w(:% AT,W es de Bernsteip Y de Jordan,
Fina]mente, Usando 1a Proposicién 2.25,
te:

Se tiene e] resultado Siguien-

COROLARIQ 3.20. s T2 = T entonces A w'AT w €S de Bernstein Y es de
Jordan,
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