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INTRODUCCION

Los problemas estudiados en este trabajo, t'iene su origen en el estu-

dio de las álgebras ponderadas (A,w) , sobre un cuerpo K de caracterís-

tica djstinta de 2 (introducida por I.M.H. Etherington, 1939), es decir K

álgebras de dimensión finjta, conmutativas, no necesariamente asociat.ivas

y pl ovistas de un homomorfismo de álgebras no nulo w : A * K , llamado

ponderaci6n o función peso de A

Nuestro objetivo es estudiar aquellas en las cuales se satisfacen las
i1t

identioades x'= w( x)x ó x'= w(x)x' y analizar su relación cor otras

álgebras no asoc'iat'ivas, corno son las álgebras l',lormales, las de Bernstein

y las de Jordan.

En e1 primer Capítulo se introducen definiciones, notaciones y propie

dades ya conocidas sobre álgebras de Bernstein, para trabajar con el tema

y se dá una relación entre las álgebras de Bernstejn y ias álgebras Norma-

les en las que interviene un operador 'i ineal .



En e1 segundo Capítu1o se caracterizan 1os conjuntos

.r, = {(A,w) e P/x? = w(x)x V x e Ai

v

t, = i(A,w) e P/x3 =w(x)x2 Vxe A],

donde P denota el conjunto de álgebras ponderadas y se relacionan con

álgebras Normales, de Jordan y de Bernstein. Un resultado importante es

que (A,w) e '¡, sí y só10 si A es una K-álgebra de Jordan y de Bernstein,

este resultado fué probado por S. llalcher en [7] para cuerpos de caracterís

tica distinta de dos y de tres y por M. Ouattara en [4] para cuerpos de ca-

racterística distinta de 2. En este trabajo se prueba además que si

(A,w) e .¡, , entonces Ker w es nilpotente y si (A,w) e r1 , el índjce de

nilpotencia es 2. A continuación se estudia el anulador del núcleo de un

álgebra de Bernstein y se dá un ejemplo en el cual Anul (Ker w) no es un

ideal , probándose luego que si (A,w) e 'r, entonces Anul(Ker w) es un

ideal de A Hacemos notar aquí que en [3] R.l,,l.K. odoni y A.E. Stration,

prueban un resultado similar consjderando A una R -álgebra de Bernstein

tai que A2=A.

En el Tercer Capítu1o se relac'ionan las identidades x2 = w(x)x y
1ux'= w(x)x' con e1 producto tensorial , se analizan luego las dupl icadas no

conmutativas y conmutativas de una K-álgebra A y se prueba que si

(A,w) e r., entonces tanio la dupiicada no conmutativa cono la conmuiativa
I

es Normal y por consiguiente de Jordan, de Bernstein y núc1eo nilpotente.

F.inalmente se exhibe una clase de álgebras de Jordan y de Bernstejn cuyas

duplicadas no conmuta¿iva y conmutativa son también de Jordan y de Bernstein.

t1



CAPiTULO

GENERAL IDADES

DEFINICI0N 1.1. Sea K un cuerpo infinito (caract K l Z) , A una K-ál-
gebra conmutativa de dimensión finita, no necesariamente asociativa. Se di

ce que A es una K-álgebra ponderada (p) sí y só1o si adm.ite un homomor

fismo de álgebras no trivial w: A.+K,llamado homomorfismo peso o pon-

deraci ón de A

NOTACION: (A,w) eP.

Sea a hora

'r, = {(A,w) e P /x2 = w(x)x

,y r, = i(A,w) e P / x3 = w(x)x2

V x e Ai

VxeAj

cl arame n te T. C T^ .r- ¿

:V-V operador 'l ineal , dim*V = n I w:V'K formal lineai

l que w.T=w Consideremos el siguiente productono nula ta



{w(x)T (y) + yr(y)T(x)i V x,y e Y

en t0nces

w ( xy) = w(x )w(y ) ! xry

Así V es una K-á1 gebra ponderada que

del operador T y la forma f ineal yr

Si T es ei operador identidad y w

se denota A-.. obtenida a partir
| 

'W

forma lineal no nula, teneñps

V x,y e Y

Y = x obtenenos:

1

*y = |{*l,ly * n1y)x}

En 1a igualdad anterior si hacemos

2x = w(xJx

entonces A- € r. ,| ,W I

Si T=T-,donde T^ee
* T.(v) = w(v)e ' con w(e)

A- € r^ .I .W Ze'

DEFINiCION 1.2. Sea (A,w) e P Se dice que (A,w)

Bernstein (6) sí y sólo si (r2)2 = w(x2)x2 Y x

NOTACION: (A,w) e a

Vx€V

'I uego r, I S

:V

1(
reemplazando T por T. en xV = i iw(x)r(y) 

* w(y)T(

xy = w(x)w(y)e Ahora si hacemos y = x tenemos ,? =

tuimos y por *2 en xy = w(x)w(y)e obtenerps *3 =

,3 = r(*)r2 Vx€V, entonces

x)l no

w'\x )e

w(x)w(

s queda

y si susti
?,x-)e luego

es

€A

una K-ál gebra de



DEFINICI0N 1.3. Sea (A,w) € P

,.1 (l,l) sí y só10 si *2y =

N0TACION: (A,w) eru.

. Se dice

w(x)xy V

que (A,w)

x,J € A

es una K-álgebra Nor-

PROPOSICION 1.4.

Demostración: El

xy=

SJ x=y

E1 ái gebra pon de ra da

producto def.inido en

| {*{r)rt*l + w(x)T(Y

.-2sr y solo sr I = | .

x,y € AT 
,w

A- €N

A- es

))j v

por otra parte

w(x)xy = w(x) |
1,.

= z *('l

como Tz = 1 tenemos ,2y

Rec íprocamen te, supongamos

cI'(a) | T(a) , por lo tanto

obtenemos x2 = w(x)T(x)

x2y = w(x )T (x)v

= *r^) i (w(y)r21x) +

= | rt*l [w(y)r2(x) +

(w(y)T(x)

iw(v)r(x)

= w(x)xy

-2.,-tfl

, l ue go

w(x)T(y))

w(x)T(v)) ,

+ w(x)T(y))

+ w(x)T(y))

. I ueqo A*
I rw

l uego exi ste a e A- tal que
¡,w

y por otra parte



1,w(a)ay = iw(a)(w(v) T(a) + w(¿¡1111¡

entonces a2y I w(a)ay y AT,, no es normal; es decir AT,* es normal

,-2sl y solo sr I = I

PROPOSICION 1.5. El álgebra ponderada Ar,nu €E síysó1osi ¡2=t

Demostración: Si

3rmplrca que

en x2y = w(*)*y

12 = I tenemos

w(x)x2 v x €

se ti ene que

x2y = w(x)xy v x,y e

OT,* , I uego ree::plazando

A- lo oue

2yporx

,2,? ,.3(x ) = w(xlx

entonces A-. €6
I rw

Recíprocanente, supongamos
.))

l-(a) I r(a) , ruego a =

.,,,/,Llw(x)w(x)x = w(x Jx

_2.*I Fl

w(a)T(a)

(uz)z = ,(u2)r(u) r(u)

por otra parte

, es decir existe

y entonces

,3,-2,,w(a )r tal

u . AT,* tal que

Ber¡stej n; es decir Ar,n

son equivalentes

*(u2)u2 = n (u2)*(u )r (u ) = w(a3)r(a)

c)
por lo tanto (a ) I wta

es Bernsteir sí y sóio si

COR0LARI0 i.6. Sea A-.I'w

,-2a) I = |

b) A- Normal

c) A* Bernste'in

2\^2 v A- no es
I , \¿l

fZ =l

ál gebra ponderada, en t. ''r ce s

4



PROPOSICi0N 1.7. Sea K cuerpo

bra de Bernstein, entonces para

ca

tZ ¡

,il
l

+

infinito,

cada x,y

+ (xt)(y

ract K

t€A
I 2 , (A,w) un álge-

se tiene

r)

It)

iii)

s[xyl{ztl + (xz)(yt)

4xz (yz)

4(*y)2

qx2(xy)

,2(ev)v = u

a

¿eY + 4(eY/ -Y

2e(ey) -ey=0

(v I = u

= 4( u(xy)zt + w(zt)xy

w(xt)yz + w(yz)xtJ+ w(xz)yt + w (yt) xz

+ 8(xy)(xz) = 4*1*r,*y + ?w(yz)xz

^22 ,2,2+ zx-y = 4w(xy)xy + w(x )y + w(J

= zw(x2 )xy + Zw(xy)xZ

)
+ tu(x')yz + 4w (xy )xz

a.)
lx

2 , (A,w) ál sebra

de un i dempo ten te

Demostración: Las relac'iones

ox + BJ + 1z + 6t para todo

facen la relac'ión

,2,2 ,2,2tx I = w(x lx

PR0P0S IC i0N 1.8. Sea K

de Bernstein, A = Ke e

el0,entonces

se obtienen del hecho que los elementos

x,y,z,t€ A y para todo o,3,Y,ó€ K satis

i)

jj)

iii)

Vy

0

cuerpo i nfi ni to, caract. K I

Ker w descomposición respecto

€ Ker

€ Ker

€ Ker

vyeKerw

Vy

Yy

Demo s tración : Las relacjones se obtienen del hechc que los elementos

todo aeK, J€ Ker w, satisfacen la relacióne+txy,para



(*7)z = r(12)*2

TEOREMA 1.9. Sean K cuerpo 'inf inito, caract. K f ? , (A,w)

Bernstejn y e idempotente no nulo de A , entonces Ker w =

composición en subespacios que dependen del idempotente e y

Ias rel aciones siguientes:

ál gebra de

UeV, des-

se ti enen

V x,y,z,t € Ker w

1)

?)

3)

4)

5)

6)

1ex = Z x

ex = 0

VxeU

V xe V

(xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) =

x(yz) + y(xz) =0 Vx,ye

x(yz)+y(zx)+z(xy) =0

0

U , v ze

x,y,z c u

= {0}.uv!u, u2cv, v2cu, uvz

Demostración:

tiene z2(x¡ = zr1¡¡ Vx€

subespacios), donde U = Im zr

U'= {2exlx € Ker w}

D'i rectamente de la definición tenemos

(2) ex=0 V xe V

Al considerar la transformación lineal

Kerw-Kerw

x * Z(ex)

de

A,luego Kerw=UeV (suma djrecta

, V=Ker¡,esdecir

, V=ix€Kerw/z(x) =O].

Sea ueU entonces Zex para a1gún x € Ker w , l uego

6



z(u) = u [n efecto

n(u) = r(2ex) = z(r(x)) =

Ahora, si tomamos x=y=e ' z,t€Kerw en la relación (i) de la Pro-

posición 1.7., tenemos

2e(zt) + 2(ez)(et) + 2(et)(ez) = ,¡ ,

luego

2e(zt) + 4(ez)(et) =zt

y así tenemos

(1)

Así

1eu = z u

Le(zt)+2(ez)Z(et)=zt

n(zt) +n(z)t(t)=zl Vz,t=Kerw

a) En esta ú'l tinn relación para z,t € V Lenem.s r(zt) = zt Así

Ze(zL) = zt, es decir zt€U,luego V2 t,.l

b) Para z€U Y tcV tenemos t(zt) = zt, es decir ?e{zt) = zt,

luego zt€U Y UVcU

c) Para z,te u tenemos t(zt) + t(z)r(t) = z-- , luego r(zt) + zt = zL

_/_r\ _ 
^y d5l 7¡\¿1,/ - u

Por lo tanto zt€V y U2cV

Tomando x = e ; y,z,t € Ker w en la relación (i) de la Proposición



1.7., tenemos

(ev)(zt) + (ez)(Yt) + (et)(Yz) =0'

a) Para yeg; z,t€V tenemos y(zt) =0,luego u'V2 = {O}

b) Para y,t€U; z€V tenemos (ev)(zt) + (et)(vz) =0,'i uego

Y(zt) + t(Yz) =0

c) Para y'z,t e u tenemos y(zt) + z(vt) + t(yz) = 0 (identidad de

1^ ^^Lr \
,J d LUIJ I I .

Fjnalmente para x,y,z,t € Ken w en la relación (i ) ¿e 1a Proposición

1.7., tenemos

(xv)(zt) + (xz)(Yt) + (xt)(Yz) =0

PR0P0SICI0N 1.10. Sea (A,w) ál gebra de Bernstein caract' K l2 '

A= Keellev, descomposición respecto de un idenpotente el0 ' enton-

ces las s'iguientes identidades se satisfacen V u€U, V ve V:

i) u(uv) =O iv) '3-O
)

ii) (uv)r=0 v) ut(u'¡ =g

iii) u2 rZ = C vi) (,,)v2 = O

Denostracjón: De la relación (i) de la Propcsjción 1'7', para X = a ¡

y,z,t € Ker w se t'jene

(ey)(zt) + (ez)(Yt) + (et)(Yz) =0

luego, si y=z=u, t=v entonces(i) y para x=t=u; y=z=v

o



tenemos 2(uv)Z + u?uz . o tuego (ii) y (iii).

De la Proposición 1.7. relacjón (iv), tenemos

+x2(xy) = zw(x2)xy + tu(xy)x2 yx,yeI

luego, al tomar X=u, y=e se tiene u3=0,ysi

X=u' Y=v entonces 2,u (uvl = g

X=v, y=u entonces vz(uv) =g

9



ALGEBRAS PONDERADAS QUE

x2 = w(x)x

CAPITULO II

SATISFACEN LAS IDENTIDADES

- 3 ,.2o x = w(xlx

En este Capítu1o se caracterizan Ios

,r, = {(A,w) e P /x' = w(x)x

._^.3 ,212 = 1(A'w) e P/X = W(x)x

conjuntos

V x e Ai ,

V x e A-'

y se relac'ionan con ias álgebras Normales, de Jordan y de Bernstein.

Se mostrará también que una condjc'ión necesaria y suficiente para

(A,w) e a n J es que (A,w) e .r2 y como corolario se probará que el

cleo de un álgebra de Jordan y de Bernstein es nilpotente.

Por últirno se hace notar que no siempre Anul(S) , S c A , es

ideal de A y se prueba que s'i (A,w) e 1, entonces Anul (Ker w)

que

nú -

un

si lo

10



x,J€4, tenemos

i uego

y se obtiene lo deseado.

LEMA 2.2. Sea (A,w) e 1,

(xy)z+(yz)x+(zx)y

Demoslración: Para cIx +

-1 t \ ZX = W(X]X

LEMA 2.1. Sea (A,w) e P entonces (A,w) e 1, sí y só10 si

xy=á{w(x)y+w(y)x}

(r*y)2 =y2+y2+2xy

y por otra parte

w(x + y)(x + y) = w(x)x + w(x)y + w(y)x + w(y)y ,

Demostración: Pol ari zando la identidad

2xy=¡r1,¡,+w(y)x

,y=|t*1*¡y+w(y)xi

Recíprocamente basta cons i derar y

xv=itw(x)v+w(y)xi

Y x'Y e ¡

x2 = w(x)x por x+y para todo

€Av x,y

= x en el producto

v x,y €A

e n ton ces

= w(x)(yz) + w(y) (xz)

+ \z Y x,y,z € A

+ w(z)(xy)

Y o'B,Y € K

V x,y,z e A

polaricemosBY

(crx+gy+yz)3=(crx

,2=[0

,
12, (ox +

2 22y +y Z +

+ By+

*2*g?

Ey + tz)

2sB(xy) + 2oy(xz) + zgy(yz)) .

(ox+6Y+yz)

11



12

= o3r3 * oz?*?y * o2^rr2, * oB? xy? * B3y3 * B2yy2, * ,\? rr?

* ur'rr' * 1,323 + ?oz|(xy)x + ?s|Z(xy)y + 2oB.r(xy)z

+ zazy(xz)x + 2a6r(xz)y + zayz (xz)z + 2oBy(yz)x

a.
+ ?g'tUz)y + 2gyL(yz)z

Por otra parte

w(ax + gy + yz)(ox * gy * ^¡z)2 = (crw(x) + Bw(y) + rw(z)) (o2r? * g?yz

* ^y2 rZ r zoB(xy) + 2*y(xz) + zgr(yz))

= o3n(r)12 + oE2w(x)y2 * oy?w(x)22

+ 2o2sw1x) (xy) + 2o2yw(x) (xz )

+ 2oByw(x)(yz) + o2Bw(y)x2 + B3w(y)y2

* g1zw(y)z2 + zo82w(y)(xy)

+ 2oBrw(y) (xz) + ze2yw(y)(vz)

* o2r*(z)*2 * gztw(z)yz * y3*(z)zz

+ 2oByw(z)(xy) + 2oyzw(z)(xz)

+ Z|t?w(z)(yz)

Comparando los coefic'ientes crBy tenemos

Z(xy)z + Z(xz)y + Z(yz)x = 2w(x)(yz) + zw(y)(xz) + 2w(z)(xy)
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Luego

(xy)z + (zx)y + (yz)x = w(x)(yz) + w(y)(xz) + w(z)(xy) v x,y,zeA

COROLARIO 2.3. Sea (A,w) e P , caract K l3 , entonces (A,w) e t, sí
y só1o si

(xy)z + (yz)x + (zx)y = w(x)(yz) + w(y)(xz) + w(z)(xy) v x,y,z€A

PROPOSICION 2.4. Sea (A,w) e 1, entonces

i) A es normal

ij) A es de Bernstein.

Demostración:

i) Como x2 = w(x)* Vx€A entonces x2y = w(x)xy Vx,ye¡,
I uego A es normal .

ii) Tenemos que x2 = w(x)x Vxe A, entonces

(*2)z = *2.*2 = w(x)x.w(x)x

= w(x)w(x)x.x

= n (*2 )*2

) uego A es de Bernstei n.

OBSERVACION 2.5. Existen álgebras que son de Bernstein y i,rormales y que no

satisfacen la identidad x2 = w(x)x V x e A

Por ejemplo, consideremos e1 álgebra A = Ke e U e V tal que

U = (u) , V = (v) y su mu1 tiplicación dada por la siguiente tabla:



u

e e
1ñu
¿

0

u
1

ZU 0 0

0 0 0

14

Entonces A es de Bernstein y Normal .

Sea x=oe+u+v entonces *? =r2" +u y w(x)x = o2" * o,u + üv ,

Iuego x2 I w(x)x

DEFINICION 2.6. Sea A una K-álgebra (caract K I 2) conmutativa, no ne-

cesariamente asociativa, de dimensión finita. Se dice que A es de Jordan

(J) sí y só1o si

x2(yx) = (x2y)x Vx,yeA

Considerando el Teorema 4.32 de [4] se tiene

OBSERVACI0N 2.7. Si 12 = f entonces el álgebra ponderada AT,* es de

Jorda n .

OBSERVACION 2.8. El recíproco de esta última Observación es fa1so, ya que

existe Ar,, de Jordan con ¡2 f t

En efecto, si 12 = 2l entonces AT,* ", asociativa, pues si

x.y,z e Ar,, tenemos Que ,,y = | 1*1y¡r(x) + w(x)T(y)) y woT=w,
I uego



z)

w(x)T(z)) * *(r) ) [w(z)r2(v)

w1y)r( z)!

1)

| (w(z)r'(x) +

+

I xiw(z)r(v) + ¡(y)T(z)) = | 1*{r)rrir) + w(v)xT(z)l

i I¡trl ] {*trlrtrl + w(x)r2(v)) * *(v) } [w(z)T(x) * '(*)r2(*))]

I w(z)w(v)T(x¡ + f w(z)w(x)r2(y) * | w(v)w(z)r(x)

+ | w(y)w(x)r2(z)

(xy)z (w(y )T (x ) + w(x)T(y)J

(x)z + w(x)T(y)

= f w(y)w(z)12(x) + f w(y)w(x)T(z)

= | w1y)w(z)r2(x)

Por otra parte,

w(x)w(y)T(z)

w(x)w(z)r2(y)

x(vz) =

= | w{z)w(x)12(v)

Como 12 = 2T en ton ce s

| . ,_/, ,

ñ w(y)\,r(z) I txr w(y)w(z)r(x)

lw(v)T

a-

iw(r)
L

i
2

1

2

i
¿

+ | w1x)w(z)r2(y)

,1*z

1'4

,1'4 w(y)w(x)T(z)

w(y)w(z)T(x)1 ,-2, 7+ i vr(y)w(x) t lz) * Z

1

2

= .| w(y)w(x)r(z) ,

v

| , , , ,-t, ,
; w(y)w( x) I (2,

15



I uego (xy)z = x(yz)

to de Jordan.

x,y, z € AT 
,w

J AT,n es asociativa y por lo tan

COROLARIO 2.9. Si 12 = 2I

Jorda n y asoc i ati va .

entonces el álgebra ponderada AT,r, .t d.

TEOREMA 2.i0. Sea (A,w) e r, entonces

i) A es de Jordan

i i ) A es de Bernstei n

ii i) Ker w es niIpotente.

Demostrac'ión: Por LerE 2.2, tenemos que para todo x,y,z e A,

(xy)z + (yz)x + (zx)y = w(x)(yz) + w(y)(xz) + w(z)(yx)

Para x=y obtenemos

x2z + (xz)x +

2 ^,x z + ¿\xz)x

(xz)x = w(x)xz + w(x)(xz) + w(z)x2

= 2w(x)xz + w(z)x2 ,

(1)

enlonces

a)

Por o tra

en ton ce s

b)

x(x2z) + 2x((xz)x) =

parte, susti tuyendo

*2 ixzl * 2(x(xz))x

por xz en

2w(x )x(xz ) + w(z)x3

(1) , obtenemos

, .2w[¡]wlzlx= 2w (x)x( xz ) +

*2 ¡xr1 r 2(x(xz))¡ = 2w(x)x(xz) + $r(z)x3



1uego, comparando a)

Tomando x = z

l uego

y así, A es de Bernstein.

Para demostrar que Ker

de Al bert [6] .

Como A es de Jordan,

es decir, Ker w es nil.,
el siguiente resul tado: Sea

i) A es Normal

i i) A es de Jordan

iii) A es de Bernstein

i v) Ker w es n i'l poten le .

Demostración: Por ser

,2,2 2 2 3 ,,2 ,,3 ,,,,2(x-)-=x.x-=x.x-=xw(x,)x = vü(xlx = w(x)w(xlx

, 1\ a
= w(x jx

tenenos x'(xz) = x(x'z) , y así A es de Jordan.

.)r')A
identidad de Jordan tenernos x'.x' = x.x' = x- ,

w es nilpotente, basta con aplicar ei Teorema

v b)

en la

Ker w

i ue go

(A,w)

Ker

€

de Jordan y x

w ni 1 potente .

.1 entonces

3=0 Vx€trerw,
Cl aramenle se tiene

PROP0SICI0N 2.11. Sea (A,w) €6.J y A=KeeKerw descomposición

respecto de un .idempolente e 10 , w(e) = 1 en'Lonces *3 = *(,),2

Vx€A

A rie Jordan, x2 (xy )

i dent'jdad, para 3e

= ,(*2y) v x,y e f,

*X: Be+y Vx,yeKerw,Pol ari zando esta úl t'ima

ü,8 € K tenemos

t7
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(1)

(2)

(3)

1 uego, pa ra

e(xy) + 2(ex)(ey)

x = y r de (1) tenemos que

2 ^, ,2ey + t\ey ) (ey )y

de (2), y ey = 2(ey)e te

Z(ey)z + eyz = e(eyz) + (ey)y

de (3) ten emo s

ey3 + ((ev) v)v = o

De (a) y (5)

,2,= e(ey )

en ton ce s

,? 2 2.¿(exl + ex = e(ex J

,2 ,2,¿(exl(xy) + (eylx = e(x yl

= zua[t.,tv] *

z.[t.vlv] -

nemos

2
EV

2

(ey)x

+ 2((ex)e)x

+ ((ex )v) x

z.[i.v)!

(4)

(5)

(6)

),
ey + lley/

2
EV

l .,.

es deci r

(ey)y = 2 (ey )2

Luego

2(eY)Y=1(eY)2*sY2

De ( 1) , reempl azando * po. y2

2
EV'2

se ti ene

(7)

19



z (eyz ) (ey )

por (ii) Proposición 1.7. para €=X, z=y

y3=2ey3+q(eyz)(ey)

luego

obtenemos

(e)

(10)

ap l icando identidad (B) ,

1

Y"=0

Cal cul emos ahora (oe *

(c'e + x)3 =

Por otra parte,

,I , Lx)(üe + x) = rytf a

?

De la ident,dad (7) al despe-ar q(ex)Z

1.8. se t'iene

v y e Ker w

*)3 y w(o" + x)(oe **)2 Vx€Kerw

(cte+x)2(oe+x)

(o3e-2oex+x2)(0e+x)

o2" * -.2 "* 
+ zo2(ex)e + 2o(ex)x * oex2 *

o3. * r2.* + 2o2(ex)e + 2o(ex)x + o.ex2

w (ge +

Usando el hecho que e(e¡) = | ey V y e Ker

ex+ 2(ex)e = 2ex Vx€Kerw

w , se tiene

y reemplazando en (ji ) Proposición

+ 20ex + x2)

^2 2loexrfx

20
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l uego

,2?Z(exlx + ex =x

3 ,,2v = wtyly

YxeKerw,

VyeA

eP entonces (A,w) eBnJ síysó10siCOR0LARi0 2.12. Sea (A,w)
?)

x" = w(x)x' VxeA

0BSERVACI0N 2.13. Este resultado fue

pos de característica distinta de 2 y

de caracteríslica distin¿a de 2.

probado por S.l,Jalcher [ 7l para cuer -

3 y por M. 0uattara [ 4l para cuerpos

0BSERVACION 2.14. Sea (A,w¡ e 6 n J , entonces Ker w es nilpotente.

Consideremos ahora la descomposición A = Ke

de Bernstein, con w(e) =i, el0 idempotente

@

v

U6V,deunálgebra

U = {2exlxe Ker w}

V=ixeKerw/ex=0)

PR0P0sici0N 2.1s.
2,que x = w(x/x

Demos tra c i ón: Por

Sea

Vx

Lema 2.1 ten emo s

iw(x)y + w(y)xi

€A

Ke e U e V, álgebra de Bernstein sobre K tal

enlonces v2 = {oi , u2 = io,' y uv = ío:

1
.L

.L v x'y

21



Demos trac ión :

con ueU,

2
x

luego para x=vl , y=vZ obtenemos

Para x=ul , y=u? obtenemos

para X=U¡ y=v tenerns uv=0

PR0POSICION 2.16. Sea A = Ke e U e V

tonces (A,w) e r, sí y sólo si V =

vrv, = 0 por lo tanto V2 = igi

uru, = 0 Luego UZ = {0} ,

Luego UV = {0} .

álgebra de Bernstein sobre K , en-

{0}

x2 = w(x)x Sea x=e+u+v

V = t0i RecÍprocamen-

= w(x)x V x e A

Como para todo x€4,
vÉV,luego

= 1¿ + u + v)2

= 
"2 

* 12 * u2 * Zeu + zev + Züv

Como ev = 0 y por la Proposición anterior U2 = i0] , v2 = {0}

UV = {0.1 tenemos x2=e+u; por otra parte

w(x)x = w(e)(e + u + v)

=e+U+V,

comparando ambas expresiones tenemos v = 0 AsÍ

te, basta considerar x = oe + u para obtener ,2

PR0P0SIC]0N 2.17. Sea A= KeeUeV álgebra de Bernstein y de Jordan,

entonces V'={0}, (Uv)v = {0} VveV

Demostración: Como A es de Bernstein y de Jordan, se t.iene que

' '?= v,l ( x.)x Vx€4,

luego, por Lema 2.2. para todo x,y,z € A ,

?2



(xy)z + (zx)y + (yz)x = w(z)(xy) + w(y)(xz) + w(x)(yz)

luego, para x=y=v, z=e tenemos "r2= u2 Coro u2.l),
,u? = + v2 , entonces l r' = u' Luego v2 = {o}

Ahora bien, para vrrv, € V se tiene

0 = (v, + vr)2

= ul* zurrr* ul

entonces Zvrvr= 0. Así vrvr=0 Luego V2= {0}

Para X=ur !=z= v obtenemos

(uv)v+(uv)v+uv2=0

Así 2(uv)v= 0,1uego (Uv)v = {0i Vv€V

PR0POSICiON 2.18. Sea A= KeeUeV álgebra de Bernstein sobre K, en-

tonces A2 = A sí y só10 si U2 = V

Demostración:

O2 = 1fe e U e V)2 = Ke + U2 + V2 + 2eU + UV

= ¡1g + u + tJ2

luego A2 = Ke + U + U2 = ¡' .- gZ = Y

COROLARIO 2.19. Sea (A,w) e 1, entonces A2 = A

Demostración: Como (A,w) err, A es de Bernstein. Luego A=KeeUeV
y Vx€A, x2 = w(x)x entonces por Proposjci ón ?.L6., V={0} y como

u29v entonces A2=A.



¿+

OBSERVACION 2.20. Existen álgebras de Bernstein ta1 que R2 = R y

*2 I *(r)* Por ejemplo considerar A=KeeUeV donde U=(ur,ur);
V = ( vr) y su multiplicación dada por

con (o,B,r) I (0,0,0) como dim*uz = dim*v y u2cv entonces u2=v,
luego por Proposición 2.17. A2 = A .

Sea x=e+uI+u1u2, u1,u2€U y q=B=0 y yl0

? 22x'=e+ur+f'vi=e+u1

Por otra parte, tenenos w(x)x = e + ul + u1u2 , por 1o tanto ,2 I n(*)*

PROP0SICION 2.21. Sea (n,w¡ e r, entonces A = An V n e N

DEFINICI0N ?.22. Sea S c A, entonces se define el anulador de S como

Anul (S) ={aeA/a.s=0 para todo s € S} , y se tiene que Anul(S) es

un subespacio de A A diferencia de las álgebras asociativas, Anul (S)

no necesariamente es un ideal .

0BSERVACI0N 2.23. Existen á] gebras de Bernstein en las que e1 Anul (Ker w)

no es un icieal .

e u

e e
1

2ut
I
Zuz 0

,1 1

2ut oul ,L 0

u?
1

Yv1 Brl 0

,1 0 0 0 0



?5

'-2." - L u * v)(.u + .v)i.rJ
- ? t )" * u2-21 ieu-i^r--i''uv+

-Y).u - E',u + i1u + alu

0,

- 9, * vlluI J_l

*- ulu¿\)

Ll-2.,.
!i
¡-l-zle -
L

-1u10

I (Ker w)

SeaA=KeeUe,V,U=(u),V=(v)conrn';ltiplicacióndadapor

con ^rl0, aEK

de Bernstei n,

A es un ál gebra

Sean X=-Zte-EU+VeA
Y

Y=tru+!v Vtr,!€K, u€U, v€V

entonces

xy=

por lo tanto x= -2Te - i , - v e Anul (Ker w)

Sea ahora

(ex)u =

ex 4 Anu

e u

e e
1

2u 0

u
1

ZU 0 Yu

0 Yu uQu

óeAno es un i dealy así Anul (Ker w)
en ton ce s



PR0P0SICION 2.24. Sea A = Ke e U o V e 8 n J entonces

(i)

(til

t|l li

I = Anul (Ker w) es un ideal de

Si Ul{0} entonces IcKerw

Si U={Ol entonces I=A

Demostración: (i) sea u€u, x€ Anul(rer w) , (ux)y= g para todo

y€Kerw,luego

Sea x=ce *uo

ces ten emos

u¡ e Anul (Ker w) Análogamente vx € Anul (Ker w)

+ voe Anul(Ker w) ,1uego xy=0 Vye Kerw ' enton-

+uv =0
0(1)

(2)

ux = | u + uuo

vx = vuo + vvo = 0

Ahora ex=se+|uo

oe (2)

De (1)

5l c = u

(ex)y =

vuo=0 Ya que uuoa

!u + uvo= 0 v ,uo

Luego Vy€Kerw,setiene

(ex)(u + v)

i 1 ),
lou 

* Z uoL\u r

.11
Vu r V ro, * Z

v)

o

2

= 0 , I uego

Si 010'

(ex)y = [ u

, ex € Anul (Ker w)

26



(^ )

P 
u + uvo.1 vo = u

? ,ro * (uvo)vo = 0

áuvo=0

AsÍ t, = 0 y ex € Anul (Ker w) Por lo tanto, I es un ideal de

A

(ji) Sea x=ce+ro*uoe I,si a=0, x€Kerw

Si olO, !u=0 y como U./ i0] existe u1 €U, u, l0 ta1 que

ou,=0 Luego u=0, contradicción ' Por lo tanto I = Anul(rer w) cKerw

(iii) Sea ahora U={0r,luego A=KeeV y

I = Anul(rer w) = Anul(V) = i¡e A/xv=0 VveVi

= ,e+ v./(-,e +v,)v=0 Vvr V'1r

- .,e t v, /r - K , v, c V:

=A

PR0P0SIC10N2,25.Sea (A,w) e6ñi, I idealde A' Iliol'

IcKerw entonces A/i€B.J con w(a+l) = w(a) Va€A

Demostración: Sea i=a + Ie A/I, a =oe+ro*ro, uo€U '
v € V . s€ K,o'



ao

I'=(ce+uo+vo)+I

_2 1x"=(oe+u +v)"+l' o o'

-x3 = (o3e * o2u6 + ouf + zouovo¡ * ¡

Por otra parte,

_--J _ 
' 'w(x)x'= r.r(a + I)(a + I)'= w(a)(a'+ I)

,
=a(ae+u +v)'+I' o o'

)aa
= o'e + otl1 + au'+ 2au v + Io o oo

-? ---)luego, x- = w(x)x' V x e A/ I y por Teorema 2.10. A/l es de Bernstein

y de Jordan.

COROLARIO 2.26. Sea A= KeeUoV€ 8ñJ tal que U I {0i, entonces

A/Anul(fer w) € B n J y Ker il' es nilpotente, donde w(a + Anul (Ker w)) =

= w(a) es el peso de A/Anul(rer w)



C A P I T U L O III

LAS IDENTIDADES x2 = w(x)x , *3 = ,(r)*2 Y EL PR0DUCTo TENSORIAL

En este Capítulo se aplica e1 producto tensorial a los coniuntos t1 '
r. ; se analizan luego 1as dupl icadas no conmutativa y conmutat'i va de una
I

K-ál gebra A y se termjna exhibiendo una clase de álgebras de Bernstein

y de Jordan cuyas dupl jcadas no conmutat'ivas y conmutat'i vas son también

de Bernstein y de Jordan.

Sean

pro du c to

morfi smo

(A. ,r^., ) álgebras ponderadas,
tr

tensorial de álgebras O 1,- i=l
peso definido por

'i = i, ...! n Se sabe q¡e el

es un álgebra ponderada con homo -

w.(a.)'tt

*o, ó o. 'K
i=l I

/Íl
lr'-(a, O u2 O ... O an)

Para su demostración se Puede ver,

V a. € A. i = 1.'t 'l

I B, pág. 110] .

n
-lL

l-.t-
,n

por ejer¡pl o

29
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OBSERVACION 3.1. Sea (A,w) e t, entonces no necesariamente

(a @n,w9 e r,
K,

Por ejemplo, consideremos el álgebra de Bernstein (A,w) e 1, y su multi-

plicación dada por e2--e,.r=|u, u2= 0 entonces

AOA = (e Ee , u @e , e @ u ' u @u)
K

Tomando el elemento *= (eOu+uOe)eA@A' se tiene
K

(e@u + u@e)2 = (e8u)2 + (u Ee)Z + 2(eOu)(u @e)

2 (eu @ eu)

),o,
y por otra parte, *@(. ou + u 8e) = w(eu) + wieu)

= 2w (e )w(u )

por lo tanto x2 I w(*)x , así (n @ A,r'r9 é r, '

0BSERVACION 3.2. Sea A e N entonces no necesariamente A@A e Ñ '

En e1 áigebra definida anteriormente, consideramos ios elementos

* = (e @ u + u @ e) , , = (e E e) e A@A , en*onces

,1
,.'y =i (u@u)(e@e)

=iuOu,



y por otra parte,

w (x )xy = 2w(eu)[ (e I u + u @ e)(e @ e)]

zw(e)w(u)t (eEu + u@e)(e@e)l

0

Lueso x2y I w(x)xy Así A@A e ñ

0BSERVACI0N 3.3. Sea A una K-álgebra de Bernstein, entonces no necesaria

mente A@A es una K-álgebra de Bernstein.
k

Por ejemplo consjderemos A = ek

212e-=e, eu=7u, u-=0.u' cl
sea x=eOu€AOA,luego

tx /

k

(e@

(e o

e &c

por otra pa rte ,

o,,w ((e (,

con mul tipl icación dada por:

= .Qv , I I 0 , uv = 0 y

eU

0,
eV

2

.2, ^ ,2ul (e u u.)

f,uJ(e U ru.l

3
u

,2,, ^ ,¿ t*,u)")(e O u)- = rd-(e 6 ..u )(e 6 :.,)

= w(cre u ) (e Q ou)

= ow(e)w(u)(e I eu)

=0,

tueso (*?)2 l r(*2)*2 ArÍ (nOn,u8 + s .

31
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0BSERVACION 3.4. Sea A una k-álgebra de Bernstein y de Jordan. Entonces

no necesariaÍEnte A @A es una k-álgebra de Bernste.in y de Jordan,
k

Por ejemplo, consideremos A = ek e U e V con multiplicac.ión dada por
21,et =e, .r=|u,,z=ou, ol0, uv=ev = v2 =o,ysea

*= (e@u+uOe) € AOA , luego
k

x3 = (e I u + u @ e)2(e O u + u @ e)

= (eOov + ov@e + | u@ u)(e Ou + u @e)

1

= i (u S u)(e I u + u @ e)

=?rev+[vGu,

y por otra parte,

,@1..rr + u Oe)(e8u + u8e)2 = (w(e)w(u) + w(u)w(e))(eAu *,ee)2

^ o.-y asr (A glA,w )Y 1.
k'

COI4TNTARIO SOBRE EL PRODUCTO TENSORIAL.

Por lo visto en'las observaciones 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 nos damos cuenta

que al ap] icar el producto tensorial a los conjuntos .1 y rZ no se ob-

tienen resultados significativos, aunque al álgebra en cuestión se le exi-

jan otras propiedades, como se verá a continuación.

LEM 3.5. Sea (A,w) e'¡, ta1 que x2y = (xy)x Y x,y e A ento4cesI
x'y = w(y)x' Vx,yeff



2(xy)x + x2y = 2w(x)yx + w(y)x2

Como (A,w) e t, , sabemos que (A,w) e ñ , luego x2y = w(x)xy

V x,y e A, entonces 2(xy)x + *2y = 2*2y + w(y)x2 Reemplazando (xy)x

por ,2y en la identjdad anterior se tiene que

2 ,2x y = r,v (y )x

Aplicando este Lema u Or?0, con (A.,w,)e tr, i=1,2
obtenemos e'l si guiente resul tado.

Demostracjón: Como (A,w )

Lena 2.? (xy)z + (zx)y

V x,y,z e A, tomando x

PR0P0SICl0N 3.6. Sean

V x..y. e A.. j=7-z'l-'1 1'
I = X" SJ /^ + V. (¿/ V^ e

L ¿ -1 -l

Demos trac r ón: Sea t =

€'r, , tenemos que (A,w) e t, Luego por

+ (yz )x = w(z)(xy) + w(y)(xz) + w(x )(yz )

= z en esta úl t'ima i dent'idad obtenemos

x2,!t = A, , l ue,Jc

t3 = (x1 I *2 * Jl o vr)2(x, e

')
. i . i.2 tal or,e xiv. = x.(x.v.)' 't- 1 't 't'1'

t3 = *o( t)t2 para todo

SvrcArGA- x1,y1 .At,

+ yl Ey2)

(A..w,) e r.'t l' I
en ton ce s

A, OA^
K

x. ñ )(^ + v.! ¿ -r

,2

3 2^ 2 2^ 2t" = (xj e x) * rj G ti+ zxrtrQxrvr)(x, ox, * Yr Oyr)

,t = ,i a,.), ^\tre '¿rt, 
* rf*, o Ír^,. tlo f,

+ 2(xrvr)x, @ (xrtr)x, + z(xrvr)r1 e (xrv)t2 .

JJ
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Aplicando el Lema anterior y el hecho que (Ar'wr)€-rZ , tenemos

t3 = ,r(rr)r! awr(xr)x1r+ w,(rr)xl awrUr)x7r* rr(rr)rl aur(xr)tl

* ,,r(rr)r! a wrúr)tl * 2*21rta *!r t2 + 2v1\@ vtrxz

= wr(xr)x! awr(xrlxl* ,r(vr)*! awr(tr)x?, * *r(rr)r! avtr(xr)tl

, ,2^ ,,2* wr(vr)vi a wrU)ti + 2wr(xr)xry, @ wr(xr)xrt2

+ zwr(v1)v1x1 @ wr(t)t2x2

= wr(xr)wr(x, )rxzra xl r v1@ v, + 2x1y1 @ xrtr)

+ wr(rr)wr(v2 )t*la *l - v1@ v, + 2x1v1 @ xrtrl

= twr(xr)wr(xr) + wr(vr)wr(vr)1tx! @xtr. vlayl* z*rYr@xrvrl

&)
= ,8(*r @ x2 + y1 O yZ)(xt @ x, + v, I vr)2

O),
= w"( t)t. .

OBSERVACION 3.7. Como se ha visto anteriormente, el producto tensoria'l no

arroja resultados en relación con el tema tratado; pero si 1os hay en e]

caso de 1as dup'l icadas, tanto no conmutativas como conmutativas de una

(-álgebra A , como se verá en 1o que sigue.

DUPLICADA NO CONMUTATIVA.

Sea A una k-álgebi.a no necesariamente conmutativa ni asociativa, de

dimensión finita sobre K Se define una nueva multiplicación sobre el

producto tensorial A@A Por:(



2E

(x@y)(x'Ay') =xyOx'y' Yx,x',y',y€A

La K-áigebra que se obtiene con esta multipl icac'ión se llama 1a "Duplica-

da no conmutativa de A"

NOTACION: A@d A .

TE0REMA 3.8. Sea f : AQA- A definida Dor ff : a.@,b..) = I a.b.'I O t/ 1 1]q1 tel

entonces f es un homomorfi smo de á1gebras, Im f = A2 y

(A@d A)(rer f) = (Ker f)(A@¿ A) = ( 0) .

TE0REMA 3.9. Sea (A,w) eP entonces (AOO n,w.) ee donde wO=w"f

Para las demostraciones de estos Teoremas se puede ver [8, pá9, 1161 .

0BSERVACION 3.10. Sea (A,w) e 1, entonces no necesariamente

(A @d A,wd) € 11

Por ejemplo, consideremos el álgebra de Bernstejn (A,w) e r, donde

A = (e,u) y su multipiicación está dada por 
"2 = " , "u = |, ,

uZ = O Entonces su duplicada

A@dA=(e@e, eou, u@e, u@u)

tiene mul ti pl i cac ión dada por



e@e u@e e@u u@u

e8e e@e Ieeu Ieou 0

u8e Iuee Iue' 1^
=UB¡U4

0

e@u 1^
zewu

1^
4 U'J,u Iuou 0

u@u 0 0 0 0
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Cons.ideremos el elemento e@u€n@oO, entonces

,2 1(e@u)'=f,u@u

y por otra parte

w.(e8u)(e@u) = w(eu)(e @ u)

= w(e)w(u)(e a u)

=0,

luego A@d A É :1 .

0BSERVACI0N 3.11. Sea (A,w) e t, entonces no necesariarente (A@O A'vr.) e ,'

Por ejemplo, consideremos (A,w) e r, donde A = (e,u,v) con multiplica-

ción dada por .2=., .r=|r, ,2=or, '-10, ev=uv=v2=o

Entonces su dupl i cada :

AOd A = (e@e, u@e, e8u, eBv, v@e, uBv, vE u' u@u, v8v)

l

ti ene multiplicación dada Por



e@e u@e eOu e@v v@e uOv v@u u@u v@ v

eOe e@e Ieou Ieou 0 0 0 0 cre0v 0

uOe Iuoe Iuou fuou 0 0 0 0 Iu@v 0

eOu Iuoe fuou Iuou 0 0 0 0 Iu@v 0

e 0 0 0 0 0 0 0 0 0

e 0 0 0 0 0 0 0 0 0

u 0 0 0 0 0 0 0 0 0

vOu 0 0 0 0 0 0 0 0 0

u6u 0 0 ?,o, 0 0 0 0 o2, @, 0

v@v 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.-¡
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Al considerar el eiemento e@u€A@ A, se tiene
o

1'
(e @ u)' = (e @ u)¿(e O u)

I
"f,(u@u)(e@u)

o=f,vAu

y por otra parte,

wo(e@ u)(e @ u)2 = w(eu) | (u @ u)

= w(e)w(u) f tu o r)

=0

Lueso A@o A { :, .

LEMA 3.12. Sea (A,w) e'¡, entonces para todo x,y,z e A

x! @ z = i,r(r)r@ z + w(y)x @ zJ

Demostración: Como (A,w) e-ril xy = ] 1w(x)y + w(y)x] V x,y e A ,

l ue go

x¡,@ 2 = | tw(x)v + v{(y)xl @ z

=|t*i*)r@z+w(y)x@zJ

PROPOSICION 3.13. Sea (A,w) e r, entonces (A OO A,wO) es Normal, luego

es de Bernstein, de Jordan y Ker wd es nilpotente.

Demostración: Sean x,yeA@¿n, ,=.,1, ur@bi, ,= 
r]r.j@dj,

l uego
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2xy= t¡'o¡J

r (u'
ill r

,.L ¡2 tfll: a.ou.l l¡\i=1 ' ') \j=1

r-L .
= I > (a. Ci b.)' + 2Li=l t I

o b.)(a.1'' I
@ b,) +

* 2 .a^ (a.@ b.) (a,
lfL

n

.L ('¡@ o¡)
J-r,

* o,)]

Ln
.,1, 

(uro, Ea,b,) 
¡], 

(t¡ I di) + 
' ,ir(uro,

n
+2: (a,b,@a,b.) : (c. A d.,)

ilt { t I I i=] J J

tn
^A Lt S §
J J ill j=1

n
+2 t : (a,b,)(a.b.)@c.d.

il{ ¡=1 
'-L {-" 1 1' J J

(A,w) e 1,

i, j
(arbr) (a,b, ) @(a.¡.)2 @' I t'

w(arbr)(ar b,, )

n
@a=b=) : (c. @ d.) +

IIJJ J-r

c.d. + .....JJ

6 c.d.JJ

Como

2xy=
n

I w(a.b,)a.b.@c.d.+: :
j,i I I I I J J il1 i=1

nn
.1. .?. w(a,,b,)arb, @ c.,d, + ... * .J, .J., 

*(u¿o¿).ioi @ .jdj
lri J=.t lrl J=¡

n

I I w(a=b. )a "b" O c.d.
¡it¡=t rr'{{ JJ

+

+
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n

! w(a.b.)a.b, @ c.d., + ; t
.-. '-r 'r' I I J J .ill j=ir,J

n
!. .I_ w(a,b,)a,b 6 c'¡d +

ilL J=t

n
: I w(a .bi )aob, E c.d,

lltll J=r

il1 j=1

n
I I w(arb.)a,bt
t.i ¡=1

y obtenemos x3 = w(x)x2

2.12 tenerns (tr Oo A,wo) de

Ker wd es nilPotente'

w(arbr)a.'b., @

w(a .,b 
, 
)a rb 1

,n )
l: (c,6d.)1
[,;=l J J ]

r' n ^ .li: (c. Ud.)l
1.. I .j j

c.d. + .....JJ

+
@ c,d, + ."..

+

.r. w(a.,b,)a.,b,, @ crd, +

'1 

'J

+

t-
' w,(a. Oo' I

1=I

(a, @ u.)l

o
(a.
',1

(a. o u,)l

= ¡¡o(x)xv

O c .d.JJ

n

) .t. w(aibi)atbt O cjdj
'l<t J=I

t I -..¿.1r w(a.b,) 1.t. uro. @ , rJi=1 \t,J

(Ll>l.-\'l=I

,l
b.) I :'t' l,1

6b )llsr'l rt= 1

Luego (Aeo A,wo) es liorflal

como (A @o A,wo)
2

i,lormal , tenenros x'Y = l'¡i>l)>l-v Vx,y€AOCA

YxÉAO¿A'entonces
Luego Para

apl i cando Corol ari o

por Corol ari o 2. 14 '

Bernstein Y de Jordan, Y
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OBSERVACiON 3.14.

a) Sea (A,w) e iV, entonces no necesariamente (eOo A,wO) e lt .

b) Sea A € J entonces no necesariamente A@d A .. J

c) Sea (A,w) e I , entonces no necesarianente (AQ A,wo) e a .

Basta mirar el ejemplo de la Observación 3.11 donde A€8ñJ ñN,
ya1 considerar Ios elementos x=eOu, y=eee de A@OA,seob-

tiene

,2,2 ,2,2(x-)' I w(x')x' , es decjr (A OO A,wo) É 6

x2y I w(x)xy , es decir (A @o A,wo) É v

xZ(xy) I *(x2y) , es decir A@d A e J .

DUPLICADA CONMUTATIVA.

Sea A una K-álgebra conmutativa, no necesariamente asociativa. Consi-

ooa A ,deremos I = (x@y - y8 x/x,y e A) entonces i es un ideal de
n

pues: Sea ! a,8b.eA@oA L.rego
i=l I I

b-@xy

tn \(xOy) -l: a,,6b. l(y@xll'i=l | 
'J

n

- E a.b. @yx
i=1 I I

i @bi]
(n

=12 at_\'l=l

n

= ) a.
i=1 |

[] u,ou,l(*oy-y@x)
\i =1 ' .')

ya que xy = yx

=0
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Además

wo(x @ v

luego I=(x@y-

Así, A@d A/I
'I 

Iamada "DupI icada

NOTACI0N: AQd A/

Si dim*A = n entonces

es un álgebra ponderada donde

- y@ x) = wd(x@y) - wo(y@x)

= w(xy) _ w(yx)

=0,

Y@x/ x,Y €A) c Ker wd

es un álgebra conmutativa no necesariamente asociativa,

Connutativa de A"

I = A.A

dim*A.A - n2 - n(n: i)

vl (a+I) =wo(a) Va

Además

€ A@d A

(A.A,wd

OBSERVACION 3.15. Sea (A,w) e 1, entonces

Basta considerar la 0bservación 3.10.

0BStRVACI0N 3.16. Sea (A,w) e 1, entonces

Basta considerar la Observación 3.11.

r¡o necesarjan¡ente (A.A,w§ e-r, .

no necesarianente (A.A,wd € 12

PROPOSICION 3.17. Sea (A,w) e r1 , entonces (A.A,b) es normal, luego

es de Bernstein, de Jordan y Ker wU es nilpotente.

Demostracjón: Como (A,w) e 'r, por Proposición 3.13 (AOO n,wO) es nor-

ma1 , luego A@d A/i es tambjén normal , y así es de Bernstein, de Jordan

Kerwe es n'i I po tente .
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OBSERVACION 3.18.

a) Sea (R,w) e ñ entonces no necesariamente (A.A,we) € N .

b) Sea A e J entonces no necesariannnte (A.A,w@) € J .

c) Sea (A,w) e B entonces no necesariamente (A.A'wd € I .

TEOREMA 3.19. Si T2 = T entonces AT,* @d AT,n es ce Bernstein y es de

Jordan.

Demostración: Recordemos que V x,y e Ar-* , *y = ilw(x)f (y) + w(y)T(x))

y w.T=w
L

Sea * = 
,1, 

ai @ bi . AT,* Od Ar,,

= t (a.,u.,)26a.,b.,+2 » Í (u.,u.,)(a.b,)Oa,b.+...
i]¡'"i,' --i-¡ - i7r ¡=l 11" r r'- J J

L+2 z : (a"b")(a.b.,)@ a.u.
LL I I J JIf L J-L

-'= 
[,!, 

., t0,]'[,i, u¡ so¡l = 
[,É, 

tu, , o,l'

*, 
,?r(ar@br)(a, 

@bi) * ... + 2 
,?,,(urerbr)(a, 

* t, j][], .¡ *o¡]

= [,Ír',0,@a'b' 
+',iruror@a'b' + "'+2 ,]trur'rea,u-]'

¡l- ll2 a.@b.ltj=t J JJ
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á .,', *tu,o,¡(w(a')rzIu') w(u.,)r2(a.,)) @ aibi

+ w(u., )r2 (a 
,) )

+

I+z
L

ill i=1 Itarur) 
tnr(a.,)r2(u,)

+ w{u.)rz(a.)! @

+ w(arb., ) (w(ai)T2(bi) + w(ur)r2(ar)l] eu,o' * ''

1rz
L

ill t=t
fw(arur) 

(vr(a, )t2(ui ) * w(u, )r2 (a') )

L-

+ w(ur)r2(a.,)) @

+ w(u., )T2 ( a.')

+ w(a,bi) (w(a¿)T2(b¿)
u jbj

z. w(a,b . ) {w {a., )r2 (u', )

,J

ujoj
1

-1

1*2. (w(arbr)(w(a,)r2tu,) 
* 

"1u,)r2t"'))) 
@ u¡b¡

1,2 (w(a,b.,)(w(arl12tur) 
+ w(ur)12(a'))) a uibi *

, *. tur(aru.)(w(a,)T2(bi)
il¿ i=i

(w(a.,b.,)(w(ar)r2tur) 
+ w(na)r2(aa))) I uibi

L

'l7r J-¡

L
s't

i l1 j=1

L1-s+t L

' ¡lL i=t

)) I ajbj
,!'7
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= | » w(a.,b, ) 1w{a, )r2(u, ) * w(u, )r2(ai )) a aru .t'i 
,i I I I

.t_-i I .i- (w(a,0,)(w(a,)r2(b,) + w(b¡)r2(ai)))@arb. + ...
'iltj=t LL

* L ,a, .É, 1*{aru.) (w(a, )r2(u.,) + w(bi ¡r21a, ) ) ) @ arb .- il¿ j=1

*f, z x (w(a,b-¡1w{ar)r2(ur) +w(ur)r2(ar)))@arb, +...tilli=7 rr

,L. L ,a,.i. ,*,u,0,)(w(a¿)rz(b¿) * w(ur)rz(ar)))@ aru.
IT¿ J=1

= l.r. w(a,b.,)(w(a,)r2{u,) * w(0,)T2(ai)) @ ajbj
'I ,J

. + .», .Í. *(u.br)(w(a.,)r2(0, ) + w(bi ¡r21a., ))) e aru .t i't¡=1 LL

* l ., .É- *ta,u,)(w(at)r2(bt) + w(ur)r2(a,))) @ a¡bjt i.t j=l I I

^_2(.omo I = I

', t-+1r r w(a b )twta.)T(bj) + w(bi)T(ar))oarb,
' irt S=1 t' t" l

', I
* ; ,r_. ,I., ,(uibi )(w(a.)r(b.) + w(br)T(at))) 6 aru.,

'I <t J='t

= l.,t. w(a,b,)(w(a,)T(b,) + w(b,)T(a,)e ajbj
I rJ
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=»
i,j

w(a.,br) arb, @a.b. + w(a,b,)a,b, I a.b-
:;

i,f i=r

+t {¿ w(a.b.)r<t j=l r t'

I

,1, '(u,0,) [,
I

_r. *r{.r tOr) 
[,

a, b* @ a .b.JJ

.ibj @ ujbj]

! ,z¿ a. E¡ J
I 1¡

-J, ')

¡l
= *¿ 

I .x-
r-¿

(a..,) t',)][,], u, on,]2 
=

_ wd(x)x-

L uego, A_ d)l¡W "d or,, es de Bernstein J de ,¡6r¿un.

Fina lmente, usando I
te: 

a Proposición 2.25. se tiene er resurtado siguien_

COROLARIO 3.20. Si fZ = t
Jorda n .

en ton ces A_ . ¡)l,w ' 'T,w es de Bernstein y es de
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