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Resumen

Sean f(z) y g(x) polinomios en p variables. Definimos la serie de Dirichlet
asociada a [ y g como

Z(s)=Z(s;:f,9)= Y, gw)f(w)™*

weNP

El objetivo de este trabajo es enunciar la conjetura

deg(f) Z(0; £, 9) Zdugf; (0; f1,9),

donde f(z) = H fi(z), y demostrarla en el caso g(z) =1, p=10p = 2, para un

f; bastante general a partir de la demostracién de la continuacién meromorfa de
la serie Z(s; f,g), bajo ciertas hipétesis sobre f(z) y para g(z) general.
Comenzamos analizando la funcién de una variable compleja s

J(s) = / / “Cday - dry,

y se muestra, bajo ciertas condiciones sobre f(z), que .J(s) se extiende a una
funcién meromorfa sobre todo C, obteniendo férmulas para sus residuos y valores
en s = —N, con N > 0. A continuacién, para la serie Z(s; [, g), v a partir del
resultado demosm ado para las integrales, se muestra que la serie se extiende a una
funcién meromorfa, con polos simples en valores racionales de s, para centrarnos
luego en su valor en s = 0, v finalmente aplicar estas formulas para demostrar la
conjetura en el caso mencionado.



Summary

Let f(z) and g(x) be polynomials in p variables. We define the Dirichlet series
associated to f and g as

Z(s)=Z(s; f,9) = D gw)f(w)™.

wENP

The aim of this work is to enunciate the conjecture

deg(f) Z(0; f, 9) Zde (f; (0; f5,9),

T
where f(z) = [] f;(z), and prove it in the case g{x) = 1, p= 1 or p = 2, for quite
j=1

general f;, using the proof of the meromorphic continuation of series Z(s; f, g),
under certain assumptions over f(z) and for general polynomial g(z).
We begin analyzing the function of one complex variable s

J(s)=J(s; f,9) = / f =5 day - - dx,,

and it proves, under certain assumptions over f(z), that J(s) extends to a mero-
morphic function over the whole plane, obtaining formulae for its residues and
values at points s = — N, with N > 0. Next, for series Z(s; f,g), and using the
result for integrals, it proves what the series Z(s; f, g) extends to a meromorphic
function, with simple poles at rational values of s, then to center on its value at
point s = 0. Finally, applying these results, we prove the conjecture in the case
previously mentioned.

VI



Introduccion

Durante el siglo XX, varios autores han investigado y han dado resultados
acerca de series de Dirichlet miltiples, de la forma

Z(s) = Z(s;f,9) = Y 9@)f@)™,  (R(s)>0) (1)
weNP
donde f(x),g(x) € Clzy,...,zp), para diversos casos de polinomios f(z) y g(x).

En los afios 20, K. N.[a.hler [6] logrd probar, para g(x) arbitrario y bajo ciertas
hipétesis sobre f(x), que la serie Z(s) se extiende a una funcién meromorfa, regular
para s = 0,—1,—2,..., y cuyas singularidades son todas polos simples, sobre el eje
real, en puntos racionales.

Msés adelante, en los afios 70, motivado por ciertos problemas en teoria de
mimeros, T. Shintani [8] estudié la serie (1) con g(z) = 1, y f(z) de la forma

= H Ty +my)ag + o+ (T4 my) ay; ), (a;; > 0,my > 0),
j=1

en cuyo caso la serie converge para R(s) > 2, y obtuvo férmulas explicitas para e
valor de su continuacién analitica Z(0), y el de la derivada Z'(0).

A comienzos de los afios 80, Pi. Cassou - Nogues en (2] y [3] estudid este tipo
de series y también el caso no polinomial

glz) =& &7, (&1 =1, & # 1)

Dio en ambos casos, imponiendo ciertas hipdtesis sobre f(z), férmulas explicitas
para los valores en s = 0,—1,—2,.... Cassou - Nogues también estudié versiones
p-ddicas de Z(s) en [2].

A finales de los afios 90, Chen y Eie [4] estudian el caso

g@)=altaf,  (F€Ng=NU{0}),
L
y enuncian para un producto positivo f(z) = ] f;(z) (pero bastante general) la
: =1

férmula

Z(0; f,9) = ZZOfJ (2)



INTRODUCCION

)

que para el caso en que todos los f;(z) son de grado 1 habia sido demostrado por
Shintani [8].

Este trabajo tiene como objetivo principal corregir este “resultado” de Chen y
Eie, el cual se mostrard que es falso. Proponemos reemplazarlo por la conjetura

d%mZMLm:Zﬁ%mwmmgx (3)

que demostramos acqui para el caso g(z) =1, p =10 p = 2, para un f; bastante
general (ver Teorema 4.1). Ademads, se expone la demostracién de Mahler [6] de la
continuacién meromorfa de Z(s; f, g) bajo ciertas hipétesis (ya en Mahler) sobre
f(2), y para g(z) € C[x] general. Mahler da una férmula para el residuo en el mayor
polo, es decir, en la abscisa de convergencia absoluta de Z(s; f, ¢). Aplicando su
método nosotros damos una férmula para el residuo en cualquier polo, v damos
férmulas (ver Teorema 2.12 y Teorema 3.11) para el valor en s = 0,~1,~2,---.
Nos concentramos especialmente en el valor s = 0 con el objetivo de demostrar
nuestra correccidn conjetural del trabajo de Chen y Eie.

Siguiendo a Mahler [6], comenzamos este trabajo analizando la funcién de una
variable compleja s

1) =Isifig)= [ o [ ot ) don

donde f(x) y g(z) son polinomios en p variables. Se muestra, bajo ciertas condi-
ciones sobre f(z), que J(s) se extiende a una funcién meromorfa sobre todo C,
se obtienen férmulas explicitas para sus residuos, y para los valores de J(s) en
s =0,-1,-2,... (ver Teorema 2.12). Como consecuencia de esto, se obtiene que
el valor J(0) es un polinomio en los coeficientes de f(z) de grade no maximal,
resultado demostrado en [5] con otros métodos.

Ademaés se demuestra (Teorema 2.14) parap=1o0p =2y g(z) = 1,

deg(fif2) J(0; fif2, 1) = deg(f1) J(0; f1, 1) + deg(fa) J(0; f2, 1)

Por esto nos permitimos conjeturar que en general el andlogo de (3) vale para las
integrales (es decir, con Z reemplazada por .J).

Luego se considera la serie Z(s; f, g), y se demuestra el resultado de Mahler.
Es decir, que la serie se extiende a una funcién meromorfa, con polos simples en
ciertos valores de s € @, con residuos dados por ciertas integrales anteriormente
analizadas. Para s = 0 se demuestra que Z(0; f,¢) es un polinomio en los coe-
ficientes de grado no maximal de f(xz), resultado encontrado en [5]. Finalmente
aplicamos estas férmulas para demostrar nuestra version corregida del trabajo de
Cheny Eieenelcasop=1lop=2yg(z)=1.



Capitulo 1

“Teorema” de Chen y Eie

Sea 8= (81,...,0,) una p-tupla de enteros no negativos. Definamos
_ A B .~
gs(z) = a7 xy® - Lﬁf’.

“Teorema” 1.1 (Chen y Eie [4]). Supongamos que PX(z)(i = 1,...,n) son
polinomios reales en p variables con coeficientes no negativos tal que P;(n) > 0
para todo n € NP y supongamos que la serie

5]_7396 Zgﬁ' .

neip

es absolutamente convergente para R(s) > o; > 0. Entonces Z(s; P;, gs) ast como
Z(s;[1 i B, gs) tienen sus continuaciones analiticas. Para éstas en s = 0 se cumple

Z(0; T13=1 Pi» 95) ZZ (0; Pj, g8)- (1.1)

Notar que en este enunciado, al hablar de continuacidon analitica, se quiere
decir que la serie tiene una continuacién en s, meromorfa en todo el plano pero
regular para s = 0. Esta parte es correcta (y antigua [6]), pero la conclusién (1.1)
ni siquiera es autoconsistente. Por ejemplo, tomemos tres polinomios f;, todos en
p variables. Entonces aplicando sucesivamente el “teorema”l.1 con n = 2 se tiene

20 1(faf)95) = 5 200 1,8 + 5 200 Faf 99

= 205 1,98 + 7 200 far08) + 1 200 S, 99). (12)

Por otro lado, una reordenacidon de los polinomios da
- 1 1
Z(0; (f1f2) f3,85) = (0; fifay 95) + Z(&f&h’ﬁ)

2
1 1 1



CAPITULO 1. “TEOREMA” DE CHEN Y EIE 4

de donde, restando (1.3) de (1.2) se obtiene
Z(Oflagﬁ) :Z({}nfﬁ-.gﬁ) (14)

Si esto fuese cierto el teorema tendria escaso interés ya que el valor Z(0; f, ga) no
dependeria del polinomio f. Afortunadamente es fiacil encontrar contraejemplos
para la igualdad anterior. Sea p = 1y 3 = (0,...,0), con lo que gs = 1. Sean
fi(z) = & + a;, donde a; > 0 para cada i = 1, 2, 3 y los a; distintos entre si. La
serie (funcién de Hurwitz, bdsicamente)

o0

Z(s; fis1) = ) _(n+a)™,

]
es tal que para su continuacién en s = 0, se tiene ([7], p. 212)

1
g0, 1) = 3 %

y reemplazando en (1.4), se obtiene

1 1

-5 W@ = —5 — as,

2 2

lo cual muestra que (1.4) es falsa, ya que se supone a; # a3. Por lo tanto, el
“teorema” 1.1 es falso. En mds variables, se pueden dar contragjemplos similares
usando los resultados de Shintani [8].

Una correccién conjetural de la féormula de Chen y Eie debe ser de la forma

Z(0; fife.9) =1 Z(0; f1,9) + 2 Z(0; fa, 9), (1.5)

en la cual los ¢; deben ser “sencillos” (por ejemplo, depender sdlo de los grados
de f;). Sin embargo, para que pueda valer este tipo de resultado es necesaria una
hipdtesis sobre [ que no nos permita factorizarla separando variables. En efecto,
supongamos que tenemos

f(ﬂﬂl,...,i(.'p) = h((E],...,Ig) 5 FL(.’IT(+],...}.’EP)

Yy
g('Tl)"-:IP) = (I]:---:II) 'j($1+1:"'7$p)-

Por un lado

Z(s; frg) = Z Hwr, s w) M, @) 7 H Wi - wp) AW, - wp) 0

welNpP
= ) Jwh)™ Y jw) hw)™

= Z(sih,3) Z(s;h,}). (1.6)
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o]

Por otro lado, si

fi("‘yl! v ,:ij) = hi(.’l’f],. - 13:i) ) hi(rl+1: S 73-:1.1) (1 e 2);
por (1.6)

Z(0; fife9) = Z(0;hiha,g) Z(0; hihs, ]) ) )
= (c1Z(0;h1,9) + 22 (05 b2, 9)) (1 Z(0; 1, 5) + S Z (03 ko, 1)) (L.7)

Pero por (1.6) y la conjetura (1.5) tendriamos

Z(0; fifoyg) = Z(0;hihihohy, g) i
= d1Z(0;hih1, g) + d2 Z(0; hohy, g)
= dlZ(OJ hl:j) Z(O: h’l:j) T dZZ(Oﬂ hg,j‘) Z(U) h21 j)a

que tiene una estructura de productos donde no aparecen términos de (1.7) como
B Ly . o
Z(0; h1; ) Z(0; ha, 3)-
La hipdtesis més sencilla que permite asegurar la no descomposicién en varia-
bles separadas y ademds la existencia de continuaciones analiticas es la de Mahler

6]

Hipétesis H. f(z) € Clzy, ..., z,| es un polinomio de grado m > 0, tal
que para toda p-tupla z & Rzn: flz) # 0. Ademds, la parte homogénea
de grado méximo de f(z) no se anula para z € R%;, salvo cuando

z=10.
Con esta hipétesis Mahler demostré que para cualquier g(z) € Clzy,...,5,) la
serie
Z(s:f,9) = > _ gw)f(w)™*
weNP

converge para R(s) > 0 v tiene una continuacion regular en s = 0. Proponemos
la siguiente

Conjetura. Sean f;(z) € C[zy,..., 3, polinomios en p variables, de

grado m; > 0, que satisfacen la hipdtesis de Mahler (1 < j <n) y sea
g(z) € Clzy,...,z,). Entonces

(3 aests) - 2(0: L g }:deg (1) 20 f9)-  (18)



CAPITULO 1. “TEOREMA” DE CHEN Y EIE §

En este trabajo demostraremos esta conjetura para el caso de polinomios en
una o dos variables (p=10p=2) con g =1.

La conjetura nos parece razonable no solo por el caso especial que nosotros
demostramos. Shintani demostro el caso en que todos los polinomios f; son de
grado 1, con p ¥ n arbitrario. Ademads, la conjetura es auto-consistente: si se supone
para dos polinomios (n = 2), se deduce para cualgquier mimero de polinomios. En
efecto,

Lema 1.2. Supongamos que S es una coleccién de polinomios no nulos, cerrada
bajo productos, y sea P: S — C tal que si fy € S y fa € S,

(deg(f1) + deg(f2)) - P(fif2) = deg(f1) - P(f1) + deg(f2) - P(f2),

Entonces para todo n > 2, si fi(z) € S para 1l < 7 < n tenemos
(35 ost)) - PUILA) = D deslfy) - PUS) (19)
g=]

Demostracién. Por induccidn sobre n. Para n = 2 por hipétesis se cumple (1.9).
Supdngase que (1.9) sea cierta para n, y sea f(z) = fi(z)fz(x) - - - fu(z). Aplicando
la hipétesis a £(f fut1),

(deg(f) + deg(fn+1)) ) P(ffrwl) deg(.f) : P(f) + deg(fnJrl) ’ P(fn+1)

= Zdeg(j'j) « P(f;) + deg(fa41) - P(frs1)
j=1
n+1

= ) deg(fy) - P(fy). O
j=1

En el curso de la demostracién de nuestra conjetura para polinomios de una
o dos variables demostraremos un caso andlogo en que la suma estd reemplazada
por una integral definida como

J(s)=J(s; f,9) = [ / “fdzy - dap,

la que Mahler también demostré ser absolutamente convergente para R(s) = 0 si
f satisface su hip6tesis. Ademas demostré que J(s; f, g) se extiende a una funcion
regular para s = 0.

Conjetura(versidn integral). Sean f;(z) € Clzy, ..., z,] polinomios en
p variables, de grado m; > 0, que satisfacen la hipdtesis de Mahler
1<j5< n) v sea g(z) € Clz1,...,z,]. Entonces

(é deg(fj)) . J(O; ﬁlszg) = Zdeg(fj) « J(0; 5 ) (1.10)
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Demostraremos esta conjetura para integrales para el caso de polinomios en
una o dos variables (p=1 0 p = 2) con g = 1. Esto serd un paso importante en la
demostracidn de la conjetura correspondiente para series.



Capitulo 2

Continuacion meromorfa de
ciertas integrales

En este capitulo se estudiard, siguiendo el método de Mahler [6], la funcién de
una variable compleja s

J(s) = Jisif9) = /Um"'./ﬂmg(&f)f(.f)'sdrl---d-?:p,

donde g(z) € Clzy,...,1,) es un polinomio arbitrario de grado’ menor o igual a
n, y f(z) verifica la siguiente

Hipétesis H. f(z) € Clxy,. .., zp) es un polinomio de grado m > 0, tal
que para toda p-tupla x € RY,, f(z) # 0. Ademds, la parte homogénea
de grado méximo de f(z) no se anula para z € RY,, salvo cuando
mi="10:

Esta hipdtesis nos asegura que existe una rama continua de log f(x) para z €
R%, ya que RY, es simplemente conexo y f (z) # 0 para x € RY,. Esta rama es
tinica, salvo sumar algiin 27ik (con k € Z fijo) a log f(z). Al definir J(s), elegimos
un k, lo que da una ambigiiedad en la eleccién de rama que resulta en multiplicar
J(s) por e ?"*s Notemos que para s entero esta eleccién de rama no afecta el

valor de J{s).

Definiciéon 2.1. Sea P(x) un polinomio de grado q en p variables. Para 7 < g,
Pi(z) es la parte homogénea de grado j de P(x), es decir, la suma de los
monomios de P(x) en los cuales lo suma de los exponentes de los x; es iqual a J.

La segunda condicién en la hipétesis H se puede entender como: fi(w) es no
nula cuando 0 # w € RE,. Aqui, RS, = {(z1,...,7p) ERP 12; > 0, 1 <i < p}.

1 Al aplicar algunos de nuestros resultados en el préximo capitulo sélo tendremos una cota
superior para el grado de g. Por esto damos el entero n > 0 de esta forma algo peculiar.

8



CAPITULO 2. CONTINUACION MEROMORFA DE INTEGRALES 3]

Lema 2.2. La integral que define a J(s) es absolutamente convergente para N(s) >
"—7'7—7——“’ y es una funcion analitica de s en este semiplano.

Demostracion. El cambio de variables v = /22 + ... + 22 ¢ = % permite escri-
1 » TR 1

bir la integral como
% = / / v lg(va) f (ve) ™ dv do, (2.1)
oce @ Ju=(

donde o pertenece al dominio @, que es la interseccion del primer “octante” RY
con la esfera unitaria en RP, y do es la medida natural en esta esfera. Fll]ando
w > 0 arbitrario, (2.1) se descompone en

J(s) = / / Vf(va) * dvdo + /@/‘mv"lg(va)f(vo)“” dv do
= Ji(s,w) + Jafs,w). o (2.2)

Ji(s,w) es una funcién entera de s, ya que el dominio de integracién O es
compacto y, usando la hipétesis H, f(z)™® se puede definir para todo z € RY,
eligiendo una rama continua de 10 g f(z). Para Jy(s,w) se debe considerar que
|flue)™s| = [v~™| = v~™R) cuando v — oo, vy que g(z) es de grado a lo més
n. Luego Jo(s,w) converge si p— 1 +n — mR(s) < —1. Por tanto, J(s) converge
absolutamente en el semiplano R(s) > 1:—12, v uniformemente en subconjuntos
compactos de este semiplano. O

Observacion 2.3. f(z) se descompone en partes homogéneas (ver Definicion 2.1),
como

f(@) = fulz) 1+ 7(2), (o) =

Fra—a (@) + frna(@] + =+ o

Para ¢ € O, fin(0) es acotada y no nula, luego puede definirse log fi,(z), eligiendo
una rama continua de manera que log fr(7) = mlogv + log fi.(o). Por lo tanto,
existe M > 0 tal que

Yo >0 [|Slog fi(z)] < M.

Para v 3> 0 fijamos la rama principal de log (1 + ?”(‘L)) Es decir, dado 0 < § < 3,
existe vy tal que para ||z|| > vy y t € [0,1]

|r(x)| <8, |arg (1+tr(z))| <46
Finalmente puede definirse

log f(z) = log fm(z)+log (14 r(z))
= mlogv + log fm(c) + log (l + r(’ua)),
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a partir de la cual se obtiene la igualdad

[@)™ = ful@) ™ (L+r(2) "
vT™ fn(0)™* (1 + r(vo))

Si bien esta igualdad se obtiene para v = ||z|| > vy, por continuidad se extiende
para R’éo. Aqui debemos entender que (1 -+ r(i)o))fs utiliza la extensidn continua
av € (0,0¢), ¢ €O de la rama principal elegida para v > vy. Nuevamente esto es
posible ya que 1 + r(vo) # 0y RE, — {0} es simplemente conexo.

—5

Observacién 2.4. Para s € C, el término {1+ r(ve)) " (ver Observacitn 2.3), se
desarrolla en expansién finita de Taylor con resto integral ([9], pp. 95 - 96)

6(0) = - S5 g+ 2 ['600) -t
q) = a (k—l)'_n T 7 q T T.

A=0

Para G(g) = (1+g)™*, entonces se obtiene como término general (con cualquier
eleccién continua de log(1 + ¢) usada para definir (1 + ¢)*)

GM(a)  TIo(=s—1J)
A Al

(1 + G,)7{5+A) - ( \ )(1 + CL) (s4- A)
y como resto, se obtiene

Furald) = iy [ 090 = rrrar=1(3) [0

Reemplazando a = 0, ¢ = r(ve) y 7 = tq, 0 <1 < 1, se obtiene finalmente:

(1+r(vo) S :( ) (vo) +k( k) (ua}kfol (15;{2;;5% dt.

A=

Lo anterior permite reescribir la integral J2(s,w) en (2.2) como:

Jo(s,w) = /O/ Up“l_msg(vcr)fm(o)_s(l+T(UJ))_Sd'Ud.a

k-1 —s :
= Z ( 5 )J\/[A(s,w) + Ni(s,w), (2.4)

A=0
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donde & > 1 es un entero por fijar mas adelante,

o0
My(s,w) = / / W 0(00) frn(0) T (v0) dv do, (2.5)
JOJw
Ne(s,w) =
. 1 1 pyk—1
k( S)/ / WP (0 (o) "o (va)® / U=9 — dtdvdo.

kJJodw Jo (1+1r{ve))

(2.6)

Lema 2.5. Np(s,w) es una funcidn analitica en el semiplano R(s) > %

Ademds, parak >n+p+Nm,w >0y N=0,1,..., se tiene Ne(—N,w) = 0.

Demostracién. El integrando es acotado como funcién de o, ya que ¢ € O y O es
compacto. Dado vy > 0 suficientemente grande, existe ¢ > 0 tal que

Yoz vy |glvo)| < Cio”,
y una constante C; suficientemente grande de modo que para todo ¢ € O
Yo >w |r(ve)| € Cov™h,  |r(vo)| < 1/2.

La condicién para la convergencia en (2.6) es que el exponente de v debe ser
menor que —1, lo que da el semiplano de convergencia de Ni(s,w):

n+p—=k
m '

R(s) >
Por lo tanto, para calcular Ni(—N,w), basta tomar k > n+p+ Nm+1, y se
obtiene de manera trivial Ni(—N,w) = 0, a causa del factor (7°). O

Observacion 2.6. Sea A € Ny = NU{0}. Se consideran las descomposiciones en
partes homogéneas para g(vo) y r{ve), dadas por

glve) = v"(gn(0) + v gn1{0) + ... + v g0),
rlve) = v Ao, )+ ...+ v AR, ), Do, f) = _fm—j(U)’

fmlo)
y se obtiene el producto
n+(m-1)A
g(vo) r(va)* = o™ Z AMo)v, (2.7)
h=0

en la cual los coeficientes A} () son funciones racionales sin polos en O.



CAPITULO 2. CONTINUACION MEROMORFA DE INTEGRALES 12

Lema 2.7. M,(s,w) se extiende a una funcion meromorfa de s en todo C, con
polos simples en s = lﬂ’;”\—fh donde h=10,1,...,n+ (m — 1)\, y residuo

1
Res, _ mepao (ﬁ/{,\(s,u:)) = E/@‘lj\,(g) fm(o)* do.

Demostracion. A partir de la formula (2.7), se puede reescribir M, (s, w) definida
en (2.5) como

n+(m—1)A

o0
M(s,w) = Y [ / pRrtpeReRhst AT BB d e
A JO Jv=w

nt+(m—1}A u,n-}-p—m.s—)\—h

; ms+A+h—n—p,

OA,T:(J) fm(a) ™% do, (2.8)

lo que da la continuacién meromorfa en s de M, (s,w), ya que las funciones A} (o)
v fm(o) son continuas sobre el compacto O, con lo cual

[ AX0) fmle) ™ do
JO

es una funcidn entera de s.
De (2.8), vemos que M, (s,w) tiene polos simples en
_ hAp—d—h

§=—— h=10, L ooy +F (m~= 113,
m

con residuo igual a
1

L[ 4(0) fulo) do- =
m Jo

Lema 2.8. Para N =0,1,2,... y A entero tal que \ < £+ N 6 A > n+p+mi,

tenemos ALP_HNM(G) = 0 para todo o € O. Mds generalmente, si f(z) es tal que

sus partes homogéneas f;(xz) son nulas paral < j < m, entonces AL,y i nm(0) =

O0siA<N+Z g % = BN

m—I
Demostracion. En (2.7), aparecen potencias de v entre n — A y —mA. Por otro
lado, la hipétesis sobre A implica tnA < p+ mN, de donde —(Nm + p) < —mA.
Luego, A} —_— wml0) es coeficiente de una potencia de v negativa y menor a la
que aparece en (2.7). Por lo tanto, A}, s, nn(0) = 0.
Para probar la segunda afirmacién, sea j = I_"”*_plj + N. Por hipétesis, A > j

m

implica n — A < n — j. Luego, A}, s, ym(0) es coeficiente de una potencia de v
mayor a la que aparece en (2.7). Por lo tanto, Aﬁﬂ_/\ﬂ\,m(o) =0. O
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Corolario 2.9. Para M\, N enteros tales gue 0 < N <A< n+p+ Nm, se tiene

im ()M (s,w) = ﬂ—l—/ A2 (0) funlo)Y do (2.9)
A AT m(A— N) (::) "Eoaa i U =

s——N

donde A}y, synm(0) es el coeficiente de uNmtn) en g(vo)r(ve)? definido en
(LT

Demostracién. En la férmula (2.8), el valor s = —N se obtiene al tomar h
n+p— A+ Nm.? Luego

1 r
lim (s+ N)M,(s,w) = E/OALP_HN?"'(U) fm(cr)j\ do.

s——N

Por otro lade, para el coeficiente binomial (‘;) se tiene para A > N,

, ¥ —5 (—=1)*N 1
lim —— =
s——N § 4 .N )\ A—N (i’)
lo que termina la demostracion. O

Corolario 2.10. Tomendo N = 0, se obtiene para 0 < A< n+p

. 8 (=1)* A
lim ) My(s,w) = -—H.OAH_FP_A(U)O{U,

s—0

donde A*, (o) es el coeficiente de v en g(va) r(va)>.
nt+p—X

Observacién 2.11. Se tiene de (2.2) para todo s € C,

lim Ji(s,w) = 0.

w—0t

Dado que J(s) = Ji(s,w) + Jz(s,w), se obtiene para un punto regular de J(s)

J(S) = hIIOlJ Jl(S, 'U.)) -+ 11’11{31)r JQ(S: w)
= uh_rl'{]lF Jo(s,w).

Si tomamos s = —N,con N =0,1,...yk>n+p+ Nm, Ng(-N,w) =0,y
en (2.8) los términos con 0 < A < N implican n+p+ Nm — A —h = 1, por lo que
los términos wntPHNm=A=h on (2.8) tienden a 0 cuando w — 0T,

2 Para que haya polo en s = —N se requiere A > N + £, pero por el lema anterior sigue
siendo valido el corolario si sélo suponemos A > N.
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Con estos resultados se puede concluir lo siguiente:

Teorema 2.12. {[6]) Sea f(z) € Clz] un polinomio de grado m > 0 en p variables
que satisface la hipdtesis H, y sea g(x) € Cla] un polinomio en p variables de
grado menor o igual o un entero n > 0. Entonces la funcidn

J(s)=I(s: f,9) = jom ' '.[Om g(x)f(z)™" dz1 - - - dxy

es absolutamente convergente en el semiplano R(s) > "B J(s) puede extenderse

a todo C como una funcidn meromorfa, cuyas tnicas singularidades son polos
simples en

_ntp—{L

£=0,1,2,..., s#0,-1,-2,...,
- ; s #0,-1,-2,

y con residuo igual a

Tiz( ) / A (0) fnlo)* do, (2.10)

A=jr

donde j, = max{[& —s],0}, [z] es el menor entero mayor o igual a x, A} (o) es
el coeficiente de v™ P en g(vo)r(ve)* definido en (2.7), y O es el primer octante
de la esfera unitario en RP.

Su valor en un entero s = —N = n—tilg con N=0,1,2,... estd dado por
T L PP 1
J(—N) = — —t Az i o, 2,
M = Y Sl [Ab@mer e, @
A=[R]4N (%)

donde A}_,(0) es el coeficiente de v= ™) en g(vo)r(vo)*.

Demostracién. Por el Lema 2.2 y las Observaciones 2.3 y 2.4, se tiene la igualdad

k-1

J(s) = Ji(s,w) + Ni(s,w) + Z (_;) M (s, w),

v la férmula (2.8) permite escribir la continuacién meromorfa vélida para R(s) >

ntp—=k
m

s,w) + Ni(s,w) +

8 n+(m-1}A wn+1}~ms—A—h N
fs A - - —8 d
(,\) ; ms-&-)\-l—hén—p/@ h(ﬁ}f (U) 7

—
~

i
—_

Il
S~
L=
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Vemos entonces que los polos de J(s) son simples y ocurren cuando ms =
n+p—(A+h)=n+p—~L conl=A+h2>0un entero. Veremos mas adelante
que de hecho no hay polosin+p—¢ <0y n+p— £ es divisible por m (es decir,
no hay polo cuando s < 0 es un entero).

Calculemos ahora el residuo, Para s = M2 =t las funciones J, (s, w) y Ni(s,w)
son ambas regulares, esta ultima para k = [ —I- 1, por lo tanto sus residuos son
cero. Ademds, por (2.8) y para cada A, ¢l residuo de M, (s, w) se obtiene cuando
el exponente de w es cero, de donde h = £ — A, luego

1
Ress:n+mz~f My(s,w) = Ef@AE\’\(J) (o) do. (2.12)

El rango de A se obtiene considerando 0 < h={—-A<n+{m—1)A, que A >0y
que £ = n+p—ms. Ademds, si s # 0, —1, =2,... el coeficiente binomial ('f) es
no nulo, y sumando scbre A se obtiene (2.10).

Pasando al valor en enteros —N < 0, se tiene £{ = n+p+mN, y el valor J(—N)
se calcula usando la expresion

k—1
J{(—N) = hm hm (Jl(s w) + Ni(s,w) +Z( )ﬂ’f/\(‘:’ u))

=0

Por el Lema 2.5, para k = £+ 1 y para todo w > 0, se tiecne

lim Ni(s,w) = 0.

§——

Para los valores de (3°)M,(s,w) se consideran dos casos. Para A > N, el valor

estd dado por la férmula (2.9). Ademads, el Lema 2.8 implica que son nulos los
términos si N < A < N+ £,

La Observacién 2.11 implica que para 0 < A < N, (%) M,(s,w) es regular, ya
que el exponente de w es positivo para todo h. Por esto

N
lirgr (A)M}(—N,w) = 0<A<N,
wh_l.][}ﬂu SEIPN Nife,w) = t,ll.,nol+ Jl( 7% LU) =4,
de donde se obtiene (2.11). O

Corolario 2.13. ([5]) Si las partes homogéneas f;(x) de f(x) son nulas para | <
j < m, entonces

Ln+[-|-mNJ

m—1

)\ N
J(—f\rr) = ;]1; Z 1 / 4 fm )

M=T21+N
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Demostracién. En este caso las potencias de v que aparecen en r(vo) en vez de

comenzar en v"~*, comienzan en v~ por lo que A} (o) =0si A > lﬁ”;—’;@- O

También podemos deducir en ciertos casos una versién para integrales de la
versién corregida del trabajo de Chen y Eie.

Teorema 2.14. Sean a(z) y B(x) polinomios, ambos en una o en dos variables,
que satisfacen la hipdtesis H. Entonces para g(x) = 1, se tiene la relacion

(deg(a') + deg(ﬁ]) - J(0;aB,1) = deg(a) - J(0; o, 1) + deg(F) - J(0; 5, 1).

Demostracion. Consideremos primeramente el caso de una variable, es decir, p = 1.
Por el Teorema 2.12, el valor de la integral para este caso se considera tomando

O = {1}, el cual es

I0:1,1) = =37 A0 ), 213)
donde foa(0)
Ao 1) = T

Para f(z) = a(z)B(x), de grado my + my, se tiene fin, ymy(0) = Qm, (0)Fm,(0) ¥
fm,1+m2—1(g) = Qm, (J)ﬁﬂ‘u—l(o_) + Oémrlfl(g)ﬁm'z(o):

la cual implica

Al(o;aB) = Aj(o; o) + Aj(03 8),

lo que termina la demostracién cuando p = 1, en vista de (2.13).
Sea ahora p = 2. Por el Teorema 2.12, el valor explicito de la integral J(0; f, 1)
es

deg(f): J(0; [, 1) = /4 fdo+ = //12(0‘ f)do

_ fm-Z(J)d + fmu( ) dor.

@] ﬂn(r}-) 2 o fm O')

Para f(z) = a(z)B(z), de grado m; + mg, se tienen:

Frytma-1(6) = 0my(0)Bmy—1(0) + amy -1 (0)Bma(0),
fm1+m272(g) = Qipy (O’)ﬁmz,g(ﬁ) + aml—l(g)ﬁmz--l(g) =+ O{mlAQ(g)ﬁ’mz(J):

de donde

Qmy—1 (J)ﬁmz—-l (U)
Oy (@) By ()

Gy —1 (U))@mz—l (J)

Oty (0)Bma (@)

Ab(o;af) Aj(0;a) + Aj(0; B) + 2

Alo;aB) = Al(o;0)+ Ai(o;8) +
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Finalmente, en la expresién del valor en cero, los coeficientes Al(o; f) y A3(o; f)

estan antecedidos por factores —1 y é respectivamente, lo que concluye la de-

mostracion del teorema. O



Capitulo 3

Continuacion meromorfa de
ciertas series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una serie de la forma
[s @]
s -8
8) = E a; A
=1

en la cual a;, A; y s pertenecen a C, A; # 0, y en general, se considera R(s) > 0.
La funcién F(s) se supone analitica en un semiplano derecho. Esta implicita una
rama del logaritmo para calcular A;° = exp (- slog();)).

Sean f(z),g(z) € Clz1,...,2p), con f de grado m > 0 y g de grado menor o
igual a n. Adema4s supondremos que [ satisface la hipdtesis H. Veremos que

Z(s;f,9) = 3 9(w)f ()™ (3.1)

weNE

es una serie de Dirichlet absolutamente convergente para R(s) > ”—“’ que posee una

continuacién meromorfa a todo el plano s. En este capitulo, nuevamente siguiendo
a Maller (6], se usardn los resultados del capitulo anterior a fin de encontrar valores
y residuos de la serie Z(s; f, g). Para poder aplicar tales resultados se usard la

Proposicién 3.1 (Férmula sumatoria de Euler-Maclaurin). Sea F : [a,b] — C
una funcidn K veces continuamente diferenciable con a, b y K € N, con a < b.
Entonces ({9, pp. 127 - 128)

b b F | |
;F(n) = . Fla)de 4 —2— 2 Fla) + F(b) Z E :1:11)! (FO(b) — FD(q))
_}_(;;)r'ii/ FY)(2)By(z) dz, (3.2)

18
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donde b; es el j-€simo nidmero de Bernoulli y By (x) es la K-ésima funcidn periédi-
ca de Bernoulli (extension periddica del K-ésimo polinomio de Bernoulli con peri-
odo 1).

Demostracion. Recordemos que los polinomios y nimeros de Bernoulli b,, (1) estan
definidos por

et = (Al
- = T;)bm(m)m, by = by (0). (3.3)

La K-ésima funcién periddica de Bernoulli se define como
By(z + 1) = Bg(z) paratodoz € R, Bi(z) =bi(z) si0<z <l
Tenemos la relacién para la derivada ([1], pp. 804 - 805)
Bl 1(z) = (m+1)Bn(z).

Por induccién sobre K: Si K =1,sea n tal que n,n+1 € [a, b]. Integrando por
partes se obtiene con By(z) =z — |z] —

/‘” F(I)dx:F(n+1;+F(n) ;/” F'(2) Bx(z) da.

Si sumamos sobre n obtenemos

be(:n)d:c i+ +F Z F(n /F’(:E)Bl(:c)dx

n=a+1

Sumando F—(a)—;ﬂﬂ a ambos lados se obtiene

Z]"n / )dx+ﬂf'i)—;’—}i@+/abF’(x)Bl(x)dm.

Supdngase la férmula cierta para K = r. Nuevamente mediante integracién
por partes, con u = F®(z),dv = B,(z)dz, se obtiene usando (3.3) y! b4 =
B,41(0) = Br11(1),

n+1
/ FO)z)B,(z)dx =

bea (FO+1) = FOm) 1
( r+1 )"r+1/ P a)Bori () d,

! La siguiente ecuacién es vilida para r > 1 ya que by(z) = (=1)7bp{l —2) y b, = 0 sir > 3
es impar ([1], pp. 804 - 805).
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de donde, sumando sobre n desde a hasta b — 1 se tiene

(_1)7’-0-1

!

b
/F(’")(.'::)B,.(.T) de =
o _ 13+l b
o (b (F0) - F@) = [ F*(2)Braa(a) d)
y por tanto,

1

b r—
Y F(n) = /bF(x) dr + ————= F(“HF +y G byt F(” (b) = F9(a)) +
a 1

n=a

j=
( 1)r+lb i (I"{r F(r)(a))
(r+1)!

J+
( r+2
(T +1 f[’(”'l)(z)B +1(x) dz.

Si r es impar esto demuestra la férmula para K =+ 1. Sir > 1 es par, b,y = 0,
por lo tanto la férmula también vale en este caso. O

Necesitaremos una version en varias variables de la férmula de Euler-MacLaurin.
Para esto es conveniente dar la

Z Fw) =) 2 F(w),

wEN] weNg

Definicion 3.2.

donde Ny := NU {0}, y a(w) denota el nidmero de indices de w iguales a 0.

Por ejemplo, si p = 1,

ZfF(n) = %F(O)+F(l)+F(2)+... = %F(O)+§F(n).

neNg
Si p=12
i;ﬁ‘(w):mil (mn)+2ZF({)n)+ ;F?’?IU)+ F(0,0).

Observacién 3.3. Imponiendo a = 0, b — oo, F' integrable, F¥) integrable y
lim F*)(z) = 0 para todo L =0,..., K, la férmula (3.2) implica
T—+00

! 71

K+1
r / F(z (;I:ll) F<L>(0)+(—~f / F%)(z) Bg(z) dx

(3.4)

'n=0
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donde la suma converge. La igualdad

by, b =
s T . = 3 0

permite reducir la férmula (3.4) a

n=0 L=0"0
donde
L= L+1 1£L<K-1,
- L L=060L=K,
}Y
1, L =0,
br+1
1= [ —
Qulz) = Trnr sisKE-L
(-—1)K+]
TBK(ZL‘), L=,
Nos concentraremos en series de la forma
o 7
> gw)fw),
W1yeeyf L‘prU

aunque frecuentemente nos interesan series de la forma

Yog@f@) = D> gw)fw)
weN? Wi ewp=1

o de la forma -
Yo gWf@) = > glw)flw)™
wENS W1, wip=0

21

Afortunadamente, se puede establecer una relacién entre estas series y la serie
ZweNE'F(w). Definamos para 7' C {1,2,...,p} y una funcién F : R» — C la

nueva funcién Fr : RT — C mediante

Fr(y) = F(yr),

(3.6)

donde (yr); =0si j €T, (yr); =y; sij € T. Si T es vacfo entendemos por Fy la

constante F'(0). Entonces

> Fw)=Y 277 Fr(w),

weNg weNg

(3.7)
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donde suponemos que las series de la derecha convergen, la suma recorre todos los
subconjuntos propios T C {1,2,...,p} y |T| denota la cardinalidad de T 81T es
s . !
vacio se entiende 3_, cyr Fr(w) = F(0).
Para demostrar esto, tomemos un w € Nj y definamos el conjunto

Sw)={j: w; #0, 1<j<p}

Al lado izquierdo de (3.7) aparece una vez F(w). Al lado derecho aparece I (w)
exactamente para los T tales que S{w) C T. Aparece con el peso 274l (por el
factor de la primera suma) multiplicado por 2=(TI-15@)) | Por ende, cada vez que
F(w) aparece a la derecha, lleva el peso 9=7+HSW Como hay exactamente 27719 @)l

subconjuntos de {1,2,...,p} que contienen S (w), el peso total es 1, al igual que
al lado izquierdo.
Poniendo K; = ... = K,

K {(donde el valor del entero K se elegird mas
BH)e

adelante), la generalizacién de (3.5) es

; e K K |L'] k
STPw) = >0 ), LZ fm QL(ar)a—#dm, (3.8)
p=0 >0

weN] L;=0 L2=0

en la cual
P

L= L Lagny o Sl L w2 (B o .,L;), [E| = Lf1+---+L;,, Gy ) = HQL;'(IJ)?
§=1

v todas las integrales se suponen absolutamente convergentes.
Si cada I; satisface 1 < L; < K — 1, todas las integrales iteradas pueden
evaluarse va que Qr(x) es constante, lo que da

I R b S F(z
/ QL(-T) —LI—“(—)T dxy - dIP = (——1)1’ Lt] — (( )L )
JRE, 63:11.-»8$p” (L+1). Bzkr - - Bap” lamo
donde ,
_,bL__H___ — H bLi-H.
(L+1)! e (Li+1)!-

Si L es tal que algin L; es 0y L; < K para todo 1, le asociamos T'={j : L; =
0}. Sea L el conjunto de indices I, asociados a un mismo T'. De esta manera, cada
L pertenece a un unico Lr, y |Lr| = (K — 1)?~17l. Tenemos para L € Ly

d\F(z) . oM Fr(y)
/J Qr(z) ?;_—Tf dzy - dz, = (-1)P11Qy ATW dy,
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donde (con la notacién de (3.6))

M Fr(y)  (OHF(x)
oyt Bl

br, ,
) (con y € RTY, Qrr = H IJ‘H—], (3.9)
T (Lﬂ - 1)
obteniendo finalmente

! L
SRw) = [ P@as S Y e [ e 6o

welD >0 T Le Ly Ro

K—-1 K-1
b O°F(x) 0¥ F(z)
CP Y Y T o L e 0O T
I1=1 Lp=1 z=0 L:algin R,,

Li=K

donde en la suma sobre T, este recorre todos los subconjuntos propios y no
vacios de {1,2,...,p}. En la suma ;. se recorren todos los p-tuplos L =
(L1, La,..., L ) € Np con I; < K paratodo 1 <i<pyL;=0«<i€T. Enla
dltima suma L € NP satisface L; < K, con igualdad para al menos un indice .

La anterior puede aplicarse si F(z ) con x € R>o: es tal que las integrales a la
derecha convergen absolutamente, y

AL F(z)

m — =10, Ll=0,1,....,pK.
leli—oo Bz - - - k7 L p

Lema 3.4. Sea L € N} y F(z) = g(z) f(z)™°. Entonces

|
LI F(z) 81t g( = (_5) ;
= .4 PP () flz)~CH), (3.1
8141’,1 . a:r;}{:p d Z L j( ) ( )
donde P( )( ) es un polinomio en T = (T1,...,Tp) con COLfC’fF”HtCS en C de grado

menor o igual ¢ n+mv — |L| (si este ndmero es negativo, PI (x)=0).

Demostracién. Por induccién sobre el mimero de derivadas |L|:
Si |L| = 1, entonces 8" F/8z* = OF/0z; para algin 7, por tanto

JF i :
. IR =

= B s+ (V) s

}T

0f(z)

P (@) = 9(x) 5,

(3.12)
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es un polinomio en z de grado menor o igual a n +m — 1.
Supdngase que lo anterior vale para |L| = r > 1. Derivando la expresién

P (x) o g( —s ol
oal 6’EL / +Z( ) z) f(z)™*,

poniendo e; = (0,...,0,1,0,...), con el 1 en la coordenada 7, se tienen

2 (Lot ) = (2ot sy

—s\ §\H If(x iy
(7) 2% e
ai (p(” )f(x)-@*")) = (aipf'”(z)) Fla) i
(s+ U),P () agi:’) ( )*(s+u+lj’ v>1.

Por tanto se obtiene

a 8”"]7 d 3”"9 — v —(s4v
dz; Ozt T Oz, ( ozt (@) +Z( )P( 1) (L+))

=1

aiL1+1 (z _ r+1 . B
) E

donde "
O0PP(x)  OMg@) B1@)
B'cj Ozt Oz ’ -
O oy - OPI@) | oy, Of(z)
PT+EJ(S’$)_ éx UPL(. )(.E) a‘—rj, QSVS 5
-1y, 9f(2)
P(u 1) — 1
: vy, (I) 8$j 1 v T+ ’
y por hipétesis de induccidn, se concluye que Pﬁlﬂ (x), P]E';e (z) y PLT:EU( ) son
de grado menor oigualan+m—(r+1),n+mv — (r+1) y n+m(r+1) (r+1)
en r respectivamente, lo que demuestra la afirmacién para r + 1. O

Observemos que la hipdtesis H sobre f(z) implica que su parte homogénea de
grado més alto es de la forma

fm(2) = a127" + ... + @z + h(z),
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donde cada a; # 0 y h(z) es una suma de monomios mixtos de grado m (h podria
ser nula). Esto se demuestra restringiendo fn,(x) al conjunto

ST' P {R'ERI_;:Q: ;};i:U,i#j,ﬂfj 740}

y observando que f(z) # 0 para = € S; por la hipétesis H. Por esto, si T C
{1,2,...,p} el grado de fr(y) definido en (3.6) sigue siendo m (en las variables
restantes y; con j € T) y fr sigue satisfaciendo la hipdtesis H (si 7' no es vacio).
Por esto podemos aplicar el Teorema 2.12 del capitulo anterior a cada sumando
de la imagen de (3.11) bajo la definicién dada en (3.6), es decir,

L)

|L] || —
S o) = = iy S+Z( )P ), 3.13)

y obtener la siguiente?

Proposicién 3.5. Sean f(z),g(z) € Clzy,...,x,], con [ de grado m > 0 que
satisface la hipdtesis H y g de grado menor o igual a n. Sea L € N} tal que algin
Li=0,yseaT={i: L; =0}. Enfonces

£
Ly o rt0) )

Tl=|L . iy
converge para R(s) > P-Jil—mj—u y se extiende a une funcidn de s meromorfa en C
con polos simples en

_ n |[Fl=|E| =4
- m

, £=0,1,2,..., s#0,-1,

Su valor en el punto regular s = 0 es

o™ - a‘MQT -5
f 3y ( ( )fT( ) ) o - mgo ayL (y)f'r(’y) dy »
1 |Z| (wl)” n—|L|+|T| - »
+a§ v ; ()\) anTD/\.V(U) frm(o)™" do, (3.14)

donde 1, = max{[|T'|/m] — v,0}, Or es el primer octante de la esfera unitaria de
RT, frm es la parte homogénea de fr de grado mazimal y D, ,(c) es el coeficiente

de v™ 1Tl en (P,E”)r"),r(va), con v definido en (2.3) y P\ definido en (3.11).

2 En la siguiente ecuacién es importante recordar que la notacién £ a (F‘T) es una abreviacién
gt g
de (W(z))T (ver (3.9)).
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Demostracion. Aplicando a la identidad (3.11) el homomorfismo F' — Fr que lleva
funciones con dominio R? a funciones con dominio R?, obtenemos (3.13), donde
P‘,E? = | Pﬁ")),f‘. La integral

gLl ( .
]‘; —;%”ff(y) i,

53
>0

admite una continuacién meromorfa (con polos como se indica en la proposicién)
por el Teorema 2.12. Para v > 1 fijo, el mismo teorema nos da la convergencia

para R(s) > n—_l%ﬂﬂ de

Guls) = Guzirls) = [ P frlu) ) ay,

R3o

y su continuacion meromorfa en s. Al verificar que s = 0,—1,—2,... son puntos

regulares de (_US)G,,(S) es necesario notar (si s + v > 0) que el factor (~°) cancela

el polo proveniente del Teorema 2.12.
Para obtener el valor en s = 0 de (

-5
v

simpleen s =0paral <v < ”—_I’r:n&—m Llamemos su residuo R,. Considerando el
factor (_j) obtenemos

)G, (s), notemos que G, (s) tiene un polo

lfm (_j) g =

5§—0 1%
Para aplicar el Teorema 2.12 observemos que el grado de PE"%(y) es a lo mds

n' = n+ mv — |L|. Como nos interesa el residuo de GG, en s = 0, resolvemos

n +|T| -2
V= —

b]

m
loquedal=n—|L|+|T|y
1 n—|L|+|T| - By
S (%) L g, Prvte) ntor™ (3.15)
Sumando (3.15) sobre v, se obtiene (3.14). 0

La siguiente proposicién, aunque casi demasiado obvia, nos serd necesaria en
la demostracion del teorema principal de este capitulo.

Proposicién 3.6. Para L € NP y x € Ry,

oo (9(2)(@)™)
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es una funcidn entera de s. Su valor en s = 0 es

(Zz(otrtar 9 |-

Demostracidn. Por hipétesis H sobre f(z), la expresion

aL
(@) (2))

para cada p-tupla x € R es una funcién entera de s, pues f(z) # 0. Para z = 0
se tiene

0\tlg(z)
dxt

. (3.16)
=0

L]

8 F0) + Z ( )P(“ (0) £(0)~(+),

v=1

L
G 0@ =

y como el coeficiente binomial (‘V‘) es un polinomio en s, evaluando en s = 0 se
obtiene

| L]

{‘9'“9 70y Z( e s

Observacién 3.7. Si g(z) = 2} ... 2)" donde cada M; > 0, el lado derecho de

(3.16) es nulo salvo para L = M = (M, ..., M,), pues:

Si L; < M; para algin 1, la derivada 8%g(z) = Cp 2] -+ - z;7 es tal que 7; > 0,
y 8Fg(0) = 0. Si L; > M; para algin i, 8*g(x) = 0, pues se deriva respecto de ;
mas veces que el grado de ésta. Finalmente,

_ 9%
s=0 (9:17"‘

(0). O

K-1

ff Z bri “Fiz)
= 4 (L+1)! 8zt

Para evaluar los términos de (3.10) en que algin L; es igual a K, se debe hacer
algo distinto. Esto, ademds, dard un valor minimo de K a elegir.

1T M
el M +1
e

Lema 3.8. Sea L tal que algin L; = K. La integral maltiple

| .
01e) 4 (@) do

P
R%,

donde |L'| se define en (3.8), es convergente para N(s) > p_t%!,éj Para K > n se

tiene

0 () L4

LF
R’éo 53:

flz)*dz = (. (3.17)

s=0
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Demostracidn. La hipétesis sobre L implica que no todos los @, (x;) son constan-
tes, pero estdn acotadas por una constante Cx que no depende de s:

Q1 (z:)| < Cik.

Por otro lado, mediante el cambio a coordenadas “esféricas” (v, o) dado en 2.2, la
desigualdad p — 1+ (n — |L'|) = mR(s) < —1 da el semiplano de convergencia. La
hipdtesis sobre L implica |L/| > K > n, y como g(z) es de grado a lo més n,

Mg _
B:L‘Ll = ?
por lo tanto, basta tomar K > n+ 1, y la integral es trivialmente nula. O

Lema 3.9. Sea L tal que algin L; = K. Para v = 1, la integral miltiple

v

(_5) . Qr(x) Péf)(g:) f(g;)f(s+u; dx

donde |L'| se define en (3.8), es convergente para R(s) > ﬂ%ﬂﬂ. Para K >n+p
se tiene
(‘V“) Q1 (z) P (z) f(x)~ ) dz| =0. (3.18)
R’én 5=0

Demostracion. Por el lema anterior, los Qp, (z;) estdn acotadas por una constante
que no depende de s, y mediante el cambio de variable en 2.2 se obtiene ahora la
desigualdad

p—1+n+mv—|L|)—mR(s)+v) < -1,

lo que da el semiplano de convergencia R(s) > "—ﬂ%‘[‘—". Por lo tanto, si K > n+p+1
la integral es regular en s = 0 ya que

IL'|>|L|>Lj=K >n+p.

El factor (‘:) nos da entonces trivialmente el valor 0 en s = 0, obteniendo final-
mente (3.18). O

Por 3.8 v 3.9 se obtiene entonces:

Proposicién 3.10. Sea K un entero con K > n+p y sea L € Nj tal que algin
L; = K. La integral

. 6|L’!
|, 0u(0) 57 (0(a) f@) ) do
RE, d

donde |L'| se define en (3.8), es regular para s = 0, y su valor en este punto es (.
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Finalmente, los resultados obtenidos en las proposiciones 3.5, 3.6 y 3.10 permiten
concluir:

Teorema 3.11. Sea f(x) € Clz] un polinomio de grado m > 0 en p variables que
satisface la hipdtesis H, y sea g(x) € Clz] un polinomio en p variables de grado
menor o igual a un entero n = 0. Entonces la funcion

Z(sif,9)= Y g@)f@) =Y 27@g(w) f(w)™,

wENE weNp

donde a(w) denota el nimero de indices de w iguales a 0, es convergente para
R(s) > "X, y es una funcion regular en este dominio. Z(s; f, g) se extiende a todo
C en una funcidn meromorfa, cuyas unicas singularidades son polos simples en los

puntos
+p—{
gl U £=0,18 00 0,48, s
m
Su valor en s =0 es
n+p n+p altlg

Z(0;£,9) = (=1P Y- ZcL

Li=1  Lp=l

ali
o (— p_T[ T ()75 1
S S Qur / il )

LeLlr

donde la suma sobre T y L € Lt es como en (3.10),

D
L bLJ‘-H bLJ+1
CL'”H(L,-H)!’ H(L +1)!

la integral sobre ]R’én fue calculada en el Teorema 2.12 y las integrales sobre Rgo
en la Proposicidn 3.5.

Demostracién. Fijemos un entero K > 1. Usando el Teorema. 2.12, los lemas 3.4,
3.8, 3.9, y las proposiciones 3.5 y 3.6, vemos en (3.10) con F(z) = g(z)f(z)™°, que
todos los términos tienen una extension meromorfa al c;enuplano R(s) > m=k
con a lo méas polos simples en s = M, s #0,—1,— . Como K > 0 es
arbitrario, obtenemos la continuacion meromorfa aC.

Para F(z) = g(z)f(z)™° en (3.10), fijemos K > n + p + 1. Esto nos permite
evaluar Z(0; f, g) como suma de los 4 tipos de términos del lado derecho. EI término
Jon B p ] x) dx aparece sin cambios en (3.19). Lo mismo vale para los términos del tipo

RE,

bryi @EF(z)
(L+1) 8zl lz=0
oL’ F(z)
dzL’
Proposicion 3.10. O

iz i y 0 i
fRTa—a‘}M dy. Los términos estdn dados por la Proposicién 3.6.

Por tltimo, los términos [,, Qr(x) dz son todos nulos en s = 0 por la
>0
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El Teorema 3.11 se refiere a series del tipo

S gw)fw)

W yeeayuin=0

aungue también nos interesan series de la forma

dogwfw = Y gw)fw)
weNP W ,eewp=1

y también
D)= > gw)fw).
wENE Wy, wp=0

La relacién (3.7) demuestra que la primera parte del Teorema 3.11 vale sin
cambios para series de Dirichlet del tipo > wenp 9(w)f(w)™*. El valor en s = 0,
naturalmente, tiene una expresién algo distinta.

Series de la forma ), g(w) f(w)™° se reducen a ZweNg §(w) f(w)~* poniendo

f(:I,']‘,...,.'L'p):f(.’r1+1,..‘.,$73+1), .a(xla"'a'rp):g('rl+11"')$p+]-)7

notando que f satisface la hipdtesis H si f lo hace.



Capitulo 4

Valoresen s=0,p=1y p=2

En este capitulo usaremos los resultados de los capitulos anteriores para de-
mostrar algunos casos de nuestra correccién conjetural del trabajo de Chen y Eie
(ver Introduccién) respecto del valor en s = 0 de

Z(s:f,9)= Y gw)fw)™.

P
weN

Teorema 4.1. Sean a(z) y B(z) polinomios, ambos en una o en dos variables,
que satisfacen la hipdtesis H. Entonces para g(z) = 1, se tiene la relacidn

(deg(a) + deg(3)) Z(0;a3,1) = deg(a) Z(0; a, 1) + deg(3) Z(0; 5, 1).

Demostracion. Consideremos primero el caso de polinomios en una variable (p =
1). El Teorema 3.11 con p =1y n = 0da Z(0; f,1) = J(0;f,1) ya que dos de
las tres sumas son vacias (recordemos que 7' recorre los subconjuntos propios y no
vacios de {1,2,...p} y que J(s; f, g) estd definido en el Teorema 2.12). El Teorema
2.14 concluye la demostracién para el caso p = 1.

Si aplicamos el mismo esquema al caso p = 2, s6lo es trivialmente nulo el primer
término. El Teorema 2.14 muestra que el término _fkg y f(z)™* dz tiene la relacién

correcta entre los casos f = af y f = a o f = 3. Quedan sélo dos términos por
considerar: L = (1,0), T'= {2} y L = (0,1), T = {1}. El siguiente cdlculo permite
terminar la demostracidn. O
Proposicién 4.2. Sean a, 3 polinomios en dos variables que satisfacen la hipétesis
H. Entonces para T = {1} 6 T = {2}
o alL|
o Oy*
o0 gl _S
deg(a) [ = (ar(y)™") dy
o Oy

(deg(a) + deg(8)) (ar(y)~*Br(y)~*) dy

§=0 008|L|
+ deg(f) @(ﬁT(y)”s) dy

s=0 0

5=0

31
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Demostracion. Haremos sdlo el caso L = (1,0), T' = {2}, ya que el otro es idéntico
si se invierte el orden de las variables. En (3.14) la primera suma es nula pues
involucra derivadas de g(x) = 1. Como |T| = 1 = |L| y n = 0, sélo aparece el
término con v = 1y A = 0. Como Or = {1}, el valor en cero de la “integral”sobre
g € Or = {1} en (3.14) es su valor en ¢ = 1. Por lo tanto tenemos

_ D)
s=0 fT,m(l) :

donde D(f) = Dg1(1) es el coeficiente de z3°* en (el polinomio en una variable

11"2)
of
83:] a=0

(ver (3.12)). Pongamos m; = deg(a) y my = deg(8). Para f(z) = al(z)f(z), de
grado m, + mg, se tiene por lo tanto (sencillamente por la regla de Leibnitz)
af Oa ap

6__’1,'1 = -8‘5 1) 6(0, 3:2) + ‘(% * 0’(0, .'132).

(4.1)

o0 !LF
— deg(f) [ (Fr(y)™) dy

Pﬁq)"(ﬂfz) =

r1=0 x1=0 z1=0

Tomando el coeficiente de grado (maximal) m; 4+ my — 1 en x», se tiene!

D(afl) = D(a)fm,(0,1) + D(B)am, (0,1).

Finalmente,
D(@f) _ D(@)-Bm,(0.1) + D(B) -0m(0,1) _ _D(a) . _D(B)
f‘m1+mg(01 1) ﬁmz(ov 1)011711 (01 1) O‘”mq (0, 1) 15?712(01 1)
lo que termina la demostracién de la Proposicidn en vista de (4.1). O

Aunque el Teorema 4.1 se refiere a sumas Y, es facil extenderlo a otro tipo de
sumas. Pongamos

Zn(s; £.9) = Y g(w)flw)™.

weNP
ZNU (9 f g Z g
wENp

Corolario 4.3. Sean a(z) y S(z) polinomios, ambos en una o en dos variables,
que satisfacen la hipdtesis H. Entonces para g(z) = 1, se tienen las relaciones

(deg(a) + deg(B)) Zn(0; af, 1) = deg(a) Zn(0; @, 1) + deg(B) Zn(0; 8, 1)
Y
(deg(a) + deg(8)) Zn,(0; a3, 1) = deg(a) Zn, (0; @, 1) + deg(8) Zn, (0; 5, 1).

! Aqui se usa la hipdtesis H y la observacién hecha antes de la Proposicién 3.5.
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Demostracion. La igualdad para Zw, es una consecuencia inmediata del Teorema
4.1, la identidad (3.7) y de la observacién hecha antes de la Proposicién 3.5. Para
Zy basta con usar la identidad recién demostrada junto a la observacion al final
del capitulo anterior y aff = af. O
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