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Resumen

En el siguiente trabajo estudiaremos las llamadas "Ecuaciones Diferenciales Impulsivas con Argu-
mento Constante a Trozos del tipo Generalizado" (IDEPCAG). Estas ecuaciones son de la forma

()= L),z (), ¢k -~
Amlt:t,' =Q-,{ (CE (t:)) 3 tztt
donde (¢;),.7 es una sucesién tal que t; < tiy1,Vi € Ny lim;_.oo t; = o0, lim;_, _o t; = —00. Para

t = t;, la solucién de (0.1) satisface la ley de salto
Axit:t,‘ = .’E(tl) - ‘T’(t:) — QI (w(t:)) 3
donde se asume que el limite lateral izquierdo

z(t;

i

) = lim ()
t<t;

existe Vi; coni € Ny x (tf) = z (t;) estd definido por

z(t) =a(t7) + Qi (z(t7)) -

Para mayores detalles ver [5], [47] y [51].
En el capitulo I daremos los preliminares necesarios de la teoria de ecuaciones diferenciales
impulsivas v estudiaremos las funciones constantes a trozos y su uso en aproximacién de soluciones.
En el capitulo 7T sentaremos las bases de la teorfa de ecuaciones diferenciales impulsivas con
argumento constante a trozos del tipo generalizado. Estudiaremos condiciones de existencia y
unicidad de soluciones mediante el uso de dos nuevas desigualdades del tipo Gronwall-Bellman, las
cuales extienden las logradas en [18], [19] y [42] para ecuaciones del tipo DEPCAG. (ecuaciones
diferenciales con argumento constante a trozos del tipo generalizado).
M4s atn, deduciremos una férmula de variacién de pardmetros asociada al sistema IDEPCAG

X'(t) = A[)X() + BOX(v(t)) + F(t), t#b

AX‘t:ti = C:X(t;-) + Di) t= ti? (0'2)

donde A(t), B(t) y F(t) son funciones continuas a trozos localmente integrables y +(t) es una funcién
constante a trozos del tipo generalizado tal que

~(t) = ¢ sitel; = [t tiy), Vi €N

con t; < ti41, 6 < ¢ <t v limy 00 f; = oo, Al utilizar una tal funcién (¢} se induce una
divisién del intervalo

L=ILUIL7 con IF = [, (] v I7 = [Cis tiv),
por ende, una divisién de la solucién en una parte avanzada y otra retardada. A partir de la férmula

de variacién de pardmetros conseguida, la cual extiende a la conocida para el caso DEPCAG (ver
[44] y [46]), obtendremos la solucién T—periédica del sistema T'—periédico IDEPCAG semilineal

X'(t) = A()X(t) + 9(t,z (1), z(y (1)), t#
AX|ms, = C:X () + L (z (t)) t=t.



En el capitulo I1] expondremos resultados relativos a la convergencia de soluciones de sistemas
impulsivos con argumento constante a trozos del tipo generalizado. Es decir, estudiaremos la exis-
tencia de un equilibrio asintético para (0.2) basados fuertemente en hipétesis de integrabilidad sobre
sus coeficientes, extendiendo asf los resultados obtenidos en [30] y [42] para ecuaciones diferenciales
impulsivas.

En el capftulo IV estableceremos condiciones para producir aproximaciones de soluciones de
ecuaciones impulsivas por medio de soluciones IDEPCAG utilizando un argumento constante a
trozos que aproxime a la identidad. Es decir, aproximaremos el sistema semilineal impulsivo

yi(t) = —a;(O)y:(t) + Hilt,y(t), t#
Ay = —giayi(ty) + Lie(yi(ty))  t=tk,
y(to) = %o

donde i =1,2,...,m, vy k € N, mediante el sistema IDEPCAG

2 (t) = —a;(t)z:(t) + Hi(t, 2(¥(2))), t # y(tx)
Azilimmien) = —Qipzi(Y(E6)7) + Lp(z(v(e)7)) £ =v(k),
z(Co) = 20 Co= 7(to)

coni=1,2,...,m, k€N, donde
H;(t,y(t) Zb £)f5(ys(t) + e (8),
=1
tal que i, # 1, ai(t), g >0Vt € RT,Vie [1,m],Vk € [I,m] y
t
y(t) = {5]61 keN, § > 0.

Demostraremos que al considerar esta funcién escalonada (la cual converge uniformemente a la
identidad cuando & — 0) obtendremos

sup |y(t) — 2(t)] — 0 cuando § — 0
teRt+

sup |y(t.) — 2(¢,.)| — 0 cuando d — 0
teR+

para t € [tg,00). Los resultados obtenidos en este capitulo son completamente nuevos y extienden,
en el caso acotado, a los realizados en [29] para ecuaciones del tipo DEPCAG.

Finalmente, en el capftulo V' mostraremos una simulacién computacional de aproximacién de
un sistema impulsivo del tipo CNN (Cellular Neural Networks) por medio de un sistema del tipo
IDEPCAG. La aproximacién conseguida mostrard la veracidad de los resultados obtenidos.
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Abstract

In the following work, we will study the so called "Impulsive Differential Equations with Piecewtse
Constant Argument of Generalized type"” (in short IDEPCAG)

#(t) =tz ®),5( 1), £k 53]
A$|t=ti = Qi (.?L‘ (tz_)) ; = t,:
where (ii)iEZ is a sequence such that ¢; < ;41,7 € N and lim;_o0 t; = 00, lim;, oo t; = —00. For

t =t;, a solution of (0.3) satisfies the jump condition
Azleme, = 2(t:) — z(t]) = Q: (z(1])),
where it is assumed that the lateral limit to the left

z(t;) = tling_ z(t).
t<t;

exists ¥¢; with i € Ng and z (1) = z (t;) is defined by

@ (t) = 2(t7 ) + Qi (z(t)) -

(See [5], [47] y [51]).

In chapter I, we will introduce functions with piecewise constant argument and its uses in
obtaining approximation of solutions.

In chapter II, we will establish the basis of the theory of Impulsive Differential Equations with
Piecewise Constant Argument of Generalized type. We will study existence and uniqueness of
solutions, by using two new extensions of Gronwall-Bellman type inequalities for IDEPCAG case.
(See [18], [19] and [42]).

We will get a variation of parameters formula associated to IDEPCAG system

X'(t) = ARX(8) + BOX((0) + F(), t#4

AX|i—s, = C:X(t7) + Ds, t=t (0.4)

where A(t), B(t) and F(¢) are piecewise continuous functions locally integrables and ~(f) is a piece-
wise constant function of generalized type such that

¥(t) =G, iftel; =[titiya), Vi €N;

where t; < ti11, t; < ¢; < t;41 and lim;_. 4o ¢; = too. When using such v(¢) function, it induces a
division of the interval

Iy= I?UII—_ where I:L = [t;,¢;] and I} = [gi,ti+1),

thus, it splits the solution into a retarded and an advanced part. By getting the variation of
constants formula for the IDEPCAG, which is an extension of DEPCAG case studied in [44] and
[46], we obtain the corresponding solution of IDEPCAG T—periodic semilinear system

X'(t) = AR X(8) + g(t,z (t),z (v (1)), t#
AXeme, = CX (87 ) + L (= (1)), t=t
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In chapter I1T we study convergence of solutions, i.e, existence of an asymptotic equilibrium for
(0.4) strongly based on certain integrability conditions of its coefficients. These results are an
extension for the IDEPCAG case (See [30] and [42]).

In chapter IV, we will establish conditions to get approximations of the solutions of an IDE by
means of IDEPCAG approximating solutions, using a suitable piecewise constant argument that
approximates to the identity function. In other words, we will approximate the impulsive semilinear
differential system

yi(t) = —as(Wui(t) + Hi(t,9(2)), ¢ # b
Ay = —qiabi(ty) + La(walty)) t=1t,

y (to) = o
wherei =1,2,...,m, and k € N, by means of the IDEPCAG system
zi(t) = —ai(t)zi(t) + Hit, 2(¥ (1)), t # 5(te)
Aziltmmy(ty) = — ik 2i(7( fk) Y+ Lp(z(v(te)™))  t=(t),
2 (o) = 20 Co =1(to)

withi=1,2,...,m, k€ N, where

m

Z i (0 F5(y; () + e (8)

are such that g, x # 1, ai(), gix > 0Vt € R, Vi € [1,m],Vk € [1,m] and

We will prove that, when considering such step function (which converges uniformly to the identity
function when 4 tends to 0),

sup |y(t) — z(t)| — 0 when & — 0
teR+

and

sup |y(tr) - z(ng — 0 whend — 0
teR+

for t € [tg,00). These results, in the bounded IDEPCAG case, are new. (See [29]).
Finally, in chapter V we will show some applications of the results previously obtained by means
of a computer simulation of Cellular Neural Networks systems.

viil



Indice de contenidos

Resumen
Abstract

indice de figuras
Introduccién

I Preliminares

1 Ecuaciones diferenciales impulsivas
1.1 Un ejemplo: el caso lineal homogéneo con coeficientes constantes . . . .. . ... ..
111 ObServaciones? « o5 s o s o5 68 S8 65 684 §9s #6 S s wn & s @R &ws
12 Egtabilidad . : ¢ vs % £5 & @9 @8 v o a Sa e B EWTR v waE v B e e E e s
1.3 Ejemplos desistemasestables . . . . .. ... .. 0o o
Iid Periodicidad c o vn v wn 0 en s sa v v e w8 # % e s ke ¥ ow o 8w s B o & g

2 Sistemas impulsivos lineales
2.1 Sistema impulsivo lineal homogéneo . . . . . .. ... oL Lo oo
2.1.1 Matriz fundamental de (2.1) . . . . . . L
2.2 Sistema impulsivo lineal no homogéneo . . . . . . .. . .. ..o
2.2.1 Férmula de variacién de pardmetros . . . . . . .. .. 0 0o

3 Funciones constantes a trozos y aproximaciones a la identidad
3.1 Funciones constantes & tTOZOS . . . . « v« v v v v v v b e e e e e e e e e e
3.2 Aproximaciones alaidentidad . . . . . . . ... oo

11 Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales im-

pulsivas con argumento constante a trozos del tipo generalizado

4 Ecuaciones diferenciales impulsivas con argumento constante a trozos
4.1 Introduccién: Ecuaciones Diferenciales con Argumento Constante a Trozos del Tipo
Generalizado . . . . o ov o s P EnE s P E e A5 P E % s ek B Bw w8
4.2 Soluciones de ecuaciones diferenciales con argumento constante a trozos del tipo
generalizado con impulsos . . . . .. .. L Lo e

5 Desigualdades del tipo Gronwall-Bellman para IDEPCAG
5.1 Primera desigualdad impulsiva de Gronwall-Pinto . . . . . . . . ... ... .. .. ..
5.2 Segunda desigualdad impulsiva de Gronwall-Pinto . . . . ... ... ... ..
5.3 (Casos particulares: Avance y retardototales. . . . . .. .. ... ... ... ..

16

16

16



6 Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales impulsivas con

argumento constante a trozos del tipo generalizado 25

6.1 Ecuacién integral asociada a (6.1). . . . . . . ... ..o o 26

6.2 Existencia y unicidad de solucionesde (6.1) . . . ... . ... ... ... 28

7 Férmula de variacién de parametros de una ecuacién con argumento constante

a trozos del tipo generalizado con impulsos 29

T Uiipocoide MStOa .« v s sa vamums v wimen cu ews w s sk xams Sn wm s o o 29

7.2 Férmula de variacién de pardmetros de un sistema impulsivo con argumento con-
stante a trozos del tipo generalizado. . . . . . ... ... Lo oo 30
7.2.1 Matriz fundamental de (7.4) . . . . . .. L oo 31
7.2.2 Férmula de variacién de pardmetros . . . . . . .. ..o e e e e .. 33

8 Sistemas periédicos impulsivos con argumento constante a trozos del tipo gen-

eralizado 38

8.1 Indice contador de impulsos ¢ (t,8) . . . . . o oo 38

8.2 Solucién periddica de un sistema impulsivo semilineal con argumento constante a
trozos del tipo generalizado. . . . . . . . . .. ... oL 42

II1 Soluciones convergentes de sistemas impulsivos con argumento con-

stante a trozos del tipo generalizado 53
B3 INtrodubeionia « vaiv s o4 vwa mn s ama 25 Sy 98 W RN A 2B D@4 6 5w 53
8.4 Equilibrio asintético de un sistema IDEPCAG . . . . . . ... .. ... ... .. 53

9 Equilibrio asintético para el sistema lineal no homogéneo con argumento con-
stante a trozos del tipo generalizado con impulsos (9.1) 57
9.1 Equilibrio asintético para (9.1) . . . . . . . . ..o 57

9.1.1 Un ejemplo: Caso Bereketoglu . . . . ... ... ... ... .......... 62

IV Aproximacion de sistemas impulsivos por medio de sistemas impul-
sivos con argumento constante a trozos del tipo generalizado 65

10 Aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales 65

11 Aproximacién uniforme de un sistema impulsivo semilineal por medio de un

sistema impulsivo con argumento constante a trozos del tipo generalizado 68
11.1 Resultados auxiliares . . . . . . . . . . . L L e e e 68
11.1.1 Cotas de expresiones relacionadas con la matriz fundamental . . . . ... .. 69

11.2 Aproximacién de soluciones del sistema impulsivo con argumento constante a trozos
del tipo generalizado (11.1) . . . . . . . . . L e 73
12 Diferencia |y;(t) — z;(t)| 77
12.1 Estimacion (11.17) . . . v 0w sb om i #4 65 % 20 58 258 83 §04 50 F s @k . 77
122 Eebithseion (1148) 5 e @ 22 199 55 s 48w M a@E 08 $WE B8 098 87 77
12.3 Estimiacion (11.19) : 5 o5 8 58 sk 05 w65 49 65 8% S v fa oowu v wa 78
12.4 Estimacién final |y:(8) — z(£)] . - - . - . o o e 79
13 Diferencia |y; (i) — = (Cl(t))\ 79
131 BEstimacion (137) v v s s 66 oa S m s £5 9 % 8 S % & 85 o 2@ e vu Ea . B wa 79
13:2 Estimnacion (13:2) , ¢ v vs g0 vo 85 w8 2905 £ o § 65 P £4 % on vwa b ba 80
138 BEtmacion (188 o vovms sn vwv s v o @a 30 sat 68 saaw s wm dme Bu @ 81



13.4 Estimacién final |y;(Z:s)) — 2 (Ci(t))‘ ..........................

V Simulaciones computacionales de sistemas CININ

Bibliografia

91



Indice de figuras

N° Figura Contenido

5© 0100k e

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

Solucion de una ecuacién diferencial impulsiva.

Solucién de (1.4) con o = 0.

Solucién de (1.4) cona=1y a=0.
Solucién de (1.4) con a = a = —1.
Solucién de (1.8)

Solucién de (1.8) con a = 0,5y a =0, 3.
Solucién periddica de (1.9).

Funcién -y (t) = [t].

Avance y retardo con respecto a la identidad.
Convergencia a la identidad.

Solucién DEPCAG.

Solucién IDEPCAG.

Solucién real discreta z; de (13.9).
Solucién real discreta zo de (13.9).
Solucién real x; de (13.9).

Solucién real zo de (13.9).

Solucién real de sistema (13.9).

Comparacién aproximante vs solucion real discretos de z; con § = 1.
Comparacién aproximante vs solucién real discretos de z; con § =0, L.
Comparacién aproximante vs solucién real de z; con 4 = 1.
Comparacién aproximante vs solucién real de z; con § =0, 1.
Comparacién aproximante vs solucién real discretos de z» con d=1.
Comparacién aproximante vs solucién real discretos de xg con § =0, 1.
Comparacién aproximante vs solucion real de x3 con d = 1.
Comparacién aproximante vs solucién real de x5 con é =0, 1.
Comparacién solucién aproximante vs solucién real con § = 1.
Comparacién solucién aproximante vs solucién real con § =0, 1.

IN° P4gina

R SBR[ U  TJ J

12
13
17
18
84
84
85
85
85
87
87
87
87
88
38
88
88
89
89



Introduccién

En [40], A.D. Myshkis observé que no existfa teorfa para ecuaciones diferenciales con argumentos
retardados h (t) consistentes de funciones constantes a trozos del tipo

'(t) = f (£ (t),z (R (D).

Estas ecuaciones son las llamadas "Ecuaciones Diferenciales con Argumento Constante a Trozos”
(DEPCA).

El estudio sistematico de problemas relacionados con argumento constante a trozos se inici6
a comienzos de los 80’s. Desde entonces, las ecuaciones diferenciales con argumento constante
a trozos han atraido gran interés de muchos investigadores de los m4s variados campos.Ver [28].
Motivados por [40], en [14] S. Busenberg y K.L. Cooke fueron los primeros en introducir un modelo
matemdtico que involucraba argumento constante a trozos a fin de investigar enfermedades de
transmisién vertical, para el cual utilizaron métodos de reduccién a ecuaciones discretas.

Las ecuaciones del tipo DEPCA fueron estudiadas en [23], por K.L. Cooke y J. Wiener en los
casos lineales retardados usando (t) = [t], 7(t) = [t—n] y ¥(t) = t—n[t] y luego, en [27], utilizando
una parte entera del tipo alternado 4 (t) = 2 [££2]; en [48] por K.L. Cooke y S.M. Shah para el caso
avanzado y(t) = [t+n] v en [53] por K.L. Cooke y A.R. Aftabizadeh para el caso alternado (avance
y retardo) usando ~(t) = m[(t + k) /m], donde [-] denota a la funcién parte entera y k,m,n € ZT,
0D<k<m.

Cabe destacar que las soluciones de este tipo de ecuaciones son continuas, a pesar de que ¥(t) no
lo sea. En los extremos de los intervalos de constancia, estas ecuaciones generan una ley recursiva
la cual da origen a una ecuacién discreta, por lo que corresponden al tipo hibridas ya que combinan
tanto propiedades de ecuaciones discretas como de continuas. (Ver [5] y [51]). Al considerar en los
extremos una condicién de salto, se da origen a las llamadas "Feuaciones Diferenciales Impulsivas
con Argumento Constante a Trozos del tipo Generalizado" (IDEPCAG)

g'(t)=f(t=(),z(y(2), t#t (05)
Azley, = Qi (z (£7)) , t =t

donde (t;),.7 es una sucesion tal que £; < t;41,Vi € Ny limj;j 4o ts = 00. Para t =15, la solucidn
de (0.5) satisface la ley de salto

Azfpms, = 2(t:) — 2(t7) = Qi (2(t7)) ,
donde se asume que el limite lateral izquierdo

z(t; ) = }B_Itl z(t).
t<t;

existe Vt; coni € Ny x (tf) = z (t;) est4 definido por
z (t:) = (ty) + Qi (=(t7)) -
(Ver [4], (5], [9], (10], [12], [47], [51] ¥ [52]).



Capitulo 1

Preliminares

1 Ecuaciones diferenciales impulsivas

Sean f : R x R® — R", que asumiremos continua y @ : AXR™ — R™ donde A es un conjunto de
indices, (t;),c5 sucesién de instantes de impulsos fijos talesquet; < t;.; cont; € Rylim; o0 t; = 00,
hmi_d_oc t;, = —oo. Diremos que una funcién z es llamada solucién de la ecuacién diferencial

impulsiva
' (t) = f(t, z(2), t# i

Azlp—y, = Qs (2(t7)), t=t
z(r)=z¢, TER

si ella es una funcién continua a trozos con discontinuidades de primera especie en los puntos ¢t = t;
v diferenciable V' ¢ # t;. Para ¢ = 1, la solucién satisface la ley de salto

Aitlimy, = o{ts) —2(t7) = Q: (z(t]))
donde asumiremos que el limite lateral izquierdo

e(ty) = lim z(2),
t<ts

existe ¥t; con i € No y z (¢]) = (t;) estd definido por

z (t:) = =(t7) + Qi (2(27)) -

é
\ %
]‘l\‘,‘l\{l't i l\ I‘\'l i‘glk\'\,““l‘\'\ll‘l‘l\"ilLIE'i “i‘\ \ ‘ \%

W \“

Fig. 1: Forma de la la solucién de una ecuacién diferencial impulsiva.

1.1 Un ejemplo: el caso lineal homogéneo con coeficientes constantes

Analizaremos las soluciones del sistema
z'(t) = ax(t), t# Ly
z(ty) = oa(t;) t=t, keN (L1)
Z(to) = Xg-



Para t € [tn,tni1) con x(t,) = Tn, tenemos que la solucién de (1.1) es
z(t) =", (1.2)

en dicho intervalo. A fin de analizar lo que sucede cuando t € [tn41,fn+2), debemos obtener una
condicién inicial en este intervalo. Ella vendri dada por por la ley de impulso de (1.1), a saber

gagr = Eltasa)
= am(t;_’_l)

= Qea(ta+1_tn)mn’

por lo que queda asi definida una solucién discreta del sistema impulsivo lineal homogéneo
Tppy = cetlnti=ta)g

La expresién anterior define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién puede deducirse de

la siguiente manera.

21 = aett1—t) gy

1y = ety
aetltz—t )aeﬂ(h*to)wo

azea(tgfto):r[]‘

£z = aeta—tal g,
. aea(tg—tg)a2ea(t2fu‘.0)$0

a3€a(t3wt0)$0.
Asi, inductivamente conseguimos la solucién para esta ecuacién discreta. A saber

P = ametin—te)g, (1.3)

Es importante recalcar que la ecuacién en diferencias es parte del sistema impulsivo. El sistema en
cuestién tiene, por ende, una parte discreta y otra ordinaria. Es por esto que los sistemas impulsivos
forman parte de los llamados "sistemas hibridos". Entonces, al reemplazar (1.3) en (1.2) se obtiene

z(t) = e tng,

_ ea(t—tn)anea(tﬂ—tg)mo

ea(t—to)anmo,
y asumiento que tg no corresponde a un instante de impulso, se tiene
CL‘(t} — eﬂ(t—to)ai(tmt)mo, {1.4)

donde i(tg, ) representa a la cantidad de instantes de impulsos en el intervalo [to, ).



1.1.1 Observaciones:
De (1.4) podemos concluir lo siguiente:

1. La solucién se obtiene "multiplicando las matrices fundamentales" de la solucién, tanto de
la parte ordinaria del sistema e**~*) como de la discreta a™e®(tn—t0),

2. Obviamente o # 1 a fin de que exista fenémeno impulsivo. Si no, el salte serfa nulo en cuyo
caso se hablaria de un sistema completamente ordinario.

3.8ia=0,z9 =10y ty < t; con t; instante de impulso, entonces se tiene que z(t) = 0 para
todo t > ;. Luego, la solucién es

e*t=tolg, sty <t <t

&)=

0 Sitl<t.

SOLUCKIN 2= v aipho =0

o 4 ® 1o

Fig. 2: Solucién de (1.4) con a =0.

4. Si a < 0, entonces obtendremos soluciones oscilantes.

08 a=L s e 1 — SOLUCIN 1o21  sghae -
;
i \ _
Flg 3: Solﬁcién de (1.4) conh a=1y ” Fig.. 4: SOI;JCién d:e (1.4) ;on
a=-1. a=0a=-—1.

5. El indice contador de impulsos i{tp,t) juega un papel preponderante en el comportamiento
de la solucién. Es decir, la "distribucién de los instantes de impulso" también es un factor a
considerar.

A raiz de los ejemplos anteriormente expuestos, naturalmente se da origen a la pregunta: ;Puede
ser "derrotada" la exponencial por la potencia discreta?

1.2 Estabilidad

La tultima de las observaciones anteriores nos motiva a analizar el comportamiento de la solucién
para ¢ muy grande con & # 0 y a # 0. A continuacién obtendremos una condicién que permite
asegurar que la solucién del sistema impulsivo homogéneo tienda a cero cuando ¢ — oo.



Reescribamos (1.4) de la forma
.'L'(t) — ea(t—tg)ei(tn,t) ln(a)xo_ (16)

Ahora, para todo t € RT, existe i (t) € N es tal que t € Iy = [ti), tir)+1), con ti() instante de
impulso,Si asumimos que los instantes de impulso. Luego, si se asume que los instantes de impulso
tienen la siguiente distribucién

0 <tip —tr <9,

entonces
8 < t—ti
20 < t—tin-1 =t tiy) Tty — i1
30 < t—tiy-2 =t Ligy-1 T+ tig—1 — Lig)-2-

Con lo anterior, inductivamente se obtiene
(n+1)8 £t — tig)—n, n € Ny,

es decir
i(to, 1)8 < t — to.

Asf, acabamos de estimar

Luego, aplicando (1.6) en {1.5) se obtiene

ea(tftg)-’r [L—_Eﬂl} In(ex) |$0|

e(t—tg)(a-}-é ln(a)) |IO! .

|z (t)]

IA

IA

Es decir, si
1
atg In(a) < 0, (1.7)

las soluciones convergerdn a cero cuando t — oo.

Esta construccién nos muestra que, a pesar de que pudiese ocurrir a > 1, es posible que debido
al efecto impulsivo, las soluciones del sistema puedan ser acotadas. M4s atn, tender a 0 cuando
t — oco. Lo anteriormente expuesto refleja un hecho muy particular, por lo que a nivel de estabilidad
los sistemas impulsivos difieren del tratamiento ordinario (Ver [41]).

1.3 Ejemplos de sistemas estables

Consideremos el sistema

z'(t) = (1), t#ty
z(ty) = (0.3)z(ty) t="1k
#(0) = 1000 (18)
te = k, vk>1, kecN.
Comprobamos que
1 < tk+1 —tp = _9_ =1

a = 1, =03,

1+ 1n(0.3) = —1.203972804... < 0,



por lo que sus soluciones, segun la condicién anterior, debieran tender a 0 cuando £ — co. Asi lo
podemos observar en la siguiente gréfica

OLUCION a=] ¢ hell 3

i

) / !

'/’//////

T T G S St

Fig. 5: Solucién de (1.8).

Otro ejemplo similar a (1.8), en donde se describe una situacién més esperable con o = 0,3 y
a =0, 5; es e] siguiente

SOLUCKON 5 =05 & alpha=01

Fig. 6: Solucién de (1.8) con a = 0,3 ¥
a=20,5.

1.4 Periodicidad

En el siguiente ejemplo, los impulsos generan una solucién periédica impulsiva, a pesar de que el
sistema ordinario no sea periédico ni acotado

Pt =1, t £ £y
plte) =p(ty) -1, t=¢t
p(0) =0 (19)
te =k, VE>1,keN
i(lLLf}(J'h = ]""RHIDK‘\

i1

F}g 7: Solucién penodlca de (1.9).

=1



2 Sistemas impulsivos lineales

A fin de describir los sistemas impulsivos, durante el resto de este trabajo usaremos la siguiente
notacién para el producto y la suma:

HA: Aj~Aj+1-...-Ak SijSk

T 1 sij>k

r=j

Zk Ay o Aj+Aj+1+‘..+Ak Slj‘Sk
r=j T 0 Sl]>k

2.1 Sistema impulsivo lineal homogéneo

En esta seccién, estudiaremos las soluciones del sistema lineal impulsivo

z' = A(t)z, t#£ ¢
z(t;) = (I + Bi)z(t;) t=¢, (2.1)
z{7T) =g

con (t;);c; sucesién de instantes de impulsos fijos tales que ¢; < #;1; con t; € R junto con
lim; ,oot; = 00 y lim;_,_t; = —o0, donde A(t) es una matriz de n x n continua a trozos con
discontinuidades de primera especie en ¢ = t;, B; matrices constantes. Ademads, si consideramos
J C [to,00) intervalo, denotaremos por PC {J,R™) al conjunto de todas las funciones continuas por
la izquierda ¢ : J — R™, con discontinuidades de primera especie en los puntos t = £;, es decir,
tales que
z(t;y) = tii,n;l x(t), existe ¥i € Ny,
t<t;

y a PC* (J,R™) el espacio de las funciones tales que ¢, ¢’ € PC(J,R™), donde la derivada en los
puntos t; se asumird como la derivada lateral izquierda.

En lo que sigue, estudiaremos solo los sistemas para los cuales se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Todo intervalo compacto [a, b] contiene sélo un nimero finito de puntos de (t,);-, .

2. Las matrices (I + B;) son invertibles Vi € N.

2.1.1 Matriz fundamental de (2.1)

A continuacién deduciremos la matriz fundamental del sistema (2.1). Si analizamos el caso t €
[ti(e), tigsy+1) tenemos
x(t) = D¢, tisy ) zige (2.2)

como solucién en dicho intervalo. Ahora vemos que por la existencia del limite lateral izquierdo se
tiene

2t 1) = i)+ i) )Tice)-
Luego, debido a la condicién impulsiva, se consigue
o(tine) = I+ Bigs) 2(641)
= (I+ Byw+1) ®tigy+1, ti)) Tige)-
Lo anterior define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién es

i(t)
I(ti(t)) = . H (I + Bj) @(tj,tj_]_) (I+ Bi('r)+1) (I’(tz‘(.,)_’_l,'l'):cg. (23)



Al reemplazar (2.3) en (2.2) se obtiene la solucién de (2.1) para t € [to, t;()41). A saber

it)
:{.‘(t) = é(t)ti(!.)) |t %__[) . (I + BJ) @(ﬁj,tj_l):l (I+ Bi(‘r)+1) @(ti(7)+1,7‘)x0,
i=i{T)+

por lo que finalmente la matriz fundamental del sistema impulsivo lineal homogéneo corresponde a

i(t)

‘I’(t, T) = q’(t, t.i(t)) { H (I + Bj) (P(tj,tj_l):| (I 2 B,j(-r)_l_]_) @(t,-(.r)+1,T)IQ. (2.4)
i=1(7)+1

Luego, toda solucién del sistema (2.1) se puede escribir de la forma
z(t, 7,30) = U{t, T)xp (2.5)
Es importante notar que para el caso auténomo A(t) = A, B; = B; si las matrices B; y A conmutan
tenemos que la solucién (2.5) se escribe de la forma
x(t, 7, 20) = eA¢~7) (I + B)' 7 2 (26)
donde i(t, 7) corresponde al nimero de puntos t; pertenecientes al intervalo [r,¢). Para el caso B;
y A no conmutativos, se tiene que la solucién viene dada por la expresién

i(t)
z(t,7,20) = ( [I (I+B)) eA(tftj_])) (I + Bigrya) etltiorn =gy, (2.7)
i=i(T)+2
De esta manera, se puede apreciar que cuando ¢ — oo el comportamiento de las soluciones del
sistema (2.1) para el caso A(t) = Ay B; = B depende de los valores propios de las matrices Ay B
y de las propiedades de la sucesién (t;);., - En particular, si los instantes t; son equidistantes, es
decir, forman una progresién aritmética

ti+1:ti+8, iENU
notemos que por un proceso inductivo obtenemos
t;—r+i8, icNp (2.8)

Ahora bien, si la matriz compleja I + B es no singular, entonces In (I + B) existe. Luego, de (2.6)
y (2.8) se tiene

x(t,T. IO) — 8A(t—T)+ln(I+B}1L(t,T)$O

_ eA(t—T)+ln(I+B){‘“6"

Jzg

eA(t—T)-&-]n(I"rB)(t;_ru{L_TT})IQ

o In(I+B){ 3= e(A+3} 1n(1+}3))(tq)m0.
Ahora bien, de (2.7) vemos que

x(t,to,z0) = (eln(I+B)eA9)[T} %o

(eln(I+B)+A6‘> (==-{&}) o

_ {5 unU+B)+40) (A+3 n(14+B))t-7) .

0

con &7 = {51} + [£57], donde {} y [-] corresponden a la parte fraccionaria y entera respectiva-
mente. Por ende, la estabilidad en ambos casos depende de la matriz A+ § In (I + B), pudiéndose
afirmar que si las partes reales de todos los valores propios de esta matriz son negativos, entonces
todas las soluciones de (2.1) convergerdan a cero cuando ¢ — co. A rafz de lo anterior, podemos
apreciar el importante papel que cumplen los instantes de impulso y su distribucién en el compor-
tamiento de la solucién.



2.2 BSistema impulsivo lineal no homogéneo
Ahora, analizaremos el sistema impulsivo lineal homogéneo asociado a (2.1). A saber

' = A(t)x + f(2), t £t
sty =T +B)z(t;)+h,, t=t

con f(t) € PC(R,R"), y h; € R**! ¥; ¢ N,

2.2.1 Férmula de variacién de pardmetros

Nuestro objetivo serd conseguir una férmula de variacién de pardmetros para el sistema (2.9).
Sea t € [ty ti(s)~1), dado que el sistema (2.9) es del tipo ordinario, por lo que al aplicar la férmula
de variacién de pardmetros en dicho intervalo conseguimos

z(t) = D(t, i) ) Zie) + /@(t, s)f(s)ds. (2.10)
Ticey

Luego, se tiene
tig)+1
(i) = Pty tie) )Ty + / D(ti)41,5)f(s)ds,
Li()

por lo que aplicando la condicién impulsiva se tiene

#(ti+1) = (I +Bigy4) 2ty ,,) + hin
ti(t)+1
= (I+ Bigy+1) | ®(taey1r L)) Tagey + / D(ticty+1,8)f(s)ds| + hiy1
tife)
ti(e)+1
= (T4 Bigy+1) D(ticey+10 tiee)) Tigey + / (£ + Bigty+1) (ticey41, 8) F(8)ds + hygy11.
tige)

Lo anterior nuevamente define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién es

i)
z(tiyy) = ( (H) Z(I‘I—Bk)@(tkatk—l)) (I+ Bi(ry41) (tigry41.7)%0
k=i(T)+
i(t) titry+1
+ H (I + By) ®(tx,te-1) ] (I + Bitry1) @(ti(ry41, 8)f(s)ds
k=i(T)+2 p
i(t) 1(t) 3

i Z H (I+ Bi) ®(tr,te—1) /(I+Br)@(tr,8)f(s)ds

r=i(1)+2 k=r+1

r—1
i(t)
+ I +Be) @t ti-1) | higyas
k=i(7)+2
it} i(t)

+ 3 T U+B @t tees) | by

r=i(T)+2 \k=r+1

10



la que en términos de la matriz fundamental (2.4) se reescribe como
tico)

m(tl(t)) = \I’(ti(t)), T)$0 —+ f llj(ti(t), S)f(s)ds + Z ‘I’(ﬁi(t), te )y (2.11)

z TS t(ry

Es importante recalcar que la expresién anterior define una solucién discreta del sistema (2.9).
Ahora, al aplicar (2.11) en (2.10), se cbtiene

tage) ¢
z(t) = O(t, tysy) | ¥ltigey, 7)wo + /‘I’(ti(t)as)f{s)ds—i- Y Tt the| + /@(t,s)f(s)ds
T<t, <ty
T - “ tie)
con
i(t)
@(tiu),?’) = H (I+Bj}‘1>(tfj,t]_1) (I+B(T)+1) ‘I)(t(T)+1,T).
F=1(7)+2
Entonces, por (2.4), se tiene
i(t)
Ut 7) =St tiny) | [[ (T+B5)2titi-1)| (I + Brysr) 2ty 7),s
j=t(T)+2

por lo que finalmente se consigue una férmula de variacién de pardmetros para (2.9). A saber

t

x(t):\I’(t,v’)xg—i—/"lf(t,s)f(s)ds—i— S (), (2.12)

Tt
i

con ¥ matriz fundamental del sistema lineal impulsivo homogéneo (2.1).

3 Funciones constantes a trozos y aproximaciones a la iden-
tidad

3.1 Funciones constantes a trozos

Una funcién parte entera o argumento constante a trozos 7 () es una funcién continua a trozos y
localmente constante. El ejemplo mds simple que podemos considerar corresponde a v (t) = [t], la
cual tiene intervalos de constancia

f]=nen<t<n+l, negl

Es decir, v (t) = [t] es constante en todos los intervalos de la forma [n,n + 1) con n € Z y posee
discontinuidades en t = n.

I\
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Cuando una tal funcién 5 (t) es empleada como argumento desviade en alguna ecuacién diferencial,
ella induce una divisién en dos partes de la solucién: una de avance y otra de retardo con respecto
a la identidad.

z/‘

4 o

y(t) = 3fee+2)3]

=
—i
el
-
£ dvance| =
3 ' Reserito
=
—< |
rd -5
2 '
i

Fig. 9: Avance y retardo con respecto a la
identidad.

En lo que sigue analizaremos algunos casos de funciones constantes a trozos que serdn ttiles en el
futuro.
Sea (ti)ie:ﬁ sucesién tal que t; < ;41 Vi € Z con lim; oo t; =00 y lim,,_ t; = —oc. Entonces:

1. "yﬂt):%l conmeRm=#£0:
Esta funcién constante a trozos representa un retardo total. Sus intervalos de constancia son

de la forma I, = [2 , 2 + L) va que si n € N, entonces

Tno 1
‘ 1

7 O L

m m m

por lo tanto

[mt] n n 1
FlE = B B i
m m m  m

Cabe destacar que el largo de los intervalos de constancia es X, por lo que se tiene que su
largo tiende a cero cuando m — oo.
2 wz(t):d[tﬂg—k} cond,kcRy0<k<d:

Esta funcion es un casc muy general de funcién constante a trozos. A la luz del caso anterior,
podemos analizar sus intervalos de constancia

t+k
]

t+k
=n — nﬁ—-ﬂ—é <mn+1

— néi-k<t<(n+1)6-k

por lo tanto
Yo (f)=ndendi—k<t<(nt+1)d—-k

En este caso, podemos observar un subintervalo de avance y otro de retardo. Es decir

v2(t) = tend>tsite[nd— k,nd
v, () < tend<tsitenini+{n+1)d—k)

por lo que el intervalo avanzado corresponde a I} = [nd — k,nd] y el de retardo a I =
[nd, (n+1)d — k).

Es importante notar que si k = 0, entonces v, (t) = & [§] = v, (t) con § = =. En esta
situacién, -y, representa un retardo total cuyo intervalo de constancia correspende a [, =
[d,(n+ 1)d) con 7y, (t) =nd sit € I7.



3. y3(t)=t;sit e [ty tir):
En este caso, 4 representa un retardo total con respecto a la identidad. Esta funcién es 1itil
al momento de considerar un efecto del pasado al modelar situaciones del presente.

4. Y4 (t) = t!;;.l site [t,‘,tﬂ,l) E
+,4 representa un avance total con respecto a la identidad. Esta funcién es dtil al momento de

introducir un efecto anticipatorio del estado presente con datos del futuro. Ella es aplicable,
por ejemplo, en dreas tales como economia.

Los ejemplos anteriores pueden ser descritos mediante la definicién de una funcidn constante a
trozos generalizada:

Definicién 1 Sean ((;);cz, (t:);cz sucesiones tales que t; < (; < tiy1 Entonces definimos la
funcidn constante a trozos generalizada dada por

7y (t) = Ci sit € [ti,tiJrl), Vie Z.

Asi, para los ejemplos anteriormente dados, tenemos

=i =i =gy =%

v (6) =48] = =idyti=if—k O<k<d.
"}‘3(t)ztz ;"Ci =t‘i'

Ya(t) = tigs = (; =ty

3.2 Aproximaciones a la identidad

Uno de los usos de una tal funcién +y (t) es de producir aproximaciones de soluciones de ecuaciones
diferenciales al utilizar una funcién constante a trozos que aproxime a la identidad, generando asi
soluciones aproximantes.

F)=0.540.5]

]

Fig. 10: Convergencia a la identidad

La grifica anterior dice relacién a un caso muy especial de funcién constante a trozos: si consider-
amos (1) = [%] 4, con § > 0 pequeno, obtenemos

oo

Lo anterior, implica una aproximacién uniforme de la identidad, y por ende, un aproximante apropi-
ado.

lim

d—

Teorema 3.1 Sean [-] la funcidn parte entera, 6 € R con d > 0 y m € N. Entonces se tiene
[g] &3t cuando § — () & M =i, cuando m — o0,
m

en donde ” =% 7 representa a la convergencia uniforme.
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Demostracién: Si

[mt] =n
entonces
n n 1
— <t =4 —.
m moom
Luego, sit € [&, 2 4+ 1) entonces i%t—l = 2. Por lo que
t
mf] | _ |2~
m m
n (n 1)‘
< |=-(=+=
m m  m
es decir )
t
ot _ t‘ < =, (3.1)
m

De la expresién anterior se deduce que cuando m es lo suficientemente grande, entonces

[mt]
— = t, cuando m — oo.
m

Para el caso 7 (t) = [£] 4, basta tomar § = L y se tiene el resultado andlogo. m

A continuacién mencionaremos algunas observaciones elementales, pero muy importantes, en relacién
a v (t) = [%] ¢ las cuales serdn ttiles en el futuro:

Observacién 1 §i (t;),.; es una sucesidn de nimeros reales tal que t.., > . Vr € Z, con
lim; oot =00 ¥y lim;_ o t; = —00. i

é S t'r+1 - tr; Vr € Z]

entonces
§ < (tr1) =7 (t:), VreL.

En efecto, si
§<tryy —t,, Vreli,

ello implica
tr+6 <try1, VreX.

Luego, como la funcidn v (t) = [£] & es no-decreciente, se tiene
'Y(tr+5) < ’y(tr-i-l)? Vr e Z.

Entonces

4 (¢, +6)

(¢, + 46
s
—_— -tr

- e
e

= _E}5+5
= 7(t)+4,

por lo que se tiene
<y (trqr) =y (t), VreZ

14



Ahora, si
tr+1 -t = 51

como consecuencia de lo anterior se tiene
Y (try1) —v () =4, Vrel.
Observacion 2 Sea y(t) = [£]§ con 6 > 0. Entonces
0<t—~(t) <4, YVt € R.

En efecto, por definicion de parte entera se tiene

lo que 1mplica

Luego

Observacién 3 5i
Y (trp1) =y {t-) =4, VreZ,

entonces se tiene
tr € I(nﬁl),g = [(n - 1) 5, ’!’L&),
tri1 € Ing = [nd, (n+ 1) 6),

En efecto, de (3.2) se tiene

tri1 t,
d = |—=
: } [ 5] 544
t,+4
= )
&
Luego, st
l:trglj| =n, alginn € Z,
se tiene

né < tr‘—{—l < {n—i—l)r_‘s

t.+é& o
5 - 1

(n—1)8 <t, < nd.

Andlogamente al considerar

se tiene

Es decir,
tr € Iin_1)5 ¥ try1 € Ins.

15
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Capitulo II

Existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones diferenciales impulsivas con
argumento constante a trozos del tipo
generalizado

Este capftulo es introductorio y pretende dar las bases para €l estudio de las ecuaciones diferenciales
impulsivas con argumento constante a trozos del tipo generalizado, que en adelante llamaremos
IDEPCAG.

Primero, construiremos la matriz fundamental del sistema lineal impulsivo homogéneo IDEPCAG,
con lo que deduciremos la férmula de variacién de pardmetros correspondiente. Luego, mostraremos
dos desigualdades del tipo Gronwall-Bellman que nos serdn de gran utilidad para demostrar resulta-
dos de unicidad y estabilidad. A continuacién construiremos la férmula de variacién de pardmetros
para el caso semilineal con argumento constante a trozos, para finalmente demostrar existencia y
unicidad de soluciones al considerar condiciones del tipo Lipschitz.

4 Ecuaciones diferenciales impulsivas con argumento con-
stante a trozos

En esta seccién, se definird lo que se entenderd por solucién de una ecuacién impulsiva con ar-
gumento constante a trozos del tipo generalizado, ayudados de la definicién de solucién de una
ecuacién con argumento constante a trozos del tipo generalizado (DEPCAG) (Ver [17] — [19]).

4.1 Introduccién: Ecuaciones Diferenciales con Argumento Constante a
Trozos del Tipo Generalizado

En [4], M.U.Akhmet consideré la ecuacién

2 (t) = £ (t,2(t),2 (7 ()
en donde v (¢) es un argumento constante a trozos generalizado.
Es decir, dadas (ti);cz ¥ ({;);cz tales que t; <tiy1 Vi € Z con limpjjmee ts =00 ¥
B < ¢ = iy,

se tiene que V¢t 34 (t) € Z tal que si t € I, = [t;, t;41), entonces
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Estas ecuaciones son lamadas FEcuaciones Diferenciales con Argumento Constante a Trozos del
Tipo Generalizado (DEPCAG).

Fig. 11: Solucién DEPCAG

Algunas propiedades de las soluciones DEPCAG son las siguientes:
e Estas ecuaciones tienen soluciones continuas, a pesar de que () no lo es.

e En los extremos de los intervalos de constancia, estas ecuaciones generan una ley recursiva la
cual da origen a una ecuacidn discreta.

e Corresponden al tipo hibrides ya que combinan tanto propiedades de ecuaciones discretas
como de continuas.

4.2 Soluciones de ecuaciones diferenciales con argumento constante a
trozos del tipo generalizado con impulsos

En una DEPCAG, al no considerar la continuidad en los extremos de los intervalos I; = [t;, tiq1);
o dicho de otra manera, al considerar una condicién de salto en dichos puntos,se da origen a las

Ecuaciones Diferenciales con Argumento Constante a Trozos del tipo Generalizado con Impulses.
(IDEPCAG)

Z(t)y=Ffltz(),z(¥@), t#t
Axlyy, = Qi (2 (t:}’; t=t, (4.1)

Definicién 2 Una funcidn x (t) es solucidn del sistema IDEPCAG (4.1) si:

e Ella es una funcién continua a trozos con discontinuidades de primera especie en los puntos
t = t; v diferenciable Vt # ¢;, es decir z () € PC! (R, R™).

e En cada intervalo de forma I; = [f;,%;,1) satisface la ecuacién diferencial ordinaria
' () = flt,z (t),z ().
e Para t = t;, la solucién de (4.1) satisface la ley discrete de salto
Azlims, = 2(t:) — 2(t7) = Qs (2(7) ,
donde asumiremos que el limite lateral izquierdo

z(t;) = tli_ntl_os(t)
t<t;

17



existe Vi, con i € Ny z (t}) = z (t;) estd definido por
2 {ty) =2(7) + Qy (2(t7)) -

Asi, las soluciones de una IDEPCAG son de la forma

|

|

|

|

|

A D x(t71)
: {tp.Xo) V*‘f
|

|

|

|

|

|

|

Y1 j j+1
Fig. 12: Solucién IDEPCAG.

5 Desigualdades del tipo Gronwall-Bellman para IDEPCAG

En esta seccidn enunciaremos y demostraremos dos nuevas desigualdades del tipo Gronwall-Bellman
que serdn de gran interés, pues ellas nos permitirdn dar con resultados relativos a existencia,
unicidad, acotacién y estabilidad de soluciones IDEPCAG. Ambas desigualdades extienden a las
logradas en [18], [19] y [42] para ecuaciones del tipo DEPCAG.

5.1 Primera desigualdad impulsiva de Gronwall-Pinto

Lema 5.1 Sea I intervalo. Sean u,m;,7m5: I — [0,00) tales que u,m,,7, son funciones continuas;
7,,7s funciones localmente integrables y n @ {t;} — [0,00). Sea, ademds, a una constante no
negativa y + (t) une funcidn constante a trozos tal que (t) = {,, para todo t € I; = [ti,tiy1) con
t; < ¢; < tipq Vi € N. Asumamos que ¥t > 7 se cumplen

oiff) Eier [ m{s)u(s) + m(@utr(e)]ds + T n(t)uler) (5.1)
Y i
9, = / (nz(s)efsg" m(r)o:r) ds < := félé) 9 < 1. (5.2)

ti

18



Entonces, parat > 7, se tiene

i(2)
u(t) < u(t><( 11 (1+U(tk)))

k=i(r)+1
1 i(t) te Cro1
- eXp 1-3 Z n5(8) exp /nl(r)dr ds
k:i(‘r)+ltk_1 wil
t Cigey s
+T'i_19 fﬂz(s)EXp /Ul(r)dr dS"rj?h(S)ds u(T).
ti(e) tige) T

(5.3)

Demostracién: A fin de demostrar (5.3), llamaremos al miembro derecho de (5.1) como v(z).
Luego tenemos que u(7) < v(7) y luego, por definicién tenemos que u(t) < v(t), V¢ > 7. Como
todos los integrandos de (5.1) son positivos, se tiene que v es creciente. Ahora, al derivar v(t)

obtenemos
v'(t) = m1 (E)ult) + 72 (u(v(2)).

Luego, se tiene

< (@)v(t) + my(thu(y(t)),
v(t;) < (T+n)u(),

por lo que multiplicando por el factor exp (~ f_: nl(s)ds) la expresién anterior se tiene

(' (t) = m(t)o(t)) exp (— /m(S)dS) < Mp(tju(y(t)) exp (—]m(s}dS) -

T

Ahora, integrando (5.6) entre t y r con t,r € I; = [tige)s tige)41) se tiene

T T T T

Luego, observando que

/t |:U’(S)exp (/sfh(r)dr) + exp (—jm(?”)d?") (7]1(8))1:(3)“ i

T L2 T

= w(t)exp (—fm(r)d?") —(7),

{(5.7) se reescribe como

v(t) exp (— / ?71(?')051") ~ o) < [ mlspta(s)) exp (— / mr)dr) ds.

T T T
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j(@'(S) — m(s)v(s)) exp (—j’h(r)dr) ds < jnz(S)ﬁ(v(S)JEXp (—jm (T)d?”) ds.

(5.4)
(5.5)

(5.7)
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la expresién (5.10) puede reescribirse como

t $70)
1
) < hiti) + 10 [ ma(exp | [ mddr | hispas (5.12)
tigs) Li(e)

Luego, al aplicar la desigualdad de Gronwall-Bellman cldsica a (5.12) se obtiene

1 Cigey
1
h(t) < h(tiy)exp | —— n2(s) exp ny(r)dr [ ds |,
1—49

tire) tie)
la que, por (5.11), corresponde a

¢ t Cigey
1
v(t) exp _/7;1(r)dr < v(tie)) exp T fng(s)exp /nl(r)dr ds

tice) tict) Li(e)

O sea
¢ % Cige)
ot sott)e | [ meds+ 5 [ mE@ew| [mear|a|. 613
Fi(e) ti(e) Fice)
Luego, cuando t — tin+1 € tiene
i)+ tigty+1 Cice)
U(tie) < vitiy) exp / n,(s)ds + 5 i 3 f na(8) exp / n:(r)dr | ds (5.14)
ti(e) Eit) bite)

v debido al efecto impulsivo (5.5), tenemos que
v(tigy+1) < (1 +0(tie+1)) 'U(ti_(t)—}—l)'

Como 1) es positiva, al multiplicar (5.14) por el factor (1 + n(ti(t))) se obtiene

tigtyel i tice) 41 (7))
V(tiy+1) < (1+0(tiey41)) vitie) exp / ﬂl(s)ds‘i'm f no(s) exp f’h(’")dr ds |,
tify tie) tict)
(5.15)
resultado una inecuacién en diferencias finitas cuya solucién es
i(t) te i th Cr1
)< | I a=ades | [ meds+=5 [ m@ee| [ nedr|ds||o.
k=i(7)+1 tr—1 tp—1 tre—1
(5.16)

Es importante notar en este punto notar que como u (¢) < v {#) ¥t > 7 y v (r) = v (r), entonces se
tiene

i) te tr Cr1
1
ultiy) < H (1 +n(te)) exp /m(s)ds+m / ny(s) exp f?h(’")d?" ds | | u(r).
k=i(7)+1 b1 e Fk—1

(5.17)
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La expresién anterior corresponde a una desigualdad del tipo Gronwall-Bellman para el caso
discreto.
Ahora, al aplicar (5.16) en (5.13) se obtiene

i(t) tk Cr—n
v(t) < IT Q+n@t)exp [ () ds+— fm s) exp /nl(r)dr ds
k=i(T)+1 tr 1 te-1
£t l(t)
- exp f 1(s)ds + — f 75(8) exp / n(r)dr | ds | v(r), (5.18)

Eite) t«m Lty
¥, nuevamente debido a que w(t) < v(t) con Vt > 7 y u (1) = v(7), finalmente se consigue

i(t)

u(t) < I a+nt) (5.19)
k=i(T)+1
1 i(t) tk Ck—1
- exp 1—0 Z /7?2(5)93(? /Th(?‘)d?" ds
k=i(7)+1tkk1 the 1
t Cice) t
1
+m f n2(8) exp /Wl(’")dT d5+]ﬂl(3)ds u(T).
tire) Litty T

Asi, queda demostrado (5.3). m

5.2 Segunda desigualdad impulsiva de Gronwall-Pinto

De la misma manera, a continuacién enunciaremos y demostraremos una segunda desigualdad del
tipo Gronwall que usaremos en el resto del presente trabajo.

Lema 5.2 Sea I intervalo. Sean u,ny,7m5 : I — [0,00) tales que u,n,,7m, son funciones continuas;
71,7y funciones localmente integrables y n : {t;} — [0,00). Sea, ademds, o una constante no
negativa y v (t) una funcidn constante a trozos tal que y(t) = ¢, para todo t € I; = [t;,t;1,) con
t; < ¢; < tiyy Vi € N. Asumamos que Vt > 7 se cumple

ut) <at [ (o)) +mleutr(oNds+ Y nfeule)
Y
' ¢y
d; = / (1,(8) +1my(s)) ds < :=supd; < 1. (5.20)
J icN
Entonces, parat > 7, se tiene
i(t) %
u : ex s s (%) s | ulr
os| I a+aw)eo / (o) + 2 ) as ) utr (5.21)
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Demostracién: A fin de demostrar (5.21), nuevamente llamaremos al miembro derecho de (5.1)
como v(t). Al igual que para el caso anterior, se tiene que u(7) < v(7) ¥ luego u(t) < v(t), Vi > 7,
ademds del hecho que v sea creciente. Ahora, al derivar v(¢) obtenemos

V() = n. (@Bu(t) + na(Bu(y(1).

Luego, dado que u(t) < v(t) se tiene

v'(t) < my(E)(t) + ma(B)u(y(2)).
Integrando la expresién anterior entre 7 v £ se obtiene

t

v®) = u(1) < [ m(s)ols) + m(sela(s)ds, (5.22)

T

por lo que al considerar T = #;(4;y y t = (;;) en (5.22) y, gracias al hecho de que v(t) es creciente, se
tiene

Ciny
v{Ciy) — vltiry) = n1(8)v(s) +ny(s)v(v(s))ds
tire)
Cige)
< olCun) [ Onls)+m(s))ds.
tife)
Luego, dado que P < 1, se obtiene
1
v{Ciey) < - E'U(fi(t))- (5.23)

Ahora, al aplicar (5.23) en (5.22) para 7 =ty y t € (), y considerando que v(f) es creciente, es
decir, v (tim) < v(s) si tyy < s, se consigue

t

u(t) = v(tiy) < jnﬂﬂﬁﬂ+

ti(e)

j (m(S) + : i Eng(s)) v(s)ds,

tice)

=15 (8)v(Eie) )ds
—ma(e)lt)

IA

es decir

o) < vltue) + [ (m(s)+ —Lsma(s)) ol (5.24)

tigr)

A continuacién, al aplicar el lema de Bellman-Gronwall cldsico a la desigualdad anterior, se logra

t

5(8) < vlti) xp /nﬂﬂ+11@%@ﬂ8- (5.25)

Fie)
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Luego, evaluando la expresién anterior para t = ty41 S€ Obtiene

ticy1a

_ 1
U{tiy+1) < vitigy) exp f m(s)+ mﬂz(s)ds ;
tige)

por lo que al considerar (5.5) se tiene que

vty 41) < (1+’7(ti(f)+l))v(t:(t)+1)

Lige)41

< (o) vitolee | [ ms)+ —sma(ods |,
tige)

lo que define una inecuacién en diferencias finitas, cuya solucién es

it) tx
1
vt)< | I1 a+ntes | [ ns)+—sm)ds | | vin)

e 1—4

k=i(T)+1 treo1

Luego, como u(t) <v(t) Vt > 7y u(r) = »(7) se tiene

i(t) te

1
u(tiy) < (1 + n(te)) exp M(s) + ——=my(s)ds | | u(r),
® k:g+1 tf —

(5.26)

(5.28)

la cual representa una desigualdad del tipo Gronwall discreta.Ahora, al reemplazar (5.27) en (5.25)

se obtiene
i(t) tr 1
o)) < | I aenmpen| [ nie+ —=n(sd
e 1-9
=i(T)+1 i1
; 1
oxp | [ () + —=male)ds | vl)
1-—4
tict)
Como u(t) < v(t) V£ > 7 y u(r) = v(r), se tiene
i(t) b 1
we) < | [ @aneexs | [ nl)+—n(s)ds
k=i(T)+1 PR 1-9

t

rexp f M (s) +

Lige)

i(t) 4
u(t)g( [ +n) ) e ( / (n1(5)+1i§ng(s)>d5) u(r),

k=i(T)+1

1
=75(s)ds | u(7),
—ny(5)ds | u(7)

es deir,

T

con lo que se obtiene el resultado deseado. m
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5.3 Casos particulares: Avance y retardo totales

Es importante recalcar dos casos interesantes: <y(t) = tiu) ¥ ¥(t) = ti¢)41, correspondientes a

retardo total y avance total respectivamente. Para el caso de retardo total se tiene que v =0 = 3,
por lo que (5.19) y (5.29), adquieren la forma

i(t) t
wt)< | ]I (1+n(m)) exp (f n1(5)+n2(3)d3) u(r). (5.30)

k=i(r)+1 T

Para el caso totalmente avanzado se tiene que (5.19) corresponde a

i(t)
u(t) < ( 11 <1+n<tk))) (5.31)

k=i(7)+1
1 i(t) tk 3
rexp | T Z /nz(s)exp /nl(r)dr ds
k=i('r)+1,:k_1 fro1

tie)+1 t

ity [m@ew | [ mdr | dst [misds | utr),

tie) ti(e) T

mientras que (5.29) corresponde a

i(t) ¢
U(t)S( I +nt) |exp (fm(sH

k=i(7)+1

na(s)ds | u(T),

donde
tig1
= f (m(s)+ma(s))ds < 9 :=supd; < 1.
ieN

)

ti

6 Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones difer-
enciales impulsivas con argumento constante a trozos del
tipo generalizado

En lo que sigue estudiaremos el problema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales
impulsivas con argumento constante a trozos. Consideraremos el siguiente sistema IDEPCAG

o'(t) = f(t,2(t),z(v(2)), t#t
a:%t,)) () ==t ), t=1, (6.1)
I\T) = Xg,

donde f € C([r,00) x R® x R™,R"), con I intervalo de la forma I; = [t;,tiy1), @i € C({t:},R")
y (1,20) € R x R™. Ademds, sean 7,,7, : R — [0,00) funciones localmente integrables y w; € R,
Vi € Z; tales que

I £(ty@1, B1) = fb,22,E2)| < my () lz1 — || + 75 (2) |72 — F2f, (6.2)
1Qi(@1(£7)) = Qul=2(t))|| < willaa (7)) — 22 (7)||- (6.3)
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con

trtl
v =sup / (m(s) +m,(s))ds | < 1. (6.4)
nez i

6.1 Ecuacidn integral asociada a (6.1)
En esta seccién explicitaremos una ecuacién integral que satisface (6.1)

Teorema 6.1 Una funcidn o(t) = x(t, 7,z0), donde T es un numero real fijo, es solucion de (6.1)
en RT si y sdlo si ella es solucion, sobre RT, de la siguiente ecuacidn integral:
i(2)
_x0+ffsm s)))ds+ZQk ) -

Demostracién: Primero, consideraremos el intervalo [r,#;). Allf el sistema anterior es del tipo
ordinario, a saber

z'(t) f(t,z(t), z(¢o))
z(r) = =y,

por lo que su solucién satisface
¢
t) ==z + [ fls,z(s),2({y))ds
Luego, como el limite lateral por la izquierda existe, se tiene
ty
2 () =0+ [ F(s,5(s),2(Co))do,

por lo que al considerar la condicién impulsiva se tiene

z(ty) = (_)+Q1( (A))
= xo+]f8$ z({o))ds + @1 (= (1)) -

Asi, para el siguiente intervalo [t;, ) se consigue

z{t) = z(t1) ff s,z(s), z(¢,))ds

t
— j F(s,2(5), 2(Co))ds + @1 (= (67)) + f f(s,2(s), 2(¢.))ds
131

Nuevamente, como el limite lateral por la izquierda existe, se obtiene

ty

2(t7) = a0+ [ (s,2(6),a(c0))ds

T

+@1 (z ff (s, x( ¢,))ds.
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Ahora, al aplicar la condicién impulsiva, se tiene que

z(ts) = (‘)+Q2( (t2))

wo+jfsw 2(C) )de+ffsz 2(())ds

I

+Q1(z (87)) + Q2 (= (7)) -
En consecuencia, la solucién para el intervalo [ta,#3) viene dada de la forma
tifr)+2
£0) = o)t [ S055(5)aGinan))ds
ti(ry+1

= o j £(s,2(s),2(Co))ds + f F(s, (s, 2(¢1))ds
+Q1 (= (t7)) + Q2 (= (t2))
+ / f(5,2(5), 2(C))ds).

t2
Ast, al proseguir inductivamente, la solucién viene dada por

t

2(t) = m(ti(t)]+/f(s,;r(s),:c({i(s)))ds (6.5)
tie)
= $0+/f (s,z(s),z(¢g) )ds—i—z% 71 (s,z(s),z((;))ds

i(t) ¢
+ZQk (z (t;))-i— f f(s,a:(s),z(qi(t))>d3,
k=1 s

Luego, notando que

¢ i(t)—1 b+
f(s,z(s),2 (v fls,2(s),3(Co))ds + (s, 2(s), 2(,))d
f f 0 S ; J S

[ 102 (c)

i)
la expresidn (6.5) es equivalente a

i(t)
_w0+/f s,z (8),z (v (s) ds+ZQk (tk )

Inversamente, se comprueba que si z (t) es solucién de la ecuacién integral anterior, al derivar se
tiene

2’ (t)

z (t;) — x (t])

ftz(t),z(y @)
Qi (= (t7))-
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por lo que queda demostrado el teorema. m

6.2 Existencia y unicidad de soluciones de (6.1)

En esta seccién daremos condiciones que aseguran unicidad y existencia de soluciones de (6.1) para
algtn instante inicial arbitrario £.

Lema 6.2 Sean (6.2) y (6.4) satisfechas. Entonces, para cualquier yo € R™, y £ € I; = [t;,t:i41),
1 € N, existe una dnica solucion y(t) = y(t,&,y0) de (6.1) ent; <t <t;yy, tal que y(€) = yo.

Demostracién: Sean y;(t) e yy(t) dos soluciones de
y(t) =y () + j fls,y(s) y(v(s)))ds (6.6)
tales que g1 (£) = y2(£). Luego, para [ti,ti+1]sse tiene
ly2(t) =32 ()|l < j (1(8) lly2(s) = wa ()l +ma (s) lly2(<:) — y1(C:)) ds.
£

Con el fin de usar el Lema 5.2, se define u(t) = ||y2(t) — y1(¢}||, obteniéndose ast

t

u®) < [ n(s)uls) +mals)ulr(s))) ds.
£

Luego, al aplicar el lema antes mencionado, se tiene

) L Ejexp f () + 2 as
£

1-¢6

Finalmente, como u(§) = 0, se tiene que u(t) = 0. Es decir, y2(t) = y1(t) para t € I; = [t;, t;41).

Lema 6.3 Sean (6.2) y (6.4) satisfechas. Entonces, para cadayg € R™, y & € I, = [t;,t;41), 1 € N,
existe una solucidn y(t) = y(t,£,yo) de (6.1) en t; <t < t;y, tal que y(£) = yo.

Demostracién: Es suficiente probar que (6.1} tiene una tnica solucién y(¢) en [¢;,%,41]. Con-
struyamos la siguiente sucesién y,(t}, n > 0 tal que

Yo (t) = Yo,
t

bt (8) =30+ [ F(83n (), (7(8)))ds.
3

Podemos observar que

|Yn+1(2) — ym(B)|| < /”f(s Yn (8),yn (7(8))) — £(8,Yn—1 (8),Yn—1 ("/(s)))" ds
£

< 19m = gl f (m(3) + ma(s)) ds,
£
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por lo que se tiene
[yn+1(8) = g (@I < pllyn — yn-1llo, n 21
con
tnil

p=sup| [ () +m)as| <1.
neEL

n

Luego, prosiguiendo inductivamente conseguimos

lgnts = Ynlloo = sup lgnt1(2) — s (B)ll < P ol

i

por lo que, dado (6.4), la sucesién y,, define una contraccién; por ende es de Cauchy y es convergente,
Ademis su limite satisface (6.6) sobre [t;,¢;+1]. Asi, la existencia y unicidad de solucién sobre
I = [ti:ti-i-l] estd probada. m

A continuacién, enunciaremos un teorema que permitird construir una tnica solucién de (6.1) sobre
R*. Usando la condicién impulsiva, las soluciones sobre los intervalos de la forma [tx,tx4;] con
k € N pueden ser extendidas a una solucién sobre el intervalo [ty,t] de manera inductiva.

Teorema 6.4 Sean (6.2), (6.3) y (6.4) satisfechas. Entonces, para (ty,yo) € RT x R™, eziste una
inica solucion y(t) = y(t,to, yo), t > to, de (6.1), tal que y(ty) = yo.

Demostracién: Sea ty € R* fijo. Existe r € N tal que tg € [t,_1,t,]. Por el Lema 6.2 con £ = ¢,
obtenemos una tnica solucién y(t,to,yo) sobre [£,t.]. Luego, aplicando la condicién impulsiva
obtenemos de manera tnica

y(t'r: tﬂ‘, yo) = Q‘-" (y(t: ?tO! 90)) ’
Ahora, sobre el intervalo [t,,t,.1] la solucién satisface la ecuacién diferencial ordinaria

y'(t) = f(ty(t),y((,).

El sistema tiene una tunica solucién y(t,¢,,y(t:,t0,y0)). Por definicién de la solucién de (6.1),
y(t, to,v0) = y(t, tr, y(tr, to,y°)) sobre [t,,t,,1]. Por ende, prosiguiendo recursivamente obtenemos
una solucién en [ty, t], lo que demuestra la unicidad en este intervalo. m

7 Férmula de variacién de pardmetros de una ecuacién con
argumento constante a trozos del tipo generalizado con
impulsos

7.1 Un poco de historia

En [23], K. L. Cooke y J. Wiener fueron los primeros en obtener una férmula de variacién de
pardmetros para un sistema DEPCA escalar usando funciones parte entera retardadas v (t) = [¢],
v (t) = [t—1], y(t) = [t—n] y ¥(t) = t—n[t]. En [48], K.L. Cooke y S.M. Shah estudiaron el caso
avanzado ¥(t) = [t + n]. En [27], K. L. Cooke y J. Wiener estudiaron una parte entera del tipo
alternado v (t) = 2[44*]. Finalmente, en [53], K. L. Cooke y A.R. Aftabizadeh consideraron
la parte entera alternada v (1) = m [%"{9] con 0 < k < m, donde [-] denota a la funcién parte entera
y k,m,n € Z*. En los trabajos anteriores se consideraron las DEPCA’s

z'(t) = Axz(t) + Bz([t]) + Cz([t — 1]),
y(t) = Ay(t) + By([t) + Cy([t + 1),
#(t) = As(t) + Ba(2l(¢ + 1) /2],
w'(t) = Aw (t) + Bw(m[(t + k) /m])
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respectivamente,

Sin embargo, en [38], N. Jayasree y S. G. Deo fueron los primeros en considerar un anilisis
tanto en el intervalo avanzado como en el retardado y explicitarlo en una férmula de variacién de
pardmetros. Posteriormente, en [44], M. Pinto consiguié deducir una férmula de variacién de
pardmetros para los sistemas DEPCAG. Vale decir, con un argumento constante a trozos del tipo
generalizado

'(t) = A@)z(t) + B(t)z(y (t)) + F(2),
2(8) = AD)z(t) + BO)2(v (1)) + G ¢, 2(2) , 2 (1 (1)) .

En lo que sigue deduciremos la férmula de variacién de pardmetros asociada al sistema lineal no
homogéneo IDEPCAG

X'(t) = AQ)X(8) + BW)X(v(2)) + F(t), t#t:

AXle=t, = CiX(t;) + Dy, t=t; (7.1)

donde A(t), B(t) y F(t) funciones continuas a trozos localmente integrables y v(t) es una funcién
parte entera del tipo generalizado, teniendo en consideracién los intervalos tanto de avance como
de retarde que ella define.

De gran importancia en la deduccién de nuestra férmula de variacién de pardametros de (7.1) serén
los sistemas

X'(t)=A@)X (), tel =[t,tir1) (7.2)
y el sistema lineal homogéneo IDEPCAG

2'(t) = AW)Z(t) + BOZ(1(1), t#t

AZ|oy, = C:2(E0), . (7.3)

7.2 Férmula de variacién de pardmetros de un sistema impulsivo con
argumento constante a trozos del tipo generalizado.

Estableceremos una férmula de variacién de pardmetros para la IDEPCAG (7.1). A fin de deter-
minar dicha férmula, analizaremos el sistema lineal IDEPCAG

#(t) = A(t)z(t) + B(t)z((1)), t+#t

!
z(t:) = (I +Ci) =(t]), t=1 (74}
con A, B,C;, D; € CP*P, Ay B localmente integrables.
Sean
pir(A) = elIAWI gy T A
pi(A) = pi+(A)-p-(4), plAd)= Sp e, (A) < oo,
¥ sea
t
T d) =14 /cp(z,-,s)B(s)ds. (7.5)

t;

Necesitaremos del hecho que (7.5) sea invertible (Ver [44] y [46]) . Para ello exigiremos la condicién
necesaria para la convergencia de la serie de Von Neumann;

v(B) = sgg viz(B) = pi(A)lnp, (B) <1, (7.6)
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con lo que (7.5) inmediatamente es invertible. Es decir, J7YHt, 8;) existe Vit € [t 4:41],Vi € Z.
Ma4s atun, observamos que

[T < D B (7.7)
k=0
B 1
N 1-v(B)
< o0
5

17t %)] < 1+v(B) (7.8)

< o0

7.2.1 Matriz fundamental de (7.4)
En lo que sigue usaremos la siguientes notaciones para el producto
itp
= HTk =I}‘+p'Tj+pg1 TJ

k=j

Veamos lo que ocurre con el sistema (7.4) si ¢, 7 € [t;, t;11) con algiin ¢ € Z.
El sistema en este intervalo es del tipo ordinario, por lo que se tiene por solucién

i

w(t) = d(t, 7)w(r) + /@(t, s)B(s)w(¢,;)ds. (7.9)

r

Al evaluar la expresién anterior para f = ¢, se consigue

w(¢:) = B(Cor T(r) + f (¢, ) B(s)w(C)ds, (7.10)

con lo que se tiene

I+ f (¢, 5)Bls)ds | w(g) = 8¢ m)wlr)

&
J(Tigi)w(Cz‘) = ‘I)(C:i,’r)w(?').
En consecuencia, se logra
w(¢;) = J7HT, ()P Tw(T). (7.11)
Luego, como
E(t, T) = ¢(t1 T)J(t, T))
ello implica
E~Y ¢, 7y = Jt, 7)0(r, 1) (7.12)
Entonces, (7.11) al usar (7.12) resulta
w((;) = B (7, Gw(r). (7.13)
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Ahora, de la ecuacién (7.9) con T = ¢, obtenemos
t
W) = 26+ [ BBl
¢4
t

= o) |1+ f (¢, 5)B(s)ds | w(C,).
<

Es decir,
w(t) = E(t, ¢ )w((;)-
Luego, por (7.13), la ecuaci6n (7.14) se expresa como

w(t) = B, )E™H (T, ¢)w(7),

y denominando a
W(t,7) = E@t,¢)E 1 (r,¢,), sit, 7 € [t Eit1),

se tiene que
w(t) = W(t, Thw(r)

es la tnica solucién del sistema (7.4) en I, = [t;,%;11), donde
Wit s)= B{LEJE " 5.(,), para t,s € I;.

Obsérvese que W(t, 7) es invertible, ya que es producto de invertibles.

A fin de determinar con mayor precisién la expresién (7.17), vemos que si 7 € I;_1, entonces

w(t; ) = Wi{t;, T)w(r)

por ende, debido a la condicién impulsiva de (7.4), se tiene
w(t:) = (I+Cw(ty)
(I+C)W(ti, m)w(r).
Para 7 = ¢;_; tenemos
w(ti) = (I + CJ W(té, ti—l)w(ti—l),
Porlo que parat € I; y 7 € I;_5 por (7.15) y (7.19) se tiene
wt) = E(t¢)E ¢ wlt)
= E(t,{)E 7 (4:,6,) I+ C:) B(ti, §;_1) B Y (tiz1, Ciowltiog)
(

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

= Bt )E i, G) T+ G E(ti, ¢ ) B (ti1,C—y) (I + Cizy) E(ti_a, ¢ o) BN, Ci_g)w(T)

= Wit.t)(IT+C)) W(ti,tic) (T + Comq) W1, Tw ().
Asi, para t € I, = [t;,t;41), podemos escribir la expresién anterior como
w(t) = W(t, m)w(r)
Luego, al evaluar £ = £, se obtiene
w(ti_-H) = W(tit1, T)w(r).
Por lo que, debido al efecto impulsivo se consigue

w(tipr) = (I + Cigy) Wtivr, Tyw(7).
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Si consideramos en la expresién anterior 7 = %;, entonces se define una ecuacién en diferencias
finitas cuya solucidn es

i(t)
w(tye) = ('_ H (I+C) Wity t;1) | w (ti(r)+1) : (7.22)

F=i(r)+2
Ahora, teniendo en cuenta (7.19), al aplicar (7.22) en (7.21) se obtiene
i(t)
Wit tiyy) | ~ H (I+C)W(ts,t5-1) | (T4 Cyry1) W(kigry41, 7)w(7)(7.23)
F=i(r)+2
= W, m)w(r), parat€ Iy 7 € I;(ry,

I

w(t)

donde la matriz fundamental W esta dada por

i(t)

W(t,m) = W(t tis) (‘_ II a+cy W(tj:t:—l)) (I+ Cinyg1) Wltiry+1,7)s - (7.24)
F=i(r)+2

parat € Ijipy v 7 € Iy,

La expresién (7.24) corresponde a la matriz fundamental del sistema lineal (7.4).

Cabe destacar que la expresion (7.24) considera, como caso particular, a la matriz fundamental del
sistema impulsivo {2.1). A saber, si B (t) =0, se tiene

Wit,s)=T(ts), VtsekR,

recuperdndose asf la expresién obtenida en (2.4). Ademds, (7.24) corresponde a una extensién del
caso DEPCAG estudiado por M. Pinto en [44], donde C; = 0.

7.2.2 Formula de variacién de pardmetros

Ahora analizaremos la solucién del sistema

y'(t) = At)y(t) + B(tly(y(1)) + f(t), t#t
y(t ) y( ) + Dy, t=t, (7‘25)
y(to) =y(7)
Supongamos que f es localmente integrable en I, = [t;,%;41),¥i € Z. Sabemos que si 7,t € I,
entonces
t
y(t) = f@ (t,5) )ds+]<1)(t,s)f(s)ds
Luego, si 7 = {;, se tiene
¢
y(t) = @@, ¢, /@ts ds—i—f@ f(s)ds
¢:
t ¢
= 0.6 | 1+ [0 9B)ds | uic) + [ ot 5)s(s)ds
< <

t

2(t,C)7 (6.C)v(6) + [ 26 9)(s)ds,
¢;
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por lo que podemos escribir
¢
V(1) = B GG + [ 0t s)7(6)ds.
s

Ahora, si en (7.26) reemplazamos t = 7, se tiene

T

u(r) = Br e + [ olr.9)f(s)as,

¢
lo que implica
¢
y(¢) =E7H(7, () (y(T) +/‘1>(T, S)f(S)dS) -

T

Luego, aplicando (7.27) en (7.26) obtenemos

¢; ¢
y(t) = E(t,¢)E(r. ) (y(m ] ¢>(T,S)f(83ds) + f B(t, 5)f (s)ds,
<

T

ie.

C t
y(t) = W(t,r)y(r)JrfW(t, T)‘I’(T,S)f(S)der/@(t, s)f(s)ds, 7,tel.
T $q

Asi, al tomar el limite lateral en la expresién anterior, se obtiene

41 tit1
y(try) = W(tirs, ) (WH j @(ns)f(s)ds) s / B(ti41,5) (s)ds.
¢

T

Ahora, por consecuencia de la condicién impulsiva, se tiene

Y(tiv1) = I+ Cip)y(t,) + Dy

&
(I + Cig2) W(tisr,7) (y(’f) +/<I’(T=S)f(5)d5)

T

tity
% / (£ + Cig1) 2(tig1, 8)f(s)ds + Dy
[

Luego, la ecuacién (7.30) puede reescribirse de la forma

<5

Y(tis1) = (I+Ci+z)W(ti+1=T)y(T)+/(I+Ci+1)W(ti+1»7)¢’(7a3)f(5)d5

p

tigl

+ / (I + Ciy1) @{tis1,5)f(s)ds + Diqa,
Ci
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por lo que al consider T = #; conseguimos

G
y(tiy) = {I+Ci+1)W(ti+1,tz)y(ti)+/(I—|—C‘i+1) Witiy1, 6:)®(ti, 5) f(s)ds

25
tiy1

+ / (I + Ciz1) B(tisr,8)f(s)ds + Digr.
¢y
La expresion anterior define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién es
i(t)

yltiyy) = |7 H (I +Cr) Wtk tem1) | (4 Cigryar) Wkigry41, Ty(7) (7.31)
k=i(r)+2

Cigr)

+ f W (titry41,7) (7, 8)f(s)ds

T

i(t) i(t) Crm1
+ Z 4 H (I + Ck) W(tk»tk—l):l j ®(tr-1,5)f(s)ds
k=r t

r=i(T)}+2 | e
i(2) i (1) 12
+ 2 |7 I GrooWenne| [ d+c) e, s
r=i(T)+1 L k=r+1 ¢y

i(t) [ i)
+ > T (I +Cx) Wtk tier) | Do
r=i(7T)+1 L k=r+1

Cabe destacar que lo que se acaba de obtener es una solucién discreta de (7.25).
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Ahora, al reemplazar (7.31) en (7.28), se obtiene

i)
y(t) = Wt tiy) |:'_ H (I+C) W(tkatk—-l):l (I+C’,;(T)+1) W (tiry41, Ty(r)  (7.32)

k=i(T)+2

i(t) i(2) S
Wit tiy) Y [H 1L +cw W(tk,tk_l)] / (tr—1,5)f(s)ds
+2 t

r=i(r) k=r

$igoy
% / W (t, tign) @ (tige), s) f(s)ds

tige)

i(t) i(t) &
+W(t, ti(t)) E {_ H (I+ Cg) I’V(t}c, tk—l)] / (I + C,.-) @(tr, s)f(s)ds
¢

r=i(7)+1 k=r+1

r—1

+ f D(t,s)f(s)ds

Cie)

i(t) i(t)
+W (¢, tigy) Z [“ H (IT+Ce)W(tg, too1)| D-,

r=i(r)+1 k=r+1

para t € [7,%;41). Al reescribir en términos de (7.24), se obtiene la férmula de variacién de
pardmetros buscada. A saber

y(t) = W(t,m)y(r)
ity

4= / %% (t, ti[r)+1) (I + Ci(r)+1) W(tz'(*r)+ls T)@(’T, s)f(s)ds

-

-1 $r 0
+ [ Wt @+ [ Wittt )/ (s)ds
r=i(T)+1; tie)
i(t)-1 e ¢
£ Witte) [ U+ Crn) @t f(oids+ [ 8(t,6)7(6)ds
r=i(T) ¢, qi(t)
i(t)
+ Y W(,t)D,
r=i(r)+1
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o de forma equivalente

y(t) = W(t, 7)y(r) (7.33)
Cigr) i(t)
+ [ W) ®(r,8)f(s)ds+ W(t,t,)®(t,,s)f(s)ds
.,f r=i(T) +lf
i(t)—1 Erti t
Y [ Wt U+ 0 ¥t f s + [ Bt f()ds
r=i(T) ¢. ga‘(l)

i(t)
+ Y W(tt)Dr,

r=i(r)+1

donde W viene dada por (7.24).
Asi, reescribiendo (7.33) con

W+(t,8), si tr £ 8% 3 (S)

Wi(t,s) = (7.34)
W_(t,s), siv(s) <s<ta

donde (t,6)0(t,,5) (s)
_ Wit t.)®(t,,s si i, <s<~v(s), s<t -
Welton) = { W(t,tz-(t))@(t,—(t),s) sit<s<y(s) (7.35)
b
| Wit 1) T+ Crg1) ©(trg1,8) siy(s) <s<tpyr, t>s
WLl = { o(t,s) siy(t)<s<t<try (7:36)
conseguimos

Citr) i)

/W(t‘) (r,8)f(s)ds + Z thtr)(I’(t s)f(s)ds

S r=i(T) +1g,

] W (2,5)f(s)ds

i(t)—1 1 t

> [ Wt (4 Cort) Bt (s + [ 266)5(5)ds,

fW,(t, s)f(s)ds

=il (I )
por lo que se tiene .
W(t,s) = Wi (t,s)+W_(t,s).
Asi, (7.33) se reescribe como
i(t)
y(t) = fw t,s)f(s)ds+ > Wi(tt,)D,. (7.37)

r=i{T)+1

La forma de la solucién obtenida es bastante especial y difiere completamente de lo tradicional. En
ella notamos que no se preserva la estructura de variacién de pardmetros que uno podrfa suponer,
va que la matriz de Cauchy se descompone en una parte de avance y otra de retardo. Ademds,
da cuenta de un importante hecho: todas las soluciones son obtenidas a partir de una solucién
del sistema lineal homogéneo IDEPCAG (7.4) mds una solucién particular del sistema lineal no
homogéneo IDEPCAG (7.1)

10
o (1) —/W t,s)f(s)ds+ > W(tt)D,.

r=i{T)+1
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Cabe destacar que la expresién (7.37) considera, como caso particular, a la solucién del sistema
impulsivo lineal no homogéneo (2.9). A saber, si B () =0, se tiene

W,r)=WI(tr)=V{t,7), ViseR,

recuperdndose asf la expresién obtenida en (2.4) . Ademsds, (7.37) extiende, para el caso IDEPCAG,
lo realizado en [44] para el ecuaciones del tipo DEPCAG, en donde se considera el caso particular
D, =C,=0.

8 Sistemas peridédicos impulsivos con argumento constante
a trozos del tipo generalizado

En esta seccién estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones periddicas del sistema semilineal

IDEPCAG

X't)=AMX(#) +9(t, X (1), X (v(1)), t#t

AXl|pmy, = CX(t7)+ L (2 (£7)) b=14
con condiciones de periodicidad sobre todas sus componentes. (Ver (1], [2], [4] — [8], [11], [43] ¥
[47]).

A continuacién enunciaremos una serie de lemas que serdn fundamentales en el proceso de bisqueda
de tal tipo de soluciones.

8.1 Indice contador de impulsos i (t, s)

Como vimos en el primer capitulo, es de suma importancia el indice contador de instantes de
impulso i(t,s). A saber, la cantidad de elementos de (¢;);-, presentes en el intervalo [s, t):

it,9) =#{ )2 N} (8.1)

También, recordamos el hecho que para todo t € R, existe i (t) € N tal que t € Ly = [tige), tige)+1)-
Entonces se tiene el siguiente resultado auxiliar:

Lema 8.1 Sea
tiyp =5+ T conp €N fijo yie Ny

y sea i(t) € N tal que t € Iiyy = [ti), tigey+1)- Entonces se tiene
i(t+T)=i(t) +p.
Demeostracién: Sit € I, entonces

= lin) <t <ty
= by +tT2t+T <ty +7
= ti)ip ST+ T < i(r)4prt
= t+T € Liytp = igey+p: Lity+pr1)
= i({t+T)=i(t) +p,

por lo que se tiene lo buscado. =

Observacién 4 Llamaremos a la propiedad

bpp =1 -1, conpeN fijoyie Ny

la (T, p) —propiedad.
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Algunos ejemplos que satisfacen la (T, p) —propiedad son los siguientes:

t,=(,=i+1% (-1)"*' | con i ¢ Z, satisface una (2,2) —propiedad.
t, =10 —k, (;, =14 coni€ Z, k,§ € RT, 0 < k < 6, satisface una (4, 1) —propiedad.
(8.2)
Es importante notar que ejemplos de sucesiones que satisfagan la (T, p) —propiedad pueden ser
rescatados de argumentos constantes a trozos. Por ejemplo, el ultimo caso se obtiene analizando
v (t) =8[EE] con 0 < k < 6.
Gracias a la (T, p) —propiedad, podemos obtener el siguiente resultado:

Lema 8.2 §i (t;),.5 ¥ ({i);cz satisfacen la (T, p) —propiedad, con
tiggi <ti+la V’LGNQ

G=7() sitel,

entonces

yE+T)=~(t)+T.
Demostracién: Sea t € I;. Entonces se tiene que

YE+T) =gy = Ciey+o

Y+ T = Ci(tj + T
Luego, como ((;),z satisface la (T, p) — propiedad se tiene
yE+T)=~{t)+T.

por lo que obtenemos el resultado deseado. m

Algunos ejemplos de esta propiedad son los siguientes:

Ejemplo 1 Sea v (t) = §[4]. Entonces se tiene t; =i —k, {, =id.sit € I;, coni € Z yé > 0. Por
ende ¢, satisface una (4, 1) —propiedad
FEHT) = G+
id 4§
v () +T.

Il

Ejemplo 2 Sea vy (t) = [t + 1]. Entonces se tienet; =i— 1y, =i, sit€I; coni € Z Por ende
¢; satisface una (1,1) —propiedad. Entonces
Fy(E+T) = (i+1)
= i+1
= ~{t)+T.
Ejemplo 3 Sea v () = 2 [%‘—1] . Entonces se tienet; =2t -1y (, =2i, sst € I, coni € Z. Por
ende {; satisface una (2,1) —propiedad, por lo que
yE+T) = 2(i+1)
= 242
y(t)+T.
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si z(t) es una funcin

Observacién 5 Un hecho notable a destacar gracias es el siguiente:
t) con una funcidn

T—periddica y si (ti);ez ¥ (¢;)ieg satisfacen la (T, p) —propiedad, al componer x (
v (t), se obtiene una funcién T— periddica. A saber
c(y(t+T) = z(y(®)+T)
= z(y(t)

ndo que v (t) no es una funcion T—periddica.

Esto se logra aun sabie
por la expresion

Definicién 3 La cantidad de instantes de impulso i (t, s) viene dada
i(t)—i(s) sisé (ti)ez
i(t,s) =
i(t)—i(s)+1 sis€ (ti)iez

A consecuencia de la definicién anterior, se tiene el siguiente resultado relativo al indice contador

de impulsos i (£, 5):

Lema 8.3 Sea
conp €N fijo, Vi € No.

ti+p =t;+ T,
Entonces
it)y—i(s)+p+1 sis€ (tidicz s

it+T,s)=
i@ —i(s)+p  sisd (b

Demostracién: Para el caso s € (ti)icz» Por el Lema 8.1 se tiene
i(t+T,s) i(t+T)—i(s)+1

— i(t)—i(s)+p+1.

Il

Finalmente, para el caso s ¢ (ti);cz, se tiene
i(t+T,s) = i(t+T)—i(s)

con lo que obtenemos lo deseado. m
A modo de ejemplo, estimaremos la cantidad de instantes de impulso con algunos de los casos de
(T, p) —sucesiones exhibidos en (8.2).

s=1yt;=1+ -tl-%-:i Por (8.2) sabemos que para esta sucesiéen T = p = 2.

Ejemplo 4 Sea
Entonces, sit = 5,4; se tiene i(t) =9 e i(s) =0 por lo que
i(5,4+21) = 5-0+2

7.

Ahora, todos los elementos de la sucesion en cuestion que pertenecen a [1;7, 4) son
45 10 11 16 17 22

A, = #{(ti)iezn[lﬂvﬁl)} :#{5’5’_3-’ _3’= '3_1 3'3 } =T.
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Ejemplo 5 Seas =5,t =30 yt; = 2i—1. Por (8.2) sabemos que ella satisface una (2,1) —propiedad
(T'=2,p=1). Notamos quets = s =5 lo que implicai(s) = 3. Teniendo en cuenta quei(t) = 15,
se tiene
i(30+2,5) = 15-3+1+1
14.

Vemos que
4y = #{t)iezN5:32)}

= #{5,7,9,11,13,15,17,19, 21,23, 25, 27, 29, 31}
14.

Ejemplo 6 Seas=1,t=8,2yt, =1, coni € Z. Ella satisface una (1,1) —propiedad. Vemos que
i(s)=1,1i(t) =8, porlo que se tiene

i(8,2+1;1) = 8—-1+41+1
= 9.
Vemos gque
An = #{teaNIL9,2)}

= #{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
= 9.

Ayudados de los lemas anteriores, demostraremos uno de nuestros resultados principales:

Teorema 8.4 Sea
tigy =te+ T con p € N fijo, i € Ny,

y seai(t) € N tal que t € Iy = [ty),tigy+1). Entonces
i(t+ T s+T)=1(t,s), Vi,scReont>syTeR fijo. (8.3)

Demostracién: Dividiremos la demostracién en dos casos: s € (¢:);cz ¥ 8 € (fi);cg-
Para el primer caso se tiene

i+ T,s+T) = i(t+T)—i(s+T)
= i(t)+p—i(s)—p
= 1{t)—i(s)
= &(8:8).

Para el segundo caso vemos que si s € (t;),.z, entonces existe i (t) € N tal que s € I; por lo que
sty + T = 8i(t)4p € (tn)5ey. Entonces se tiene

i(t+T,s+T) = i(t+T)—i(s+T)+1
= i{t)+p—(i(s)+p)+1
i{t)—i(s)+1
i(t,s),

por lo que queda demostrado el teorema. m

Observacién 6 A la propiedad (8.3) la llamaremos bi-periodicidad del indice contador de impulsos.
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8.2 Solucién periédica de un sistema impulsivo semilineal con argumento
constante a trozos del tipo generalizado.

A continuacién, analizaremos la existencia y unicidad de soluciénes T—periddicas para el sistema
semilineal T—periédico IDEPCAG

X'()=AR)X(1)+ 9t X (t), X (v(1), t#t (8.4)
AXlimg, = CX{t7)+ L (= (87)) t=t; |
¥
X'(t) = AHX(), t#t
BX = OXIY), E=k (8.5)
con
det (I + C;) #0,¥i € N, (8.6)
donde
Alt) = A(t+T),
i(ij(;’ ilfa): gtenz2) L TeR, peN fijos, VR, (8.7)
C;+p = Cz
son tales que
lg(t 1, z2) — gty w2)l < 1y (8) llza (8) — w1 ()| + 12 (2) |22 () — w2 ()] (8.8)
(=) - Ll < mllz(t) -y () (8.9)

conn, (t),n (t) : R — [0, 00) funciones localmente integrables y n, : N — [0, 00) sumable. Ademds,
(t:)i2 es tal que
tiypg = 4t +T conp € N, T € R fijos, ¢ € Ny. (8.10)
y(t+T) y(t)+T con T € R fijo, 7 € Np.

i

Indagaremos acerca de cudndo este sistema tiene una unica solucién T-periédica.

Observacién 7 El sisterna (8.4) puede considerarse como el sisterna (7.37), en donde reemplazamos
B(t) =0, D; por I; (z) y f(t) por g(t,z (t),z (v (t))). Por ende, su solucidn se representa de la
forma

i(t)
z(t) = (t*r)xﬂ—&-ths (s,z(s),z(v(s)))ds+ Z (£ (27)) «

r=i(T)+1

Es decir, .
W(t,s):W(t,S), Vt1SER+'

Los resultados de esta seccién se basan fuertemente en la invertibilidad de la matriz
i—- W(tg + T, tg),

en cuyo caso se habla de Caso no-critico.
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Lema 8.5 (Caso no critico) (I — W(ty + T,tp)) es invertible si y sélo si el sistema T-periédico
(8.5) tiene a la solucién nula como su unica solucién T-periddica.

Demostracién: = (Por contrapositivo). Si suponemos que el sistema 7'—periddico (8.5) tiene
soluciones periédicas no triviales, entonces se tiene que existe x(tg) # 0 tal que

z(to) = wlto+T)=W(to+ T, to)z(ta)
= Wit + T, to)z(to) = z(to),

con W{t, tg)z(to) una solucién general del sistema (8.5). (Si fuera el caso de z(tg) = 0, ello
implicaria que la tinica solucién del sistema (8.5) es la solucién nula). Entonces se tiene

(I-Wi(to+ T, t0))z(to) =0  =(to) #0

¥, en consecuencia, x(tg) € ker((f — W(to + T, %)) por lo que la matriz (I — W(t, + T, %)) no es
invertible.
<= Supongamos que el sistema T—periédico (§.5) tiene a la solucién nula como tinica solucién
T-periédica. Entonces:

W(to + T, to)x(to) = z(to)

s6lo se cumple para z(tp) = 0, por lo que se tiene

:I?(fg) == W(to + T, tg)).r(t()) =0
- (I = W(to + T, to))x(fg) =0

lo que nos dice que ker((7 — W(to + T,to)) = {0}, por lo que la matriz (I — W{(to + T,£o)) es
invertible. m

Lema 8.6 Sean fi, f2 funciones tales que:
(1) f1, fa son continuas por lo izquierda en un intervalo I,
(it)  f1, f2 son continuas, ezcepto, posiblemente en los puntos (t;);c, (I, en donde se tiene
una discontinuidad de primera especie;
(ii3)  f1, f3 cumplen (i —ii), donde la derivada en los puntos (t;);o, (I es asumida como la
derivada lateral por la izquierda;
(iv)  fi(to) = fa (o) para algin tp € I;
(v)  fi(&) = f3(t) para todoe t € I;
(vi) fi(ts)— fi(t7) = f2(8:) — f2(¢7) para tedo t; € (t:)i, .
Entonces fi(t) = fa (t) para todo t € I.

Lema 8.7 (Criterio de Poincaré) Sean las condiciones dadas por (8.7) satisfechas. Una solu-
ctén @ (t) de (8.4) es una solucion T'—periddica si y solo si

p(t)=¢(t+T), parat c R.

Demostracién: La necesidad es obvia por ser ¢ una solucién T—periddica. Sea ¢ (t) = (t+T').

Para la suficiencia mostraremos que E(t) = ¢(t + T) es solucién de (8.4). A saber, para t # ¢; se
tiene

d~ d
S5 = Zot+T)

At+T)pt+T)+ F(t+ T, ¢(t + T),0(y (t+T)))
At+T)pt+T)+ FE+T, ¢t +T), (v (t) + T))

= Al)d(t) +F (t,é(t), Py (t)))
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y parat =1t;

o) = ot +T)
= é(ti+p)
= (I +Citp) #(tiip) + Livp (4 (t55)
= (I+C)olt7 +T)+ L (6 (87 +T))

= (I+C)olt))+ 1 (%(f?)) :

por lo que se comprueba que aﬁ(t) es también solucién de (8.4), con iguales condiciones iniciales.
Entonces, por Lema 8.6, se tiene

pt+T)=¢(t), VteRt.
Es decir, se tiene una solucién T—periddica de (8.4). m

A fin de encontrar una forma explicita de la solucién T—periddica, necesitaremos de los siguientes
lemas:

Lema 8.8 Sea W (t) la matriz fundamental de (8.5) tal que W{ty) = I. Entonces se tiene

WiE+T)=W () W(te +T), vt € R, (8.11)
Wito+T)(I-W(to+T) " W lte+T) =T - W(to +T))"", (8.12)

(W l(to+T) - 1) +1=T - W(to+T))"". (8.13)

’ W(it+T,s+T)=Wi(t,s), vt,s € R. (8.14)

Demostracién: Para (8.11) mostraremos que Y (t) = W(t + T') es matriz fundamental de (8.5).
A saber, para t # t; se tiene

iY(t) = %W(t +1T)

= At+T)W({E+T)+B@E+T) Wiy (t+T1))
= A{t+T)W(E+T)+B@E+T) Wy () +T)
= AMY(t)+B()Y(y (1),

vy parat =t

Y(t) = W(ti+T) = W(tisp)
(I + Cigp) Wt
I+ CHW(; +T)
I+C)Y(t7).

Luego, si Wi y W son dos matrices fundamentales de (8.5), existe matriz invertible H tal que
Wl(t) = W2(t) - H,
por lo que si W(t+ T) y W(t) son matrices fundamentales de (8.5) se tiene

W(t+T)=W(t)H.
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Luego, tomando aquella matriz fundamental tal que W (tg) = I, se tiene

W(to+T) = W(to)H
= H=Wt+T)

con lo que se tiene el resultado buscado.
Para (8.12) se tiene

I I
I = (I-Wo+D) ' (I-W(to+T))
I = (I-Wt+T))" Wt +T) (Wito+T)7" - I)
(Wo+T) ' =1)7" = (I-Wt+T) ' Witg+T)
¥
Ir = 1T
I = (I-W(te+T) —W(t0+T))-1
I = Wto+T) (Wt +T)" I-Wi(ty+T)™*

~ I} {
Wito+T) (W(to+T)™" —1I)
Wito+T)(I—-Wi(te+T))"".

(I —W(to+T)
(Wto+T) ' =1)

Ll S g
|

Asi,
Wt +T)(I-W(te+T) ' = (I - W(to +T))" W(te +T),

o bien
Wito+T) (I - W(to +T) "W Htg+T) = (I — W(te+T))"*

Ahora, para (8.13) se prosigue de forma andloga, a saber

I i
I = I-Wte+T)+W(ta+T)
I Wito+T) (Wit +T) ' — 1)+ Wity +T)
Wt +T) =07 = Wto+T)+W(to+T) (W(to+T)" — 1)~
(Wito+T)" =)™ = W(to+T) (1 + (W(to+T)"1 = I) *1)
lo que implica, aplicando (8.12)
I+ (Wt+T)r =07 = (Wte+T) ' =1)" ' Wity + 1)
I+ (Wito+T)™ =17 = (I-Wlto+T) "W (to+T) W (to +T)
I+ (Wte+T) =D = I-Wt+T)™?

Luego, para (8.14) aprovechando la propiedad (8.11), vemos que

W(t+T) W)W (tg + T)

W(t+T)W ity +T) = W(t)

Wt +TYW ™o + T)W L)W (s) = W(t)
Wi+ T)W g + T)W™(s) = W)W 1(s)
Wit+TYW™ s+ T) = W)W 1(s),

FLE g
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por lo que
Wt+T,s+T)=W(,s).

Asi, queda demostrado el lema. m

A continuacién enunciaremos y demostraremos uno de los resultados méds importantes de esta
seccién:

Teorema 8.9 Sean los sistemas (8.4) y su sistema T—periddico lineal homogéneo asociado (8.5)
con las hipdtesis dadas por (8.6), (8.7) y (8.10). Si el sistema T—periddico (8.5) no tiene soluciones
T—periédicas mds que la trivial, entonces la solucion T—periddica del sistema (8.4) viene dada por

to+T p
20 = [ 6t9)g(s2(0),0(r(6)) ds+ Y GlE I (= (7). (8.15)
o W{t)PW (s , th<t<s<t+T
Bilfpd) { W)+ P)EV(‘B(S) , t; <s<t< t:])-i- T, (8.16)

donde la matriz P viene dada por
P=(I-W(ty+T,tg)) *Wi(to +T).
La funcidn G(t,s) es la llamade funcién de Green del sistema T—periédico (8.4).

Demostracién: Usando la férmula de variacién de pardmetros, la solucién de (8.4) se escribe de
la forma

z(t) = W(t, to)zo + /W(t, s)g(s,z(s),z(y(s)))ds+ Z Wt t)I (= (¢7)), alginzp € R™.

i<t
(8.17)
Luego, como la solucién buscada debe ser T'—periddica, por el Lema 8.7 ella debe satisfacer
z(to+T) = z(ty)
= o,
lo que implica
to+T P
z(to+T) = W(to+ T, to)zo + / Wi(to+T,s)g(s,z(s),z(y(s)))ds+ Z W (to+T,t:)1; (= (7)) -
to i=1
De la expresién anterior se concluye
to+T P
Tp = W(tO 5% Ta tU}IU + / W(tﬂ -+ T1 S)g (3,.’5 (8) s & (’Y (3))) ds -+ Z W(tU =+ T) t?l)Ii (I (t:)) .
-4 i=1
Ahora, por el Lema 8.5 se tiene
to+T "
xo = (I-W(tg+T, t)) / Wity +T,8)g (s, z(s),z{y(s)))ds+ Z Wit + T, ;)L (9: N,
i i=1
(8.18)
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por lo que al reemplazar (8.18) en (8.17) la solucién T—peri6dica de (8.4) viene dada por

to+T
z(t) = W(t,to)(I—W(to-f-T,to))1(fW(to+T,8)9(8,E(S),Z(7(S)Dds (8.19)

o i Wi(to +T,t.) L (= (t?)))

i=1

+ [Witis)g (s,2(5) (v () ds+ 3 WL (@ (1))
to t; <t
Al aplicar en (8.19) los lemas (8.11 — 8.13), ésta puede reescribirse de la forma
t

z(t) = f (W(t,tg)(I - Wt + 1T, to)) T Wito + T)W™1(s) + W'(t)W_l(s)) g(s,z(s),z(y(s)))ds

to

+ Y (Wt to)(I = Wt + Ty to)) " Wito + T)W &) + W)W 1 (&:)) L (= (t7))

tolii(t
+ f W(t, to) (I — W(ta + T, t0)) ' W(to + T)W ™' (s)g (5,2 (s),z (v (s))) ds
+ Y Wt t)I - Wito + T, o))" W(to + T)W ™ {t) L (2 (7))

t<t; <tg+T

= f (W) = W (to + T, 1)) " W(T)W ™ (s) + WOWT'(s)) g (5,2 (s), (v (s))) ds

+ Y (WU - Wit +T,80) " WEIW () + WOW ™ 2) L (2 (¢7))

101;<t
+ [ WOU-Wito+ T,0) WEW (s)g (5,2 (5),2 (3 (s))) ds

t

+ Y. WO Wit +T,0)) " WDW (4L (2 (t7))

t<t;<tog+T
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t

- / W(E) (I - Wlto + T, )" W(T) + I) W(s)g (5,2 (s) @ (v (s))) ds

3 Z W) (I = Wit + Ty 0)) "' W(T) + 1) W () (= (7))
tu:L'i:<t

+ [ WO = Wito+ T,0)  WEW ()9 512 (5) 2y (5)) ds

+ Y W - Wite + T, t0)) " W(TW )L (= (£7))
t<t;<to+T

= /W(t) (I+PYW(s)g(s,z(s),z(v(s)))ds + Z W) (I+P)W )L (= (¢7))

to+T
% f WEPW1(s)g (5,2 (s),z (v (s))ds+ 3 WEOPW L (= (),
i t<t <to+T

por lo que aplicando la definicién de G(¢, s) descrita en (8.16) se obtiene el resultado deseado. ®

A continuacién, a fin de comprobar que la solucién (8.15) sea T—periédica, necesitaremos del
siguiente lema:

Lema B.10 Sea la funcién de Green G(t,s) del sistema (8.4) descrita en (8.16) . Entonces se tiene

Gt+T,s+T)=G(t,s) t#t, VstekR,
G(t + T, t.,“ =+ T) — G(t,tz) t= ti-; Vt, ti € R.

A esta propredad la llamarernos bi-periodicidad de la funcién de Green.

Demostracion: La demostracién la haremos por casos.
Caso 1
Si
G(t,s) = W()PW~(s),

en virtud de (8.12), (8.13) y W (to) = I, se tiene

Gt+T,s+T) = Wit+T)PW s+ T)
= W)W (to+T) (I - W(t0+T))‘1W—1{tD+T)W—1(s)
= W) -Wito+T))" ' W(s)
= G(t,s).

Para la parte discreta, se prosigue andlogamente. A saber

G+ T tiyp) = Wit +T)PW_1(f='+p)
= WEOW (to+T)(I - W(tg + TN WH s + TYW Lt
= WO -Wite+T))" W (t0+T) W (to + )WL)
= W) (I -Wty+T) ™ W(t)
G(t,tz),
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por lo que se tiene la bi-periodicidad para este caso.
Caso 2
Si
G(t,s) = W(t)(I + P)W~(s),

tenemos que

Git+T,s+T) = WEt+T)I+PI\Wl(s+T)

W)W (tg +T) [I+ P)W(tg + T)W™(s)

(W)W (to + T) + W)W (to + T)PJW ™ (to + T)W™(s)

= W(EW(to +TI)W tg + T)W1(s) + W)W (to + T)PW  {to + T)W'(s)
W)W (s) + W(t)PW~1(s)

W(t)[I+ P W™1(s)

G(t,s).

Por dltimo, andlogamente para la parte discreta, se tiene

Gt + Titirp) = W(E+T)I+PIW  tirp)
= Wt)Wte+T)[I+PIW o+ T)W L)
= W)Wkt +T)+WEW(to + T)PIW 1 {to + T)W 1 (t:)
W ()W (tg + T)W Lt + TYW ™ (t;) + W(EW (to + T)PW ™ {to + T)W (1)
W(EW L (t,) + W) PW 1 (¢;)
= W) [I+PlWi()
= G(tt).

Asi, el lema queda demostrado. m

Ahora tenemos todo lo necesario para demostrar el resultado principal de esta seccién: la T—periodicidad
de la solucién de (8.4) dada por (8.15).

Teorema 8.11 Sean (8.6), (8.7) y (8.10) satisfechas. Entonces la solucidn de (8.4) escrita en
términos de la funcién de Green (8.16) dada por (8.15) es T—periddica. Es decir

z(t+T) = =(t), vte R.
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Demostracién: Por (8.14), podemos considerar cualquier intervalo de largo T', por lo que se tiene

z(t+T)

I

to+2T

[ ct+T.90(sz(0) 20 @)ds + S G+ T (e (1)
to-+T =p+1
to+T »
/ G+ T, s+Tg(s+Tz(s+T),z(y(s+T1)))ds+ Z Gt + T titp)itp (= (t,;'+p))
to =1
to+T o
/ Git+T,s+Tg(s+T,z(s+T),z(v(s)+T))ds+ Z Gt + T, tigp)lisp (z (t:er))
fo i=1
to+T P
f G(t,s)g(s+ T,z (s +T),z(v(s) + T))ds + Y _ G(t,t:) i (= (873,))
i=1
tto+T

] Glt,9)g (5,7 (), (v (D) ds + Y Gt (o (£7))

to

z(t).

Ademas, como la funcién de Green es bi-periddica, ella es acotada. Entonces se tiene

Ello implica

sup _[|G(¢, s)|| < Ca.
t,s€[to,to+T)

to+T
[z@®)] < Cc(f lg(s:z(s),z Ids+ZHI )
< Co-(Tlells+p, e 121l o)
[z()] < Ce-(T+p) max{|lgll.,. IIIH h

{.j

por lo que el teorema queda demostrado. =

A continuacién demostraremos que la solucién de (8.4) es unica y estd dada por (8.15).

Teorema 8.12 Sean (8.6 — 8.10) satisfechas. Si g(s,0,0) es localmente integrable,

tg+T p
[ @ +me)as+ > < — (8.20)

to

to+T to+T
(m () +nz2(s))ds +Zm / llg (s,0,0)l dS+ZHI |) <1, (8.21)

o]

entonces la solucion de (8.4) escrita en términos de la funcion de Green (8.16) dada por (8.15) es
la vindca solucidn T—periddica del sistema (8.15) .
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Demostracién: Sea PCr (R,R") el conjunto de funciones T—periédicas  : R — R™ continuas a
trozos y con discontinuidades en los puntos (t;);-, para las cuales

tlil_]ftl x () existe.

t<t;

En el conjunto PCr (R, R™) se introduce la norma
|zl oo = sup{|z(t)| : t € [0,T]}.
Con esta norma PCy (R,R"™) es un espacio de Banach. (Ver [11]). Sea
By, ={z € PCr (R,R™) | |zl <7}
Definamos el operador P : PCr (R,R™) — PCr (R,R™) dado por

to+T

P(z)(t) = f G(t,s)g(s,z(s),z (v (s)))ds + Z G(t,t.)L; (;r (t:)) .
Entonces se tiene
to+T
P (z) (&) P @) = / Gt s)ll llg (s, 2 (s), % (v (s))) — g(s,5(s), (v ()l ds
+2 IG5 (= (5)) £ (v ()]
t=1 vt .
< Ce ( [ s e)yas +Zm) Iz ¥l
< |z =yloss

por lo que se tiene P es una contraccion. Ahora, debemos comprobar que By . sea invariante bajo
la accién del operador P. A saber

to+T P
IP =) @1 < fI\G(t,S)ilHg(s,w(S)eﬂ(v(S)))!lds+ZHG(t,ti)IlHfi(m(t?))H
£ i=1

IA

tot T
Cc:(j lg (5,2 (8),2(v(s))) —9(50,0) +g(s5,0,0)| ds

to

+ 3 ) - 50+ 50
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to+T »
< CG( | @@ IOl )l @ ds + Yol @)
to i=1
to+T p
+ [ lgte0.01ds + Y1k (o)u)
’ to+T i to+T
< cc(j (&) +m(@Nds+ Y m+ [ lo(0.0lds
to =1 to
r
+359% (om) el
i=1
< Nzl
L

Luego, por el Teorema de contraccién de Banach, el operador P tiene un tinico punto fijo en Bio,n-
Por ende, la ecuacién integral

to+T p
z(t) = f G(t,8)g (s,z(s),z (v (s))) ds + ZG(t,ti)I,; (= ()
to i=1

posee una tnica solucién T—peri6dica. Es decir, (8.4) tiene una tnica solucién T—peri¢dica. ®
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Capitulo III

Soluciones convergentes de sistemas
impulsivos con argumento constante a
trozos del tipo generalizado

8.3 Introduccién

En [26], motivados por el estudio de enfermedades de transmisién vertical tales como la Gonorrea,
K.L. Cooke y J.A. Yorke analizan el sistema

o'(t) = g(a(t)) — g(=(t — L)), (8.22)

donde z(t) representa al mimero de individuos de una poblacién en el instante ¢, g(z(¢)) representa
al niimero de nacimientos y, suponiendo que el perfodo de vida de cada individuo es L, tenemos que
g{z(t — L)) representa a mortalidad en el instante ¢, con lo que la expresién g{z(t)) — g(=(t — L))
representa a la tasa de cambio de la poblacién de una especie en el instante t. Los autores analizan
los casos en los cuales g es una funcién del tipo Lipschitz global, y deducen la convergencia

tlim z(t) = k,

determinando asi la existencia de un equilibrio para la poblacién de la especie representada en
(8.22), el que es independiente de la condicién inicial de] sistema en cuestion, lo que equivale a
decir que las soluciones son convergentes.

Lo anteriormente expuesto muestra la enorme importancia de considerar sistemas que puedan
estabilizarse para t muy grandes. Muchos son los casos de modelos de transmisién de enfermedades
en los cuales es necesario establecer condiciones para conseguir una estabilizacién de la poblacién
infectada o la de extincién de la poblacién de alguna plaga.

Es en este sentido que los sistemas impulsivos otorgan excelentes modelos de vacunacién de pobla-
ciones o de combate contra plagas. (Ver [50] y [58])

Motivados por este tipo de modelos, a continuacién demostraremos la existencia de un equilibrio
asintético para la IDEPCAG

Ef(t) = f(t,m(t),a:('y(t))), t#
Az(t;) = Qi(=(t;)), =ty

bajo ciertas condiciones de integrabilidad de sus coeficientes.

8.4 Equilibrio asintético de un sistema IDEPCAG

En esta seccion estudiaremos el problema de la existencia de un equilibrio asintético para la clase
IDEPCAG a tiempos fijos. Los resultados serdn una extensién a ecuaciones del tipo IDEPCAG del
trabajo realizado en [30] por P. Gonzdlez y M. Pinto (Ver [42] para caso DEPCAG).
Sea

B({0,r)y={zecR™| |z| <r}, donde || es cualquier norma en R".
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Definicién 4 [30] Diremos que la ecuacidn diferencial impulsiva con argumento constante a trozos
del tipo

z'(t) = f(t,2(t),z(y(t))), t#t

z(T) =20
definida sobre [7,00) tiene un eguiltbrio asintdtico si:
i) Eriste un nimero real positivo v > 0 tal que para cada a > 7, la ecuacidn (8.23) con condiciones
iniciales z(a) = g tiene una solucidn x (t) definida sobre [a,00) y que satisface

Jim () = £, (8:24)

para algin § € R™.
ii) Para todo £ € R™ existe a € I y una solucidn de z () de (8.23) definida sobre [a,00) y satisfa-
ciendo (8.24).

A fin de establecer resultados necesitaremos de las siguientes hipétesis:

H;  a) Existen funciones integrables A; (t), Az (t) sobre I tales que para todo (¢,z (t),x (v (£))) €
I x R™ x R™ se tiene

I1f (8 (&) 2 (v @I < A (@) |2 @) + A2 (@) |z (v ()]
donde
¢
9, = / (Ai(s) + Aa(s))ds < 3= sup@i < 1.
i iEN
b) Existe una sucesién sumable de nimeros reales no negativos (1, )i, tales que para cada
z € R™ se tiene

Qi (= ()] < wi ||z &F)||, VieN.

Hy; a) La funcién f(£,0,0) es integrable sobre I, y existen funciones integrables A; (f), Az (t)
sobre [ tales que para todo (t,z (t) .z (v (t))), (t,¥ () .y (v (t))) € I x R™ x R™, se tiene

If (&2 (@), (v () - f by &),y (v @)
< M@=z @) =y @l + A2 @) lz (v (&) —y (v (D)l
donde
¢
9; = f (Ar(s) + Aa(s))ds < ¥ :=supd; < 1.
J ieN
b) Existe una sucesién sumable de niimeros reales no negativos (1; )
z,y € R™ se tiene

Qi (= (t7)) = Qi (w G < i |2 (67) —w (&), VieN.

, tales que para cada

Para la clase de ecuaciones (8.23) probaremos que poseen un equilibrio asintético global. Esto es,
el equilibrio asintético es védlido para cualquier r > (. Basaremos nuestros resultados en el uso de
la desigualdad Gronwall-Pinto 5.21 y en la integrabilidad de coeficientes que definen a la ecuacién
a estudiar.



Teorema 8,13 Si [H)| es satisfecha, entonces toda solucidn de (8.23) con condicidn inicial x (1) =
Ty con T > tg satisface (8.24) para algun £ € R™.

Demostracién: Si z (t) es solucién de (8.23) con condicién inicial x (7) = zp con 7 > tg, definida
sobre un subintervalo finito J C [r, o), entonces x (t) por 6.1 satisface ¥Vt € J

A

le @l < Hro\l+fllf(saw(S),w(’Y(S)})HdM- D [ACICN

Tot<t
t

HﬂfoH-f“/()u () [z ()] + A2 () llz (v (D ds + Y ||z ()] -

TSt <t

IA

T

Luego, por el Lema 5.2, se tiene

lo @l <ol | TT (40| exp| [ (z\l(s)+i\2(?§)ds

T <t -

y, en consecuencia a la integrabilidad de los coeficientes, la solucién de (8.23) es acotada, por lo
que puede ser continuada més alld de sup J.

Ahora, debido nuevamente a la integrabilidad de los coeficientes se tiene que si t,s > N con N
suficientemente grande, entonces

lz @) —=z(s) < f|\f(“a~"f(u),$(7’(u)))udu+ Yoo Qi= )
S tiaSti<t
< /()\1 () lz (@)l + X2 (w) Iz (y @) ds+ > pllz ()]
< L /()\1 (W+rwds+ ¥ u
< E ' o

Luego, por el criterio de Cauchy, z (t) es convergente a algiin £ € R™. De esta forma se obtiene la
condicién i) de la definicién de equilibric asintético. m

A fin de conseguir la condicién ii) de la definicién de equilibrio asintético utilizaremos el Teorema
de Punto Fijo de Banach y la hip6tesis [Hz], lo que se resume en el siguiente teorema:

Teorema 8.14 Asumamos que las condiciones dadas por [H3) se cumplen. Entonces para cada
£ € R™ existe a > 7 y una selucién z (t) de (8.23) definida sobre [a,o0) que satisface (8.24).

Demostracién: Usando la hipétesis [Hz], es decir, por la integrabilidad de los coeficientes;
podemos escoger un nimero real suficientemente grande a > 7 tal que

o

K:/(Al(s)+/\2(s))d5+zui<]..

o a<t;

Sea B el espacio de Banach de las funciones acotadas definidas sobre [a,o0) con valores en R".
Utilizaremos la norma natural en este espacio, a saber

£l = {sup|f (®)] : ¢ € [a,00)}.

85



Tomemos el operador T : B — B definido por

(Tz)(t):5—[f(s,m(s),m(v(smds— S Qi (= ()

t<t;

Ficilmente se comprueba que T (B) C B, ya que

(T=) @1 < lel+ / I (5,2 (5),2 (v(s))) — £ (5,0,0)| ds + ] 117 (5,0,0)] ds
+ 3 01Qi (= (7)) — Q: O] + D 11Q: (0)

<t t<t;
oo

< uau+[(z\1(s)+/\z( Yz ()l ds+ 3 el (¢ \|+fuf<s,o,0)nds.

a e<t;

Asf, gracias a la integrabilidad pedida de los coeficientes v de || f (£,0,0)||, se tiene lo buscado.
Debemos mostrar ahora que el operador T' es una contraccién. A saber

(Tz) () — (Ty) W)l = fl\f (s, ( () — £ s,y (s),y(v(s)l ds
+§||Qz 7)) = Qi (w (&)l
< ]O)u Iz (8) — y ()l + Az (s) lz (7 (5)) — w (v (s))]| ds
it;timlﬂf(t:)—y(ti)ll
< Je-ylle (7( (s) + A2 (s )ds+;u,)

< kllz -yl

Por ende, existe un tnico punto fijo para este operador en B. Es decir, se satisface
z(t)=¢&— ff(s,x(s),:r:('y(s)))ds— ZQi (sc (t:)) , Vt>a,
4 t<t,
por lo que definiendo
f’ =£— /f(s,:r(s),z(’y(s)))ds-l— Z Q; (m (t:))

4 a<t;

tenemos que z (t) satisface (8.23). A saber

s()=¢ + [ 126 s ENds+ ¥ QG6E), viza

a<t;<t
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satisfaciendo
tlim z(t)=¢&, conéeR".

De esta forma se obtiene la condicién ) de la definicién de equilibrio asintético. m

Es importante notar que el resultado anterior es valido tomando cualquier r > 0 tal que ||z <.
Como consecuencia de los teoremas 8.13 v 8.14 tenemos:

Corolario 8.15 Sean las condiciones [H,| y [Hy] satisfechas. Entonces existe un equilibrio as-
intdtico global, es decir, para cualquier a > 7 lo suficientemente grande, todas las soluciones del

sistemma IDEPCAG
2'(t) = ft,z(t),z((2))), t#t
Az(t;) = Qi(=(£7)), t=t; ,
z (a) = %o
convergerdn a

£ e R™.

9 Equilibrio asintético para el sistema lineal no homogéneo
con argumento constante a trozos del tipo generalizado
con impulsos (9.1)

En lo que sigue analizaremos el comportamiento de las soluciones de la IDEPCAG

y'(8) = A)y(t) + By(v(0) + f(8), t#¢
y(t:) = Ciy(t; ) + Dy, b by

en donde ¥ (t) es una funcién constante a trozos y
y(t;) = lim y(¢),
t<t:

existe Vt; con ¢ € N, donde y (tj') =y (t;); con el fin de concluir que bajo ciertas condiciones de
integrabilidad de los coeficientes, las soluciones de (9.1) son convergentes mediante el estudio de
la matriz fundamental asociada y de la correspondiente férmula de variacién de pardmetros para
t € [0,00) en el caso avanzado. Es decir, ¥{t) = t;41 si t € [t;,%i21), Vi € Z. Analizaremos también
el caso y{t) =t;, si t € [t;,ti+1),Vi € Z.

Ademds, asumiremos las siguientes integrabilidades:

A,B,f e L'([0,00)); Ci,D; € I}N) (9.2)

9.1 Equilibrio asintético para (9.1)
En lo que sigue consideramos la ecuacién (9.1). Se tiene

t

W) = vot f As)y(s)ds + j B(s)y(y(s))ds + / £s
+ Y Cuylt)+ Z D;.

to<t; <t to<t; <t

A continuacién, como corolario del Teorema 8.13, se tiene lo siguiente:
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Corolario 9.1 lim; . y(t) eziste.

Demostracién: Debido a (9.2), se tiene que por el criterio de Cauchy lim;_., u(t) existe, por lo
que se tiene la condicién i) de Equilibrio asintético. m

En lo que sigue explicitaremos el valor de lim; . y(t), a fin de poder obtener la condicién 41) de
equilibrio asintético. Recordando (7.33)

Ciery
¥y = W) + [ wen e
N

Fi (1) F(t)
it) Cr i) ty

4 X W(t,tr)/fb(tr,s)f(s)ds £ Y W) / (I+C,) (¢, 5)f(s)ds
r=i(T)+1 t, r=1(T)+1 Coy

F5(t) Fi(t)
¢ it)
+/¢(t,s)f(s)ds + > W(tt,)D,
ity N .
N — o
F5(t) Fg(t)
(9.3)
donde
i(t)
W(t,t) = Wttig) |~ H (I+C;) Wt t-1) (I+Cz(r)+1)W(ti(T)+117),
F=i(7)+2
parat € Ii(t)yTEIi(T).
COIl

W (tig1,ts) = E(tir1,¢)E (8:,€;), parat; < ¢ <ty coni€ Z*,

A fin de obtener algin resultado para la expresién anterior, debemos analizar cada una de sus
componentes.
Con el objetivo de estimar una cota para W (¢, 7) vemos que ®(t, s) cumple

ti
[®(t, s)l| < efid NACNS o0 g4 s e [t tiry). (9.4)

Ademds, se tiene que tanto E(t;41,t;) como E~'(t;11,t;) son acotadas por (7.7), (7.8) y (9.4), lo
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cual nos permite obtener una estimacién para |[W(t,7)| . A saber

i(t)
wWnll < [[Wetell | [T 1w -0l (9.5)
j=i(r)+2
i(t)
'HW(ti(r)Hﬂ')” H (I +Cy)ll
J=i{r)+1
i(t) i(t)
< | II 1l | | IT 182 el
J=i(r)+2 J=i(r)+2
i(t)
" ”E(ti(-r)—i—lsc-i('r)) \ HEil(T!Ci(‘r))” H H(I—E_CJ)H
J=i(r)+1
Luego, recordando que
ti
| A(u)]|du S AG)||du
9t i)l < 14 SN LBy ds, gt b)) < A0,
tio1

notamos

t;
ti tg
LE( )| < el Al 1+ef“'—7”A(“)”d"fHB(s)Hds :
tig

ti
o Jei I AG) 4

1— eftg‘.—1”‘4(”)"d3 f:‘il i|B(S)H dS

[F=RCRARY]|

IA

por lo que es facil ver que

ti
TL1EGs. )l < eFmbaelen TT | 1.4 fial4te [y as
ti-1

-1

t;
TLIE ssgonll S T | o Fmstattan (4 iz smaten gy
tia)

Luego, debido a que A (), B(t) € L', (C;) € I' (N) y (7.6), se tiene que estos tltimos productos
son convergentes, por lo que W(t, 7) es acotada.

A continuacidon mostraremos que cada componente de (9.3) es convergente a fin de mostrar la forma
del equilibrio asintético.

Lema 9.2 lim, . Fy(t) existe, con k = {1,2,3,4,6}

Demostracién: Para ver que F(t) es convergente, observamos que como W es matriz fundamental
de (7.4), por la integrabilidad de los coeficientes y la acotacién de W se tiene

W(t) = ABW(R) + BHW(1(8) € I,
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lo que implica

t
W(t) — W(to) = /W'(u)du converge cuando t — co.
to
Por lo tanto, se concluye
tli‘nglO W (t) = W{oo) existe. (9.6)

Asi, lim; .o F1(t) existe.
Con Fy(t), F3(t) v Fa(t) se procede similarmente. Reescribimos F3(t) como

i(t) $n
B{t) = W) ) (W) () [ 2t 9)f(s)ds

r=i(7)+1 t

W () F3(: (1))

5

Il

Luego, la convergencia depende tanto de W (t) como de F3(i {t)). A continuacién, dado que W1 (¢)
es acotada, por ser W (¢) y A(¢) € L!, vemos que

|1F56 () - Fti (¢

i(t) {r i(t’) ¢r
= | X e [etaren- Y )7 ) [et s
r=i(r)+1 i r=i(r)+1 e
tiey
< K / 1£(s)]l ds
ti(er)
< €

cuando i (t) e ¢ (t') con ¢ (t) > 4 (¢') son lo suficientemente grandes. Debido a que f € L! se concluye
que F3(i (t)) es de Cauchy y su limite existe.
Luego, por (9.6) tenemos que

[W(t) — W(t')|| es arbitrariamente pequefio para t y ¢’ suficientemente grandes,

por lo que se consigue
1B - Rl < Wl |BG) - BGw))|
+Iw) - we)| | &

€

cuando t,' > T con T suficientemente grande. Entonces F3(t) es una sucesién de Cauchy, y
lim; . F3(t) existe.

Para F; (t) se sigue de la misma forma que para Fj (t), por lo que también se tiene que lim;_. o, F3(¢) existe.
Ahora, prosiguiendo con Fy (t) vemos que

i)

Fi®) = WO Y W) [ (1+0) 00,9 f6)ds
$ra

r=i(7}+1

W (t) Fy (3 (2)).
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Luego, nuevamente la convergencia depende tanto de W (¢) como de 1?‘4(1' (t)). A continuacién, dado
que W1 es acotada por ser W, (C;) y A € L', vemos que

|17 ) - FaGi )|

i(t) tr i(t") t,

= | > M) f (I +C)8(tr, o) f(s)ds~ Y (W)™ (t) f (I+C,) @(tr,)f(s)ds
r=i(T)+1 Sy r=i(7)+1 (o
ti(e)
< K f 1£(s)] ds
bi(er)
< €

cuando i (t) e i (') con i (t) > i (¢') son lo suficientemente grandes. Debido a que f € L' se concluye
que Fy(i(t)) es de Cauchy, por lo que su limite existe.
Luego, por (9.6) se consigue

IFa) = Fae)l < WD || Fati(0)) - Fati (¢)
+Iw @) - we)l | F
< e,

cuando t,t' > T con T suficientemente grande. Entonces Fy(t) es una sucesién de Cauchy y
lim; .o, F4(t) existe.
Finalmente, con Fg(t) se tiene

i(t)

Fs(t) = W(t) Y, (W) (t)D-
r=i(T)+1
= W()Fs(i(t)
por lo que
~ _ i(t) i()
|Be@) -FBewn| = | X e~ Y @)D,
r=i(T)4+1 r=i(7)+1
i(t)
< K'Y D
r=i(t')+1
< €

cuando i (t) e i (t') con i (¢) > i(t') son lo suficientemente grandes. Debido a que (D;) € I* (N), se
concluye que Fg(i (t)) es de Cauchy y su limite existe. Al igual que en las estimaciones anteriores
se tiene

IFs®) = Fs@)l < IWIl||Foti (6)) - Foi (¢)
W) - we)| ||

€,

cuando t,t' > T con T suficientemente grande. Entonces Fg(t) es una sucesién de Cauchy, y
lim¢ .o Fg(t) existe, por lo que el lema queda demostrado. m
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Lema 9.3 lim; .. F;5(t) =0
Demostracién: Dado que t € [ty i(e)+1), puesto que f € L se tiene que

i

/ D(t,s)f(s)ds

i(t)

15 (2)

< K, / | f(s)|| ds — 0 cuando t — oo,
ti(e)
por lo que
tlim F5(t) =

En consecuencia, se tiene

Cicm
Jim y(t) = W(oo,7)yo + / W (o0, 7) @(, s)ds + Z fW (00,8 )®(t,, s)f(s)ds

P r—1(7)+1t

tr

¢ ¥ W(oo,t,)/(I+C'r)<1>(tr,s)f(s)ds+ Y W, t)D,  (97)
r=i(7)+1 &y r=i(T)+1

= f{eR"
Luego, por el Teorema 8.14, se tiene que para a > 7 € R suficientemente grande se cumple

o0

€ =6~ [ Ao - 7B<s> 7(s))ds - f fls)ds = 3 Cut:) = 3 D

a>i; a>t;

tenemos que y (t) satisface (8.23), a saber

=£ + /A(s)y(s)ds—f— fB(s)y s))ds + /f(s)ds + Z Ciy(t;) + Z D; Vt>a,

a>t; a>t;
con lo que construimos y (t) tal que

lim y(t) =§, conéeR?,

t—oo

por lo que se obtiene lo deseado. ®m

9.1.1 Un ejemplo: Caso Bereketoglu

En [13], H. Bereketoglu y G. Oztepe estudiaron la versién escalar de un caso particular de
(9.1). A saber, el caso con coeficientes integrables B(t) = —A(t) con C; = 0, D : N — R tal que
D;=D(),yv(t)=[t+1],cont; =14, Vic N.

Consideremos el sistema lineal no homogéneo IDEPCAG

2(t) = A(t) [2(t) — 2(v(@®))] + f(2), t#i
2(1322( T VD t=i.
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Sea @ () la matriz fundamental del sistema ordinario
x'(t) = A(t)z(t). (9.9)

Entonces, se sabe que ®~! () es matriz fundamental del sistema adjunto de (9.9). A saber

(@71 () = —2 () A(),
por lo que para este caso se tiene

t

J(t,i)=1-— j@(i,s)A(s)ds

i

=T+ d(i) f ~®d(s)A(s)ds
=I+@3E) [@71(t)— @' (4)]
= (i, t)
= &7 1(t,1),
ademads de
E(t, t;) = @, 4)J(t, t;)
= D(t, )P {¢,4)
=1.

Asf, sit,t' € I;, se obtiene

Wi(tt) = E7' (@) EW, ()
= E'ti+1)E{,i+1)
1.
Luego, de (7.32) se obtiene
tigr)+1 i(t) T+1 t i(t)
S = 5 + / a(r,)f(s)ds+ Y ]@(r,s)f(s)ds-{- / o(t,5)f(s)ds+ Y. Di.
T r=i(7)41 & i) +1 r=i(7)+1

Ahora, a fin de establecer la existencia de un equilibrio asintético para (9.8), tenemos que debido
a (9.7) y al Teorema 8.13, se cumple la condicién 7) de la definicidn de equilibrio asintético y su
limite corresponde a

bigry41 55 r+1 o
lma) = w+ [ Wrafeds+ > [erafea+ Y D
= r=i(t)+1 r=i{r)+1
= ¢, eR™

Ademaés, por Teorema 8.14, si para a > 7 suficientemente grande definimos

/A )+ 2(y s))ds—/f (s)ds— > _ D,

azt;
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se tiene que
t

20 =€+ [ 46) ) + oD ds+ [ fiords + 3 Dy

a a<t; <t

La expresién anterior resulta ser solucién de (9.8) v es tal que

lim 2 (t) =¢&,,

t—oo

por lo que la ecuacién (9.8) posee un equilibrio asintético.
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Capitulo IV

Aproximacion uniforme de sistemas
impulsivos por medio de sistemas
impulsivos con argumento constante a
trozos del tipo generalizado

10 Aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales

Sean I ¢ R un intervalo abierto y D un dominio en el (¢, x)-plano. Suponga que f es una funcién a
valores reales tal que f € C(D}). Se tienen dos problemas, muy interesantes, que son los siguientes :

Problema 1: Encontrar una funcién diferenciable ¢ definida sobre I tal que

(t,0(t)) € D, tel (10.1)
G = fltelt)), tel (10.2)

Este problema es llamado una ecuacidn diferencial ordinaria de primer orden, y lo denotaremos
por

z' = f(t,z). (10.3)

Si tal intervalo I y tal funcién ¢ existen, entonces ¢ es llamada una solucidn de la ecuacidn
diferencial (10.3) sobre I.

Claramente si ¢ es solucién de (10.3) sobre I, entonces ¢ € C' sobre I, en vista de (10.2). Ge-
ométricamente hablando, (10.3) indica la pendiente f(t,z) en cada punto de D. Una solucién ¢
sobre I es una funcién cuyo grafico tiene pendiente f(t,@(t)), Vt € 1.

Problema 2 (Problema de Cauchy): Encontrar un intervalo I conteniendo a 7 y una solucién ¢
de (10.3) sobre I que satisfaga

p(r) =& (10.4)
Este problema se denota por

¥ = f(t,2), (10.5)

z(r) =§.

Supongamos que existe ¢ solucién sobre un intervalo I. Entonces integrando (10.2) conseguimos la
siguiente ecuacién integral

t

p(t) =€+ j f(s,(s))ds, te I (10.6)

r
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Ahora, supongamos que @ € C es una funcién que satisface (10.6) sobre I. Entonces claramente
tenemos que @(7) = £, y derivando (10.6) se sigue que ¢ es solucién de (10.2) sobre I. En otras
palabras, existe una correspondencia entre las soluciones de (10.2) sobre I satisfaciendo ¢(7) = £y
las funciones continuas ¢ satisfaciendo (10.6) sobre I.

La mayorfa de las veces es casi imposible encontrar explicitamente ¢ tal que satisfaga (10.3), por
lo que este problema nos motiva a preguntarnos si es posible, de alguna manera, conseguir buenos
aproximantes de la solucién ¢ suponiendo que ésta exista. Una idea genial puede encontrarse en
las primeras paginas de [22], la cual dice relacién con las "quebradas de Euler”. Mostraremos por
construccién que existe una "aprozimacidn” a la solucién de (10.3) en un sentido que explicaremos
a continuacién.

Sea f una funcién continua a valores reales sobre un dominio D en el plano (¢, z). Una e—aprozimacidn
de (10.3) sobre un intervalo I es una funcién ¢ continua sobre este mismo intervalo la cual satisface

i) (Lelt)eD, tel

ii) ¢ € C}(I), excepto posiblemente por un conjunto finito de puntos S en I, donde ¢' puede
tener discontinuidades de primera especie.

i) [¢/(t) - flhet)) <e, tel-5.

Cualquier funcién ¢ que satisfaga (i) sobre I se dird que tiene una derivada continua a trozos sobre
I, y serd denotada por ¢ € PC'(I). Si f es continua en el rectdngulo

R={(t,2) ]/ [t—7l 2 a; |z—§ <b}
alrededor de (7, £), entonces también es acotada. Sean

M= sup |f(t,z)
(t,z)ER

i b
a =miny a, —
M

el resultado principal de existencia que dice relacién con aproximaciones sélo con hipétesis de
continuidad es el siguiente:

Teorema 10.1 Sea f € C(R). Dado € > 0, existe una e—aprozimacion ¢ de la solucién de (10.3)
sobre |t — 7| < o tal que p(7) = &.

Demostracién: Sea ¢ > 0. Una e—aproximacién serd construfda sobre el intervalo [7,7 + a]; una
construecién similar serd definida para [T —«, 7). Esta solucién aproximante consistird de un camino
poligonal partiendo de (7, £), el cual se conforma de un nimero finito de segmentos de recta unidos
por sus extremos.
Dado que f € C(R), ella es uniformemente continua en R, y por tanto, para el e considerado, existe
d. > 0 tal que _

|£(t,z) - FEF)| <e (10.7)

si tanto (¢,z), (£, %) € R, como |t — t| < &, y |z — | < &e.
Ahora, dividamos el intervalo [7,7 + a] en n partes

T=th<h <..<tph =7+«
de modoe que

de
HlaXttk = tk—ll S min ((L, M) . (108)
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Ahora, desde (7,£) construyamos un segmento de linea recta con pendiente f{7,£) a partir de la
derecha de 7 hasta que se intersecte la recta t = t; en algin punto (1, z;). Este segmento debe estar
dentro de la regién T delimitada por las semirectas que parten de (7,£) y que tienen pendiente M
y —M, y la linea t = 7 + a. Esto se deduce inmediatamente de la definicién de o y del hecho que
|f(¢t,z)|] < M. En particular, el segmento construido corta a la recta ¢t = ¢, en T. Desde el punto
(t1,71) construyamos a la derecha de t; un segmento de linea recta con pendiente f(;,z;) hasta
intersectar la recta t = £y en (f, 7). Continuando la construccién, en un ndimero finito de pasos el
camino poligonal resultante encontrard a la recta t = 7 + a y éste pertenecerd a la regién 7. Este
camino serd la solucién ¢ e—aproximante para (10.5) sobre I.

El camino poligonal obtenido lo podemos escribir de la forma

wlr) = &
o(t) = @tr-1) + flte-1,0tk-1)) (¢ — te1), (10.9)
tk,1 S fStk, k:l,Z,...n.

Por construccién de ¢, es claro que ¢ € PCY([r,7 + a]) ya que
o) —o®| < M|t—¢, tEe[r,T+aq] (10.10)
Sit€ (tg—1,tx), entonces (10.10) junto con (10.8) implican que

‘Lp(t) - ‘P(tk—l)l S Mlt - tk—ll S M min <55, %) < 6,5.

Pero, de (10.9) y (10.7), se tiene que

() — f£(t, ()] = | f(te-1,0(tk-1)) — F(t. ()| <€

lo que demuestra que (10.9) es una e—aproximacién de la solucién de (10.5). =

Con el mismo espiritu del parrafo anterior, veremos lo que ocurre con la DEPCAG

g = f([%] hz([a h)) t € [nh, (n+ 1) B), (10.11)

zg = xz(nh), conn € Zy heRY fijo.
Notamos que
t t
[E} = nﬁn53<n+1

= nh<t<(n+1)h

por lo que al llamar a ¢, = nh, e integrando (10.11) se obtiene

z(t)

o(ta) + / F (b (t))ds

m(tn) + f(tnv T (tn)) (t - tn) (10.12)

y al considerar ¢t — t,; obtenemos
2 (tny1) = x(tn) + b ftn, z (ta)). (10.13)

Es decir, el sistema DEPCAG (10.11) puede considerarse como un aproximante de la ecuacién
(10.5) para z° = 7 y h muy pequefio. Es importante notar que el uso de la parte entera vy (t) =
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[ﬁ] h con h > 0, recupera el método de Euler de aproximacién de ecuaciones diferenciales ordinarias
para la ecuacién diferencial

a’ = f(t,z (1)),
z(7t) = xg.

(Ver [24], [25], [28], [29], [34], [35] ¥ [49]). El caso anteriormente expuesto serd la idea que moti-
varé la siguiente seccién, en la cual aproximaremos un sistema IDE por medio de uno IDEPCAG
mediante el uso de este mismo argumento constante a trozos.

11 Aproximacién uniforme de un sistema impulsivo semi-
lineal por medio de un sistema impulsivo con argumento
constante a trozos del tipo generalizado

En lo que sigue se hard una aproximacién de la solucién acotada del sistema semilineal impulsivo

yi(t) = —a;(W)y(t) + Hilt,y(t)), t#ty
Ay = —qirpyi(ty ) + Le(w(ty))  t=ts, (11.1)
y(7) = yo,

mediante una ecuacién diferencial impulsiva con argumento constante a trozos

zi(t) = —ai(t)z:(t) + Hi(t, 2(v (1)), t # (te)

Azilimye) = —Gazi (V) 7) + Lel2i(y(t6) 7)) £ =), (11.2)

z (o) = 20 Co = (1),
donde i =1,2,...,m, y k € N, para las cuales

Z iy t)fj(yg t) +e(t),
con ik > 0, i # 1, ai(t) >0, Vt € RT,Vi € [1,m],Vk € [1,m]. Ademds
Q < tr-i-l - trs re N: (11'3)
donde
8= ig; (tr41 —tr),

y

¥(t) = H 5, keN.

Se demostrard que al considerar esta funcién escalonada, la cual converge uniformemente a la
identidad cuando § — 0, entonces se tendrd

sup [ly(t) — z(t)| — 0 cuando § — 0
teR

El principal resultado de este capitulo serd que mediante el uso de y(t) =4 [3’5] y de hipétesis de
estabilidad, podremos aproximar (11.1) mediante (11.2) en el semieje [T, 00).

11.1 Resultados auxiliares

A continuacién mostraremos una serie de resultados que serdn titiles a fin de lograr una aproximacién
de soluciones.
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11.1.1 Cotas de expresiones relacionadas con la matriz fundamental

¢—Cota exponencial
Lema 11.1 510 < £ < 1, entonces se tiene
exp(g) <1+ 2e.

Demostracién: De la serie de exp (z) vemos que

cr) = 35
n=0
2 €3 54
= 1+€+E+§f—3 2.3.4+"‘
g2 g’
= 1+5+€(§+ﬁ+2.3 4+..)
< 1+a+e(5+i+ e )
- 2 2.2 2.2-2
_ £ 1
- 1+E+s(§-(1_%))

Luego, como 0 < £ < 1, se tiene

entonces se tiene exp(e) <1+ 2. =m
Lema 11.2 sit, < s <t <t..1, entonces se tiene

17— @(t, )] < efHAGI _ g

|- @71(z,s)|| < elelatler _

Demostracién: Considerando que ¢, < s <t < ¢4, si $(¢) es matriz fundamental del sistema
lineal asociado, entonces ®~(t) es matriz fundamental del sistema lineal adjunto correspondiente,
por lo que

8

a-1(t) —d-1(s) = —f@‘l(u)A(u)du+f@‘l(u)A(u)du.

t-
t

o /—@'1(u)A(u)du.

5
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Tenemos que, multiplicando por la derecha por ©(t) a la expresién anterior, se obtiene
it
1-¢m@=ffMamm@m (11.4)

es decir
t

D(t,s) = I—+—/¢'(t, u)A(u)du

y por el lema cldsico de Gronwall-Bellman concluimos que
|B(t, 8)|| < efsIACIIdu,

Ahora, aplicando esta tiltima expresién en (11.4) se tiene

I-a@s)| < / 1@t w)| | ACw)]| du

t
< _/_e— JENAWIdr ) Ay du

El

— JHAmNar _ g

Nuevamente, considerando que para t, < s <t £ {4, estimamos

t

mﬂwm@:fmmm@w

8

y multiplicando por la derecha por ®~! (¢) obtenemos
¢
J—ﬂ@@%g=/Ammmm*@@

es decir

i
I @ Yt,s) = /A(u)@(u,t)du.
Aplicando nuevamente la desigualdad de Gronwall-Bellman cldsica a

|87 (¢, 8)|| <1+ / | A [|@7" (¢, w)]|| du (11.5)

obtenemos
@2 (2, )| < ef<NAC e,

Luego, aplicando la expresién anterior a (11.5) se obtiene
t
lZ-27 @) < / | Aw) | A1 gy
8

= eJlAmIEr _q

obteniéndose asf lo deseado. m
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Corolario 11.3 5t
t—s<é
es tal que para & suficientemente pequenio
2| Al 6 < 1,

entonces
|1 — @t s)| <2 A0

[T -2t 8)|| <24l 8.

Demostracién: Si consideramos t — s < 4, por Lema 11.2 y Lema 11.1, se tiene

II- @) < ellatalde_q
t
< (142 [1A@ld) -1
<

2| Al 8. (11.6)

Anslogamente se procede con |1 — &7 1(¢,s)||. m

Variaciéon de pardmetros A fin de concluir resultados de aproximacién es que necesitaremos
del siguiente lema:

Lema 11.4 La solucion de (11.1) para t € [ty, t;y)41) se puede escribir de la forma

i(t)

s % a;(u)du
yt(t) = g thﬂ (4 H(l = qi,j) Yi0 (117)
=1
i(t) [fi() tr .
+ Z H(l - i3) f e~ o el (5 y(s))ds
r=1 \j=r 52
i(t) i(t) !
+3 | 1T a-ap) | e do 2@, )
r=1 \j=r+1

t

N / ad ai(u)dqu(“’\? y(s))ds.

tie)

Para t € [ty, t;)] es posible hallar una solucidn discreta para (11.1) de la forma

it)
- bate) ai{u)du
vilti) = e S o (1—q5) | 92
j=1
i) fi(e) Ee wirit
+3 ([Ta-a) | [ o5 s y(s)as
r=1 \j=r T
i(t) i(t)

+>- IT -4y e fu g,y (7).

r=1 i=r+1
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Demostracién: Parat € [ti), ti)+1) tenemos que la solucién de (11.1), via variacién de pardmet-
ros, se puede escribir como

t
- [t ai(u)du t,.
y'_(t) — f!i(:) (u) yi(ti(t)) + f e~ J-, az(u)duH,‘(S,’y{S))dS. (118)

tige)

Ahora, al tomar el limite lateral por la izquierda cuando ¢ — ti(z)41, Se obtiene

ti(e)+1
yi(ti_(t)ﬂ) ™ :i‘((f))ﬂ ai(u)dﬂyi(ti{t)) + [ o jlion as(w)dn B (s, y(s))ds. (11.9)
ti(1)
Luego, por la ley impulsiva de (11.1) obtenemos
iltier) = (1 — Giin+1)¥ (g 41) + L i1 ity 41))- (11.10)
Asi, al aplicar (11.9) en (11.10) se obtiene
- tige)+1
yi(ti(t)-i-l) = (1- Qi.t‘(t)-l-l) e f“"‘(‘?ﬂ ai(u)duyi(ti(z)) =+ / e~ pras “"(”)duHi(s,y(s))ds
i)
a0 Wity 1))
lo que es equivalente a
— ti(ey+1 .
viltig+) = (- Qi,i(l)+1)e_ Hie) ai(u)duyi(ti(t)) + / (1 — giiqey+1)€ Jor awde { (s, y(s))ds
tig)

+1 ity +1 (Vi (fi—(t)+1))-

La expresién anterior define una ecuacién en diferencias finitas. Al resolverla obtenemos

i) .
- Ji: ai(u)d
viltice) H(1 - gij)e Ji_y st ) 40 (11.11)
ey
i [ /i) :j ; % A
o3 | (TTa- aae o] | [ e i o y(ods
r=1 j=r tr—1

i) [ [ i@ 1 asiitd
+3 | TT - gade T 0% ) | L lsltn))-

r=1 i=r+l

Luego, al reemplazar (11.11) en (11.8) se tiene que la solucién para t € [to,tis)+1) se escribe como
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i(t)
yi(t) = e fio ai(u)du H(l _ Qi,j) y?

=1
i(t) [ it) tr

+Z H(l"'qi,j) / e~ I; ai(’u)duHi(S:y(s))dS
r=1

j=r
() [ i) :

+3 | TT =gy | e for 8 (e7))
r=1

j=r+1

tr—1

t

+]e‘f:°’(“’d“H¢(s,y(8))d8

tige)

lo que demuestra el lema. m

11.2 Aproximacion de soluciones del sistema impulsivo con argumento
constante a trozos del tipo generalizado (11.1)

En lo que sigue necesitaremos de las siguientes hipétesis:

(H1) f; € C(R™), para la cual existe una constante de Lipschitz L,
tal que para todo u,v e R™, j=1,2,...,m

|fi{u) = f;(v)| < Lj lu—v|,
donde L; : Rt — R* es una funcién continua y acotada.
3 ¥

(H2) I, son funciones Lipschitz: existen {I; x} € Rt
tales que para todo u,v € R™, i =1,2,...,m; k € Z se tiene

| Zie(w) — Lig(v)] € Lig |u—v].

(H3) Existe o > 0 tal que

t

/a,—(u)du + Z In(l+g;x) > ot —s), Vi€ [1,m].

p st <t

Ademds, adoptaremos la siguiente notacién:

bi(s) = b ()L b(s) =D [bis(9)L; L= Lk
Jj=1 i=1 j=1 i=1

A continuacién daremos un lema que nos serd titil en el resto de la seccién:

Lema 11.5 (Lipschitzianidad local) Sia;, bij, ¢; y Hi(t, ) son funciones acotedas Vi, j € [1,m)],
Y

M, lalloo 12lloe + 1H o »
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eristen, entonces para t, < t,8 <i,11 conn € Z se tiene

lya(t) — yi(s)] < My [t — 5 (11.12)
y para ¥ (t,) < t,8 < (tn+1) conn € Z se obtiene

|2i(t) = zi(s)| < M |t — s]. (11.13)

Demostracién: Para £, s tales que t, < £,5 < t,41, se tiene

i

wlt) - gas) = f ! (w)du

= [ Coutuwnte) + Hilw y() du

s

Luego, debido al hecho de que H;(t,y (¢)) estd compuesta de funciones acotadas, se tiene

e~ = ] (1)) ds

IA

J el Wl + 121.0) s

ki

M, |t—s|. (11.14)

IA

Andlogamente con z (t), sabemos que si M, = (||al| . |||/, + | H] ), entonces para t,s tales que
v (tn) <t,8 <y (tn41) se tiene

|4(8) — w(s)| < / |24 () du
< [ Glallc leloo + 1) d
< ;\/Iz\t—s|, (11.15)

por lo que el lema queda demostrado. m
Lema 11.6 Site I._; = [t._1,t,), entonces
i (t7) — 2 (€7} < [ — 2ilo + M.
Demostracién: Observamos que si t € [t,_1,t,), entonces, dado § > 0, es posible considerar
t— ¢l < d.
Ahora, gracias al Lema 11.5, para § > 0 suficientemente pequeno, se tiene

lws (t7) — = (¢7)]

< Jim (ne(®) - 5 O+ 120 - 5 (O}
<y () — 5 (B + M. Jt— 7 (2)]
< i — 2]y + M.
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Es decir
|y (87) = 2 (67| < lyi — 2il o + 6Ms, (11.16)

por lo que el lema queda demostrado. m
El préximo teorema es el resultado més importante de este capitulo:

Teorema 11.7 Consideremos las ecuaciones diferenciales impulsivas (11.1) y (11.2) para las cuales
se satisfacen las hipdtesis (H1) — (H3). i

t

A = supfe_”(t_s)b(s)ds
teR+
to
~ i(t) _
A = sup Y e 7t
satisfacen N
A+A <l

entonces existen constantes K1, Ko, K3 > 0

Ki = 2loll (ol K+1201) + 1Hls + 3 (A+K),

Ky = 2(llallo (120] + 12l A) + (1 Hll 0 + 20 izl X)) + Mz (4 + 1K),
B A+ A

Ky = K _-_—1—(A+K) + Ka,

donde a;, b;;, ¢; y H(t,) son funciones acotadas Vi, j € [1,m], y

My = (lafle ¥l + 1H]l)
M, = (llally 2l + 1 Hllo)
tales que i
sup |yi(t,) — z:(¢,)| € ——— (|9 — 27| + 0K3)
rez - (A+7)
Y

1 0_,0
sup |yi{t) — =z < — P — 2 8K,),
t@z;ly (t) — z(t)| - (A+A) (lu | +6K,)

vt e RY, Vi € [1,m].



Demostracién: Parat e [to,ti(s)+1), usando (2.12) obtenemos

ly:(t) — z:(t)| =

i(t) i(t) [i(t) tr
ot [T a-a) | o2+ 3 0 [ TL0-00) | [ o m(s, y(s)pas
Jj=1 r=1 \j=r Eioi
i(t) i(2) ; } L ,
D IT @ =aug) | e for g uer)) + ] e Ja et (s y(s))ds
r=1 \j=r+l ticis
) i(t) i) [i(t) ¢ )
—e S 2@ [ TT gy | 20 =3 [T A= @) f e Jo OO Ey(s, 2 (y(s)))ds
j=1 r=1 \ j=r ey
i(t) i(t) . , t )
=3 I Q-gu) | e frm®p ery) - / e Jr @I B (5, 2(y(s)))ds|
r=1 \j=r+1

Cicey

Entonces

lyi(t) — zi(t)]
i(t) . . ; 4 i(t) [i(t)
H(l ) (e‘ Ji ailw) uy? e S, ailw) uz?) + Z H(l _ Qi,j)

=1

r=1 \j=r

& 5

J B y(s)ds — [ e S o, ()
tr—1 Cro1

7 ¢
+/e_f:“*(“)d“Hi(s,y(S))dS— / e’f:a‘(u)duHi(S,z('Y(S)))ds
tige) 310)

j=r+1

i) [ i)
JrZ ( H (3~ Qi,_;))

r=0
[ g 1) = e Koy

Asf, se tiene que

lyi(2) — z(2)|

< |da(tto)yd - ¢:(t,Co) 27| (11.17)
i f :(t, 8)Hi(s, u(s))ds — / ult, $)Hi(s, z(v(s)))ds (11.18)
to o
i(t)
+ )|t te) L (a(t7) — i, L (z:(¢))] - (11.19)

[ ]
A continuacién estimaremos (11.17) — (11.19).
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12 Diferencia |y;(t) — z(t)|

12.1 Estimacién (11.17)

Al estimar la diferencia, vemos que

|6:(, to)y? — 9,(£,{0) 27 |
= |¢ (t, fo)y? s (t, o) (to, o) 2|
< [gy(t.to)| |yi — #ilto, Co)znl
= |¢:(t,to)l |yf — =0 + 2] — ;(t0. Co) 20|
< |¢ (& to)] [Jod — 20| + |20] 1 = @:(to, Co)] (12.1)

Luego, por (11.2) y mediante el uso de los lemas 11.2 y 11.1, finalmente conseguimos una mejor
estimacién para la expresién (12.1). A saber

|: (8 to)y? — it o)t | ™70 [y — 22| + 2 (a4 6 |20]]

<
< |98 - 20| + 28 llall 20 (12.2)
cuando § es lo suficientemente pequetio.
12.2 Estimacién (11.18)
Para (11.18) se tiene que si se considera la estimacién
1—-e <z siz>-1,

entonces se tiene

t

fqﬁ (t,s)Hi(s,y(s)) ds—/ (t,5)Hi(s, z(y(s)))ds

€o

faﬁ.:(t,S)Hi(s,Z(’r(S)))dS+f¢i(t,3) (Hi(s,y(s)) — Hi(s, z(7(s)))) ds

<
< fec’(“) Ha(S-,Z("Y(S))IdSJrje‘”(t_s) |Hi(s, 2(v(s))) — Hils, y(s))| ds
Co £
< | H| s lto = Col
+je"’(“s) |Hi(s, 2(v(5))) — Hi(s,y(s)) + Hils, 2(s)) — Hi(s, 2(s))| ds
< 1 Hllos to = Col +je""(‘_”b(5) ly(s) —Z(S)d5+j€f““'”b(6) M. |s —(s)| ds
<

1 Hllo 0 + sup pi(t) — z:(t)] A + M4,
te
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por lo que se consigue

/fb (t,s)Hy(s,y(s ds—fcb (t, 5)Hi(s, 2(v(s)))ds <Sup|yz()—zz()|A+5(|\Hll +M:A).

<o

12.3 Estimacién (11.19)
Para (11.19) tenemos

()

Z!@t (5t (st ) —

1(t

= Ztaﬁ (tyte ) Lo (3l
)

+¢1‘( 2 Cr) Li (a2
i(t)

Zlcﬁ (&t 11—

i('ﬁ)

IA

+ 3 1t C) e (w7

=l

=)=

¢1(t: Cr)Ii,r (yz (t

(8, ) Lo (2:(C)))]

t C ||I1.r yz(t ))l

Asi, aplicando (11.6) y el Lema 11.6, se tiene que

i(t)

D |8t te) L (wa(E7) — Sult,

i(t)
2(afl 8> e 7 | L (yilt

r=1

IA

i(t)

IA

=1
i(t)

< 2all b llyll A+ D e,

r=1

N — L (20¢; )] -

&Lz )]

2|l o0 8 [Ulloo A + D e 7L i)

|+ Ze—a(t < )E |'y1

- zi(¢7)|

(igg lyi(t) — z:(t)| + éMz)

< 25 lall Jull & + (ggﬂgw@-(t) _n()+ éMz) A.

Finalmente se consigue

i(t)

Z |¢‘i(t1 tr)Iz',r('yi(t

sup [1i(8) = 2:()| K46 (2lall Illos & + M:A) .
teR

IA

md) =
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v 37
#:i(t, )L (2 (G )))]
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12.4 Estimacion final |y;(t) — z(t)|
A fin de estimar |y;(¢) — #;(¢)|, aplicamos (12.2) — (12.4) en (11.17) — (11.19) conseguimos
sup lyi(t) — 2(#)|

|yI fz0| +§(2||a|\m|z D
+sup [y; (1) — zi(t)| A + 8 (|| H| o + M:A)
tER

IA

+5up y:(6) = % (D] A+ 8 (2]l Iyloo & + .E)
teR

Asi, si definimos
Ky =2]0]g (Il &+ [28]) = | Hlloo + M. (A + ),

se obtiene 1

sup |y;(t) — z:(t)| € ————— —z] -
sup |ys(t) - z(t)| < (A A) (g8 — 20| +0K1). (12.5)

Ahora veremos si se cumple una aproximacién discreta. Es decir, comprobaremos que la diferencia

1y(t,-(,:)) —z ((i(t)) ‘ sea pequena cuando § sea pequefio.

13 Diferencia ’yi(ti(t)) — % (Ci(t})‘

Debido al Lema 11.4, se tiene

yiltiny) — 2(Cigy )‘

< oy (¢ i(t) to) — @ (Q(t):go) (13.1)
i) ty ¢
Y / : (b o) Hilouids = [ 6, (Guops) Hulorsr(e)ds || (132)
Crn
i(t)
+ Z(¢' tice) r Loyt ) — ¢ (C (t) ) Lo (z(Cr )))‘ (13.3)

Nuevamente, estimaremos (13.1) — (13.3).

13.1 Estimacién (13.1)

Al tratar con (13.1) se obtiene
5(%(:):%)9’? - ¢:’(Ci(t)u¢0)zi0
i(tie) to) — i(gi(tyé‘O) z

= ;(ib 1.(t):t0 ‘ |y1, -

< vl - (tirys o) — ¢:(Cigeys Co)| =

< o0 = 22|+ Bt Cuge) )i Gy o) — B1Cigys o) biltor Co)| |29
<y - = (ti(ey: Cagey) — #ilto: Co e(t)>t0)‘ 2!

< v -2 (tie)s Cie)) — @5 tOsCO)} |27

IA

iyi_z10|+|1_ $4(to, Co)l ’zilw

79



Asi, se logra

i (tiey» to)ys — b (Cigeyo Co)z?

< |y = 22| + 2llall, |27 6. (13.4)

13.2 Estimacién (13.2)

Al calcular (13.2) se consigue

IA

IA

IA

IA

tity Si(t)
/@i(ti(t)as)Hi(Suy(s))ds_ /Q%(Ci(t;,S)Hﬁ(S,Z(’Y(S)))dS
to &
tie) tg
/ &; (i), 8)Hils,y(s))ds — ]¢i(€i(t):s)Hi(3!z(’Y(S)))dS
to o

Ciey

- f 6:(Cageyr ) Hils, 2(x(s)))ds

tige)
] B:(Cey» ) (s, 2(1(5)))ds { | 8o, Eits,uis))ds
ie)
Citry
| [ ilticns ) Bulo,0(5)) — 9ulGig ) Eiulo, (a5
1 # o to = ol + 1l [ti0 = S0
Ciy
+ f |4 (ticey ) Hi (5,5 (9)) — 64(Cageyr ) Hils, 201 (5))

+¢:(Cigey> ) Hil(s, 2(s)) — B3(Ciey, 5) Hil(s, 2(s))
+o,(tig), ) H;(s,2(8)) — (2t i(t),s)Hi(s,z(s))|ds
15| [to — Col + [ Hl |

i(t) — Ci(t]
Ciey

+ f |bs(tscey> )] 5(5) ly(s) — 2(s)] ds
to
Cigey

(it )| 1Bi(s, 2(5)) s

i) G
to

Cigey

(Cigey )| 1Hilo, 27 (5))) — Hils, 2(5))] ds

2[|H||o 6 +sup |yi(t) — z: ()| A + 2 |lall o 2] A + SMA.
teR
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Asf, finalmente se consigue

Cige)

/ bi(tieys ) Hils,y(8)) — 03 (Cigeys ) Hi(s, 2(7(s))) | ds (13.5)
o
< 2up |y (t) — z(8)| A+ 6 (2]lal| (|2l A + 2| Hll o + M:A).

13.3 Estimacién (13.3)

Debido al hecho de que si r < ¢ (¢), entonces se tiene

( i(t)s ) Q‘) (C:.(t) C )
i(Eige) s tr) + @Gy te) — BilCigeyr Br) — 93lCageys

< |biltigeys tr) — DilCigeys B B (Cigys tr) — ¢:(Cigeyr o)
< |diltiey Cigey) (Cigeys tr)| T [i(Cageys tr R ]
< dllall o |¢:(Cigeys tr)| s

por lo que al estimar (13.3) conseguimos

i(t)
Z (¢ ( () T)Ii T‘(yt( )) - (aéi(gi(t):Cr)Ii,r(zi(C:))) ‘
i(t) i(2)
= 3 dultinste)ir (w:lt7)) — D BilGigeyr S i (2(65))

i(t) i(t)
+ Z itigeys tr) i (20(67)) = Y bilticey t) L (2:(S7))
r= r=1

2(¢)

Z¢ t(t}; 1.7'( (;))_Izr(zz(C:))]

it)
+ 3 (dlticos ) — $ulCi 60)) Lir(m:(67))

i(t) i(t)

< Y em oI y(r) - 2(¢7)| + 408 Y e G | I (2(¢T))] -
r=1 r=1
Asi, se logra
i(t)
> (Cbi(ti(t)’tT)Ii,'r(yi(t:)) — &:(Cicey Cr)Ii,T(zi(c:)))
r=1
< Sgglyi(ti)*Z¢(C?))|K+405HZH@K- (13.6)
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Luego, al aplicar el Lema 11.6 en (13.6), finalmente se consigue

i(t)
> (ff%(ti(t):tr}fi,r(yi(t;)) = :(Cigeys Cr)fz‘,r(zi(g)))

r=]

< suplyi(t) = %0 K + 8 (MK + dolzl &) . (13.7)
teR

13.4 Estimacién final |yi(ti(t)) - 2z ((i(t))‘
Por (13.4)— (13.7) en (13.1) — (13.3) se tiene

sup |y;(t-) = (¢, )|
TEL

IA

|of = 27| + 26 |lall | ]|
+sup yi(t) = 2:() A + 8 (2]|ally |2l A+ 2[| Hll + M:A)
€

+sup [ys(t) = w(t)| A+ 6 (MK + 40 |12] 0 ).
teR

Luego, al definir
Ky =2 (llall oo (|22] + 1210 &) + (I1Hll o +20 120 &) ) + 2 (A + K)
se obtiene

sup |y;(tr) — 2:(C,)l
rek

< |yd — 20| + sup |y (t) — (1) (A & K) S8,
teR

Ahora, al reemplazar (12.5) en esta dltima, se obtiene
sup y;(t,) — 2:(¢,)|
reZ

* (i) e (Eitg) )

A+A
Ky =K, (m) + Ko,

sup |yi(tr) — 2:(¢,)] < ;_,
rez Lo (A 4 A)

0 0
Y — &

Asf, definiendo

finalmente se consigue

|y? — 22| + 6K (13.8)

por lo que queda demostrado el teorema. g

Como corolario del teorema anterior, se obtiene la siguiente estimacién del error de la aproximacién
realizada:
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Corolario 13.1

. 1

lim sup |y:(t) — z:(t)| = |9 - 2| | ———= |, VteR?

—Otert ;- (A + A)

. 1
hmsuplyi(tr)—zi(crﬂ:‘y?—zﬂ —_— |, V¥YteR™.
-0 ez 1- (A 4 A)

Demostracién: Inmediata de (13.8) y de (12.5) respectivamente. Se puede apreciar que si la
condicién inicial de los aproximantes mantiene una cercanfa con la condicién inicial del sistema
real, se tiene sensibilidad de las condiciones iniciales. Es decir, obtenemos estabilidad. m

Finalmente, se logra el resultado principal de este capitulo:

Corolario 13.2 5i consideramos 22 = y; (v (7)), entonces |y!U - z?| < 68; por lo que

lims o (sup,ez |yi(tr) — z:(¢)) =0

; , VteRT
lims_o (Supem+ [yi(t) — 2i(2)]) =0

Demostracién: La demostracién es inmediata del corolario anterior. La aproximacién obtenida
durante este capitulo es uniforme. m
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Capitulo V

Simulaciones computacionales de sistemas
CNN

Un Autémate Celular se define como un modelo discreto consistente de una grilla de circuitos o
células, las cuales pueden tener sélo un nimero finito de estados (como "prendido" v "epagado"). El
estado cambia bajo un régimen de paso discreto, de acuerdo a alguna regla fija (funcién matemdtica)
que determina el nuevo estado de cada una de las células en términos del estado presente y del estado
de sus células vecinas. Este concepto fue originalmente descubierto e introducido por Stanislaw
Ulam y John Von Newmann en los afios 40.

Una Red Neuronal Celular o CNN (sigla en inglés de " Cellular Neural Network™) es un circuito
analégico no-lineal el cual procesa sefiales en tiempo real, es decir, es la versién a tiempo continuo de
un autémana celular. Estd compuesta de multiples circuitos clones, también llamados "neuronas"
o "células", dispuestos en arreglos rectangulares. Cada célula posee un estado de entrada (input)
y uno de salida (oufput) y, al igual que en un autémata celular, ellas interactian directamente
s6lo con las células que se encuentran dentro de algin radio o vecindad. El concepto de CNN
fue introducido en 1988 por Leon Chua y Lin Yang en dos articulos, ([20] y [21]). En ellos, los
autores sentaron las bases matemadticas que regfan el comportamiento de tales arreglos celulares.
Chua y Yang usaron este modelo matematico para demostrar, mediante un arreglo adecuado, que
si las sefiales de entrada eran estéticas, las unidades de procesamiento convergerian, lo que sugiere
que ellas pueden ser usadas para ejecutar calculos complejos y ttiles. Una de las primeras y mas
importantes aplicaciones de las CNN’s corresponde al procesamiento de imégenes y reconocimiento
6ptico de patrones OCR. (Sigla en inglés de "Optical Character Recognition"), el cual es atin una
de sus principales aplicaciones.

La dindmica que rige estos modelos ha sido ampliamente estudiada (Ver [3], [8], [15], [16], [31] - [33],
(36], [37], [39], [45], 58], [56] ¥ [57]).

A la luz de las conclusiones del capitulo anterior, el uso de un argumento constante a trozos que
aproxime a la identidad, junto con algunas hipétesis de estabilidad, aseguran que la aproximacion de
un sistema impulsivo mediante un sistema IDEPCAG sea tedricamente efectiva. En este capitulo,
mostraremos una simulacién computacional referida a la aproximacién de un sistema impulsivo del
tipo CNN.

X'M=—ABOXHO)+BHOF(X{#))+C{®), t#t

Xte)=(I-Qu) X (t;) + L (X (t5)), bty
X (7) = Xo,
por medio del sistema IDEPCAG
Yit)=-A@®Y )+ B F (Y (y(t))+C (), t# 7y (te)
Yy () =(T- QY (7)) + L (Y (vt0)7)) s =7t
Y (v(r) =Yo.
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Se considerardn todos los coeficientes acotados. La simulacién fue realizada usando el programa

MATLAB R2015a.

Ejemplo. Sea el sistema

donde

Ademads, consideraremos 7 =0, ¢t; =14,V i€ ZT

zy (t) = —a1 (E) 1 () + buy (¢) f1 (@1 () + 012 (B) fa (w2 (B) + 1 (8), t# by
5 Et))= “(ﬂz (t) 22 (t)(+ 5)21 (}fl z1 (t)) )+ baa (8) fo(za () +ea(t), t#tk
z1 (t; l—q“:L i 1i(Z1 (B , i =t
zg (ti) = (1 = g2.s) JJ; (1) + Iz ?:c; Eti g) , i ti (13.9)
z1 (1) = 3:?,
Iy (’T) = 238
ay (t) =2 +sin (\/3}) az (t) =4+ cos (¢t) ;
b1 (t) = 0.5sin (1), boy (t) = 0.3sin (v/2¢) +0.25sin (2) ;
b1s (t) = 0.3 cos(t), bos (t) = sin(t);
t) = 2sin(v/2t), (t) = cos(v/3¢); (13.10)

q; =04, Vi€ Zt,
f1(z) = tanh (z),
I i (z) = % tanh (), Vi € ZT;

I (O)
Io (O)

cuyas soluciones se muestran a continuacion:

Fig.

salucion discreta x1

13: Solucién real discreta x1 de (13.9).

go; = 0.4, Vi € ZT;
fa (z) = tanh (z);
Iy ; (x) = {5 tanh (z), Vi € Z*.

, con condiciones iniciales

Ly
2,2

solucion discrela x2
T

{ A v i #f-\ : f‘\\ AR Ao A
’\\.‘7/ \\/ \/ \\\/’l “/ \\, ‘J’ ..Vy‘ '\Ljf ‘\ / \\_/‘ \‘\\,_J‘

a E 1w 15 20 2 EL 3 40 43
t

=

Fig. 14: Solucién real discreta 3 de (13.9).



Andlogamente, se muestran las soluciones a tiempo continuo de (13.9) :

solucion x2

soluelon x1 o -

¥t

o i

1w !5 2 25 £ 15 a8 45
1

o 5 10 18 20 25 0 a8 4 e o 5

Fig. 15: Solucién z; de (13.9) Fig. 16: Solucién za de (13.9)

Asi, la solucidn real del sistema (13.9) se ilustra en la siguiente figura:

Solucion sistema aproximado

w{t)

\/ *
10
{

Fig. 17: Solucién real del sistema (13.9) .

En lo que sigue, aproximaremos el sistema impulsivo CNN (13.9) mediante el sistema IDEPCAG

1B )b @ fi () + b2 () felya (v () + e (t), t#7(
2 (t) yz (£) + b1 (£) fa (31 ( t +b22 t)f t M+e(t), t#Fv(
’(ti)) (1—gua)y (v (&) Jrfn 3 t =y (t;
(L= gui)uya (v (&) ) + Lo (w2 (v (&) (



con

utilizando la parte entera

donde todos los coeficientes son los dados en (13.10).
Con el fin de estimar los pardmetros necesarios para ilustrar la aproximacion del capitulo precedente,
es que utilizaremos la siguientes cantidades

1<i<2

2
boo = max > [lbi; ()l Li-
=1

Observamos que
boc S bl:

donde
2 2
b= b (8)l o Li-
i=1 j=1
Ahora bien, como la funcién tanh (z) es Lipschitz, con constante de Lipschitz 1, se cbserva que
Li=1ly ;= 1—10. Entonces, se tiene

2
I = lgp =102
i=1

¥
2
b = gg?ggZHbz‘j (t)] oo L
sis2 o
= mex {0,8;1,5}
= 1,5
Ahora, gracias a que
In(l-gi)i—p10p = In0,6
= 0,47;

es posible considerar ¢ = 2,47. Por lo tanto
t

A = sup fe-°'<*—s) -(1,5) ds = 0.60728;
tcR+ 4

()
(0,2) sup Ze_”(t'r)

teRT

=gl
I

i(t)
= (0,2) sup e™°* e’
(0.2 teR+ ;

eﬂ'

2
(0,2) e’ — 1
—  0,218480.
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Es decir, se tiene N
A+A<L

A continuacién se muestran las aproximaciones obtenidas del sistema discreto asociado a (13.9),
por medio del andlogo discreto de (13.11) . A saber

/ — e ) du
gi((n+1)8) = (1— g (nyya)e Js m)duy. (ng)
(n+1)8 )
D8 L du R
n / (1= gumyny)e™ 547 astdn [ S7 5 ()£ (0, (n6)) + ¢ (s) | ds
nd i=1

+I; (nt1ys(@i((n+1)67), coni=12yneN.

discrats x1 para dalta=1
T T

comparacion aproximade-aproximanta discreta x1 para delta=0.1

il
s
e

i

—_

S
e
i
-

Fig. 18: Comparacién aproximante vs solucién  Fig. 19: Comparacién aproximante vs solucién
real discretos de x7 ({) con d = 1. real discretos de z; (£) con § =0, 1.

En las graficas anteriores se observa la diferencia en la precisién de la aproximacion de una de las
componentes de la solucién discreta real lograda al considerar & m4s pequefio. De la misma manera

se aprecia la mejora en la aproximacién al considerar ¢ cada vez méds pequerio para el caso a tiempo
continuo:

solucion x can delta=1

solucion x con delta=0.1

L5

o ; hooa

R 4'51 I

lf\ il é“ ‘l !‘, {
WAL R R R
s iv v vty iy g
s LIPSV VTV LY
’ : \sif‘-.;mie SRURE
LIS T T T O B O L O O
0t 05 i ‘ilJ }‘JJ ]gi li }j R a‘i“ ‘]1
| LU ov oW ¥ og
‘ ! . H h 1' \ if

L 5 0 15 20 25 a0 ® 0 45 L T 16 1 20 25 20 ¥ 5

Fig. 20: Comparacién aproximante vs solucién  Fig. 21: Comparacion aproximante vs solucién

real de zy (£) con d = 1. real de 7y () con 6 =0, 1.
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Se repite el proceso para la componente xo (t) del sistema en cuestién. A saber, para la aproximacién
de la solucién discreta

yilh

@

|
-85

\;\- ,"‘\ /x\ /\\,j\"‘ /‘-\//\ ‘/‘/\\,,/\\’j‘\ /\,/\ d

comparacion aproximade-aproximanta discrata k2 para daita=1

5 10 16 4 25 30 35 il a5
t

Fig. 22: Comparacién aproximante vs solucién

real discretos de @3 (t) con § = 1.

v para la solucién a tiempo continuo

aproximacion solucion y son deita=1
- Bppcimas }

”‘. - . .‘f‘. Ok Y -
MANMAAN

t

Fig. 24: Comparacién aproximante vs solucién

real de @3 (t) con d = 1.
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as i i i discrata ¥2 para delta=0.1

N
]

l hoo . L. \ A / 2
\ \/ \j \//\\I / \ / -\// \\ /\ /\\/' \\. I,f"\{)h" :

0.5 -L - 7
a B 0 15 % 25 k4] 5 40 45
1

e

Fig. 23: Comparacién aproximante vs solucién
real discretos de 2 () con d =0, 1.

aproximacion solucion y con deltasd.1
2,5 e e e e

o

0 5 i a0 3% a8

Fig. 25: Comparacién aproximante vs solucién
real de za (t) con 4 =0, 1.



En la siguiente figura se aprecia el error cometido al aproximar la solucién real del sistema usando
d= 1

apreximacion solucion delta=1

25
2
1.5
“;; 1
054 h%
X
- L%
_é‘\ .
-0.5
= >\\ j
1 \0\
T

Fig. 26: Comparacién solucién aproximante vs solucién real con § = 1.

La gréfica anterior se ve contrastada por la buena apreximacién a la solucién real del sistema
conseguida al considerar un J méds pequefio, a saber § =0,1:

aproximacion solucion deita=0.1

8}

Fig. 27 Comparacién solucién aproximante vs solucién real con 4 = 0, 1.

En consecuencia, las graficas anteriores comprueban nuestros resultados tedricos.
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