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RESUMEN

Dado X un toro complejo v f una funcién holomorfa de X en X se quiere estudiar el
niimero de puntos fijos de las funciones iteradas f™ v mas especificamente el comportamiento
asintético cuando n tiende a infinito. En [4] se demuestra que para dimensién 2 esta sucesidn
puede tener solo tres tipos de comportamientos, y que esto dependerd de los valores propios
de la funcién. Lo que se hard en este trabajo es introducir algunas herramientas de teoria de

niimeros y aproximacion diofantina para extender el resultado a dimensiones arbitrarias.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Toros complejos y variedades abelianas

Sea V un C—espacio vectorial de dimensién g y L un reticulado en V; es decir, un subgrupo
discreto de rango maximal, y por lo tanto isomorfo a Z29. Entonces a la variedad compleja
T = V/L se le llama toro complejo de dimensién g. Se observa que T es un grupo abeliano por

ser cuociente de grupos abelianos, y es una variedad compacta por ser L un subgrupo de rango
maximal.

Ejemplo 1.1. Consideramos dos vectores {z1, 22} en C, linealmente independientes sobre R y

definimos L = {nz; + mz; : n,m € Z}. Entonces T = C/L es un toro complejo de dimensién
uno.

Ejemplo 1.2. Un caso particular del ejemplo anterior es considerar los vectores {1,i} en C,
que claramente son linealmente independientes sobre R. En este caso el reticulado L es el grupo
de los enteros de Gauss Z([i] (de hecho este tiene estructura de anillo, pero para lo que se quiere

hacer esto no hace diferencia). De este modo cbtendremos un toro complejo de dimensién 1.
T = C/Zi)

La gracia de este ejemplo es que podemos ver este toro haciendo la identificacién de lados
opuestos de un cuadrado de lado 1, de la misma manera que se contruye el toro real de dimensidn
2 como un complejo de celdas (ver figura 1.1).



P - P
bh A I)
b a P

Figura 1.1: incrustacién del toro bidimensional real en R? y su respectiva representacién como
CW-complejo de dimensién 2.

En general para representar un toro complejo de la forma T' = V/L se escogen bases V =

{v1,...,u4} de V como C-espacio vectorial y f1,..., fag de L como Z-médulo. De esta manera al
g

ser V base de V, se tiene que f; = E 3045 con mi; € C. De este modo denotemos por 7y, ..., Tg;

1
las coordenadas de f; con respecto a la base V.

La matriz

M1 T2

Tg1 -+ Tg2g

En M(g x 2g,C) se llama la matriz periodo de T' (con respecto a las bases escogidas).
Nos preguntamos en este punto jes toda matriz II € M(g x 2g,C) la matriz perfodo de algin

toro complejo? Para responder a esta interrogante debemos ir a la siguiente proposicidn.

Proposicién 1.3. II € M(g x 2g,C) es la matriz periodo de algiin toro analitico si y sélo si la

. I .
matriz P = [ — | es no singular.

II

Demostracidn. Por lo visto previamente, una matriz Il es la matriz perfodo de un toro complejo
si y solamente si los vectores columnas de éste generan un reticulado en el espacio vectorial, y
esto pasa si y solo si los vectores columnas son R-linealmente independientes.

Supongamos que las columnas de II no son linealmente independientes sobre R, es decir, podemos
encontrar z € R% no nulo, con IIz = 0. Luego se tendrd que Pz = 0.

Reciprocamente si suponemos que P es una matriz no invertible, entonces hay vectores z,y €

R?¢, no ambos cero, tales que P(z+1y) = 0. Pero esto significa que II(z+iy) = 0y I(z+iy)) = 0.



Luego II(z — 1y) = II(z + iy) = 0. De esta manera como II(z +iy) = II(z — iy) = 0, concluimos
que [Tz = IIy = 0, donde = # 0 o y # 0. Luego las columnas de II no pueden ser linealmente

independientes sobre R. Asi se concluye que [I no puede ser una matriz periodo.

O

Ejemplo 1.4. Sean z; =1, z, = i en C. Podemos tomar la base {v = 1} de C como C-espacio
vectorial, y {f1, f2} = {1,1} base de L como Z-médulo. Entonces la matriz periodo de T'= C/L
1 14

es (1 1), v la matriz P de la proposicién anterior es P = ( t .
—i

) que es claramente no

singular (determinante no nulo).

Definicién 1.5. Sean T; y 15 dos toros complejos. Un homomorfismo de 73 en 75 es una funcién

analitica f : 77 — T compatible con la estructura de grupo.

Definicidn 1.6. Sea T un toro complejo, y zg € T, se define la traslacién por zg como la funcién
analitica ., : T' — T dada por t,,(z) = z + 2.

Observacién. La traslacién t,, no es un homomorfisino de toros complejos (salvo que zg = 0),

va que no preserva la estructura de grupo, perc si es una funcién holomorfa.

Proposicién 1.7. Sea h : Ty — Ty una funcidén analitica, con Ty = Vi/Ly y Ty = Va/La,
entonces

1. Eziste un 1unico homomorfismo de grupos f : 11 — 15 tal que

h=tpgyo f
es decir, h(z) = f(2) + h(0) V2 €T3 .

2. Eriste una tnica aplicacion C-lineal F' : Vi — Vi eon F(L;) C Ly gque induce el homomor-

fismo f.

Demostracidén. Definimos f = tj(g) o h, y consideremos la siguiente composicién de funciones

V1—11—>T1—f—}T2



Por otro lado como V; es el recubrimiento universal de Ty, la funcién f o7y puede ser levantada

a una funcién F : Vi — V: analitica de forma (nica de manera que el diagrama siguiente
conmute

L — 1
|

- 2

Jom1 Ny o~
T

y tal que F(0) = 0.
De la conmutatividad del diagrama vemos que F(v+1) — Fv) € Lo, paratodol € Ly y v € V1.
Entonces esta funcién de v es constante. Asi

Flo+1)=F(v) + F(1)
paratodo ! € Ly y v € V3, y por lo tanto las derivadas parciales de F son periddicas con periodos
L1, y por lo tanto constantes. Como F(0) = 0, se sigue que F' es C-lineal.
O
El conjunto de todos los homomorfismos de 77 en T3 forman un grupo abeliano (con la

operacidn suma punto a punto), denotado por Hom/(Ty, T5). La proposicién anterior nos entrega
un monomorfismo de grupos

pa : Hom(Ty,Th) — Home(Vi, Va)

(donde Homg(Vi, Va) es el espacio vectorial complejo de transformaciones C-lineales entre los
C-espacios vectoriales Vi y V2) dado por p,(f) = F y llamada la representacién analitica de
Hom(Ty,Ty). po(f) recibe el nombre de representacién analitica de f.

Por otro lado, la restriceién Fr, : L1 — Lo de F al reticulado L es Z -lineal. Asf se tiene
un monomorfismo

pr : Hom(T1,Ta) — Homgz(Ly, Ln)

(donde Homg(L;, Ls) es el grupo de homomorfismos de Z - médulos entre L; y Ls) dado por

pr(f) = Fr, y llamado la representacién racional de Hom(T1,Th), y a p-(f) la representacién
racional de f.



Definicién 1.8. Cuando T7 = T3, los homomerfismos f : 7% — T} son llamados endomorfismos
de 77. Al conjunto de todos los endomorfismos lo denotamos per End(7}).

Ejemplo 1.9. Dado urn toro T' = V/L y un entero n, se tiene el endomorfismo ny : T — T,
cuya representacién analitica esta dada por po(ny) : V =V, pa(nr)(2) = nz.

Definicién 1.10. Sea T = V/L un toro y S un subconjunto de T, Se dice que S es un subtoro

de T si existe un subespacio W de V y un reticulado M en W tal que M € W N L y tal que
S=W/M.

Proposicidén 1.11. Sea f: Ty -+ Ta un homomorfismo de toros. Entonces

(1) Imf es un subtoro de Ts.

(2) Kerf es un subgrupo compacto de Ty. Su componente coneza gue contiene a 0, denotada
por (kerfo, es un subtoro de T\ de indice finito en kerf.

Demostracidn. Lo primero que se debe notar es que V3 := F(V}) C W, es un subespacio vectorial.
Por otra parte Lz := Ly N F(1}) ee discreto, pues estd contenido en Ly y ademds genera a Vi
como R-espacio vectorial. De esta manera se concluye que Imf = Va/Lg. Asi queda demostrade
(1).

Ahora se probar4 (2). Como kerf = f~1(0p,), se tiene que kerf es un subgrupo cerrado de 77,
y por lo tanto compacto (cerrado en un compacto es compacto). Luego tiene una cantidad finita
de componentes conexas, v cada una compacta. De esta manera (kerf)p es conexa, por lo que
solo basta probar que este es un subtoro.

Como la representacién analitica F' de f es lineal, se tiene que Vi := F~1(La)o es un subespacio
vectorial de V. De esta manera se ve que (ker f)g = Vi/ L1 N VY, pero como (ker f)g es compacto,
se tiene que L; NVy tiene que ser de rango maximal, luego es un reticulado en Vj. De esta manera
se concluye que (kerf)p es un subtoro de 7j.

O

Observacidn. Para todo toro T = V/L y un entero n # 0, el endomorfismo nr de T definide
anteriormente tiene como nucleo a los puntos de orden n en T, también llamados puntos de
n-torsién, y denotados por T'[n]. Ademis se tiene que T'[n| ~ (Z/nZ)?

o



A continuacién se introducird la nocién de variedad abeliana, objetos particularmente impor-
tantes en geometria algebraica y geometria compleja. La definicién que se dard es la més cémoda.

para trabajar en este contexto, sin embargo, se pueden encontrar otras definiciones equivalentes
en la literatura.

Definicién 1.12. Sea dird que un toro T = V/L es una variedad abeliana si es que tiene una

inmersién a algiin espacio proyectivo.

Ejemplo 1.13. Se define una curva eliptica E como una curva proyectiva de género 1. Estas

curvas tienen estructura de grupo abeliano (ver (18] para mayor detalle de la estructura de éste),
luego las curvas elipticas son variedades abelianas.

Veremos en la siguiente proposicién que podemos considerar productos de variedades abe-
lianas para obtener nuevamente una variedad abeliana

Proposicién 1.14. Dado X,Y dos variedades cbelianas, entonces el producto X x Y es una
variedades abeliana.

Demostracién. Decir que X e Y son variedades abelianas, es equivalentes a decir que son toros
complejos, con estructura de variedad algebraica proyectiva. Luego X, Y son proyectivas, por lo
tanto X x Y es proyectiva (ver [17, Seccién 5, Capitulo 1]). Ademés, por otro lado, es directo

que producto de toros es un toro. Asi concluimos que producto de variedades abelianas es

abeliana. =

1.2. Algebra y teorfa de niimeros algebraicos
1.2.1. Teoria de cuerpos y Galois

En lo que sigue, aparecerdn frecuentemente extensiones finitas de Q y sus respectivos anillos
de enteros, por lo que se repasard y establecerd cierta notacién y convenciones.
Todas las extensiones de cuerpos que consideraremos serdn finitas (por lo tanto algebraicas)
sobre Q, por lo tanto pensaremos que todas ellas est4n dentro de una misma clausura algebraica

Q de Q, més atn supondremos que esta clausura estd contenida en el cuerpo de los nimeros
complejos C.



Qc-Qcc

Definicién 1.15. Sea K una extensién finita de @, entonces diremos que K es un cuerpo de
nimeros.

Otro hecho importante es que en la teorfa general, dada una extensién de cuerpos L/K,
existen s incrustaciones L < K que fijan K, donde s es el grado de separabilidad de la extensién.
Afortunadamente como se trabajard sélo con cuerpos de nimerocs, el grado de separabilidad
coincide con el grado de la extensidn.

De este modo un cuerpo de nimeros K tiene n incrustaciones en Q, pero se acostumbra a decir

(v es como se dird en este trabajo) que K tiene n incrustaciones en €. Otro hecho importante
digno de recalcar es el siguiente.

Observacién. Dada una incrustacidn, digamos 7, entonces 7 también define una incrustacion, y

de hecho esta serd distinta si 7 no toma sdlo valores reales. De esta manera, podemos escribir el
siguiente resultado.

Proposicién 1.16. Un cuerpe de nimeros K de grado n, tiene n incrustaciones a C, r de ias

cuales son reales y 25 son no reales, para ciertos nimeros ,s e N, conr +2s=n

Demostracidn. Es directo del hecho que los cuerpos de niimeros son extensiones separables de

Q, de la observacién anterior, y de que se fij6 una clausura algebraica de Q) dentro de los nidmeros
complejos. (]

Observacidn. La configuracién o tupla (r, s) recibe el nombre de signatura de K.

Una funcién muy importante en teoria de cuerpos, dlgebras y teoria de nirmeros, es la norma

asociada a una extensién. En lo que sigue se definirdn y expondran algunos resultados y hechos
bésicos.

Sea L/F una extensién finita de cuerpos de grado n. Entonces podemos ver a I como un

F-espacio vectorial de dimensién n. Tomemos un elemento o € L diferente de cero y definamos
la aplicacién F-lineal
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xz L

Una comprobacién répida muesta que my es invertible, de hecho my! = my-1. Como mq
es una aplicacién F-lineal, tenemos que dada una F-base de L, existe una matriz M, con

coeficientes en F' que representa a m,. Como m, es invertible, se tiene que det M, # 0. De esta
manera definimos la siguiente funcién:

NL/F L = H*
@ —  det M,

A esta aplicacién se le llama la norma de L/F
Lo primero que debemos observar es que al estar la norma definida como el determinante de

una matriz, esta deberia tener alguna propiedad de tipo multiplicativo, y de hecho es asi y se
verd en la siguiente proposicidn.

Proposicién 1.17. La funcién norma recién definida es un homomorfismo entre los grupos
multiplicativos L™ y F*.

Demostracicn. Es directo del hecho que MyMpg = Mag O

Una de las caracteristicas de la norma es que aparece frecuentemente, y de distintas maneras,

es por eso que se dardn las caracterizaciones més usadas que ésta tiene.

Proposicién 1.18. Dada una eztensidn de cuerpos L/F, la norma Ny se puede calcular de

siguientes formas equivalentes.

o) El determinante de la matriz My asociade a la funcién mg,
b) sia € L, yai, 02, ..., m s0n sus conjugados (en el sentido de Galois), entonces Np;p(a) =

i)

¢) Sip(t) =t"+ am_1t™ ' + ... +art +ap € Flt] es el polinomio minimal de o sobre F,
entonces Np p(a) = o,g/m



4 g
donde [L : F; es el grado de inseparabilidad de la extensién L/F (en el caso de cuerpos

de niimeros este grado es 1).

- [L:F):
d) sio1,...,on son las distintas n incrustaciones de L en F, entonces Ng Jr(e) = (H oz-(a:))

Demostracién. Una demostracion puede ser encontrada en [15, Teorema 8.6 y Teorema 8.12] [

1.2.2. Teoria de ntimeros algebraicos

Los anillos que se usardn siempre serdn asociativos, conmutativos y con elemento unidad,
ademds cuando se tengan contenciones de anillos (A C B) se asumird que 1g = 14.

Sean A, B anillos tales que A € B como subanillo. Entonces diremos que un elemento b € B
es entero (o integral) sobre A si este satisface un polinomio ménico con coeficientes en A; es
decir, existen ag,...,an—1 € A tales que

W +ap 1BV abtag=0

Si todo elemento b € B es entero sobre A, entonces diremos que B es entero sobre A.

A continuacién se darédn caracterizaciones equivalentes a que un elemento en B sea entero
sobre un anillo A.

Proposicién 1.19. Sean A, B dos anillos tales que A C B, y sea b € B. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalenies:
i. b es un elemento entero sobre A
ii. Afb] es un A-mddulo finitamente generado

i, Eziste un anillo intermedio A € C C B que contiene a b y que es finitamente generado
como A-mddulo

Demostracidn. La demostracién de esta proposicién se puede encontrar en [2, Proposicién 5.1]

e

O

Vamos a ver ahora que dada cualquier extensién de anillos A C B, el conjunto de elementos
enteros es interesante y tiene buenas propiedades.



Proposicién 1.20. Sea A C B una extensidn de anillos, consideremos el conjunto C := {b €

B | b es entero sobre A}. Entonces el conjunto C es un anillo. Este anillo es conocido como la
clausura integral de A sobre B

Demostracidn. Ver [2, Corolario 5.3].

El tipo de extensiones de anillos que nos va a interesar es el siguiente:

Sea K un cuerpo de nimeros, de esta manera tenemos la extensién de anillos Z C K. Se
define Ok como la clausura integral de Z en K.
Alguna propiedades importantes que tiene Ok y que pueden ser de interés, es que es un dominio

Noetheriano, normal y de dimensién 1. A este tipo de anillos se le llama dominio de Dedekind
(ver [16, Sec 8, Capitulo 1]).

Otros hechos importantes son los siguientes:

Proposicién 1.21. Sea K/Q un cuerpo de nimeros de grado m, entonces O es un Z-mddulo

de rango n, es decir, genera a K como Q-espacio vectorial (Q ®z O = K)

Demostracién. Ver [16, Proposicién 2.10, Capitulo 1]. O

Teorema 1.22 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Sea k un cuerpo de nimeros, entonces
el grupo de unidades Oy de Oy es isomorfo al producto del grupo finito u(k) vy el grupo abeliano

libre de rango r + s — 1; donde u(k) es el grupo de raices de la unidad contenidas en k, y (r, s)
es la signatura de k.

Demostracién. Ver [16, Teorema 7.4 Capitulo 1] O

1.2.3. Polinomios y teoria de niimeros

El comportamiento de #Fiz(f™) estd intimamente relacionado con los valores propios de
la representacién analitica de f. Pero estos valores propios también aparecen como raices del
polinomio caracteristico de la representacién racional de f (ver 1.1). La particularidad de este
polinomio es que es moénico y tiene coeficientes en Z. Este hecho crea un lazo entre el problema
que se estd estudiando y teoria de nimeros, ya que, dicho en otro lenguaje, los valores propios que

gobiernan el comportamiento estudiado son enteros algebraicos, tema central en teoria algebraica
de nimeros.

10



Se necesitard algunos lemas de esta teorfa que nos ayudarin mas adelante en el desarrollo
del trabajo.

Lo primero que debemos ver es qué sucede cuando en un polinomio mdnico con coefientes
enteros aparecen solo raices con mddulo igual a 1.

Teorema 1.23 (Kronecker). Sea T(X) € Z[X] un polinomio ménico con coeficientes enteros.

Supongamos que todas lus raices de T tienen mddulo igual a 1. Entonces todas las raices de T
son raices de la unidad.

Demostracidén. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el polinomio T'(X) es irreduci-
ble, pues si no lo es, podemos aplicar el resultado a cada factor irreducible de este. Si v, ..., an

son todas las raices, entonces podemos escribir T'(X) = H (X — o) y para cada k > 1 con-
1<ign
sideramos el polinomio Ty (X) = H (X — of). Los coeficientes de Ti(X) estdn en Z, ya que,

1gigsn
sus raices son enteros algebraicos, pues los @; son enteros algebraicos. Ademds, como siempre,

los coeficientes de Tj(X) son polinomios simétricos , luego el coeficiente de X™™ ™ est4 acotado
por (), pues |af| = 1. Lo que esto nos dice es que en total hay un nimero finito de posibles
polinomios T (X), en particular el nimero de posibilidades para af es finito. Luego existen dos
enteros k; # ko tales que a:.“ = afz = afl_kz =1, es decir a; es raiz de la unidad. Luego como
habiamos supuesto T'(X) irreducible, se tiene que todas las otras raices deben ser raices de la

unidad, pues son conjugados de o; (basta aplicar el grupo de Galois de la clausura normal de
T(X)). O

Ahora veremos que los enteros algebraicos de médulo 1 tienen polinomios minimales espe-

ciales, los cuales tienen bastantes propiedades interesantes,

Proposicién 1.24. Sea a € C un entero algebraico de valor absoluto 1 y diferente de +1.

Entonces su polinomio minimal es un polinomio sebre Z de grado par con coeficientes simétricos,
cuyas raices aparecen en pares conjugados.

Demostracién. Claramente el polinomio minimal es ménico y tiene coeficientes en Z pues el

elemento a es entero. Ahora nos resta probar la simetrfa del polinomio.

e



Como |a| = 1 tenemos que 1/a = @, ademds sabemos que @ es raiz del polinomio (pues tiene
coeficientes reales). Por otra parte tenemos que

h(1/Z) = h{a) =0

Asi, @ es también raiz del polinomio t"h(1/t) que es de grado n, luego t"h(1/t) = c- h(t) para
algun ¢ € Q. Tomando ¢ = 1 tenemos que h(1) = ¢-A(1), pero como supusimos que a era distinto
de £1 se tiene que k(1) # 0, luego ¢ = 1. de esta manera

PR(1/E) = h(t)

con esto se concluve que las raices aparecen a pares reciprocos v por lo tanto el polinomio tiene
grado par. O

Observacidn. A este tipo de polinomios también se le llama palindrémico, pues los coeficientes

se leen igual de derecha a izquierda que de izquierda a derecha.

1.3. Algunos resultados de analisis armodnico y criterio de equi-
distribucién de Weyl.

En la demostracién del Teorema principal todo se reducird a estudiar el comportamiento de
la sucesién {A\"},en, donde A es un elemento algebraico que no es rafz de la unidad. Usaremos
algunas herramientas de andlisis arménico para decir con mayor certeza como es que se distri-
buyen estas potencias en el circulo unitario.

A continuacion desarrollaremos un poce de esta teoria, basandonos en [10].

Una observacién muy importante es que estudiaremos distribuciones en el circulo unitario y en
el intervalo, usando la parte entera, sin hacer mayor distincién entre ellas. Estas son dos formas
distintas, pero equivalentes de hablar de lo mismo, ya que, el circulo unitario lo podemos ver
como un toro real unidimensional, que se obtiene como el cuociente de grupos topologicas abe-
lianos R/Z (el equivalente unidimensional de la figura 1.1).

Dado un nimero real cualquiera u, se puede considerar [u] como la parte entera de u, y (1) como
la parte fraccionaria. Claramente v = [u] + (u). Se observa que 0 < (u) < 1. Si u es irracional,

entonces la sucesién (ku), k= 1,2, ... se mueve a lo largo del intervalo (0,1) (no puede ser cero,



pues en ese caso ku seria un entero, pero esto no puede pasar). Haciendo el andlogo a lo que
nosotros queremos, ver la sucesién {(ku)}ren es equivalente que ver la sucesién que nos importa
en el circulo, pues hay una biyeccién entre las raices de la unidad y el conjunto QN [0,1).

Sea u una sucesién de nimeros reales contenidos en un intervalo J. Para cualquier subintervalo
J C I, tomaremos u(J) la medida en el sentido de Lebesgue, y J(n) el ntimero de elementos de
U1, ... Un que pertenecen a J. Esta secuencia de puntos se llamara equidistribuida o uniforme-
mente distibuida en I si para cada J subintervalo contenido en 7.

e 7))

n—oco 7 p()

Ahora veremos un teorema que nos permite ver esta definicién de secuencias equidistribuidas en
lenguaje netamente analitico.

Teorema 1.25. (Criterio de eguidistribucién de Weyl) Una secuencia {ug} contenida en el

intervalo [0,27) es uniformemente distribuida en el intervalo si i solamente si

.1 . "
Jim E;f(uw - / F#)du (11)

para toda funcién f que es continua y 2w-periddica.

De hecho se tiene que es suficiente que 1.1 se cumpla para las funciones e'Jt (para todo entero

7), es decir, de debe cumplir que
n

Jim 23 e = (12
k:].

Demostracidn. Una demostracién de este teorema puede ser encontrada en [10]. No se demos-

trard aqui debido a que la demostracién de esto no juega un papel preponderante en lo que
sigue, sumado a lo técnica que ésta es. O

En esta seccién usaremos la siguiente notacién: Para un ndmero real o € R, |la|] denota la
distancia al entero mds cercano

Lema 1.26. Sean a, B € R. Entonces para N € N,

N
| >~ e(an + B)| < min{N, (2||a|) "}
n=1

13




Demostracion. Primeramente debemos observar que la constante 5 no afecta la desigualdad,
pues

N

| & ||
E e(an + B)! = |e(B)] |Z e(an)| = Z e(an)
n=1 n=1 | n=1

; . , 1—e(an)
Si o = 0, entonces la suma es N (¢(0) = 1). Si a # 0, entonces la suma es e(a)l—e((a)J
es una suma geométrica. Por otra parte sabemos que el seno complejo cumple con la siguiente

identidad

, Dues

1. ;
Y 12 —1iz
S1niz) = —(e” —e
() = 5:( )
Luego la suma anterior es a lo més |sinwa|™}. como sinma > 2||al| se concluye la desigualdad.
O

Teorema 1.27. (Teorema de eguidistribucién de Weyl): Sea a un nidmero real irracional. En-
tonces la sucesidn {(an)} es equidistribuida

Demosiracién. Por el criterio de equidistribucién de Weyl, nos basta con probar que para todo
k € N se tiene

1|
1 —E ; =
Nl—I&N n_le(k(m) 0

Como ko es irracional, entonces por Lema 1.26, si V es suficientemente grande entonces las sumas
parciales dan a los mas 1/2|[ka||. Lo importante de todo esto es que esta cota es independiente
del N (cuando este es grande por supuesto). Luego

N

Z e(kan)

n=1

Asi concluimos que la sucesién que nos interesa es equidistribuida en el circulo unitario.

il
e, S
~ 2N||ka|

—0
N
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Capitulo 2

Puntos fijos y valores propios

2.1. Férmula para el nimero de pﬁntos fijos

Consideremos X un toro complejo de dimensién g y f : X — X una aplicacién holomorfa,
que no tiene que ser necesariamente un homomorfismo de grupos. Se probé en la Seccién 1.1 que

f es una traslacién (f = h +a) de un endomorfismo de toros h € End(X) por algin elemento
a en la variedad X.

Observacidn. f* = h™ + b, donde b es un elemento de X. Por induccién se demuestra que
n—1
M (z) =h"(z) + (Z hi(ﬁ))
i=0
Definicién 2.1. Dado una aplicacién holomorfa f : X — X, se define el conjunto:
Fiz(f) ={zx e X|f(z) =z}
Ademsds junto con esto, definimos:

El cardinal del conjunto Fiz(f) si este es finito
#Fiz(f) =

0 en caso contrario

Proposicién 2.2, Sea f: X — X wuna aplicacidn holomorfa, y sea h : X — X el endomorfismo
de toros que es un trasladado de f. Entonces

#Fiz(f) = #Fiz(h)
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Demostracién. Ver [5, Lema 1.1].

O

La importancia de la proposicién precedente es que si queremos entender el nidmero de

puntos fijos de las funciones holomorfas de X en X, nos basta con estudiar los puntos fijos de
los endomorfismos de X.

Corolario 2.3. Sea f : X — X una aplicacidn holomorfa, y sea h : X — X el endomorfismo
de toros que es un trasladado de f. Entonces

£Fiz(f") = #Fiz(w)
Demostracién. Es directo de la proposicidn y la observacién precedentes O

Proposicién 2.4. Dado f : X — X un endomorfismo de un toro complejo g-dimensional, y
ALy -y Ag los valores propios de la representacion analitica de f, entonces se tiene que

g 2

[1a _XHE

1=l

#Fiz(f") =

Demostracién. Por la Férmula de Puntos Fijos de Lefschetz para funciones holomorfas (ver

[5, Tecrema 1.2]), el nimero de puntos fijos puede ser calculado de la representacién analitica
pa(f) € My(C),

#Pi(f*) = |det(1y — pa(£))I.
Como los valores propios de pa(f™) son AT, ..., A7, concluimos que el nimero de puntos fijos viene
dado por la férmula anterior. a

Por comodidad diremos que Ay, ..., A4 son los valores propios de f.

La proposicién nos dice que la asignacién n — #Fiz(f™) estd gobernada por los valores propios
de f, vy més aiin, por el tamafio de estos.

De esta proposicién podemos sacar directamente el siguiente corolario.

Corolario 2.5. Sea f : X — X un endomorfismo de un toro complejo, tal que, todos sus valores

propios tienen mddulo mayor a 1, entonces la sucesidn de nimeros de puntos fijos {#Fiz(f™)}
tiene crecimiento erponencial.



Ejemplo 2.6. Sea X un toro complejo de dimensién g y sea f =

mul

my, es decir la funcién
tiplicacidén por m. Observamos que la representacion analftica de f viene dada por la funcién

F:V =V, tal que v — mu. Esg ficil darse cuenta que los valores propios de F son m con
multiplicidad g. Luego

#Fi(f) = (m* — 1)%
A continuacién vamos a mostrar un ejemplo en dimensién 2.

Ejemplo 2.7. Sea E una curva eliptica, con esta construimos el toro X = E x E v definimos
la aplicacién

fX"%-X 3 (Z'y) = (.’L—y,ﬂf)
f tiene como valores propios a 1*—2—~ e v -l#

Observamos que ambos valores propios son raices sextas de la unidad, por lo que para calcular.
la cantidad de puntos fijos de la funcién iterada nos
de ambos.

basta con calcular las primeras 6 potencias

De esta manera concluimos que

0, ifn=0(mod6)

1, fn=lon=5(mods
HFiz(f) = . ( )

9, in=2on=4(mod6)

16, ifn =3 (mod 6)
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2.2. El problema para dimensién 2

En esta seccién nos enfocaremos especificamente al estudic de endomorfismos de toros com-
plejos de dimensién 2, en particular desarrollaremos el trabajo de Thomas Bauer y Thorsten
Herrig sobre este tema (ver [4]).

El método que se pretende usar para lograr entender el comportamiento de la sucesién {#Fiz(f™))}
es tratar de ver todos los posibles tipos de valores propios que puede tener un endomorfismo de
toro. A continuacién veremos que estén estos valores muy restringidos, por lo que se puede dar
una, caracterizaciéon completa mediante una serie de resultados.

Lo primero que veremos es que no todos los valores propios de un endomorfismo pueden tener
mddulo menor a 1.

Proposicion 2.8. Sea X un toro complejo de dimensidén 2y f : X — X un endomorfismo. 53

[ tiene un valor propio no nulo y de mdédulo menor a 1, entonces también tiene un valor propio
de mddulo mayor a 1.

Demostracién. Ver [4] a

Una Proposicién parecida a esta se puede enunciar para el caso en que el toro tenga dimensién
arbitraria, pero eso se verd més adelante.

Ahora nos gustaria estudiar el caso particular de los valores propios que tienen mdédulo igual a

uno. La siguiente proposicién nos dird exactamente qué es lo que pasa cuando aparece un valor
propio con valor absoluto igual a 1.

Proposicidén 2.9. Sea X un tore complejo 2-dimensional y f : X — X un endomorfismo. Si
A1 es un valor propio de f, con |A1]| = 1, entonces A1 es una raiz de la unidad.

Demostracidn. Ver [4, Proposicién 1.7 d

Luego de estas dos proposiciones previas, estamos en condiciones de enunciar el teorema
principal de [4], en el que se caracteriza por completo el comportamiento asintético del nimero
de puntos fijos de un endomorfismo de toros complejos bidimensional.
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Teorema 2.10. Sea X un toro complejo 2-dimensional y sea f : X — X un endomorfismo.

Entonces la funcidén de puntos fijos n— #Fiz(f™) tiene uno de los siguientes comportamientos.
(C1) Su crecimiento es ezxponencial en n; es decir, existen constantes reales A,B > 1 y un
entero N tal que para todo n > N,
AP & ERE(F7) & BP,
En este caso ambos valores propios de | tienen médulo distinto de 1

(C2) Es una funcidn periddica. En este casc los valoves propios distintos de cero de f son reices
de lao unidad, y ellos estén contenidos en el conjunto de las k-ésimas raices de la unidad,

donde k € {1,2,3,4,5,6,8,10,12}

(C3) Es de la forma

0 sin=0 (mod
AFin(f™) = ( in (mod 1)
h(n) en otro caso

Donde r > 2 es un entero y h es una funcidn de crecimiento exponencial. Fn este caso

uno de los valores propios de f es de valor absoluto mayor que 1 y el ctro es una raiz de
la unidad.

Cada uno de estos tres casos ocurren en toros proyectivos, es decir, en superficies abelianas.

Demostracion. Sean Ay, Ay los valores propios de f, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que |A1] < |A\2|. Sabemos que
#Fi(f™) = |(1 - A1 - X3)P

Supongamos primero que [A1] > 1. Entonces por la suposicién gue acabamos de hacer tene-
mos que |Az| > 1, entonces las sucesién de puntos fijos tendrd el comportamiento (C1).
Ahora veamos el caso en que 0 < |);

| < 1. Sigue de la Proposicidn 2.8 que |Az| > 1, v en este
caso también se tendrd crecimiento exponencial, pues {(1 — A})| — oo de forma exponencial,



mientras que |(1 — AT)| —» 1.

Ahora nos queda solo el caso en que |A\1| = 1, por Proposicién 2.9 se tiene que A; debe ser
una rafz de la unidad. Observamos que |A;| no puede ser menor que uno por Proposicién 2.8, Si
|X2| = 1, entonces X3 es una rafz de la unidad, luego es claro que el comportamiento de F#FFiz(f)
es periddico, es decir, tiene el comportamiento (C2). Finalmente si |Ay| > 1, entonces la funcién
de puntos fijos tiene el comportamiento (C3). En cualquier caso, las raices de la unidad que
aparecen son enteros algebraicos de grado menor o igual a 4, entonces ellas son raices k-ésimas
de la unidad solo para k € {1,2,3,4,5,6,8,10,12}(que son los nimeros tal que ¢(k) < 4, donde
la funcién ¢ es la funcién de Euler).

Para concluir veremos qué pasa si A; = 0. En este caso tendremos comportamiento (C1) si
|A2| > 1 y comportamiento (C2) si [Az| = 1. Recordemos que por Proposicién 2.8 no se puede

dar el caso en que |Ag| < 1.
Para concluir debemos ver que cada uno de estos comportamientos aparece en algin endomor-
fismo de superficie abeliana.
El comportamiento (C1) ocurre en la multiplicacién por un entero z — mz en cualquier super-
ficle abeliana X y para |m| > 2. El Ejemplo 2.11 a continuacidén mostrars el comportamiento
(C3), y el Ejemplo 2.7 muestra el comportamiento (C2).
Es importante observar que los dos dltimos ejemplos son superficies abelianas por ser producto
de curvas elipticas, las cuales son proyectivas tal como se concluye del Ejemplel.13 y Proposicién
1.14.

|

Ejemplo 2.11. (un valor propio de valor absoluto mayor a 1 y otro raiz de la unidad)
Consideremos una curva eliptica E con multiplicacién en Z[i], v consideramos la superficie
abeliana X = E x E. Dado el endomorfismo

X — X, (z,y) = (iz, 2iy),

1 . (i
se ve que la matriz que representa a P} es ( ) . Luego los valores propios de f son iy 21,

24
y entonces la funcién de puntos fijos tienen comportamiento (C3):
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APin(f) = ﬁi 0 sin =0 (mod 4)

{ h(n) en otro caso

Aqui la funcién h crece exponencialmente (A(n) ~ 227).
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Capitulo 3

Generalizacion del problema a

cualquier dimension

3.1. Teorema principal

Ahora estudiaremos los puntos fijos de endomorfismos de toros complejos g-dimensionales.
Al igual que en el caso de dimensién 2, debemos estudiar el tipo de valores propios que aparecen
para los endomorfismos, por lo que necesitaremos una serie de resultados sobre estos. Algunos
son muy similares a los ya vistos en las secciones precedentes, pero lamentablemente, ahora
aparecen casos que antes no se veian. Para dimensiones mayores nos encontramos con endomor-
fismos que tienen valores propios de médulo 1 y que no son raices de la unidad, y ésta es la gran
piedra de tope cuando unoc quiere generalizar el trabajo de Bauer y Herrig. Efectivamente si A es
un entero algebraico con las caracteristicas recién mencionadas, entonces por Teorema 1.27, se
tiene que la érbita de la sucesion {A*},en es densa en el circulo unitario complejo, y mas atn,
la distribucién de los puntos es uniforme. Salvo este caso el resto es en general muy parecido

a lo anterior. Dicho esto veremos algunos resultados previos que nos ayudaran a la generalizacién.

El objetivo es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea X un toro complejo de dimensidn g y sea f un endomorfismo de X. Fntonces

#Fiz(f") tiene alguno de los siguientes comportamientos:
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(1) Tiene crecimiento exponencial en n, es decir, ezisten constantes reales A,B > 1 y un
entero N tal que, Yn > N, A™ < #Fiz(f™) < B"

(2) Es una funcidn periddica, vy los valores propios distintos de cero de f son raices k-ésima

de lo unidad, donde k estd contenido en el conjunto {n € N: ¢(n) < 2g}, donde & es la
funcién de Euler.

(8) Ezisten enteros ni,...,nr > 2 y una funcién de crecimiento exponencial h : N — N tal que

P = | © 28 =0 fmong pore dlgtid
h(n) en otro caso

El primer lema que veremos es una generalizacién de la Proposicién 2.8, que como se men-

cioné en su momento es en cierta medida aplicable a toros de dimensién g.

Lema 3.2. Sea X un toro complejo de dimensidn g, v f : X — X un endomorfismo que tiene

un valor propio que satisface 0 < |A1| < 1. Entonces f tiene otro valor propio con valor absoluto
mayor a 1.

Demostracion. El argumento de la demostracidn es el mismo que en dimensién 2.
Se tiene que el polinomio caracteristico de la representacidn racional tiene la forma

g
PF(t) = PROPIE) = [ [(t— M)t — %)

i=1

Supongamos que todos los valores propios son distintos de cero, entonces [J{_; |A;|? es un entero
pues es el coeficiente libre de P7(¢) (que tiene coeficientes enteros). Si todos los valores propios
tienen mdédulo menor que 1, entonces el elemento mencionado recientemente es un entero mayor
que 0 y menor que 1, lo que es una contradiccion. Luego al menos uno de los valores propios
debe tener médulo mayor a 1.

Ahora bien si alguno de los valores propios es igual a cero, entonces P} (t) es divisible por una
potencia de t. Luego de hacer la divisién obtenemos un polinomio P(t) que no es divisible por ¢
y tiene coeficientes enteros, ademds el termino libre de este polinomio es []; |A;]? donde j corre
entre 1 y g tal que |A;| # 0. Igual que en el primer caso este dltimo producto es un entero, por
lo que alguno de los valores propios tiene médulo mayor a 1. O
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Proposicién 3.3. Sea X un foro complejo y f € End(X). Si todos los valores propios de f que

tienen valor absoluto igual a 1 son raices de la unidad, entonces #Fiz(f™) ezhibe ezactamente
uno de los comportamientos del Teorema 3.1

Demostracidn. Si Pj(t) no tiene raices que sean raices de la unidad, entonces por Lema 3.2, hay
valores propios con valor absoluto mayor a 1. Luego, de la fdrmula general para la cantidad de
puntos fijos se observa que estos crecen exponencialmente, pues los valores propios con médulo
mayor a 1 aportan el crecimiento exponencial, mientras que los de médulo menor a 1 aportan
una sucesién acotada que se acerca a 1. Ademds por suposicién no hay valores propios con
modulo 1.

Si P (t) tiene sélo raices que son raices de la unidad, entonces la funcién #Fiz(f™) es perfodica,
con periodo m.c.m.{ny, ..., n, }(minimo comin miltiplo), donde los n; son los grados de las raices

de la unidad que aparecen como valores propios.

Supongamos ahora que hay valores propics que son raices de la unidad y otros que no lo son,
entonces podemos factorizar P} (t) como sigue:

Pi(t) = P(t)Q(¢)

Donde P(t),Q(t) € Z[t] son tal que, las raices de P(t) son raices de la unidad y las de Q(¢)

no lo son (esto es pues los conjugados de raices de la unidad son también raices de la unidad).
Tenemos entonces

#Piz(f) = | T[] 11=2"F) { [[ 1L -»"P
IX|=1 AL
Una observacion il a esta altura es el hecho que ], (1—-A") ¥ [1ja1 (1 —A™) son elementos
en Z pues son enteros algebraicos (ver Subseccién 1.2.2) y son invariantes bajo la accién del

grupo de Galois de P(t) y Q(t) respectivamente. Sean ny,...,n, los ordenes de las diferentes
rafces de Q(t)

#Fiz(f*) = f hin) sin # 0 (mod ny,...,n.)
L H\A|¢1 il e anz en otro caso

donde h es una funcidén de crecimiento exponencial. Esto da un crecimiento del tipo (3) en el

Teorema 3.1 O
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A continuacidn se mostrard una serie de ejemplos de toros complejos de dimensién mayor a

dos en donde se muestre que estos comportamientos existen.

Ejemplo 3.4. Para cualquier toro X siempre podemos considerar el endomorfismo multiplica-
cién por m, donde m es un entero. A este endomorfismo lo hemos denotado por mx, y cuyos

valores propios son m repetido g veces. Luego
: NN . fam 2
#Fiz(m%) = (m"™ — 1)%9.
Como la funcién Fiz tiene esa forma, el crecimiento es evidentemente exponencial.

Ejemplo 3.5. Sean X, F y f como en el Ejemplo 2.7. Consideremos ¥ = X x E con el siguiente
endomorfismo:

g: Y — Y
(.2} — (f(=z)i2)

La matriz que corresponde a la representacién analitica de f viene dado por

1 -1 0
1 0 O
C 0 1 '

cuyos valores propios son 1%\/3, 1;2‘/—5-, 1. Todos ellos raices de la unidad, por lo tanto, esto muestra

un ejemplo del comportamiento periédico (C2) en una variedad abeliana.

Nos vamos a aprovechar de este dltimo ejemplo, haciéndole una pequefia modificacién para
obtener comportamiento del tipo (C3).

Ejemplo 3.6. Modifiquemos la funcién del Ejemplo 3.5 de la siguiente manera:
g ¥ — Y
(,z) — (f(z),mz)

para m € Z, |m| < 2. La matriz de la representacién analitica es

1 -1 0
1 0 0
0 0 m



cuyos valores propios son 1+2\/§, 1“—2—‘/5 m. Los dos primeros son raices de la unidad, v el dltimo de

madulo mayor a 1. Por lo tanto este endomorfismo muestra crecimiento del tipo (C3). Ademids

como se especificé en el Ejemplo 3.5, Y es una variedad abeliana.

3.2. Medida de Mahler

La demostracién del teorema principal pasa por dindmica algebraica y aproximacién diofan-

tina, y une de las herramientas que se usa para simplificar las notaciones es la llamada medida
de Mahler.

Definicién 3.7. Para cualquier polinomio no nulo

d
F(z) = ag2® +ag_1z% 1+ ... + +ag = ag H(:z: — )

i=1

en Clz] (donde los o; son las raices del polinomio F(x)), se define la medida de Mahler de I
como

d
M(F) = |ayg] H maz{l, |a;|}

i=1
En esta definicién, un producto vacio se supone como 1, es decir, la medida de Mahler de los
polinomiocs constantes F(z) = ag es |ag)|.

Observacién. La medida de Mahler de un polinomio nos da una idea de cuin lejos estarl sus

raices del disco unitario, salvo por la constante que estd al frente del producto. Esto se verd

mucha mejor si consideramos sélo polinomios ménicos.

Ejemplo 3.8. Sea F(z) = ¢,(z) el polinomio ciclotémico n-ésimo, este tiene grado ¢(n) (la
funcién de Euler). Por definicién el polinomio ciclotémico tiene como rafces a las raices de la

unidad (digamos (,) y sus potencias, entonces mdx{1, |¢¥|} = 1. Luego se concluye que la me-

dida de Mahler de los polinomios ciclotémicos es 1.

Observacidn. La medida de Mahler tiene gran interés dentro del mundo de la teorfa de niimeros,

principalmente se buscan cotas inferiores para polinomios con coeficientes enteros. Este problema
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es conocido como el problema de Lehmer. De hecho hay un conjetura conocida como la conjetura
de Lehmer sobre medidas de Mahler, que dice que existe 1 € R tal que todo polinomio con
coeficientes enteros tiene medida de Mahler mayor o igual u, o bien tiene medida de Mahler
igual a 1.

Hasta ahora el polinomio con medida de Mahler mas pequefia conocida es el llamado polinomio
de Lehmer.

Plr)=a0q4a? " — a2l b st 41

cuya medida de Mahler es M (P) = 1,176280818... . A esta constante se le llamé u, y es la cota
que aparece en la conjetura. Una de las cosas interesantes de u es que es un niimero de Salem.
Los polinomios que tienen medida de Mahler igual a 1 no son de tanto interés, ya que si M(F) =
1, significa que tiene todas sus raices en el disco unitario, perc por Lema 3.2 si tiene una raiz de
maodulo menor a 1, entonces debe tener una de médulo mayor a 1, lo cual no es el easo, asi todas
las raices tienen médulo 1 y por el Teorema de Kronecker (ver 1.23, Seccién 1.2.3) se tiene que
todas las raices de F' son raices de la unidad, luego F es un productc de polinomios ciclotémicos.
Por lo tanto los polinomios con medida unidad estdn totalmente clasificados.

Por otro lado también se han hecho avances dependiendo del tipo de extensién que generan.
Por ejemplo en [1} demuestran un resultado cuando la extensién de cuerpos Q(a)/Q es Galois,
donde « es la raiz de un polinomio F.

El teorema dice que existe ¢ > 0 tal que si la extension Q(«)/Q es de Galois v a es distinto de
cero y de alguna rafz de la unidad, entonces M(F) > ¢

Otros resultados de teofa algebraica de nimeros dan otras cotas, por ejemplo se demostré que

si o es un entero algebraico de grado d tal que exista un primo no menor que dlogd que es no
ramificado en Q(«), entonces M(F) > 1,2.

Definicidén 3.9. Definiremos la medida logaritmica de Mahler como
m(F) = log M(f)

Ademés extenderemos esta definicién para incluir al polinomio nulo, para eso diremos que la
medida logaritmica de Mahler del polinomio nulo es m(0) = co.

Observacidn. Existen otros tipos de medidas para polinomios que en algin sentido son més
naturales como la altura (H(F)) y el largo (L(F'})) que se definen como
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d
H(F) =méx{lail}, L{F)=)_lail
i=0
Para un polinomio F(z) = agz® + ... + ayz + ao.
Se puede demostar que existe ura estrecha relacién entre estas medidas y la de Mahler, de hecho
se satisfacen las siguientes propiedades:

274H(F) < M(F) <d-H(F)

-

274L(F) £ M(F) < L(F)
donde d es el grado del polinomio F.

Antes de seguir vamos a introducir un poco de notacién. Esta es usada en [8].
Escribiremos log™ A para referirnos a logmax{1, A}.

Dado un polinomio ménico

F(z) = 2%+ ag.1z% 1t + ... + 017 + ap € Z[z],

con factorizacién en Clz]

d
F(z) =] J(z - aa),
i=1

entonces, para cada n € N (distinto de cero) se define

d
An(F) =] ](ef - 1).
‘ i=1
Si alguno de los o; es una rafz de la unidad entonces existe N € N tal que oY = 1, luego

Anp(F) = 0 para cada n que divida a IV, por esta razdn no nos interesaremos tanto en este caso.

Observacidn. El elemento A, (F") es un entero, pues se obtiene como el resultado de productos y
sumas de elementos algebraicos, luege es un elemento algebraico. Por otro lade como aparecen
todos los conjugados de cada unc de los aj, se tiene que A, (F) es invariante por la accién de

algin grupo de Galois, luego es un racional. Conecluimos que es un entero por ser un entero
algebraico racional.

(e
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Observacién. Debemos notar que nos interesa de sobremanera el elemento A,(F) v el compor-
tamiento asintético que este tiene cuande n — oo, por la similitud que tiene con #Fiz{f™). De
hecho se tiene que si P(¢) es el polinomio caracteristico de la representacién racional de algin

endomorfismo f de un toro X, entonces
#Fiz(f™) = Ap(P)

v esto sale del hecho que

12

IJa- X?)\
i=1

=T]1- a0
= [T 02 - 21 =37

<]

#Fiz(f") =

s
©

—

g

=110 (-7
i=1

= Ap(P)

Esta dltima igualdad se tiene pues las raices de la representacidn racional P(#) son las rafces
AL, ..., Ag de la representcién analitica mds los conjugados de estas. pues Py p5 @ E‘J‘t (Ver [13,
Proposicidn 1.2.3])

A continuacién mostraremos la primera conexién entre A, (F) y la medida de Mahler M (F).

Lema 3.10. Si F(z) € Z[z] mdnico, tal que no tiene raices de médulo 1, entonces

} An1(F)

d
lim T(F). = Emam{l, o]} = M(F)

n—oo
Demostracidn. Esto es directo, sélo hay que ponerse en los dos distintos casos en que el mddule

de cada raiz @ de F es menor o mayor a 1

et — 1] lo sia| > 1
iIm |————— | =
n—oo| o — 1

1silal<1
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A continnacién enunciaremos el Teorema de Baker, que es un resultado de aproximacién

diofantina, el cual serd la clave para demostrar nuestro teorema pricipal.

Teorema 3.11 (Teorema de Baker). Sean o, ..., nimeros algebraicos, y n € Z un vector
con coeficientes en los enteros, escribimos |n| = méx{jn;|}. Entonces para cualquier eleccién de

ramas del logaritmo, si |njlogag + ... +n.loga,| # 0, eziste ¢ que depende sélo de oy, ..., a, tal
que

inilogag + ... + n,loga| > e
|

Demostracidén. Ver [3, Teorema 3 1] d

Lema 3.12. Sea o un entero algebraico con |a| = 1 que no sea raiz de la unidad, entonces

ezisten constantes A, B que dependen sole de o« (no de n) tal que

A

{af”—-ll>n—T_} Vn21

Demostracién. Como sabemos que la sucesién de potencias de a es equidistribuida en el circulo

unitario, el problema se produce cuando a” estd muy cerca de 1, y este es el caso del que nos
Vamos a preocupar.

Escribamos o = € para al f ¢ R. Observamos que a™ estd cerca de 1 si v solamente si
P gun q ¥

existe algin m € Z para el cual nf + 2mm estd cerca de 0, o equivalentemente que nf estd cerca
de un multiplo de 27. Entonces

o™ — 1= einf+2mm) _ 1 (. §(nf + 27m)

para valores pequefios de nf + 2mm (expansién de Taylor de primer orden de la funcién expo-
nencial). Luego es suficiente encontrar una cota inferior para

inf + 2mwim (3.1)

Eligiendo alguna rama de logaritmo podemos escribir e = o = €/°9%. Luego tomando una

rama no principal, y del hecho que e?™ = 1, podemos reescribir la expresién 3.1 de la forma
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nloga + mlogl

Esta dltima expresién es distinta de cero, pues a no es raiz de la unidad, entonces por Teorema
de Baker (3.11) se tiene que

1

(méx{|n|, [m[})’

Por otra parte, nf + 2wm es pequefio, entonces n y m estdn muy cerca de multiplos constantes
uno del otro, esto muestra

linf 4+ 2mim| = |nlog o + mliogl| >

Inloga +mlogl] > —.
In|®

La desigualdad buscada sigue de la conocida desigualdad del logaritmo
|z—1| > |logz| para |z — 1| < L.
O

El Teorema 3.11 y el Lema 3.12 dan cotas para la expresién |a™ —1] las cuales son de extrema
utilidad, para calcular el nimero de puntos fijos de un endomorfismo de un toro, y mejor adn,
el Lema 3.12 nos dice qué pasa cuando a no es una raiz de la unidad.

A continuacién enunciaremos un teorema que nos dejard en buen pie para poder demostrar el
teorema principal del trabajo (Teorema 3.1).

Teorema 3.13. Sea F un polinomio no nulo que no tiene raices de la unidad como raices.
Entonces el limite

lim llog!An(F)\

n—oo 1

siempre eziste, y es igual a m(F).

Demostracidon. Primero debemos observar que como

se tiene que

log |An(F) = > logiel — 1],

i=1
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Debemos ver cada sumando por separado. Por esto, debemos ver qué pasa en los casos en que

el mdédulo de @ sea menor, igual o mayor a 1.

» Si |a;| > 1, entonces
1 n +
- loglaf — 1| = log ai| = log™ |a]
v Si|ey] < 1, entonces
1 m u
=loglal — 1| = 0 = log™ |ay|
n
x Si |a1| = 1, entonces existe una subsucesién n; — co con la propiedad que ¢ — 1, esto

existe por la equidistribucién de las potencias de elementos de médulo 1 que no son raices
de la unidad. Entonces

logle;? — 1] = —o0

como los a; no son raices de la unidad, por Teorema 3.11 tenemos que existen constantes
positivas A, B independientes de n tales que

A
|O(,?'| > = Vn = 1
n
Luego se tiene que

log [of* — 1| = O(logn),

Por lo tanto

1
Hiog}a? ~1| — 0=log™ |l
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3.3. Demostracién del Teorema principal

Lema 3.14. Sea X un toro complejo g-dimensional, y f un endomorfismo de X. Supongamas

que f tiene un wvalor propio en el circulo unitario que no es raiz de la unidad, entonces debe
tener otro de mddulo mayor a 1

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso, es decir, no existen valores propios con
mddulo mayor a 1.

» Caso 1: Supongamos que todos los valores propios tienen médulos igual a 1, esto implica
que todas las raices del polinomio caracteristico de la representacidn racional tienen médulo
1, pero recordemos que este polinomio tiene coeficientes en Z. Luego por el Teorema 1.23

todas las raices son raices de la unidad, lo que es una contradiccién con las hipdtesis.

» Caso 2: Supongamos que f tiene al menos un valor propio de mdédulo menor a 1, pero por

Lema 3.2 existe uno con médulo mayor a 1, lo que es una contradiccidn a lo que habiamos
supuesto.

Luego debe existir algin valor propio de médulo mayor a 1.

J

Ahora se dard la demostracidén del teorema principal de este trabajo (Teorema 3.1)

Demostracién. En la Proposicién 3.3 se demuestra que para un endomorfismo f que no tenga
valores propios de médulo 1 que no son raices de la unidad, entonces el Teorema 3.1 se cumple,
y de hecho se dan ejemplos de cada uno de esos comportamientos en variedades abelianas.

Para concluir la demostracién solo debemos abordar el caso en que f tenga valores propiocs
unimodulares que no son raices de la unidad. Para esto recordemos que si P es el polinomio

caracteristico de la representacidén racional de f, entonces
#Fis(") = BalP)

v por Teorema 3.13

Jim = log (#Fia(f")) = m(P)
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Como [ tiene un valor propio unimodular que no es raiz de la unidad, por Lema 3.14, debe

existir alguno con médulo mayor a 1. De esta manera M(P) > 1, por lo que m(P) > 0.
De esta forma se concluye que

#Fiz(f") = o(e" ™)

donde o(a(n)) representa notacién asintética o-chica de a(n), es decir, #Fiz(f™) crece de forma
exponencial como funcién de n.

Ahora solo nos basta mostrar un ejemplo para demostrar que en realidad se puede dar este
tipo de comportamientos, pero més adelante habrd una seccidén exclusiva a la construccidén de

este tipo de toros y de endomorfismos. Por ahora para acabar la demostracién podemos ver el

Ejemplo 4.7. ]

Observacidn. Una acotacién interesante es que este problema tiene una interpretacion desde el
punto de vista de sistemas dindmicos que no se profundizara mayormente por la naturaleza del
enfoque que se ha dado a lo largo del trabajo. Bédsicamente un endomorfismo de toros complejos
induce un sistema dinamico en el toro, ademds este endomorfismo visto como transformacién
p-invariante (donde p es la medida de Haar asociada al toro como grupo topologico localmente
compacto Hausdorff) es ergddica si y solamente si no aparecen valores propios que sean raiz de
la unidad. Por otra parte el nimero #Fiz(f") puede interpretarse como el niimero de elementos
n-periddicos de la transformacién. Por dltimo la entropia topolégica del sistema corresponde a

la medida de Mahler del polinomio caracteristico de la transformacién.

Un corolario

Lo que veremos ahora es una consecuencia analitica aplicada a algo algebraico que se sigue
de la demostracién de Teorema 3.1 .

Lo primero que debemos hacer es relacionar #'iz(f") con la norma Nk g (la norma sobre un
cuerpo de niimeros).

Como siempre, se toma f un endomorfimo de un toro complejo X. Consideremos P(t) el poli-
nomio caracterfstico de la representacién racional de f. Sabemos que P(t) es un polincmio con

coeficientes en Z, y consideremos su factorizacién en polinomios irreducibles sobre Z[t]
P(t) =P (t) .- P(t)
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Sea a una raiz de P;(t), y supongamos [Q(a) : Q] = s, entonces por la Proposicién 1.18

N@(a)/[@(l = Odn) = HG’;{l - &TL)

=1
donde oy, ..., 05 son las s incrustaciones distintas de Q(a) en C.

De esta manera se tiene que si oy, ..., o, son raices de Pi(¢), ..., P.(t) respectivamente, entonces
se tiene que

#Fiz(f") = No(ay)/e(l — of) - - - Ng(an)/o(l — o)

Por el Teorema 3.1 sabemos que cuando aparece una unidad unimodular que no es raiz de

la unidad como valor propio, entonces #Fiz(f™) crece de forma exponencial. Entonces lo que

podemos sacar como corolario de este resultado y de lo mencionado previamente en esta seccién
es lo siguiente

Corolario 3.15. Sea o € C un entero aigebraico que no es raiz de la unidad, que viene entonces

NQ(&)/Q(l m— G!ﬂ) i)

n—eo

mas aun, el orden de crecimiento es ezponencial.

Demostracién. Como se menciond previamente, este resultado es consecuencia directa del Teo-
rema 3.1 o

Una propiedad aritmética de la funcién Fix

51 bien el comportamiento de #Fiz(f™) —como funcién de n— puede ser un tanto extrafio a
priori, hemos visto que su definicidn es bésicamente operaciones aritméticas de enteros algebrai-

cos, més ailn, de enteros algebraicos y todos sus conjugados. Por este motivo #Fiz(f™) tiene
una propiedad interesante desde el punto de vista aritmético.

Como siempre sea X un toro complejo de dimensién g y f € End(X). Sea A; un valor propio
de f, ¥y A1, ..., Ag los conjugados de A;.

Proposicién 3.16. Bajo las hipdtesis recién mencionadas se tiene que n|k = #Fiz(f™)|#Fiz(f*).
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Lema 3.17. Sea M un entero algebraico, y A1, ..., Ag sus conjugados, entonces Hdvn()\i) €z,

i=1
donde ¢n es el n-ésimo polinomio ciclotémico.

Demostracién. Como el conjunto de los enteros algebraicos es cerrado bajo suma y producto se

g

tiene que cada ¢, (;) es un entero algebraico, luego ngﬁn(A.;) es un entero algebraico. Por otra
i=1

parte, el grupo de Galois Gal(K/Q) actia en este producto, donde K es un cuerpe suficiente-

mente grande para que contenga a A1 y a todos sus conjugados (basta tomar la clausura normal
de Q(\1)). Por otro lado

g g g g
a (H ¢n()‘i)) = Ho‘(én()‘i)):]:[ ¢n(g()\i)) = Hﬁbn()‘i)
i=1 i=1 i=1 i
pues en el producto aparecen todos los conjugados de A;. Luego como es invariante bajo la

g
accidn de Gal(K/Q), se tiene que H Pn(X:i) € Q. Luego como es entero algebraico y racional se
i=1
tiene que estd en Z. fl

L=

Demostracion. (Demostracién de la Proposicién 3.16) Como tenemos que

#Fiz(f) =[] @ (N,
din
Donde &,()) = | [] #n(M)|?, tendremos que #Fiz(f™)|#Fiz(f*) si y solamente si H $u(A) €

d|k,din
Z, pero por lo demostrado en el lema, cada @4()) € Z, luego #Fiz(f™)|#Fiz(f*). a



Capitulo 4

Construccion de toros complejos y
endomorfismos con valores propios

en el circulo unitario

Antes de dar ejemplos explicitos de estos toros con este tipo de endomorfismo, necesitamos

algunos resultado previos que ayudaran en la construccién de estos.

Algunos hechos sobre polinomios con raices en el circulo unitario

A lo largo del trabajo nos hemos dado cuenta que la mayoria de los polinomios que aparecen
¥ que nos interesan estudiar son polinomios irreducibles con coeficientes enteros y palindrémicas,
es decir, que sus coeficientes se leen igual de derecha a izquierda que de izquierda a derecha.
Por este motivo en esta subseccién expondremos un resuitado que nos sers bastante ttil. Este y
otros resultados pueden verse en mas detalle en [12]

Una buena observacién para comenzar es el hecho que nos inferesaremos principalmente en
polinomios de grado par, pues si un polinemio palindrémico tiene grado impar, entonces —1 es
una raiz del polinomio, por lo que este caso pierde interés al ser reducible.

El resultado a continuacién nos da condiciones suficientes sobre los coeficientes para que

tenga raices en el circulo unitario.
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Proposicién 4.1. Sea f(x) un polinomio palindrome cor coeficientes reales y de grano n par,
tal que

méx{|ag| : k € {0,1,2,...,n/2 —1}} > |an /2l

tal polinomio tiene una raiz en el circulo unitario. En particular polinomio palindrémicos con

coeficientes 0 y 1 tienen una raiz en el circulo unitario.

Demostracién. Ver {12, Corolario 1.

4.1. Existencia

Como hemos visto hasta ahora la generalizacién del resultado expuesto en [4] no tiene mayores
inconvenientes y se pueden usar casi las mismas técnicas, salvo que eventualmente podrian
aparecer elementos de mddulo 1 que no sean raices de la unidad como valores propios del
endomorfismo f. Primeramente debemos responder a la siguiente interrogante ;Existen enteros
algebraicos que tengan mdédulo 1 pero que no sean raiz de la unidad?

Para probar la existencia vamos a presentar algunos resultados expuestos en (7], los cuales
garantizan la existencia bajo ciertas hipdtesis. Luego de eso daremos algunos ejemplos para
flustrar un poco mejor lo que en realidad estd sucediendo.

Dado un cuerpo de nimeros K denotaremos por Vi al conjunto de enteros algebraicos de médulo

1. Wi denota el grupo de raices de la unidad que estédn en K y Ry serd el conjunto de unidades
reales, es decir Rx = O NR

Observacidn. Los elementos del conjunto Vi son unidades en Oy, pues si u € Vi, entonces &

es también raiz del polinomio irreducible de u sobre ), perc al tener u médulo 1, se concluye
que @ =u"!, luego u~! € O.

De este modo Vi es un subgrupo del grupo de unidades O%. De esto tltimo se tiene que
Vi es un grupo abeliano finitamente generado, y por el Teorema de las unidades de Dirichlet
conocemos una cota para el rango y sabemos ademds cudl es su parte de torsién.

Lo gue se quiere estudiar es cuando Vi # Wix. Una respuesta parcial a esta pregunta es
dada por MacCluer y Parry cuando la extensién K/Q es de Galois. En [14] se demueistm que

si la extensién es de Galois entonces Wx # Vi si y solo si K es un cuerpo imaginario v no un
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cuerpo CM.

A continuacién se enunciard el resultado principal de (7], que caracteriza la existencia de
elementos unimodulares en cuerpos de nimeros.

Teorema 4.2. Sea K un cuerpo de numeros y L = K N K, donde K es el cuerpo que se
obtiene al conjugar (en el sentido complejo) los elementos de K. Entonces K contiene unidades

unimodulares que no son raices de la unidad si y solamente si L es un cuerpo imaginario y no
un cuerpo CM.

Demostracidn. Ver [7, Teorema 3] )

Antes de comenzar con las construcciones, vamos a dar un ejemplo de un elemento algebraico
de este tipo.

Ejemplo 4.3. Consideremos el polinomio P(t) = 8 +4¢% + 4¢* 4 4¢2 + 4t + 1, por la Proposicién
4.1, sumado al hecho que 1 y —1 no son raices de P(t), se tiene que este polinomio tiene a
lo menos dos raices en el circulo unitario. Por otra parte, es posible ver que es un polinomio
irreducible (basté una comprobacién con SAGE) y también se puede ver que este polinomio no
divide a ningin polinomio ciclotémico. Una forma de ver esto dltimo es que el primer polinomio
ciclotémico con coeficientes distintos de 1 es el de grado 105 (3-5-7).

4.2, Construcciones
4.2.1. Primera construccién

En la seccién anterior vimos que en general existen elementos que son enteros algebraicos de
moédulo 1 pero que no son raices de la unidad, pero a nosotros nos interesa ver si es que estos
aparecen como valores propios de endomorfismos de toros complejos. A priori no es obvia la res-
puesta. Por ahora lo que se sabe es que en dimensién 2 no pueden aparecer como consecuencia
de Proposicién 2.9.

Para demostar la existencia de toros con estos valores propios lo que haremos es tomar un entero
algebraico § de médulo 1 que no sea rafz de la unidad de grado 2g y tal que la extensién de

cuerpos Q(6)/Q sea totalmente compleja, y construiremos un toro complejo de dimensién g que
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} oo

O =T Ay —2 0 OO
Figura 4.1: Construccién

tenga a ¢ como valor propio.
Esta construccidén estd basada en una herramienta andlitica cldsica que se usa en la teoria de

nimeros algebraicos para probar ciertos hecho como el Teorema de las unidades de Dirichlet o la

finitud del nimero de clase en un cuerpo de ntmeros {(véase 1.22 y [16, Teorema 6.4 Capitulo 1}).

Construccién:

Sea 6 € C un entero algebraico de médulo 1 tal que Q(4)/Q es una extensién totalmente
imaginaria de grado 2g, y 71, ...,7g : Q(6) — C, g incrustaciones distintas y tal que no existan
dos que sean conjugada una de la otra (las otras g incrustaciones son las conjugadas de estas).
Llamaremos L al cuerpo Q(¢). Es un hecho que la aplicacién o = (1, ...,7,) manda O a un
reticulado en C9 (vease [16, Seccién 5 Capitulo 1)) que llamaremos Ay.

Observemos el diagrama 4.1 y estudiemos qué es lo que ocurre en cada paso.

La funcién o : O — Ay es la aplicacién dada por las g-incrustaciones, e id es la inclusidén

de Ar en C9. Por otro lado la flecha vertical de la izquierda representa el homomorfismo Z-lineal

multiplicacién por § .

La funcidén fs : Ap — Ap viene dada por la accién de Z[§] en Ay, de la siguiente manera.

f . AL —_ AL
(T1(z)y ooy To(2)) —  (11(82), ..., 75(02))

Finalmente tenemos la funcién Fjs que aparece en forma vertical al lado derecho del diagrama.
Esta funcién es la extension C-lineal de Fj a todo CY.

Proposicién 4.4. La funcidn Fs induce un endomorfismo de toros complejos (en cierto toro)

cuyos valores propios son 11(6), ..., 74(8). Notar que § es uno de los valores propios de f.
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Demostracidn. Fs es una aplicacion C-lineal tal que F5(Ar) € Ay, luego induce una aplicacién
en el toro C9/Ap:

f:C9/AL — CI/Ay

Como el diagrama es conmutativo F5(z) = 7i(6)z, luego 71(8), ..., 74(6) son los valores propios
de Fj. O

De esta manera probamos lo siguniente:

Teorema 4.5. Egzisten toros complejos y endomorfismos tal que tienen como valor propio un
entero algebraico de mddule 1 que no es raiz de lo unidad.

Demostracidn. Esto resulta de la Proposicidn 4.4 O

Teorema 4.6. Para cada g > 2 existen toros complejos X de dimensidén g y endomorfismos

f € End(X) que tenga un valor propio en el circulo unitario que no es raiz de la unidad.
Antes de demostrar este teorema veremos un ejemplo, del cual la demostracién serd directa
. - C .
Ejemplo 4.7. Sea FE la curva eliptica con un automorfismo de orden 4, E = —- . Consideremos

Z[i]
la siguiente matriz M € M3 (Z[i]) que representa un endomorfismo de E®.

0 0 —¢
M=| 1 0 -2i
01 -2

Con esto vemos que la representacién racional del endomorfismo es Pj(t) = t8 + 425 + 4t* +
4t? + 4t 4 1, que se vid en el Ejemplo 4.3 que debe tener una raifz en el circulo unitario que no

es rafz de la unidad. Luego este endomorfismo tiene un valor propio con las caracteristicas que
se buscaba.

Demostracion del Teorema 4.6. Sea Y un toro complejo de dimensién (g — 3), y definamos el

toro X =Y x E°, donde E es la curva eliptica recién mencionada. Definimos el endomorfismo

F=fxid: X =Y xE’— Y x BB
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Entonces los valores propios de f son los valores propios de f y 1 repetido (g — 3)-veces. Asi
X es un toro de dimensién g con un endomorfismo que tiene como valor propio un elemento
unimodular que no es raiz de la unidad. 0

Ya sabfamos que en toros complejos de dimensién 2 no pueden aparecer endomorfismos con
este tipo de valores propios. Ahora veamos qué sucede si intentamos construir un toro complejo
de dimensién dos que tenga un endomorfismo con valor propio de médulo uno que no sea raiz
de la unidad mediante la construccién que acabamaos de mostrar.

Debemos tomar un entero algebraico § unimodular no rafz de la unidad de grado 4 con Q(6)
cuerpo totalmente imaginario, sin embargo, [Q(8) : Q) = 4, y por otra parte 6~ = 3, luego
Q(6 +671) es un cuerpo totalmente real con [Q(8) : Q(& + 671)] = 2. Luego Q(J) es un cuerpo
CM. Pero esto es una contradiceién con el Teorema 4.2. La contradiccién nace al suponer que
existe una unidad unimodular que no es raiz de la unidad y totalmente imaginaria de grado 4.

Lo que se acaba de mostrar es que hay coherencia entre lo sabido para toros 2-dimensionales y
la construccidon recién mostrada.

4.2.2. Segunda construccién

En el Teorema 4.6 vimos que para cualquier dimensién mayor o igual a tres podemos encon-

trar un toro de dicha dimensién con un endomorfismo que tenga como valor propio un elemento
unimodular que no es raiz de la unidad.

En la Subseccidn 4.2.1 se vio una construccidn para encontrar toros complejos y endomorfis-
mos en ellos con valores propios unimodulares que no son raices de la unidad, que bdsicamente
consiste en encontrar un entero algebraico de grado 2g en el circulo unitario, y tal que todos sus
conjugados sean no reales. Entonces el problema se reduce a encontrar enteros algebraicos de
dimensién 2g para todo g. ;De qué manera podemos encontrar estos? Una manera de hacerlo es
encontrar polinomios de grado 2¢ tales que se esté seguro que tienen raices en el circulo unitario.
Es en este punto donde los resultados de la Subseccidn 4 empiezan a jugar un papel importante.

Consideremos la siguiente familia de polinomios
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pa(t) = 288 4+¢2-2t+1

pa(t) = -2+t + 83 +42 -2t +1
pat) = B2 +t5 45+ 13 +2 -2t 41
ps(t) = 0208 4B 4" f St B3 2 -2t 1

En general podemos escribir el k-ésimo polinomio de la siguiente forma

2k
pe(t) = > 1t — 3t — 3¢2F1
1=0

Por el Corolario 4.1 todos estos polinomics tienen al menos dos raices en el circulo unitario,
por otra parte lo que se conjetura es que ésta es una familia de polinomios irreducibles, no
ciclotémicos y que sélo tienen raices no reales. La irreducibilidad ha sido chequeada hasta k = 500
(es decir grade 1000), mientras que el hecho de que no divide a polinomios ciclotémicos se ha
comprobado hasta k& = 200,

Si se pudiera demostrar la conjetura podriamos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.8. Para todo entero g > 3, eziste un toro complejo de dimensién g que tiene un

endomorfismo con valores propios enteros algebruicos unimodulares totalmente imaginarios que
no son raices de la unidad.

Demostracién. Dado un g > 3, tomamos el polinomio py(t), y hacemos la construccién de la

Subseccidon 4.2.1 con la raiz de este polinomio que estéd en el circulo unitario. O
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