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Resumen

Uno de los problemas del estudio de Superficies de Riemann Com-
pactas es el de buscar ecuaciones que las definan como curvas planas.
Esta tesis estudia un método para encontrar ese tipo de ecuaciones
para Superficies de Riemann Compactas de género mayor o igual a 2
que tengan accion de un grupo ciclico de tal forma que la superficie
cociente sea isomorfa a la esfera de Riemann. Ademads, se desarrollan
ejemplos concretos en los cuales se aplica dicho método.
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Abstract

One of the problems in the study of Riemann Surfaces is to find
cquations that define them as affine plane curves. This thesis studies
a method to find these equations for Compact Riemann Surfaces of
genus greater or equal than two, having an action of a cyclic group
such that the quotient surface is isomorphic to the Riemann Sphere.
Several examples where the method is applied are developed.



Introduccidon

Una Superficie de Riemann X es una variedad compleja de dimen-
sién 1 con un sistema de cartas compatibles, Existen varios ejemplos
de estas superficies. Uno de los mas comunes es el de las curvas planas
afines suaves, que corresponden al lugar de ceros de un polinomio en
dos variables con cocficientes en €. Otro ejemplo son las curvas pro-
yectivas suaves, es decir, clases de equivalencia de ceros de polinomios
homogéneos en tres variables. Aparte de tener esa estructura comple-
ja, las superficies de Riemann se pueden ver también como variedades
reales diferenciables orientables de dimensidn 2. Por ello, enando 1a su-
perficie es compacta, se sabe que, o bien, es homeomorfa (como espacio
topoldgico) a una esfera, o bien, a una suma conexa de toros, por lo
que se puede hablar del género de una superficie de Riemann compac-
ta. Ademds, el grupo de automorfismos de una superficie de Riemaim,
cuando ésta tiene género ¢ mayor o igual a 2, tiene orden finito, aco-
tado por 84(g — 1) segin el Teorema de Hurwitz (ver en [1], Teorema
IV.1.3).

[In problema actual en la Teorfa de Superficies de Riemann Com-
pactas es el de como expresarlas mediante ecuaciones explicitas. y es-
pecificainente como una curva plana atin. Es oportuno observar que en
caso de que ésta tenga singularidades, su normalizacion corresponderd a
la. superficie original.

Esta tesis se basa en un articulo de Aaron Wootton que estudia el
caso en el que la superficie en cuestion es de género mayor o igual a
2 y tiene un grupo de automorfismos ciclico de_orden primo tal que
la superficie cociente respectiva es isomorfa a C. En dicho trabajo,
sc cspecifica para tal tipo de superficies, un método para encontrar
una ecuacién que defina a la superficie como una curva plana afin.
Fl estudio en dicho trabajo requiere no salo de la teorfa de Variable
Compleja que es necesaria para el tema de las superficies de Riemann,
sino que también requicre Teorfa de Grupos, especialmente al estudiar
los grupos de automorfismos de las superficies y las superficies cocientes
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10 INTRODUCCION
que originan dichos grupos, proceso necesario para finalmente encontrar
una ecuacion que la describa.

explicarlo y aplicarlo para encontrar ecuaciones planas peua d1ferentes
superficies. En particular, en la seccién de Aplicacidnes, desarrollamos
una ecuacién para la curva de Bring, que de hecho corrige la ecuacion
encontrada por Wootton en su articulo, la enal no corresponde a tal
curva. Finalmente, y en biisqueda de una gencralizacién, hacemos al-
gunas consideraciones con respecto al caso de grupos ciclicos de orden
no primo.

ceptos bésicos que usaremos para trabajar los siguientes capitulos, co-
mo el concepto de curvas planas afines, superficies hiperelipticas y el
Teorema de Uniformizacién. En el Capitulo 2, expondremos ¢l trabajo
de Wootton mostrando los teoremas mas 1m1mrfa_11teq v ttiles para el
método de encontrar ecuaciones. En el Capitulo 3 mostraremos ejem-
plos concretos de superficies de Riemann a las cuales se puede aplicar
dicho método, v obtener asi ecuaciones planas para ellas. Finalmente,
hacemos Pnnmdergr_‘mnps para el cagsn no nﬂmn mostrando una curva

para la cual es posible encontrar una ecuacion pld,llEL de la misma forma
que en el caso primo.

Fsta tesis se divide en tres capitulos. En el primero, daremos con-



Capitulo 1: Concentos Basicos
P

El problema planteado en esta tesis es el de encontrar ecuaciones
que definan a algunas superficies de Riemann dada ciertas condiciones
especiales sobre su grupo de automorfismos. Aqui presentamos en esta
introducecién una motivacion a este problema, que consiste en estudiar
superficics definidas por cierto tipo de ecuaciones y explicamos como
inspiran el problema anterioremente mencionado.

Recordemos que una Superficie de Riemann X es un espacio to-
pologico conexo, Hausdorff, segundo contable y con una coleccidn de
homeomorfismos

A={¢:: Ui > V,iell}

Loy

con {U;};c; una familia de abiertos en X v
abiertos en C tales que

{V;};e; una familia de

Ui__'X'.

el
ysii,j €I, obién U;NUj es vacio, 6 bien

pjodl: b (UNU;) — o (U, NT;)

kg | T

cs holomorfa como funcién de variable compleja. La coleccién A se
llama Atlas complejo.

1. Curvasg Planas Afines Suaves

Primero recordamos la definicion de wna curva plana afin suave:

DErFINICION 1.1. Sea X C C? el lugar de ceros de un polinomio
J € Clz,y]. Si J tiene ambas derivadas parciales 9 /0x y 0f /Oy nulas
en un punto p € X decimos que X es singular en p. En caso contrario,

11



12 CAPITULO 1: CONCEPTOS BASICOS

decimos que f es no singular en p. En caso que f es no singular en
todos los puntos de X decimos que f es no singular y que X es una
curva plana afin suave.

El nombre de curve plana afin suave se debe a que si X es el lugar
de ceros de un polinomio no singular en todos los puntos de X, entonces
por el Tearema de la Fimeién Implicita, X es localmente el grafico de

una funeion holomorfa h: A — C con A C C.

Se puede dotar de un atlas complejo a una curva plana affn suave X,
usando el Teoreina de la Funcion huplicita. Para ver la demnostracion de
eso, consultar en [2] (pag 11). Sin embargo, dependiendo del polinomio
que defina a X, tal curva puede ser conexa o no. Por ejemplo, si X es
definida por el polinomio f(r,y) = (r + y){z +y — 1) entonces X es
compuesto de dos rectas complejas que no se intersectan, luego no es
conexo. Sin embargo, existe un caso en que una curva plana afin suave
€8 CONEXAa:

1.1. Sea X una curva plana afin suave definide por un

4 SRALUT LTy

1 T
polinomio f € Clz,y] que es irreducible. Entonces X es conexo.

Con esto, si X es curva plana afin suave definida por un polinomio
irreducible, entonces X es superficie de Riemann.

Un caso especial de curvas planas afines suaves es el siguiente:

EJEMPLO 1.1. Sea p € C[z} un polinomio en una variable no cons-
tante que no es cuadrado perfecto. Entonces [ € Clx,y] definido por
f(x,y) = y*—p(x) es irreducible. Ademas si p 1o tiene raices miiltiples,
entonces / es no singular y su lugar de ceros X es una superficie de
Riemann.

Demostracion: Primero, debemos demostrar que [ es irreducible.
Para ello, usaremos el Lema de Gauss, demostrando que f (x,7) que es

irreducible en C(z)[y], pues es primitivo en 2. Consideremos los cuerpos
K = C(z) y L = K(r) donde r es una raiz cuadrada de p. Es claro que
la extension LK es Galois de grado 2 y Gal(L|K) es cielico de orden 2,
pues ¢ no es ciadrado perfecto. Ademés —r fambién es raiz cuadrada

de ¢. Luego [ es irreducible.
1 o J

Ahora, hay que probar que si p no tiene raices multiples, entonces
/[ es no singular. Para ello calculemos las derivadas parciales de [ vy las
igualamos a cero:



2. APLICACIONES HOLOMORFAS ENTRE SUPERFICIES DE RIEMANN 13

of
‘%“P(ﬂf)—o
af

dx y=0

Las tnicos posibles puntos que cumplen con esta igualdad son de
la forwa (0, x) donde y es una raiz de p/(x). Pero como las raices de
p(z) son distintas, es decir, de multiplicidad 1. se tendra que p'(z) es
no nula en tales raices. Luego una raiz de p/(x) no es raiz de p(z) v
viceversa. Asi, para una raiz x de p'(z), f(0,x) = p(x) # 0 y luego
tales (0, x) no pertenecen a X. Luego f es no singular.

Concluyendo, entonces si p no es cuadrado perfecto en Clz] y no tie-
ne raices multiples, entonces el polinomio f es irreducible y no singular,
v su Ingar de ceros es una superficie de Riemann. Q. E.D.

Esto también es valido en el caso de que la curva plana afin sea
definida por el polinomio f(z,y) = y™* — ¢(z), con n mayor a 2y
q € Clz| sin raices miiltiples, que no sea potencia d-ésima de otro
polinomio para cualquier d divisor de n.

2. Aplicaciones Holomorfas Entre Superficies de Riemann

Para el estudio objetivo de este trabajo, necesitamos estudiar ciertas
funciones de interés entre superficies de Riemann. Como las superficies
de Riemann tienen coordenadas locales en C, sc puede definir el con-
cepto de holomorficidad de una aplicacién entre dos superficies. Para
ello definimos lo siguiente:

DEFINICION 2.1. Sean X e Y dos superficies de Riemanny F': X —
Y una aplicacion coutinua cutre X e Y. Decimos que I es holomorfa
enz € X siexistencartas ¢ : Uy = Viconz e Uy y ¢ : Uy = Vo
con F(z) € U, tales que ¢ 0 F o ¢ es holomorfa en ¢y(x). SiW C X
es abierto, entonces decimos que F' es holomorfa en W si es holomorfa
en todo punto de W. En particular si W = X decimos que F' es una
aplicacidn holomorfa.

ORSERVACION 2.1. Si F es holomorfa en X v 2 € X, entonces
existen cartas ¢ : Uy > Viconz € Uy y & : Uy — Vo con F(x) € Uy
tales que ¢y o F o ¢! es holomorfa al menos en ¢ (x). Sea 25 € U3
distinto de z y ¢y : Uy — V] con zp € Ul y ¥2 : Uy — V5 con
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F(z) € U} cartas tales que 155 o I/ o ¢y es holomorfa en ¢, (zp). Es

claro que U, N U] es no vacio, pues zg estd en Uy N U] y por ende
Us N US, que contiene a F{(U; N U]), es no vacio. Luego, vn o ¢7" es
holomorfa en ¢, (o), 111 0 87 (¢1(0)) = ¥1(10) ¥ 205" es holomorfa
en ¥y o F o 7 (¥1(z0)). Finalmente observando que

/

A o B T O R D R = s gt
u?\,; o} oYy Sy e gy —é‘Zu] uél y

&2 P} Y2
se concluye que ¢y o F o ¢;' es holomorfa en ¢;(ry). Como 74 es
arbitrario, entonces ¢, o F o q’;l“] es holomorfa en todo U,

Con la Observacidén 2.1, uno puede demostrar lo siguiente:

LEMA 2.1. Sea F' : X — Y wuna aplicacion entre superficies de
Riemann y x € X. Entonces F' es holomorfa en x si y sélo si para
cualquier par de cartas ¢y : Uy = V)i conx € Uy y ¢q : Uy — V5 con
F(x) € Uy se cumple que ¢g 0 F o ¢7' es holomorfa en ¢1(z).

Algunas propiedades de lag aplicaciones holomorfas entre superficies
de Riemann se incluyen en el siguiente lema:

LEMA 2.2. Sean F': X =Y y G :Y — Z aplicaciones holomorfas
entre superficies de Riemann. Enionces G o F' es holomorya.

Demostracion: Para demostrar que GG o F' es holomorfa, sea z € X.
Sean ¢y : Uy - Viconx € Uy y o : Uy = Vu con F(z) € U, cartas
en X e Y rspectivamente tales que ¢y o I’ o ¢; es holomorfa en ¢y ().
Sea ademds ¢3 : Us — V3 una carta en Z con G o F(z) € U; tal que
¢3 0 G o ¢; " es holomorfa en ¢o(F(z)). Al igual que antes, podemos
suponer que F(U;) C Us y G(Us) C Us. Entonces

¢30G0F0¢1‘1=¢30Go¢z_10¢20F0¢1—I,

Como ¢y 0 FPog]! es holomorfa en ¢i(z) y ¢30G o ¢! es holomorfa
en ¢o(F(2)), entonces ¢pzoGoFogy! es holomorfa en ¢y (z). Luego GoF
es holomorfa en x. Como z es arbitrario, entonces (7 o F' es holomorfa
en X. QE.D.

mo si existe un homeomorfisio entre ellos; en Algebra lineal, dos es-
pacios vectoriales son el mismo si existe un isomorfismo entre ellos;



2. APLICACIONES HOLOMORFAS ENTRE SUPERFICIES DE RIEMANN 15

lo mismo en teorfa de grupos, anillos, etc. Aqui vamos a definir un
concepto andlogo para superficies de Riemanmn:

DEFINICION 2.2, Sean X, Y Qn'nu“ cies de Biemann v F una apli-

ICION 2.2. Sean X de v
cacién de X en Y. Diremos que F' es un isomorfismo de superficies de

Riemann si F' es aplicacién holomeorfa, biyectiva y con inversa F'~ ! ho-
lomorfa. Si existe un isomorfismo entre dos superficies de Riemann X
eV, diremos que X e ¥ gon isomorfas. En el casoque X =Y decimos

que F es un automorfismo de X.

Se puede demostrar que si X es una superficie de Riemann, enton-
ces el COII_]llIHO de todos los automorfismos de X, es un grupo con la
composicién. A tal grupo lo denotamos Aut(X).

Aqui entregamos algunas proposiciones sobre aplicaciones holomor-
fas entre superficies de Riemann.

PROPOSICION 2.1. Sea I : X — Y una aplicacion holomorfa no
cosntante entre superficies de Riemann. Entonces F es abierta.

Demostracidn: Sea U abierto en X. Debemos demostrar que F(U)
es abierto en Y. Para cada x € U, sean ¢, : U, = Vo conz € Uy y
Py ffz — 't:'; con F(x) € [A{.ﬂ cartas en X e Y respectivamente tales
que Y, o F o ¢! es holomorfa en ¢ (z). Al igual que en el Lema 2.2,
podemos suponer que F(U,) € 17,. Cada U, NU es abierto y como
¢;' es homeomorfismo, entonces qu;l(Um N U) es abierto en C. Por
Ohservacién 2.1, como 1), o F o ¢! es holomorfa en ¢ (17,), es abierta
ahi. De esta manera 1,0 F'oc,aﬁ l(rf) (UNU,)) = 4hy0 F‘(Uﬂbq.) es abierto
en C y como 7" es homeomorfisuo, eutonces F(UNU,) es abierto en

Y. Y como |,y F(UNU,) = F(U) entonces F(U) es abierto en Y.
QED

PROPOSICION 2.2. Sean X e Y superficies de Riemann, con X
compacta y F' una aplicacion holomorfa no constanic entre XeY.
Entonces ' es sobre e Y es compacta.

Demostracidn: Por Proposicién 2.1 F es aplicacién abierta. Ademas
X es abierto en X. Luego F(X) es abierto en Y. Por otra parte X es
cormpacto y por Definicién 2.1, F' es continua. Luego F(X) es compacto.
Como Y es Hausdorff, entonces F(X) es cerrado en Y. Ademads Y es
conexo, por ser superficie de Riemann, por lo tanto, como F(X) es
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abierto v cerrado en Y a la vez, Y = F(X). Por lo tanto F es sobre e
Y es compacto. Q.E.D.

PROPOSICION 2.3. Sean X e Y superficics de Riemann y F 1 X —
Y una aplicacién holomorfa no constante entre ambas superficies. En-
tonces para cada y € Y, F7'(y) es un subconjunto discreto de X. En

particular si X es compacto, entonces F~1(y) es finito y no vacio.

conszdere .;b U — V carta centrada en z y sea ¢ : U — V carta
centrada en y de modo que g = 1 o F o ¢! sea holomorfa en 0. Como
las cartas son centradas, ¢(0) = 0. Ademds. por Observacion 2.1, g
es holomorfa en ¢(U/). Como los ceros de una funcion holomorfa no
constante forman un conjunto discreto, se puede ver que en alguna
vecindad de r, T es la tinica preimagen de y bajo g. Esto prueba que
F~1{y) es discreto.

En el caso particular en que X es compacto, por Proposicion 2.2,
Y es compacto y F' es sobre, luego F'7(y) es no vacfo para cada y & Y

v es compacto (esto pues F es continua, y es cerrado, luego I~ Hy) es
corradnen ¥ com -:}ni“o) ano og d1a.ﬁrai—n ara f\nr]an = P 1(3\. oy c+a

[wd B u S LU L wh & iy 8 u,\;u LDLL T ULy TR WG AL 2X187¢e

un abierto U, tal que U, N F~Y(y) = z. La coleccion {Usz}rer-1(y) €8
un cubrimiento abierto de F~'(y). Como F~'(y) es compacto, existe
un subcubumlento finito {l/,,}*,. Como cada [/, sélo contiene a =

entonces F ' (y) es fiuito. Q.E.D.

La siguiente proposicién nos da una forma de como representar
localmente una aplicacién holomorfa no coustaute entre superficies de
Riemann:

PROPOSICION 2.4. Sea F : X — Y una aplicacion holomorfa entre
superficies de Riemann y sea x € X. Enlonces exisle un tdnico entero
positivo mp, que satisface la siguiente propiedad: para toda carta ¢g :
Us = Vo enY centrada en F(:z,) existe una carta ¢y : Uy = Vi en X
» . 4 = —— T
centrada en = tal que ¢o(F (@7 (2))) = 2P+

Demostracidn: ver [2] pag. 44-45.

Con esto, hacemos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.3. Sean F « Y Mg, COINO en 1'51.} O] riterio
Entonces definimos la multzphczdad de F en x como el nimero mg,.
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Por la Proposicion 2.4, se ve que mp, > 1.
Otra definicion importante es la siguiente:

DEFINICION 2.4. Sea F' : X — Y una aplicacion holomorfa no
constante entre superficies de Riemann y sean « € X, y € ¥ . Si
mp. = 2 entonces decimos que x es un punto de ramificacion de F'. Si
y es imagen de un punto de ramificacion de F' entonces decimos que ¥
es un punto rama.

Se puede demostrar qite en una aplicacion holomorfa F' : X — Y
entre superficies de Riemann tal que la ¥V es compacta, los puntos de
ramificacién F' forman un subconjunto discreto de X . Para ello, veanse
los detalles en [2], pag. 45. Como consecuencia de esto, los puntos
rama dc una aplicacion holomorfa forman un subconjunto discreto del
espacio de llegada. Ademds, si X es compacta, entonces log puntos de

ramificacién de F' forman un conjunto finito.

La siguiente proposicion sélo tiene sentido en aplicaciones holomor-
fas entre superficies de Riemann compactas:

PROPOSICION 2.5. Sea F : X — Y un aplicacidn holomorfa entre
superficies de Riemann compactas. Para cada y € Y sea

- SR
Gry= /2, Mz
TeF~1(y)

Entonces dp,, es constante, independiente de y.
Demostracidn: ver [2], pag. 47-48.

DEFINICION 2.5. Bajo las hipétesis de la proposicién anterior, lla-
maremos al nimero dp, el grado de F'. En adelante lo denotamos
S RAY

deg(F').

A continuacién hay un teorema que relaciona los géneros de dos
superficies de Riemann compactas dada una aplicacion holomorfa no
constante entre ambas. Este teorema se conoce como la formula de
Riemann- Hurwitz:

TEOREMA 2.1. Sea F' : X — Y una aplicacidn holomorfa no cons-
tante entre superficies de Riemann compactas. Sean g(X) y g(Y) los
géneros de X e Y respectivamente. Entonces
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29(X) — 2 = deg(F)(29(Y) - 2) + ) _(mr, —1).

Demostracién: ver [2], pag. 52-53.

3. Superficies de Riemann Hiperelipticas

Ya hemos hablado sobre curvas planas afines suaves definidas por
ecuaciones de la forma y? = ¢(z) con ¢ € C[z] un polinomio irreducible
sin raices multiples. Estas superficics de Ricmann no son compactas.
Sin embargo, mediante el proceso de pegado de superficies de Riemann
via isomorfismos, se puede compactificar una curva definida por una
ecuacion de la forma ya mencionada. Describiremos brevemente este
proceso, ver {2| para mas dctalles.

Sea h € Clz] un polinomio irreducible sin raices mltiples de grado
29+ 1+ ¢, donde c es 0 6 1. Sca X la curva plana afin suave definida
por la ecuacién y? = h{z). Sea U = {(z,7) € X|z # 0}. U es abierto
en X.

Sea k(z) = 229%2h(1/z). Observamos que k es un polinomio sin
raices miltiples pues h lo es. Sea Y la curva plana afin suave definida
por la ecuacién w? = k(z). Sea V = {(z,w) € Y|z # 0}. V es abierto
enY.

Como U/ v V son abiertos en X e Y respectivamente, se les puede
dotar de una estructura de superficies de Riemann a ambos subconjun-
tos. Mds atin, el siguiente lema afirma que U y V son isomorfos.

LEMA 3.1. La funcion ¢ : U — V defimda por

¢(z,y) = (1/z,y/z"*").

es un isomorfismo entre U y V

Demostracion: Primero demostraremos que ¢ estd bien definida, es
decir que ¢(z,y) = (z,w) € V para cualquier (z,y) en U. Esto se ve
por:

w® = 4?25 = (h(2)) /2% = (h(1/2))22Y = k(2),

con lo que ¢ esta bien definida.



3. SUPERFICIES DE RIEMANN HIPERELIPTICAS 19

Ahora, veamos que ¢ es biyectiva. Sean (z,y), (t,u) en U tales que
o(z,y) = ¢(t,u). Entonces

(1 /2 g /pdt = Y Lans
(Y/z,y/2*7") = (1/¢,u/t).

Dec la comparacion entre las primeras coordenadas se ve que z =t
y usando esto se ve por las segundas coordenadas que y = u. Luego ¢
es invectiva. Observande ademads que para cada (z,w) € V| (z,w) =
d(1/z, wz97") se ve que ¢ es epiyectiva, al notar que (1/z,w2?™) € U,
pues:

(wz"1)? = w2229t = p(1/2).

Por lo tanto, ¢ es biyectiva.

Para ver que ¢ es isomorfismo entre I/ v V, recordemos que las
cartas de las curvas planas afines suaves son proyeccioues locales de
tales curvas en C mediante las coordenadas de los puntos (z,y). Sea
p = (z,y) un punto de U. Si h'(z) # 0 entonces existe una funcién ¢
holomorfa tal que en una vecindad A de p, U es el grafico de g(x) =y, v
la carta correspondiente es la proyeccion local 7y (x, y) = 2. Observando
que en 7 (A) se tiene ¢ o 7 () = (1/x, g(x)/x9%1), sea la carta en
V' que se use, la composicion descada dara una fuucion holomorfa en
m(A). Si B (x) = 0 entonces y # 0 y existe una funcién j holomorfa
tal que en una vecindad B de p U es el gréifico de z = j(y) y la carta
correspondiente es la proyeccion local mo(x,y) = y. El procedimiento

es analogo al caso tratado. Con esto se comprueba que ¢ es holomorfa.
Q.E.D.

Este lema se usa en [2]| para demostrar la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.1. Sea Z = X I1Y/o el pegado de X e Y via ¢.
Entonces Z es una superficie de Riemann compacta de género g.

Demaostracion: ver [2], pag. 60-61.

DEFINICION 3.1. La superficie Z construida como en el lema ante-
rior se llama superficie hipereliptica.

El siguiente hecho se desprende de las ecuaciones que definen los
conjuntos X e Y que dan origen a las superficies hiperelipticas.

LEMA 3.2. Toda superficie hipereliptica Z tiene un automorfismo
de orden 2.



Demostracidn: Sea f : Z — Z dadapor f(z,y) = (z,—y). Estd bien
definida y es claramente biyectiva. Usando las cartas de proyecciones
locales, se verifica que [ es holomorfa. Finalmente, observamos que

[of(z,y)= f(z,~y) = (z,9).

En conclusion, [ es holomorfa y de orden 2. Q.E.D.

DEFINICION 3.2. El automorfismo [ del lema anterior se llama in-
volucion hipereliptica.

El signiente hecho requiere de estudio de funciones meromorfas de
superficies de Riemann en € y monodromia (ver [2]).

PROPOSICION 3.2. Una superficie de Riemann compacta X es iso-
moifa o unae superficie hipereliptica si y solo si eviste une aplicacion

holomorfa F : X — C de grado 2.

DEFINICION 3.3. Si X es una superficie de Riemann isomnorfa a una
superficie hipereliptica Y, entonces diremos que X es hipereliptica

4. Teoremas de Uniformizacién y Grupos Fuchsianos

Aqui se hablara sobre una forma de describir en general cualquier
superficic de Riemann. Para cllo se necesita, entre otras cosas, teoria
de grupos para estudiar los grupos de automorfismos de superficies de
Riemann y las superficies de Riemann cocientes. El teorema més impor-
tante de esta seccion es el teorema de Uniformizacion que nos da una
forma dec describir una superficic de Riemann dada. Otros clementos
que se necesitan son: la teoria de funciones harmonicas en superficies
de Riemann y una descripcion de los grupos fundamentales de las su-
perficies involucradas. No se daran todos los detalles aquf pero si se
expondran los principales resultados que se necesitaran para este tra-
bajo. También mencionaremos resultados sobre los grupos Fuchsianos,
que son grupos de gran importancia para los siguientes capitulos de es-
te trabajo, pnes avidan a deserihir las superficies de Riemann ciclicas

p-gonales, que son el centro de estudio de esta tesis.

Antes de esto, recordemos que en [2] (Seccién 3, Capitulo III) se
expotie el tema de las acciones de grupos sobre superficies de Riemann.
Mas aln, dada una superficie X y un grupo G actuando en ella con
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ciertas condiciones, se explica como dotar al espacio cociente X/G de
mna estructura de superficie de Riemann. Primero partimos con las
siguientes definiciones:

DEFINICION 4.1. Sea X una superficie de Riemann. Sea Aut(X) el
grupo de automorfismos de X. Una accidn holomorfa de un grupo G
en X es un homomorfismo de grupos

A: G — Aut(X).

Decimos también que G actia de forma holomorfa en X. Si Ker(A)
es trivial, entonces decimos que (& actia de forma efectiva en X

DEFINICION 4.2. Sea G un grupo que actia de forma holomorfa en
una superficie de Riciann X. El estabilizador de un punio € X en
G se define como

Staba(x) = {g € G/ A(g)(x) = z}.

Considerando la notacién de esta definicién, se puede ver que Stabg(z)
es un subgrupo de G.

superficies de Rlemann cocientes:

La signiente definicién es crucial para el desarrollo de la teorfa de

DEFINICION 4.3. Sea G un subgrupo de PSL(2,C). Entonces G es
un grupo de automorfismos de C, ia esfera de RJema,xm Decimos que (7
actia de forma propiamente discontinua en x € C si Stabg(x) es finito
y existe una vecindad I/ de = tal que g(I7) = U para todo g € Stabg(r)
y g(U)NU =0 si g € G\Slabs(z). ‘

Llamamos Q(G) al conjunto de todos los 2 € C en los cuales G
actia de forma propiamente discontinua.

Ahora. mencionaremos los teoremas de uniformizacién de superfi-
cies de Riemann. Primero, el Teorema de Uniformizacién de superficies
de Riemann simplemente conexas:

TrOREMA 4.1 Sea X wuna superficie de Riemann simplemente
conexa. Entonces X es isomorfa a una de las siquientes superficies:
(i) C.

(ii) C, la esfera de Riemann.
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(i) H := {z € C[Im(z) > 0}.

Una demostracion de este teorema se puede ver en [1] en la seccion
V4.

Ahora, vamos a ver el teorema de uniformizacion general para todas
las superficies de Riemann. Primero partamos con la siguiente defini-
clon:

DEFINICION 4.4. Un grupo (& de transformaciones de Moebius se
llama grupo Kleiniano si Q(G) es no vacio. Si ademds existe un semi-
plano abierto o disco abierto en Q(G) que es invariante bajo la accion
de G entonces se dice que G es un grupo Fuchsiano.

Se puede demostrar que un grupo Kleiniano es a lo mas numerable

(Ver [1]).

Ahora daremos el teorema de uniformizacién general de superficies
de Riemann. Para su demostracion vease [1], seccion [V.5.6:

TEOREMA 4.2. Toda superficie de Riemann X es isomorfa a un
cociente M /G donde M cs una superficic de Riemann simplemenic
coneza y G un subgrupo de PSL(2,C) que actiia de forma propiamen-
te discontinua, libre de puntos fijos y preservando M. Mds ain G es
isomorfo al grupo fundamental de X.

Sean X, M v G como en el Teorema 4.3, y supongamos que X es
compacta y M = H. Entonces G es un grupo fuchsiano. Por otra parte
como X es compacta, tiene un clerto género [ > 1, y como espacio
topolégico es homeomorfa a una suma conexa de [ toros topologicos.
Finalmente, observando que el grupo fundamental de una suma conexa
de 1 toros cs nn grupo no abcliano dade por la signiente presentacion:

!
H = {(Ll, ...,O‘hbl, ....,b.}! H{(}L.{,bf} =1

L i=1

concluimos que G tiene la misma presentacion.

DEFINICION 4.5. Sea T un grupo ,,thia__o tal que X = H/T es
compacta. Sea 7t la aplicacion cociente. Sea g el género de X. La sig-
natura de T se define como la tupla (g; m, ..., m,) donde r es el niimero
de puntos rama de 7p y los m; representan los indices de ramificacion
de log nuntos rama (Dmc 2 ,i\

aisn

un
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La signatura de un grupo fuchsiano I' da informacién sobre su re-
presentacion:

TrOREMA 4.3, Sea I" un grupe Fuchsiono que actio en H tal que
H/T es compacta. Sea (g;my,...,m,) su signatura. Entonces existe un
congunto {ay. ..., a4, by, ..., bg. €1, ..., ¢} de elementos de T' tal que:

(i) e (Gl, es Qg bl, rvy bg, Cls - C.,-)

(i) Los generadores cumplen lus siguientes relaciones:

q T
&, e, ([low 6D T e
i=1 j=1
(ii) Cada elemento de orden finito yace en un idnico conjugado de
{e:) para algin i.
(iv) Cada elemento de orden finito tiene un punto fijo en H. Los
elementos de orden infinito no tienen puntos fijos.

DEFINICION 4.6. A los elementos de un conjunto de generadores
de un grupo fuchsiano I' que cumplan las hipétesis y conclusiones del
teorema anterior les llamaremos generadores candénicos de L.

Demostracion del Teorema 4.4: Ver [5], pags. 38-39.

Este teorema implica que un grupo fuchsiano I"' como en el teorema
no es abeliano a menos deque g =1,r =06 ¢=0,r =1 . Ademas,
en [1], se expone que las 1inicas superficies de Riemann compactas con
grupos fundamentales abelianos son las que tienen género menor a 2,
v que son isomorfas a cocientes de C o C. Por lo tanto si el género
de una superficie de Riemann X es mayor o igual a 2, entonces X es
isomorfa a un cociente de la forma H/T" donde I' es un grupo fuchsiano
no abeliano.

Ahora, si X es una superficie de Riemann con un grupe finito &
actuando de forma holomorfa y efectiva en ella, se puede dar una es-
truetura de superficie de Riemann al espacio cociente X/G:

TEOREMA 4.4. Sea (G un grupo finito actuando de forma holomorfa
y efectiva en una superficie de Riemann X. Entonces X/G se puede do-
tar de una estructura de superficie de Riemann. Ademds, la aplicacion

cociente 7 : X — X /(G es holomorfa de grado |G| y m, . = |Stabg(z)]
para todo r € X,

Demaostracion: Ver [2], capitulo 3, seccion 3.



Capitulo 2: Superficies ciclicas n-gonales
5. Ecuaciones para superficies ciclicas p-gonales con p primo

UUn problema abierto en la teoria de Superficies de Riemann Com-
pactas es encontrar una ecuacion que defina a una superficie X dado
un grupo de uniformizacion A < PSL(2,R). En general, si el género
de X es mayor o igual a 2, no es del todo claro como se puede abordar
este problema. Sin embargo, i X admite automorfismos, se puede usar
la teorfa de Galois para encontrar ecuaciones que la definan. En este
capitulo estudiaremos el trabajo de A. Wooton en [3] el cual considera
el caso en que X admite un grupo ), de automorfisinos ciclico de orden
primo p tal que el espacio cuociente X /C, tiene género cero. Esto es

una generalizacion de superficies hiperelipticas, en las cuales p = 2.

DEFINICION 5.1. Si X admite un grupo €, de antomorfismos ciclico

de orden primo p tal que el espacio cuociente X /(! tiene género cero

acio cuociente X/, tiene géner ero,
llamaremos a X una superficie p-gonal y a C, un grupo p-gonal para
A

Como va vimos en el capitulo anterior, toda superficie de Riemann
compacta X de género mayor o igual a 2 puede ser obtenida como
un cociente de la forma H/A donde A es un grupo Fuchsiano libre de

torsién llamado un grupo de superficie para X . La siguiente proposicion
describe edmao dehen ser los gripos de antomorfismos de nna superficie

de Riemann de esta forma:

PROPOSICION 5.1. Sea X = H/A una superfice de Riemann com-
pacta de género mayor o igual a 2. Entonces un grupo finito G de
automorfismos de X debe ser isomorfo a un cociente de la forma L'/A
para algin grupo Fuchsiano T que contiene a A como subgrupo normal.

Demostracién: Ver [6], pag. 252.

PROPOSICION 5.2. Considérese la notacion de la Proposicion 5.1.
Entonces se tiene que H/T' se identifica con X/G y que la aplicacion

25
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cociente g : X — X /G ramifica sobre los mismos puntos que mp : H —
H/T" con los mismos indices de ramificacion, lo cual es equivalente a
que el siquiente diagrama conmuta

H
a2

X =H/A—5X/G=H/T

(1)

Demostracion: Observamos primero que si tenemos dos superficies
de Riemann X, Y isomorfas, con f el respectivo isomorfismo y G es
un grupo de automorfismos de X, entonces existe un grupo H de au-
tomorfismos de Y que es isomorfo a GG (pues si ambas superficies son
isomorfas, entonces sus grupos de automorfismos son isomorfos). De
hecho, un isomorfismo entre Aut(X) y Aut(Y') es ¢ dado por

¢(g)=fogof

Ahora demostraremos que X/G =2 Y/H, Sea : X/G — Y/H da-
da por f([z]) = [f(«)], donde » — [z] representa la clase de z en X
O Y modulo G o H segiin corresponda. Pritnero, esta funcion esta bien
definida, pues si x,2’ € X pertenecen a la misma érbita bajo G, en-
tonces existe ¢ € G tal que ¢'(x) = «'. Buscawos it € H tal que

h(f(x)) = f(2'). Sea h = ¢(g'). Entonces

h(f(x) = (g (/7 (@) = flg'(z)) = [().

Ademads, como f tiene inversa, se puede definir f= 7-1 de la misma
manera y se verifica que f f"’I =ldyygy [~ 71 of = Idx/q. Luego, f
es invertible. Para verificar que f es isomorfismo de superficies de Rie-
mann, se observa que si mg es la proyeccion cociente de X en X/G y 7y
es la proyeccién cociente de Y en Y/H entonces el signiente diagrama
es conmutativo:

.

(2) X }
ber e
X/6 LV

con esu la holomorficidad de [ se deriva de las otras aplicaciones
involucradas.



5. ECUACIONES PAR;

Por otra parte, demostraremos que si X es supetficie de Riemann y
N, M son grupos de automorfisios de X tales que N <1 M, entonces
X/M = (X/NY/(M/N).

Antes. ohservamos que la accién de M/N sobre X/N se define de
la siguiente forma: sea P : M — M/N la aplicacién cociente, sea
c € M/N yseaa € P Yc). Sea [z]y la clase de x € X en X/N.
Entonces se define la accién de A /N sobre X/N como:

([alw) = lal@)]n-

Veamos que esta accion estd bien definida. Sea ¢ € M/N y sean ¢
y ben P1(¢). Como ab~' € N, entonces a(z) y b(x) estén en la misma
érbita bajo N. Por lo tanto, [a(z)]y = [e(x)]n. Ahora, es claro que

si @ € N, entonces [a(z)]y = [7]ny. Finalmente, si ¢y d estdn es N y
a € P71{c), b e P7Y(d), se verif
7 s

cd([z]n) = [ab(z)]n = [a(b(x))]y = c((b(2)]n) = c(d([z]n)).

Concluimos que la accién esta hien definida.

Para demostrar que X/M = (X/N)/(M/N), sea

W X/M = (X/N)/(M/N),

dada por ([z]) = [[z]], donde [z] y [[z]] denotan las clases de x en
cada superficie respectiva. Para ver que esta bien definida, supongamos
que 7 v ¢’ estan on la misma clase en X/M. Fintonces existe g € M tal
que g(z) = z’. Sea 7 la clase de g en A[/N. Sea la clase [z]y de z en
X/N. Entonces glz]y = [g(x)]n = [2]. Luego [[a]] = [[z]].

Para ver que es inyectiva, supongamos que ¢([z]) = ¥([z']). En-
tonces existe § € M/N tal que glz]y = [g(z)ly = [2']y. Luego, existe
h € N tal que h(g(z)) = 7. Como N estd contenido en M, entonces
hoge M,y asi [x] = [¢] en X/M. Por definicién, ¥ es automdtica-
mente sobre.

Para ver que es holomorfa, sean 7 : X/N — (X/N)/(M/N), la pro-
veccién (que es holomorfa) y f*: X/N — X/M definida por f'([z]n) =
[z] en X/M. Esta funcién es sobre y es holomorfa, pues si 7y, 73 son
las proyecciones de X en X/N y X/M, se cumple que floTin=7TmYy
es claro que ¢ o [’ = 7. Luego ¢ es holomorfa. Por claridad resumimos
lo anterior en el siguiente diagrama conmutativo:



(X/N)/(M/N)
Aplicando lo anterior a la situacién del teorema, se tiene que

X/G=2H/A(T/A)=BT.

Finalmente, como 7y = mg o my, los puntos rama de 7, son los
mismos que los de 7 v los indices de ramificacién son los mismos dado
que A no tiene torsion. Q.E.D.

Si I' es un grupo fuchsiano y A es un subgrupo normal de T, entonces
existe una relacion entre los géneros de ambos grupos.

PROPOSICION 5.3. Sea I’ un grupo fuchsiano con signatura
(grimy,mg,...,m,) (ver Definicién 4.5) y A un subgrupo normal de T
de indice finito N tal que cada c;A € I'/A con i = 1,...,r tiene orden
t;. Entonces el genero g5 de la superficie cociente H/A estd dado por:

Nl 7 1\
—1= N{gr—1)+— 1-—].
IA (gr )+252:1( 'ﬁi)

Demostracion: es una inmediata consecuencia del teorema de Rie-
mann Hurwitz (ver 2.1).

Si X es una superficie p-gonal con grupo p-gonal Cy, entonces X/C),
es isomorfa a C. La idea es estudiar los grupos G que actian en X,
contengan a C, como subgrupo normal, y que K = G/C, actiie en

X/C, como grupo isomorfo a un grupo de automorfismos de C. Tales
grupos G deben admitir una sucesion exacta del tipo siguiente (no
necesariamente tinica):

1= Cu=¢G =R 1.



El grupo K actia en X/C, que tiene género cero, luego K es un
subgrupo finito de PSL(2,R). Los grupos finitos que actian en C son
conacidos v los anotamos en la siguiente tabla con su respectivo dato de
ramificacién (que es un vector con largo el niimero de punfos rama de
la aplicacion cociente respectiva, y entradas los fndices de ramificacion
de los puntos rama):

Tablg 1
I Grupo | Dato de Ramificacién
C (k. k), k> 2
Dy (2,2,k), k> 2
Ay (2.3.3)
Sy (2,3,4)
A (2.3,5)
ORSERVACION 5.1. Dos grupos finitos isomorfos de automorfismos
de la esfera, son conjugados dentro del grupo de automorfismos de ella
(ver Teorema A.1 de [3] o Teorema IV.9.12 de [1}).

LAWT

v lo Hdmamos el supergmpo normal de Cp, Llamamos K = G / C como
el grupo de esfera de X.

Usando la notacion de la definicid

superficie para X (de modo que X = H/A) y sean I' y I', grupos
fuchsianos tales que I'/A = Gy I,/A = Cp. Sean p : ' — (“’ v X

' — K los epimorfisinos candnicos con nicleos A y T'), respectivamente.
Luego \fr’(" THT/T’ y X/ = LHT/F Esto se resume en el siguiente

EELS o L2 SN il Bl i 84Tl el

diagrama conmutatwo.

.‘hfF‘l'iOT Sea. \_ el U‘I‘I_}p() dﬁ

{4) H
Sk i
A
X =H/A
T ﬁc?‘i;’
X/C,=H/T,=C
A//ﬂ-;{/

X/G=H/T=C
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PROPOSICION 5.4. St X es p-gonal, entonces la signatura de 'y es
de la forma (0; 2 —yP) para algin r > 2.

VOLC2

Demostracidn: Como C,, es un grupo de orden primo p, entonces los
estabilizadores Stabc, () de cada punto z € X deben ser de érden 1 o p,
y como m, . . = |Stabc,(z)| entonces las multiplicidades de los puntos
de X son 1 6 p. Por Proposicion 5.2, se tiene que 7, ramifica sobre
los mismos puntos rama de 7, con los mismos indices de ramificacién.
Ademads por la férmula de la Proposicién 5.3, usando que I'/A tiene
orden p, se tiene que

Pero gr, = 0 pues H/T, = X/C, (por Proposicién 5.2) y X/C,
tiene género cero, y los ¢; son iguales a p, pues existe un generador de
orden p en I, /A. Luego la férmula anterior queda:

: 1
RS (1w~)22
p

=r(p—1)>2(1+p)
201 +p)
AT

Luego, la signatura de T, es de la forma deseada. Q.E.D.

=1

>2.

Para encontrar la signatura de T’ hay que fijarse en ¢l grupo G y su
dato de ramificacion:

PROPOSICION 5.5. (i) Si K # C, para todo n € N y su da-
to de ramificacién es (2,u.v) entonces la signatura de T' es



(0:2a,bu,cv, p,...,p) donde a, b y c son 1 o p dependiendo st
N, st
s veces o _
los puntos rama de mg, coinciden con los puntos de ramifica-
cién de la aplicacion cociente mg : X/Cy, — H/T. En este caso
la signatura de Ty es (0; p,...,p ) donde:
\—V-/

R veces
e il = DKL 6= DIE] (e DIK]
= slKl+ 2(p—1 (p— L)u B (p—1

(i) §i K = €, para algin n entero mayor o igual a 2, entonces
la signatura de T es (0;an,bn, p,...,p) donde a y b son 1 o p
S’

_ _ s veces
dependiendo si los puntos rama de mg, coinciden con los puntos
de ramificacion de la aplicacidn cociente g @ X/C, — H/T.

En este caso la signatura de T'p es (0; p,...,p ) donde:
e o’

R veces
(@ — ) {b—1}
R=sn+
(p— 1) (p—-1)

Demostracion: Para encontrar la signatura de T, considere las apli-
caciones cocientes mp : H —» H/T, ms : H — H/A. La ltima aplicacién
es no ramificada pues A no tiene torsién. Ademds, por el Diagrama (2)
es claro que 7 = Tk o T, © Wa. Si @ €s un punto rama de 7 entonces
debe ser un punto rama de 7k o bien, ser imagen de un punto rama de
Te, o ambos. Si ocurre lo primero y no lo segundo entonces el orden
de lcumﬁcamon de mrenaest, uowvenelcaso K # C, on en el caso
K = C,. Si no ocurre lo primero y ocurre lo segundo, entonces el orden
de ramificacién de 7 en « es p. Si ocurren ambos entonces el orden de
ramificacién es mp donde m varfa segun los casos K # C, 0 K = ().

Para calcular la signatura de ', estudiaremos los puntos rama de
7g, bajo la accién de K. Supondremos que K = C conn > 1.
Entonces K tiene dato de ramificacién {n,n) y la signatura de I es

(0;an,bn, p,...,p) donde p se repite s veces.

Sea o un punto rama de 7~ . Por lo anterior Stobg{n) tiene orden 1
6 n. En el primer caso, entonces a no es un punto de mnuhcauou de 7g,
luego cae en uno de los puntos rama de 7t con indice de ramificacion p.
Se puede ver que para cada punto rama de 7r con indice de ramificacién
p hay n puntos rama de 7, en su preimagen. Para ver esto, como o
es un punto de esa forma, entouces la drbita © formada por ese punto
bajo la accién de K es de cardinalidad n, dado que su estabilizador es
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trivial (y por ello también los estabilizadores de los otros elementos de
la orbita). Asf, llamando 7g la proyeccién de X en X/G se tiene que
Tg=TKgOTc, Y

deg(mg ome,) = E Mg, o Merk,mer )

zen (mxc(a))

...i

i ancp'm

TEO

Como son n puntos de la 6rbita y o es punto rama de 7¢;,, entonces
los demds también los son. Luego, hay n puntos rama de 7, en la
misma Orbita. Entonces el niimero de puntos rama de mp que esta en
este caso es sn

Ahora, si Stabg(«) es de orden 7, entonces ese punto es el tnico
punto de su 6rbita bajo K. Como hay dos puntos rama de mx, entonces
eso aporta a lo mas dos puntos rama de 7¢,. Ese niimero de puntos
rama en esta situacion es (e —1)/(p—1)+(b—1)/(p— 1), pues si a
es p, entonces hay un punto rama de 7, que es punto de ramificacién
de mg v 1 en caso de que no, y lo mismo con b.

Finalmente, usando la Proposicion 5.4 se tiene que la signatura de
I', es de la forma (0; p, ..., p) donde p se repite R veces, y con lo hecho
anteriormente, se llega a que

a—-1 b—1
R =sn 3
qn_i_p*l o1

El caso K # C, es anilogo. Q.E.D.

OBSERVACION 5.2. Denotemos por r a m¢,, la aplicacion cociente
de una superficie p-gonal X con grupo p—gonal C,. Sea A el grupo de
superficie de X y sean I" y I',, como antes. Sea ademas C(z) el subcuerpo
de M(X) (el cuerpo de aplicaciones holomorfas de X en C) generado
por r v las funciones constantes. Segiin lo explicado en [3], si &(z,y)
es un polinomio irreducible en C(z) y su cuerpo de descomposicién
es M(X) entonces X es isomorfa a la curva plana afin definida por
la ecuacion ®(z,y) = 0. Para ver esto, véase la seccién 10.9 de [7].
Mas aln, como X es un cubrimiento ciclico de € mediante e, la
extension de cuerpos M(X)|C(z) es ciclica. Asf por teoria de Kummer
para el caso que estamos estudiando, se puede demostrar que existe
y € M(X) v un polinomio g con coeficientes en C, v con factores



lineales de multiplicidad menor a p tal que el cuerpo de descomposicién

de y* = g(z) es M(X).

superficie. Antes de esto, hacemos una observacion:

El objetivo es obtener una ecuacidon mas letallada que defina a l:

OBSERVACION 5.3. Sea ¢ un punto rama de ¢, ¥ sea & € 71‘5; (a).
Bl e = Y R (R O TR ;.S SURON N  JU. S B TS N A R (TR,
oed ¢l p S L,tp 61 NOIMOMorising callOrico (l.t:. ner [“(_)‘j — Z\, CL él upu
de superficie de X), y ¢ un generador canénico (Def. 4.6) de I, con
imagen f bajo g. Como a es punto rama de 7¢,, se tiene que f (g o
Si ¢ es un isomorfismo entre X v H/A y « es una preimagen de ¢(x)
bajo 7, entonces c(a) = a.

Con csta observacion, sc puede hacer la siguiente definicion:

DEFINICION 5.3. Sea 21 ; ~ . Ent
DErFINICION 5.3. dea ¢ un punto rama de g . LnLon ma

gen del punto fijo o de algin generador candnico ¢ de T'. Llamamos a
o el punto rama de 7., correspondiente a c.

TEOREMA 5.1. Sean ¢, ...,¢, generadores candnicos de T'. Sea b
un generador de C, tal que, como elemento de Gal(C(z,y)/C(z)),
by = ¢*™/Py. Para cada ¢, sea a; su punto rama correspondiente.
Sea ¢ : T, — C, el homomorfismo candnico y para cada 1 < j <,
sea m; el mimero entero positivo Mmayor a Cero Yy menor a p, tal que
hy,(c;) = b™. Entonces X es isomorfa a la superficie definida por la
ecuacion

r

v =l

j=1

siempre que ninguno de los a; sea igual a oo. St para cierto
1<i<r, a; =00 entonces X es isomorfa a la superficie definida por
la ccuacion

7

i—1
g =[[(z—a) ] (2—ap)™.
j=1

j=i+1

Demostrecidn: ver [16].
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OBSERVACION 5.4. La ecuacién para una superficie p-gonal no ne-
cesariamente es tinica. Depende de la eleccion de los puntos rama de
T, la cual puede hacerse de muchas formas posibles, dado que hay in-
finitas identificaciones de X/C), con la esfera de Riemann (componiendo
un isomorfismo particular con cualquier transformacién de Moebius).
Esto hace que se pueda clegir cualquier representacion de K (una vez

determinada K de acuerdo a la Tabla 1) para encontrar los puntos
rama de 7, .

M4s atin, ver Teorema 5.4 de [3], dos curvas definidas por y* = ¢(2)
e y* = r(z) son isomorfas si y sélo si r(z) = (gu(z))* con k coprimo a
p, M una transformacion de Moebius y gas el polinomio obtenido por
aplicar M a los ceros de q(z).

Lo anterior, unido a que todos los grupos de transformaciones de
Moebius 1som0rfos a K son conjugados entre si (ver Observacion 5.1},
determina que las (posiblemente distintas) ecuaciones encontradas con
el método aqui presentado corresponden a la misma superficie p—gonal.

En [3], se explica que mediante el estudio de los grupos fuchsianos
involucrados y el estudio de la accién de K en los puntos rama de 7¢,,
se puede hacer mds explicita tal ecuacién. A continuacién explicaremos
estos métodos.

Consideremos el grupe K como antes, actuando en X/C,. X/C,
es isomorfo a la esfera de Riemann, por lo tanto K cmreSponde (es
isomorfo) a uno de los grupes finitos de la Tabla 1. El conjunto de los
puntos rama de 7¢,, mediante la accién de K, se descompone en K-
drbitas. Cada K-6rbita de un punto rama w cs ¢l conjunto {k(w),k C
S}, donde S, es un conjunto de representantes de las clases laterales
de Stabg(w) en K. Esto implica la siguiente proposicion:

PROPOSICION 5.6, Sea X una superficie ciclica p-gonal, C, un gru-
po p-gonal para X, ¢ su supergrupo normal p-gonal, nc, : X — X / o
la aplicacion cociente, K = G/C, y {@1,...,a,} un conjunto de repre-
sentantes de las K -drbitas de los puntos rama de wc,. Entonces existen
enteros njp 1 <i < v, k €8, tales que X es isomorfa a la superficie
definida por la ecuacion:

‘I I e - k@,
i=1 keSg,
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Esto da una forma de cémo encontrar explicitamente los factores
lineales en la ecuacién, pero no da informacién sobre los exponentes de
dichos factores lineales. Ese problema se estudia usando el supergrupo
normal de X.

Suponemos por ahora, las condiciones de la Proposicion 5.6. En-
tonces, para cada a;, sea ¢; ¢l generador candnico correspondiente a a;.
Sea x : I' -+ K el epimorfismo canénico con Ker(y) =T

El siguiente lema nos da una forma de cémo representar los gene-
radores candnicos de I':

LEMA 5.1. Sea {@y, ...,@n} un conjunto de representantes de las K-
érbitas que forman los puntos rama de 7, y para cada 1 <1 < ', sea
¢; su generador candnico correpondiente. Entonces cualguier cnnjunto
de generadores candnicos para Uy es de la forma 7 ;e ; fl<d<7;
1 < j < |K|/|Stabk(a;)|) donde los ~y;; tienen la propiedad de que

X(Aj’i,j) =R e

Demostracidn: Ver 13 pag. 114
Ver |3, Ppag. 114,

DEFINICION 5.4. Un conjunto de generadores canénicos {cg, ..., ¢ }
(no necesariamente de la misma cardinalidad que el conjunto de los
puritos 1:1111@) de ¢ op Con la pxupmuau de gue todo otro generaum
canénico es de la forma , ;c;7y;; descrita anteriormente, se denomina,

8]
un I-congunto de gc'n,(:mdm ©8 CANONLCOS.

candnicos de I', con los elementos de K:

Otro lema importante es el siguiente, que relaciona genera adores

C i B wl Ga S0 A8
L 3 T -

LEMA 5.2. Sea k € f\’ Entonces el generador candnico correspon-
diente o k{a;) es v v donde x(viy) =k

Ahora bien, supongamos que A : K — Aut(C,) denota la aplicacién
de la accién de K en C,. Como Aut(Cy) es ciclico, existe ko € K tal
que A(ky) genera la imagen de A(K) en Aut(Cy). Para tal ko, sea N
entero tal que A(ko)(b) = bV, donde b es el generador de Cp como en
el Teorema 5.1. Con esto se obtiene el siguiente resultado:

LEMA 5.3. Supongamos que o{c;) = b™ para 1 < i <r'. Entonces
00V, e .A(X(’)rtj))(b”') En particular, si ky y N son como antes
y x(1:;) € kT Ker(A) entonces o(vijcvi)) = bV donde mN” e
considerado madulo p.
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Gracias a esto se puede escribir con m:
superficie X',

s detalle la ecuacién para la

TrOREMA 5.2 Sea X un

na superficie ciclica p-gonal, C; su grupo p-
gonal, G el respectivo supergrupo nocrma,l, y K e[ grupo de esfera (Def.
5.2). Sea A el grupo de superficie de X y ' y T, grupos fuchsianos tales
que T/A = G y T, /A = C,. Suponemos también las condiciones dadas
en la Proposicidn 5.6 y en los Lemas 5.1 5.2 y 5.3 Entonces X es

isomorfa a la superficie definida por la ecuacidn:

oo
o o — ol Y}V
p-TI T G-s™

=1 =0 gEkg Ker(A)NS;,

donde los a; son representantes de las K-orbitas de puntos rama de
Ty, & SO lnsg f}ﬂﬂﬂrnﬂnrﬂe Canonicos f‘nwr’peﬂr)-nn_’fmrnfpe n eodn @ a“ b es
el generador de C, del Teorema 5.1, r; = [h . Stabg(@;)], los 1, son
niimeros entre 1y p—1 tales que p(c;) = b, ko es tal que A(ky) genera
A(K) en Cp, N es tal que Alko)(b) = bV y para cada i se considera

N1 médulo 5 para to
N7 modu uy Parg todo e

Para demostrar esto, simplemente observamos que para cada @,

= | J(kjKer(A) N S5)),

j=0

v que para cada elemento g € k{Ker(A) N S;,, el factor lineal
x — g(@;) tiene exponente lineal congruente a n; N7 por Lema 5.3.

Dada la cantidad de cédlculos invo'lucradoL, no incluimos en este
punto aplicacioncs de cste teorema. Dejamos ¢l siguiente capitulo para
ello.

6. Estudio de superficies n-gonales y grupos fuchsianos.

Agui estudiaremos el 1'7‘-'1h;1jn de S, A annﬂhtgn v A Wootton
en [4] sobre superficies de Riemann que contiene resultados de las su-
perficies ciclicas n-gonales, n no necesariamente primo. En tal trabajo,
Broughton v Wootton estudian los grupos de automorfismos involhucra-
dos, nsando de mievo supergrupos normales de log grupos ciclicos de

mtcres y levantamiento de tdles grupos a grupos fuchsianos que actian
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en H. Estos resultados pueden ser utilizados de manera efectiva para
encontrar eciiaciones, segiin el método presentado en la seccién 5.

DEFINICION 6.1. Una superficie de Riemann X de género ¢ > 2 se
dice ciclica n-gonal si existe un grupo ciclico de automeorfismos de orden
n que denotamos C, tal que el espacio cociente X/Cy lenga géuero 0.
En ese caso, la aplicacién cociente ¢, : X — X/C, se conoce como
aplicacion ciclica n-gonal y llamamos a 7, el grupo ciclico n-gonal.

qu 1 X una superficie ciclica n-gonal para
alglin n entero positivo, y (', el respectivo grupo ciclico n—gonal Sea

g el género de X. Sea G = Njux)(Cr) de modo que C,, 4 G g
Aut(X). El método de trabajo en [4] consiste en levantar esta tripleta

de grupos a una ﬂ'nﬂnf;n de aTupos fuchsianos 'y, < T < Ty, ut(X) tal

En lo que qiﬂ‘ue SUDONEemo!

[¥a)

que I'g/Te, = G/Cn ¥ usar teorla de grupos para implementar una
clasificacién. La forma general de como hacerlo es:

) Especificar una. vestriccién en los triples ', < o < Dan

— Aut ./1 J

unpomendo restricciones de tipo geométrico, aritmético, o de
tearia de grupos.

Calcular las signaturas de los grupos fuchsianos involucrados.

Detoerminar las inclusiones I'ny < Fﬁmq’i;

Determinar la sucesién exacta T, = T'g = G/C,

Usar los pares I'e < Taux) v T, € U6 para calcular C,, <
G < Aut(X) (haciendo cociente con el grupo de superficie de
X
=7

(

'l

i)
(i)
(iv)
(v)

demostrar

aque esa extension de O, < G < /hn‘fo) a

qui s UL

Te, <Tg < T 4ux) no existe.

Para efectos de este trabajo, relacionando esto con lo visto en la
seccidn anterior, sdlo estudiaremos las relaciones entre (7, (7, 1"(—, '
A.

y el grupo de superficie de la superficie en cuestion, que llcuucu €Imnos

En adelante, llamamos ' = (), para algiin n fijo.

Dados '~ v '~ dog grunos

os I'o v T dos grug chsianos tales gue T «<a T, (T : ]:'Cl

e R E i & o

es finito, y H/Tw y H/T'¢ sean superficies de Riemann compactas de
género cero, sea K = g /T Segiin [4], K es un grupo que actia en C
y las im4genes de los generadores de orden finito bajo el homomorfismo
canduico faeo 1 Te — K satisfacen las mismas relaciones que dichios
generadores. Dependiendo de qué grupo sea K (de acuerdo a la lista de
la Tabla 1) la signatura S(I'¢) serd de alguna de las siguientes formas:

1
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(i) Si K es ciclico de orden ¢ entonces la signatura de I'; es de la
forma

Q(F \ = (ﬂ_ imy,imy, My..., M
(ii) Si K no es ciclico, entonces su dato de ramificacion es (a, b, c),

scgtin lo visto en la Tabla 1 y entonces la signatura de I' es de
la forma:

S(Te) = (0; amny, bmg, cmz, Mmy..., My ).
Con los m}s numcros cntcros positivos.

Para demostrar lo anterior, considere la e
H/Ty v nr, : H — H/Te. Por la Proposicién 5.2, H/T¢; = (]HI/F( YK,
luego la proyeccién 7y - H/ Fg — H/T¢ estd bien definida.

nsidere las prmms“r_\ nes mp,, H —

p—

Si K es ciclico de orden !, entonces de acuerdo a la Tabla 1, 7y
tiene dos puntos de ramificacién de multiplicidad ¢. Ademds, es claro
que 7r, = Tk o 7r. (ver el diagrama conmutativo (5) de a conti-
miacién). Por lo tanto en la signatura de I, habrdn dos valores que
seran miltiplos de ¢. El caso en que K no es ciclico es andlogo.

=
(O) E’Lﬁ To
! =
i e / H/FC
TE
-

H/Te = (H/Tc)/K

Ahora para cncontrar la signat

nicién:

DEFINICION 6.2. Sea n : I’ — G un homomorfismo de grupos tal
que Ker(y) = A es un grupo sin torsion y (0;m, ..., m,) la siguatura
de T'. Para cada i = 1,...,r, sea v un generador canénico de I de
orden m;. Sea g, = n(7;). Para cada i el orden de g; es igual al de
vis [Tiy 9: = 1y G = {g1, ..., g-). Llamamos entonces a (0;my, ....m,)
la signetura de la accién de G en X = H/A y llamamos al vector
(g1, -, gr) un (my, ..., m,)-vector generador de G.

El hecho de que el m; = || = | s = |g;| <my

tonceg ~M o K prn(n\ Clomo Y, i ~/ 1 entonces zerfa un lepurrlu\

en i LS L 00 3512 1111 Ciilcs

torsion, lo que no puede pasar, Iuego lgi| = ma.

-
¢
e
o}
o
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Se puede ver que en el caso de K como antes, si su dato de ramifi-
cacién es (ay, ..., a.) con e igual a 2 o 3, segiin los casos de la Tabla I,
entonces la signatura de K es (041, ..., ac).

PROPOSICION 6.1. Suponga que (xy,...,x.) (conl <e<r )esun
(a1, ..., a.)-vector generador de K | con respecto a algin grupo fuchsiano
A. Sea {y1, ..., 4.} un conjunto de generadores candnicos de Uq tales
que si1 < i < e, el orden de y; cs mailtiplo dc a;. Entonces se puede
definir foo T = K camo:

Entonces Ker(fec) =T es tnico.

-q"ponienda fe.o el epimortfis y antes y
la sucesion exacta respectiva, buscamos ahora Clmndo fg, e Surge del
normalizador de una accién ciclica n-gonal, es decir, que exista un
grupo ciclico C de automorfismos de H/A, con normalizador K tal que

K/C = K. Se necesita un epimorfismo ¢ : I'¢c — C donde C es un
grupo ciclico tal que Ker(¢) = A sea libre de torsién. Para que tal
cpimorfismo cxista, se¢ deben cumplir ciertas condiciones especificas:
Sea ahora &, ..., & un conjunto de generadores candénicos para I'c, tal
que para cada 1 < i < s, el orden de & sea igual a I; (I; estdn dadas
por la signatura de T'). Para cada 1 <i < s definimos 2z = ¢(&). As,
(z1,...2,) esun (Iy, ..., ls}-veetor generador de la accién de C. Para que
tal vector exista y II sea libre de torsién, se debe tener, entre otros,
que:

(1)

(ii) Paracada 1 < i < s
|| = I&t-
(iii)
|Cl = mem(|&l, ... [El)-
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Supongamos ahora que ' cumple con todas las condiciones ante-
riores. Entonces el conjunto:

Ac = {(IU],...,'LU,-)/I‘LU@I = I&I’II Wy = 1}:

es no vacio. Con esto se pueden enumerar los epimorfismos
¢ : T — C dado que ¢ — (9(&1), ..., 6(€.)) es una correspondencia
1-1.

Ahora necesitamos determinar cuindo el homomorfismo ¢ se ex-
tiende a un epimorfismo ¢ : I'g — K tal que:

(1) K esun grupo que contiene a (’ satisfaciendo C < K v K JC &2
K.
(ii) ¥ |re= ¢

El grupo K serd igual a (G cuando se identifica con un subgrupo de
Aut(X). Para demostrar que tales dos condiciones se cumplen, basta
demostrar que A es normal en ', pues dados gy A, este 1ltimo sin
torsion tales que A <0 ', entonces definimos K = /A, v de esta
manera se cumplen (i) y (ii).

Para hacer esto: Sea x € T';, definimos ¢, : I'e = C como

¢a(7) = dlaya™).
Ker(¢,) = 27'Az y A es normal en g, si y sélo si Ker(¢,) = A =
Ker(g). Fsto pasa si y sélo si existe w, € Aul((') tal que

¢=(7) = d(zyr™") = wa(d(7)).

Entonces, para x, y en I'y v 7 en T, se verifica que w,,(é{7y)) =
w.(wy(d()). Luego w,y = w, ow,, y asi, z — w, es un homomorfisio
de ' en Aut(C). Como C es abeliano entonces w, = Idesiz € Te v
x — w, induce una funcién K — Aut(C) dada por k — wy, k € K.

Esta funcion K — Aut(C') representa la aplicacién de la accidn de
K en C vista antes (A del Lema 5.3). Es asi donde esta seccidn es 1itil
para el método desarrollado en la seccion 5. Veamos:

En caso de no conocer bien el normalizador G de un grupo n-gonal
(" de una superficie n-gonal X. usando la Proposicién 5.1, se sabe
que el grupo de automorfisinos de X es ismomorfo a un cociente de
grupos fuchsianos de la forma I'/A, donde A es un grupo de superficie
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para X, y del mismo modo C es isomorfo a un cociente I',/A. Si se
pudieran conocer bien I' y I',, suponiendo que I'y C I', y calculamos el
normalizador © de I'), en ', entonces aplicamos lo aqui expuesto para
encontrar G. Conocer G es fundamental para encontrar una ecuacién
para X.



Capitule 3: Ejemplos y Aplicaciones

Este capitilo estd dedicado a aplicar lo visto en los eapitulos ante-
riores, mostrando ejemplos de superficies de Riemann n-gonales. Pri-
mero partiremos con superficies especificas y demostraremos que son
n-gonales para algtin n. Después aplicaremos lo visto en el Capitulo 2,
para encontrar ecuaciones planas para estos ejemplos.

Como se pudo apreciar en el capitulo anterior. el desarrollar este
método envuelve varios cdlculos y la determinacién de diferentes obje-
tos (marfismos, puntos fijos, drhitas, entre ntros).

Con el abjetivo de recopilar los diferentes objetos involucrados en
el desarrollo del método, repetimos el diagrama conmutativo 4 el cual
describe las superficies y cubrientes involucrados e incluimos una tabla

que los reswmne (ademds entrega donde fue definido o usado el objeto
en cuestion).

H -

X =H/A
r ‘HC’T,\L

o

TFx

—~

X/G=H/T= (H//FP)/(F.’/FP) =C

43

X/Cyp =TT,  (H/A)/(Ty/A)

£t

C
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X | Superficie p—gonal Le buscamos ecuacion plana
C, | Grupo ciclico de orden p actiia en X
(G | Normalizador de C, en Aul{X) Def. 5.2
K | Grupo de esfera K=G/C,
A | Grupo de la Superficie X ie. X =H/A
0 [15AT 350G 1 Definicién 5.2
¥ (190, 2T 3 K1 Definicion 5.2
A A K — Aut(C,) Lema 5.3
ko | Generador de A(K) < Aut{C}) Lema 5.2
Generador de C, tq. b-y = >™/Py Teo. 5.1
tq. A(ko)(b) = bV Lema 5.2

r | cantidad de puntos rama de mg,

7’ | numero de K —drbitas de los puntos rama | Teorema 5.2

@; | representante de K —arbita Por accién de K en X/C,
¢ | Generador candnico de I', correspondiente | Def. 5.3, Obs. 5.3
a a;

Teorema 5.2

ni | tq. olci) = b
S, | Conjunt
laterales de Sthxw en K

—
1o de representantes de clases Prop. 5.6

7. Ejemplos de superficies n-gonales.

Los siguientes mmm_ﬂgb pretenden ilustrar la teoria superficies 7n-

gonales. Los dos primeros son simples v se incluyen para explicar las
ideas involucradas

EJeEMPLO 7.1. Una superficie hipereliptica. Sea X la superficie hipe-
reliptica dada por la ecuacién y* = z° — 1. Se ve de inmediato que el
género de la superficie es 2. Sea Cy el grupo de antomorfismos generado
por el autoworfistuo J de la Definicién 3.2. [ tiene orden 2, luego la
aplicacién cociente F' : X — X/C, tiene grado 2. Por otra parte, es
claro que los puntos de ramificacién de F son 6 y son de la forma
{X,0) donde X es una raiz sexta de la unidad, y cada uno de ellos tiene
multiplicidad 2. Con estos datos, si aplicanos la formula de Riemanu-
Hurwitz se tiene que:

2(g(X) — 1) = deg(F)(29(X/Cz) — 2) +Z Mg —

S 22— 1) = 4(g(X/Cy) — 1) + 6
D= 4Q(X/(72) + 2.
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Con lo que se llega a que g(X/C,) = 0. Por lo tanto, X es una
superficie 2-gonal.

3_.

Es ..o a

g 1IN CAS( ma¢90e1l
trarse de la misma forma que el

siente hecho que puede demos-

CJ
Jempio anterior:

EJEMPLO 7.2. Toda superficie hipereliptica es una superficie 2-

FOTIS
gonadl.

La conversa de esta afirmacién es cierta: si X es 2-gonal y C su
grupo 2-gonal, entonces la proyeccién 7o @ X — X/C es de grado 2 y
como X/ es de género cero, es isomorfa a C, luego, por la Proposicion
3.2, X es hipereliptica.

Antes del siguiente ejemplo, mencionaremos el siguiente lema que
sera til en lo que sigue:

LEMA 7.1. Sea G un grupo actuande holomorfa y efectivamente en
una superficic de Riemann X y sea IT, < G el estabilizador de un punto
pen G. Si H, es finito, entonces es un subgrupo ciclico de G.

Demostracidon: Ver [2], pagina 76.

FiemrrLo 7.3. Curva de Ferm

e X la c.nnprﬁmp proyectiva en

£ S
CP? definida como el lugar de ceros d polinomniio homugeneo

Plz,y,z)=2"+y"+ 2",

con 1 Mayor o wnal a 4. Esta qnnmflr ie eg conocida como la curva
de Fermat de grado n. Claramente el polinomio no tiene singularidades,
lnego X es una superficie de Riemann compacta. Se puede demostrar
que el género de X es (n — 1)(n — 2)/2. Supongamos que n es primo
v mayor o igual a 5. Entonces el g
X = X definida por flz : y: 2] = [ax : y : 2| donde a es una
ra{z n-ésima primitiva de la unidad. Esta funcién esta bien definida
v es un automorfismo de orden n. Sea i el grupo generado por [y
F: X — X/ la aplicacién cociente.

énero de X es mayor a 2. Sea [ :

Supongamos que [t : u : v| es un punto de ramificacién de F,
entonces f[t 1w :v] = [at 1w :v] = [t : u:v]. Entonces al = cf,
uw = cu, v = cv para algin ¢ distinto de cero. Afirmainos que ¢ = 1.
De lo contario, v = v = 0 y usando la ecuacién que define a X, se
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ve que ¢ = 0. Luego ¢ = 1 y eso implica que at = t. Como a no es
cero ni 1, entonces ¢ = (. Esto implica que u y v no pueden ser cero.
Como tal punto esta en X, se tiene que u” + v” = 0 lo que implica que
u/v = w es una raiz n-ésima de -1. Hay n de tales raices, luego hay n
puntos de ramificacion, cada uno con multiplicidad n. Aplicando esto
a la formula de Riecmann Hurwitz se ticne que
(n—1(n-2)-2=n(2¢(X/C) - 2)+n(n—-1)

= A

= n(n - 3) =n(29(X/G) - 2+n-1)
=>n—3=29(X/G) —3+n.

De donde se desprende que g(X/G) = 0. Entonces X es n-gonal.

8388 3 A

Ahora, para n > 4, no primo, también se cumple que X es n-
gonal. Supongamos que d > 1 divide a n. Consideramos f, G y F
definidas como antes y sea [z : ¥ : 2] un punto de ramificacién de F
cuyo estabilizador H tiene orden d. Por el Lema 7.1, H es ciclico, y
como el tinico subrgupo de G de orden d es es el generado por f“/ g
entonces H =< "4 >. De esta manera

n/d nfd.. . . %

e 5 o o8 w o ;5 alies Bavay s
f ([J.--y-{zjj'—tu ul--y-’ifj-lgb.y-nj-

Usando un argumento parecido al anterior para el caso primo, se
ve que £ = 0 y luego [z : ¥ : z| es de la misma forma anterior. Pero
obgervando que

f([0:y:2])=[0:y: 2

ge tiene que f c Hlo que i ]ma que d=n_ Como hnv n puntos de

la forma requerida, entonces al aphcar la férmula de Riemann-Hurwitz
se tiene el mismo resultado de antes. Luego X es n-gonal.

; ’ . 2
EJEMPLO 7.4. Cudrtica dc Klcin. Sca X la curva proycctiva cn CP
definida como el lugar de ceros del polinomio

P(z,y,2) = zi® + y2® + 22°.

Se puede demostrar que este polinomio es irreducible y es no sin-
gular. Con esto, X es una superficie de Riemann compacta. Se puede
demostrar que su género es 3.
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Sea o una raiz séptima primitiva de la unidad y f : X — X definida
por f(lz:y: 2]) =[x : e’y : a~'z]. Veamos que f estd bien definida:
observamos que:

2(a®y) + a?y(a ')’ + a1z’ = aBa® + a7yt + a7 22

Luego, si [z : y : 2] estd en X, también su imagen bajo [, asi, f
estd bien definida.

S

L'D
:'D
2
=
]
o]
i
s
=
i
=i
B
[}
B
=+
[4°]
2
(9]
Sy
D
th
oy
=
g
]
)
o
-t
<

[x:a?y:a'2] =[t: d®u:a 10

Fntances existe h € C* tal que
(x,a%y,a ™ 2) = b(t,a’u, a 'v).

De lo que se desprende que (x,v,z) = b{i,u,v) v conello, [z : y:
z] = [t : u:v]. Luego f es inyectiva. Es epiyectiva, pues [z : y : 2] =
([x: a™%y : az)).

Para ver que f es holomorfa, sea p = [z :  : 2] € X. Supongamos
que z es no cero. Entonces las cartas locales ¢ y ¢ en p son respec-
tivamente mandar [{ : w : v] a 4/l 0 a v/l segin si las derivadas de
P en y o z son no nulas De todas formas, en cada caso, vemos que
do fod ! manda zen a’z, Yo foe¢! manda zena 1/,, dofoop
manda z en a”'h(z) donde h cs la funcién holomorfa dcl tcorema de
la funcién implicita en la curva afin dada por P(1,y, z) = 0, y andlogo
con ¢ o f o1 L. En cualquier caso, se ve que f es holomorfa.

Finalmente, se observa que

fz:y:2) =lz:ay:a ) =[xy 2.
Tuego, [ es un antomorfismo de orden 7.

Sea G el grupo generado por [y F : X — X/G la aplicacién
cociente. Demostraremos que X es una superficie 7-gonal.

pu tos de ramificacidn de F'. Esos pun

s puntog de 0

puntos [z : y : 2] tales que f([x:y: 2]) =[r:a’y:a"'e] = [n:

Luego existe ¢ nimero c,ompl(,;}o distinto de cero tal que (z,y,z
1

c(x,a*y,a"'z). De la primera coordenada se desprende que z{c—
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Si 7 es cero, entonces por la ecuacién de P se tiene que yz® = 0, luego
y = 06 z = 0, pero no ambos. Si ¢ = 1, entonces se desprende que
y = z = 0. Luego, los puntos de ramificacion de ¥ son 3: [1 : 0 : 0],
0:1:0]y[0:0:1], cada uno con multiplicidad 7.

Por otra parte, deg(F) = |G} = 7. Aplicando esto y los datos ante-
riores en la formula de Riemann-Hurwitz se tiene que:
2.3-2=T(29(X/G)~2)+3-6
5 4 =14¢(X/G) — 14 + 18 = 14¢(X/G) + 4.

De lo que se desprende que el género de X /G es cero. Luego, X e

una superficie 7-gonal.

[¢7]

, 10 e g . .’ 3 ‘
EJEMPLO 7.5. Sea X la interseccidn en CP* de los lugares de ceros
de los polinomios homogéneos

P(z,y,z,t) =2 +y*+ 2
: S ) -~ —_— 3 bl VI
Q(Qz:b’,u}t} —f "“""uu&gw-

En [9], se establece que X es una superficie de Riemann de género
4. Su grupo de automorfismos, segin el mismo artfculo, es isomorfo al
subgrupo de G L{4, C) generado por las matrices A, B3, C, donde:

$ S Ce o i 8

[-w 0 0 0]
0 w 0 0

2500 0 w 0l
1_0 0 0 wz_l

con w una raiz ctibica primitiva de la unidad,

10 0]
1 0 0 0
B=1g 0 1 o
0 0 0 —1
0010
1000
C=1o0100
0 0 0 1]

Con ayuda del programa GAP, se puede ver que A y (' tienen
orden 3, B tiene orden 4 y que el orden de Aut(X) es 72. Por otra
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parte, se puede ver que A conmuta con B y con C, luego, si Cj es el
grupo generado por A, entonces su normalizador es todo Aut(X). La
representacién de A como automorfismo de X se ve como multiplicar
A con un "vector’que se elige como representante de algun elemento
de X, es decir, que

donde

R
Z1 10 0 w 0 2zl lwz
J L) 0 J wrt

Por lo tanto, Alfz ty:z:¢]) =2y 2wt

£
«s
b

Sea 7., la proyeccion de X en X/C'y. Probaremos que X es 3-gonal.

Caleulemos la rawnificacion de F' = mn¢y,. Sea [ : y : z : {] un punto
de ramificacién de F, por lo que es un punto fijo bajo A. Es decir,
existe ¢ complejo no cero tal que (z,7, z,t) = c(z, ¥, z,wt). Sic=w™!
entonces © = y = z = () y entonces por la ecuacion dada por ¢ = 0
se ve que | = 0. Luego ¢ = 1 y con ello, { = 0. Por la ecuacién de
() se ve que al menos una de las otras tres coordenadas es nula, pero
si dos lo fueran, entonces la tercera también lo serfa. Supongamos que
s6lo z = 0. Entonces por la ccuacién P = 0 se ve que 22 + y? = 0,
luego, suponiendo que z = 1, se tiene que y = =i. Con esto se tiene
que [1: +i : 0: 0] son puntos de ramificacién de F. Si y = 0, por un
razonamiento anlogo se llega a los puntos [1:0: 4 : 0] y si z =0, se
llega a los puntos [0 : 1: £ : 0]. Lucgo, hay 6 puntos de ramificacion,
cada uno con multiplicidad 3. Como deg(F) = 3 y el género de X es 4,
si g es el género de X/C3, aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz
se tiene que:

-

B=0g—6+12="6g+6

De aqui se desprende que g = 0, luego, X es 3-gonal.

EJEMPLO 7.6. Curva de Bring. Sea X la curva proyectiva en CP*
correspondiente a la interseccion de los lugares de ceros de tres polino-
mios P, con i = 1,2, 3 definidos como:

L 4

Bz,y,z,t,u)=2"+y + 2"+ +u".



[
=

CAPTTULO 3: EJEMPLO!

Y APLICACIONES

En [15] se sefiala que es una superficie de Riemann de género 4.
Ademas, en {10}, se sefiala que st grupo de antomorfismos es isomorfo
a Sk, el cual actia como permutaciones de las coordenadas homogéneas.

Sea f: X — X definida como

Es claro que f es biyectiva, y como es una permutacién de las
coordenadas homogéneas, deja invariantes los polinomios F;, luego es
un automorfismo. Ademas, su orden es 5.

Sea (5 el grupo generado por f y sea F = 7. Anadlogamente a los
ejemplos anteriores, demostraremos que X es 5-gonal.

¢ nimero complejo no nulo tal que (y,z, 6, u,2) = ¢(x.y,2.L,u). De
esto, se ve que si alguna de las coordenadas es nula, las otras también,
luego ninguna coordenada es nula. Podemos suponer que z = 1, luego
y=c, z=c*t=c’ u=c* y como son puntos de X, en particular

pertenecen al lugar de ceros de P4, luego se tiene que cumplir que
l+et++E+4=0.

Por lo tanto, ¢ es na raiz quinta primitiva de la nnidad. Con esto,
se ve que también estd en el lugar de ceros de Fp y P, luego es un
punto en X. Como hay cuatro raices quintas primitivas de la unidad,
entonces hay cuatro puntos de la forma [1: ¢ :¢? : ¢ : ¢'] con c raiz
quinta primitiva de la unidad. Luego, hay 4 puntos de ramificacién con

multiplicidad 5.

Como ademés deg(F) = 5 y el género de X es 4, lamando ¢ al
género de X /(s y aplicando Riemann-Hurwitz se tiene que
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8. Aplicaciones del método para encontrar ecuaciones.

Ahora, aplicaremos lo visto en el Capitulo 2 para buscar ecuacio-
nes que replesente n superfcies n-gonaies, usando ejemplos mostrados
en la seccién 7. De acuerdo a lo estudiado antes, se establece que los

pasos para cncontrar la ccuacién para una superficic p-gonal son los
signientes:

(i) Encontrar el normalizador G del grupo ciclico p-gonal (7, en
 Au(X) y el grupo K = G/Cy
ntrar las gsionaturas de T v

o el s ., -

onﬁ ar una identificacion de X/C, con la esfera de Riemann

de modo que el grupo K sea un grupo de automorfismos de C v
usar los puntos dec alguna érbita bajo K como los puntos rama
de ng,.

(iv) Estudiar la accién de K en C,.

(v) Aplicar los Lemas 5.1, 5.2 y 5.3.

—
[
i
—.
“-—rd‘\._/
t’i [TJ

cual, mediante la proposicion 5.5, pertite el paso ii. El paso iii es el que
define los factores lineales del pohnomlo g que da lugar a la ecucacién

y? = g(z). El paso v es importante para encontrar los exponentes de los
factores lineales de g. Fir g]ny:-n‘rp [e m'nf,q lo anterior de los nrwnmn«

cuatro pasos para da,r lugar al paso v, mediante el cual se obtlene la
ecuacién para X.

El paso 7 es importante, piies qvnr]ﬂ a definir endl es el grupo K el

EIEMPLO R.1. Sea X la curva de Fermat de gr‘_bdg P primo mayor
5. Segtin lo visto en [8], Aui(X), el grupo de antomorfismos de X es
isomorfo a un producto semidirecto de Sy con ), x (. €}, x €, actta

como el conjunto de los automorfismos de la forma

£ ol Y
Ju gL .

o

donde @ es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. S3 actiia como el
conjunto de las permutaciones de las coordenadas homogéneas de cada
punio de X. Sea g = f10. Como ya vimos, si & =< g > entonces X i
tiene género cero, luego X es p-gonal. Como primer paso, busquemos
G = Nawx)(C,). Consideremos A, T, y T como en el capitulo 2. Cp
est4 contenido en C, x C,,, que es abeliano. Luego (7 contiene a C}, X ()
y por ello, tiene orden mayor o igual a p®. Ahora, hay que ver si los
elementos de S5 estdn en (. Sea h: X — X definida por



o
[ N
v
¥

=
tn
2
-
=
=

{0t

D

=

e
]

onde una

Fste automorfismo corres 1
ertenece

18]
das homogéneas vy por tanto p

hogoh™([z:y:2])=hog(lz:2:y]) = h{laz
=@z y 2] = fppallz iy 2),
Sin embargo, si definimos

se tiene que h no pertenece a G.
P P oo n ol e Paan we s =] = s
Loy "‘j} == l.I.- AR ll.lU

[t e}
R

sl =gllreye

Se ve que R estd en (3, conmuta cou g y claramente es una involu-

cién. Se concluye que G es el grupo de orden 2p% generado por k' y los
e (0, x C,. Luego K = /C, tiene orden 2p. Salo hay dos

elementos d
posibilidades: que K sea isomorfo a U, 0 a D, Pero observamos que

y=Wofix(z:z:y]) =Nz az:y])=[x:y:az]

Wofooh™ [z 1y z))
=[P lz:a" Yy 2] = fpmipa(lz iy 2]).

Concluimos que GG no es abeliano.

Denote la clase en K de un elemento z € G arbitrario como Z. Sea
;o t _ : _ ik . :
¢ = for. Como fi), = foxo fio, se tiene que fir = g™. Por lo anterior,

TR A E G S SR o S -1
Sy =g O‘(f C il = { e .

h
i

o le]
l.l\—‘.lf

Es asf que en K se satisface ' o g’ = g1 o h.
K es generado por la clase de ¢’ v la clase de A, pues en G todo

elemento es de la forma
hofix=Hho foxo fio=hog*og"

es igomorfo a 1), pues

x

En conclusion,

forma h o g
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Ahora, el segundo paso es encontrar las signaturas de I' y T',. Para
encontrar la signatura de I", caleulamos la ramificacion de

nx X/C,— X/G.
K /& /

Como K es isomorfo a D, por la Proposicién 5.5, la signatura de
" debe ser de la forma (0; 2¢,2u, pv,p, ..., p). Por la estructura de D,
sahemos aue los suhgripos de orden 2 son conjugados entre si. Por lo
tanto, basta analizar los puntos fijos (si es que existen) de 7’ y ¢.

Sea o € X/C, un punto fijode . Sea [z :y : 2] € 71'6;({0{}). Existe
[ entero entre 0 v p — 1 tal que

i == . 5
('7-’J =2 y) - C((l. T, Y, "')'
De aquf obtenemos que >z = z. Si z es cero, entonces z e y tamhién

(por la igualdad anterior y por la ecuaciéu de X). Luego ¢ = 1.

Sic = —1, entonces z = —y como a es una raiz p-ésima de la
unidad, x = 0. Claramente z = —y cumple con la ecuacion de X, y asi,
o —1
tenemos el punto [0:1: 1] en 7 ({a}).

Sic=1 entonces z =y y a'x = 2. Si z = 0, por la ecuacién de X
se llega a que y = 0. Luego r no es cero y esto hace que I = 0.

Por la ccuacion de X se tiene que 2P = —2yP, luego x = wy donde
wP = —2y asf tenemos el punto [w:1:1] en wa;({a}).
Claramente, en este ultimo caso para todo w raiz de a2? = -2,

[w:1:1] € ng ({a}), y como son p puntos de esa forma, 77 ({a})
consiste de tales puntos.

Laclase de [0: 1: —1] en X/, es distinta de la clase de [w : 1 : 1].
Mds atin, ambas clases son distintas en X /G (pues uno de ellos tiene
coordenada cero). Observamos que [0 : 1 : —1] es punto fijo de g, pero
gue fw:1:1}no. Como ¢g'([0:1,~-1]) =[0:0a:1,[0:1,~1] noes
punto fijo de ¢’ y tampoco [w : 1 : 1| para ningiin w raiz de 77 = -2,

v ambos puntos son fijos bajo .

Ahora, sea 3 € X/C, un punto fijode ¢ y [t 1 u: 0] € 7{55({,1?}).
Entonces existe k entero entre 0 y p — 1 tal que
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Jt:u:v))=[t:rau:v]=[a"t:u:v]=g"([t:u:]).

Luego, existe b no cero en C tal que (¢, au, v) = b(a*t,u, v). Se saca
de aquf que bv = v. Si b # 1 entonces v = 0, y por la ecuacién de X se
tiene que ¢ y u son no nulos. Se saca de ahf que 1 = ba* v a = b. Luego
k=p—1.Y setiene que t* + u* = 0, luego [t : u:v] =[A: —1:0] con
A una raiz p-ésima de la unidad. Si b = 1 entonces u = 0 y k = 0, luego
tP4+vP =0y [t:u:v]=[A:0:—1], con X igual que en el caso anterior.
Claramente ambos tipos de puntos dan clases distintas en X/, pero
dan la misma clase en X/G pues A'([A: —1:0]) = [A:0: —1].

Las dos clases de elementos fijos por &' en X/C., dan imigenes
distintas por 7g. y los elementos fijos por ¢ dan la misma imagen
por tal proyeccion. Esto es coherente con el hecho de que el dato de
ramificacién de D, es (2,2, p). Ademds, una de las clases de elementos
fijos por // es un punto rama de la proyeccién ¢, : X — X/C, mientras
que el resto de los puntos rama de esa aplicacién no son puntos de
ramificacion de 7. Sin embargo, tales puntos eran de la forma [0 :
w : 1] con w una raiz p-ésima de -1 y esos puntos pertenecen a la
misma clase en X /G, pues dados dos puntos de esa forma, existe un k
entero entre 0 y p— 1 tal que uno es mandado al otro via ¢’ (dado que
multiplicar una raiz p-¢sima de -1 por una raiz p-ésima de la unidad
da una raiz p-ésima de -1), luego, todos pertenecen a la misma clase en
X/G. Por lo tanto, la signatura de I' es (0; 2, p, 2p).

Usando la notacion de la Proposicién 5.5 seveque s =0 b=¢c=1
y a = p, luego la signatura de I', es de la forma (0; p, ..., p) donde p se
repite r veces con

(o - DIK] _

r= = p,

T (p-1)2

Ahora buscamos 1ma identificacion de X/C, con C adecuada. Por
Observacion 5.4, la eleccidon de tal identificacion es arbitraria, salvo iso-
morfismo con K. En [3], pigina 120, hay una tabla (la cual incluimos
en un apéndice) donde especifica representaciones de automorfismos de
la esfera de Riemann. Para el caso que estamos estudiando, K = D,
y D, de acuerdo a la tabla, al verlo como grupo de automorfismos de
la esfera de Riemann, es conjugado al grupo generado por ¢, donde
o(z) = £z con & una raiz p-ésima primitiva de la unidad, y por 7 donde
7(z) = 1/2. Podemos hacer la identificacién de A’ con 7 y de ¢ con
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o. Observemos ahora que los tinicos puntos fijos bajo ¢ son 0 y oo,
v los puntos fijos bajo 7 son 1 y -1. Para cada z fijo, por 7 ¢ ¢’ con
1 <1< p-—1, se tiene que 1/(£'2) = 2, luego £~ = 2%, y por ello,
2= con PP =1,

Ahora, veamos la accién de K en (. Consideremos como en el
Capitulo 2, A : K — Aut(C,), b un generador canénico de C, segin
el Teorema 5.2 y N el nimero tal que A(kg)(h) = b", con kg como en
dicho teorema. Entonces b = ¢* con k entre 1 y p — 1. Dado que la
accién de K en C, es por conjugacion, es decir, que A(Z)(b) = zbz !,
se tiene que N = 1, pues k' y ¢’ conmutan con g, por lo que el nticleo
de la acecion es todo K.

Para obtener una ecuacién de la forma y? = ¢(z) para X, primero
encontraremos los factores lineales de ¢. Haclendo la identificacién de K
con D), estudiaremos las orbitas de L), en C (ver Observacién 5.3). De
la tabla antes mencionada (Tabla 3 del Apéndice) se obtiene que hay 3
6rbitas de largo menor a |K| = 2p. Estas son, {0,00}, {€*]%: 0,...,p—1}
v {* P =¢k=0,...,p—1}. Como son puntos fijos de elementos
de D,, estos constituirdn los términos libres de los factores lineales de
q.

Ahora, sean ¢ v x como en el Capitulo 2 (o ver Tabla resumen
al inicio de este capitulo). Aplicaremos ahora cl paso final. Como hay
p puntos rama de 7, la proyeccién canénica de X en X/C,, debe-
mos elegir una 6rbita de elementos de cardinalidad p para escribir la
ecuacién de X. Recordamos del Teorema 5.2, que los puntos rama se
dividen en orbitas bajo K.

Usaremos la érbita con representante £ y caleularemos las imdgenes
del generador candnico ¢¢ correspondiente a ¢ bajo ¢. Por el Lema
misma imagen, luego, podemos suponer que esa imagen es b = g*. Los
demds generadores candénicos de T, son conjugados de ; (por Lema
5.1), v estos son generadores candnicos correspondientes a los demds
elementos de la drbita de £, por Lema 5.2. Por lo tanto, ios términos
lineales correspondientes a los (x — £*) tienen exponente 1.

Con esto, agrupamos los datos en la siguiente Tabla:
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Datos Valores
Nimero de puntos rama de ¢, p
Puntos Rama de g £,i=0,..,p—1
ny, el exponente de © — & 1
N 1
i N* 1

De esta wanera, por el Teorewna 5.2, la ecuacion para X es de la
forma:

OBSERVACION 8.1. Si hacemos cl trabajo con la drbita de ¢, se llega
a una conclusién similar y la ecuacién es dada por

p—1

F=le-)=2+1.
i=0

En ambos casos es coherente con el hecho de que X es representado
proyectivamente por la ecuacién ¥ 4 y? + 27 = 0, es decir, el resultado
anterior era esperado pero lo desarrollamos en detalles para exhibir el
método.

o

f como en ese ejemplo. Es sabido que el grupo de automorfismos X
es isomorfo a PSL(2,7). Este grupo es de orden 168, nimero que es
divisible por 7 v que ninguna potencia superior de 7 lo divide, luego si
Namamos (% al grupo generado por f, entonces es un 7-subgrupo de
Sylow de Aut(X). Con ayuda de [12], se establece que PSL(2,7) tiene
dos generadores de orden 7, y ambos tienen normalizador de orden 21.

Esto es coherente con el hecho de que dos subgrupos de Sylow del mismo
orden son

JEMPLO 8.2, Sea X la cudrtica de Klein del Ejemplo 7.4 v sea

Con esto, vemos que si G es el normalizador de Cy, entonces K = G /C+
tiene orden 3. Entonces la tarea es encontrar un automorfismo de orden
3 en Aut(X) que normalice Cr.

coniugados v sus nonunalizadores también son ¢ mingados.

Sea g : X — X dada por g{[z : y : 2]) = [y : 2 : z]. Es clare
b ) . g . JAL ) b 1/ Lef 1 R

que g esta bien definida v es biyectiva. Veamos que es holomorfa. Sea

o« = [z :y: 2] € X. Supongamos, sin perder generalidad que x es

distinto de cero. Sea ¢ la carta local que envia la vecindad de o en y/z



(0 z/x segiin sea el caso) y sea i la carta local que envia la vecmdad
de g{a) a y/z o z/x segin sea el caso, entonces g envia z en z la
cual es holomorfa. Observamos que ¢ tiene orden 3, y que

gofogtz:y: ) =gof(lz:z:y) =g([z:a’z:a™"y))

4., . A—2.

— (A2 - P ) P DU PP ‘.1:{'21’fm-o,»~]\
aria Yy EF oy s JoyLd -y

A j,
con lo que g € (. Podemos suponer entonces que ¢ y f generan G
v que la clase de g genera K.

Considerando que X es T-gonal, buscaremos una ecuacion de la
forma y” = g(z) para X. Repltiendo los pasos del ejemplo anterior,
tenemos I el grupo fuchsiano tal que X/G = H/T' y T7 el grupo fuch-
giano tal que Yf( - = IHT/T- Buscaremos la signatura de T". Lo haremos

de nuevo estudlaﬂdo la ramlﬁcacmn de k.

Sea a un punto de ramificacién de esa proyeccion y sea [z :y: 2] €
e ({o}). Entonces « es un punto fijo bajo la ciase de ¢, lo que implica
que existe k entero entre 0 y 6 tal que

(y, 2, 2) = (z, a?*y, a~*2).

Conclnimos que 7, %, z son no nulos. Sin perder gen eralidad, su-
ponemos x = 1. Deducimos de la primera y segunda coordenadas que
y =cy z= ca Ademas, de la tercera coordenada, obtenemos
A = a* = a%, luego, ¢ = wa** con w una raiz ciibica de la unidad.
Luego z = w ws" = w‘z“_k v aplicando esto en la eenacidn de X se
tiene que

1-wa® + wa®uba % 4 wla* =0

o *(1 4w+ w?) = 0.
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Como a no es cero, w es una rafz cibica primitiva de la unidad, y
[z:y: 2] =[1:wa® : w?a~*]. Hay dos puntos de ramificacién de 7
(uno por cada valor de w) con multiplicidad 3, pues no se puede enviar

wa* en w?a’' mediante una ponderacién por potencia de a.

Por otra parte, como son puntos fijos por la clase de g en K, sus
imagenes bajo mx son clases distintas en X/G. Esto es coherente con
el hecho de que el dato de ramificacion de C3 (ver Tabla 1) al verlo
como grupo de automorfismos sobre @, es (3,3), de acuerdo a la Tabla
1. Observando que los puntos de ramificacion de 7. no son imagenes
de los puntos de ramificacion de 7, = F' calculados en el Ejemplo 7.4,
se tiene que la signatura de I' es (0;3,3,7). Usando la notacion de la
Proposicién 5.5, se tiene que a = b= s =1, y conello, R = 3, luego I';
tiene como signatura (0;7,7,7), lo que es coherente con el hecho que
hay 3 puntos rama de mc..

Ahora. identificamos X/C7 con C de modo que los puntos rama de
T, sean nimeros complejos conocidos. Para ello, sea M la transfor-
macién de Moebius definida por

z-+1

—}._.—_.._
z —3z2—-2

5l

Se puede ver que M tiene orden 3, pues su matriz asociada es:

1-(-2)-1-(-3)=-2+3=1.

Y el orden es 3 pues

e R P R e B

Vamos a considerar K como el grupo generado por M, v los pun-
tos rama de 7, los elegiremos como la érbita de 0 bajo K. Pode-
mos hacer una eleccion asi. por Observacion 5.4. 0 no es punto fijo
por M pues M(0) = —1/2. Ademads se puede ver que M(-1/2) =
(-1/2+1)/(3/2-2) = (1/2)/(=1/2) = —1 y claramente M(-1) = 0.
Luego {0, —1/2, 1} serd el conjuuto de puntos que usaremos para la
ecuacion de X.
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Sea ahora ¢ el generador canénico de I, correspondiente a (). Sean g :
['> G, x : T - K los homomorfismos del Capitulo 2y A la aplicacién
de la accién de K en Cy. Sea d una preimagen de M bajo y. Entonces d
tiene orden mayor o igual a 3. Del mismo modo que en el caso anterior,
se ve que {c,dcd™!,d?cd "} es un conjunto de generadores canénicos
de I'7, cada uno correspondiente a 0, -1/2 y -1 respectivamente (por
lema 5.2).

Ahora. al identificar M con la clase de g en K, y haciendo b = f*
el generador canénico de C7, observamos que

AM)b) = gbg™ = gfrg ' = 2k = p2

luego N = 2. Supongamos que o(c) = b. Entonces #i; = 0. Anota-
mos entonces todos los datos en la siguiente Tabla:

Datos Valores
Ntmero de puntos rama de e, 3

' Puntos rama de 7., 0,-1/2,-1
N 2
Ny 1 54<3 1

Aplicando el lema 5.3, se tiene que p(d'cd™') = b para i = 1,92.
Luego, el exponente del factor (+1/2) es 2y el de (x +1) es 4. Asi,
la ecuacién para X es

y' = a(z+ 1/2)%(z + 1)%.

OBSERVACION 8.2. La clausura proyectiva de la curva dada por la
ccuacion

y' = 2(z+1/2)X(z + 1)*
es la curva Y en CP? dada por la ecuacién:
Yy =z(z+ 2/2)%(z + 2)*.
Con ayuda de [14], es posible determinar un isomorfisino concreto

1 : P — Y entre las dos expresiones algebraicas para la curva de Klein
(recordamos que P = 23y -+ yiz+ 2%r):

P(le:y:2]) = [-(2z + z)(x+ 2)% : 42 4 2)(2z+ z)y : 437,
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Observamos que ¢ ayuda a trasladar los automorfismos de una
expresion algebraica a la otra, segiin en cudl sea més facil la desecripeion.

E la Ejemplo 7.5 v considérese toda la
notacién usada en dicho ejemplo. Sea G el normalizador de C entonces
G = Aut(X) y tiene orden 72, luego K = /Cj tiene orden 24. G no
es abeliano, pues se puede ver (con ayuda de [13]) que B y C no
conmutan. Por tanto, K no puede ser ciclico, v, segiin la Tabla 1, sélo

puede ser un dihedral o Sj.

EJEMPLO 8.3, Sea X la curva del

Usando el Teorema de Sylow, como 24 = 8-3, el ntimero de 3—subgru-
pos de Sylow no puede ser 8, pues no es congruente a 1 modulo 3. Luego,
ticne que ser 4 6 1.

Por otra parte, como A conmuta con B y C, todo elemento de G
es de la forma DA* donde D estéd formado por productos de I3 con C.
Es claro que ningin producto de 5 con ¢ forma A o su 1nverso, luego
K es isomorfo al subgrupo de G generado por B y C, que llamamos
T. Como C es de orden 3, el subgrupo que genera es un 3-subgrupo de
Sylow. Usando [13], se puede ver que I3 no pertenece al normalizador
de C en T. Luego, el nimero de 3-subgrupos de sylow de K es mayor
a 1, en consecuencia es 4.

Dy sélo tiene un subgrupo de orden 3, por lo tanto, K es isomorfo
a S, v es generado por un elemento de orden 2 y por uno de orden 4.

Sean U, V v W funciones de X en si misma definidas por

H{{w:a: 2 M =Tp 2t
L b 1/ L RS
V(z:y:z:t)=iz:2:4]

Es claro que U, V y W estdn bien definidas (al ser permutaciones
en dos de las tres primeras variables) y son biyectivas. Son holomorfas

pues cada una se puede representar en GL(4,C) de la sigulente forma:
10060
;10010
- 0100
oo o1
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0 1.0 0
oo (1000
~1o010

000 1

0 0 1 0]
160100
We=11y 00 0

000 1

Estas matrices asociadas estin en T Para demostrar esto, sea F =
Q(w) y det : G — F* la aplicacién que envia una matriz © a det(0).
Observamos que, con uso de [13], B y C tienen determinantes -1 y 1,

luego, del(T) := {1, —1}.

De nuevo, con [13], se ve que las matrices de I7, V' y W tienen de-
terminante -1. asi que, independiente de si tales matrices o sus inversos
aditivos estan en (5, entonces estaran en 7. Si estuvieran en las clases
laterales AT o A?T entonces sus determinantes serfan +w 6 £w?, lo

que no es posible.

Ademas, recordando cémo son los puntos de ramificaciéon de ¢,
se ve que cada uno de cllos es enviado a los demas por composiciones
de estas tres funciones, por lo que esos puntos pertenecen a la misma
6rbita bajo G, luego sus imégenes bajo F' estan en la misma érbita bajo
K. Como son 6 puntos rama, por lo senalado en el capitulo 2, entonces
estos forman una orbita de cardinalidad 6.

En [3] (ver Tabla 3 del Apéndice), se especifica una presentacién
para S; como el grupo generado por las funciones f, g h, y j definidas
por

f(z) =iz

glz) =1z
z+1

h =

W= =

N Rt

.7("’)"—2‘_“57

se especifica ademas que una orbita de orden 6 es la formada por
0, 1, -1, i, —i y 0o. Ademas, hay una érbita de cardinalidad 8 y una
de cardinalidad 12. Esas son las unicas orbitas de cardinalidad menor
a 24.
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Identificaremos G con esa representacion de Sy y elegiremos que
cada punto rama de ¢, sea uno y sélo uno de los puntos de la érbita
de 6 puntos, luego, los b puntos distintos de oo determinaran los factores
lineales del polinomio de la ecnacién de X . Esta eleccion es posible, por
la Observacion 5.4.

Al ver tales érbitas como puntos de X/G, son precisamente los
puntos rama de 7k, lo que es coherente con el hecho de que el dato de
ramificacion de Sy es (2,3.4) segun la Tabla 1 (2 para la de cardinalidad
12, 3 para la de cardinalidad 8 y 4 para la de cardinalidad 6).

Como los puntos rama de 7g, cstdn en la orbita de cardinalidad
6, se tiene, por Proposicion 5.5, que la signatura de ' es (0,2,3,12).
Usando la notacién de dicha proposicion, se tiene que s=0,a=b=1
y ¢ = 3, luego R = 6, lo que coincide con el hecho de que hay 6 puntos
rama de 7¢,.

Sean I' y T's los grupos fuchsianos relacionados con Gy (5. Sea ¢
¢l generador candnico de T's correspondiente a 0. Por tanto, los otros
generadores candnicos son conjugados de ¢y, de acuerdo al Lema 5.1.

Ahora, sea A la aplicacion de la accion de K en Ci, y sean b y
N como en el Teorema 5.2. Como A es el generador de C5 y By C
conmutan con A, la accién de K en Cj es trivial. Por un razonamiento
similar al Ejemplo 8.1, se ve que N = 1.

Con esto, podemos razonar igual que en dicho ejemplo y podemos
suponer que todos los generadores canénicos llegan a la misma imagen,
la que podemos suponer que es b. Anotamos los datos en la siguiente
tabla:

Datos Valores
Numero de puntos rama de ¢, 6
Puntos rama de 7, 0,1,-1,14 —i, co
N 1
n,i=1,..6 1

Por lo tanto, X tiene como ecuacion:

¥ =2(z—-1)(z+1)(z—i)(z+i) =2° -2

EjEMPLO 8.4. Sea X la curva de Bring del Ejemiplo 7.6 y considére-
se toda la notacion usada en dicho ejemplo. Es claro que f, al ser visto
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como permutacién en S, se corresponde con el ciclo (1 2 3 4 5). Usan-
do [12], se observa que el normalizador del subgrupo de S5 generado
por (1 2 3 4 5) es generado por esa misma permutacion v por (2,4, 5, 3)
y tiene orden 20. Luego, el normalizador de C es generado por f y por
g: X — X definida por

Este automorfismo tiene orden 4 y K = G/C}5 tiene orden 4. Es
claro que la clase de g en K tiene orden 4, por lo que K es ciclico de
orden 4, generado por g.

Sabemos que existen puntos rama de 7, pues Cy tiene dato de
ramificacion (4,4). En vez de caleularlos, veamos si los puntos rama de
Ty, que son las clases en X/Cs de puntos de la forma [1:c: ¢ 1 ¢ 1 ¢
con ¢ raiz quinta primitiva de la unidad. son puntos de ramificacién de
Tk

gl:e:@:S:cPD=N:F:ct:c:f]l=[1:F:c*:P: F)

2 3

Es claro que la clase de [L 1 ¢ : 2 1 &8 : ¢! en X/C5 no queda
fija por § € K, luego § permuta los puntos rama de 7. Como los
estabilizadores de puntos en X/Cs s0lo pueden tener orden 1 6 4 (por
el dato de ramificacién de K'), el estabilizador en K de la clase de
[L:c:?:: ¢ en X/Cs tiene orden 1. Concluimos que la signatura

de I es (0;4,4,5).

Usando la Proposicidon 5.5 se tiene que s = a = b = 1 y con ello,
R =4 Por lo tanto, la signatura de I'y es (0;4,4, 4, 4), lo que caincide
con el hecho de que los puntos rama de 7, son 4.

Haremos la identificaciéon de X/Cs con C de una manera anéloga al
caso de la curva de Klein, es decir, eligiendo los puntos rama de 7, de
modo que scan la 6rbita de una transformacién de Mocbius de orden
4, usando la Observacion 5.4.

Sea M la transformacion de Mocebius definida por

M(z)=iz—i+1
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Componiendo varias veces M se ve que para cada k entero positivo
se tiene que:

=3
=i

MH(z) =itz i |

En particular, si k = 4 se ve que

—
ok
I
]

S
A~

M) =itz i*)1=

Luego, M tiene orden 4.

Elegiremos los puntos rama de 7g, como la érbita de 0 bajo M.
Usando la formula para M* se ve que M*(0) = 1—i*. Sean & = M*(0)
con k = 0.1,2.3. Identificamos 7 con M de modo que K es generado
por M.

Sean p : I' =+ Gy x : ' = K los homomorfismos del capitu-
lo 2 (ver Tabla resumen dl inicio de cste capitulo). Sca ¢ el genera-
dor candnico correspondiente a 0 = £ v d una preimagen de M ba-
jo x. Entonces, de la misma manera que en los ejemplos anteriores,
{e,ded™t, d2cd =2, d3cd ™3} es un conjunto de generadores candnicos que
genera ['s, cada uno correspondiente a uno y solo uno de los ;.

Sean A la aplicacion de la accion de K en Cs, b y N como en el
Teorema 5.2. Entonces b = [* para algun k eutero. Al identificar Af
con 7, se ve que A(M)(b) = gbg~!. Observando que

g(flg (g2t ) = g(f([z ety ]) g(lt:y:u:z:a))
=[L:u::c:y:z]:j'3([$: s u))
se cumple que N = 3.

Entences, aplicando el Lema 5.3, con g(c) = b?, v anotando los
datos en la siguiente tabla:

Datos Valores
Niimero de puntos rama de 7, 4
Puntos rama de ¢, l=#i=10, .3
N 3

se ve que o(dcd™") = b | Inego

o(ded ™) = b®
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o(d®cd™®) = b = = b*
o(Ped™®) =17 =17 = 1?

Con esto, el exponente del factor z — (1 — i) es 3,eldexr —2es4dy
el de z — (1 + 1) es 2. Por lo tanto, X tiene como ecunacién:

P =]Je-&" =2 -1+ (2 -2z -1-9)
i=0

OBSERVACION 8.3. En [3].la curva de Bring también aparece como
ejemplo, luego de aplicar el método aqui expuesto, determina que una
ecuacion plana para esa enrva es de la forma

P=(x 1)z 1)

m3

Al analizar la curva definida por dicha ecuacion, se ve que tiene un

automorfismo dc orden 10, ¢l cual se define por
(2,9) = (~z,20)

Donde a es una rafz quinta primitiva de la unidad. Esto contradice
el hecho de que el grupo de automorfismmos de la curva de Bring es S,
que no tiene elementos de orden 10.

Pudimos determinar que el error se produjo al calcular que la accién
de K en C, corresponde a A(M)(h) = b*, lo que es incorrecto. Esto
motivo a estudiar este ejemplo y obtener una verdadera representacion
plana de la curva de Bring.

9. Reflexiones sobre el caso no primo.

Ahora la pregunta es: jqué pasa cuando el grupo ciclico n-gonal es
de orden m no necesariamente primo?. La teorfa antes expuesta en los
capitulos auteriores expoue superficies n-gonales con n primo para las
cuales se pueden encontrar ecuaciones explicitas. Interesa saber si se
puede extender el mismo método al caso cuando n no es primo. Es claro

que la Observacion 5.2 vale para el caso cuando p = n no es primo,
por lo que existe la posibilidad de que se pueda encontrar una ecuacion

analoga para una (de hecho, cualquier) superficie n-gonal X.

Pensemos por ejemplo el caso en que n es un cuadrado de un niimero
primo p. Cuando estudiamos el caso primo, se ve que los puntos rama
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de la aplicacién 7, tienen indices de ramificacién p. En el caso en
que n = p?, con p primo, la accién de un grupo ciclico C, sobre una
superficie X puede ser tal que algunos de los puntos rama de 7, tengan
indices de ramificacion p, por lo que la accion del grupo ciclico no
tendria ramificacion total, es decir, que cada punto rama tenga una
sola preimdgen de multiplicidad p?. Los siguientes ejemplos son una
muestra de que es posible que nna accidn de un grupo ciclico n-gonal
tenga rawificacion total o no.

EJEMPLO 9.1. Sea X la curva de Fermat de grado p* con p un
primo mayor o ignal a 2. Sea f como en el Ejemplo 7.3 y sea G el
grupo generado por f. Por lo antes hecho, se ve que todos los puntos
de ramificacién de la proyeccién de X en X/G tienen multiplicidad p?
y eso hace que X sea p°-gonal con (7 el grupo p*-gonal respectivo y la
rawificacion es total.

EJEMPLO 9.2. Sea X la superficie hipereliptica definida por la ecua-
cion y? = q(x) donde

q(z) = z(z* — 1)(=® + 142* + 1).

El polinomio ¢ ticne grado 13, lucgo el género de X es 6. Ademas
se ve que ¢(—z) = —q(x).

Sea f : X — X definida por f(z,y) = (—z,iy). Como ¢(—z) =
—q(x), se ve que [ estd bien definida. Ademads, es claro que f es biyec-
tiva.

Probemos que f es holomorfa. Sea (x,y) en X. Si ¢'(x) # 0, local-
mente f es de la forma z — iz. Si y # 0, localmente f es de la forma
z — —z. Por lo tanto, f es holomorfa. En el primer caso usamos ¥
como pardmetro, en el segundo x.

Finalmente, vemos que f tiene orden 4 y que f? es la involucién
hipereliptica.

Sea (Cy el grupo generado por f y 7g, : X — X/Cy la proyeccién
canonica. Calculammos los puntos de ramificacion de 7. Es claro que
los 1inicos puntos fijos de f son (0,0) v el “punto en infinito”, que
llamamos z. Por otra parte, los puntos fijos de f? son z y los de la
forma (a,0) con a raiz de g y es claro que (0,0) es uno de esos puntos.
Luego, tenemos 12 puntos de rawmificacion de 7, con multiplicidad 2
y 2 puntos de ramificacién con multiplicidad 4.
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Sea g el género de X/Cy. Sabemos que el género de X es 6 y que
deg(mc,) = 4. Aplicando la férmula de Riemann Hurwitz se tiene que:

De lo que se ve que g = 0, luego X es una superficie 4-gonal, pero
la ramificacién de la aplicacién cociente no es total en todos los puntos

rama.

Los ejemplos anteriores mnestran que las ramificaciones de superfi-

cies n-gonales no siempre son totales, para n no primo.

Ahora bien, sea X una superficie p?-gonal, con p primo y sea g
su género. Sea k; el mimero de puntos rama comn multiplicidad p* con
i =1,2. Entonces por la férmula de Riemann-Hurwitz se tiene que:

2=-2p"+ ko(p® — 1)+ ha(p—1)

(p—1)

— D+ k(p-1).

2
i

2 l“} + L.

2
29 + 2(;{)2 —1)=ka(p

Sabemos que existen soluciones a la ecuacion diofantica en variables

ko v kq

o T
siys

Pero ese maxi

gdlo sl el maximo

Fe

29+ 2(p? — 1) = ka(p® — 1) + ka(p— 1),

' » —1yp—1divide 2 2g.

’ )
£OYTIIITN d}mnc'n'r [2})
a4V Dl il s

imo comiin divisor es igual a p — 1. Para distintos valores

de p v ¢ se pueden ir descartando casos de posibles acciones de grupos
¢fclicos en superficies de un género dado que las hagan p?-gonales.

Supongamos que p= g = 3. Entonces la ecuacién diofantica queda
58 = 24ky + 4ky,
Pero 58 no es divigible por 4, que es el m.c.d. de 24 y 4. Luego, no
hay Superficies 25-gonales de género 5.
Asi, si la ecuacién diofantica
2% 21 29% = Ffm? 1Y 1 bfm 1)
$ PR l.-'},l ng \IJ -Lj (B \j} J.j



68 CAPITULO 3: EJEMPLOS Y APLICACIONES

tiene soluciones para determinados valores de g y p, el siguiente
objetivo serfa encontrar alguna superficie p?>-gonal de género g.
Ahora, supongamos que X es una superficie p>-gonal y ()2 su grupo
p>-gonal. Si usamos la notacién del Capitulo 2, entonces se ve que la
signatura de T'e; , es de la forma
(Oa 14 ---JJ"P’QJ "“pQ)v
B VO0ES & veres

donde sy s’ dependen de la geometria de la accion del grupo p-gonal
en la superficie. Si s es cero, la ramificacion es total.

Analizando los datos del Capitulo 2, se ve que cl hecho de que n sea
primo afecta a la signatura de T',,, es decir, hace que la ramificacién de
7ie, sea total, y en que Aut(C,,) es ciclico. Todo eso ayuda a desarrollar
la teoria antes expuesta. Ademads, al estudiar A : K — Aut(C),), si
k € K es tal que genera a A(K) y A(k)(b) = b", entonces N es primo
relativo a n.

Ahora, veremos un ejemplo que valida la conjetura para el caso
n = p? y ramificacién total, p primo:

EJEMPLO 9.3. Sea X la curva plana afin definida por y? = 2% — 1,
ysean Y, U/ y V como en la seccion de superficies hiperelipticas. Sea 72
la superficie hipereliptica obtenida a partir de X, la cual tiene género
3. Sea ¢ la involucion hipereliptica.

Sea f : 7 — Z definida por f(z,y) — (iz,y). Como (iz)® — 28,
entonces f estd bien definida. Claramente es biyectiva, holomorfa y
tiene orden 4.

Sea C; el grupo generado por [ vy sea 7, la proyeceion canonica de
X en X/Cy . Calculemos los puntos rama de 7¢,. Estos son los puntos
fijos por f. En X, unos puntos fijos son los puntos de la forma (0, £i).
En Y. que es la curva definida por w? = 1 — 28 unos puntos rama son
los puntos de la forma (0, +1). Claramente estos puntos son distintos y
es claro también que estos puntos son los tinicos puntos fijos de f2. Por
lo tanto, la ramificacién de 7¢, es total, con 4 puntos de ramificacién
de multiplicidad 4. Como el grado de 7, es 4 y el género de Z es 3,
aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz con g el género de X/} se
ve que:

2.3-2=89—8+4-3
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= 4 =8¢ + 4.

Por lo que ¢ = 0, luego, Z es 4-gonal. Observe que f? no es la
involucidon hipereliptica.

En [11], se tiene que el grupo de antomorfismos de Z es isomorfo a
Vo = {a,bla* =5 = (ab)? = (a7 'b)? = 1)

Usando [12], se ve que V; tiene orden 32, y que el miximo de los
ordenes de sus clementos es 8. Al cstudiar los clementos de orden 4,
se observa que los subgrupos que generan tienen normalizadores de

ordenes 8 6 32. En el caso de Cy, observamos que el automorfismo g de
Z de orden & definido por

141

g(z,y) = ( 7 z,y)

satisface ¢> = f, luego g conmuta con f.Es claro que g, y por en-
de, f, commutan con la involucidn hipereliptica, Iuego, el normalizador
de (4 tiene orden mayor a 8, por lo tanto, es el grupo completo V.
Observamos que K = Aut(Z)/C}y tiene orden 8.

Sea h: 7 — Z definida como

(1/z,iy/x*) si (z,y)e U

hz,y) =< (0,iy) €Y si(z,y)=(0,£i)e X
L 0,iy) € X si(x,y)=(0,x1)€Y

Se puede ver que h estd bien definida, es biyectiva, es holomorfa
y que h? es la involucién hipereliptica, por lo que h es de orden 4.
También se puede ver que h no conmuta con g pues en la primera
coordenada, ho g envia x no cero en 1/((1+i)x/v/2) y goh envia x no
cero en (1 +1i)/(v/2z). Pero h? conmuta con g, por lo antes explicado.

Con esto al ver h y g en K, se ve que § tiene orden 2 (pues ¢®> = f), y
que h tiene orden 4. Entonces es claro que K es isomorfo a 1.

No calcularemos la signatura de I' como en los otros ejemplos, pero
como los puntos rama de 7, son 4 con mudtiplicidad 4, se ve que I'y
tiene signatura (0;4, 4,4, 4), pues por la Proposicién 5.2, la ramificacion
de I['y coincide con la de 7g,.

Identificamos K con Dy de la misma forma que en el Ejemplo 8.1
(ver Tabla 3 del Apéndice). recordemos de la Observaciéon 5.4 que tal
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identificacion puede ser efectuada, de modo que los puntos rama de
me, son el conjunto formado por 1,i,—1,—i. Identificando h con la
transformacion de Moebius dada por M(z) = iz, entonces, la 6rbita de
1 bajo M es dicho conjunto.

Ahora, estudiamos la accién A de K en (7y. Sean N y b= f7 como
antes. Ya vimos que ¢ conmuta con f, perc observamos que si o # 0,

hfh Yz, y) = hf(1/z. —iyz*) = h(i/x, —iyz?)
= (*il‘: y) = fa(r’s y)

Como los (z.y) € U, al verlos en Z, forman un conjunto denso (por
la conexidad de X y el hecho que los puntos que no estdn en U/ forman
un conjunto finito), se tiene que hfh~! = f3, luego, N = 3.

Finalmente, sea c el generador canénico de I'y correspondiente al
punto rama 1. Sean g y x los homomorfismos del Capitulo 2 v sea d
una preimdagen de M bajo x. Se tiene que el conjunto

{c.ded™ d?cd™?, dPcd ™3}
genera ['y, con cada generador candénico correspondiente a 1, i, -1

y —i respectivamente. Podemos suponer que g(c) = b. Anotamos los
datos en la tabla siguiente:

Datos Valores
Nimero de puntos rama de 7, 6
Puntos rama de m¢, 1, -1, 4, —i
N 3
m 1

Aplicando el Lema 5.3 se tiene que:
o(ded™) = b* = p(d®cd™®)
o(d?cd™®) = b
Por lo tanto, el exponente del factor # +1les1lyveldex —iy ax+i

es 3. Asi, uno podria esperar que una ecuacion para Z como superficie
4-gonal fuese
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Verificando con [14], se ve que 7 es isomorfa a la curva definida por
la ecuacion encontrada anteriormente. Entonces se ve que el método de
Wootton sirve en este caso.

A raiz del tdltimo cjemplo, se podria establecer la siguiente conje-
tura:

Sea n = p?, p primo. X une superficic n-gonal con grupe n-gone
C, tal que la ramificacion de we,, sea total, es decir, todos los puntos de
ramificacion de tal aplicacion tienen multiplicidad n. Sea {a1,...,a,} €l
conjunto de los puntos rama de 7., que sean distintos de co. Suponga
gue se verifican todas las hipdtesis del Teorema 5.1. Entonces X es
isomorfa a la curva definida por la ecuacion:

T

yn = H(.‘T — (L;)ni,

i=1
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Apéndice.

Incluimos aqui parte de la pagina del trabajo [3], la cual contiene
1 3 ey 1 . Fo¥ £i 1 5]
ia Tabla 3, utilizada en diversos puntos del Capitulo 3.
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