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INTRODUCCTION

En [ 5] , Pomareda da algunas condiciones generales que permiten cons
truir abanicos parciales que definen planos de traslacidn de orden q2
(@ potencia de un primo impar) que admiten un grupo de homologias afines
de orden g + 1 , de manera que una de sus Orbitas de componentes determina

un régulo en PG(3,q) .

En el presente trabajo, consideramos el casoc g = 7 vy siguiendo
la té&cnica desarrollada en [5], probamos (Capitulo II) el siguiente resul -
tado: "Existen salvo isomorfismo y/o derivacidén simple o miltiple, 4 plancs
de traslaciones de orden 72 y niicleo GF(7) que admiten un grupo de ho -
mologias afines de orden 8, de manera que una de sus Orbitas de componentes
define un régulo en PG(3,7) , uno de estos planos es el plano desarguesia-

no.

En el Capitulo III describimos algunas propiedades de los abanicos
que nos permitirdn, en los Capitulos IV, V, VI dar informacidn acerca de

los grupos de colineaciones de estos planos.




ii

En los deos casos se describe totalmente el grupo de colineaciones,
plano H1 y plano H3 (Capitulo IV y VI). Estos grupos son pequenos (orden

7 . X s
2 *3) vy tienen, respectivamente 6 y 7 &6rbitas sobre EDO .

El caso H2 ‘es el mas interesante en el sentido que admite un gru
po de homologias ciclicas de orden 64 y puede ser obtenido del plano desar-

guesiano, por medio de un reemplazo de un nide de régulos (Capitulo V).



CAPITULDO L

ALGUNAS NOCIONES BASICAS SOBRE PLANOS DE TRASLACIONES

DEFINICION 1.1. Un plano finito de traslacidn I es un espacio vectorial

V de dimensidn 2r (r > 0) sobre un cuerpo E = GF(g) (g = pe ¢ P PEL
mo, e entero) junto con una coleccidén § de subespacios de dimensidn r ,
gue tienen dos a dos interseccidn trivial y que cubren V . lLa coleccidn §
se llama abanico y los elementos de S son las componentes de Il (o de

S). El mayor cuerpo L con E C L sobre el cual cada elemento de § es

un L-subespacio se llama el niicleo de ][ . E1l plano ]I se dice de dimensidn
k sobre el niicleo L si el espacio vectorial asociado es de dimensidn

-

2k . Un plano de traslacidn 1l con abanico S 1lo anotamos por I(V,S) & II(S)

NOTA 1.2. Si TI(V,S) es un plano de traslacibn entonces [ es un plano
afin, definiendo los puntos de ]| como los vectores de V y las rectas co

mo los subconjuntos {v + S/v € V} para cada S € §

PROPOSICION 1.2. Sea S un abanico en un plano de traslacidn ]I . Sean

R, ,R

g 2,R3 tres elementos distintos en S . Entonces se puede escoger una

base de V tal gue



W
Il

1 {t0,0, ..., 0, Y o¥ye coer ¥ ) /Y, €CGF(Q) , 1 =1, ..., r} .

o)
Il

{0 o ezm B 0W0: saa O),’xi € GF(g) , 1 T s r} .

2 12 r

=
I

5 {(x1,x2, ceer Ky XaXgp eee xr)/xi EGRUE + 1 21 sssv £F 4

Mas atin, si R € S - {R1,R

4 ,R3} entonces

2

By = {(x1, ceer Xy (x1, i 3wy xr)M),/xi EGF(q) , 1i=1, «o., r}

donde M es una matriz de r x r , no singular, con coeficientes en GF(q)

Finalmente si

Q= {(21. ceer 20 (244 veey 2 IN/2, €EGR(Q) , 1 =1, ..., £l

es otra componente de S , con NE€ GL(r,q) y M # N , entonces M - N

es no singular.

NOTACION 1.4. Anotaremos por X al vector (x1, . xr) y por Y a
(y1, ‘ewy yr) . Por (X =0) a R1 , por (Y = 0) a R2 ; por (Y = X)

a R3 y por (Y =ZXM) a R4 . De esta forma el abanico

S={(x=0 , (¥x=0 , (y=xM) i=1, ..., q = 1]

donde Mi son matrices de r X r , no singulares y M,l - Mj no singular

Vi#ij.
Demostracién de 1.3. Sea {v1, & wrE vr} una base de R, ¥ sea
{w], 5% 5 wr} base de R1 . Entonces {vq, ceer VoW ey wr} es una

base de V . Respecto a esta base, un vector (x1,x2, ey xr,y1, 1is yr) S
€ R si sdlo si = anary, 2 =0 .
1 ¥ * = %3 Xy



Tambié&n (x1,x2, SRR S SYRETRY yr) S R2 s y sdle si ¥y =y = e =
= =O.

yr
Afirmamos que si (x1,x2, . xr,yq, ceey yr) (= R3 entonces

(yT,yz, e s g yr) es una funcidn lineal de Xov eeer X Para ello notemos

que si (x1, Anibieg xr,y1, - yr) Y (x1,x2, ——— xr,z1,22, — zr) es -
tan en R3 ; entonces (0,0, ..., O,y1 = B wws W = Zr) € R1ﬂ R3 = {o} ,
de donde yi = zi Vi=1, ..., ¥ . Luego (y1, i3 yr) = f((x1, TR xr))

Un argumento similar prueba que f es GF(g)-lineal biyectiva.

Sea f((x1.x » % oy xr)) = (x1,x2, S xr)M para una cierta matriz

2"

no singular M . Si cambiamos de base mediante la transformacidn

entonces R3 es (Y =X) .

Sea R4 e S —'{R1,R2,R3} entonces R, es (Y = XN) , para una

cierta matriz N . Por {iltimo si (¥ = XR) # (Y = XS) son componentes de

S entonces R - § es no singular, ya que si

v(R - 8) = 0= vR = vS§

= (v,vR) = (v,vS8) € (Y = XR) N (Y = Xs) = {0}

NOTA 1.5. El reciproco de (13) es también vialido, es decir, si M es una

coleccidn de matrices de r X r con coeficientes en GF(g) tales gque

(1) IM] = ¢ + 1

(2) 0,IE M, donde 0 es la matriz nula, I la matriz identidad.

-

(3) Ssi R,SEM, entonces R-S=0 & R - S es no singular.



Entonces podemos construir un plano de traslacidn mediante el aba-

nico

S = {((x1,x2, e ey xr),(x1, ey xr)M),fM eEM, X, EGF(q) , i=1, vu., T}

u {(Oror ceey O:Y.I: seey yr)/yiEGF(Q) r =1, e, I‘}

DEFINICION 1.6. Una colineacién de un plano de traslacidén II es una coli -
neacidn del plano afin Il , es decir, es una biyeccidn entre los puntos de

I y de las rectas de I que respeta la incidencia.

Con la notacidn de (1.4) el grupo

T = {Ta,b : (x,y) * (x,¥) + (a,b) / (a,b) € V}

es un grupo de colineaciones de [l llamado grupo de traslaciones de I .

Si Aut(ll) denota el grupo de todas las colineaciones de ] , en-
tonces se puede probar [ 3, Cap. I] que Aut(l]) = GoT , donde G0 es un sub
grupo de [L(2r,q) que fija al abanico S , donde TL(2r,q) denota al gru

po de transformaciones semi lineales de un espacio de dim 2r sobre GF(g)

Go se llama el complemento de traslacidn de I ¥y GO N GL(2r,q)

se llama el complemento de traslacidn lineal de [ . El grupo T de tras -

; 5 2
laciones de I es un p-grupo abeliano elemental de orden g =

NOTA 1.7. Si una colineacidén o de I estd en el complemento de traslacidn
de I , entonces ¢ induce una permutacidn entre las componentes de ]I ,

o
estoes, ¥YMES, (Yy=xM €8,



DEFINICION 1.8. Con la notacidén de (1.4), el orden de Il es g , y I

se dice que es de dimensidén r sobre GF(g) .

Podemos extender el plano afin I a un plano proyectivo. Usaremos

la notacidén £ para la recta en el infinito de II .

Una homologia de Il es una homologia del plano proyectivo asociado,
esto es, una colineacidn que fija todos los puntos de una recta £ y todas
las rectas que pasan por un punto P & £ . La recta £ es el eje de la ho-

mologia y el punto P es el centro.

NOTA 1.9. Con la notacidn de (1.4), se puede probar que el grupo

- a ‘
K = {(x,Y) - (x,Y)[ o OJ a € GF(q)}

es el grupo de homologias de eje &w y centro (0,0) .

NOTA 1.10. Si o es una homologia de eje afin en un plano de traslacidn
11 , vya que el grupo de traslaciones actlla transitivamente sobre los puntos

afines de [l , podemos suponer que el eje de 0 es una componente de 1I[ .

DEFINICION 1.11. Si o es una homologia en el complemento lineal de tras -
lacién de I , la componente que pasa por el centro de o se denomina el

coeje de O

DEFINICION 1.12. Sea Z el espacio proyectivo de dimensidn 3 sobre el cuer
po GF(q) . Sean a,b,c tres rectas disjuntas de Z . Por cualquier punto

|
de a pasa exactamente una recta que corta a b y c¢ . Tal recta es 1lla -

mada una transversal a a,b y c¢ . Hay lexactamente g + 1 transversales a

cualquier trio de rectas distintas y el#as son mutuamente disjuntas. Sean



a',b',c' tres transversales a a,b y ¢ . El conjunto R de transversa -
lesa a',b' y c¢' el cual incluye a las rectas a,b y c¢ es indepen -
diente de la eleccidn de a',b' y c' vy se llama el régulo determinado

por a,b ¥y ¢ .

NOTA 1.13. Se puede probar que el mismo régulo es determinado por cuales -
quiera tres de sus rectas, méds alin, el conjunto de transversales a cualquier
trio de rectas de R es independiente de la particular eleccidn de las tres

rectas de R y forma un régulo R' , llamado el régulo opuesto a R .

DEFINICION 1.14. Sea X el espacio proyectivo de dim 3 sobre el cuerpo
GF(q) . Un abanico W en Z es un conjunto de q2 + 1 rectas de X gque

son tales que cada punto de Z estid sobre exactamente una recta de W .

g 2 . .
OBSERVACION 1.15. Si ]I es un plano de traslacidon de orden ¢ definido
por un abanico § , entonces S determina en X = PG(3,g) un abanico en

el sentido de (1.14).

DEFINICION 1.16. Sea S un abanico en X = PG(3,q) con la propiedad gue
S contiene un conjunto de g - 1 régulos disjuntos. Entonces § da ori -
gen a una clase de abanicos en X gque incluye al mismo § vy a los abani -
cos obtenidos de S , por reemplazo de cada régulo Ri en cualquier subcon
junto de régulos disjuntos, por su régulo opuesto Ri . Nos referiremos a

cualesquiera de dos abanicos en esta clase como "obtenidos por reemplazo".

OBSERVACION 1.17. Estudiaremos aquellos abanicos que satisfacen (1.16) vy

. ; 2 2 ;
que dan origen a planos de traslaciones de orden g = 7 los cuales admi-

ten grupos de homologias afines de orden 8 y cuyas orbitas no triviales



sobre los abanicos asociados son régulos. Este es el caso del plano desar-

guesiano y de los planos de Hall. Estos planoé son obtenidos por reemplazo.



CAPITULDO II

PLANOS DE TRASLACIONES DE ORDEN 49 QUE ADMITEN

UN GRUPO DE HOMOLOGIAS DE ORDEN 8

OBSERVACION 2.1. En [5] Pomareda considera la siguiente situacién general:
II un plano de traslacidn de orden 'q2 (g dimpar) cuyo niicleo contiene a
GF(q) . Si I admite un grupo de homologias G en el complemento lineal
de traslacién de orden g + 1 , con eje K , de modo que una de sus G-8rbi-
tas de componentes define un régulo en PG(3,qg) entonces se tienen los si-

guientes resultados:

(1) G es un grupo ciclico.
(2) Existe una coordenatizacidn tal gue los elementos de G tienen la
I - T .
forma [' CMC i ?CMQJ donde h es un no cuadrado fijo en

GF(g) , M es una matriz de 2 x 2 que define el eje de la homolo

- - =1 - -
gilay C=0 &6 C= (M+ AI) , A € GF(g) . Mas aln se puede ele

ir M = . 1
g n oo Y

(3) Cada G-6rbita de componentes de ]I define una red derivable, en



particular, si g es primo, cada G-8rbita de compbnentes define un
régulo en PG(3,q) .

Usando la coordenatizacidon de (2), existen funciones £,g defini -
das en GF(q) tales que, para cada a € GF(g) la matriz

0
[f(a) gf;i] determina una componente de I

Las funciones £ y g de (4) satisfacen las siguientes condicio -

nes

(i) f es una biyeccidn en GF(g) .

(ii) f(x) = hx , para x =0, 1, -1 y Fix WER) =R Vx#F0
v - _ _ - -1 . hg (x%)

(1ii) g(0) g(1) g(-1) 0 vy gix ) RE(E) Vx#0

D
(iv) {gx[f(y) +nl(y - 1) - gwlfx) +nl(x - 1N} +
+4(x - lfx - £yl - xy)[hz-f(x}f(y)] es un no cua-

drado en GF(q) , para cada X,y , X # y,y_1 en particular:

2
g (x) + 4xf(x) es un no cuadrado en GF(g) , V x,y¥ .,
-
X # ¥i¥
(v) La coleccién de las G-6rbitas de las componentes determinadas
por 5 a definen un abanico parcial I
f(a) g(a) P o’

si I vy H1 son planos de traslaciones construidas a par -

tir de HO y si en cada uno de ellos las G-dorbitas de com -
g 1

ponentes definen régulos en PG(3,g) , entonces I y 1

son obtenidos uno del otro, por reemplazo.

(vi) Cualquier no cuadrado h € GF(g) puede ser usado para des -
cribir el abanico parcial HO ;, en el sentido que los planos

- - .
asi construidos son isomorfos.
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(Ver [ 5] Teoremas (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7)).

2.2. El caso g =7 .

Sea I un plano de traslacidn de orden 49 el cual admite un grupo
de homologias G de orden 8 , una de cuyas Orbitas de-componentes define
un régulo en PG(3,7) . Entonces por (2.1) G es un grupo ciclico y cada
G-Orbita de componentes es una red derivable, y de aqui, cada G-6rbita de-

fine un régulo en PG(3,7) .

En lo que sigue, fijaremos el no cuadrado h = -1 en GF(7) .

PROPOSICION 2.3. Existen exactamente 8 funciones f definidas en GF(7)

que satisfacen las condiciones de (2.1).

Demostracién: De las condiciones (i), (ii) de (2.1), (5); nos basta definir

£(2) y f£f(3) . asf, f£(2) € {2,3,4,5} vy entonces £(3) € {2,3,4,5} -
- {f(2),f(4)} . Obtenemos de esa forma 8 funciones f las cuales estan da-

das por:

f2(x) = 3x5 + 4x4 + 3x2 + 3x
f3(x) = 3x5 + 3x4 + 4x2 + 3x
£ (x) = 6x% | Estas expresiones se obtienen

5 3 } del cuadrado de valores de las
f5(x) = 4x~ + 4x~ + 5x

fi(x) , aplicando la férmula

6 de Lagrange.

2
x5 + 4x4 + 4x3 + 3x + x

f7 (x)

5 2
X + 3x4 + 4x3 + 4x + x

fB(X)

4
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NOTA 2.4. Para a € GF(7) , a # 0 , sea R; el régulo opuesto al régulo

R_ definido por la G-6rbita de la componente Y = X g o . Enton-
a f(a) gfa)
a
ces R; es la G-drbita de la componente Y = X 1 g laj de un plano
f(a)  f(a)

obtenide de Il por reemplazo (de Ra por Ré} s

- Para f1(x) = 6X .

Primeramente si reemplazamos sclamente el régulo R2 por Ré obtenemos

un abanico parcial definido por la G-drbita de las componentes

0 a 2 = ;
~ g2 es una funcidén que satisface 2.1.4.
fz(a) gz(a)

Igualmente si reemplazamos sdlo R3 por R! obtenemos las componentes

3
[ : a }
f3(a) g3(a)

Finalmente si reemplazamos tanto R como R obtenemos

2
[ 0 a 1
f4{a) g4(a)_‘

. 5 3
- Si procedemos en igual forma con fs(x) = 4x + 4x + 5x

obtenemos consecuentemente

[0 a } [ 0 a ] % [ 0 a-]
f6 g6(a) f7(a) 97(a) f8(a) gg(a)
Podemos gquedarnos sdlo con

Bla) = B v B = dy” § G B
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PROPOSICION 2.5.

(a) Para f(x) = 6x existen dos funciones gl , definidas en GF(7) , que

satisfacen (2.1.5) y estdn dadas por

1 1 6
gi(x) =0 v gé ){x).= 6x  + 6x5 + x3 + x2

5 ; . 2 ;
{(b) Para f(x) = 4x + 4x3 + 5x , existen dos funciones gi ) gue satisfa

cen (2.1.5) dadas por

2 6 5
gg )(x} = 3x + 5x + x4 + 5x3 + 3x2 + 4x
gé2)(x) = X + 5x4 + x?
Demostracidn: (1) £(x) = 6x . Sea g una funcidén como en (2.1) , entonces

g(0)y =g(1) =g(-1) =0 vy

-1, _ g(x)

glx ) = <£ () ¥V¥x#0 .

Nos basta definir, en nuestro caso g(2) y g(3) con la condicién
dada en (2.1), de donde obtenemos gue g(2) € {0,1,-1} y g(3) € {0,2,-2}

Pero si verificamos la condicidn (2.1.5) nos quedamos solo con

q1(2) = 0
g,(|”{3) = i
(1)

g, (2) =0
e 2 8

9,



13

Aplicando la férmula de Lagrange obtenemos para

g;(x) = 0

y gé1)(x) = 6x6 + 6x5 + x3 + x

NOTA 2.6. Por medio de cidlculos elementales, completamos en cada uno de los

casos anteriores los cuatro abanicos parciales definidos por los pares de

funciones fi y ggl) , i=1,2, j=1,2 . Para

f(x) = 6x g l(x) = 0.

Este abanico estd definido por el conjunto de matrices

{Lz :fJ a,b e GF(?)} : Y es el abanico asociado al plano desarguesiano.

En los otros tres casos, solamente mostraremos las matrices que de-

finen las G-0rbitas de componentes diferentes de la G-drbita de 1la componen

Caso 1: f(a) 6a

6a6 + 6aS + a3 + a

(Lo}
L3
i
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. 5 .. . a b
Este abanico estid definido por las matrices
P [¢1(a,b) w1(a,b)J'

a,b € GF(7) , donde

I

6, (a,b) a®(5b + 2b% + 6b° + 5b% + 5b°) + a>(6b + 3b> + 4b°> + 5b* + 6b°) +

4 2 3 4

4 2
a (b + 2b + 2b3 + 3b + 5b5) + a3(4b + 2b + 5b + b + 4b5) +

+

2 2 3 4 5 2 4
a (b+4b + b +3b + 5b ) + a(3b + 2b + 4b3 + 6b  + 6b3) + &b

+

6 2 4 2
BY (&4 Su #-5n- 4 Ga° + Bav 4+ Ba’) + BOUE # 3a # 5a° + Ba° % Davew av) @

w1(a.b)
4 2 4 5
+ b (2a + 5a + Sa3 + 2a4 + 5&5) + b3(1 + ba + 2a2 + 2a3 + 2a + 3a ) +

2 3 4 2 4
+ b (1 +5 +a + 6a + 6a5) + b(a +2a + 4a’ ) + a .

4a5 + 4a3 + ba

+ 5a5 + a4 + 5a3 + 3a2 + da

Caso 2: f(a)

1}
w
3}

I I I R I A I PR I O R I
FAIESEIESETETE JE S

P - ; b
Este abanico 82 esta definido por las matrices [;Z(Z’b) wzfa:b;}

!UJM .

a,b € GF(7) donde

32
6,(a/b) = b (2a° + 62" + 52> + 5a° +a+4) + Db (6a° + 6a” +a + 5> +4a  +2a) +
5 4 .3 .2
+ b3(6a5 + 2a4 + 2a3 + 5a + 4) + b2(a6 + 5a” + 6a + 5a + 3a ) +

+ b(6a6 + a5 + 6a3 + 4a2 + 2a + 5)
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6 4 5
wz(a,b) = b (6a5 + 2a +_4a3 + 4a2 + 4a + 3) + b (a6 + 4a4 + 6a3 + a) +

4 6 5 4 3 2
b'{éa + a + 2a +6a +a + 6a+ 1) +

+

3 6 4 2
+ b (ba + 5a5 +a + 6a3 + 3a + a) +

2.5
+ b (a + 4a4 + 6a3 + 5a2 + 6a + 3) +

6 4 : 2
b(5a + 2a + 4a3 + 4a + 3a + 6) +a .

-+

5
da  + 4a3 + 5a

Q
o
n
)
w
h
i}
I

© + 5a4 + a2

o 21 o 4 [ 31 e 4l [a 51 [5 3] [e 5| [5 2
2 1) |4 2| 3 1 |4 3 |5 2/ [3 o [5 o [2 3
o 3] [o s 1 3] [s

3 2 5 1 3 4] |5

En este caso el abanico 33 estd definido por las matrices

a b
donde
l;bB(arb) wB(alb)"

0
W
tl
w

i
1..A —
' ——
|
i
e,
-
To w
o

3

2 2
¢3(a,b) a6(5b5 + b + 6b + b) + a5(b5 + b4 + 2b3 + 4b" + 6kb) +

2
+ a4(2b5 & 4b4 4 4b3 ¥ 3b2 + 2b) + 33(2b3 + 6b ) +

2
a2(4b5 + b4 + 3b3 + 5b2 + b) + a(3b5 + 2b4 + 2b3 + 4b + 4b) +

+

+ 4b5 + 4b3 + 5b

5 2 6 4 3
¢3(a,b) = a5(4b6 + 6b + 2b4 + 4b3 + 3b +.2) + a4(3b + 5b5 + 3 + 6b~ + 5b) +

2 5 4 3
+ a3(2b6 + b5 + 2b4 + 5b3 + 3b2 + b) + a (3b6 + 4b” + 5b + 4b + b) +

4
+ a(4b6 + 2b5 + 3b2 + 1) + 6b6 + bbb + y2 .



CAPITULDO ILL

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ABANICOS

NOTA 3.1. Para facilitar los cdlculos concernientes a grupos de colineacio-
nes, podemos coordenatizar los planos construidos en (II) de mode que el
eje y coeje de las homologias del grupo G coincidan ahora con las compo-

nentes (y = 0) y (x = 0) respectivamente.

i .- . -M
Por medioc de la transformacidon lineal o = {:; I} , donde
0 1 h . ~ ~ ~
M= 4 | como en {I1) cada componente de los abanicos S1 ; 52 v 33

definida por la matriz R , se transforma en una componente definida por la

ggtrle T = B (R ~ 1) .

De esta manera obtenemos tres abanicos 31 p 32 Yy S3 con los que

trabajaremos de aqui en adelante. Estos abanicos estan definidos por las

matrices:

eI LIEIEIETEDED L)
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OBSERVACION 3.2. Para cada i =1,2,3 se tiene que

R E S, = - RE S,
1 i

IS,
1

LEMA 3.3, Sea S wun abanico en un espacio vectorial V de dimensidén 2r
sobre GF(p), (p primoc impar) tal que VRE S= -R€ S
I €S8 entonces
Si existe una colineacién @ gque transforme (X = 0) en (X = 0)

y (¥Y=0) en (Y=2XN}), NES o bien gque lleve
N # 0

(Y = XN) en (X = 0) v

(X

0) en (y = 0)
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entonces R+ NE S, ¥vRES
Demostracidn: Supongamos (X = 0) _: N (X = 0) para NE€ § ,
o,
(Y = 0) — (Y = XN)
Supongamos también que (Y = X)-Jie (Y = XP) PES , P#EN.
Luego
A | AN
o= i A € GIL
[O ‘ A0 - N{} , cierto (r,q)
Entonces, ¥ ME€ S , existe RE€ S tal que
o
(¥ = XR) — (Y = XM)
-1 -1
A RA= (M- N(P-N) (1)
Como también -R € S, existe ¢ € S tal que
badl -1
A (-R)A = (p - N)(P - N) (2)
sumando (1) y (2) se tiene que
-M + 2N =0€ § M-2N€ S vMES (3)

y aplicando (3} reiteradamente y ya que

aditiveo de GF{p) ,

(p impar)

(=2)

se tiene gue

M+NES,

es un generador del grupo

vMES

Procediendo en igual forma, se prueba la segunda parte del lema.

LEMA 3.4. Sea 8§

bre GF(p) , p primo impar.

Si existe colineacidn o

un abanico en un espacio vectorial de dimensidn

tal que

2r so-
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(Y = Q) —— (Y = Q)
v (¥=0) — (Y=XN) , NES, N#0

o bien si

(Y =XN) —» (X=0), NES, N#O0

(Y = 0) — (X = 0)
=1 =11

entonces (M + N ) €S, vMES , M#O0 .

Demostracidn: Supongamos que existe una colineacién o del primer tipo,

consideremos ahora S~1 = {R—1/’Ei € S} , entonces S L es un abanico ya
que para todo R#ZT , (T | =R ) ==R (T - R)T | es invertible. Si
H—1 es el plano asociado a S_1 , entonces la colineacidn inducida por «
transforma (X =0) en (X=0) e (¥=0) en Y = XN_1) . Aplicando

ahora (3.3) se obtiene lo pedido.

LEMA 3.5. Sea S wun abanico en un plano de traslacién Il tal que

I€ES y RES=-RES , entonces, si existe una colineacién o tal que
(X = 0) — (Y = XR)

(Y

I

0) — (Y = X5)
entonces se tiene gue % (R+S) €S .

Demostracidn: Supongamos que existe una tal colinealcidn o , supongamos

ademds gque la imagen bajo o de la componente (Y = X) es la componente

(y =XT1) , TES ,
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Por la proposicidn 6 [ 4, pdg. 491] obtenemos que para cada

existe N € § tal que

1 1 8 = R)—1]—1 A_1NA

(1 [M-®"" - S -8 l(-r"

para cierta A € GL(2,q) .(y reciprocamente). Reemplazando N por

en (1), tenemos que existe L € S tal que

1 1

(2) [L-R T -GS -R T(Tr-8"-8-0"1"=2"(-ma

sumando (1) y (2) y simplificando tenemos:

1

(3) L-R "+ M-n t=28-gr""

despejando L en (3), tenemos entonces que la aplicacidn tal que

(4) MA»LzRJr[—(M-R)“"+2(S—R)_1]_1

es una colineacidn de II

Esta colineacién transforma (X = 0) en (Y = XQ) donde

Q = %—(R + §)

0 €S ;—(R+S)€S.

MES



CAPITULDO IV

GRUPO DE COLINEACIONES DEL PLANO DEFINIDO POR 31

Sea G el grupo de homologias que menciondbamos en el Capitulo II.

Por la coordenatizacidn realizada en (3.1) G es un grupo de homologias de

eje (Y =0) y coeje (X=0) y

NOTA 4.1. Las (nicas matrices en S1 gue tienen inverso multiplicativo en

31 son las correspondientes al régulo definido por la &érbita de la compo -

nente (Y = X)

PROPOSICION 4.2.

(1) El Gnico grupo de homologias de eje (Y = 0) vy coeje (X = 0) es el

grupo G .

(2) E1 Gnico grupo de homologias de eje (X = 0) y coeje (¥

1 -
{{£—+—Ej ; ( L 1]} al que denotaremos por H .

22

0) es
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Demostracidn: (1) Si o es una homologia de eje (Y = 0) vy coeje (X = 0)

entonces o se puede representar en la forma

I ,
o = { I clerta A € GL(2,7)
entonces RA € 31 ¥ R € S1 , en particular R =I = A € S1 y también

como u_1 S Aut(S1) tenemos que A "e S

-——'I -
AA € 31 r POr (4.1} tenemos que A E€(g) , es decir o € G

(2) 8i [  es una homologia de eje (X = 0) vy coeje (y = 0) entonces

(B
B = t_*kjﬂ . para cierta B € GL(2,7)

-1
Luego B R€S1, VRES,I

ytamb:.én BRES,]I r VRES,] ’

en particular, R =1 = B,B_1 = 31 , huevamente por (4.1) tenemos que

BE€{qg)
Sea B # I
4
0
(1) Si B = {? 8} , debemos tener que [? g]R.E 31 ¥V R e 31 >

pero escogiendo R = [g g} , tenemos gque [O 1){0 4} - {3 2] g 31
L

. 0 6
no puede ser B = i{ ] -
0 6 1
1 0O

(ii) gi. B =22 = t 2 = iccid
|2 o| r entonces g = , una contradiccidn.
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o 5 2 0 4
(iii) B = ; tomando R = debemos tener que
5 5 3 2
5 5 0 4 . 1 2
e = —> i
[2 5] [3 2} 31 , ie [1 4} 31 |« , finalmente tampoco puede ser
o |8 B
2 5
B =21

COROLARIO 4.3. No existe colineacidn o € Aut(Hg) que transforme (Y = 0)

en (X = 0)

Demostracidn: Resulta inmediatamente del hecho gue si U es una colineacién

- _@
de H1 que envia (Y =0) en (X = 0) , entonces 0 GO es un grupo de

homologias de eje (X 0) vy coeje (Y = 0) de orden 8, lo que contradice

(4.2.2.)

PROPOSICION 4.4. Sea o € Aut(ﬂ1) , entonces o fija la componente (X = 0)

si v 86lo si o fija (Y =0) .

Demostracién: Sea o € Aut(H1) . Supongamos gue @ fija la componente
(X = 0} , vy supongamos gue O« transforma (Y = 0) en (¥ = XN) , NE 81

Entonces por (3.3) debemos tener que R + N € S1 Vv RE 51 .

Probaremos gue esta condicidn no puede darse. Como el grupoe G fija
(X = 0) , (¥ =0) vy actfla transitivamente en cada &rbita, podemos conside-

rar solamente cada uno de los siguientes casos:

1 0 0 2 0 4
(1) NZ[O 1], (2)N—[5 o}' (3) N—[3 2]

1 5 1 3 o fa 2
(4) N = {1 3J ' (5) N = {2 1] ' (6) N = [O 3]
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Caso (1): N = l 3] entonces

0 5
N+R=[; ?]ES,I.
caso (2): N=[g é),sea R=zg g}; N+R=[g §]¢s1
Caso (3): N = {2 3} , sea R = g zJ i N+ R = [2 ;] & 51
Caso (4): N =-[1 i) , sea R = ~1 g} ; N4+ R = {i 2] & S1
Caso (5): N = [; ?J ;i R = [; 3} ;i N+ R= {i 2} & 31
Caso (6): N = [é iJ ; R = [g i} ;i N+ R = [; g} & 31

Reciprocamente, supongamos que £ es una colineacién de H1 gue
fija (Y = 0) vy transforma (X =0) en (Y = XN) , (N # 0) entonces

por (3.4)
(R + N ) €-S1 VRES1 , R#0 (1)

Nuevamente veremos que esta situacidn no puede darse, por lo gue nos basta

considerar

St { LR I T A I L I R O

8i consideramos R = N en la relacidn (1) debemos tener que

1

N&€ S . Pero
2 1
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. o 2 0O 4
P = R o=
ero s1 N {5 J sea [3 2J entonces

COROLARIO 4.5.

(1) No existen en H1 , elaciones de eje (X = 0) , ni elaciones de

eje (Y = 0) .

(2) No existen en H1 , homologias de eje (Y = 0) vy coeje (Y = XR)

r

R € 31 , tampoco existen homologias de eje (X = 0) vy coeje (Y = XS)

r

5631, S#0

Demostracidén: (1) Inmediato de (4.4).

(2) si o es una homologia de eje (Y = 0) y coeje (X=0) y B
es una homologia de eje (Y = 0) y coeje (Y =XR) , RE 31 , entonces
por un teorema de André [3], cap. I., existe en {(q,B) una elacidn de eje

(Y = 0) que transforma (X = 0) en (Y = YR) , lo que contradice (4.4).

ESTABILIZADOR DE (X = 0) 4.6. Sea 0 una colineacidn de H1 que fija
(X = 0) , entonces por (4.4) , o« fija (Y = 0) .

Luego, existen A,B € GL(2,7) tales que

- -1
Ademds tenemos por (4.2.1) que G 5_Aut(H1) , en particular o G = G .

— = 2 5
Sea G el subgrupo de GL(2,7) generado por g = [2 2} , enton-

ces G = <({£—+—:J:7 y entonces
g
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S AL )by e e

0 B 0 gj0 B

B normaliza G .

I

oy 2 - .
PROPOSICION 4.7. Sea G = <<; [2 2}:} ciclico de orden 8. Entonces el

normalizador en GL{(2,7) de G se puede obtener como

NGL(2’7)(G) ={v)Usv) ,

4

donde v = [1

6 B
4] genera el centralizador en GL(2,7) de G y 4 es la

involucién {? ;J tal que é_1gé = g_1

Demostracibn: Calculando directamente se tiene que

o a b
Cer(2,m @ ~ {{—b a] a:h € GFIT) , (a/b) # (0,0)}

y es un grupo ciclico de orden 16 X 3 = 48 generado por v = T*z , donde

2 31 2 0
T = P
{ J de orden 16 r z = [ 2} de orden 3

Como Aut(G) es un grupo de orden 4 se tiene que el indice de

G G 1, 2 6 4.
Cer(2,7) (& 8 Nopp, ) (@ es e

Pero A = { ;} normaliza G , pero no lo centraliza, con lo cual

1

Nopa,7y (@) ¢ Cgpa, 7y (@ 71

[

Por otra parte, en forma directa, se puede ver que no existe a € GL(2,7)

=1 3 »
tal que a ga =g . De alli, tampoco existe b € GL(2,7) tal que

-1 . p -1 o
b gb = g5 pues si asl fuera, como 4 gb = g , tendriamos
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- -1 - ~q =9
() gidE] = b B IFITIE A ol TR L WS

I
I
o
i
[{e]
24
~1

1
Q
I
Q
L3
t

luego [N(G) : c(@®)] =2 vy @) =(vYUAKv) , v= [4 6]

N
GL(2,7)

LEMA 4.8. Las inicas colineaciones de H1 de la forma o = [

g €G , son tales que A = *I

Demostracidn: Sea «

A 0 y v
————?g una tal colineacidn, entonces

I 0
como O = [0 g] € G entonces B = L

0 i
I] es una colineacidn y por 4.22

se tiene que A =+ T
2 2 3 ) : ‘ .-
LEMA 4.9. Sea T =v = 4 2 entonces en H1 no hay colineacidn de la
A 0
o | t) °

s A |0 . . 2 —
Demostracidn: Sea o = kf+?q una tal colineacidn como T € G , por (4.8)

forma o =

: 2
se tiene que A = *T .
(1) si A = £I .

Como @ es una colineacidn de H1 se tiene gue

-1
ARTES1 ,VRGS1

en particular 1 € S1 contradiccidn.
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(2) Si A" =I, A# -I , entonces det A = -1 . Como se tiene que

-1 : =4
A TE 81 y det(A T) =1 debemos tener gue

- (
A 1 e+ 4 5 . 5 3 " 5 4 + 3 5
2 4 4 5} 3 5/ 2 3
pero ninguna de las anteriores es de orden 2.

2

(3) Si A =-I , A es de orden 4 y det A = 1 debemos tener que

-1 -1 . .
A TE 51 ;, pero det(A T) = -1 ¥y 31 no contiene componentes determina
das por matrices de determinante -1 . Con esto se completa la demostracidn.

COROLARIO 4.10. No hay en H1 colineaciones de la forma O = [g 3} .

Demostracidn: Inmediato de (4.9) ya que v3 =

. . 4 : A 0
COROLARIO 4.11. No existen en H1 colineaciones del tipo o = { .] r

o , . B 0 : ; c o
i impar, ni del tipo [O v6k+3} , ni del tipo { v6k+1]

) . 2r — 6k —
Demostracidn: Inmediato yva que T cEG, v G .

OBSERVACICON 4.12. El grupo ciclico de orden © descrito por

3
{[ﬁf ;;J, AE GF(?)*} corresponde al subgrupo de Aut(Hq) de homolo -

gias de centro en el origen y eje Qx y lo dencotaremos por Z

\
. i ; A
ILEMA 4.13. No existen en H1 colineaciones del tipo o = s !
v
F B 0
k € Z , ni tampoco de la forma [——%——EEIZ} gue no sean las del subgrupo
0 v

generado por G,H vy Z

A 0 ; i
2] es una colineacién de 1I
0 v J 1

Demostracidn: Supongamos que @ = [
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2
, tenemos que v = 4g . Sea

3
e} [0 21] Aut (H1) , luego OO —-9] Aut (H1) , ¥ por el lema

+41 vy de alli

O e RS

La segunda parte del lema es andloga a la primera, notando que

4 4 =
v4 = (21) = 2t , T4 € G .

2 2 2
Comoc v = (2T)2 = 471 y T €

4.8 se tiene que 2A = tId , luego A

. . 0
COROLARIO 4.14. No existen colineaciones de H1 de la forma o = [A l
0 v

i entero, diferentes de aquellas en el grupo generade por G,H y Z .

, . 5 -
Demostracién: Inmediato de 4.8 - 4.1.3. y del hecho que v es también un

generador de (v) .

0

1

.15. e G -
LEMA 4.15. Sea 4 NGL(2’7)(G) ;b [

1 . .
O} entonces no hay colineaclo-

nes de H1 de la forma o = [g 2} , A€ GL(2,7) .

A

Demostracién: Sea o = =

g] , Supongamos que O € Aut(H1) . Como

Z 2
4 =1= por (4.2.2), o € H , luego A = *I

Caso 1: Si A = #I = R4 € 31 V R E 31 en particular +4 € S1 -
contradiccidn.
) 2
Caso 2: 8i A =1, A=+I, luego det A = -1, traza A =0 .

-1 -1
Como A A€S1 y det(d 4) =1,

>a" s e S, N sL(2,7) = {i[_O1 ;}; +[; ?]. J—“[g ;], i[g 2]}

luego
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; 0
pero si en cada uno de los casos chequeamos con R = [3
_"| -
que A RS & 31 *|+ contradiccidn.
Caso 3: A = -I = A =1 y det A =1

= -1 \ "
Pero A 4 € 31 y det A 45 = -1 —+l<  contradiccidén pues en 31 no

hay matrices de determinante -1

COROLARIO 4.16. No existen cclineaciones de H1 de la forma

2k

(

A 0

o = [ ] , A€ GL(2,7) , como tampoco de la forma B = {B O]
0 AT

con B € GL(2,7) , zZ € =z

& , 2 i 0
Demostracidn: Inmediato de (4.15) ya que T k € G Vk v 0= [ ] €

-2k
0 T
€ Aut(H1)
-51° | 0
LEMA 4.17. La transformacidn inducida por la matriz o = [ 0 ATJ es

una colineacidn de H1 , de orden 4 gue produce 4 &rbitas sobre

L, - 1), (=)} .

Demostracidn: Calculando directamente se tiene que

R M (1), _ 1 (1),o (1)
(R1 )} = R1 r (R2 ) o= RZ p (R3 ) = R5
(1y,a _ _(1) (1), _ _(1) (1) ,o _ (1)
(R4 )T = R6 r (R5 )T o= R3 ’ (R6 ) R4
; s 4T ] ..
LEMA 4.18. La colineacidén o = bTJ de (4.17) es la tnica de la for-

A
A€ GL(2,7
ma P_4_Z?} con ( )
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. A 0 ; -
Demostracion: Sea O = {O éTJ colineacidn de H1 . Ya que AT = T7b y
2
(4T) = =-I tenemos que por. (4.8) A2 = *T
Caso 1: A = *I , como =*R(4T) € 81 V R

= +AT € 81 —)I(—

2

Caso 2: A =TI, A # *fI , entonces det A = -1 , debemos tener que
-1 =1 ; ; ;
A AT E 31 , pero det(A 4T) = -1 vy S1 no contiene matrices de determi-
nante -1
2
Caso 3: A = -I , entonces A es de orden 4 y det A = 1

-1
A AT € S1 N sL(2,7)

luego
ave[of3 5) L[5 3] L[4 B +54}
5 4" 7|3 2 5 3" (4 2
. =1 35} . 5 .
= 5} i = i
(1) Si A _{5 4 , O bien si A [3 2] ; escogiendo

0 4 -1 '
R = ( ] € S1 se ve que A RAT & S1

: -1 4 5 : 1 5
(ii) si & = i[ J , escogiendo R = [1 3

€S
5 3 J 1 tenemos que

§4MT¢S1

P o =1 5 ; 2
La nica posibilidad es A = [ 4] , es decir A = [ g} = —éTS




33

TEOREMA 4.19. El estabilizador de (Y = 0) es un subgrupo de orden 27-3 gene
rado por {G,H,Z,W) y tiene 6 &rbitas sobre {_, de longitudes 1, 1,

8, 8, 16 y 16 respectivamente. A este grupc lo anotaremos por & .

Demostracidn: Por (4.17) & = (G,H,2,W) es un subgrupc del estabilizador

de (Y =20) .

Ademds por (4.4) y (4.6) toda colineacidn de H1 que fija (Y = 0)

A g (G) . Por

0 B

& (S
] con A GL(2,7) , B NGL(2,7)

es de la forma o = [

(4.16) y (4.14), sdlo nos falta verificar que si o = [A Oi] es una co-
0| 4v

lineacién de H1 entonces o € (G,H,Z,W)

Por (4.16) si 1 es par, entonces no hay tal o . Supongamos 1
impar, como v = 2T , nos basta comprobar que las colineaciones de H1 de
Al o

i
0| AT

la forma o = , 1 impar son sdlo las de &

a| o’ 2k+1 2k
Sea 0O = T S Aut(H1) , entonces como T =T T =gT =
0 | 4T
= Tg con g € G tenemos
.o |2 0 2| o _[a] o][z ]
s 0 | 41g o | stj|0 [ g

luego por (4.18), o € &

TEQOREMA 4.20. Toda colineacién de H1 fija a (X = 0) (y de (4.4) también

a (y=20).

Demostracidn: Sea ¢ una colineacidn de H1 y supongamos que O trans -

forma (X =0) en (Y = XR) , donde R # 0 por (4.3).

Sea S € 51 tal que (Y = O)u = (Y = X8) (por (4.4)) . Entonces
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por (3.5)
lr+s)es
2 3

Como el estabilizador de (X = 0) +tiene 4 6rbitas sobre 51 , po-
demos suponer que R es alguno de los representantes de dichas Orbitas

ie, podemos suponer que

S L P e PR R TR L)

o 2 ;
Caso 1: R = 5 0 entonces calculando directamente:
1 0 1 5 5 0O 5
— + {-} =
2 (R 81) S1 {[—1 OJ’ {2 5}' [2 O]}
. 0 5 5
(i) S = 5 0 = -R no puede ser ya que en tal caso como R,S5 estan en

0) estarian en

la misma S6rbita bajo & , tendriamos que (X =0) e (Y

una misma 6rbita, lo gque contradice a (4.3).

2

. (0 1 2 5 5
Nos quedan stlo S = [_1 0 = 8 o 8 = = 8

(0 2
Por otra parte, -el subgrupo de & que fija a R = LO OJ estd generado

5
({2 3 0

3 5 '
g 53] y O transforma (Y = X8,) *> (Y = XS1)

o 163

(Y = X8) = (¥ = XSé)
o -1 4 2 P
1 = " ¥ = . = Q) =& (Y =

donde S1 {1 o 52 [3 2] entonces si o (v ) ( XSW)
entonces

Qo : (X = 0) > (X = XR)

XS ,)

I
1l

(¥ = 0) = (¥
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ST

; 0]
v por (3.5) nuevamente (R + S;) = 31 es decir [3

contradiccidn, argumento similar descarta a 82 g

0 4 »
Caso 2: R = { J entonces %—{R + 31} N 31 = {-R} vy ambos estdn en la

3 2

misma Srbita bajo &

1 5 1 6 2 3 2
: — —_— + = i
Caso 3 R [1 3} r g (R 31) M S1 {{6 4J, {6 1}} v cualguiera de

ellos estd en la misma &rbita bajo & que R .

B e 1
La Unica posibilidad es R = [O ?] , en este caso tenemos

1 0 1 -1 0 0 -1 3 4 3 3 2 0
i n =
2(R+S1) S‘i {[—1 OJ' {o -1]’ {1 o]' {3 3]' [4 3}’ [o 2

1 -1 0 o - P :
podemos descontar a [(a J, { J { J va gque estan en la mis-

1 0

ma 6rbita que R bajo &

3 4 ;
3 31 entonces la componente (Y = X) se transforma bajo
J

(i) si s = {
0. en alguna de las componentes de 31 - {rR,s8} . Examinando cada una
de las posibles imigenes bajoc o de (Y = X} , todas ellas nos condu

cen a contradicciones. Mostramos a continuacidn un par de casos, los

restantes se prueban usando argumentos similares:

g 6] :
- 81 (¥Y=X) = (X=0) entonces o = para cierta

A€ GL(2,7) , pero en este caso

_ o _ 1 2
(Y = 2X) —{Y—X[ 1”@‘581

5
a A 3 4
5 5 _ 3 3
- Si (Y = X)u = {Y = X{S 5}} entonces ¢ = 12 12 cierta
s af [+

A &€ GL(2,7) , pero entonces
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" o _ _ o 4
(¥ = 2X%) —[Y-X[3 0”631.

Y asi, se descarta cada una de las posibilidades .. este caso no

puede darse.

. 3 3 .5
(ii) s = [ ] tampoco puede darse, ya gque el estabilizador de (X = 0)

4 3
3 4 3 3
¥=20 = = - .
( ) e (¥ ¥X) transforma [Y X[3 3)J en [Y X[4 3]J
(iii) La Qnica alternativa que nos gueda es gue (Y = O)OL = (Y = 2X) 1ie

-39

Nuevamente al igual que en (i) , examinandc cada posibilidad para
o
(Y = X) , llegamos, por argumentos similares a los usados en (i), a una

contradiccidn.
No existe una tal colineacidn
el teorema sigue.
Tenemos asi el siguiente
TEOREMA 4.21. El complemento de traslacidn lineal del plano H1 es el gru

po generado por G,H,Z , de orden 27-3 y tiene & Orbitas sobre ﬂoo de

longitudes 1,1,8,8,16,16.

Demostracidn: Inmediato de (4.19) y (4.20).




CAPITULD®O A%

.EL PLANO DEFINIDO POR 32

PROPOSICION 5.1. El1 plano Hz posee un grupo de homologias de eje (X = 0)

v coeje (Y = Q) , ciclico de orden 24, el cual tiene 2 drbitas sobre

S-{x=0 , x=01.

Demostracidn: Sea H el grupo generado por

] 70 . Calculando
0
directamente vemos que H es un grupo de colineaciones de H2 . Ademds H
transforma
(2) (2) (2) (2)
R1 ~F R2 . R3 4 R6
(2) (2) (2) (2)
- - R
Rz R3 R6 1
¢ 5 2 2
y H fija a Ri ) Yy a Ré )

NOTACION 5.2. Como en (4), sea G el subgrupo de GL(2,7) generado por

37
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g9

Asi, G = {[I O] g € E}
]

Igualmente, sea H el subgrupo de GL(2,7) generado por [i ZJ

en esta forma:

OBSERVACION 5.3. Las Unicas matrices que definen componentes de 32 que

tienen inversas que también definen componentes de 32 son las siguientes:
)
" 1 0 ot 0 1 + 2 5
0 1 -1 0|’ 2 2

L5 5 4 2 0 5) 1 1
+ + + +
ETl2 5|t Slg glf 44J'"56

los cuales forman exactamente G U H .

LEMA 5.4. (1) El {nico grupo de homologias de eje (¥ = 0) y coeje (X = 0)

es el grupo G .

(2) El {nico grupo de homologias de eje (X = 0) vy coeje (Y =0) es el

grupo H .

I
0

. 0 - \ .
Demostracidén: (1) Sea ¢ = [ KJ una homologia de eje (Y = 0) vy coele

(X = 0) , para ciertc K € GL(2,7)

Luego RK € 32 ¥ R E 52 ; en particular, K &€ 32 . Tambi&n como

a es una colineacidén se tiene que K € § luego por (5.3)

2,
KEGUH .

\ — = 1 0 =1 0] . e
Si K& G , entonces K& H - o 1l 0 -1 pero si verifica-

g 4] e S se

mos cada posibilidad para K , vemos dque escogiendo R = [5 1 5
J

tiene que RK & 82 , una contradiccién.
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(2) Sea B = [g gl una tal homolegia, L € GL(2,7) por el mis-
mo argumento anterior se tiene que L vy L_1 € 52 si L € H entonces
L€ &~ [ak . Nuevamente verificando cada posible 1L vy escogiendo
R = {g ?} vemos que L_1R 2 32 :

PROPOSICION 5.5. Sea ¢ una colineacidn de H2 , entonces o fija a

(X =0) sy sblosi a fijaa (Y = 0)

Demostracidn: =) Supongamos que « es una colineacién de H2 que trans

forma (X =0) en (Y=XN) , NE&E 32 y que adem&s fija a (¥ = 0) . En-
tonces por (3.3) se tiene

-1 -1, -1
(1) (R + N ) € 32 , V¥V RE 82 . En particular R = N tenemos que
4N € 32 - Aplicando nuevamente (1) a 4N y siguiendo este proceso con
cluimos que AN € 34 y ¥ A € GF(7) . Pero una simple inspeccién nos

muestra que &sto no es verdadero. Luego o debe también fijar a

(X = 0) .

<) Aplicando (3.4) y usando el mismo argumento que en el casc an-

terior.

COROLARIO 5.6. No existen elaciones de eje (X = 0) , ni elaciones de eje

(Y = 0) en el plano H2 3

OBSERVACION 5.7. El plano de traslacidn H2 admite un grupo de coli -
neaciones (G = G X H el producto directo de dos grupos ciclicos de orden
8 con eje afin. En estas condiciones a partir del teorema 2.1 de [ 2]

, se

prueba
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(1) H2 es un plano de André

(2) H2 se construye a partir del plano desarguesianc por reemplazo de

un 8-nido de régulos O .

(3) H2 se construye del plano desarguesiano por reemplazo de un 8-ni-

do y de un conjunto de redes de André mutuamente disjuntas.

Antes de dar una respuesta a cual de las alternativas anteriores

se verifica en nuestro caso, calculemos primeramente:

ESTABILIZADOR DE (X = 0) 5.8. Sea [' el estabilizador de G en el comple

mento lineal de traslaciones de H2 .

Entonces por (5.4) tenemos inmediatamente:
LEMA 5.9. H vy G son subgrupos normales de T .

fa]o
OBSERVACION 5.10. Sea o € ' entonces por (5.5) ¢ = L

o BJ , para cier-

tas A,B € GL(2,7) yyaque G <[ , H 4T se tiene

luego B G A (H) .

€ Nop(2,7) € Nen(2,7)

A continuacidn enumeraremos una serie de resultados destinados a

H , BE son tales que

determinar cuales A € NGL(2,7)(H

Nep2,7) (@

a = [g g] es una colineacidén de 1 .

Primeramente tenemos, calculando directamente que:




48 2
N = = . = =
GL(2,7) (H) w,r / wr rw ;W I r)
5 1 (1 1) .
donde w = ;7 r = Tambien de 4.7 tenemos gue
5 3 6) A
7 48 2
G\ =< ’ = 7 = =
NGL(2,7)(’ v, A/ vh Av. ., W A 1)
_ |4 6 g = 0 1
v 1 4] "7 1 0
LEMA 5.12.
A 0 —
(1) o = [—6—%—(3] con g &€ G es una colineacidn de Hz s y s6-
€ GL{(2;7)
lo s AEH .
(2) No existen colineacicnes gde H2 de la forma g = [%—l—E% ;
T
3 2 3
E B2, 7)Y ; = =
€ ( ) T v {4 2}
Demostracidn: (1) Igual a (4.8).
2 = , . -
(2) Por (1), C € H vy siguiendo argumento similar a (4.9).
. , . A 0] .
LEMA 5.13. (1) No hay colineaciones de la forma o = i para ningin
o |
i impar A € GL(Z2,7) .
. ‘ c | o}
(2) No hay colineaciones de la forma fr———j para C € GL(2,7)
v
. . D 0 .
£33 No hay colineaciones de la forma T para D & GL(2,7)
* S
(4) No hay colineaciones de la forma = g E G .

Demostracifn: (1) Inmediato de (5.12.2) va que T es de orden 24.




42

(2) Inmediato de (5.12)
2 2 = P %
(3) Como A4 =1I, por (5.12.1), A & H vy siguiendo argumento similar
a (4.15)
(4) De (3)

COROLARTIO 5.14. No hay colineaciones de la forma [é—T—l%} para i impar,
0 v

A€ GL(2,7) .

Demostracidn: De (5.13.2), se tiene que no hay colineaciones de la forma

o —| con m.c.d(j,48) = 1
5

De 5.12, no hay para j = 3r , r impar.

; 7 B ,
LEMA 5.15. No hay colineaciones de la forma 6kJ ni de la forma
v

e
[ VZJ r C € GL(2,7) excepto las de (G X H,zZ)

- 2 2 2 ;
Demostracion: v = 4T , T € G , aplicando (5.12.1) sigue el lema.

. . A
COROLARIO 5.16. No hay colineaciones de la forma { 2k] , excepto las
v

de (G x H,2) .

Demostracién: Inmediato de (5.15) y (5.14).

0] . . .
PROPOSICION 5.17. o = [i? -Z;i define una cclineacidon de I

Demostracidn: Calculando directamente tenemos gque

(2) _a, _(2) 2) . ()
R1 — R6 R4 — R
L2 2 @ (2 (@)
2 3 5 5
() (2) 52 o2
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LEMA 5.18. Las Gnicas colineaciones de la forma {é—+—z;% son las del gru

Po generado por G X H , Z y q

i A : g
Demostracidn: Sea (g : E—_Fiﬁﬁ colineacidon de Hz r AV es de orden 12

s =2 -
y (4v) = 3I . Como tambidn A (év)z = S2 = 3A 4 = 32 . Como

=1
A AV € 32 = det A€ {1,2,4} ypor ( ) A normaliza H

2]{_1 - . -
A#w (ya que éstos tienen det -1, 3 & 5) .

. = 10 6
Si A =w k=1, ..., 24 como 3A 2 € S=>Aa¢e {w4, w o, w1 .
22 28 34 40 46
W , W , W , W , W } . Pero en cada uno de estos casos obtenemos que

-1
A sv@&S_ .
2
2 ;
Luego A #w , todo i .

i . .
A€ rw , cierto i

i
Como det A€ {1,2,4} = i debe ser impar, calculando para A = rw ,

; ; =1
i dimpar tal gque A (4v) € 32 obtenemos
7 13 119
A€ {*rw, rw', rw , rw } .
ot - ot = i oo 2
Como w €H, v €G, la proposicidn sigue.

o i i A .
LEMA 5.19. Las Unicas colineaciones de la forma ( .] i entero,
Av

A € GL(2,7) son aquellas en (G X H,Z,0)

> . A A I
Demostracidn: Si ¢ = ~| € Aut(J]l.) entonces o = | | -
R 2 | Av ' v1—1

y aplicando (5.18), (5.16) y (5.14) se concluye.
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PROPOSICION 5.20. El estabilizador & de (X = 0) en el complemento de
traslacidn lineal de H2 es el grupo (G X H,z,0) de orden g 7as3 y tie-

ne 5 &rbitas sobre £ __ de longitudes 1,1,32,8,8.

El plano H2 obtenido del planc desarguesiano por reemplazo de un nido de

régulos.

DEFINICION 5.21. Sea gq > 5 potencia de un primo impar, Z = PG(3,q) el
3 espacio proyvectivo, ! un abanico regular (esto es, un abanico gue deter

mina al plano desarguesianc.

Un t - nido N de régulos de & es una coleccidn de t
régulos en § tal que cada recta de §! estd contenida en exactamente 0O

4 2 régulos de N . Por {iltimo, el ¢ - Hide, N se dice reemplazable

si existe un abanico parcial V de 2 que cubre los mismos puntos que N

y que no tenga componente en comin con N

11 }
5 6
El problema del reemplazo: Sea 0 € G X H dada por O = 0 6
10
entonces |G| =4 y 0 fija por lo menos 3 subespacios mutuamente disjun-

tos sobre FG(7) , a saber; los subespacios de dimensién 2 determinados por
1 tes de I, definidas por 1 trices F £ 2 11 i 3]
as componentes de 5 e as p as ma c 3 57 la 2] {2 3)

entonces por [ 1], todos los subespacios de dim 2 sobre GF(7) que son in

variantes bajo ¢ son mutuamente disjuntos y definen un abanico regular.

Tal coleccidn de subespacios est@n dados por



45

a a+b

(X,XT ) /T_ = [ ]}
{ g o] b 5a-b a, bEGF (7)

Lo =Y
s

En efecto, si transformamos esta coleccidn via U =

O -
o O

vemos gue £sta se convierte en

e ), e

en donde reconocemos unas claramente al plano desarguesiano.

Coordenatizando nuestro planc original H2 segiin- || obtenemos un

abanico Sg determinado por las matrices

0 6 1 0 5 5 2 2 5 2 2 51 (6 o0 0 1
6 6)" (1 6/" (3 o) (4 o (0 4)" (0 3J" (6 1)" (1 1
0 2 0 5 5 0 4 4] {3 3 4 3 3 4 2 0
4 5/ (3 2) {2 4 |4 2 (3 5 2 3 (5 4 5 3
0 3 [o 4 4 0 & & i 6 1 1 6 3 o}
5 2) |2 5) s 5 (o 1) o e |1 0 |6 of (2 2
31 4 6] f1 a4 6 4 1 3 4 11 (3 e 6 3
6 3 1 4 31 3 6 4 1 6 4 1 3 4 6

(8]
w
1)
S
w
tn

oy — e
o n
U"_l
T
- N
[\C RN o))
—_— — — —
Ln_\
- N
[ SR o)}
[o2 BNV} |
i
T
=
w0y
—— st —

fInN
i

T TR R TR
m oy
> o

e | SIS ——

[\
w
T
ul
B
S
[ N]
e
w
[ NS ]

wu
o

o=
RN =
= U

—_ R —

bo
(]
W
W

Nuestro grupo G se puede representar ahora como el subgrupo de

GL(4,7) generado por 2 y nuestro grupo H , como el subgrupo

2 2
5 2

{2 2
- 5 2
generado por 5 =
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NOTA. En el plano desaguesiano, llamamos una red de André Ng (8 € GF (7))

a la coleccidn de componentes (Y = XM) tales que M8 =4 .

La reunién de estas N6 , 8 € GF(7) , cubren todo el plano desar-

guesiano.

Elijamos ahora una componente T de nuestro plano, que no sea una
componente del plano desarguesiano U . Por ejemplo, la componente T de-

(0 6
t inad i .
erminada por L6 6}

Entonces T es un subplano de Baer de D .

Sea RT el régulo determinadec por T en P , en nuestro caso,

RT estd determinado por
0 © 0 1 2 4 2 3 4 4
1 0y e Off (3 21" (4 2" |3 4}’

Entonces tenemos que

il
[\

RTﬂ_Nii i=1,2,4,6

Yy RT N5 0] R NN

es decir, RT comparte 0 & 2 componentes con cada red de André N de

8
D en tales condiciones, tenemos que la &rbita de RT bajo G x H corres
ponde a un nido de régulos en [ . Sean Ri , 1i=1, ..., 8 1la &rbita
de RT bajo G x H entonces si en el planc desarguesiano, mantenemos los
ejes (X =0) , (Y =0) vy las redes de André comunes N5 v N3 , ¥ reem

plazamos:cada uno de los régulos R, por sus opuestos, obtenemos nuestro
1
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nuestro planc [l

OBSERVACION. Estudiando nuestro plano original, desde este iltimo punto de
vista, es decir, obtenido del plano desarguesiano, es muy posible que poda-
mos obtener mas informacidn respecto al grupo completo de colineaciones.

Este trabajo, esperamos realizarlo a continuacidn.



CAPITULO VI

GRUPO DE COLINEACIONES DEL PLANO DEFINIDO POR S3

OBSERVACION 6.1. Las linicas matrices en 33 que tienen universo multipli-

. 0 1 1 0 2 5 > b :
cativo en 83 son i[_1 0], i[o 1}, 1[2 2], 1{2 5] correspondientes
= & 0 3 4 4
+ +
a G ademas de _[2 4}, _[5 OJ
fo 3 (4

-1 4
Sea k = [2 } entonces k = LS O]

4

Con la misma notacidn definida en (4) tenemos

PROPOSICION 6.2. (1) El Gnico grupo de homologias de eje (Y = 0) y coeje

(X = 0) es el grupo G .

(2) El Gnico grupo de homologias de eje (X = 0) vy coeje

(Y = 0) es {(tf 2}} que seguiremos denctando por H como en (4).

Demostracidén: (2) Sea o una homologia de eje (Y = 0) vy coeje (X = 0)

A .
entonces g = [——+~E} cierto A € GL(2,7) .

o = ;
Como o es una colineacidn, A R E S3 V RE 83 , en particular

48
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Como & tambifén es colineacidn, & € 33

1 -5 -
R = [ 1] se ve que A 1R & 33

6
; - = 2 y s
Caso 2: Si A =k & A =tk come O debe ser una colineacidn, se
; -2 , f1 5 :
tiene A R € 33 V R pero escogiendo R = t6 1l se tiene que
-2
A R 5
&S,
Las finicas posibilidades son A = I , de donde O € H .
(1
(1) Sea aq = {——%—Ej una homologia de eje (Y = 0) entonces RB € 53
¥ R E 53 , en particular B € S3 . También RB € 33 ¥ R , en particular

-1 ) _ _ .

B & 83 , luego si B & G entonces B = tk , £k L , pero si escogemos
1 5

R = 6 1] ’ tenemos que en cada caso RB & 33

Luego B € @ y a4€G.

COROLARIO 6.3. No existe colineacidn de HB que transforme (Y = 0) en

(X = 0)

Demostracidn: Andlogo a (4.3).

PROPOSICION 6.4. Sea o € Aut(H3) entonces « fija la componente (X = 0)

s v s8lo si o £fija (Y = 0)
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Demostracidn: Sea o € Aut(H3) tal que (X = O)06 =(X=0) y (Y= O)a =

= (Y = XN) , cierto N € 53 ; Por (3.3) debemos tener que R + NE 33
¥V RE 33 procediendo en forma anidloga a (4.4) podemos reducirnos solo a

los casos en que N es alguna de las siguientes:

O LS ELENENE)E

pero si en cada uno de estos casos escogiendo R =N se ve que R + N & S3

Luego, no hay tal colineaciédn.

Reciprocamente, sea @ una coleccidén de [, que fija (Y =0) vy

3
transforma (X = 0) en (Y = XN) , N # 0 . Entonces por (3.4) se tiene
(R_1 + N_1) (= 83 , Y RE S3 . Nuevamente, nos basta considerar el caso en
que N es una de las de (*). Si en cada unc de estos casos escogemos

R =N , deberiamos tener que 4N € S3 , pero calculando en cada eleccidn

posible de N , vemos gue esto no ocurre.

No hay tal R
COROLARIO 6.5. (1) No existen en H3 elaciones de eje (X = 0) , ni ela -
ciones de eje (Y = 0)

(2) No existen en H3 homclogias de eje (Y = 0) vy coeje (Y = XR)
R E S3 , ni homologias de eje (X = 0) vy coeje (Y =XS) , S E 53 .

S#0

Demostracidon: (1) Inmediato de (6.4).

(2) Andlogo a (4.5).

'
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6.6. ESTABILIZADOR DE (X = 0) . AniZlogamente a (4.6) si 0o es una coli-

neacidn de H3 que fija (X = 0) , entonces o fija (Y = 0) vy de alli

(
alo -
o = [O B] , A,BE€GL(2,7) y B normaliza G

De (4.7) tenemos que el normalizador de G en GL(2,7) estd ge-
46] 0 1
nerado por v = 1 4 y 4 = 1 0 donde v es un elemento de orden
)

48 que genera el centralizador de G y 4 es una involucién tal que

ILEMA 6.7. Las {inicas colineaciones de H3 de la forma o = {

A€ GL(2,7) , g€ G son tales que A = I .

Demostracién: Andlogo a (4.8).

LEMA 6.8. Sea T = v2 = [j ZJ . No hay colineaciones de H3 de la forma

[g 2] , A€ GL(2,7)

- 0 . . -
Demostraclon: Sea g = [%_%—;q una colineacidn de KB r Para A € GL(2,7).

2 — 2
Como T € G, por (6.7), A = +I .

Caso 1: Si A = #I ; RT € 33 Vv RE 33 . en particular T € 33 *1*
contradiccidn.
Caso 2: A2 =1, A#+tI , det A= -1 y traza A= 0 .

Como A-1RI = 33 ¥V RE 53 , en particular A_1T = 83 Yy como
Hobh oy = ¥ luego At e R, UR, UR, .

2 3

(i) A‘TT€R1, = A T=9g, gEG
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. - =q
pero come T «centraliza G , gt es de orden 16.

(ii) Si A_1T = R2 entonces
=1 6 4 4 1 4 6 1 4
=
SRS (1 0 R N R B )
. 4 6 ;
el Gnico de estos de det - 1 vy traza cero es + 13 pero escogiendo
1 4 - 2 6
R = [5 1] tenemos que A RT = 1[4 6] & 32

; =1 =i 5 1 1 2 1 5 2 1
i i = = A € <%
ani i -1 1 5
el inico de los anteriores de traza O y det -1 es A = t[ 6} ; pero

1

nuevamente escogiendo R = {5

?J se tiene que A~1R¢ & 33
2
El casoc A = I no puede ser.

Caso 3: A = -1 entonces A es de orden 4 v det A = 1 escogiendo

1 4 -1 -
R = [5 T] , debe tenerse que A RT € 33 ; pero det(A 1R.T) =5 y en 33

no hay matrices de det 5

No hay tal colineacidn.

COROLARIO 6.9. No hay colineaciones de H3 de la forma {%m%{ﬂ , para

A € GL(2,7) .
i . 3
Demostracidn: Inmediato de (6.8) ya que v =71 .

3 ; ' A 0 i
COROLARIO 6.10. No existen en H3 colineaciones del tipo [ } - -
kO

impar, A € GL(2,7) . Ni tampoco del tipo {? 6£+1] ; Di
0 v



C 0
6k+3|
0 v i

Demostracidn: BAnilogo a (4.11).

OBSERVACION 6.11. Nuevamente el subgrupoc 2 = {[ﬁf ;}] A € GF(7) es

el subgrupo de Aut(HB) correspondiente a homologias de centro el origen

y eje £

oD

; . : ; A
LEMA 6.12. No existen en H3 colineaciones del tipo o = {

6k+2]
0

k€% , A€GL(2,7) , ni tampoco de la forma [——#——EE?Z} , gue no

sean aqguellas en el subgrupo generado por G,H y Z .

o

Demostracidn: Analogo a (4.13).

(a 0
COROLARIC 6.13. No existen colineacicnes de -H3 de la forma o = [——*"—E}
0 v

para 1 €Z= , AE GL(2,7) , excepto de aguellas en el subgrupo generado

por G,H y Z .

Demostracién: Igual que (4.14).

. : : A 0
TEMA 6.14. No existen colineaciones de H3 de la forma o = [ A] ; pa-

ra A€ GL(2,7) .

8 0 2
Demostracidn: Supongamos que o = [g 5] S Aut(ﬂ3) . Como 4 =1, por

2
(6.2.2) = A = +T ,
Caso 1: 8i A =+I = =*4 & 83 *]*’ contradiccidn.

2
Caso 2: A“ =1, A # *I . Entonces det A = -1, traza A= 0



Como A_1A € S3

(1)

que

(ii)

pero

(a4l

e R,

25 e r

-1
€R UR, U
A $E€R UR UR

entonces

entonces

-1 3 0 0 3
el [

0 1 - -1 2
= & =
‘{1 0] Sl ‘[5 5
-1
A Rs €8
3
T @
= * =
_[O 6} escoger R
= +r5 8 escoger R =
B ‘[5 2 %
-1
A 5 & R, -
A 4 € R_2 entonces
-1 5 0 0 5
+
5 % {‘[4 4}' [3 4
ninguno de &stos es de traza 0O .

) 5

()]

=
Nl
-~
N
W —

y ninguno de ellos tiene traza O .

A no puede ser de orden 2.

=1
y det(A 45) =1 , debemos tener que

54

2J tenemos
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. 2
Caso 3: Si A = =T , entonces A es de orden 4 y det A = 1 , entonces

1 4
5 1

-1 .
A RS E 33 VRE 33 , pero si escogemos R = ] = 83 , vVemos gue

-1 . i :
det{A RA) = 5 ¥ _33 no contiene matrices de determinante 5.

Lo que concluye la demostracidn.

COROLARIO 6.15. No existen colineaciones de HB- de la forma o = A o
AT
kEZ , A€ GL(2,7) , ni tampoco de la forma B = {B éz} ;, para
z€ 2, BEGL(2,7)
Demostracién: Analogo a (4.16).
—ATS 0
LEMA 6.16. La transformacién determinada por la matriz o = [ 5 AT}

induce una colineacidn de orden 4 de HB v {G,a) produce 5 drbitas so-

Demostracidn: Calculando directamente, se tiene que

(3).0 _ _(3) (3),00 _ _(3) (3).0 _ _(3)
(RSDT = RS, Ry =R, (Ry b= Ry

(3).0 _ _(3) (3).a _ _(3) (3),0 _ (3
(R,7NT =R, (R =R, (Rg ) Rg

o P A 0
IEMA 6.17. La colineacidén o de (6.16) es la unica de la forma [O éT] ¥

A € GL(2,7)

- A 0 ; e 2
Demostracidn: Sea O = 5 ey colineacion de H3 . Como (AT) = -I ,
2 . -
tenemos por (6.2), A = +T también ya que 4T & 33 , A F *I
2
caso 1: A" =1, A # £I . Entonces det A= -1, traza A =0 y

1

- 1 4 -1
S , det(a =5
A [5 1 53 et ( RAT)

RAT € 33 ¥V RE 33 , pues escogiendo R
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v 33 no contiene matrices de det 5 .

2
Caso 2: A = -I . Entonces A es de orden 4 y det A = 1

Como A_TéT = 33 v det(A—1AT) =1

3)

= a srer® ur® U R3(

1 2

(i) Sea A_1AT € R£3) entonces

SRR G I L P O PR

de las anteriores, solo i{; 2] es de orden 4 y en tal caso escogiendo

1 4 -
R = [ ] , vemos que A 1RAT & 33 5

5 1
- =1
(ii) A 45T € RéB) entonces
-1 1 5 2 1 5 1 1 2
€ 4+ & + *
; P 2 1 .
De las anteriores, sdlo = 2 5 es de orden 4, pero en tal caso escogien-
1 5 -1
= E -
do R [6 1] 33 tenemos que A RAT & 33
(iii) A_iéT € R§3) entonces
-1 3 5 5 4 4 5 5 3
S i +

- . . 4
pero si A ! es cdalgquiera de 1{3 5], t{ SJ, i[

2 escogiendo
5 4 2 g

R = [; ?] , vemos gque A_1R6T & 32
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Solamente nos gquedamos con el caso A = {g ;] = —ATS vy

TEOREMA 6.18. E1 estabilizador & de (X = 0) en el complementc de tras-
7 -

laciones de H3 es de orden 2 3 y estd generado por G, H, 2

y V , donde V es el subgrupo generado por la colineacién o de (6.16).

Ademds, tiene 7 &rbitas sobre [, de longitudes 1, 1, 8, 16, 8,

8, 8 respectivamente.

Demostracidn: Anidloga a (4.19).

TEOREMA 6.19. Toda colineacidn de H3 fija a (X = 0) (y por (6.4) tam -

bien a (Y = 0)) .

o . .- o
Demostracién: Sea o una colineacidn de H3 y supongamos que (X = 0) =

= (Y = XR) , cierto R € 33 , R# 0 entonces por (6.3) hay S € S3 ;

tal que (Y = O)u = (Y = X8)

Entonces por (3.5), se tiene que

—(R+S)€S3.

B | =

Nos basta considerar el casoc en que R es un representante de las

Srbitas del estabilizador de (X = 0) en 53 5

Esto es: basta considerar los casos

e DEDEYED

L
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1
Calculamos entonces los 85 &€ 53 tales que E{R + 8) € 83 v obte-

=1 0 . o
nemos solamente el valor S = ( 0 1] pero en esta situacidn, R y 8
estin en la misma drbita del estabilizador de (X = 0) , con lo cual ten -

driamos que (X = 0) e (Y = 0) estan en una misma orbita, lo que contra

dice a (6.3).

_ o 5 1 5 6 6 4 0 0 2
Caso 2: R = [4 4] entonces 2(R + 33) e 53 {{5 4], (3 2}, [3 3}}

pero cualgquiera de los anteriores esti en la misma Brbita que R bajo el
estabilizador de (X = 0) . Siguiendo el mismo argumento gue en el caso an

terior obtenemos una contradiccidn.

1 5 1 6 2 -
Caso 3: R = {6 1] entonces E(R + S3) 3= {{1 '0} = - } y esta en

la misma drbita que R bajo & . Nuevamente una contradiccidn.

-

]
I

Caso 4: R {-R} nuevamente igual al caso an-

5 1

[y 8}

1 4

terior.

{-r}

24 1
Caso 5: R = (4 6]" 2(R + 33) = S3

una contradiccidn.

No existe tal colineacidn v el teorema sigue.

TEOREMA 6.20. El complemento de traslacidén lineal de H3 es el grupo &

de orden 27-3 v tiene 7 drbitas sobre Ewm de longitudes 1,1,8,26,8?5‘%

Demostracidn: Inmediato de (6.19) y (6.18}.
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