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RESUMEN

sean (S,1%'®) 4, € (R los modelos reduci-

dos para la serie principal de GL(2,IR) , donde S &es el es-
pacic de Schwartz de ]RX, y sea (S','EQ’B) la representa -
cién contragradiente. Entonces para cualguier ¢ € (IRX) la

transformada de Mellin de

{'Hﬁ'BJ (o) (a € RY)

: a

['H“'B]m) (b € R)
Wy

'n“'BJ (o)

corresponden a distribuciones definidas mediante la funcidn

gamma. A partir de las relacicnes

w2 = h_l
Ya4b T Ya'%p
wu_w = h u _wu _



entre los generadores del grupo y debido a gue 'l B es una

1

entacidn, se obtienen identidades donde interviene la

i}
n
9]

epre

r..,l
On

unci

Hh

n gamma. Utilizando el mismo métodc para la serie dis -

creta, se obtienen otras identidades para la misma funcidn.
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NOTACTONES

grupo multiplicativo de un cuerpo k .

grupo multiplicativo de los nGmeros reales mayore

que cero.
X

caracteres de k .

x
caracteres de R ‘

S

>0
p— . P )
caracteres ramificados de € , es decir todas las
: la_ima b
funciones de la forma z - |z “e rg(z) , de C
en € , tales que a € R vy m€ Z\{0)
5 |
norma de s € IR™ .,
2 pd
norma de (s,t) € IR < IR
transformada de Fourier sobre 1 R.
funcional evaluacién en el punto (z,4)
cspacio de las funciones indefinidamente diferen-

ciables sobre R .

espacio de Schwartz de 1R.
grupo de las matrices de 2 x 2 de determinante
positivo y con coeficientes reales.

dx

T=T

medida de Haar sobre R ,



I NTRODUCCTION

El propdsito de este trabajo es obtener relaciones para

la funcidn gamma utilizando los modelos reducidos para la se-
+

rie discreta de GL (2,1R) vy la serie principal de GL(2,IR)
Para este fin se define la representacidn de Weil de GL(2,IR)
vy se construyen las series discreta vy principal; cabe hacer
notar que los modelos que constituyen tanto la serie principal
como la serie discreta no se realizan como subrepresentacicnes
y por lo tanto no es posible definir los operadores de la re-
presentacidn directamente por restriccidn, sin embargo segfln
una idea de P. Cartier es posible realizar los espacios gue
constituyen ambas series como espaclos cucclentes provistos
de la accidn obvia, definida por paso al cuociente.

2
Utilizando las relaciones w = h .

u u u 7
-1 atb a b Y

wu,w — h

1 _lu_lwu_l , entre los generadores de GL+(2,EU 3%

considerando la representacidn contragrediente de la serie
A
discreta, (Si,'p‘) , parametrizada por N caradcter ramifi -

X E ; . - -
cado de € , se obtienen identidades para la funcidn gamma.

El método para obtener tales resultados es calcular la trans-

formada de Mellin de 'pﬂ(o) ' 'QA Te) . ¥ ‘pA (o) , donde
w U, ha
g es caracter de ]Rio; v debide a los resultados de los

Capftulos IITI y IV se puede determinar la transformada de

1



Mellin de la composicidén evaluada en o , segln las relaciones
ya mencionadas entre los generadores del grupo, relaciones gue
son respetadas por los operadores 'p las cuales implican
identidades donde interviene la funcidn gamma . Utilizando el
mismo procediemto con los modelos reducidos para la serie prin-
cipal de CGCL(2,IR) se deducen otras relaciones para la funcidn
gamma, diferentes de las obtenidas con los modelos reducidos
para la serie discreta de GL+(2,EU ‘

El método utilizado es semejante al realizado en el caso
finito GL(2,k) (k, cuerpo finito), para obtener identidades

donde intervienen sumas de Gauss, por [L-S2&], en tal caso la

X
. ; : . . . k
serie discreta por ejemplo, tiene como espacio ambiente a €
. ‘ A A iy .
y se calculan las matrices de pw ' Qu 3% Ph relativas a
b a

i X n
la base formada por caracteres de k™ , lo gque es eguivalente

a calcular la transformada de Mellin (transformada de Fouricr

b f\ i
schre k ) de ph(c) 4 pA (o) v p,. (o) donde o es caric-
w ub ha

X
ter de k y luego se multiplican las matrices segin las re-

laciones entre los generadores.

Es necesario observar que en el caso que el cuerpo k
sea IR, los caracteres de IRio no pertenecen al espacio don-
de estan definidos los operadores de la representacién y por
lo tanto se debe considerar como marco natural a la representa-
cidn contragrediente, definida sobre el espacio dual. Finalmen-
te la justificacién para poder realizar lo que es andlogo al
producto matricial del caso finito, estd dado por los resulta-
dos cbtenidos en el Capitulo IV, donde se muestran algunos le-

mas de "composicidn de ntcleos definidos por distribuciones".



CAPITULO I. ESPACIOS S(R"), S, vy S(JRE x R

En este Capitulc definiremos y mostraremos algunas de
las propiedades que poseen los espacios donde estdn definidas
las representaciones que se consideran en los Capitulos si -
gulentes.

§ 1. Espacio S(RX)

-y - . X
Diremos gue una funcidn compleja £ definida sobre R , es
ripidamente decreciente en cero y en el infinito si y sélo si

para tedo entera n > 0 , se tiene:

1im x| Ex)| = 0,

] e

1tm £ -

%"

Definiremos el espacio S(]RX) como el espacio de todas las

funciones complejas indefinidamente diferenciables, definidas
sobre R" , que son riapidamente decrecientes en cero y en el
infinito, como asi también todas sus derivadas. Denctaremos

a S({R) por S siempre gue no haya riesgo de confusidn.

3



Ejemplos: (1) Pertenecen a S todas las funciones indefini -

damente diferenciables sobre R y de soporte compacto.

e~(ln|x|)2

(2} La funcidn (x # 0) pertenece a S .

(3) Para cada funcién f en S vy cada z en & 1la funcién

Z .

‘tl f({t) pertenece a S .

Para cada f en S definiremos:

(£ (x) si x > 0 0 si x > 0
£, (x) = p Yy f_(x) =
0 gsi x £ 0 £ (x) si x < 0
x
Proposicidén 1.1. Si £ pertenece a S(R ) . Entconces para
; a? 2 e ?
cada ¢ en IR , las funciones e f+(e ) ¥ & "L {re’)

pertenecen a S{(RR) .

Demostracidn: En efecto, para cada ¢ en R, la funcidn

| }tICEJ(t) , pertenece a § . Luego sin pérdida de
generalidad seca t = e” , por lo tanto:
o . cx X
B L (k) = e L (&)

Luego, para cada entero n , n > 0

n, .cx%
| le

£,() | = 1im [In(e) "t (£) ]

w400 =400

1im |x

< 1lim |t]



I'll =gX _—X

y 1im )| = 1im |-x|"|e £, (e

= lim |1n(1/t) |"[tE, (t) |

£>+0
< 1lim _E;ﬁ {tcf+(t)\ = 0
ot I

Ahora, para cada entero m , m > 0

m, CX X = m cx, (m=k) x,, (k)

D" (e“¥s_(e¥)) = = [}J % (£, (e))

k=0 /
, . ®,, (k) .

es una suma de productos de (f {(e™)) con exponhenciales,

-+

y por lo tanto se verifica sin mayor dificultad gue para todo

par de enteros positivos n,m

n,.m, Cx
DT (e

1im !x D

] 40

Definicidn 1.1. En § definiremos la familia numerable de

seminormas



Proposicién 1.2. El espacio S provisto de la topologia de -

finida por las seminormas Pn , €5 un espacio vectorial to-

polbdgico de Iréchet.

Demostracidn: La familia de seminormas Pn q ¢ Separa puntos
r

v es numerable, luego define en S una topologfa localmente

convexa, separada y metrizable. Para demostrar la completitud

de S , sea (fj) sucesidn de Cauchy en § , luego (fj) es

una sucesifn de Cauchy en Cw(ﬂfw , (consideraremos ¢l espa -

cio Cm(ﬂfﬂ , provisto de la topologia definida por la fami -

lia de seminormas Pm,K(f) = sup iDmf(x){ , K compacto,
xXEK

m=20,1,2, ...), entonces debido a que Cm(ﬂﬁﬂ es completo,

existe £ € Cm(ﬂfw , tal gue la sucesidn (Dmfj) converge
uniformemente sobre compactos a e para todo

m=20,1,2, ... . Ademfs, por ser (fj) sucesidn de Cauchy en
S , resulta que (fj} es un conjunto acotado en S , es de -
cir: para todo par de enteros positivos m,n , existe constan-
te positiva M , que no depende de J , tal gue

m,n

(£.y « ™
m,n j° — m,n

por lo tanto para todo x € R,
(1) | x|

Entonces al hacer tender Jj a infinito en la desigualdad (1),



se deduce que f también pertenece a S . El paso final seré
demostrar gue (fj} converge a f en S . En efecto, sea
h. = £. - £ , claramente hj pertenece a S para todo J

J J
y converge a cero en Cw(ﬂfﬂ . Por otro lado, debido a que

(hj) es sucesidn de Cauchy en S , se tiene que (hj) es
acotada en S , por lo tanto para todo par de enteros positi-
vos m,n , existe Mm - constante positiva que no depende de

j , tal que

y por lo tanto para todo m,n € N ,

(2) 1im — |Dmhj(x)| =0,
x|~0 X
uniformemente en j , ¥y
(3) 1im {x{n\Dmhj(x)| =0
|| >en
uniformemente en j . Luego de (2) resulta gque para cualquier
€ > 0 , existe N constante positiva y menor que 1 (N pue-
de clegirsce independiente de  j), tal que
1 m . " :
sup - |D hj(x)] € g , para todo j € N.
x|

0<|x|<N



Ademds debido a que la sucesidén {(h ) converge a cero en
i :
oo = . R
C (R), tenemos gue para cualguier par de enteros positivos

m,n la sucesidn

-1

N sup lehj(x)i
N<fx|<l

converge a cero cuando j tiende a infinito. Luego de la de-

sigualdad:
1 | .m . 1 m -n m
sup — | D hj(x){ < sup H{D hj(x)L + N sup |D h_(x)| ,
0<|x|<1 2 O<ix§iNlXI N<|x|<1

se deduce que para todo m,n € N la sucesidn:

1 I
D h.(x)
WE D7k () |

(4) sup
0<|x|<1

converge a cero cuando J tiende a infinito.

Andlogamente del limite (3) se deduce que para cualquier
£ > 0 , existe M > 0 (que se puede elegir independiente de

j) tal gue

sup lx[nlehj(x)l < B , para todo Jj € N
M<

x|

Por otro lado utilizando una vez mas el hecho que (hj) con-
) x
verge a cero en C (IR') , se deduce que para todo m,n € N

la sucesidn



Mn sup ] Dmhj (x) I
1<]x] <M
converge a cero cuando J va hacia +% . Por lo tanto de la
desigualdad
sup ianmhj(x)[ = sup ]anmh.(x)| + M sup ]Dmhj(x}\ ;
1<|x]| 1<|x]<M M< | %

se obtiene gue para todo m,n € W , la sucesidn:

(5) sup [x“Dmhj(x)|

1<|x|

converge a cero cuandce J tiende a infinito. Finalmente, de

{4) v (5) se concluye que para todo par de enteros positivos

m,n , Pm n(hj) tiende a cero cuando j tiende a infinito.
r
Q.E.D.
Proposicidn 1.3. Sea (fn) sucesidn de funciones pertenecien-
tes a § , tal que fn tiende a cero en S . Entonces fn

tiende a cero en

p X
L(:ER- rdX) 7 lip‘(“f‘oo
Demostracién: Sea e = sup ifn(x)l y
0<|x|<1
2 i
B = sup |x|7|f_(x)| entonces para 1 < p < + &
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[ 1/p 1/p
< A dx + B } | x| 2Pax
= By n
lO--:lei]_ Vx|
< Zl/P sup {fn(x)| + 21/p sup |x|2|fn(x)\
O<|x|il |x|>1
y por lo tanto si n tiende a infinito, anHp tiende a cero.

g T

o

0 ~
Proposicifén 1.4. El espacio C_(R ) es denso en S(R )

x
Demostracidn: Sea o € Cj(ﬂi) , tal que o(t) =1 si
et < |t] < e , y definamos:
1
g (t) = al|t] /my

n

entonces:
L/n=k 1

¢ (6 = Tamn) L. - 0eDn) [e] Y R sgn (60  oa) (£ 1)+

* jﬁ | £ | Sgn(t)k(Dk@)(lt}l/D)
n
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*x
Ahora, sea f «cualquiera, perteneciente a S(R ) y defina-

mos

‘entonces para cada n , (¢n) pertenece a C:(Efw Yy converge
X
a £ en S(R ). En efecto
sup | £(t) (g, (t) - 1) = sup |£(t) (g (t) - 1)
0<|t]<1 0<|t|<e™ "
Y
sup |f(t)(gn(t) - 1) = sup }f{t)(gn(t) - 1) |
|t]>1 t]>e”

convergen a cero cuando n tiende a infinito.

Por lo tanto para todo £,k enteros positivos

4
7 g () ejg 18] (0 < |[t] < 1)
‘ : n
t]
(k)
. s I (t)
converge uniformemente a ———— , Y
€l
Lo (] 5
el e g ), (el > 1
, - ik plalkd p . ;
converge uniformemente a |t]|"f (t) . Ademas para todo J

entero positivo
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Lo WPy -1, © < [t] < 1)
&) b s
Y %LI"{ i(k) (t)lg(j) (ty - 1] ; ("L% 1)

convergen uniformemente a cero. Por otro lado:

k
D{k)¢ (¢) = 3

{kJ £ 3 ¢ )
0

el
0<|t|<«1 :
< sup ]_K [f(k)(t)(gn(t) - 1)| +
0<|t]<1 It
1
1 < -7 7
+ sup 7 | £ [?} f(k ]}(t) éJ}(t) = f(k)(t)l
O<‘t‘_<_l {t‘ J:l
v sup }t[K|D(k)[¢ (£) - £(t)]]| <
| £ |21
< sup Lt[gif(k)(t)(gn(t) - 1| +
[t]z0
k
. ) - ]
s osup [e]] = {?j £ 573 (g3 (1) - £5 ()
ES =

tienden hacia cerc cuando n wva a infinito.



Proposicién 1.5. S(IRX) es denso en L (Efﬂ

Demostracidn: El espacio CC(HQ) es denso en C (Efd

b

considerar CC(E{) con la topologfia inducida por Lz{ﬂﬁd »

x
Y CC(H{) es densoc en L2{IRX), por lo tanto C_(IR) es

denso en LZ(Hsd vy debido a gue S({IR") contiene a C (IR )

se deduce la proposicién.

§ 2. Espacio S+

Denotaremos por S+ al espacio de tecdas las funciones perte-

necientes a S(IR ) , cuyc soporte estd contenido en R

>0
En lo gqgue sigue, S+ serd considerado con la topologia indu-
cida por S(IR)
Proposicién 2.1. El espacio S+ es un subesgpacio cerrado de

S{(IR ) .

Demostracidn: Es evidente a partir de la definicién de S

i

Proposicitn 2.2. Las inclusiones:

con continuas y con imagenes densas.
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Demostracidn: Se deduce inmediatamente, debido a gue la misma

x
proposicidn es cilerta para S(IR ) .

§ 3. Espacioc S(IR2 x TR")

Para cada p = (pl,pz,p3)

-~

P enteros positivos, denotare-

P Py Py Py By

mos por D a Dl D2 D3 , donde Di es la derivada parcial
de orden P: respecto a la i-&sima variable. Si x pertene-
ce a Igz y m = (ml,mz) pertenece a jmz , denotaremos por

m Ty ™y
X a  xy xz' . En lo gque sigue denotaremos por IO a

2 : 2 [ | 1
R x {0 < |t| < 1} , y por Il a R x {1 < |t]|]

2

. X . . .
Denotaremos por S(IR™ = IR ), al espacio de todas las funcio-

X
nes complejas, definidas sobre Eg x IR , gue son indefinida-

mente diferenciables y tales que para todo p EAN3, m € mz i
¢t € N
m i
sup §T Dpf(x,t)l « o
s t
(x, )€l
I P A o) .

y sup |t DFE (R, L) | < =

(x,t)el
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Proposicidn 3.1. Sea f € S(IR2 b E?d , P polinomio en dos

variables. Entonces para todo n,m € W, las funciones

(x,t) = P(x)Q(t)D"E (x,t)

P(x)
£

y (x,t) - Df (x,t)

pertenecen a S{E@ x IR7) .

Demcstracidn: Es consecuencia de la definicién.

Como ejemplos de funcicnes pertenecientes a S(E@ X Ef) ’

tenemos:
. ‘ . co 2 *
(1) Todas las funciones pertenecientes a CC(HQ * IR )

(2) Si £ pertenece a S(Hﬁ) , Y g pertenece a S(R")

entonces f-g pertenecen a S(H@ < IR )

r

En el Capitulo 1I, necesitaremos el lema siguiente:

Lema 3.1. Sea f perteneciente a S(m? ><]R"), g perterner-

ciente a S(R ), P polinomio en dos variables. Entonces

las funciones:

1 ) L 5 Ty
B (%) f(h,t/P(X)) si P(x) #0 , t #0

'i'l(Xrt) =
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f{x)g(tP(x)) si P(x) # 0 , t #0

0 si P(x)

Il
(eo]
~

t# 0

pertenecen a Stmz x R")

Demostracidn: Se verifica sin dificultad la continuidad de

¢l en todos aquellos puntos (x,t) tales que P(x) =0 ,
t # 0 . Ademds se tiene que ¢1 es indefinidamente diferen -
. 2 X 3
ciable en 1R x IR Yy para todo m € IN" ,
i
para todo (x,t) tal que P(x) =0, t # 0 . Por otro lado
debido a que para cada m € N3 i Dm¢1 decrece répidamente

2 . pe
en los bordes de R" * IR ge tjene que para todo £ € W,

k & m3
Xk m
sup —7 Do (x,t) | < o
fsz o YEL t
& -(-)
y sup itf'kamq)l(x,t}} < oo
(x,t)eI1
La comprobacidén de que ¢2 pertenece a S(IRz y B(ﬁ s
analoga.
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2
Defiq}cién: En S(IR ¥« IR ), definiremos la familia numera -
ble de seminormas
;o
P, L (f) = sup B Dkf(x,t)J - sup 1thEDkf(x,t)E
m,f,k t/E i !
(x,t)€L_ {ar, t) €1
O 1
3
f e N, k,m€& IN .
; 2 ¥ . .
Proposicidén 3.2. S(R™ x IR ) es un espacio vectorial topo-

16gico de Fréchet seglin la topologia definida por la familia

numerable de seminormas F .
m,£,k

Demostracidn: La familia de seminormas separa puntos
myL K =

y es numerable, luego define en S(IR2 b Hfﬂ una topologia

localmente convexa, separada y metrizable. Para mostrar la

. " 2 o o ; . )
completitud de S(IR x TR ), sea (tj) sucesidn de Cauchy

oo 2 % . oo 2 x
en C (IR x IR) , (consideremos el espacio C (IR *x TR )

provistc de la topologia definida por las seminormas

m -

b = 1 D

?m’k(f) sup IDE (%, Y] .

(x,t)EK
- 3 2 %
donde m € N~ , y K es compacto en IR *x IR .) , entonces
o2 2 “ . g
debido a que C (R” x R ) es completo, se tiene que existe
=) 2 % ) ; i3, Sm :

f e (R < TR ) tal que la sucesion (D fj) converge uni-
formemente sobre compactos a Df para cualquier m € ETB.

Por otro lado, debido a que (fj) es una sucesidn de Cauchy

2 X : - ;
en S(R™ x IR ), resulta gue (Lj) es un conjunto acotado

en S(EF * If) , es decir, para todo £ € N, k,m € NB
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existe constante positiva M que no depende de Jj y solamen-

te depende de {,k,m tal que

(1) B, -t €< 8

Luego al hacer tender J a infinito en la desigualdad (1),

se deduce que f también pertenece a S(IR2 X H$W . La Glti-

ma parte de la demostracidn consiste en probar que (fj)
converge a £ en S(IR2 x ﬂfﬁ . En efecto, sea

hj = fj # £ 5
claramente hj pertenece a S(Hg Xin) para todo J , ¥y
converge a cero en Cm(]R;i ® Ef” . Por otro lado, debido a
que (hj) ¢s sucesidn de Cauchy en S(IR™ x IRK) se tiene
que (hj) es acotada en S(IR2 x R') , por lo tanto existe

M constante positiva que depende solamente de £,k,m , tal

que

Pm,ﬁ,k(hj) 3 i

para todo j . Por lo tanto, para todo {£,k,m se tiene:

(2) 1im ]_K \mekhj(x,t)} = 0
I (x, €)= (e, 0) |

uniformemente en 3 , Vy

(3) 1im !t‘{EXkahj(X't)i = 0

| 2,480 Il>{o8, 99
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uniformemente en j . Luego de (2) resulta que para cualquier
£ » 0 , existen constantes A y B (gque se pueden elegir in-
dependientes de j) tales gue

m

T

sup ‘“ﬂ thj(x,t) < E , para todo J € I.
0<|t|<aA ¢
B<|l x|l

Por otroc lado, utilizando el hecho que la sucesidén (hj) con-
verge a cero en Cm(ﬂfv , se deduce que para cada k , la su-

cesidn:
sup Jthj(x,t}E
I xll <B

A<|t|<1

converge a cero cuando J tiende a infinito. Por lo tanto,

para cada { € W, k,m € N3 se tiene
m
sup ‘5? thj(x,t}. <
(RETE L t
o
m ;o m i
k |
sup BB h.{x,t) | + zup 2 th.(x,t)
£ J 1 i
Il xIl <B Il Il >B
0<|t|< A t]<a
(I m ,
+ sup ]E? thj(x,t)‘ + sup 5? thj(x,t)’
Ixii<s  © Bl © “
ac<lt|<1 Ac<lt|<1

donde cada sumandc del lado derecho converge a cerc cuando
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i tiende a infinito. Andlogamente a partir de (3) y que (h.)

]
00 3
tiende a cero en C (EJZ b Hg) , se deduce gue para cada
£ € N, k,mE€c N
sup \t{mekhj(x,t)\
(x,t)EIl

converge a cero cuando Jj tiende a infinito.

100 A

4 ; . 2 b
En lo gue sigue, consideremos los espaclos LP(H2 x IR ) con

la norma:

11/p
| £(x,t)| Paxat

I

£l
P

EQXEf

Proposicién 3.3. Sea (fj) sucesidn perteneciente a

S(R” x Hfﬁ , convergente en S(]R2 X E(W . Entonces (fj)

2 ¥
es convergente en Lp(ﬂz x IR ), 1 < p < o

Demostracidn: La asercidn de la proposicidn, se deduce de la

siguiente estimacidn:
2 b4
Sea f € S(R” x R ),

A = sup | £(x,t) |

(x,t)ER°xR”

B = sup £ty | x e,
(x,t) ER**R"



Z1.

entonces
11/p [ 1/p
Hftip < { |f(x,t)|dedtJ + ( | £(x,t)|Paxat
) t
I (x,£)1<1 (=, e)ll=1

F 1/p 1/
< A l J dxdt + B J 1% 4P| ¢| " %Paxat

| Gxpt)dll 21 h(x,t)ll>1

Q.E.D.

. oo 2 * 2 X
Proposicidn 3.4. CC(IR »x IR ), es denso en S(IR x TR )
Demostracién: Sea o € CC(IR2 ® IRX) , tal gque a(x,t) =1
si -1 < Ixll <1, st < |t| < e y definamos

o (x,t) = Q{E, lt!l/n
n n

Entonces para cualquier £ € S(R® x RY) ,
e} P w
J’H(X:t) = <_xn(:<,t)f(x,t) pertenece a Cc(jR“ ~ R), para to-
2 >

do n € W, vy ademas qbn—>f en S(R™ x IR )

Proposicidn 3.5. S(IR2 % Eﬁ) es denso en L?(1R2 x R )

oo 2 * >
Demostracidn: CC(IR x IR ), es denso en CC(IR2 P ]Ry) se-

. P 2 . ,
glin la topologia de L, y este Gltimo es denso en

L2 (IR2 X IR/‘) , por lo tanto CC(.'IRZ x TR ) es denso en
2 2 x . 2 X )

L°(IR° x IR ) vy luego se tiene gque S(R" x IR ) es denso en
2 2

L°(R° x R )

O.E.D.



CAPITULO I[I. REPRESENTACION DI WEIL DE GL(2,IR)

En este Capitulo describiremos la representacién de Weil

-

i - i i - : 5 = &
de G asociada a los espacios cuadraticos reales (IR™, H)

e

2
(C,N) , donde ll(x) = XX, (x € R") v N(z) = mzz
(z € €) . También describiremos los modelos reducidos para

la serie discreta y la serie principal respectivamente.

En todo ¢l Capitulo denotaremos por G al grupo

GL (2, 1R)

§ 1. Presentacidén de GL(2,k) , k un cuerpo conmutativo

cualguiera.

Definicidn 1.1. Definiremos

[a 0 .
H. = _ i (fa € k ) ,
a 0 & 1
1 0 .
h! = r (r € k ) ’
r 0 r
{l I
u = | r (b € k) r
Polo 1

22
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m

o
X

i

/r

H -

= o < |
U 1ub /b k|

Teorema 1.1. El1 grupo GL(2,k) estd engendrado por los gene-

radeores h_ , (a € kx) i HE (r € XY , u, . (b k+)
a r b
y w , con las relaciones:
'h! = h! r,t € k°
i) hrht nrt (r,t K)o,
ii) hahb = hab (a,b € k) ’
L ~ = +
L3 UM s (a,b & k) .
. 1 sz 1 = x
iv) litha hah (a,t € k ) ;
| 1 +
v) ubht htutb (t €k , bEek ) ;
% +
vi) h,uk =u , ha (aek , bek),
ab 1°b
vii) P h_y
w3 [ ' 7’)(
viii) Wh+ — hrhfw (t € ¥ ) ,
x
ix) wha = h v (a € k) ,
a
- K
% wu w = h _qu wa g (a € k)
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Se tiene de hecho:

GL(2,k) = H'HU U H'HUwU .

Para la demostracidn fdcil de este teorema, ver [sa].

2. Definicidon de la representacidn de Weil.

En lo que sigue (E,Q) denotard a cualgquiera de los es-
pacios cuadriaticos reales, CRz,H) 6 (C,N) , vy BQ serd la
forma bilineal ascciada a Q definida por:

BO(XJY) = Q(X+Y) = Q(X} = Q(y) (X,y = E}

Ademds denotaremos por S(E xR ) , al espacio SC[R2 x R")

Lema 2.1. Para toda f € SGR2) y GER ¢y = e R , vale la

identidad:

r

Lol Q(x+y)-Qly+z) l¢ (yv)dydx =

= da(0,aq) a1 s TS
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[x®]
Ry

(
‘ﬁ‘—r Si Q = H
donde d{Q,a) = l

Q|
(]
i
0

Il
Z

¢ ~ P - £
Demostracidn: Sean o €1R , 2z €1 fijos. Supongamos pri -

merc gque Q = H vy definamos para cada £ > 0

o | -t |ax ]—a\mx \
s £ | ax| 1 2 (5 EIR2)
Entonces por convergencia dominada, tenemos
: ) i 5 _
(1) S 24 o1oH (x+y) —iaH (y+z) e|ax| £ (y)dydx =
c%o—f— 4
R
i cHy ) —ioH (y+
_ J el&H(h v)—-1ioH (v Z)f(y)dydx
4
R
En efecto, denotemos BH por B , ¥y sea
| . oo 5 +
hi{x) = elG‘H(X y)-ioH (y+z) f(v)dy =
)
R
_ el@H(X)—luH(Z) ( eluB(x,y)—luB(y,z) £yl dy
2
R
: o -e|ax|
por lo tanto h € L (R") . Ahora sea h_(x) = e h(x) ,

entonces h _{(x) = h(x) puntualmente cuando € - 0 y ademéas:
(o8
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fhf(x)‘ < |h(x)[ para todo x , y todo ¢ > 0 , de don-
de se deduce la afirmacién (1). Por otra parte, aplicando
Fubini, obtenemos para cada ¢ > 0

LoH (x+y) -1 + -

(2) J o Lo (x+y)=-iaH (y+2) ” €|ax| .

Eﬁ

i “+ 1 —_ | oy
_ J o~ 1laH(y+z) £y J ool (x+y) " €|ax| axdy
IR4 IR2
Ahora sea:
[ -
-+ -
¢_I¥) = J glofl (x+y) e ¢ lax| dx
Hg
entonces
laH(y) ( igH(x)+1iaB (x y) ~g|ux|
boly) = e J o *R Y g g =
IR2
: Lox X +ia (X, Y,+X,y,)  —elax, |-€|ax, |
_ equ(y) % 172 152 =221 1 2 s
1772
m2
1l g
= e e dxl X,

R

iaH (y) { e_El“X2‘+i“X2Y1 J ei“(X2+Y2)X1 -elox
R

I

I
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iax.y, - ©|ax, |
B ) 1aH (y) e &4 -
= 2clale = dx
szz + 12(x + )2 2
£ ( 2 yz
IR
y haciendo los cambios de variables, Xy * Y, =8, Y después
s = ¢t , obtenemos:
iuyls = E\a(s—yz)\
@F(y) = Z& | £ 5 - e
- (ag)” + (os)
R
iayqs - E}a(s—yz)}
2 e ’
T elo 2 ds
1+ (s/¢)
R
iay et - €|m(€t~y2)1
2 e
14+ &
R
imylct - slm(ft—yz)[ )
Sea g (t) = = 5 entonces gg(t) oy
. 1+ t i 1+ t
+
puntualmente cuando € = 0 , y adem&s para todo e > 0 vy
todo t € IR se tiene \g‘(t)| « ——j;_j por lo tanto:
&‘ —_—
i =
2 1 _2m
1im @E(y) = 5 At = —
st 1+ t
L
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Por otro lado notar que para cualquier f perteneciente a

SMR) , vale la estimacidn

P .27 2
AT INCORINS Taf /£W@) » para tode y ER"
0 ; lucgo podemos aplicar convergencia dominada para cal-
cular
o 4

1%m e~ ToH ly Z)f(y)@g(y) dy =
E%O—*— 2

R

2w { e-luH(y+z)f(y) dy .

R2

Finalmente segftn (1) y (2) la expresidn del lado izquierdo

es igual a

elaH(X+Y)_l@H(Y+Z)f(y) dy dx .

4
IS
Ahora supongamos (O = N , y sea
5 -iaB (',Z) 74
- +qo N
h_(x) = e NEITINOI £ =),

A
(donde f es la transformada de Fourier de f), entonces

; ~LaBg{~ 2}
h (x) elaN(X}[f-e N ]A(x) puntualmen-

t

. 2
te, vy para cada ¢ > 0 , hf es integrable en R,



por lo tanto:

(3) LU NGAY)IN(y+2) ] 0y gy ax =
Eﬁ
o . —iaBy. (*,2) p
= Ll i eluN(X)ff-e “ 1™ 122}
RZ
s _ i . —iaB _(-,2)
_ eJ&N(Z) 1¢m & CN\X)+luN(X)[f_e N ]A(x)
£=+0
B?
Por otro lado
o . -iaB._.(-,2) A
(4) J o PR YE Ny m ] ) dx =
m2
[ o s iaB, (x,y) -1l (y,z)
- J o %*_N(X)'{‘lOLN(X) J e N f(y)e N
R? R
_ e—iuBN(y,z) £(5) J -eN(x)+iaN (x) iuBl\i(x’y)
> 2
R IR
2
-0 N (y)
] —JQBN(Y,Z) c—io
= e J e fly) e dy

24

dy dx

dx dy

It

il



Ahora aplicando convergencia dominada, obtenemos:
2 Y
1 —iuBN{y,Z) _-_Q{Nj{_%_)_
(5) 1im : e fly) e 77 dy =
cwp £~ 1o Y Y
E@
i ~iaB _(y,z) 2N )
ol e fly) e Y ay
E?
Luego de (3), (4) vy (5) obtenemos
elalN(x+y}—N(y+z)] Ebgh dy dx =
m4
) —ial B {y,z)+N(y)]
__I\] - =
_ % s~ia {2) s N £iy] dy =
R2
_ 1 e—lmN(y+z) Elv) gy
a
Rz
D)

Teorema 2.1. Existe una representacidn

(§(E xR"), II"™) de G , llamada repres
G asociada al espacio cuadrético real
estd definido sobre los generadores de

siguientes:

unitaria
entacidon de Weil de
- Q
(E,Q) , donde I

G por las férmulas

30
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Hha(f)(x,t) = AQ(a)f(ax,t) (a ER) ,
n2, (8] Ge,t) = x| T 2E ) (8 B
r
HQ (£) (x,t) = eith(X)f(x,t) (b € R) ,
u
b
0 itBO(X,y)
n-(f) (x,t) = c(t,0) e - fly,t) dy
E
para T ES8(E>R ) ; X&€E EiRX , donde:
la| si Q =H
}\Q(a) =
a s1 ©Q =N
Y
%%} si Q = H
c(t,Q) =
=k si ©Q =N
iB,. (x,v)
Demostracidn: Sea F(£(-,t)) (x} = J e H fly,t) dy

la transformada de Fourier de f(-,t) , y sea
J (%) (Xz,Xl) ; (x EIR2) , entonces

JZ%L F (£ ( ,t))[tJZETX)] 5i D= B
(1) I[S(f)(x,t) = ‘

LitF(f(-,t))(tx) si Q=N ,
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por lo tanto HS es un automorfismo de S (E XZRA) ;Y tam -
bién se verifica trivialmente que Hg ' NQ, \% HQ son
a I b
®
automorfismos de S(E x IR ) . Ahora debemos demostrar gue las re-

laciones (i} a (x) entre los generadores de G (teorema 1.1.),

Q

son respetadas por I La verificacién para las relaciones

(i) a (vi), y (viii), (ix) es un célculo sencillo. En el caso

de (vii) y (%), observamos lo siguiente:

y debido al lema 2.1., tenemos la estimaciodn

Q

M= o M= o 0= (f)(z,t) =
W 1 W
d
2 (£,0) ita” O (x4v) -0 (y+2) ]
. T {t,f clta Q(xt4y)-Qly+tz f(y,t) dy dx
lal ;
R
&~ ft 0 -1 —itq’lg(y+z)
= “‘”ﬁf_ d(ta ~,0Q) e —° @ Fily.E) dy
|a| J
2
it
Q

Luego la relacién (x) es respetada por [II” , si y s6lo si:
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(2) AQ<—a‘l)c(t,Q) _ cl(e,0)d(ta Q)
‘ la|”
p,
c (t,H)2rm .
at 51 Q H
= 3
2
ic” (t,N) _ |
ta si 0 N
Por otro lado:
C2(t,H}4ﬂ2 i _
] €]
0 0 _
[LW ° an(f)(z,t) = & .
EELELEL sS1i
|t

ademas i
-1

por lo tanto la relacidn (vii) es respetada por

sdlo si:
c? (¢ ,H)an?
BTV
(3) AQ(—l) =
cz(t,N)
e

(f) (zit) = A (_l)f(—zrt)

si

=h

H

N
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Entonces de las ecuaciones (2) v (3) se deduce gque las rela-

ciones (vii) y (x) son respetadas por UQ si v sblo si:
[|a] si @=H
rnla) =
Q i a si (O =N
y
.j_tLJ_ -~ 7 )—— EI
I s 1 0O =
C(trQ) =
=1k si ©Q = N
: 2
Finalmente la unitariedad de los operadores Hi i
a
JQ, v EQ es evidente. En el caso de PQ realicemos la
h ! u W
T b
demostracidn cuando Q = N ; entonces seglin la ecuacidn (1):
: e 2 ; -
(HS(I),L8(9)> = t"F(E(-,t)) (tx) Flg(.,t)) (tx)dxdt
ER%GPX
= f(x,t)g(x,t)dxdt
E*aﬂf
= {(f,g?

0.E.D.
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Teorema 2.2. La representacidn de Weil de G se extiende

; ; 2. .2 X o .
por densidad a LR~ x IR ) , como una representacidn unita-

ria y continua.

Demostracidn: (i) Previamente demostremos que HQ es con-

cos 6 sen §
LTnua sobre  SO(2,R) . Sca g (0) Y scan
-sen § cos 0
gog 8§ = 1 _

= == y b = cotg 0 . Entonces seglin Proposicidén A.1l.
sen 0O :

del Apendice de este Capitulo tenemos:

_Q
Lg(o)(f)(Yrt) =

—itaBQ(x,y)

" e TIDLQ (y=x) fx,t)dx

A

b Lec -itB_ (y,x+ay)
b 70 (x+ay) 0 B
X, (D) ® e o (£) (x,t) dx

Ademds se verifican las estimaciones

o oL ¢ =itB, [y ,x+ay) i

y debido a que a vy b ' tienden a cero respectivamente,
AQ((Sen U)—l)

kQ(b)

cuando £ tiende a cero, tenemos que tiende

a 1 cuando 0§ tiende a cero y

Lo ==l -itB  (y,xt+tay)
elb Q(X+ay)e Q Lg(f)(x,t) converge puntualmente
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-itBQ(y,x) 0
hacia e ﬂw(f)(x,t) , cuando 8 tiende a cero.

Por lo tanto al tomar 1fmite cuando 60 tiende a cero, tene-

mos gue Hg(e)(f)(y,t) converde puntualmente hacia

®

w—1

Q

G(E)) (v, t) = £(y,t)

Ahora utilizando el hecho

|£(y,t) BS(S)(f)(Y.t)I < M[f(y,t)]

para alguna constante positiva M que no depende de 6 ni

X

de (y,t) , se concluye que para toda f € L2GR2 x IR )

r

1im (JIQ(e) (F),£) = C£,£)
6~0 9

(ii) Sea (gn) sucesién en G , que converge a I (G 1lo
supondremos provisto con la topologia inducida por :R4). En-
tonces utilizando la descomposicibn de Iwasawa de G

, l(es

decir G = UHH'SO(2,IR) tenemos que existen a ., r_ ., b

n n
v “n tales que
q. = h h' [
- Uy, i :J(Jn
n n n
donde bn y On tienden a cero cuando n va a infinito, 3%

AT tienden a 1. Entonces

1th. O(x) ,
™ (F) (x,t) = e O A(a )|z |"1/2Q
g 0" 'n n a

: -1
) 5 (0 )(f)(anx,rn t)

n
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Q

C

y segln (1) ”I
-n

(f) (x,t) , converge puntualmente a fi{x,t)

cuando n va a infinito. Ademds existe M > 0 gue no depen-

o

de de n ni de (x,t) tal gue

0

[ E(x) 117 (F) (x,t)] < M|Ff(x,t)]|
9 -
. P
para todo (x,t) € R xR . Por lo tanto para todo
£fer?m® x®Y
- ) _ .
1fm (T (£),£Y = (£,£)
n—e° 9n
Q.E.D.
§ 3. Serie discreta de G .
Espacios S ()
sea L€ (@€ , es decir n(z) = |z|1} pMUETEHIE) e o,

AE€R , 0 < argfz) < 2m ).

Para cada L € (EX)A , definamos S () como el espacio de

X
todas las funciones complejas f , definidas sobre € xR ,

tales que:

i) f(z-w,t) = ﬁ(z)f(W,tEZ{Z) ; para todo z € C

tER

ii) f es indefinidamente diferenciable en R™ xR , (al iden-

tificar T con IRZ).
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ii1i) Para cada =z fijo , f{(z,-) pertenece a S(Eﬁ)

Otra realizacién de los espacios S(A) es la siguiente:

i g ‘ s A
Proposicidén 3.1. Para cada A € (C )A~\ me) existe biveccidn

P

lineal de S(\) sobre S{(IR )

Demostracidn: Para cada f € S(A) , definamos

Pt
QT () = £{l,t) 4 (t €EIR ) , entonces & , es biveccidn

lineal, con inversa

Az)glt|z]|?) si z #£ 0

[
|
671 (g) (z,t) =]

0 si z = 0

para todo g € S(R )

Topologia para S(A) noe (@X)A ~ URXJA.

r

En S(A) definiremos la topologia gue se obtiene al transpor-

tar la topologia de S@®") sobre S(L) , segin 6 . Diremos

gue una sucesiodn (£ ) en S (M) es convergente a cero si vy

n
solo si B (f ) () = £, (1,-) , es convergente a cero en SR™) .

1

Asi podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Existe iscomorfismo de espacios vectoriales topo-

16gicos de S(A) , A (@ V'~ (R, sobre $(R")

~
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Corclaric 3.1. Sea f € S(A) . Entonces para cada t fijo

en ZRX , la funcidn f(-,t) pertenece a SCRZ}

Demostracidn: Para todo £ € S(A) , existe g en SﬂRy) ;

tal que

(A (z) q(t\zlz) si z # 0

.E.D.

O

Definicidn de la serie discreta.

Los espacios S(A) , A E (wa\ )" , son los espacios en

los que actfian las representaciones de la serie discreta de

: 2 . ) X
G , pero debido a que éstos no son subespacios de SR xR )
no es posible definir directamente por restriccidén la ac -
cién de la representacidén sobre S(A) . No obstante, la re-

N

2 X
presentacidn de Weil (SIR™ xR ) , 1) , define por paso

al cucciente una accidn sobre S (4)

v A g E
Definicidén 3.1. Para cada N € (C )A~&\(E?) y £ E S(Ef /,m/),
definamos
(1) P (£) (t) = 1) £ (s, ts] TPy as®




40

v e - - EIVAN X \
Proposicidn 3.2. Para cada A € (@) < (E{}A, Pﬁ &§ uria apli-

cacidn lineal continua de S(m2:<;mx) sobre S(Eﬁ)

Demostracidn: Segtn lema 3.1, del Capitulo I, la funcién

f(s,t\s|_2}!s|—2 : |l #80 ; t#0
¢ (s,t) =

0 , sl =0 , t#0
pertenece a S(R” x R) , ¥

A =1

P(f) (t) = A T (s)¢(s,t)ds ,
*
por lo tanto existe M > 0 tal gue:
Phe) o] < | lets,t)fas < | —H as < =
1+ s
(L,X ‘IX

y se concluye que la integral (1) es uniformemente convergen-
te para todo t # 0 . Ademds para todo { entero positivo

: 2 ¢ .
D£¢ , pertenece a S@ Ximy) , luego se deduce gue la inte-

gral

es uniformemente convergente para tode t # 0 . Por lo tanto
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P (f) (t) es indefinidamente diferenciable como funcidn de
t . Por otro lado para todo m,£ enteros positivos, las

funciones

(s,t) tmD£¢(s,t)

(s, 0)» = plo(s,b)

t

X
pertenecen a SGR2 xR ) , por lo tanto existen M y N

constantes positivas que no dependen de t tales que:

ItEmIDé{PA(f))(t)l < |e|™

J |Dt¢(s,t)|ds <M,

para todo t , |t | >1, ¥

Hh
t
S
A

T_T_ [ ID£¢(s,t)|ds < N
E

para todo t , 0 < |t| < 1 . Luego para cada f € SGR2 x R) '

Pﬂ(f) pertenece a Scmx) . Ahora para probar la continuidad

de PA , sea (f,) sucesidén en S{IR2 x R") convergente a

k

cero, entonces la sucesidn definida por:

-2 -2
fk(s,tls{ ) |s|

»"k(stt) =
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- al “
también converge a cero en SCRZ « MR ) , y por lo tanto para

todo {,m enteros positivos,

sup (1t1m1D£¢k(S,t)1)
|s|<1

|el>1

v sup  (1t|™|pbe, (5,02 (151
|21

|21

convergen a cero cuando k tiende a infinito.

Luego para todo t , el > 1

et e @] < sup (e Dfe (s 0] | ds ¢

|t]>1
|s{<1

|s|<1

tiende a cero cuando k wva a infinito.

Andlogamente
1 L
sup = lDt¢k(s,t)|
f=|®}<1 =

5] <1
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(s,t) |

convergen a cerc cuando k tiende a infinito, y luego para

todo t , 0 < |t] <1,

1 Loh
ME IDLPT(E) (R) ]

converge uniformemente a cero para todo t , tal que

0 < e 21

Finalmente para demostrar que PA es sobreyectiva, sea

ge S®) ,y f€S®) , tal que
Al (s)E(s)a¥s = 6 (A)

sea finito y distinto de cero, entonces segfin lema 3.1. del

Capitulo I, la funcidn

oM  Ye(s)g(t]s|?) ., si o |s| £ 0, t#£0

1

d,"(S,t)

pertenece a S(R x R") , y se verifica sin mayor dificultad

que P () (E) = gl(t) ‘e ijx)
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= e T N %
Representaciones (SA,MR) , L E (@) N (R >

En este parrafo demostraremos que la representacidn de Weil

~
(S(E@ X Eﬁ) ,]ﬁ% define una representacidn Hh en el espa-

cic cuociente S(m2:<jmh}//

) , gque denotaremos por S
/S (Ker(p"

) A
’ A
Lema 3.1. Para cada A\ € (E%)\mq}el espacio Ker(PA) es un sub-

; . i : N
espacio estable bajo la representacidn de Weil || de G

o . e . . . N
Demostracidén: Se verifica sin mayor dificultad que “h ,
a
N N . . A \ e
Hh' Y ﬂu dejan estable a Ker(P'') . Para verificar la
r b
L N ) , iy
asercidn con HW ;, Sea f € Ker(PP) , entonces

N =1

AN e)) (v) = J AMs) T (f) (s 4y 4%
W W
X
C

(ts]|9)a"s

) N |
= -it ( A(s)|s|? | e2Titls[TRels "W 11412 quas

X

T

;’1 2’“‘. { W - ‘2 X
| “e ltle(sw)t(w,t%si ydw d7s

= mf J As) e?TIEREZ) e 7L 1g1%yaz a%s , (1)
T
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; N e 2 )
Ahora debido a que f pertenece a S{R x R") , tenemos gue

existen constantes positivas, A , B y C , tales gue para

cada t # 0 fijo, valen las estimaciones siguientes:

]‘2 ‘f(ZS—lrt = ZHdZ = “-‘f(w,t'siz)!dw
s
C
1 e %
< A - dw , para todo s € C
1+ Lw{
C
| £ (28" tls|®) ] C 1
y * = ds < B|t] ds + 5 Yl
s [t ;s
|s|<1 s |21
para todo z € C . Luego en (1) podemos cambiar el orden de
integracidn, y por lo tanto:
J ; 2rit Z = 2 <
phnl (£)) (1) = -it A(s) |s|%e®™iERe (2D g (167 ) ¢ 5| %) a%saz
¢
, 2w 1tRe (: -] 2 2
= it I Az edTIERE 2N gy ey e 2] f vy | P a¥vaz = 0
j .
T o
. I . 2 %
Finalmente Ker(P) es un subespacio cerrado de S@R™ xR )

por ser el nlcleo de una aplicacidén continua.

Q.E.D.
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Teorema 3.2. La representacidn de Weil (SGR2 XHfd, HN)

~

define una accidn por paso al cuociente en el espacio S

he (@A ~ Uax)A

A I

Demostracidn: Segfin lema 3.1. es posible definir en el espa-

Eh

cio cuociente SA’ una accidn gue denotaremos y estd de-

finida por:

g(f) , (g € G) ,

donde f denota a la clase de f € SGR2 XJRX) médulo

Ker(PA} . Se verifica f4cilmente que el par (Sf,ﬁﬂ) es una
1

representacidn de G .

~ ~

Otra realizacidén de la representacidn (SA,HA) s

Sea ¢ :+ S, = S(N) , definido por

donde 0 estd definido en la demostracidén a la proposicidn

3.1. Asi segln el lema 3.1. ¢ establece un isomorfismo de

~

espacios vectoriales topolégicos de Sp sobre S (A) , hecho

~

gue nos permite trasladar la accidn HA al espacio S(7) .

~—

Denotaremos por HA a la accidn hﬂ trasladada a S (A7)

segln ¢
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Teorema 3.3. Las representaciones (S' HA) % (S(A),HA) son

il
N
equivalentes para cada A € (EX) \ CRX)A

. S A 2 _
Demostracidn: La representacidn 1[I , estd definida por

”1:1‘[\ oyl

H:(DO ° ¢ (gEG)

Definicidén 3.2. Llamaremos serie discreta (de representacio -

nes) de G , al conjunto de tipos de isomorfia de las repre -

A

sentaciones (S(A),n") , (A € (@HM Vv (RN

Teorema 3.4. Modelos reducidos para la serie discreta.

Sea A € (EX)A \ CRX)A . Entonces la correspondencia

g« £ > £(1,-) , de S(A) sobre S(R%) , establece un iso -
morfismo de la representacibn (S(A),HA) sobre la represen -
tacidn (S(E{U ,pA) , definida por las fdrmulas siguientes

para toda £ € S(Eﬁ),

i) of (£)(t) = aM(a)E(ta®) , (a € RY) ,
a

153 pre WERIEL = |e| TV (r € R),
I

111) o () ey = P, ‘b € R),
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gtE2mRe (2] ) oviie] 2 ?)dz

Demostracidn: Seglin teorema 3.3.,

—t
Il
o
=
[«]
=

i 0] : &=
g g , para todo g ]

Ademds seglin la proposicién 3.1.,

establece un isomorfismo de espacios vectoriales topoldgicos

de S(N) sobre SCRE) . Por lc tanto

il -1 A -1
G‘ [s] - o 8 = f l’,
( ng ) (£) Hg(@ (£)) ( )

para todo g € G , y todo f E SURX) . Entonces se verifica

sencillamente
f\ A

() () = T (¢
"y g

para todo g € 6, f &€ SR )
& T 1

A

Teorema 3.5. Las representaciones (SGR"},pA) , N € (mﬁ) \me)

_ . 2 ;
se exticenden por densidad a LT (IR ) , como represcentaciones

unitarias y continuas.
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Demostracibén: La unitariedad, se deduce trivialmente para

(i), (ii) y (iii). Para (iv) tenemos que para cada f € S(R") ,

-27itRe (z)
e

"\\—-
[QLJ Lig) (8) = -it OO L

por lo tanto para cualquier £f,g € S(R

<f,[p$J_l<g>> = -1 ee(t) | e2TIERE(Z) =L ) (e 2]?)azat
B
R
( | | -2 -1 2WixRe(z_1) -2, —
= =1 j 1Y!i2| Az T)e f(x|z Jg(x)dzdx
R ¢
f Sim §
Y J | x| g TrlXRe(Z)A(z)f(xlzlz)g(x)dzdx

.
<Dw(f)rg)

' * .
Peor lo tanto {pé} = [piJ . , Y queda demostrado que QQ es

unitario. La continuidad de la representacidn p°  , se deduce

. o 4 N .

de la continuidad de la representacidn I , de la continuidad
A 1 T g

de P y @e la asereién

p e PV =P o I i para tocdo g &€ G

Q.E.D.
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§ 4. Serie principal de G .
Espacios S{a,B) .

o X A .
Sean o,2 € W) , definamos S (a,B) , como el espacio de

. . - 23
todas las funciones complejas f definidas sobre () ;

e indefinidamente diferenciables en G§<)3 , ¥ tales que

(1) f(rx,sy,t) = al(r)p(s)f(x,y,trs)

para todo (x,y,t) € Giy)j , r#0 , s #0 ;
(2) para cada (x,y) fijo en B xR , la funcién f(x,y,")

X

)

pertenece a S(R

Otra realizacién de los espacios S(a,f) es la siguiente

Proposicién 4.1. Para cada o, € mf)A , existe biyeccidn

lineal de S(a,B) sobre SR )

Demostracidn: Para cada f£ € S(w,B) , sea

QL) ) = F{LL,E)
Entonces  es biyeccidn lineal, con inversa

TR (x,y,t) = a{x)F(y)hixyt) , (h € SI®'))
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Topologia para S(a,B) .

Segln la proposicién 4.1. {0. transporta la topologia de
S@®') sobre S(a,B) . Por lo tanto diremos que una sucesidén
(fn) en S(u,B) es convergente a cero sf y s6lo si Q(fn)

es convergente a cero en S@R )

Teorema 4.1. La aplicacidn establece un isomorfismo de

espacios vectoriales topolégicos de S(a,R) sobre SR )

Definicidén de la serie principal.

Los espacios S(a,B) , provistos de una accién por definir,
son los espaclos gue constituyen la serie principal de G .
Al igual gue en la serie discreta, los espacios S(a,R) no
son subespacios de SC[R2 x R") . Sin embargo la representa -
cidn de Weil (S (R x ®),IYy , define por paso al cuociente

una accidén en S(a,£) .

A
Definicién 4.1. Para cada o,R G(RX), definamos

pi’b(f)(t) _ u_l(r)h_l(s)f(rfsrt rs)dxrdxs
X X
R xIR

para todo f € SCR2 x R, y todo t # 0 .

Proposicidn 4.2. Para cada «,8 € mf)A , la aplicacidn

" - J 5 2 ) :
p”’"¥ , es lineal continua de S(R° =« R ) sobre S(K )
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Demostracidn: Segln lema 3.1. del Capitulo I, la funcién

1.
si X.,%X, #0 , £t #0
lx2 172

£( ) -

2 X

Xl’XZ’t/xlx

q‘(xlrxzrt) =R

0 si X Xy = 0, t #0

pertenece a SCRz x R") , ¥V por lo tanto existe M constan=-

te positiva tal que

2

p* ) (8) ] < |6 (x, ,%,,t) |dx,dx., < SO - BV
i 1772 = 2 1772

I+x. +=x

X X ) ) L

R xR R xR
luego la integral que define pa’ﬁ(f)(t) es uniformemente

convergente para todo t € R y toda funcién f pertenecien-

te a SCR2 XLRK) . Ademds para todo { entero positivo, Dt¢ 5

pertenece a SGR2 x:RX) , luego se deduce que

(
| L' { )
[Dt¢(xl,x2,t)|dxldx2

es uniformemente convergente para todoe t #¥ 0 . Por lo tanto
pa'ﬁ(f)(t) es indefinidamente diferenciable como funcidn de

t . Por otro lado para todo m,{ enteros positivos, las fun-

ciones

.m_{
(Xl’XZ’t) =t Dt¢(xl,x2,t)
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1 7
S Dt

(p'(x_ pig ¢ 2 )
" 1.5 2

Y (Xl,x2,t)

pertenecen a SCR2 x R™) , por lo tanto existen M y N gue

no dependen de t , tales que

m £, o,B,. % m "
|t |Dt(p (£)) (&) | < |t QDt¢{Xl,x2,t)|dxldx2 < M
]R;'{XJRX
}7
1 £, o8 ) 1 i
m|Dt(> (£))(t) ] < = Ithp(xlrxz,t)[dxldx2 < N
|t ] |t )
R xR

%

para todo t # 0 ; por lo tanto pu’ﬁ(f) € SR )

. ) o, B .
La continuidad de pf se demuestra de manera similar a la

demostracidn de la continuidad de pA . La sobreyectividad

se deduce de la siguiente manera: Sea f & S(IR2) , tal gque

g “Lisye(r,s)d®rd®s = A (a, )

JR « R

sea finito y distinto de cero. Lntonces para cualquier

g € S(R?) , la funcién

\_1 o
A (u,ﬁ)f(xl,xz)g(tx X

1 2) : asy X%, F 0, t#0

¢ (X],’XZ’t) =
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2

pertenece a S (IR x:RX), Yy se comprucba trivialmente gue:

U:B(

P Py (t) = g(t)

OB Dy
Lema 4.1. Para cada «a,f € CRK)A, el espacio Ker(Pu’b) es
un subespacio estable bajo la representacidn de Weil de G

. 2 " 2
asociada al espacio cuadratico (@R",H) .

Demostracidn: Se verifica fdcilmente la asercién para los ope-

radores 1t . nf, oy o .
h h
a r b

g5 0 . H o, B
Para wverificar la asercidn con Hw , sea f € Ker (P ’g) ;

entonces:
P4 P mle)) (b)) = o (r) € ()T (E) (r7 87 F, trs) a¥ra™s
¥ 2
R =IR
t { it (rx+sy)
=-%;L a(r)B(s) (rs) e S f(x,y,trs)dxdydxrdxs
S 2
R »1R 1R
Sean rx = ul 7 Sy = u, entonces
S .
p (AL LE) ) (k) =
W
el | TR ¥y g =1 % x
= T al{r)B(s) e f(r U.l,S uz,trs)duldu2d rdTs
X 2
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it (u.+u.)
el [ itlugru, -1 -1
= %ﬁ# e a(r)p(s)f(r Uy S u9,trs)dxrdxsduldu2
jmz R xR
" [ it (u,+uy) _
- J_I_ - oy I8 -
o e u(ul)’(uz) u(yl)b(yz)f(yl 'Yy ,tuluzylyz}
2 ¥ 3%
R R *xIR
L% %
d yld yzdulduz
= 0
Q.E.D
Teorema 4.2. La representacidn de Weil (SCRZ x]Rx),HH) de-

fine una accidn por paso al cucciente, en el espacio S 8
[CAPN 1

(a,5 €@ ™).

Demostracidn: Seglin lema 4.1., es posible definir en el espa-

cio ga 8 la accidn ﬁu,b , definida por

o i . -

Nt E) = I (f , e @ , (fes5§

o (£} g( ) {g ) ( u,B)

Q.E.D
Otra realizacifén de la representacidn (S f,,Hu’{“)
a,p

Sea ¢ : S . - S(a,B) ., definido por ¢(f) = o T* B(gy) .

g

Entonces segflin la proposicidén 4.1., ¢ establece un isomor-

~

fismo de espacios vectoriales topoldgicos de S“ q sobre
AR

S(a,B)
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i~

Teorema 4.3. El isomorfismo ¢ de S” 2 sobre  S{a,p) ,
Al | =)
. >0, B - o
traslada la accidén 1l a S(a,B)
. R
Denctaremos por BileA) : 1% o 1a representacidén que se
obtiene al trasladar la accidn Hu’h a S(u,R) , segln ¢

Definicidn 4.2. Llamaremos serie principal (de representacio-

nes) de G , al conjunto de tipos de isomerfia de las repre-

; o,B _ x A
sentaciones: {(S{a,p)., 0 i 2 =B EME Y, o &8

Teorema 4.4. Modelos reducidos para la serie principal.

% A
Sean a,pf €E(R )}, « # B , entonces la correspondencia f & f(1,1,-)

.
de S(a,B) sobre SR ) establece un isomorfismo de la re-
presentacidn (S(u,B),Hu’B) sobre la representacidn

(SGRX),Q&'B) , definida por las férmulas siguientes para todo

£e Sm)

i) Dg'b(f)(t) = agla)gla)f(ta™) ., (a € R")
a

1) ol ifeE) (1) = le|" Y2 (e s, (r € R") ,
r

.} ;‘)z};B(f) (t) = e P (e) , (b €R)

S

v 2 | 1
vy % Beey (o = LEL | &MY g p(y) £ (exy) axay

Demostracidén: De la proposicibn 4.1., Q(f)(t) = £(1,1,t)

establece un isomorfismo de espacios vectoriales topoldgicos

de S(a,r) sobre S@R) , y del tcorema 4.4.,



5

=y 5
o ¢ (para todo g € G). Por lo tanto

o 071 CE) (B) = Hg’g(ﬁ_l(f)}(t}

para todo g € G , f € Sm")

Teorema 4.5. Las representaciones (SGRX),pa’g) se extienden

: 2. X . . 3
por densidad a L (R ) , como representaciones unitarias y

continuas.

Demostracidn: La unitariedad se deduce trivialmente para (i),

(ii) v (iii). En (iv), tenemos lo siguiente:

pirg(f) (t) = lz%L { eit(my)u(x)B(y)f{txy)dxdy

2
R

B _L{_:_L { el't(X‘l'U/tX)CL(X)B(u/tx)f(u) _]%r dx

o b B L b by E bl f%%

‘
g (t) i eitx+iu/x

)
2

- (
et | Litx

{f
‘ L=l iu/x, dx
= a(x)B {x) { e B (u) f(u)du T;;r

R R
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=1
R T () itx 1 dx
= 2 o (x)f (%) (p-f) (1/x) =T
N/ 2T
R
I R e T R T TS LU E PR S LN
luego:
( )
} p, (E) (£) -p TEY (t)at =
R‘X.
= | TeesT e Azt wler T £/ () at
=
R
f 5 -
= | JelTRe-eM (1/0) - (- D)A (1/t)at
)
IRX
( _
= | FIEISIEIRIRFLIE)EE = (£,8)
J
R”

La continuidad de la representacidn se obtiene a partir del

hecho

T op” =p" " o I (para todo g € G)

y de la continuidad de la representacidn !



CAPITULO ITII. TRANSFORMADA DE MELLIN.

En este Capitulo definiremos la transformada de Mellin
sobre S(EQW y daremos algunas de sus propiedades mds impor-

tantes.
§ 1. Transformada de Mellin sobre S{IR")

N
Supongamos f perteneciente a S(IR ) , entonces la transfor-

A
mada de Mellin de £ es la funcién f definida por

N ”
f(w;e) = |x|wsgn{x)€f(x)dhx
R
we T, € {0,1} .
Observemos que si denotamos Re(w) = ¢ , Im(w) = v , entonces:
% . c? ? _ c? ?
flw;0) = I'(e f+(@ Y)Y (y) + FPle™ £ (-e”)) (y)
» c? ? L c? ?
fEw;l) = Fle £, (e"))(y) - Fle "f_(-e7)) {y)

donde ' es la transformada de Fourier usual sobre IR

Ahora recordemos que para cada ¢ € R y f € S$(R") las

. G2 2 R & .
funciones e "f (e”) y e "f_(-e’) pertenecen al espacio

de Schwartz de IR, por lo tanto la integral gue define f

59
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es absolutamente convergente, y para cada ¢ € R, las funcio-
nes y = flc + iy;e) (¢ € {0,1}) , pertenecen a S (IR)

Esto nos permite enunciar el siguiente resultado ([L ])

Proposicidn 1.1. Sea f perteneciente a S(H(w . Entonces:

FAY
(a) Para cada ¢ € R vy € € {0,1} , se tiene f(c + i?;:¢)

pertenece a S(IR)
N

(b) Para ¢ € {0,1} , la funcidén f£{(-,c) es una funcidn ente-

ra de T en T

Llamaremos W al espacio de todas las funciones ¢ gue wvan
de € x {0,1] en € , que son enteras, en la primera varia -
ble, v tales gque para cada c¢c € R y cada ¢ € {0,1} , la

funcidén y v ¢{(c + iy;e) pertenece a S(R) . Nuestro objeti-
vo siguiente serd definir una topologia en W v luego esta -

blecer que la transformada de Mellin, es un isomorfismo de

espacios vectoriales topoldgicos de S(R') sobre W

-

Proposicidn 1.2. Para ¢ € W , la integral

|Xl_z b (ese pda (r € [0,1})

es absolutamente convergente, y no depende de ¢

Demostracidn: Sean Cy < Cy Y consideremos el rectidngulo R

r

de vértices Cq + iIN , <, + iN , Cy - iN -, By = iN -,

< + 1N , entonces debido a que | es entera, obtenemos:
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X ¢ (w;e) dw

Il
o
-
m
—_——
o
-
i

Por otro lado para cada t € R, ¢ € {0,1}

¢(t + 12;¢) € S(R) , por lo tanto las integrales

cz+iN c,=-1iN
x| Vo (wie)dw v x| ™" (wie)dw
Cl+1N Cz_lN
tienden a cero cuando |N| = + o« , 1o que implica
( -w
|x| "o (wie)aw = x| ™o (wie)dw
J
Re(w)=cl Re(w):C2

Teorema 1.l1. Foérmula de inversidn: Para cada funcién f per-

teneciente a S(IR ), vale la identidad:

1 ( B
Fx) = g5y T | x| 7Y E(wie)adw
* =0 J
Re (w) =cC

para cualquier ¢ € IR.

Demostracidn: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

la integracidn

f AN
\x\_w f(w;e)dw ,

I
0

Re (w)
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es a lo largo de Re(w) = 0 . Ademds supongamos gue x > 0

. . , t
Entonces realizando el cambio de variable x = e , obtenemos

por inversidn de Fourier el resultado del teorema. En el caso

t "
%<0 ; s& hace x = -e& y la deduccién es andlcga a la an-
terior .
0.E.D
A
Corolario 1.1. 51 £ = 0 , entonces £ = 0 para cualqguier

f perteneciente a S{R ) .

Definamos la transformada de Mellin inversa por:

v L [ -W £
b |X| sgn(x) ¢lw;c)dw

para cualguier ¢ € W , < € TR.

v
Proposicidén 1.3. Para cualgquier ¢ € W , la funcidén ¢ per-
tenece a S(IR )
Demostracidn: Se deduce del teocrema 1.1.

OuwBe D

Corolario 1.2. Si ¢ &€ W , entonces

+O(3
v
d(w;e) = | x| ¥sgn(x) "¢ (x)d¥x
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§ 2. Topologia para W

La transformada de Mellin como una biyveccién lineal entre
S(R") y W transporta la topologia de S a W . Dado que
S{EVU es un espacio metrizable, caracterizaremos la topolo -
gia de W mediante sucesiones. Diremos que una sucesidén

(¢n) de W es convergente a ¢ en W sif vy sélo sf la su -

v v »
cesidn (¢n) es convergente a ¢ en S(R) . As{ es inmedia

to el siguiente resultado:

Teorema Z2.1. La transformada de Mellin es un isomorfismo de

espaclios vectoriales topoldgicos de S(B{W sobre W

Teorema 2.2. Tdentidad de Parseval: Para todo f,g pertene-

cientes a S(Hfﬁ , vale la identidad:
f l A T
_— . N
| f(x)g(x)d x = % z tlzie)glzse)dz .
) <o |
R Re (z)=0
A N
Demostracidn: Denotemos por f+(z) y f_(z) , la transforma-
da de Mellin de f+ Y f: respectivamente, evaluadas en
(z,0) , (donde f:(x) = f_(-x)). Entonces
A N A_
£(z,1) = £ (2) - £_(2)
Y
A A N~
£f(z,0) = £ (z) + £ (z)
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Por lo tanto:

1 A _ ~ A e

_32L_ 3 F(z;e)8(z;e)dz = £,(2)8, (z) + £_(2)§ (z)dz

£=0 ] - -

Re (z)=0 Re (z)=0

e S —_a [ a
= fox)g, (x) + £_(-x)g_(-x] — = fix)gix) Tf%

0 —ca

Q.E.D

8 3. Transformada de Mellin sobre S

Sea f perteneciente a S+  entonces la transformada de

Mellin de £ , no depende de la variable ¢ € {0,1} , y por

A
lo tanto la funcidén £ gueda definida por

(-—DO
A, Zx .
fiz) = X fix)dx ; (z € @)
0
Denotaremos por W+ al espacio de todas las funciones £

que van de € en € , gue son enteras, y tales gque para ca-
da ¢ € R, la funcidén =t v f(c + it) pertenece al espacio
de Schwartz de TR . Asi tenemos los siguientes hechos, cuya
demostracidén se obtiene a partir de lo establecido para la

transformada de Mellin sobre ,S(Ef)
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Teorema 3.1. (i) Fdormula de inversidén: Para todo f € §

vale la identidad

s A
Elx) = EElE % o i

Re{z)=0

(11) La transformada de Mellin, establece un isomorfismo de

espacios vectoriales topoldgicos de S, sobre W,
+co
) —
(i11) £(2)§(2)dz = g O
Re (z)=0 0

para todo f vy g pertenecientes a S



CAPITULO IV. ALGUNOS LEMAS DE COMPOSICION DIl NUCLEOS,

En este Capitulo definiremos los duales topoldgicos de
S(R) y W respectivamente. También mostraremos algunos le-
mas técnicos de composicidn de coperadores definidos sobre el
dual topoldgico de W , tales leﬁas serdn utilizados en el

Capitulo V.

§ 1. Espacios S'(R ) vy W'

A los duales topoldgices de S(R") y W , los denotaremos
por S'(R") y W' respectivamente y los supondremos provis-
tos de la topologia débil * . Dado que S(I¥W y W son me-
trizables, podemos caracterizar a los funcionales continuos

sobre S(R") y sobre W respectivamente, por la siguiente

proposicidén.

Propogigibn 1l.l. (a) wu pertenece a SU(R") st v s6lo si

para toda sucesidn (fn) de S(R") que converge a cero, la

sucesion <u,fn> converge a cero.

(b) © pertenece a W' si y sbdlo si para toda sucesidn
(¢1) de W qgue converge a cero, la sucesidn (9,¢n> con -
b,

verge a Cero.

66
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*
A los elementos de S'(R ) y W' los llamaremos distribucio-

nes sobre S(Hfﬁ y distribuciones sobre W respectivamente.
Ejemplos:

(1) Cualguier funcidn f & Cm(ﬂf) , tal que f-g € S(R") ,

b

~

x
para todo g € S(R ) , define una distribucidn sobre S(IR

)

que denotaremos por T. , V¥ estd definida segfn:

(Tf,g) = fx)g((x)dx
]RX
para cualquier g € S(Ifﬂ . Es claro que T[ es lineal. Para
probar que es continuo, sea 9, € § , tal que 9, 0 cuando
n - <« ; entonces porque T estd en S(E{ﬂ se tiene gue

f-g € S para cada n vy ademas f-qn - 0 en S(Eﬁﬁ cuando

1 :<
n - % , por lo tanto f-gn - 0 en L (IR")
La correspondencia, £ 1@ Tf es inyvectiva, por lo tanto iden-

tificaremos la funcién f con la distribucidén Tf , Y anota-

remos (Tf,g> por (f,g?.

(2) Para cada (z,e) € ¢ x {0,1} , la funcidn

X %xg sgn (x) , (x # 0) , define una distribucidén scbre

X

S(IR") , mediante
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En este ejemplo debemos observar que (||%sgn®,g) = q(z:e) ;

es decir el valor de (Ilzsgnb,g) como funcién de (z,¢€)
es igual a la transformada de Mellin de g , evaluada en

(z,e) .

Llamaremos camino recto al infinito, a cualquier curva conti-
nua ¢ , cn ¢l plano complejo, que no se intersecte consigo

misma y para la cual existe a € IR, de modo que

c(t) = a + it para todo |t| suficientemente grande.

Lema 1.1. Sea Y wuna funcidén que satisface:

(i) Para cada ¢« € (0,1} , la funcidén 2z v {(z;e) es anali-

tica excepto en f(yo,r) = {2 € q/z =

(ii) para cada x € R , ¢ € {0,1}

r

2 .
1im (1 + |y |7) |v(x + iy;e) = 0 ,
|y |=+ee

(iii) para toda funcidén ¢ perteneciente a W

r

1
X lzie)g(z;e) =0
e=0

donde ¢ es un camino recto al infinito que deja a la izquier-

da los puntos de £{yo),r) . Entonces i (z;¢e)

0 para todo

2 € m\f(yu,r) , ¢ € {0,1}

, entonces segln

Demostracidn: Sea Z J p(z;e)dl(z;e)dz = 0

&
e

el teorema de la integral de Cauchy se tiene:

x+iy, x entero, x < r}



69

i Ezredd (2ae)dz = wla + it;e)gla + it;o)dtdr = 0

c Rx{0,1}

para todo a > r , (donde de es la medida de conteo en
10,1} ). Sea 1 intervalo cualquiera de Ik, y denotemos por

A a I« {0} vy por A, a I x {1} . Ahora utilizando el

hecho conocide que asegura la existencia de una sucesién

o

gn( ;0) perteneciente a CC(EH » Y gue converge puntualmente

casi en todas partes hacia la funcién caracteristica de

Xa
_ o
AO » se deduce que para cada € € {0,1} fijo, la sucesidn

gl(t,O)w(a + 1it;e) converge puntualmente hacia

T

Xn (tie)y(a + it;e) . Entonces debido a que la hipbtesis (iii)
o
es clerta en particular para funciones ¢t - gl(t;e) que per -

co -
tenezcan a C_(R) para cada e € {0,1] ; se tiene que la su-

cesidn (hn) definida por hn(t;g) = gn(t;O) ;, t € R,
£ € {1,0} , que claramente pertenece a C:(HU , también satis-
face (iii). Entonces aplicando convergencia dominada, se tie-
ne
(1) 0 = 1lim ¢ la + it;L)gn(t;O)dtdL
=00
Rx{0,1}

= Y (a + it;c)xA {t,e)dtds

e}

= yla + it;0)dt
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Del mismo modo, se tiene que existe sucesibn qn(-,l) perte-

o0
neciente a CC(EH v tal gue gn(-;l) converge puntualmente

casl en todas partes hacia la funcidn caracteristica X de
1

Al r ¥y utilizando una vez mds el teorema de convergencia do -
minada, se deduce gue:
(2) 0 = 1im y(a + it;ﬁ)gn(t;l)dtdt = v{a + it;1)dt

n—ee

Rx{0,1} I

Luego, de (1) y (2) se tiene gue para cualquier I , interva-

lo de 1R,

Uia + it;0)dt = Y(a + it;1)dt

Il
o

—

y por lo tanto y(a + it;e) = 0 para t € R , ¢ € {0,1}

Finalmente, por extensidn analfitica se obtiene la asercién

del lema.

A cada funcidén ¢ gque satisfaga las hipdtesis del lema ante-
rior, le podemos hacer corresponder una distribucién 0 (y,c)

sobre W , definida por

<o

1
(ely,c) o’ = 2 Viz;e)o(z;e)dz (¢ € W)

9!
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donde ¢ es un camino recte al infinito que no intersecta a
£(yo,r) . Segltin el lema, para cada c¢ fijo, la corresponden-
cia, Y P 68(¢Y,c) es uno a uno y lineal, luego se identifica

la funcién | con la digtribucidn 06(),c) sobre W

§ 2. Algunos lemas de composicidén de nficleos, definidos por

distribucicnes sobre W .

Preliminares: A las distribuciones O sobre W , gue se

identifican con funciones, las denotaremos por 8 (z;ec)

Para cualgquier u perteneciente a SV (R") , denotaremos por

A
u a la distribucién de W definida por

A v
(u,d? = Cu,p? ’

para todoe ¢ en W .

Lema 2.1. Sean U y T aplicaciones lineales continuas de

S(IR ) en S(Hfﬂ ; O ¥ T respectivamente sus tranpuestas

Z t A ) ;
lut (] |%sgn )] (w,L) = v(z,w;t,c) ,

z,wea , L, € {0,1} , donde v satisface:

(1) viz,w;l,1) es una funcidn analftica con cada variable,

excepto en los polos, z - w = -n , (= B li2ywzan)i
(ii) existe Cy 2 0 , tal gue para cada w € € fijo y cual-

gquier ¢ < €
=~ 0
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1im  |v(c + iy,w;l,e)| < o (L6 € {0,;1})
h/}—».;.oc
y para cada 2z € € fijo y cualquier c < <,
1im |v(z,c + iy;L,e)]| < = (L,e € {B,1})

(iii) para cada (z,eg) &€ € = {0,1}) , la funcidn wv(z, ;&, )

estd definida como distribucidn de W por

(v(z, 58, ),0( , )} =
£

viz,w;e, £)d(w,£)dw

T S

0

0

donde ¢ es un camino recto al infinito que deja los polos

de vi(z, ;£, ) a la derecha, v estd a la izguierda de la rec-
ta Re(w) = c
o
Sea
z g, N . , _
[T' (]| |Tsgn )] (w, &) = t(z,wil,e), (z,we T, £,c € {0,1})

donde t satisface las condiciones (i), (ii), (iii) y ademés;

(iv) La funcién gly;€,e) = t(z,c + iy;L,e)vic + iy,w;&,€)
como funcidn de vy , definida para todo vy , tal que

y # Im(v) , y # Im(z) , es rdpidamente decreciente en el in-
finito, para cualquier valor de ¢ , tal que c < e, - Enton-
ces para todo z,w € € tales gue Im(w) # Im(z) vy

£,£ € {0,1} se tiene:
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1
2

[ (U* o T')(||zsgn€)|A(wrf) = lzione iy (o e, L) de

j=0
donde Yy es cualquier camino recto al infinito, que gquede a
la izquierda de Re(g) = Coy ademds vy debe ser curvo, si

es necesario, de modo que los polos de t(z, ;e¢, ) queden a

la derecha y los polos de v( ,w; ,f) queden a la izquierda.

Demostracién: En (iii) el valor de la integral no depende del

camino clegido, siempre que este satisfaga las hip&tesis re -
queridas, por lo tanto el valor serd el mismo si integramos
a2 lo largo de una recta conveniente paralela al eje imagina-

rio. Ademdas utilizando las identidades:

| c N A
(' (] [%sgn®™) ,£) = ¢<[T' (| |®sgn®)]" ,E) =

para todo f en S(ERX) ; (g:8F 8 € ® 40,1) , #%

(v(z,",c,),00 = LU (|[Zsgn®) 1N, 0) =
” Vv vV A
= (| |%sgn",U(g)) = (U (z,¢)
para todo ¢ € W , (z,e) € C x {0,1} . Obtenemos para 2z ,

tal que Re(z) - c
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f
|
= Z | t(z,05e,7) vi{o,wi;i, L))o (w;£)dwdo
£, J
Re (g)=a Re (w)=b
con b <« a « c, Re(z) , asi podemos aplicar Fubini para de-

= o (wid) t(z,o5e,j)vio,w;j,L)dodw

Re (w)=b Re (o) =a
para toda funcidn ¢ € W . Por otro lado, la funcidn

s
plw; ) = Z blz o ve,sd Y oloewyd Adn

con ¢,z fijos, define una distribucidén de W' , por inte -

gracidén contra funciones de W . Por lo tanto:

2 .
[ o T (]|]|%sgn®) 1" (wif) = t(z,01¢,9)v(0o,w;i,L)dc

y de (iv) sc deduce gue el valor de esta integral es el mis-
mo a lo largo de cualguier camino, de los requeridos por el

lema, siempre gue Im(z) # Im(w)
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Lema 2.2. Sea F aplicacidn lineal vy continua de S(R ) en
S({R") vy B! su transpuesta. Ademds supongamos

lF'({LngnL)JA = w(zjelev(l - z,e) , (z,e) € € x {0,1} , vy
w(z;e) es una funcidn analitica en 2z , excepto para

; ... . Entonces vale la identidad entre distri-

SgnE)i = w(z;elw(l - z;e)ev(z,e)
para todo =z # 0, 11, 2 ,

Demostracidn: Sea ¢ € W , entonces se verifica:

Vv
(F (3" (z1e) = (| |Zsgn®,F ()}

| Z ' It \ .
= <(F’(\g45gn")) b0 = wiz;e)¢p(l - z;¢)

por lo tanto:

= wleee) Bigs ™ 6 - avel = wizsevuil - wishglicg e

= wizpglw(l = zyellewz, e} o4}

para cualquier ¢ € W
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Lema 2.3. Sean F,U aplicaciones lineales y continuas de
S(R") en S(IRX), y F',U' las respectivas transpuestas.

Suponer que

. oA ,
[U' (]| %sgn®) 1" (s50) = vi(z,s;e,8)

(z,e) € € x {0,1} , donde v satisface las condiciones (i),

(ii), (iii) del lema 2.1., v w verifica:

(1) z = wi{z;£) es una funcidén analitica para cada

e {0,1t , excepto en los polos =z = 0, -1, -2

(ii) para cada z,s,c,f fijos, las funciones

vy b viz,c + iy;e,£)wlc + iy;e) , donde v # Im(z)

v B wiln tlypeiwie + dy,s5e,4) , donde Y| # Im(s)

son répidamente decrecientes en el infinito, para cualguier

valor de ¢ gue sea menor ¢ 1lgual a SH Entonces
= 1 i 2 € A
(a) [ (U' o F' o U")(|]|"sgn")] (s;l) =
(
= X vi(z,ore,Jlwlo;]j)vi(l -o,s:3,4)do
j=0
”
donde vy es cualguier camino recto al infinito, situado a la
izgquierda de la recta de Rel(u) = c y curve de modo que los

O
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polos de o t» w(o;j) queden a la izquierda y los polos de
g vi(z,o5e,]j)v(l-g,5:7,8) gqueden a la derecha con g Yy oz
elegidos de modo tal gue ningfn polo de w(o;j) coincida con

algfin polo de v (z,o;eg,j)v(l - o,8:;73,4)

para todo z,uv &€ @ tales que 2z # 'n , o # In ;, N entero.

Demostracidn: (a) Sea z € € , tal gque Re(z) > Ty entonces

para cualquier f en S(R") se tiene segin el ejemplo N° 2,
parrafo § 1l.:

Z gL A A A
[F(£)] (z;e) = CLF'(||%sgn")] ,£) = w(z;e)f(l - z;¢e) .

Entonces para cualgquler ¢ perteneciente a W ,

- A - v
(L(u" = F' 4 U‘)(||ngnﬂ}] , = (U'(\\ngnh},F(U(¢)))

¥ alk
> viz,o;e, ) [FU$))] (o;5)do

o)

Re(o)=a

= X vi{z,0;¢,3)w(o;3)U0(¢) 1" (1 - o;5)do

Re (o)=a

viz,o5e,9)wio;j) v(l-o,s:3,4)¢(s;4£)dsdo

=

Re (0)

1l

a Re (s)=b
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donde a < b <« Cy < Re(z) yv a + p 7z 1,2, --+; asi resulta

posible cambiar e] orden de integracién, Y Obtenemos:

CLLUY o P o Ut ([]%sgn®) 1?4y =

= E_ P (s;:l) j v(z,o;e,j)w(o;j)v(l—c,s;j,ﬁ)dods .

Re (s)=hb Re (g)=a
Yy debido a que 1la funcion:

708 ) [ — 5 V(a,o;L,j)w(o;j)v(l-a,s;j,E)do

Re(g)=a

define una distribucidn de W POr integracién contra funcio-

nes de w , tenemos:

[ (U' ¢ F' , U')([jzsgne)lh(s;E) =

= ¥ v(z,o;e,j)w(o;j)v{l~o,s:j,f)do

Re (¢g)=a

Y luego (a) se deduce POor el teorema de Cauchy,
cligicendo s Y 2 en la forma que es exigida por el enuncia-

do.

Para demostrar (b), observemos 10 Siguiente:

A
(W' o U' » w')(llzsgnb)] 19 =
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= wi{gie)y Z vil-z,0;¢,j)wlo;i)d(l-0;)do

= wlz,u) X v(l-z,1=0;¢c¢,3)wil-0;3) ¢ (v;3)do

Re (o)=a-1

de donde se deduce la asercidn (b).

o9 o - Q1 !
8 3. Espacios b+ b4 W+ .-

Los funcionales lineales y continuos sobre S Yy sobre W

- +

respectivamente, se caracterizan por la siguiente proposicidn:

Proposicidn 3.1. (a) u pertenece a §; siI y s8lo si para
toda sucesidn (fn) de S+ , Jue sea convergente a cero, la
sucesidn (u,fn> converge a Ccero.

(b) 0 pertenece a WL s yv s8lo si para toda sucesidn
(¢D) de W+ , que sea convergente a cero, la sucesidn

(0,9 ) es convergente a cero.

Demostraciéu: I's evidente, debido a gue S_ Y W+ son cspa-

cios metrizables.

Q.E.D.
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Los lemas (2.1), (2.2) y (2.3) se reformulan en W' de la ma-

+

nera obvia, recordando que las funciones de W, no dependen
de la variable ¢ € {0,1} , y toda funcién ¢ pertenciente
a W se provecta sobre W, segln la correspondencia
b= ¢( ;0)
Definiremos para cualquier wu perteneciente a S; la distri-

. A , : : A v
bucién u sobre W+  segln la identidad (u,¢? = {(u,¢) , pa-
ra toda ¢ perteneciente a W+ ' donde ¢ es la tranforma-
da de Mellin inversa de ¢ .
Las distribuciones v sobre W+ que se 1ldentifiquen con fun-
ciones definidas sobre alguna regién A del plano complejo,

las denotaremos por v(z), (z € A)

En los resultados sigulentes omitiremos las demostraciones de-

bido a gue son los lemas andlogos a los lemas 2.1., 2.2. y 2.3.

Lema 3.1. Sean U,T aplicaciones lineales y continuas sobre

S% 5 u' vy T respectivamente sus transpuestas, tales que
_ z N
Lu' ( )71 (w) = viz,w) ,
=z A
irlu( ) I(W) e t(Z,W} r

donde v v t satisfacen las hipdtesis del lema 2.1.

Entonces
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donde <y es un camino recto al infinito que verifica las hi-

potesis del lema 2.1.

Lema 3.2. Sea F aplicacién lineal y continua de S+ en S+
y sea F' su transpuesta, tal que
[z { 15 = w(zlev(l - z) ,
donde la funcidén =z ¥ w(z) verifica las hipbtesis del lema
2.2.. Entonces:
[(F' o F')()21N = wiz)w(l - z)ev(z)
Lema 3.3. Sea F,U aplicaciones lineales y continuas de S+
en SJr ¥y F',0'" las respectivas transpuestas. Sea
z
Lu () 21N s) = viz,s)
[P () 2N = w(zlev(z) ,
donde v y w satisfacen las hipdtesis del lema 2.3.. Enton-
ces:
, z. A (
(a) | (U o F' o U ()] (s) = | viz,0)w(o)v(l- u,s)do
J

donde v es un camino recto al infinito gue satisface las con-

diciones del lema 2.3.

(b) | (F' o U' o F')( )7] (¢) = w(z)v(l-z,1-¢)v(l-0)



CAPITULO V. LEMAS NO CLASICOS PARA LA FUNCION GAMMA.

En este Capitulo demostraremos algunos lemas no clisi -
cos para la funcidn gamma que se deducen a partir de los mode
_ . . . +
los reducidos para la serie discreta de GL (2, 1R) y de los

modelos reducides para la serie principal de GL(2,1R)

1. Funcioén T

C
Preliminares.
(i) Los modelos reducidos para la serie discreta de
+ : - ; ; A
GL (2,IR) estan constituidos por (5+,p ¥
G, « N \ 5 e
(A € (@) \(R")) , donde p"" estd definido sobre los gene =
radores ha ,  fla #£ 0) , h; ;¥ =0, nooy oW segln el
o
tegorema 3.4. del Capitulo II.
(ii) Denctaremos por (S;,'ph) a la represcentacidn contra -
i
grediente de la representacidn (S+,ph) , donde 'pA
egta definida por:
! /
C'at(u),f) = (u,pt L (),
g it
para todo u & Si ; [ & S+ i g € G

82
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(1i1) Denotaremos por glz,m) a

. 5 B e
] = (elZW/ + Mg ]ZW,Q)Wr(l - 2)
27°r (1 + A+ =5

F

para todo m entero y 2z complejo distinto de 2 + m + 2n

(]
!

m+ 2n , =-n , con n entero positivo.

(iv) Definiremos la funcidén T

¢ ' Por
Fel2/m) = glz,m)r(z)

con m Yy 2 como en (1iii).
Proposicidén 1.1. Sea A(w) = |w|l)\eim arg fw) , wea,
A€ R, me ZV{0} . Entonces:

; A Z sl o 2z2=1) .

(1) L'op ()51 = a T al* P eviz) (a € R”)

‘a

“ _— B 2PN N -(z-w),  ~(z-w) i(z-w)m/2

fddt | pub(( )] (w) 2er(z W) (b, S +
4 b:(z—w) -i(z—w)w/2|
- X

z -—w # 0, =1, =2, ... ;, be R

A z N o= (2z=13) . .
(i11) [mw(( )7)] = (=1) (27) JE(ZZ—lh,m)ev(lA—Z+l) "
z complejo distinto de 2 + m + 2n , 2 -m+ 2n , -n ,
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Demostracidn: (i) Para cualquier ¢ perteneciente a W

se tiene:

\ PN
COpl (UEN 00 = COE et )
h 1
a h
a
rtoo
| T - -1V -
= % l{al 13 l¢(a 2x)dx
0
B 5
= 5 l|alhz 1A¢(z)
= a—lJa\zz—lh<ev(z),¢>
. 7 ~egt do _
(ii) Sea b » 0 , v sea v _(t) = e t , con e > Q0 ,

o € IR . Entonces para cada ¢ > 0 , V. pertenece a S; ;Y
para cualquler ¢ perteneciente a W, la sucesidn

v

A
('pl (V) ,P? converge hacia
u £
b
- " v +
('DS (( )lu),¢> , cuando ¢ =+ 0 ., Por otro lado te-
b

[t
n v = : ¢ Ty -
<'p“ b, 83 = J t{ibm+e) iw l‘(t)dt
u £
b
0
(oo +ioe
. e b -
= 91_ tlibr+e) du-1 £ o (w) dwdt
2T 1 j
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(e L |
- \ eut(lbw+h)tlu_l [ t "¢ (w)dwdt
21 J
J
0 Re (w)=-1/2
¢ +60
- zii ¢ (w) J e‘t(lbﬁ+t)tlu“W“ldtdw
Re (w)=-1/2 0
) Zii | b )T (ia = wyet T8 Lpr 4 5oy 0V gy
Re(w):—%
400
(

w[‘y+i(u—t)}F[%+itJei(1/2'1L)ﬁ/2(_bﬂ+lh)~(l/2vjt)dt

) . .
v (e) = ¢[—%+(i(u—t)]? %+itJel(l/2+lt)ﬁ/2{—bw+ia}
entonces se tienen los siguientes hechos:
o (8) ] < |¢(-1/2 + il - &) |r(1/2 « 1t)\@”/2\t1 ,

para todo t & R.

(2)

Debido a que para cada « € TR, la funcidn

t - ¢("l/2 + i(a - t)) ,

~(1/2+it)

!
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es rapidamente decreciente en el infinito, y ademds

ﬁ/2[t!| _

lim |T(1/2 + it)e Vv 27

—r 400

|t

se tiene gue la funcidn

£~ |9(-1/2 + i(a - £)) ] |T(1/2 + ity |e"/2IE]

es integrable en IR.
(3) La sucesidn wf(t) ; converge puntualmente hacia

i(l/2+a;t)vr/2(bW -(1/2+1t)

¢(=1/2 + i(a-t))I(1/2 + it)e )

+
cuando g = 0

Luego, seglin (1), (2) y (3), se tiene para todo b > 0

. v T .
i 4 1 R F H o= 2 e ] | —
‘,pf (¢ 1i% gy = L g m(w)F(lu—w)e]{l* W)W/L(bﬂ) (1o w)dw
11 2T [
b J
Re (w)=-1/2
Andlogamente, si b < 0 , se deduce gue
Crpt (%) 90 = . ¢(W)F{iu~w)e-l(ldww)ﬂ/2(b ) (1a-w dw
u 2mi s
b
Re(w)=-1/2
De este modo, en cualguiera de los casos, b > 0 & bk < 0 ,

se tiene:
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¢ E ' “i:. ( ) lt‘tll\ , (’) y =
b
& : " -(lo-w);, - (io-w) i(ia-w)m/2
= He J o (w)l (1a-w)m [b+ e +
Re (w)=-1/2
& b:(ia—w}e—i(ia-w)ﬂ/2]dw

; b si b -0 . 0 si b > 0

donde b+ = , b = ”
0 si b <0 | | b si b <0

Por lo tanto, para todo b # 0

_ 1. F{iu_w)w—(iu—w)[b;(im—w)ei(ia—w)w/z 2 b—{iu—w)e-i{ia-w)w/Z]

ez ’

Y luego (ii) se deduce por prolongacidtn analftica.

- vt i 5
(iii) Sea v (t) = e VE ciate/2
Entonces para cada ¢ perteneciente a W

A
ey 0) —
1im ¢ yw{V.),.) (
c=0

. \'
pyy (€Y 40
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Por otro lado

Iy v
(‘SQ(Vg)f¢> = <v€ro _l(¢)>

R
g . v
. +g /2 = 2 -2m

s o | RETRLE SN e 2MitRe(2) 4 1y 4 (t]2| %) dzdt

0 T

fec0 2m Fem
o iA-ia-c/2 imd -2mircos0 2iu—-ii+e/2 —;r/tl/zdr

= -1 \p(t) - e e Ly : i e ? dedt

O
o
o

vy segln [ G-S]

2m 40 1/2
J imt) -27ircos( 2ia—-iA+i /2 —exr/t / dr
¢ > r e — do

c
r
0 0

r2'.lT

i(2ig—ir+e/2)m/2 eimﬁf ie

_y-(2ia-iA+e/2)
= T (2ia-iX+e/2)e 2mcos + —— ae
t Ve
0
27 ; 5
. ; }“(Zlu—lA+E/2)
Sean h_(t) = elme 2T cost+ Jf; ae ,
£ | \/ +
0
S , .
o = =il (e - ik + wfzyeliP® Bhbe 2R 2

£

Entonces existe M > 0 tal que

2mM si 0 < t <1

2TMt si t > 1
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v hg(t) converge puntualmente hacia

(2ﬂ)—(ZiH—iR)g(

2ig - 1A,m)

; + o e g o i ;
cuando ¢ tiende a O (ver definicién (iii) en los preli -

minares). Ahora debido a que

Mo2r|e(eyt ], si o0 <t <1
v f N gy 42
tcj; (t)tlu 1~/ hL (t) l f‘_
M 27| ¢ (t) t] , si t > 1
se tiene
AR
| 3 - Lo s
1im ¢ o (eyet T */th(t)dt
=0 - -
0
= -irg(2ia - in,m) (2m) " BT IN og (i - i+ 1) .90
y por lo tanto:
y A Ta,h o
(1 pw( ) 'y =
- DT y—1 )
s —irm(Ziu - i,\,m)(ﬁZTr)(zlu l“)<ev(ik - qo + 1), 40

de donde se deduce (ili), por extensidn analftica.

§ 2. Algunas identidades para la funcidn LE i

En este pdrrafo mostraremos las identidades para la funcidn

Tm , que se obtienen a partir de las relaciones w2 = h__1 '



Ul Yabp # ¥ WEW T h_a‘lu—awu_ 1
+ \
de GLE(EU
, i A, ey 2
Proposicidén 2.1. La relacidn w = h—l
I (L + zm)I' (1 - z,m) = 4ﬂ2
N ! T !
Demostracidn: SeglGn proposicidén 1.1. s
1 iﬁ‘z Z A = b= 2"‘)\ =0
ol ea B = mien T BRI
Y
A AN
[ "o, ()] = —eviz)
h
=1
Luego, de la identidad
A ; Z. N ¢ i Z Al
(et (01T = 1" (015
-1
“ h
y del lema 3.2. , Capitulo IV, se tien
IE(2Z ~ l),m)PE(2 - 2z + i%,m)
para todo A € IR . Luego, por extensid
2 _ T _ . _
J¢(2Z w,m)T¢(2 2z W, m)
Finalmente, cambiando 22z por 2z vy €
-1 , sc tience la identidad.

90

, entre los generadores

r

implica la identidad

e tiene

(2z - 1A ,m)ev(l + iX Z)

e

4ﬂ2

n analitica tenemos

4W2

=

ligiendo w 1igual a

Q.E.D.
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Proposicidén 2.2. La relacidn u_ ., = uuw con a vy b posi-
tivos, implica
- (z-w 1 ) e o
'z - w)(a + b) ( - Srr T'(z - )T (6 - w)a 0,9 zdg
Re (o) =cC

donde Rel(w) < ¢ < Re(z)

Demostracidn: Seglin la proposicién 1.1. parte (1i), se tilene:

Oy mIN ) = g iz - w) ()T BTV R (22

; "
Luego, aplicando el lema 3.1. del Capitulo IV a pﬁ vy o

a b
con a y b positivos, se tiene la asercién de la proposi -

cidn.

QD.E.D.
Corolarico 2.1.
mry | b lw 1 " _ - o
L(N)hg‘I_IJ = 553 I'(w g)T{o)b do
Re (o) =c
0 < Ref{o) <« Re(w) , b =~ 0
Demostracidén: Elegir a = 1 en la proposicidén, y realizar

los cambios de variables z - w=2' y ¢ - w = 0’

Q.E.D.
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Proposicidn 2.3. (Lema de Barnes no desplegado) .

La relacidn WU W= h_lu_lwu_l implica la identidad
+3i00
hes' B Fin + @M. + 81T (g = Bome 0T340,
T 1 79y T 23 Hall & ©
_ioo
zZ -2(z,+z.) —-iz. m/2
3 1 2 3 -
™ 2 e 1(1:(22l -+ zg,m)FE(222,m)

donde el camino de integracién es curvo, de modo que los polos

de T(zl + o)F(22 + U)l‘q:(z3 - 20,m) guedan a la izquierda del
3
camino, y z;,2,,25 SOn tales que Z z, no sea entero
i=1

Demostracidn: Recordemos gue para cualguier £ perteneciente

a S+ se tiene oy (f) = -f , por lo tanto para cualquier
-1
¢ perteneciente a W+ vy =z € ¢ se tiene

. A M
('py ()70 = - CTp ()
b_iumlwu_l u_,wu_y

Por otro lado, segGn la proposicidn 1.1. sc tiene:

IIPA . )Z)]A(”) = I'(z - n)ﬂ_i(z_”)ci(Z—ﬁ)ﬂ/Z '
Ho1
l'\)ﬁ ({ )Z)_ir\(”) r{z - “)H—"L(Z—o) '“i(Z_O')’.‘T/2 ’
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['p (()%5)] =Tg(2z = id)ev(l - (z - 1)) ,
fi A A . N .
luego p ;P y o p satisfacen las hip&tesis del lema
u_y Uy W
3.3. Capitulo 1IV. Por lo tanto, a partir de la relaci6n
wu W o= h_lu_lwu_l se tiene la identidad:
_r[\ IAOIA ZA_ .f\ A ,,‘}F\
Lo bu_y ® ey e ey )0 I'= 1o Pu_, © P )
la cual junto con la identidad
m ; .
Lil = 3 = sen(mz)T (z) 4 (z # 0, +1, 2, ...)
implican la asercidn propuesta.
DL.EaDs.
& 3. Funcidn IR
Definicidén: Definiremos la funcidn FHQ por
(2T (z)cos (zm /2) si € =0
TR(z,e)=
2il'(z) sen(zm/2) si ¢ =1,
z complejo distinto de 0, -1, -2,

En este parrafo se demostrardn las identidades para la funcidn

FHQ gque se obtienen a partir de las relaciones (iii), (vii)
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y (%) entre los generadores de GL(2,1R)
Denotemos por (S‘,'pu’B) a la representacidn contragradien-

te de la representacidn (SLRX),pa'b) , con o,p € (Eﬁ), a # B

Proposicién 3.1. Sean a(x) = |x| %sgn(x)? ,
, ib : ’
B(x) = |x|* Sgn(x)k , donde a,b€ R vy Jj,k € {0,1} . Enton-
ces:

. #B -ia-ib- j+

(i) ['pg L(||ngnﬂ)]n = ttjzz RS lsgn(t)] kev(z;ﬁ)

E
donde 2z y w son tales que, Z - W no sea entero.

. O, B z L,n T ) - (z-w) i-2
(ii) | u}’) (| |"sgn™) 1" (wii) = 5 Tp (z-w;i-L) |b] sgn (b)
{ g4 ) Para todo 2z complejo tal que =z - ia y 2z - ib no

sean enteros, se tiene:

oy (11 2sgn 1™ =

I S s s s P b Gl
= 5= Jﬂ{(z ia; ¢ k)Tﬂ%(z ibj;f-jlev(l+aitib-z,j+k-L)

Demostracidn: La demostracidn de (i) y (iiil) es similar a la

demostracidn de (i) y (ii1) de la proposicidn 1.1.
La comprobacidén de (iii) se realiza de la manera siguiente:

Para cada =z ¢ ¢ , (€ {0,1) , 0 , denotemos por

e (z, ,¢) a la funcién

‘
8

_E]XIiXi-Z+FSgn(X)f

r

e (z,%,k) = e
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vy para cada f ©perteneciente a S(R") y £ > 0

| | | 3 o ) -1 ] . -
H(£) (£) = ook | "o ia, %7t g)e, (ib,yT T, k) dxdy

=

Entonces para cada ¢t mayor o igual a cero HE(f) pertenece

a S({RrR ) y cuando € es igual a cero se tiene

o, B
H,(f) = g;’“(f) . Por otro lado para cualguler ¢ pertenecien-

te a W y cualguier ¢ en R y { en {0,1} se tiene

o0
. ahig ] v L1 - o v
<iil“55n{,ug{¢)> = 5%- }t|lg lsgn(t)[uf(¢)(t)dt
. 400
v .
= él? ¢ (t) ‘t‘l lCSCjD(t)E-F(eF [L44 fh-8] . A-K) D ()

F(eg(l+i(a—c), LL=3)) (e)dt .

donde F' es la transformada de Fourier usual sobre IR . Lue-

go, seglin | G-S.] se tiene:

(1) Fle (1 -, ,O)(t) =
ET{A+E)[E—1(A+1)W/2(t_ii)—(k+a)uei(A+L)w/2(t+i€)-(h+&)] e

: ' 1 ) T - 1 - y =
ll'(?\‘*‘t'_)iel ( A+ }“/2('{;4’1._2 )—((’ML;:,) 7\-],(?\+$,)T{/2(t_i€) (,\+‘L)] — ’

para todo complejo A restringido a =-g£ < Re(d) < 1 - €
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= +‘ i . \ sz \
Ademé&s 1fm (t + ie) (A+e) _ t+A 2 el)ﬂtp}
+
v
. + _ 7-\,_( -}
llm (t - ) (A : ) = t+f + LAT )—)
f "’O-l—

Por lo tanto la expresidn del lado derecho de (1) como funcién

de t converge puntualmente hacia

P

T (A 8) |t Asan(t)

R

Entonces aplicando convergenclia dominada, se tiene

~4oo
Vv s
1tm == | ¢(t)]t] Lesgn(t)r (e (1+1b-c), ,L-k)) (t)
P 3
0 oh
Bl {l+ilg=g),; £=3))(t)dt =

os l i = sptenoey Paor s 1 3 ., W S 5 . s ey & 4 _ s
= gﬁ'lﬂ{(ic ia;d j)LE{(lC il L=l ew (Latdb=1ie+l] jtk=L) ,§ 2

luego esta Gltima expresidn es igual a:

¢ _

L C ; v Lic £
(\\lgsgn (Ho () ) = ((pw(lll(sgn )) ,9

0.E.D.

™ - - 2 . ) . .
Proposicidén 3.2. La relacidn w = hwl , implica la identidad

(z: )0 (1 - z;0) = 2
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Demostracidn: Seglin proposicién 3.1.

l‘pﬁ;f(l Izsgnf)]A = ev(z,!{)
Y
I'pi’g(‘ Lzsgnﬂ}]A = F(z-ia,f-k)F(z-ib,£-j)ev(1+ia+ib-z, j+k-£)
donde F(z;0) = f% Tﬂq(z)

Entonces F satisface las hipbtesis del lema 2.2. Capitulo
IV. Por lo tanto para todo j,k,f € {0,1} , se tiene:

ev(z, L) = ['paés(i lzsgDLYJA -

w

- F(z—ia,C—k)F(z—ib,f—j)F(l+ia+ib—z,j+k—€)F(1+ia+ib-z,j+k—£)

para todo z complejo, a y b reales tales que =z - ia ,

z - 1b y 1 + ia + ib - 2z sean distintos de un entero. Lo

que implica

F(z, OF (1 - z,£)]2 = 1
0 equivalentemente
(1) ITg (2,000 (z,£)]1° = 4n”
Ahora en cualquiera de los casos { =1 & £ =0 , se tiene

que (1) es cqguivalente a:
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Jﬁ [T €=ziT {1 = zZ)sen Nziz = 1 3
T

pero TI'(x)T(1 - x) Y sen mx  toman el mismo signo para todo

X real y no entero, lo que implica

[(z)T(1 - z)sen 7z = ¢

de donde se obtiene

FR(zAﬁFm(l— 2,) = Zn
O.E.D
Corolario 3.1. La relacién w2 = h-l implica
(2T - 2) = T
Proposicidén 3.3. La relacién Uoip = B0 Con & » @ ,

b > 0 implica

¥ o B W W=0, 6—2
iﬂ{(z—c,t 3)1H2(0 w;Jj-k)a b dag

Re (0)=c

- — EE P e - (z-w)
. IH{(Z wid k) (a + b)

r

donde Re(w) < ¢ <« Re(z) , ¢,k € {0,1}
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Demostracidn: Segln la proposicidén 3.1., tenemos

5 | A N . - i
e P Zsgn N e 0) = g I (2 - wit = 3BT T
! _

y se verifican las hipbtesis del lema *.1. dul Lapibule IV,

de donde se obtiene la identidad propuesta.

Proposicién 3.4. (Lema de Barnes desplegado) .

La relacidn wulw = h_lu_lwuwl implica la identidad
» 1 +1i0°

2 te z +z;3)7 z,tz;3) 1 v B R -z;jld:

Py o | !E{(Al Z557 IR(z2 i j)\ﬂi(£3 z j){m(z4 z;jrdz
—Jco
B Fﬂz(zl+z3:O)FE{(22+z3:O)FH{(zl+z4;O)FE{(22+z4;0)
Lﬂl(zl + Z, + Z + 240 0)

donde el camino de integracidén de —-i%° a +1°° es Curvo, de
modo que los polos de TH{(Zl + Z;j)ﬂﬂz(zl + z;j) guedan a la
izquierda y los polos de J‘]R(z3 Z;j)fﬂl(24 - z;j) a la de-
recha para cualguier 3 & [(Dpl} 4 Yo 2y 22, 23, 24 son ta-
les que zZq + Z + z3 + 24 debe ser distinto de 1 + 4k ,

3 4+ 4k , para cualguier k entero, ademds los polos de

FE{(zl + z;j)rﬂj(zj + z;j) no deben coincidir con los polos
N <

de TH{(Z3 - 273l (24 = g )
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Demostracidn: Debido a que para cada x en IR 1la funcidén

y > I'(x + 1y) es rapidamente decreciente en el infinito

(ver | E-M-0-T|, se tiene:
im (1 + |Y|2)|V(X + iy) | |T{x + diy) eﬂ/2|Y| = 0
|y|—r+oo

por lo tanto existe M mayor que cero gue depende sclamente

de x tal que

IT(x + iy) | |[T(x + dy)||cos((x + iy)m/2| < H 5
1+ |yl

Por otro lado, se conocen las transformadas de Mellin de

2 P [Zsgnt) L 0™ B () %sgnt) y e B (| |Zsgnt) | ademas
W U el

debido a que ,pu,p es una representacidén, se tiene gue la

relacidén (X) entre los generadores es respetada por 'pu’b .

Por lo tanto se satisfacen las hipdtesis del lema 2.3. del
Capitulo IV. Finalmente, la identidad propuesta se deduce
utilizando la identidad funcioconal por la funcidn FI{ enun-

ciada en la proposicidn 3.2.

OwBEaD:



APENDICE DEL CAPITULO II

Lema A.l. Sea f perteneciente a SURZ-<H5) y b #0

Intonces:

- -
eltbQ(X)f(x,t)dx _ 1 e—ltb Q(x) HQ

_1 (B) (x,t)ax
Q w

Demostracidn: Definamos para cada ¢ > 0 , la sucesidn

_s]tbx1[~a[tx2|.—s{t’ ‘
e o si Q = 1l
02 (x,t) =
" ‘ L2
e el {22) ] ET si Q =N
,Q L 2 x ,
Entonces ¢ pertenece a L (R™ » IR ) para cada ¢ > 0
Denotemos por ele a la funcidén definida por eltbQ(X) :
luego
) 1bQ) | C 1 ]
12 PR 4 E) = eltal) | FRIRLIRERIN 00 gy
, JZ
R

Entonces si Q = H , tenemos que:

101
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. itB. (x,y) 1ibtH({y)
H ibH | H £ H' ™ H
L, (e pL)(x,t) = JZ—NJ- & £ ¢ (y,t)dy
]R2
—itb—lH(x) o0 iexlsbml —ELSE—leb_l
e e e ds_e—altl
W‘b’ 1+ 52
—CcO
Ademés
iex,sb Y —else-x,|b”
£xys €lse=%,|b
p e 1
1im 5 = 5
5T 1+ s 1 + s
iex,sb ~¢|se- %,|b .
1 o
z e e = 1
| 1+ 52 1+ 52

por lo tanto aplicando convergencia dominada tenemos

e

. - e—itb_lﬂ(x)
= It ~ f ey —_—_——
1im Lo (e wg)(x,t) 75| 5




Ahora si O = N
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. ‘ L2 VB (zoaw) iheN(y)
- -
Hg (elb'J ¢N)(x,t) = —jte -t e N e ¢§(y,t)dy
| ;
, Lo g Y-
7 _ite €t e—N(ty ) fe=ibt et
- £ - 1ibt
y esta Gltima expresidn converge puntualmente hacia
-1tN(y)/b
@ : )
5 , cuando tilende a cero.
Por otro lado, de la unitariedad de Kg , tenemos
[ e : :
(1) | ™R Qi by f(x,e)ax = 19 (TR0 ¢9)(x,t)HQ_l(f){x,t)dx
j £ e E W
fR2 ]R2

Entonces en el lado izquierdo de (1), tencmos

|e1PRQIx) Oy )y e(x,6) | < |Eix,t) ]
4
1im elPtQ(x) 32 (x, ) £(x,t) = @ith(X)f(X,t)
AO+ T
Luego
r o - ,
| elbLQ(h) ¢9(x,t)f(x,t)dx '
l [
2
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converge hacia

f .
elth(x)f

(2) (x,t)dx ,

[N

+ 2
cuando ¢ —+ 0 . Del mismo modo tenemos gue

52 (eibQi?)(x,t);Q_l(f)(x.t)t < M@ 1 _(6) (x,0) |
2 W \'Y
y
. , ~itb” 1o (x)
1im E‘.t‘i(elbQ ¢9)(x,t) HQ_l(f)(Xrt) = < % (D) "y LB e
3 e . "0 w

£=>0

por lo tanto la expresidn del lado derecho de (1) converge
hacia

~itb"lQ(x)

1 Q
(3) E‘ 2 I

w

_1 (B){x,t)dx

cuando ¢ tiende a cero. Entonces de (2) y (3) tenemos la

asercidn de lema.

B Bl D

) -
Proposicidn A.l. Sea L pertencciente a SR < R ) . Enton-

ces para todo b # 0 vy a € R , vale la identidad

r B -iatB.(y,x)
o ibtOtly X)e Q f(x,t)dx =
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ibhth(X+ay)e_ltBQ(y’X+aY) HQ(f)(X t)dx
,Lw I

Demostracién: Segln lema A.l., tenemos:

“iatBQ(y,x)

e_ith(y_X)e £ (s ) dr =

o -iatB,(y,y-2)
— J - lth(Z)e Q f(y—z,t)dz -

B2

ib—th(z)ﬁQ (e~ 1atBly,y-£)
v ad
W

f(y—‘:,t)) (Z;t)dz

Ademé&s:

_](e_latu(y'y_%)f(y"i,t))(z,t) _
W

- o itB(y,2) yg(f)(z - ay,t)

Por lo tanto:

-iatB,. (y,x)

2 § B g ) f(x,t)dx =
s ibto(y x)e 0 (L) dx

bo



106

[ o= "
e gl elb "tQ(2) ~itBly,z) [0, ~ay,t)dz ,
X, (b) w
Q J
]R2
y realizando el cambio de variables =z - ay = x , tenemos la

asercidn de la proposicidn.

0.5
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