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RESUMEN

Sean (r,lo'B) o,8 e (lR ) Ios modelos reduci-

dos para la serie principal de cL(2,1R) , donde S es el es-

pacio de Schwartz de lR , y sea (S','-o'B) 1a representa -
ción contragradiente . Entonces para cualquier o € (lR") la

transformada de Mellin de

(a e Rx)

(b€R)

corresponden a distribuciones def inj.das mediante la funci6n

gamma. A partir de l-as relaciones

2

-t

u = uu.a+b a _o

wu r.{ = h -u wua --L -a -1q -¿L

['rf;,8] r,r' a'

f 'no' Bl r,rtu-l

f , -o, B) ,,,
| "* ],.ui



enlre los generadores del grupo y debido a que 'l1o'B es una

representación, se obtienen ideniidades donde interviene fa

función ganma, Utilizando el mismo método para la serie dis -

creta, se obtienen otras identidades para fa misma función'
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NOTACIONES

k' : grupo multiplicativo de un cuerpo k

[, 0 : (]l ul)() llLl lLll)licativo rlc los; ltúrncrr.¡s rc¿rIcs nlay()rcs

que cero.

k' : caracteres de k' .

nt'^ : cJ rac Leres de ,tr{t ^ -. u ,t)

t,. {* - xC \ lR : caracteres ramificados de C-' . es clecir todas 1as

funciones de la forma z + , ia"imarg(z) , de c,
en C, tales que a € lR y m € Z,\{0)

l"l ; norma de s e R2

.l (s,t) l : norma de (s,L) e 1F2 [(

F : transformada de Fourier sobre lR .

ev(z,l) : funcional evaluación en el punto (2,.L)

C (X.l ) : cs¡-r.rcio de l.-rs funciolcs indcfinidarncnLc clifcrc¡r-

ciables sobre B* .

S ( fR ) : espacio de Sch\,/artz de lR .

+GL ( 2 , nr) : grupo de 1as matrices de 2 ,: 2 .l(r (letet:min.lnLe

positivo y con coeficlentes reales.
r.lx

T;T
dxx : medlda de Haar sobre R'



IN'l'ROIIUCCIOI\j

EI propósito de este trabajo es obtener relaciones para

la función gamma utilizando los modelos reducidos para la se-

ric discreta de cL+ (2,ni) y 1a serie principal rie GL(2,1R)

Para este fin se define 1a representación de Weil de GL(2,1R)

y se construyen las series discreta y principal; cabe hacer

notar que ]os modelos que constituyen tanto la serie princlpal-

como la serle discreta no se realizan como s ubrepresentac iones

y por lo tanto no es posible definir los operadores de la re-

presentación dlrectamente por restricción, sin embargo según

una idea de P. Cartier es poslble realizar los espacios que

constituyen anbas series como espacios cuocientes provistos

de 1a acci6n obvla, defj,nida por paso a1 cuociente.

Utilizando Ias relaciones *2 - h-L , ua+b - ,urb y

wu"w = h .u .wu . , entre los generadores de cL+(2,1R) y
I -_L -r -l

considerando 1a representaclón contragrediente de la serie

^discJeta, (S;,'o ) , paranetrizacla por A carácLer ramiri -

cado de 0' , se obt j.encn ide n tr'da.clcs para la f unc:i6n gamma.

El método para obtener tales result¿rdos r:s calc'.tiar La trans-

-w - 
'r n

r ¡:s carácter cle lR. ,. ; . rlcbi clc, ¡ Los rest,Ll t¡rclr¡s rle I r¡s
tl

Capf tLrlos III y IV se puede detcrminai la t-ransiormada Ce:



Mellin de la composición evafuada cn

ya mencionadas entre los generadores

son respetadas por 1os operadores 'o

o

del

, según ]as Lelaciones

grupo, relaciones que

las cuales implican
jdentidades clonde i nterviene ra funcjón gamma-. util izanclr¡ el

mismo procediemto con 1os modefos reClucidos para 1a serie prin-
cipal de CL(2,1R) se deducen otl:as re.iaciones para la función
garnma, diferentes de 1as obtenidas con Ios modelos recluciclos

pa ra Ia ser-ie oiscre La de cl I (2 , -n )

El método utiflzado es semejante af realizacjlo en el caso

finito cL(2,k) (k, cuerpo finlto). para obtener identidades
donde intervienen sumas de causs, por Il-Sa] , en tal caso la
serie discreta por ejemplo, tiene como espacio ambiente a Ok

y se calculan l¿s matrices a. o* , ol y I relarivas a*rb

la base formada por caracteres de k* , 1o que es equlvalente

a calcular fa transformada de Mellilt (transformacla dc I¡ourie¡
/¡'AA

sobre k ) de cr' (o) , ou t") V on to) donde o es carác-
\lrLlter de k y luego se multiplican las matrices según las re-

I aciones entre fos generadores.

Es necesario observar que en el caso que el cuerpo k

sea Tt , 1os caracteres de *lO no pertenecen aI espacio don-

de est-án rlef ln jdos Ios operadores de fa representación y por

Io tanto se debe considerar como marco natural a 1a representa-

ción conl-ragrcdient.e, definida sobre el espacio dual. Finalmen-

te la justificación para poder realizar 1o que es análoqo a1

producto matricial de"I caso finlto, está dado por los resulta-
dos obtenldos en el Capítulo IV, donde se muestran algunos le-
mas de "composlción de núcleos definidos por distribuciones,,.



CAP]TULO 1. ESPAC iOS s (n^) , s* :s (*.2 , ltx )

En este Capftulo definirernos y mostraremos algunas de

I as ilropiedades clue poseen los c,.spac r'os clonde €rstán def in j Cas

las representaciones que se consideran en 1os Capítulos si

guiente s .

: 1. Esipacio -i (nx )

D i- remo s que una función

rápidamcnte dccrecicnte

para todo enter:o n > 0

compleja f Cefinida sobre IRt , es

crr ccro y cn el infiniro sf y' sóIo sl

, se tiene:

-0,lím lxlnltfxl I

I x -,+-

1ím

I * l*o

Definirem()s el esp.acio -S (nti) como c1 c-spaci.r ie toclas las

funciones complejas inrlefinidamente diferenciables / def i.nidas
Isobre -[1" / qLlc son rápr,da entc .lccrcci.cltLes en cero y cn cl

infrnito, como así también todas sus dcrivadas. D.inotaremos

a -S (li\ ) irol: S siempre que no haya riesgo cle conf usión.

n
Lxl



lij e mi) l os : (1) Perteilcccn ¡r -S

dairen cc Cifcre¡rciables sobrc
,' 2

,-/ La [urcjúr. c- ( ]rl x ) 
,

(J) r,-o c-da lunc'ón [ ¡rr

L zi (t) pc:rtc:nL-ct: a -s

Para cada f t:rr -S

tod¡s las furrciones i¡lde fili -

iR' y c1e soporte conip.lcto.

(xl0) pertenece a S.

S y cada z er\ 0 la función

f (x) si

def .ini remos :

x>0 si x > 0

x<0

. Entonces pal:a
12 ?

)- e"'i (-e'r

f , (x) = ,y f_ (x) =

si x < 0

l,r:oposición-,1.1.. Si f pertencce a -S 
(R')

cada c en IR , las f unciones ,.t?t, 1.,?¡+

l).t: tclccclr ¿r -S (nt)

f (x) si

Demostracií)n: Ilr c tect.), p.lraa c.idil

n>0

rlm I rn (r) In ]rcr+ (r)
t--r+c.

en l]t , 1.r f unción

sin pérdida det - t -f (t) , Lrcrtenece a -S Lue!()

:r,rrerJill.J.. , I ,t' , L , . 1.'r u:

la "fn (t) = ecxf+ (ex)

Lue go / para c:cla --ntero r ,

ifm L'n Lcf (L) - o, +. l

t-++oo



v
,n, CX- X.,lrm xl le r+(e )l

x-+-cÓ

Ahora, para cada entero m ,

IÍm L1(i, L) n ¡c1 .rLr
L,+0

1¡tím _j; lL.tr(t) 0

r*o+ lr I

m> 0

m
Dr rcJxf- "*)) ! ':

k0 k
(ecx) (m-k ) 1r* {.") ) (k)

e s uita

y poi:

par de

suma de

10 lanto

enteros

Lín ,, 
t on'1ec'f* {e") ) - o

ix -'+-

Defi¡iciór 1.1. trn definlremos 1a

procluc to s cle (¡, (cx))

sc ve r i ft c- sir, muyor

positivos r,

sup * t¡mr {x)
o.lxl.1 lxi

(k)
C, I L,.l; l.,n,-¡.('ld leS ¡

di f ic ul tact que pára todc

Q.E.D.

seminormas

familia numerabfe de

| + sup ¡"nomr, {r) |

1. l" I

P,',,,* (f ) -

(n,m > 0)

5



Proposlción L?. Ef e spac io

finida por las seminormas

pológico de Irréchet.

-S prowisLo de la topologla de -

P , es un espacio veclorial Lo-
11 .

M
l\': , 11

cri Ia desigualdacl (1) ,

Demos tr.f c ión : La famllia de semlnormas Pr,* , separa puntos

l/ es numer¿lb1e, luego deíinc en -S Lrrla to1.,olo11ía l.rcalm.:nte

convexa, sepa::acia y metrizable. P.-r:.1 Cernost::ar -L ¿r comple titud

c'ie -S , sea (f , ) sucesión de Cauch)' cll -§ , lueclo (f . ) es
IJ

una sucesión de Cauchy en c*(n^) , (consrclerat:emos el espa -

cio C-(]I1') , provisto cle 1a topologfa clefinida por la fami -

.l.ia cle seminorrras P- .. (f ) = sup omf tx) j , K compacto,[' h 
x- K

¡r - 0,L,2, ...), entonces clebiclo a que c-(¡r" ) es coniirleto,

existe f É c-(lR! ) , ta1 que la sucesión (Dmf.) cooverqe
)

uniformemenLe sobrc compactos a (orr"f ) . para toclo

m = 0.L,2, ... Además, Ior sLrr (f .) sucesión dc Cauclt.v crr

S , resulta que (f.) es un conjunto acótado en S , es de -
)

cir: para todo ¡:ar de ellteros Pos-ltivos Irr,tr , existe constan-

tc l,osit jv¿ ¡1 . .- , clue llo dcircncie rle i , t¿t1 que' lrl? ll

por

(1)

I (f ) Mm,r1 I - n,r)

lo tanto para todo x € llt

1x ¡-n 1»mr, (") I + 1"l"lo*r.(x)|<

Entonc.s al hacer tender a inf irrltcr

6



se deduce que f también pertenece a S EI paso final será

demostrar que (fj) converge a f en S En efecto, sea

nj = tj - f , claramente nj pertenece a S para todo j

y converge a cero en c-(B.') . Por otro lado, debido a que

(hj) es sucesi6n de Cauchy en S , se tj.ene que (hj) es

acotada en S , por Io tanto para todo par de enteros positi-

vos m,n , exist" ,*,n constante positiva que no depende de

j , tal que

P (h.) < M'm,n'-j' - -'m,n '

y por 1o tanto para todo m,n c lJ

t2t lím ,5 lo*n,(x) r = o ,

I x l-o I ^

uniformemente en j,y

(3) llrn lrl"lo*t-,. (x) I = o

I x | -1-

uniformemente en j . Luego de (2) resulta que para cualquier

e > 0 , existe N constante posltiva y menor que 1 (N pue-

dc c Iogr'rsc-. i nclc¡>endicntc dc i), ta1 rluct

1,m.sup -ü., lo"'r,-, tx) | < r, , para todo i € Ii .

0< lxl.¡ l^t



I
l

l

Aricmís rlcl¡icio ,-t (lue l¿l s;r-tc¡¡sión (h ) r-.rnv.r]:.1€\ il <lolró t'n

C-(n") , tenemos que par.r cualquier par de ellteros posiLivos

n,n Ia sucesión

N-¡' suy Dn']r t::l .

N< x'1

converge a cc r-i-, cuando j 'úiendc a inf inito. Luego de I a de-

s igua lCaci :

.iup 
- n -' ",'X, , ..Lr[- J--, o'ntr, ,^t , I N-n sup of]h. (x) , ,

o<lxj<rix - o * _Nl*: 
- N< x <1

se deduce que Jrara 1;odo n,n e n\Í la sucesión:

llt sul nr h (r-l
lrl

0 x 1 '-

converqe a ce l:o cu.rtido j ticnde 'l infinito.

Análoganente cL.rI llnite (3) se dcduce (iue lrara cualquier

r :. 0 , existc M > 0 (ciue se puede el,-:gif independicnte de

j) tal clue

lt _m.SIIL, X D II ,(X)l
iv.r x 

L

, para todo j € l,l

Por otro la.1o utilizanclo una vcz nás e! hcchtl cluc (h j ) coll-

vergc J. ccro elr C^(tr{^) , se dcclucc tiuc }rar.r lo.1o m,n c lN

1a iJces-ó1.



Nln sup lomn {') |

rllxllu

convc r.Je a ccro

desigualdad

, 1l In_slrrr -x D h (x)'t
1 t,

, sul- , *nDn'h ¡*) |,'l
LxM

m,n € n\l

Mn =rp lomh. (r)I
¡,r. l"]

cuando va hac ia Por Io tanto c1e Ia

(s) sup *tD*h (*)
1. rx

converge a cer:o cuando )

(a ) f, (5 ) se concluye clue

r,fl , P (h.) riende a
LLi , 

' 
t l

se ob1-,iene que p.rra tod<r 1a .-suc<:s ión:

furiciones pertcnocien-

-q Entonces f
n

tiende a inf j.nito. Flnalment., de

¡rara todo ¡rar de errtcrOs ¡-rositivOs

cero cuando j tjrincle a infinito.

I'!9p9§!14Ér!f. sea

tes a -S . tal quc f

tienCe a cero en

LP(R',dx)

Demostración:

(f,r) sucesió¡r de

tiende a ccro el-)

B = SL1D XI

t- :1

1<D<+e

sup 1t,., {x) |

o<lxl<r

entonces para

v

1< p < +'o

Sea A
II

' f (x)
|l



[ \ 1i,,
r,,, tx) P.txi ''

rl
lR)

" 
(*) Ied,] 

1/e 
*

<A I
-nl

Lo.,l

u"]"n .

| 
,,

*l<1

- 21¡x 'dx"l"lI
xl.1

1l
lo. 

t

I
l"l,r

] r. rxl ]""r] 
t'

I
i-r 1

L/P

Proposiciórr 1 4.

Demostración: Sea
1. - . ]tl . " , y

s', (t) = o(

entonces;

,(k) ,al = Itl-,,r'rr Ji
n

Itrrix) | +

l,tf espacio c- (r¡r )

a.\, - C_(IR ), tal que ,(tj - I
C

de finamos :

7 /n.Ir )

1/1,2 ' sup

0.: ]x <1

2l /lt sup . 2 fr,{*)
ir ,1

y por I o t¿lnto si tiende a infinito, ll f ll , tiende a cero.np

es denso en

Q.E.D.

s (]R')

si

1nL
n

It
- -jr

lL n sgn(r)k(oko) (rrlr/r)

10



Ahora, sea

mos

entonces para cada n , (,in) pertenece a

a f en s (n" ) En efecto

v

cualquiera, irertereciente ¿t -S (n y clef :i-na-

sup t(t) (9n(t) - 1)] =

tl>l

C(B)(l

sup f (t) (qn(t) - 1) 
L

t -'ell

y converge

sup Lf (r) (E,.,(t) - 1)l - sup if (t) (sr)(t) - 1)

0< tl<r 0. t <e-r1

convergen ¿l cero cuando tiendc a inf inito.

Por lc tanto par:a todo

!- t(k) {t)s,,{t)
t'

i. (li )L't "1r)lr lL)

conve l:ge uni formemente

entero L.)ósl-tivo

I , k enteros posl: tivos

(0 < t] . r)

cor rve t:g e un.t Lorniemelttc a ,y

¡t ¡¿r(k) ttl

(t l

Ac-lemá s

1)

para todo

1,1



I ,'k',Lllr(j),tr - Il
L , "n (o < lrl < 1)

Ir Í r(r) rr-)lq(i)rr) - Ll
- II

tltl I 1)

conver.Jen uniformemente a cero. Por otro lado:

k
,(o)o^(.) = :'' j:0

luego se deduce que:

r '''sLro -' -' ^ lDto'ló tr-l - r(tl I ItI ' n ' -n. l. I . I lt I

Ikl r (k-j ) r.l o(i) r.llll

.: 1suD -----;' r- (

o<it <1 lLl

1sup
1- L

o. lt I .l 1 L

r(k) 1t¡ 1g,.,, (r)

,i, [l] r(k-j)

- rr I r

t.lojj) t.t - r(k) (tl 
I

sup i.l¿loto"*,.r(t) - r(t)ll <

It I ,r

< sup l.l¿ ir(k) t.l
It I 'o

(v,,(t) - 1) +

r(k-¡ ) r.lvjr) ttt

va a infinito.

+ sup L. ¿l :.I lil
Itl I j-1 (r'

_ - (k) 
1t)

ti enclcri haci a ccro cuanclcr

Q,E.D.

L2



Proposición 1.5. S (rR )

cl {m". o 
I

con contínuas y

Demostraci6n: Ef espacl,o C

consiLre-Ldr C (lR ) corr lo
C

.2v C (R r es Llunsü en- (i
) ...

dcnso en L-(m ) y dcl-ricltr

se cleduce la l,,roposiciírtl .

I 2. Espacio

Dcn art :t rr-nos p,,t: -S

)1

nccielrtes a S(tR ) ,

ijll Io rl ue s i.tue , S

c-icla por -s(nf')

!_L9¡crsfg f óL?. L. Ll. espaci() -S+

-s (xr )

Demostración: Es evidente a partir cie

Propos.ición_2,..2. Las r' nc lus ione s :

. -S* c r,2 {m' u)

Q.E.D.

a1 c:;¡r,rcio clc 1-od.is las l¡-rncrorrcs pcrte-

cuyo soporte está corrtc¡riCo en R",,0

ser:á co¡rside rado coil 1a topoio5iía ir'rclu-

-(n , /-s Jcnso cn C (P J , al
LU

)
Lopo c,.]f a i,,uuUicl¡ por f- - (-tr ) ,

)aó(m ), : .r l,) Lrrro Cctlr ) ñi

¿r rl..lLr -s (llt'' ) L-()rt l.onc o c-(m'')

es un sube sl.racio csri:ar1o dr:

l.r Ce'in ici ln cic S,

Q.Lj .D.

es denso en
2. ;tr, (rR )

con imagenes densas.



ll.:n1ostración:

propos r c.l on es

ij 3. Espacio S (R2 , R't )

Para cada p - (nr. er, r,, )

Se deduce inmedlatamente, debl-do a que
x

cierta para S (fR )

I ¿r mi sm;r

Q. E. D.

ino s por: Dl' a

de orden pi ,

m, m.nr I -:,-'1 '')

nt' r0 t

p1 p? pr
D. ^D^-D. -

respecto a

m = (mr,m2)

. Iln lo q uc:

< 1j , y por

, Iri enteros positivos, danotat:e-

fr.
, oünJc L.' es l:l u.ri r.l !r:e lJ't

f a i-ésim¡r variabl.e - Si x pertcne-

per:tenece a N', clenot¿!remos prl1:

siguc clenotaremos por t,, a

)ll a tr- : L

)1

Denotaremos por S (lR- IR ) , a1 espacio de todas l¿IS funcio-
)<

nes complejas, definidas sobre lR- lR , que son indefinida-
))

menLe Ji lcren( iJb-les y LJIes quc p:]ra todo p N' , rl L n\- .

(C]N

sup
(x,t)€Io

sup
(x,t)eI1

m
X

1 DPf(x,t)

,*tl¡Pf (*,t) .: óv

L4
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Proposición 3.1. Sea f e S(R2 , JR'') . P polinomio en dos

variabl.es. Entonces para todo n,m e lN, las funcjones

(x, t) - p (x)Q (t) Dmf (x,r)

y (x,r) - P(f) 
Dmf (x,r)

t"

pertenecen a S(n2 " nl.'' ) .

Demostraclón: Es consecuencia de .l- a definición.

Como ejemplos de funciones pertenecientes a S(n2 * nt'')

tenemos:

(l) 'lodas Ias [unciones pertenecientes u c]tn2 , IR )

(2) Si f pertenece a S(n2) , y ,J pertenece a S(ñ<) ,

cnLonccs I.g perLenecen a -s (tR2 , lli )

En el Capítulo II, necesitaremos eI lema siquicnte:

Lema J.1. SeJ I pertcneciente a -§ (ni2 IR ) , 9 perLcne-

ciente .r -S ( lR ) , P polinomio en dos variables. Entonces

I ¿1s f urrciones:

1

nüf f(x,t,/n,r, ) si P(x)10, tlo

,1'r(x,t) -

si P(x) = 0 , t I 0



16

+,2 (x, r)

pertenecen a

sup
(x,t)€r

()

y sup

\r(, L/ L1.
-L

0

r R') .

Om,¡r{x,t)

P(x) = 0 , t
N3 , omo r

7 se tiene que

(x) s (tP (x) )(r
I

I

t

s (R2

10, Ll0

si P(x) = 0 , tl0

(x,t) tales que P(x) = 3 ,

01 es indefinidamente di feren

todo m e lN3 ,

SI P (x)

I 0 Por otro lado

decrece rápidamente

para todo ¿€lN,

Demostraci6n: Se verifica sin dlficultad la continuidad de

t|1 en todos aquellos puntos

t I 0 Además se tiene que

ciable en R2 , B'* y para

DmQ, (x,t) = o

para todo (x,t) tal que

debido a que para cada m €

en ]os bordes de R2 r B'''

k € I,¡ 
3

*k
J

4rZ pertenece a s(R2 x lR" )

Zkmr x r.r Q1(x,r)l < oo

La comprobación de que

aná loga .

Q. E. D.



L'1

Def in¡ ción: Lin S (-lR2

ble de sem:i¡ o rma s

f'n,,1,,¡(f ) - sui-l

(x' t)e T

t lR') , definlremos la famifia numera

sup
(x,t)eIl

1 ,^t{okr {r. t) ]

mr-IX ^r\-, ,I
! t) f (xrrl l +

t-

I e I'r , k,m e n3

!fqg.C4i!n -] ,-¿. -S (lR2 x lR ) cs un esp:rc j o vectorial toPo-

lógico de Fréchet según la topología deflnida por la l¿Lmj lia

n¡¡mc¡ablc c'le se minormas l'r.,r, t, k

ljcnro:rtr.rc jórt: l,a fanliLi.r de scntitiormas lr,r l,k" 5e I ''i I ei irunL-os
)

v e s numerable, luego def ine en -s (m- r' Il" ) una topologia

foc¿Llrnente convexa, separada y rnetrizable- Para mostrar fa

com¡r1-cLrltucl ilc -s (iR2 )r Ill ) , se.r (l . ) srt.:csií¡n d'r Cauch'.',

en c-(¡r2 >r ti ) , (consiceremos e L l=pu"i., c-(m2 " trt:')

provisto c1e la topología oefinida por las sct.incrrm¿s

i'n,1. (f ) sup orlf (x.t)

. 
(x,t)ÉK

donclc *,. Ll3. y K cs contp¡ct,' en F2 ' ]Il'.) , entonccs

clebldo a que c-(n2 ^ lR ) es corT,l-leto, se tiene que e xiste

' ,-tn ll t,.l ',u,' I sr¡ ". I' ,'mlJ ' 'r"' ,': '-

lormÉrmente sobrc com¡:actos a Dmf par¿l cua L(tuier n' g Ii ll

por otro laclo, dcbido a clue (fj) es ulia suces i6n Ce Cauchv

cn ,s (m2 ¡ llti ) , re suLt.l (JLle (f 
I 
) cs ull con-l rlnto acr¡Laclr-¡

en -:^ I tir.2 Ti') . es decir, p.I:r:a Lo(io .l n LN, k.m e I'J3

o
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existe coristanLe posrtiva M .lue no depende de

te c1c¡retide rlc: | , h, m ta 1 que

y so lamen-

(1) P ., (f .) < M
m, ( , K l

LuL.go ¿r1

se cle duc: e

rn<r par r-e

c on vc r:.J e

h.LCL:r tende r: I a infitrito en la desigualdad (l),

clu.r f tar¡üién ir€rrtencce a -S (n2 ,l ri') LJ írltl: -

c1e la cLenostración consiste en pr:()b.rr- que (f j )

¡ f en -s (n2 I}i)) ljn efect.r/ sea

h. = f . - Jll

c I ararnerl te nj Pertenece

converqc a ccro en c-(m2

';.' rt.) ,. .ir. e siir. I'
)

l..L' (l ,, cs , LrLIJJ Ll
)

M ccnstant-e Positiva que

(l uL:

¿ -S (re2 :r E'' ) p.rra toclo ) , y

^' lRt ) Por ,ltr:o 1ac1o, Ccbi c1o .,r

r'.r',''h,r , r. sr|]t2 ti( ) .... -rL'r.^

-s (rR2 , nt''' ) . poi: Io l-anto exi ste

depende solamente de .l ,k,m , tal

P 

^,.L,)r(h 
j ) :

para todo Por

M

lo tanto, para toclo {,J<,m sc t r' enc :

l2) tím J,u xmDkh.tx,L)' o

ll ix,t¡ll -('".0) l¿1

uniforntcmetttc ett i, Y

lfm ¡t t ¡r*lkr,. (x,t) | = o

ll (x,t)ll +(c',"o)
(j)

7Ll



uniformemente en j . Luego de (2)

e > 0, existen constantes A y

dependientes cle j ) tales que

resul La que para

B (que se pueden

cualquier

elegir ln-

s ull

ULN.

¡.: ll xll

Por otro 1ado,

verge a cero en

ces i6n :

SUP

ll x L <e

A.. t .. I

convc r!:te ar cero

para cada I a

sup
(x, t) €Io

sup

ll xll <e

o<lt]< A

m

, D"h _ (x,t)
t' )

utillzando

c-(m') ,

eI

SC

(L , !.rr¿r t.ido j e t¡

hecho clue I ¡,¡ suce sión (h, ) con-

deducc clue ¡rar:a cada k,1a su*

tiende a infinito. Por lo tanto,

N3 se tiene

]okt., {r. t) |

c uan do

rN, k,m

)

€

mx
J

r. I

D"h. (x,t) I .
J t-

l$'on, ''''' + lrm -k. . I

llr D n. (x,r) 
|rt-

1ft "*n, r',o +
nx

;7

sup

ll x I :'e

t <A

+ sup

il xll 1e
A< Lt <1

surr

1t,.,. lx
n. ¿ .: I

okn . (x, t)

donde c¿rcia s un¿rndo deI .l.ado derectjo c.Jnvel:.re a c:erc) cuando

19



j tiende a infinito. Análogamente a

tienclc ¿ cer.r c:lr c-(li2 , r1t ) , sc

I a n'J , k.n i. nil3

partir de (3) y

deducc que para

oue (h.)'t
c acla

sup
(x,t).11

,l_,m^k, ,.. ",L -\ U tl \^r u/

converge a cero cuando tiende a infinito.

Q.ri.D.

r. )
lo rlue sigue, consideremos los cspacios L'(R Ít I corL

lt o l:nr.1 :

ilfll p =

En

Ia

tI lr(x,t)tnu*u.]"n
n2, R'

rro¡ s_¡¡ 1ln J.J. Sed (f 
.i 

,

') ..

S ( R- ,r llt ) , convergente
r' )

LS C iVLi l "'r, L' 1T

lJcnl(.i:r tl-¡c iórr: l,¡t ascrcií¡ll

siguiente cstimación:

Sea f € -S (IR2 ', [t" ) ,

sup
(r,t)elft2xlt'

sup
(x, ¡)cn2rlit'-i

sucesión perteneciente a

en S(lt' x lR ) Entonces (f -,)
)

:. 11i)¿ 1 1,

dr: la proposicií¡n, sc deducc de la

f (x,t)

lr{x,t¡ ll"lal.l2 ,

20
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entonces

,r'r ,., -- I I r(x,r) ou*r. ' ' . 'l ,,*,1) P.*dLll'l.)l 
)

ll (x,t)ll <r Il (x,t)ll :'r

,r.ia 
I/P 

* u i r -4P a,-2P,'*da 
I'f'^"-1""-l

r)l.r l(x.t)ll >rli (x

<A

Q.E.D.

proposición 3.4. clin2 .- nt"), es denso en s(*2 ,. . t'' )

Demo s tra c i í-¡r-r : Sea g e C-(lt2 lR ) , tal que lr ()i,t) - 1

sr -I ll x.. I, e-l t ¡.o v cl-rin.rn.i

rx , I nl.j.rx,rr 
l,;, 

L, l.

Entonccs para cualquler f € -S (R2 t n') ,

!,I1(x,t) , ,r,,(r.t)I(x,L) |crtcrrccr.: " ¡-1¡12 ' I?. ), J),rra to-

c1o n G I'tr , ), además 1,,, - f err -\ (nr2 ;< .lR'' )

B-fg!g!1c¡¡1-- L 5 . -s (lR2 ,, Tt" ) e s der,:;c er, t-2 1lr2 lF )

IJCmosLració1,: C-rn2 IP r , es .lcnso en .'". o2 lR , sc-

gún la tc-,pc 1o9 ía cle L2 , 'y es Lu úl t i rno cs cLellso elr
.) ') ')

L'(lR' ¡ nl ) , por lo tanio Cc (lli- 'r iR ) eij al€:n:jo eil

r-2 (p.2 , ni'' ) i' Luego se ticne qu. -' (-R2 ,, fR" ) es denso e1.\

)):'- ([]- R )

Q.E.D.



CAPIl'ULO II. R[PRESL]NT'AC ION DI] WEII, DX GI, (2, ]R)

En este Capítulo describiremos la representaci6n de i{ei1

de G asociada a los espacios cuaáráticos reales (n2,H) y

(c,N) , donde lr(x) - X,X, , (x p2 I ) N,z) n=2 ,t)
(z e C) . También descr.ibiremos los modelos reducidos para

la ser.ie discreta y la serie principal respec t ivamente .

todc c1 Capftulo denotaremos por al 9 rupo

cL(2,

Ln

rR)

¡1

Definición 1.1. De finiremos

,.,1,
A,J

(a e k )

h' =f
(r e k )

PresentacÍón de cL (2,k)

cualquiera.

un cuerpo conmutativo

^"= [;

t;:l
f r r,)

i,,] (b e k)

22
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1l

,l

{h / a € kx\

H' = {h' /r e k"}r

u={ub/b4. k)

'Ie()remal 1.1. E1

radores h, .

y r,¡ , con 1as

grupo GL (2.k)

(a e kx) , h' ,

re laciones :

está engendrado por los gene-

(r s k") , ub , (b c k')

v) "¡hi = hi"t¡

i)

ii)

iii)

iv)

vi) hu, b

2vii) w

viii )

ix)

x)

h'l-il = h' .r t rt

h h. - ha b aD

ll Ll : {l
a ]-, aLl ll

lr'h - ir hlla at

(r, t € k7 )

(a,hi e k'¡

(.r,b r. k')

(a,t e kx¡

(t € k

(a € k'

b € k')

b € k')
AD

-t

whl = h.hlw
l 1-f_

v/h - h .!d
a

wu_w = h .u \du

-a -a -a

(t € kx )

(a e k )

-1
(a e kx) .

23
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Se tiene de heclro:

GL(2,1{) - II'HU u U'HU,U '

Para la demostración f ácil de este teorema, ver ISa] "

li 2. Definición de 1a representación clc i^/ej l.

Un 1o qulr sigue (E,O) denotará a cu.rlqui era de 1os e-q-

i-ci,tr .u.r 'rá.ic, s real.-:, G',r' - {C,\} , ) tJ^ sorl t.r
!,

forma bi1jncaI asociad.I a Q definida Iror:

BC(x.y) = O(x+y) - Q(x) - 0(y)

irdenás denotaremos por ,S (E t lR ) , a1 espacio -S GA2 ,. m')

Lema 2.1. ir¿rra t.oda f e Sst2) , u €R y z eR2 , vale la

ldentidad:
t

] .r"le(x+y)_e(y-z)l r(u)oru* _

l
L

lR^

= d (e, *) | "-, 
oo(v*r) f (y)oy

)

R2
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{Ln
lr+
1*

s1

Q=N

"-e 
lcxl - "-t'lo", 

l-clc*x,

Entonces por: convergencia dorninada. tcnemos

(1)

En efecto, denotemos BH por B I y sea

| ,on (x+v)-i.,H(v+z)h(x)-ler(y)crY-
l )

]R

(

ic.H (x+r )-.1 ,1 lvr ? llÍn . c_ \/ ., e ,,r :(y)tlvdx _

, , tt.t ]-
-+

IR

(
_ | eioH 

(x+y) -i oH (y,r) f ry) dyd*
)

4
]R

do ncle

Demostración:

d(Q,o)

lScan ü E lR

H y de fj namos

z e lR2 fijos.

para cada ¡: ., 0

h (x) =

c uando

Supongamos prl -

e ^' h(x)

e - 0 y además:

mero que O -

por lo tanto h

entonces h_ (x)

(x e n2)

.ioB (x. y ) -ir,rB (y,, ) f (y)Ay

sea

nte

i
i ciII (x) -i"ttu(.2) Icl

L

)
?llt

1)
a L- (lTl- ) Ahr r:¿r

- h (x) puntuaime
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Itr

desed

Eubini,

t(2) 
I

)
4

lR-

.(x) | < lrrlx¡ I para todo x , y todo c > 0 , de don-
educe l.a afirmación (1). por otra parte, aplicando
obtenemos para cada ¿ > 0

cidH (x+y)- idH (y+z) 
"-" 

loxi r {v) ayar, =

- t ^-irH (y+z )

l
R4

Ahora sea:

f (y) j eiotr (x+Y) .-c lc,xl a,.ay

R2

0^ (v) ioti (x+y) -,_ lcrx I-e'dx_t-le
lR2

ent.onces

d, (v) - -ic¿H(v) ioH (x) +icrB (x,y) -c lox I

_ ^icrH (y)

io-H (v)=e

j"
R2

I ^ 
i ox 1x 2 

+ i o ( x 
I 

y 
2 

+ x 
2 

y 
1 ) -, 1,,x., l-, lcx, I

.J 
= e - - dx,dx,

R2

| "- 
c '"*, '+icrx2Y1 

[ .to 
,"r*0, ) xr"- e I o.x, 

I

l= te -e - dxrdx,
))

lR lR
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I
]R

icxx2yl - ir lcxx2 I

= 2cJal eiclH 
(Y)

2. .2tL tx 2rY 2.)

d-2?,2
CC],+

v

S

haci endo los canbios

,, , t , obtt.'nelnos:

*"r=s,ydesOués

1oy1= e lo(s-yr) |

O. (v) = 2e lctl (,r.)2 * (n= )2I
]R

ds

,l-ilrrl
]R

]üV.S _ E IC¿(S_V.]- j ¿

L + {s / t)2

iuyrr:t - r t(r-t-yr) 
]

_2I+t

isy,,t - ' lct(, t-y. ) 
I- L -¿

ds

dt2l= f.;T ]

]R

Sea g (t) =

pun tualnente

t ().1() l ! 01

1

c uando

sC t-iarll('

?.+t

e - 0'

q (t)

entonces ,l (t) -
I

y además para tr:do
1

., p\\L tt)
- 1 + t--

l

1+t

0y€>

l-anto:

:11. 
*'rvr = 1fu I t.- u' = #-f

m



)a

Púr olre l adc)

Sm) . vale la

no ta r^ que para cualquier

e stimación

pertenecient,e a

lr{v)0.(v)l ' ,} ¡r tvrl , para todo
- l0l

r 0 ; 1ucrlo Jroclc.mos ¿rl)l icar cr¡nvcrc;cnci a cionrinada

cular

I
I

llm lrl
t -U ' .

Tt'

I
2it

IáT
I

tR2

I

I ., "* 
(x ry )-ioU ('/t z) t (y ) dy dx

l
R4

y€R2,

¡>a ra cal-

Finalmente segfrn (1) y (2) Ia expresión del lado izquierdo

es igual a

¡\1rora s r.rilonqamo s

e-i*H (Y+z)t (y).|e (y) dy =

"-irH 
(y+z)f (y) d1,

0 - N . ), sea

e- r i'i (x) +icit¡ (x)
h (x) =

e

( don de es ]a transformada de Fourier de f), entoncest

h

te, y para cada

(r) , 
"ioN 

{"), r..-ioBN 
t' 

"' ,n ,", puntualmen-

e >0. )es i tc,.¡r.ble cn lR" ,



por

(3)

lo

I
I

j
4

]R

otro

t

l
)

111

tanto:

e 
i.,l N (x+_y ) -N (y+ z ) l f (y) dy dx =

ioN (x), - ^-t*u*('t L.e
,z) n

I (x) clx =

-r-irl (x)+iüN (x) 
[ ,.. 

t'"',.,j (' 
' 
z) 

]A (x) cx

-i'8".(.,2) Ar'e '" I rx) .lx

= e-io'N 
(z) l.

l
m2

-üN (z) - -= e LIm
e+0 1.

lR2

Por

(4)

lado

-e N (x)+i N (x)[

l"
l

2
IR

ie
R2

Ile
)

lR2

-t N (x)+icxN (x) juuN(x,y) _. -i,B*(y,zt'' t(y)e dy dx -

r,"rlln (x,y)
" dx c1y =-eN (x)+icrN (x) 

e

-o2N kL
-;ryg^,(y,z) lio

'" t {y t ., i.i y

_t-l
R2

-rulj"-(y,z)
r (y )

1
c - i0

I

l
R2

29
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Ahora aplicando converl1encia dominacia, obtenemos:
)

-o-l¡ (D
r--iuI(y) e dy =

. | -iuB".(y.z)
= : I e -N 

L{Y) .-i"N(Y) oYol
R2

i -i¡N(z) [ -t'l B^(Y'z)+N(Y)l
=-e I eOJ

2
]R

t

l I o-i N(,,'z) .,y, oy
arl

)
?,

llr

I I i,il.," (.,,,2)
(51 llrr . c

. -0 - r t'¿

'2
R

Luego de (3), (a) y (5) obtenemos

t

eiül \ (x+y) -\ (y+z rl . (y I dy dx =

)
Lm'

f (y) cy -

Q.E.D.

'leor:em.a 2. 1. Existe unar irepr.lscrntación unit.rria

(S (u r lR ) , i") de G , Ilamada rcpresentaci.ón de weil de

c asociacla al espacio cuadrático real (E,a) , donde IQ

está definJ.do sobre 1os generadores de G por las fórmulas

siguientes:



rl (r) (x,r)
a

'Q ,.r,., ',h, 
rr/ \^/L/

T

, e 1¡; ix,t)tb

liQ(f ) (x. t) = c (t,Q)

= ,\O (a) f (ax,t)

-1/) -l= i.i -'-f (x,r -t)

_ 
"i.beP 

(r) r (r,, t)

(a e lR') ,

(r e R") ,

i"
l
E

itB^ (x,y), f (y,t) dy

>1

par¿r f € ,S (E ,'ni ) , clondc:tetR

si
si

v

Dem.JStración:

Ia trans formada

J (x) = (xr,xr)

),0 (a )

c (t,Q) =

Sea F (f ( ' , t ) )

de Fourier de

, (x e IR2 I

lt"l:i, Q-H

Q=N

SI

SI

I l!l
211

l
i

l-"
I

/-\ - I ^
)

E

f (.,t)

entonces

Q=Il

Q=N

iB*(x.1,) f (y, r) dy

,y sea

(r) r]tr) tx,t¡ -
fl$ "u
l

l- r.,,' t , t.

i.,o rit{i:rl

,t-)) ii-x) Q=N,

SI

S1

31



por lo

b1én se

tanto Ll 
"= t..r,-, automorf isÍrcl .lc -\ (fl

!^/

verifica tr:lvialmente que .H lH,

xlR ) , y tam -
óv TT= son-u_

ll

aLltomorf isrLros d-- -S (E x Ir '' ) Atrora clebemos clemos Lrar itue las re-

Iacr'oitcs (i) ¡ (x) entre los tJcncrariorcs clo G (ter¡rema 1.1. ) ,

son respetaclas por IQ r-a verificacién para las relaciones

(j) .r (vi), -v (viii), (ix) cs un cáLcufo sencillr¡. En cl caso

,ie (vii) y (;ir, observat os ro siq.i.nrc:

"trQ'
w

(f ) lz ,t) =

_1 I
lo(-a')c(t,Q) | e

)

R2

_1
-ita 'Q \y+z) .,.. -,' (\)','l 'l)

':_"_r][,: _1
[ -a

[,3 
.

y debido aI lema

IQu

.2 (t,e)
l"l2

.2 (t,e)
2al

2.1. , tenemos Ia estlmación

[- (f ) (z,L) =
WJ

| -t
^itr 'l¡ {x.¡y) -O (1 '-' t

r. 'Llt [r\,t' 1y dx
j

4
]R

I -t
a(ta-l,e) | .-ttu '9(Y'7¡ f (y,t) dy

)
2

m

Luego 1a relación (x) es r-espetada POr
o_I , s] v solc' sl:

32



(.2)

aderrá s

por 1ó tantc

sí¡1o si:

(3)

-1ln (-a ') c (r,e) =

"2 
(t ,u) zn

l.tT-

.2,ac ( 1-, r\ )

i, --

"2 
(t,üo (ta*1,e)

,2
lai

si Q=H

si Q - N

Por otro laclo:

[,,0 . nol r't w w)
(z,t) -

s:!-,!!r1
'rr 2

siQ=1-1

2

- t12
si Q = N

lf) (z,t) - ¡O (-r) f (-z,t)

(vii ) es respetada por ''O sr y

lstyt sj e-i,
Lrl'"

.2 (a,*)-
,2

_o,h
-1

ia relación

rQ (-1) =

si Q = r¡

33
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Entonces de fas ecuaciones (2) y (3) se deduce que las rela-

ciones (vii) y (x) son respetaclas por IIQ si y só1o si:

Il'ltn{a) = 
lta

El
2r

-it
c (t,Q) ..

si Q = H

si 0 - N

v

si Q = H

si Q = N

Finalmente la unitariedad c1e 1os opcr"rtlorcs fff
a

o _o,L;, y tl;_ es evroente. En'el caso de [3 realicemos la
rllw

demostración cuando Q - N ; entonces según la ecuación (l):

I
(;\,(t), "(q)) - L-F (I (. , t) ) (Lx) r ( q { . , t ) I ( t v ) d \ d t

W \^¡ ' 
)

R2* R'

t (x,t)q (x,t)dxdt

Q.E.D.
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legreqLa ?.2. La representación de i{eil de c se extiende

por densidad a 12 @2 , mt) , como una representación unita-
ria y contfnua .

Demostración: (i) Previamente demostremos que IiQ es con-

rfnu¡ sobrc so(2,m) sc¡ (J (r) ) f 
cos e sen 0l 

y sc..rn
l-sen 0 cos 0.]

^^- A - 1

" - ff y b - cotg (l ltntonces según proposición A.1.

de1 Apendice de este Capftulo tenemos:

0
Ils (o ) 

(f)(y,t) =

-lc(t,.)'', i(scr'r 0) -)

- e r1,.,) C\\scrr , ', 
' 

"-i'' 
,'')-x).-'t '' ' 'L,r,t,d*

)
)R

| -t

] "to 
-tQ (x+ay ¡. -itB. (y , x+ay ) 

,...,= rj(f ) (x,t)dx) rh)o'"'
)

lR-

Aclcmás se vcr.i f ican 1as estiI}rJClones

.-ti.-1te 1r*..¡.)"-ittse (v,x+"¡-) 
,r,r)tx,t) | _ |:(f) (x,t) l

y ,:1ebii1o a que a y b- 1 ticndcn a ce ro respecr rvamente /
_l

r-snir r cer. ¡ '. -r.en.,.r- .r-Lre ,/ i:' ' ) Li n,l.r.-r-]Er
.r 1 cualdc¡ "¡ ticrtcle a cero ],

-i1*l ixr.,\) 'tB"(¡'xt-r1 t 
Oe - - ;(t) (y,t) ,.onverlc puntualmente



-jtBn(y,x) ..\hacia e ' ,Itf) t",t) , cuando 0 tlcnde a cero.

Por 1o tanto a1 ao*ar arrntae cuando 0 tiende a cero, tene-
rlmos que I ; (0 ) 

(f) (y 't) converge puntualmente hacia

.Q (r3(r))(y,t) - r(y,L)
w-1

Ahora utilizando el hecho

,olf (y,t) |-(s)(f) (y, t) |. uirty,tl 
/

para alguna constante positiva M que no depende de 0 ni
de (y,t) , se concluye que para toda f e L2 B2 *R') ,

lfm (.Q,., (r),f ) = (f ,t)q(0)
U_'U

(ii) Sea 19n) sucesión en c , que converge a I
supondremos provlsto con 1a topología induci<1a por

tonces utllizando fa descomposición de f!,/asa!va de

decir G = UHH'SO(2,fR) tenemos que existen án,
y ()n t.1le S que

(c Io

m4¡. ri,', -
G , (es

rn, ba,

ltn = ub

donde b v 0n_n
dn, rn tienden a

(f) (x, t)
n

rag

h h' ,rlLr )

n 'tr ', r r', tl'

tienden a ccro cuando n va a infinito¿ y

1,. Entonces

itb O (x)
= e n- le(¡,r ) lt r.,l-L/2,;Q, ,,, 

,r, {un*,.-lt)

36
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aly :i, (Já¡ li) ' (f) (x,t) , con\¡.rr(jc lllrni-u.'rlrlente a f (x,t)
\]

¡i

cuando n va a inf il-rito. Además exrstc ¡i :, 0 que no depen-

de cie n nj de (x,t) t¿il clue

r(x) I trl t*,1t.._ ¡4 r-(x,L)
Jn

para todo (x,t) € 8.2 ,lR' . Por lo tanto para todo

f e L2 El2 , n') ,

H 
( IQn(r) ,r\ = \r,f)

Q.E.D.

§ 3. Serie discreta de G

Espaclos S (A)

sea A € (o')A , es decir A(z) = 1r¡ir "imarqlz¡ , (m e zz ,

l €lR , 0 < arg (z) <. 2tt ).

Para caila 
^ 

e (c')A , definamos S(A) como el espacio de

todas las funciones complejas f . definidas sobre C * lRx ,

tales que:

i) f (z.w,t) = Iy(z) f (w,tlzl2) , para todo z e Í.^ , w € C ,

t € lR ''' .

ii) f es indefinidamente diferenciable en R2 * R' , (al iden-

tificar 0 con n2).



JÓ

iii) Para cada z fijo , f (2,') pertenece a S m* )

otra r:ealización de los espacios S (A) es la sigr-riente:

Pro},osicjón J.1. Para c,da A ' lC )4...,tr')A .xisLc bi Tcr-,.iÁ¡

linea.I de S (A) sobre S (R')

Demostración: Para cada f € -S(A) , definamos

0 (f) (t) = f (1,t) , (t € lRx) , entonces 0 , es biyección

Iineal. con 1nve.s a

si z I 0

si z . A

para todo q - SB, )

Q. E. D.

'I'opo1.oqf a para -s (A) , t\ ' (c )A r (tri )^ .

En S(A) definlremos la topología que se obtiene al transpor-

tar la topología de S 0R') sobre S(A) , seghn e . Diremos

que una sucesión (fn) en S(A) es convergente a cero si y

solo si s (fn) (") = fn(1,') , es convergente a cero en S(R").

Así podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Existe isomorfismo de espaclos vectoriales topo-

¡¡(z)s(tlz12)

-10 '(q) (z,t) =

1ógicos de -§ (^ ) , A ( (c'JA \ ( R')4, sobrc -S (m')
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C<-.rolario 3.1, Sca f € S (^) . Entonces para cada filo

en Rt , la -f unción f ( ' , t) pert-.Jnocc a -s 0R2 )

Demostración: pitra to.lr) f a_ -S (r,,) , ixis i_c: en s @')

tal que

(z) s (cl z12 ) SI z/ 0

f (z,t) -

si z -- 0

Q. E. D.

Definición de la serie discreta.

Los espacios S(A) , A € (cx)n\ B )^ , son los espacios en

los que actúan las repre sentac ione s de 1a serj-e discreta de

c , pero debido a que éstos no son sul:respacios de S 612 - p" ¡

no es posible definir directamente por restricción fa ac -

ción de la representación sobre -S(A) No obstante, Ia re-

presentación de weir (s G2 * n ) , ILN) , define por paso

al cuociente una acción sobre S (A)

Definición 3.1' Para cada ^,\A€ (C )" r- (LR ) y feS(R2rRx)

de f in amos

(1) pA (r) (t) / -(s)f (s,t s -),1s"I

l
0t



l4!!!fsIq--3-,.2. Para ca.ta ,t¡ t': ({t )A 1 (}r )^, L,i' .:s ¡¡a apli-
cacjón lineaL .'ontínl1¿r dc ,! (Ir2 -, ¡1'¡ sobre :l ( lilr)

Demostraci6n: Scoú^ I e1d 3. l. de i C:pí' u lo I, I función

r/a
0 (s,t) :

pertcnece a -S (lR

0

, R") . y

l=l I o

l=l = o Ll0

pA (¡) (t) _,]
A t(s),I(s,t)os 

,

Do r: fo tanto existe M> 0 tal

(s , t ) I ds

I
0*

que:

I

l
c'

.I
0*

pr (t) (t) 4. (s,t) c1s
M.

dS É
1+ s'

y se concluye que la integr:al (1) es uniformemente converge.l-

te irara todo L I A Además p.e::a t-oclo .i entero positivo

oll , pc, tenuce u -s G.2 ,, R') , luec1o se clccluccr que la inte-

gra I

i
D't

)

c'

es uni f or:memente converqente para toclo f- l0 liot: Io tanto
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tA(f) (a) es indefinidamente

t . Por otro lado para todo

funciones

(s,t) ,- t*1f4, i",tl

como función cle

positivos, las

difercncial¡le

m,Z enteros

v

(s,t)', 1
mt

pertenecen a S m.2 ,

constantes positivas

iti'lol(P^(r)) (t) I

t , ]t > 1

!
D;0 (s, r) ,

fR ) , por fo tanto

que no dependen de

existen M y

t tales que:

para todo

I. lrl' I loÍo(s,r) tds - M,
J'

v

,, l

- j*, I loio(s.ulas N
rl )

C,

1
mt

ol(pA tr) I ttl
E

para todo t , 0 < t] . f . Luego para cada

P^ ( f) pertenece a -s fft'' ) Ahora para probar

de PA , ..u (fk) sucesión en S @2 , ¡R')

cero. entonces la sucesi6n definida por:

f e 5 612 x px¡

la continuidad

convergente a

tl0Iro(s,t. ls¡-21 l=l-2 , si lsl I o ,

i,.(s,t) = l^l
I o , sl l"l = o , tl0

47



tambíén convcrgc a

todo /,m enteros

convergen a cero

Luego Para todo

cero en -S m2

pos itivos I

* m') , y por

tiende a infinito.

>1.

^0sup ltl"' loi,¡o ts,tl
Itl>r

I=l:r

lo tanto Pa ra

cis +

sup (l!lmlDtok(s,t) l)

l=l:r
It l:r

sup 1¡tlm¡»loo(s,t) | lsl4¡
l=ltr
Itltr

cuando k

L , ItI

Itl*lr{e^ (rk) (t) I <

-t/+ sup ltl"'lDLok(s,t)
Itl:r
lsl a

t,| 

- 

osL,4J lsl
l- l .1

<1ls

tiende a cero cuando

Aná Iogamente

sup f

s.ltl.r I

l= i.r

k va a infinito '

rl
It 1*

lofo*t",tl



v

con\¡e rg e n a cero cuando

t.co l' , u L

dF ,fn^ r¡rr r.-r I

sup ]+ o,oots,Lr 
I

o,tl t llt L

l= lrr

pertenece a S [R2

que pA (t) (t)

t r-(] nde a i nf inrto, y lueqo ¡rara

y se verlfica sin mayor dificultad

(t € mx )

conver.re ur¡¡ forrnemente a cero para tcdo t , tal que

-1

¡
¡-inalmente p;rra demostrar que P" es sobreyectiva, sea

q e 56,. ) . r¡ i -- -s oR2) , tai quc:

1

I -lts) r.-r:xs - (.,
I

)

tl

sea f ini.l:o l. djstinto dc cero, .:r.rl-onces segúr lcmal 1.1. c-Lc i

Capí tu Lo 1, L:r funcióll

,1 ')
u ( A ) 

- ' r ( s ) ,J ( t l s l ' ) , si l=l ¡o , L/o
0 (s, t) =

si ls = o t L I 00

, IRt )

- q (t)

Q. E. D.
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llepresertacioncs {-i,.,1 'r , e (c t/'1 1tt.1A

lin este pár:raf o .lemos t.r.rrerlros !1ue la repre:ient¿rciórr Llc Wei L

'J ( U-'' .1.1, ) , ue.L jne unJ r" r-s^nr .c- -.n érr ó -qr J-
') ,.cio cuocientar -S (JR" ) R I ., 

' ¿ rf ue rie notaremos por -S ^. iler(r r

Lcma 3.1. Pa]-a cada ir, a (o" )\{R?Ae 1 espacio Ker (pÁ) es un sub-

espacio estabfc ba¡o 1a representación de Weil, llN c1e C

Demostraclón: Se veriflca sin mayor dificultad que fll
1I

a

aserción con IN , sea f e Kcr (t'A) , eÍri:onccs

Ip^(nIro)(t) = | nt.t nltri ts-1,t1=12)o""*,1

l\Nltl;, , y ,; dejan esl¿ble a Kcr(P") P.¡ra vñríticrr la
Lt)

f I ') -i-' 2riL ls 'Re(s 'w)-. ,2. - .x= -it I A(s) lsL' I " "'t(w,Llsl-)Jwd^s
))
C, C

tt ' 2rluFetsw) -. 2 ,x- -it I I n(s) sl'e- '"' (w,rlst-)Llw d s

))
c* 0

tl
= -it I I n(=) .'"ttRe(z)r1r=-1,tlu]2)a, a*= , (1)J]

c* c



i\ir.r r.r C.bido a .lue

c): i steJl cr)n:i L ¿tr Lcs

cada LIA Íijo,

ce a S@2 t

A,B y c

stimaciones

I= | r(w,tls
l
0

f pertene

positivas,

valen las e

rR' ) , tenerros .Jue

, ta le s que par:a

siguientes:

1 
21 

I clrv

I

', I Í(zs-1,, = 
2)rt,

s-J
0

I

A

l
c

para todo s € ctI , .1,
l + lwl*

-1 .)
I ! !z¡ 

-,.!-1-= 
r-]-l

-2
cls .: B tlv

I
I

l
c

I "=

l" l.r

C* ---;tl"
l.

, 4 -"
lsl

oe

t

l

.l 
,1

denp o cLemo s cainbiar eI orpara todo z

inLegración,

r'\rlltr))(t)

L

I

C

€

v

c

porl

ueqo en (1)

o tanto:

¡.(s)ls 2e2ili r t'r{e lz) f lzs-I,tl, 2 
)clxsclz

I
0'

- -'. I

l
c

. ,¡¡ i t llt:,!(z),., ,,, 
I
C,.

-t ) )/ (y)t(y -,tlzl-lvL-)d"ydz = o

Finalmente xer (PA )

por ser el núcleo de

cs un subes¡raci o cerrado

iin.1 ;-ri) i icacrón c:t¡ntf t:u¿¡.

de S6'2 rn')

Q.E.D.
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Teorema 3. 2. La representación de i^leil (S @2 , m') , nN)

define una acción por paso al cuociente en eI espacio §A ,

A € (c')A \ (n*)A

Demostraci6n: Según fema 3.1, es posj.ble definir en el espa-

cio cuoclentc §n , ,.,. accjón quc denoLarer,os lA y está dc-

finida por:

donde f denota a 1a clase de f e SB,2 ,n") mddulo
-. ._4. \¡Ker(P") . Se verÍfica fácilmente que e1 par (Sl,.l") es una

representación de G

Q.[.D.

Otra realización de la representación t§rf ,ñAl

Sea 0 , SA - S(A)

(s e G) ,

definido po::

- _1 
^+(f) = e '(P"(f))

donde 0-1 está definido en Ia demostración a 1a proposición

3.1. Asl según e1 lema 3.1. 0 establece un .isomorfismo de

espacios vectoriales topol6gicos de §A sobre -S (A) , hecho

gue nos permlte trasladar Ia acción ñA al espacio S (A)

l)cr)otarcmos l)ur llA a la acciórr iA Lraslaclacla a -S (A)

s egún (r
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'l'corcma J.l. i,¡s

equivafentes para

Demos traci6n: La

i)

ii)

rr.I rls, ,l,rci,,l ,, (ti : 
)

cada I e (c')^ \ (R")A

(-s (A).nA) son

representación ill , cstá definida por

nt=*"ñ|"0-i

Q.E.D.

Definición 3.2. Llamaremos serie discreta (de repr:esentacio

cle 1as reprenes) de G , al conjunto de tipos de isomorfla

sentaciolres (-s (¡r),1;ri) , (A e (ct)A \ (R')A )

Teorema 3.4. Moclelos reducidos para la serie djscreta.

sea r\ e (c: )^ \ (rnt )A Entonces la corrcsponclcncia

(l : f - f (1,.) , de -S (il) sobrc -s (R') , cst.iblecc un jso -

morfismo de la representación (S(tr).1[) sobre la rep]:esen -

tacrón (s (n'; .r,r"t¡ , deti.nida por J.as fórmu.Ias siguientes

par;r tocla f . -S (lRx ) ,

ph
a

Ph'

)(f ) (t) = aA (a) f (ta-)

- 1 ',a _ I

{ r(L) - r "l(1, ) t

T

(a e ntx) ,

(r € R') ,

olotrt (t) = "iobtr(t) ,iii ) (b e .rR) ,
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i ) ,.fittJ - it | ^IL'4])e\Z r,')'l {t r')r)=

I

Demos tración: Scgún teorema 3.3.,

lti- : .1 . i; " t-t , l,ar:a troilo q € G

Además secJún 1a ¡:roposición 3. l-. ,

0 : f » f (1,')

establece un isomorfismo de espacios vectoriales topológicos

de S(A) sobre S@') Por lo tanto

A _l A -l(0 " n:.0 -)(f) -,-i0 -(f))(1,')
g9

para todo ge G,ytodo f € -SfiRx) Entonces se verifica

sencilfamcnl-c

_1
o') (l)(.r l"(o '(f ))(r,')q9

Para to.1o t) € G , f € -S mix )

Q.E.D.

Teorema 3.5. Las representac iones (sB'),pA) , A € tc )At fia')A

se cxti cnclc-.n ¡ror clcr.rsi clacl o L2 (llt''. ) , (lomo rcprcscntacioncs

unitarias y conlfnuas.
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Demostraci6n: La uniL.ariedad, se c'lcduce trivialmente para

(i). (

por Io tanto Para cr.ralquier f ,g É -S ffi'") :

t,..,-r,,) ,-- -; I rt(t ) I u2""Po(zt'-l (.)o,t z 21Jzd.,

RC

A

= ( P* (r) 's )

^l* r rl_l APor lo Larto [t;] - l";] 
- , y oueda Jemostrado oue o, es

unltario. La continuidacl de .La representación pA . =. d.educe

de Ia continuidad c1e la representación l-lN . de Ia contlnuidad

de PA \ J, l- ¡scrción

i ) y (j ji) . Para (iv) tenemos que par:a cacla f € -S @)') ,

.t
.l-rrr, rr) - -i-. | .-z"ltn" (') !.(r) r(t\z12)az,-l

C

i

fr

- -i 2¡ rxR. (z I)
I i y,.Z 'l.r¿ -,c-""'\ \" ' (x z 'lr(i).izdx
ll
Jlt C

I

= -i lx e2r ixRe (') r-(.r) f (x I z i 
2 )11*)¿ra*tl

M,C

oA"pA:pA"uL para todo g€G's s

Q.E.D.
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§ 4. Serie principal de G

Espacios S (cr.B)

,^
Sean cx,É € 0R ) , definamos S(ci,B) , como eI espacio de

todas las tuncrones complejas f definidas sobre m-i l3 ,

e indefinidamente diferenciables en d l3 , y tales que

(1) f (rx,sy,t) = cr (r)B (s)f (x,y,trs)

para todo (x,y,t) .d)3, rlO, sla;

(2) para croLr (x.y) f i¡o en R . lR , Ia 'unción t(x,Y,')

pertenece a -s ffix )

Otra realizac.i6n de 1os espacios S (cr, fl) es Ia siguiente

Proposición 4.1. Para cada cr,g e d)A , exisle blyección

Iineal de S (o.,6) sobre S d )

Demostración: Para cada f € S(o,B) , sea

f)(f ) (t) = f (1,1,t)

Entonces fi es biyección lineal, con inversa

Ír-1(h) (x,y,t) = u(x)fr(y)h(xvt) , (h G soRx))

Q.E.D.
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Topologfa par:a S (o, B)

según la propos ici6n

-S m' I sobre S (cr, B )

(fn) en S (cr, t',) es

es convergente a cero

4.1. f) transporta fa

. Por 1o tanto diremos

convergente a cero sf
en SG, )

topologfa de

que una suce s ión

v sólo si ll (f )_n

Teorema 4.L. La apllcación l) establece un isomorfismo de

de S(,.,") soore Sm )espacios vectoriaf es topológicos

Definjción de la serie principal.

Los espacios S (cl ,B) , provistos cle una acción por definir,

son los espacios que constituyen la serie prlncipai de G

AI igual que en Ia serie discreta, Ios espacios S(c¿,8) no

son subespacros de S m2 , R ) Si n enüargo .J a representa -
ción de we.i] (S 6'2 " ni'' ) ,IH) , def ine por paso ar cuociente

una acc.ión en S (o, c )

Definición 4. 1 Para cada
,A

o,,f, c (lR ), def inamos

_1 _'l,-'(.) t.-r (s) f (r,s,t,u)dxrdxst
1

l
xlR

p"'ij(r) (t) =

para todo f e 562 xntx¡ , ytodo tlO

Proposición 4.2. Para cada ci,B € m" )A , Lu aplicación

po't' , es l1¡eal contÍnua de S (Ln2 ... lR') sobre S (R4 )

]R
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^ _2Pertenece a sUR )¿

te posltiva tal que

t

lpn'ts(r) (r) l< |-)
).i

]R X]R

Demostración: Según lema 3.1. del Capltulo f, Ia función

1t(x1 ,x),tt_ _ )' * si x"x" I 0 , L I O

'^7^2 ^l^z L z

sj x: x} = A , t I 0

]O(xr,xr,t) ldxldx2 . M-------7"-j dxr dx"
" -'L 

2

luego 1a Íntegrat que define nq'B(f) (t) es uniformemente

converqente para todo t € Rx y toda función f per:tenecien-

te a S@2 , R') . Además para todo { entero positivo, olO ,

pertenece a S 62 * p'¡ , luego se deduce que

es uniformementc convergente para todo t I 0 Por 10 tanto

p*'" (f) (t) es lndefinidamente diferenciable como función de

t Por otro lado para Lodo m,l enteros positivos, las fun-
ciones

B.*) . y por Io tanto existe M constan-

I
I

l
B.t, R'

t.,

] 
,i*(xl,x2,t) dxtdx2

1¡ xlR

^{'(*t,"2,t) t-' t"'D; I (x 
1 ,x 2,L)
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(xr.xr,t)

pertenecen a S m2
no dependen de L I

rl* oÍ(po,B(r))(r)

Y

l=ol(r,o,,,,))(L), I
iL L ' - ltl*

0iporlo

de po'B

1i, , Dtt(xt,x/,t)
t-

* lRtt ) , por 1o tanto exrsten
tales que

I
llmI'II lLi. I liri.(x1,x2,L) dxldx2 M

J"
R,,R,

M ai L1e

tanto p'x' B

se demuestra

la continuidad.le !.l 
/'

sigrl nre rdl(t : r.-:

iol,r ix'x,tl ldxrdx, < ll

(f) . -s (tr )

dc malera s i mi I¿r ¿r la

" La s.Jbreyectividad
_)l- E \ f lR,"l r.r ,...' ' . ) I tU"

I

l
R xni

¡rara toclo t

La cont i rruicl

demost]:ac:iórl

se deducc dc:

F,'rlR'

I

ad

de

1a

sea finito y distinto de

s'Sm ) , Ia 'unci6n

Q (x, ,xI t) =

cero. lln t oncc s para cua lquier

1

' , \1tx.xr)q(rxrx \ , j-r nin. r 0, I I O

si xrx, -- A , L I A



perl-enece a -S (n12 ,, p" ¡ , 1, se comprueba trivialmente que:

pt"B(,i,)(t) - q (t)

Lema .:1 .1. l).:rra cada rl.,:r € m )4, cl espaci., Ker(p', )

un subrrs¡r;rc1o estable bajo la reprascntación de lrrerl de

asoarad¿i .rl r::;tracio cuailrático rtn2,H)

Q.E.D.

ES

Dcmos1r¡rciírn: Se verifica fácifmcnte la aserción para los ope-

'f;'r o nXn

]a asercÍón con .llH , sea f € Ker(Pü'[t])

I lc(rxFsv)-. ,x ,xI e r(x,yf trs)dxdyd rd s
l ,)

.111

_ _Flr,ralor e s t. ,
J]

iL

Para veri fi car

entorlces:

o"'ÉrnX(r))(t) =
_tl _ -1\r) ,sl,ll"t').r ',s '.Lrs)e^rd^s

I
RtrR2

lrl
2n I *triB(s) (rs)

l
lll xlR

Sean rx = u1 ¡ sy=u2.entonces

rrl"lilLll(r))(L)
w

i

I
I

'2

]R

t
I

)

R'rRt

r{
2tt

o" (r)B (s)
it (u. ru )

r" J.l ,s n2, L rs )J.-r..rurdx.r-dxs

54
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-tlri2¡
)

ni2

(

tt
¿1¡

)

It2

it (r-rr+u, ) i¿(r)Fts)l(r'
I
x B.x

-i 't ,t
Itr,,s l ,tr:)l rC"sdu-ou^rt2

R,

it(u.,+ur)
e . - cr(ul)lj(u2) _1 _1

0 (y1) r' (vr) t (y i,y 2',tu ¡2y rv r)

dxy,dxy, <1u,du,

Q.E.D,

(sB2 m ).lH) de-

I
R* r, R'

=0

Tec rcnra 4.2. L¿r

fine una acc ión

(o,g e @ )^).

Demr¡straci ón:

repr:e se nta c j ón de tr{L:i l

por paso al cuoci.nt c, -s-(r,6

cio -s ^u,11
la

i,,,g

Según lema 4.1.

acción ñ", 13 
.

I til = rLll (il
s

, es posible

definida por

(s e c)

en el e s pac:- o

definri: en el espa-

ti e ! )0,lj

Q.E,D.

Otra r:ealizacr.ón de la representación

sed ¡ , § S(0,t) , dc.Lin.do por
(lt I 1-

Entonces según 1a proposición 4.1.. Q establece un isomor-

fismo de espacios vectoriales topológicos de §,., o sobret) ,1,

-s(o,B)

--^,ó(s ^,rL*'")0r ll

1 
-1 

d a

ó(f) = \¿ - (P-'1' (f ) )
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Teor:ema 4.3. El isomorfismo 0 de -§u,g sobrc -S(a,B)

Lras lrdr la rcción io'B a S (o, 0 t

Denotaremos por (S (u , ts ) ,lto'B ) a lil representaci6n que se

obtiene al trasladar 1a acción lo''B a S (c¿, i3) , seqún ó

Ueljn-Lcr ón 4.¿. Llam¡rernos se.r j c prirrciprl (Jc rcpresenuacic-

ncs) 11c G , al coniLlnto de tipos dc i sot¡or:f ía ie 1as reprc-

senta.ioi)es (-S (:l ,¡l ) ,.1' ' ) ' 0.R t1 j- I ,

Teorema 4.4- Modelos reducidos para 1a serie principal.
^ASean ,,6,.fR ), ' / B , ert-oncf-s IJ r-orrcs.ondcncia f, r- f (1,L,.)

de S (cr,B) sobre S ffi,') establece un isomorfismo de Ia re-

presentaclón (S (cr, B ) , no'B ) sobre la representación

(S m') .po'B) , clefinida por las fórmulas siguientes para todo

f € s 0R')

ne )1) ofl'strt ltt = a o(a)B(a)f (taz) , (a €Bx) ,
a

.-. /. -1ii) ,ií'',rt tL) - rrl-t/'LtLr-'t , (r - tr )

r

i'i .' (:r.tl- cio' -,,,
"r,

(tr € rR)

Dernostració.: De la proposlción 4.1., :l(1)(t) = f (i/1,t)

establece un lsomorfisno de espacios vectoriales lopológicos

cle -S (rt,il ) sobrc -S ffi{t ) , y del tcorema 4.4.,

iv) o$'Btrl (t) -# | "tt(x+v)o(x)P(y)r(txy)clxclv
l

nt2
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n;'" = " i:] t' " ,t-l (para roio 9 € c) . por to ranto

(fi " rr{x'B " n-1) (f) (t) = lo,B(n-1(f)) (t)'s9

Entonces se verifica fáci lmente

,tt , t: _ n.r,i(¡-1(f)):'l 9

irara toclo !I L (j , f '. S ffit'' )

Teorcma 4.5. 1,as representaciones {-s6t"¡,,,d'i:;, se extienden
2*por- o^r:sidad a L- m I , c r.o rel.rCSenta.io-os unit.lrias l

r-'o¡r I I ¡¡ u¡s "

Dernc)stración : 1,a unitariedad se dccluce tirivial mente para (i ) ,
(ii) y (iii ) . En (iv) , tenemos 1r¡ siciuiente:

: 1¡f [ -it (xr'u/tx)
21t 

]

R2

11 (x) !l (u/Lx)t {u) f\¡ ax

ltx+iu/x, (x) ir-1 (x) :t (u) r (u)du ffi

+f .tt".(x)B-1,", 
{ f "'u/'Biu)r{u)au}

]RR

-r t
_ B l(t) i etlt 

l
2

]R

dx
T;T



tl '(t)
{T | .tt* a (x) r,:'t (x) (rr-r)^ (1,/x)

I
]R

dx
l-iT

lueqo:

= g-1(t)t o. B-1. I | 
-1 (r3'rlA (r,/- )l^ (t)

r (f) (t), (f)(t)drww

o.c-1 .l-1(e,.r)n (1/ - )l^ -1 -1 .^rtll r..f'r t .l^1i,,r

¡tl*2 rc-r)^ (L/L) ( f . f )^ ( 1/t- ) d r

I- i i[)trr) (r)t(L)dl (.,,)
)

R,

t

l
R,

I
R*

I
d

-L.l uolitiluiaacf c1e 1a re¡ i:--sentacr'ón se

hecho

r , , J 
" p*, . = p , ' . flHgg

obtiene a partir del

(para todo I € G)

y cic l;r continuiCad de ,La representación I ll

Q.E.D.

5B



S u])onLl amo s f l)ertcneclent

mada de Mellin de f es la
I/\I

F(w; ) - *t*=
I
)

]R

CAPTTULO III. TRANSFOR¡trADA DE ¡IELLTN-.

En este Capftulo definiremos 1a transformada de Me11in

sobre S(R*) y daremos algunas de sus propiedades más impor-

tante s .

§ 1. Transformada de Mellin sobre S(nt")

.., .= r¡ E ln 1l

Observemos que si denotamos Re(w) - 6, Im(w) = y, entonces:

A ¡2 1 r)trw;0) Ir(e"'t,(-'tr (y) I T\(- l_ (-o't ) (y)

 .r (w;.1"I r\.'''',(c tI(y) - I'(e'[_(c'))(y)

dc¡nde F es la transformada de Fourier usual sobr:e lR

Ahol:a recorde mos que para cada c € lR y f c -S (lRx ) Ias
^)2^.funciones "''I,{e') y e-'f_(-e') pe-rLenecen aI espacio

de Schwartz dc 11 . por lo tanto I¿l jntc(lral cluc definc f

59 
ri

a ,S (mx) , entoltccs la tLansfor-
Aunción f definida por

(x) ef (x) dxxgn



60

e s ,rLsol u1-.rnarntc aronvcuq[]rita, y irara c¿ra1a c ar m , 1as f uncio-

nes y*f(c+iy;r.) (¡e i0,1J) , pertenecerr a -S (nR)

nsto nos pcrrlj tc en¡¿¡ci ¿rr el si!u j crrte rcsu.l tarlo (l f , I )

P_ropr-,sición 1.1. Se.r f ¡rcri-enr:r--iL-ntc ¿r -S f Tr ) f rrt ,l.cr:

(a) Para cada c € R ! i. e 10,11 , se tiene f(c + i:;:)

pcrtcnec. a S (lR)

(b) Para ' c' ,0,1i , l.r función ?i',,. 1 cs una iunciarn ent€r-

ra de C en C

Llamar:emos W al espacio de todas Ias funciones 0 que van

de c x { 0,11 en C , que son enteras, en la primera varia -

ble, y tales que para cada c€lR y cada e € {0,11 ,1a

funciór y t- rl, (c + iy; r.) pertcnece a -S (ni) Nuestro objcti-

vo srguiente será definir una topología cn W y fuego esta -

blecer que la transfor.mada de Mellin¿ es un isomorfismo de

espacios vectoriales topológicos de S(R") sobre W .

Pr oposición 1.2- Para 4, € W , 1a inLegral

l

I "l'z 4,(z;t\dz (r e 10,1])i-'
)

Re (z)=c

es absolutamente convergente, y no depende de c .

Demostración: Sean "1_. "2 
y consideremos el rectángulo R ,

de vértices .l*iN, c2+ÍN' c2-lN, cl - iN,

cl. + il.l / enLonces debido a que (]) cs entcra, obtenemos:
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E € {0,1}

Q.E.D.

Te.lrema 1.1. l,'6rrnuLa cle inversión: l'.rra cada Función f pcr-

tenec iente a S(]}i ). vale la id.ntidad:

para cu.rfrluicl- r: a .lii

l)emostraciqll: Sin pérd j cJa cle qenel.a liclaLd, podcmos supóncL quc

I
l"l-'o(w;c) dw = o

)

R

Por otro lado para cada t € lR r c € {0,1}
.f (t + 1?; r. ) € -S (lR) , por lo tanto las integrales

[cz+i N [c2--iN
I lxl-wQ1w;e )dw Y I l"l-'o(w;e )dw
))

cl+iN c2-iN

tienden ¿r cero cuando lti] - * -, Io que implica

-hx ^:(rn; )ow x -w:(w; 
)ow,)

l-tul- l Re.w, 
2

1a 1n teg rac ió rr

I _,, A
x "' :{v.; I dtv ,

l
)

Re (w):c
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es a 1o larqr: c'ie Re (w) - 0 Además suponganos que

E¡rtonces reaLizanio eL cambl'-o cie v¿rriabl.e , = et ,

¡:ror inrrr:r:sión cle Fourier el resultado del teoreflra.

x , 0 . se h¿lce x = -et 7 la Jcrlucción es análcga

teri or -

Corolarro 1. 1. Si

f perteneciente a

f-0,entonces

s(trr )

xr'0

obtenemcs

¡lil eL c¿rso

a la an-

per-

Q.E.D.

f=0 para cualquier

De f i nanos l..i Mel Lin invcrs¿r por:

, 
*'=.1,, 

(x)t,;, (w;, )clw

(|€w. ce lR

liara cualquier !', € W, la lunción a

deduce dcl teorema 1.1.

Corolario 1. 2. Si 0LW,entoncas

transformada de

1l tffi .-lo l
Re (w)=q

0 (x) =

para cualquier

Proposición 1. 3.

tenece a S (¡r')

Demostr:ación: Sc

Io*
¡iw;') = I ix,'son(x)

)

Q. E. D.

'ó (x) d"x

w€c, ¿ € {0,1}
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5 2. Topología para W

La tr.rnsf ot:nr¡r,-ia dc I1e11il cotlro ura l_,ryccción li¡a:ai enLrL-

S (m') y vJ transporta la topo] oqía c1c -S a il Daclo que

.S (rR') cs Lin €tspaci.o nietui zable, car¡icter¡ zarcmos 1a topclo -
9ía cle !{ mCdiante succsiones. Diremos ({uc urra succsión
(. :. h .ot.v!'rJL "tLL. d ; ,1 \r s' , sllu sf Ia -_u -t\ -

Vv
ccsrólr ( l- ) cs convergente a _e cn S (IR ) Asf r:s inncc,1i.¡n

tL- el si(lllla'nte rcsultaclc¡:

'I'corcntil 2.1. l,¿r tra,sforltada de l.1.I1in es ,. isomorf isnto cle

csiracios vccLor1af es 1,oJro1ógicos clc -S (fR ) sr,bre f,j .

!g "!"¡1 2_¿. Identiclad Cc parseval: para toCo f ,g pertene_

cient€s a -S (R" ) , vale i-a i.lenti.lad:

{ 

-u 

r 1 | ^ 
-;-

I t(x)9(x)d^x -' : I r(z;.)§rz;.)dz.
) ' -o )

lR Re (z ) =9

Demostraciórl: Denotemos iror f *(z) v f- {z-) , la transfórma-

da ('le ¡1L. f lllt ale f ) t- r,tsp.r.l lvarr,,trLe¿ e v¿ll u¿-ial.ls eriI

lz,0) , (ckrlcle f-(x) - f-(-x) ). Entonces

A A-
'2,.\ I (: I - (z)

v

A 
^ ^_t(2,0¡ = f ,lz) | f (z\
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+.i, 
1

Re(z)=0

Por lo tanto:

f*-
= f *(xr,t,(x)

1

;

^A-_-f /-. Lt-..\.1,- \z) c (z) dz
/. ,\| (z) q . (z)

_l*-
l

+ f_ (-x)!l_El . /-.\--,-:i u^r \^/ 9 \^/ T;T

i
Re (z ) -0

+ f_

dx
x

! 3, Transformada de MeI1in sol¡rr: -S +

ent.lncc s fa

1a variable

definida por

Q,E,D.

transformada de

. € {0,1J , y por

nte a -S +'
depende de

n f queda

ie

o

to

i
l

l
0

Sca f pe rt,e nec

Meilin ie i,n

1o tanto la iunc:

f iz) =

Dc no t airamo s po t

qr,tr: Van de 0l

da c € lR , la

de Schiv.rrLz iic¡

demostr:ación se

trans f ormacl¿l .ia

!^J , af

en A,

función

lR . Asf

obtiene

MeIIln

x' -L (x)dx (z e c.)

cspacio cle tocl¿rs I as f ¡-Lltr;iones f

alLLa:r sori entcras, y talcs qLic Itara ca-

t l' Í(c + jt) pertenece al espacio

tcncmos lo:: si.tul:€tlttcs hcchos, cuy.l

a parl,ir de lr¡ establecido para l.a

sobre S (lR )



t'r¡ci:eina l. 1 . ( j ) Fórnrula de i.nversr6n: para Lo(io f € S+ ,

va le Ia identiCad

f (x)

(ii) La

espacios

(iii)

para todo

x 'f (z) dz
t{= 2ili 

]

Re(z)=0

i s omo rf l smo de

l{t

establece un

dc S-,. sobre

D,

I
C

da de MeIIi

s t.opo lógic

trans forma

ve-cl"oriale

Il^li
l

Re(z)=0

( z) 'I (z) ¡lz. : f (xl cl (xl 5
-X

peratcnecientes.r

65



CAI'ITULO IV. ALGUNOS I,EMAS DE COMPOS]CION I]E NUCLEOS.

En este Capftulo definiremos los duales topológicos de

S(R*) y W respectivamente. También mostraremos algunos le-

mas técnicos de composición Ce op.eradores definidos sobre eI

dual topológico de tr'l , tales lemas serán utilizados en el

Capítuló V.

§ 1. Espacios S'(Rx) y w'

A los duales topológicos de S(R') y w , los denotaremos

por S'(Rx) y W' respectivamente y los supondremos provis-

tos de la topología débil * Dado que S(Rt) y w son me-

trizables, podemos caracterizar a los funcionales contínuos

sobre S (R') y sobre W respectivamente , por la s.iguiente

proposición.

Proposición 1.1. (a) u pertenece a S'(R") sí y sóIo sí

para toda sucesión (f.,) de S(lR ) que converge a cero, la

sucesión (u,f,.,) converqc a cero-

(b) 0 pertenece a si y sólo sí para toda sucesión

(On) de i{ que converge a cero, 1a sucesión ( o,on) con -

verge a cero.

66



61

A los elemcntos de S' (lR') ], \{' li¡s llanaremos distribucio-

nes sobre S(lR ) y distr:lbuciones sol:re h' rcspcctivamente.

ElempIos:

(1) Cu¿rLquic¡ función f . a-(lR ) , L.1l quc f -g e S(lt'') ,

Ipara todo q E -s(R ) , define una Cistribución sobre :l(B')

que cLenotarerros por Tl , r- está def inida seclún;

para cualciuitr n e -S(n¡) Els claro t{u. ,f es Iinea1- |al:a

probar que cs contf nuo, sca !rn É -S , tal ilue ,J., " 0 cuando

r i @ i erltorrces porque gn cs L.á en -S ( ill ) sÉr ticrre o ue

¡. gr, ( -S para ca<1a ri 1, además i .c1,., - 0 en -S (rR' ) cu¿rnclo

l.or - L.1r to f. r_ 0 e ilitr,

La correspondencia , i l- T f es int-ectiva, por: 1o tanto iden-

i iticaremós l¡l f uncr'ón f cr-,t.¡ l¡¡ ciislribuciírn 'lf , y ¿inrif-a-

remos (Tf ,g) por (f,E).

(2) Para cada lzt'.-) e C 'i ri 0,li , 1a función

x l' >r jzsgn (x)l , (x / rl) , delrric Llna (i istt:ibucióti :robre

S (B') , mediante

I(! ,9) | I(x)q(x)dx

R,

t
i z¡;r¡rr ,,j ) - | l,l'-1,,,¡,, (x)'1 r1 (x)clx ((l e .s(Tl1 ))

l
R):



68

En este el'emplo debemos observar que ( ll'.s.,t,q> = q(z;e \ ;

es decir eI valor de { llzsgnL,g) como funci6n de (z,e)

es igual a la transformada de Mel-f ln de g , evaluada en

(z,e)

LLamaremos camino recto af infinito¡ a cualquler curva contf-

nu¿l c , cr) cl plano complcjo, quc r)o se intersccte consigo

misma y para la cual existe a É lR , de modo que

c(t) = a + it para todo ltl suflcientemente grande.

Lema 1.1. Sea ü una función que satisface:

(i) Para cada u É i0,lJ , Ia función z v, tl) (zi L) es analf-
tjca excepto en ((y^,r) = {z e A/z = x+iy, x enLero, x < rl-o

(ii) para cacla x € lR , L I {0,1} ,

rlm (r + lrl2ll,¡fx + iy;e) = o ,

I v i -*""

o

)=

donde c es un camino recto al infinito que deja a Ia izquier-

da los puntos de t(yo) ,r) . [-ntonces '1,(z; t) - 0 para todo

z e 0'\{ (v ,r) - fo,l-()

rDemostración: Sea t I ( lz;t\Q(z¡t)dz = 0, entonces según

L
eI teorema de la integral de Cauchy se tiene:

perteneciente a W ,

0

(iii) para toda funclón

1[
: I t (z;t).l, lz;,

e=0 
.J

C
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_ltf I t (zi, )t lz;.)dz I r, (-, , j.L;.)t(J I iL;, )dLd _ 0
))
c lRxlo,1l

para todo a :- r , (donde d. es fa medida de conteo en

10,11 ). sc;r 1 intervalo cualquiera <lc lR, y denotemos por
Ao u I l0 y por O1 a I , r1 Ahora uLiljzando el
hecho conocido que asegura fa existencia de una sucesi6n

9r,( ;0) perteneciente a c*(n) , y que converge puntualmente

casl en todas partes hacia Ia función caracterfstica XA de
oAo, se deduce que para cada e e {0,1} fijo, la sucesión

Sn (t,0)4r (a + it; e) converge puntualmente hacia
/!.^\ r/X¡ (t;e ){r(a + at;E) . Entonces debido a que 1a hip6tesis (iii)

o
es cierta en particular para funclones t + g(t;e) que per _

tenezcan a C" (JR) para cada e e {0,1} ; se tiene que la su_

cesión (hr.,) definrda por hr,,(t;e ) = gr] (t;0) , t € lR

r c | 1,0,' . cluc claramente pci:tcnccc 
" cltnl , también satis-

face (iii). Entonces aplicando convergencia domlnadar se tie-
ne:

I(f) 0 = IíIr (-,(a + i t ; r ) 9,, ( L ; 0 ) cl td I
n.*)

Trx{0,1}

I
- | l(a - it;.) a (1.¿)drd.

lo

t- rl (a + it;0)dt
)

I
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bnl t..m r .-, -.-'i-r .. :', x lr..^u.,:..-, ,,,(.,1. l,:io_
' .,.i.1,. , .(lP) ) r_J :ut g (.; r cot ve'Í1, pItu..1.., lrte

casi eir Locl¿i:r oarter ,,u.-r., t.., r',lr,.róar crracLerf stlca:r ¡il- de
t

A1 .L)1,.z ' 
ru i.L.o v, / ,iri.r ei ,. -1.. de .. , crqenct.. ,:o -L -',

ninacla, se cle duce que:

ii(.') 0 - -ír I r - it; ),-,l;Lrrc -L;l o¡lr
x1 lO,l.i I

Luego, cle ( i) l' (2 ) se 1-iene que para cualquier Í , irLtcrva-

lo clc ni ,

y por 1cr tanto ,;, (a + it;r) = 0 para t,: nt t .. e i0,1i
Finalmente, 'Jor extensión analftica se obtienc La aserció¡t

dc l. I em¿1 .

Q.E.D.

esis del lema ante*

stribución e (ti,,,c)

((| € w)

lt
\a 'L;0tdr , \.r l- -L; / rr - 0ll

il

A cada funci6n U que satisfaga las hipót

rior. 1e podemos hacer corresponder una di

sobre W, definida por 'l

Ll
(0(U,c),0) - , ] U(z;t)Q(z;.)dz0l

C
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donde c es un camino recto al infinlto que no intersecta a

l(yo,r) Según el 1ema, para cada c fijo, la corresponden-

cia. 
']-, 

l+ 0 (ú , c) es uno a uno y lineal, Iuego se identif ica

la función r/,, con la distribución 0 (ú,c) sobre W

§ 2. algunos .Lemas de composición de núcl-eos, definidos por

distribuciones sobre W .

Preliminares: A Ias distribuciones 0 sobre t\j , que se

identifican con funciones, 1as denotaremos por 0(z;el

Para cualquler u perteneciente a S'(lR') . denotaremos porl

$ . f. distribuci6n de vl deflnida por

para todo en

( u,rl ) = ( u, ¡1, )

W

Lema 2.1. Sean U aplicaciones lineales contfnuas de

y T' respcctivamente sus tranpucstas-s ( lr') en

tal que

-s (rR'') ,

{0,1} , donde v satisface:z,w €

(i )

c , l,t e

v (z ,w; (' , ' )

excepto en

existe co

cluie r c <

cs un¿r f'unc--i6n a ¡r.r I lt i c¡r

Ios polos I z - w = -n ,

cn <;acla viiriabl c,

(n = 0,L,2,...),

r.v€ 0 fijo y cual-

C

(ii) 0 , tal que para cada
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llm lv(c + iy,w¡.L,e) | . "" (L,e e {0,1})
I v I -+"'

y para cada z e C. fijo y cualquier " i "o

lfm jv(z,c + íy;L,e )l < ." (.!-,t e {0,11)
,y -*-

(iii) para cada (2,.) e C x 10,1j , la función v(2, i.-, )

está definida como distribución de W por

1lr
(v(2, ; t,, )r0( , )) - : I v(z,w¡ L.¿)rl,(w,¿)dw

L=o )

C

donde c es un camino recto af infinito que deja Ios polos

de v(2, ¡e, \ a la derecha, y está a la izquierda de la rec-

ta Re(w) = co .

Sea

A
tr't L'=gn")l (w,1.) = l(z,w;.t,x), (z,w e a, L,t € {0,1})

donde t satisface las condiciones (i), (ii), (iii) y además;

(iv) La función s(yi.(., r ) = t(z,c + Ly;L,t,l v(c + iy,w;{,e )

como funclón de y , definida para todo y , tal que

y I In(v) , v I7m(z) , es rápidamenLe decrecicnte cn el- in-

finito, para cuafquier vafor de c , tal que . 1"o . Enton-

ces para todo z,\N e a. tales que ¡m(w) I Im(z) y

c,t e {0,1i se tiene:
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donde y es

la i zqulerda

es necesario,

la derecha y

cua Lquier carnirro recto ai

ln Re( ) , :d.mís()

de modo c1r:e los polos de

1.rs Ilol os .'1,: v( .w; , i)

|(u' .,'r")( '=q,,'IlA(*,L) - I
J-t)

I
I r(2,.;,,)lv (.r ,r^;i,r)dol'
)

Y

infinito, que quede a

, debe ser curvo, si
t(2, ;e, ) queden a

queden a la i zquierda.

Demostración; Err (1ii)

camino cleg-ido, s iempre

queridas , por 10 tanto

a Io largo de una recta

rio. Además utilizando

el valor de la integral no depende dei
que este satisfaga las hi.p6tesis re -

el valor será el mismo si integramos

conveniente paralela a1 eje rmagina-

I as identidades :

( r'(]l'"srt) ,f> = < tr' (l ]'=s,',t):n,f ¡ =

),f (.,')) ,

para todo en S(ntx) , (z,r-) e c x {0,11 , v

( v (z , . , r. ,

.Z= ( sgn

para todo 4r €,

taf que Re (z)

),0) = (tu'(l '=n,,")lA,OI =

'.,u(ó) ) = tutÍ))^ (2,,)

(z,e) e C x {0,1} Obtenenos para z IW,
,C

o
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- L i . \z,s;r,i , I v( ,w; i,¡,)c (w;r)dwd
i,3 ) )

Re (6)=¿ Re (w)=5

ft= : ] ,r(w;{) I L(z,aiL, j)v(o,w; j,{)dodw
?,1 ) )

lte (w)=b Re (o ) =a

para toda función 0 € W Por otro lado, la función

Ll
Ll (w;.0) = x I t (2,,;,t,j )v(o,w; j,t)do

j _0 
J

Re (o) =a

l(u' " r')(l]'"s.'o)l^ rw;zl = i I . (z,a; ¡,:. j)v(o ,vt; j,t)doj-0 l
Re(6)=¿

(t(u' " T')( 'uqr,t')l/t,o) ' ( l-. 12,.,r,.),(utXl ln I

con b < a < c < Rr:(z), asf podemos aplicar Fubini para de_o

ducir:

(i(u' . t'l( l'"g,',t)ln ,O > =

con i,Z filos, defi¡rc: ura d¡lstr:ibuci ón de l.i' , lror rntc -

qración contrr iunciones de t^i Pori ló tantc:

y dc (iv) sc dcduce cluc cl valor clc csta integral es el mis-

mo a 1o largo de cualquier camlno, de los requeridos por el

lema, siempre que Im(z) I Im(v¡)

Q.E.D.
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Lema 2 .2 . Sea F aplicación Irneal \,: contf nua de -S (I] ) en

S (lRt) y F' su transpuesta. Además supongamos
aItE'(Ll'sgn')1" = w(z;c)ev(1 - z,e) , (z,e ) €0 x t0,1J, y

w(z;x) es una función analltica en z , excepto para

z = 0, -L, -2 Entonces va.Ie 1a identidad entre distri-

buc iones

t(r" " E') (l l'=gr-,t) lA = ,(z;c)w ll - z;e)ev(z.e)

para todo z I A, !7, 12 , ...

Demostración: Sea t|l € W, entonces se verifica:

rr rül l^ (z; c) = ( L l'.s.",r tül I

- ( (F'( i'sg,-',t'¡)A,ql I = w(z;t-)t¿(7 - z;t\

por 1o tanto:

(l(I" . r")(ll"s,,')l^,,.1,r - (L'(ll'r,1r,'1,1'fll I

- w (z;e I (r (ü) )A (r - z;) = w(z;e )w (L - z;e\i(z¡e)

= w lz; c)w(1 - z¡ t)\e¡tr2, e ) ,0)

para cualquier ,1, € W

Q.E.D.
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Lema 2.3. -qean E,U aplicarciones lineales y contfnuas de

S (lRt) en S (R') , y F',U' las respectivas transpuestas.

Suponer quc

.A
lf' ,ll"s.ln )l - w(2.; )ev(7 - z, )

(z,t) e 0 x {0.1} , donde v satisface las condiciones (i),

(ii), (iii) def fema 2.7., y w verifica:

(i) z t+ \n(z;.) es una función analltica para cada

L € {0.11 , excepto en los potos z = A, -1, -2

(ii) para cada z,s,t,.L fijos. 1as funciones

y t+ v(z,c + iy;¿,1)w(c + iy;r) , donde yl 7 tn(z)

y F, w(c +iy;¡1)w(c + iy,s;t,l) , donde ]yI I .l m(s)

son rápidamente decrecientes en el inflnito, para cualquier

valor de c que sea menor o igual - "o . Entonces

(a) ltu' . l-' . U ' ) ( | I 
z 

s o r ' ) lA ( 
= ; , I -

donde y es cualquier camino recto af infinjto, situado a la

izquierda dc Ia recta dc lle(u) - co y curvo de modo que los

1l
= t I u{z,o; r, j)w(o; j)v(1 -o,s;j,!)da

r-0 l
1



'tl

polos de o l-'w(o; j) queden a la izc.luicrcla y ]os poi.os c1e

a l- v(z,oiat) )v(1-o,s;i,Z) queden a 1a clerecha con s y z

elegidos de nodo tat que ningún polo de w(o;j) coincida con

a1gún ¡rolo cre v(z,o¡e , j)v(1 - o,sij,L)

(b) l (r'' " u' . F') (] '=gr,t) J^ 1n,l¡ =

- w(z;1)v(1 - z,L-o;r..,t)w (1-o;i.)

para todo z,t: c §. tales que z I t-n , a I tn , n entero.

Demostración: (a) Sea z e Q , tal que Re(z) co , entonces

para cualquier f en -S (R') se iÍe.re según el e jemplo N. 2,

párrafo 5 1.;

.A , A A Al.lr I :; ll'r -s'n rl ,l r' (:.; )'r1 - z; t

EnLonces para i--ualourer ii pert€necient_c ¿,r W.

(t(u' . F' . u')( l'"s,',t)ln,.|> = (u,(]L'=grrt) .F(u(l)) )

I

i ] " \z , o ; , , i ) I F ( u ( (vl ll^(o;¡rcro

Iie (o;='

=, | " 
(z,c; ;t, j)w(o; j)tu(;)ln (r - o,j)do

j)
Re (o) =a

tt
- f : I v\2, ;.,-rw( ;ir I vrt-o,si),t)4 rs;()clsdj{ ) )

Re (o)=a Re (s)-b
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donde a<b<c

posible cambiar

=)
!,)

define una distribución de
ne s de Id , tenemos :

[(u' . F' .

I
Re(o)=a

y Iuego (a) se

cl igicrrclo s ),

do.

Para demos tr.:r r

o ' Re(z) y a + b / r,2,
el orden de integración, y

(lIu' . F' o u ' J ( ] ] 
zs 

9n 
e 

¡ I ^ . ,1, I =

IYr\5''L/ 
.J "(z,o;e,i)w(6;J)v11-o,s,i,z)dods

Re(o)=a

y debido a clue -[a

(s;1) t-+ v (a.o; r,, I )w (o; j ) v (1_o,s ; j t.(_) d.o

..., cr\j J- fesulta

ob tcnemos :

t
)

Re(s)=b

funciólr:

. I
i)

Re (o)=a

)

por 1n tegraci ón contra func i o_

u') ( li'.sr,t)i^ (",{) =

v (z , o; e , j )w ( o; j ) v ( 1-o, s; L I ) do

c.l cn un ci a-

deduce por e1 teorema de Cauchy,
z cn I ¡r forma (l.uc cs c>: r gi cla ¡ro::

(l¡), observemr:s fo siguicntc:

o u' " rt,) ( I I'=9.,t¡14,6 ¡ =
( [tt'
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t
- w(z;L) ) | v(L-2,ó;e ,j)w(o;j)0(1-o; j)do

j)
Re(q¡=¿

I
= w(2,.) i I v(l-2,1-o;t.-,j)vt (1-oi:)q(¡,; j)<10jl

Re (o)=a-1

de donde se deduce la aserción (b) .

Q.E.D.

d J. -[spacios S: y W'

Los funcionales lineales y contfnuos sobre S* y sobre W*

respectivamente. se caracterizan por la siguiente proposición:

Proposición 3.1. (a) u pertenece a Si sf y sóIo sf para

toda sucesión (fn) de S* , gue sea convergente a cero, la

sucesión ( u,fr.,) converge a cero.

(b) 0 pertenece a I{i sí y sóIo sf para toda sucesión

(+n) de W+ , que sea convergente a cero, la sucesión

( 0,i]]n) es convergente a cero.

Demost r:c i6.],,: l,s cvr,rcrrlL, Lrcl-i'i,, .r ¡rLC \, / w. son cspJ-

cÍos metr:izables.

Q.E.D.
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Los Iemas (2.1), (2.2\ y (2-3) se reformutan en Wi de fa ma-

nera obvia, recordando que 1as funciones de W* no dependen

de la variable e € {0,L} , y toda función rf., pertenciente

a W se proyecta sobre W* según 1a correspondencia

0 f- 0( ;o)

Defjnjremos para cualquier u pcrtenecl ente a -Sj Ia d:lstrr'-
A-Avbuclón u sobre Wu , según la identidad (ü,d): (u,1,) , pa-

ra toda 0 perteneciente a W+ , donde 0 es la tranforma:

da de Mellin inversa de ,1,

T,as distribuciones v sobre W* que se ldentifiquen con fun-

ciones def ir)idas sobre alguna región A de.l. plano complcjo,

las denotaremos por v(z) , (z e A)

nn 1os resultados siguientes omitiremos las demostraciones de-

bido a que son los lemas anáIogos a }os lemas 2.I., 2.2. y 2.3.

Lema 3.1. Sean U,T aplicaciones lineales y contfnuas sobre

-St . y T' respectivamente sus trar.lspuc-st"ls , tn I es ¡Jue

-AIu'r ;-1 1r¡ - v(z,w)

-AIr' ( )"1 (w) = L(z,w)

donde v y t satisfacen fas hipótesis del lema 2.1.

Entonce s

Irt' . r'r (r l')ln r,r) - | trr, )v(o,w)do
)

v



do¡de 'i .rs Ltir carirro recto al inlirito ilue vcrrj aica las ht -

1.6' .,*.r. I t l-

Ler¡a 3 - 2. Sea Ii' apliczrción line.rl y colrtf nu.t de ,,* en -S+

y sea :ji1 transpucsta, Lal que

IF'( )'lA = , (2,) ev (L - z)

donde la función z ¡- w(z) verifica 1as hipótesis del lema

2.2. . Entonces:

i(¡" . F')( )'ln - \'r(z)w(t - z)e.,r i.,,,)

]-e r.r, l.-1 . SL..r l',U apli.racioncs Iineale:i '), coDtínuas cie -Sf

cn .S+ , ], F' , Ll' ]as respectiv...s transpuest-as. Sea

-^It'( )-1" (s) = vrz,s)

lr'( l'¡n = r (z)ev(z\ ,

donde v y w satisfacen las hipótesis del lema 2.3.. Enton-

ces:

clonde y es un camino r:ecto al infinito que satisface 1as con-

cli.ciones del Lema 2. 3.

(b) |(F' . U' f ')( )-l ( I - w(z)v(J-z,L- )v([-,1

(a) I (u' ,, r' " u')( )'lA (=) .- [ v(2,,,)w(,r)v(i- ,,,s)do
)

Y



CAf ITULO V. LIIlriS NC CLASICOS I)Alii\ .Lir,. l'UNCIOT\- GAl.lMti,

En este Capítulo demostraremos algunos lemas no clási -
cos para la función gamma que se deducen a partir de los mode

los reduciclos para Ia scrie discrcta cle CL+(2,m) y de 1os

modefos reducidos para Ia serie principal de GL(2,fR)

1" Funci6n fo

Preliminares.

(i) Los modelos reducidos para 1a serie discreta de

GL+ (2, Ii) están constitulclos por {S*, ol )

(A e (cx)^ \ (m')A) . donde pA está definldo sobre 1os gene -

radores hu , la I Cl) h' , r: .' 0 , ,b y w según e1

teorema 3,4. del Capftulo II.

\ii) Dn.ot:rr,'nr s lor (S','l ) .r j. r.\I r^s( L.rr-ión r-onl.J -

gredÍente de la representación {S*,nA) , donde 'pA

está definida por:

,'nlt"l,r) - (u,r,A-1(r) ),

para todo u e S* r f e -S+, g € G

82



(iii) Denotarenos por g (z,rc,)

q(z,m) : ("íz,t /2 * ,mu'iz, ,/2 
) nl (L z)

'¿-¿r(L * Y) r(r + Il-,1)

par.r t odc)

2 m + 2n

entero y z

-n, con t-)

complejo distÍnto

entero pós t tj vo.

de 2+m)-2n,

(i-¡) Definj remos la función I'C , por

f*(z.m) = g(z,m)f (z)

con en (iii)

(i) t'ol rt )')ln
a

como

Proposición 1. 1. Sea

l€ lR, Ír6 zZ\i0]

A (w) = l, ] 
t^.t* ars (w)

. Entonces:

= u*1 | ul2'-ixe, qr,¡

\4/€C ¿

(a € Rr)

(z*w)t- (z-w) 
[b- 

(z-w).i (z-w\ r /2

* O- 
(z-w) 

"-í(z-w)t/2,

(ii) 1
2ri'

- ., I 
^ -1 )L w 7 wl

(iii ) [,pA( ( )')]^

beR'

12n 1- 
(22- í't ¡

I n(22- rl,m) ev (itr-z+1)

z

(n

complejo di stinto

e TJ)

de 2 + m + 2n i 2 - m + 2n , -t ,

B3
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Demostración: (i) Para cualquier S pertenecjente a W+ ,

se tiene:

- L 2z-iA- a al q\z)

-L 22-i ),.- ¡ -lol - (cv(z),r)

_.+-.^,(ii) Sea b;, 0 , y sea v.(t) - e 't.'' , con ¡, ', O ,

o € lR. Entonces para cada e > 0 , r. pertenece a S_i , y

para cualquier 0 perteneciente a W+ , la sucesión

, 'olo,,r.l ,ü,

I --1 -i\ -1 V -')I x- 'l¿l -'a'S(a'x)dx
)

0

^vI,,V.'ol rr,),,r. - I .-'(rb?rr'lLrü-1,:(L)dt
bl

0

f+- .+ i@

"1. i u-r(ibnr rLi{-l I ,-r, (w)dwdl
'"') )

0 -i-

converge hacia

A i^ V,'rl r( )lo),a) , curndo , 0l por Lrtro lado Le-u.
t)

nemos 1a estimación



B5

I
1

^L l'*,-L(ib,rr, )ri, -J I ,-wj(w)dwdr
¿Í! 

) )

o Re (w) =-L/2

I r*-
- ^i- o (w) L "-, 

(ior r ' ),i--w-10j o,
21f 1 I l

Re (w) =-¡12 0

i /-.^_..,\ _/rn_w) -
,p (w) (io - w)e-\ " */(-b¡r I í, ) t'" "dw

1=-2

1
?7i i

Re (w

I1l
;=lztt 

I

)

Sea

entonccs se tienen 1os siguientes hcchos:

(l) tl ('rr rJt-I z' i( - t) ti\l/2 't ttJlcr/2lt\

para todo t € R.

(2) Debido a quc para cada (r c Ti , 1a función



es rápidamente decreciente en el infinjto¡ y además

t-lo(-L/2+i(cr*t))l lr tt/z + :.-') elt /2lLl

es integrabfe en lR

(3) La suceslón !re (t) , convet:ge puntualmente hacia

,1)er/2 + i (o-t) )f (L/2 * i")"i (L/2+it)rt /2 ¡:n¡- (1/2+it¡

cuandoe-o+.

Iím
t I '+""

se tiene que

Análogamente, si

Luego, sellún (1) .

t ,r,Ao ( ( )i") ,l ) =

)r (t/z + rt¡ "r 
/ZlLl - \/ 21t

1¿r furrc ión

(2) y tiene para todo b > 0

1
21t i rl (w) f (icr-w)"i (io-w) t /2 ¡r.n, - (icr-w) u,

Re

b<0 deduce que

(r (w) f (io-w) e-i (ítt*w)n /' \o n ) 
- (in-w) u,,'nl rr l'"l,li*b

cste modo, en cualquiera de los casosr

tiene:

(3), se

I
I

J

(vr ) =- 1/2

L
?1T i

, SE

'(

I

I

)
(w)=- L/2Re

De

SC

hr),0 b<0,

86



a1

1[
= # ] 

, (w)r (io-w)z- (io-w) 
t o- (icr-w) 

"i(ia-w\tt 
/2 *

Re (w) =-L/2

(l'r,'l t )'*1",d, ) =
u_

-f)

+ 5- (lo-w) e-i (io.-w)¡/21 
dw

Por lo tanto, para todo b I 0

¡ JJ A['n" (( )'*)1 (w) -
lt_ll

= fi r (irr-w)r- (iu-w)tO- (icr-w) eí(ía-w)t /2 + 5- (i,r-w) 
"-i(ía-w)r 

/21 
,

Y luego (ii) se deduce por prolongación analftica.

(iii) sea v. (t) = e-e r'¿t1-ia+e/2, (r' > 0, u € lR)

Entonces para cada + perteneciente a W*

:i;.., ''rliv,r'ü' =''p*(( )'ur'lr

donde o? =lu 
si b > o 

, b, - i '- si b ' o

* (o si b1o (lol' si b<o



Por otro lado

Sean

v^ /\
F),0) = ( vÉ. rr

!f

88

. 7/2 --Lr/t ctr-r

.ia+e /2e-E ^\/ t

= -i

y según IG-sl

= | (2ia-L),+€ /2) e

h. (t)

. (Q) )

v
e-27ritRe 

(r\ t (r) ó t a ¡ , , 
2 

) drd,

.'- 2n i rcos 0 ,2i¡s.- i),+ t- / ).

'oj t"

0

I

I

.l

0

0

lt+6 t2
V i\-:.,-. /)l(,(t)-'-'-'-l

)
0

i mtr Iel
I
)
0

l2n "o. * l!-l\ 11'I v ']

l27l
i- (2ía-t),+t /2)',t /21 e

l
0

clr -.

- 
ot)

f

d(, ,

d0dt

d0

l2n [ 
+-

'r m(l I

IlI]J
00

120
I=l
0

( 2r ts.

I

I
l2,rlvlt

o- 27r i rcos 0 r )i.¡1- j ), + r. / 2 

"- 
r , 7 ¡L / 2

- (2t,1.- j.),+ e /2\im0

- (2ta-íX+c /2)

-. -rlt2i, - -i, r ,,2)ci (2i'r-it' /¿)lt/2

Entonces existe M>0 tal que

si < t< I

lhL ( r)

t>1

C

SI
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y he (t) converge puntualmente hacia

(27r)- (2i'x-1tr) g(2iu - itr,m)

cuanclo e tiende a O+ (ver definición (iii) en los preli -

minares). Ahora debido a que

1n zalo(L)L 'l , s; o t I

V l,\-irt-.2I
lQ(t)t h (.) t. IL-t

IL\. ¿nl (,trL , 5r L r

se tie ne

/ r i,. - i 1 \
- -ilc (2io" - i¡,m) (2n) \¿aü -''( ev(il - io + 1) '0)

y por 1o tanto:

¡ ¡,, A<l' *' t'-l' ,o) --

- -il'c (2iLr. - i¡,nr) (2Í)-l2i'ri) )t ev(i) - iu + 1) 'ü)

de donde se .ledilce (iii), por cxtcnsjón analftica'

! 2. Algunas identidades para la función fC

En este párrafo mostraremos las identidades para Ia función

f0 , que se obtlenen a partir de las relaciones *2 = h-. '

r*-]VI l^'I'.t"-L / ¿,
Ilm c I .f (L)t n (LlLrl-

rl
'-0 " 

)

0



90

u - ü u., v wuw = h,u wu |, entre los qenerJdores
a+b J b a ^-L -d _¡-r

+de GL^ (R)

)
rrroposición 2.1. La relación w' = h_, , imPlica la identidad

l'c(l + z,m) fn (1 - z,m) - 4r2

Demostración; Según proposici6n 1.1. se tiene

t ' ^ - l) t-i ^\i'. ir r'rl" - -i(2,r) '" ' t 
c\22 | .m)cvll ' i, - z)

l', t( )')l^- -ev(z)t- 
1

Luego / de Ia idenlidad

['r',Az(( )')]n - ¡',,4 (( )z)l^
, h-l

y de1 lema 3,2. , CaPltulo IV, se tiene

ia(22 - itr,m)fo \2 - 2z + i t,m) = 4n2 ,

para todo I € IR. Luego, por extensión analftica tenemos

ln(22 - w,m) fn(2 - 2z + w,m) = 4tt2

Finalmente, cambiando 2z por z y eligiendo w igual a

-1 , sc Ljcllc l¿l identidad.

Q.E.D.
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r(z - w)(a + b,) 
- ('-*) = * [ t (z - a) r(o - w)a\^/-obo-zdo

l
Re (¡)=6

Proposición 2L. Lu refaci6n u.,+b = u¿rub con a y b Posr-

tivos, implica

donde Re (w) < c .-. Re(z)

Demostración: Según la proposiclón 1'1. parte (ii), se tiene:

r' 1.,( rzrlA (w) ;" lz - w) (7rL)-{z-w) r.1 \z-w)tt /2
b

Lueqof aplicando eI fema 3.1. de-L Capftulo IV a ,1 y pl'ua - ub

con a y b positivos. se tiene la aserción de Ia proposi -

caon,

Q.E.D.

CoróLario 2.1.

, 
" 

¡ l* - I | -(w - o)t(o)budor(w)lb-l,J - 2ri .j 
,,-

Re(o)=6

0 < Re(o) < ile (w) , b '0

Demostrac.ión: Elegir a = I en la proposlclón, y reaLízar

los cambios cte variables z - ¡,^t = z' y o - w = o'

Q.E.D.
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tre! ea!.!n 2-3. (Lema d.e Barnes no despler¡acic) '

T,a rcL;Lci íttl r!'u. w = h . .r . t'u " llLLl 11c.1 I¿l i-clcnt-¡-riad

,., -2 lz L+z 2.) -tzan /2
1i' ) - e iO(22, + z3¡m) :o(22,n)

scn(¡(21 + 22+ zr))-lz,+ 22+ z' 
3')

donde c1 carTiinr.l de intagr¿icióil es curvo, de modo que Los poLos

der(zLlr:.\i''zZ*ltC\23-2,n)qucdanaLaizquierdadel
J

camit-to, y 2.,22,23 solr t31es qLie l' z. no str-:a entero
j-l I

Demostr:aciíln: ilecordenlos que para cualr¡ui cr f l)ertencclcnte

a S se tiene p,^ (f) = -f , por lo tanto para cualquj-er
+ 1l

O pertenecl"lrt" . fin Y z e c se tiene

v^v
, ,ol_r,r_rr,r_r,( )'),ü¡ - - ,' ,l),.r,-,_r(( )z) ,.})

Por otro 1ac1o, segútt Ia Proposición 1.1. se tjene:

¡ ,,,1_r ( ( )')l^ (.) = l' (z - t¡)n-í(z-tt) "i{z-tt)r 
/2

,+lco
, I -i,,t .2,.

;* I f (zL + o)1'lz, + o)lo(23 - 20,m)e " 2 -do
--)

_i@

t'r,fat( )")l^ (o) - f (z - .¡r.-i (z-o) c-i (z-o\1( /2
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l-
t'or{{ )')l = 'a(22 - i))ev(l - (z - ir))

',\,\^luego l: , 1,. y n" satisfacen Ias hipótcsis del ¡ema" '--r 'ur
3.3. Capítulo IV, Por 10 tanto, a pártir de 1a r.elación

wulw = h ,u .wu . se tiene la identidad:

-l lo|_, " 'p* " ', t_.,, )'ln= t r,o,l " 'r1,_, ,-lt r t"tn,

la cual junto con la identidad

f(1 -z) =.e.1#1 il, , (z/0,ir,!2,...\

lmplican Ia aserci6n propuesta.

Q.Ii.D.

§ 3. Función l.-
IR

Deflnición: Definiremos la función f- por

(zr / 2) =0

en (ztt ,/2)

z comple jo clr'stinto de 0 , -L, -2 , . . .

En este párrafo se demostrarán las identidades para la función

f* que se obtienen a partir de las relaciones (iii) , (vi.i)

( zl (z) cos

r*(z.e )= ]

Irr,',,, =

si rl

si L
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y (x) entre los generadores de GL(2,fR) .

Denotemos por (S' , ' n" ' u, a 1a representación contragradien-

te de Ia representación (S(B'x), po'6) , con o,B € (nlx) , cL I B

¡¡_g!gl-] ir1_¿-f . sean c (x) = lxl iasgn {x)i ,

, ,ib .k0(x) = lxl-"sgn(x)'- , donde a,b € IR y j,k € {0,1} . Enton-

(.,n ,. 22-La-ib-l- --r,(i) I'rI'' tll'=S"')1" ' itr-- -* '- -ssn(t)r-oev(z;{)
''t

donde z y w son tales quet z- w no sea entero.

(i j) I'0i," {l¡'"g.,{¡l^ (w;i ) = # lR (z-\d;i-¿) lb .- 
(z-w\ ssn(b) i-l

"¡

(iÍi) t)ara todo z conr¡jlejo tal que z - ía y z - íb no

sean enteros , se tiene:

¡',cr'l (ll's,rntllA =w

= # ,'r, (z-la;?-k)f* (z-ib;.(- j)ev(1+ai+ib-z ,j+k-L)

Demostrilción: La demostraci6n de (i) y (iii) es sinlifar a la

demostración de (i) y (ii) de la proposlción l-.1.

La comprobaclón de (iii) se realiza de la manera slguiente:

P.rra cad.r z I A t I c. {0,1j , , * 0 , denotcmos por

e (2, ,() a Ia función
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y para cada f perteneclente a S(Rx) y E>0,sea

F (e_ (l+i (a-c) , , L-j ) ) (t) dt
E

clonde F es Ia transformada de Fourier usuaf sobre lR . Lue-

go, según lG-S.l se tiene:

(1) F(e (1 - 
^, 

,¿))(t) =
L

r (r

r' (I

t

h (r) (a) - + | ."("*))"- (i,r,x l,¡re rib,u-i,k¡o"o.,, ,,, 
)

R2

Entonces para cada s mayor o igual a cero He(f) pertenece

a S(n*) y cuando c es 19ua1 a cero se tiene
,t a-

li" (f) = p;'' (f) Por olro lado para cualquier Q pertenecien-

te a w y cualquier c en lR y I en {0,1i se tlene

v I l*- i^-r L v( ll''.;.r ,',,,, ',, 2,- | lLl' ' r, r, ' , L 1 ' I I 
L 

r I r ( t. r u L,')

- + | .l",.) L | 
- j c 

s.t n ( L ) 
¿ I' ( e. (l+i(b-c), , ¿-kr ) (t).,, 

)

SI+e) | e-i lx+t)r /2 (t-ic ) ().+r) -"i (\+¡)r /2 (t+ie¡- (r+c) 
,

+,-)[ei (\+t)n /'2 1c+i,_) 
( tr+E) +e-i (]'+r')tr /2 (r-i. ) 

- (I+' )l

para todo complejo l restringido a -€. < Re(l) <1-e

L

0
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Aclerná s llm (t
+r 'U

ie )- (I+E ) t*n * i¡rT -tret

Por

de

tanto la expresión deI lado derecho de (1) como función

convergc puntualmente hac ia

\0',.- t ;'tltl 'son'(r)

Ertonc{]s convergcncia dominada ¿ se tiene

I
21t

F (eF (l+i (a-c) . ,¿-j) ) (t)dt =

1o

t

()+1,)
llm (r - If )

.-0'

= 21r

r /'+e
+

-L

i,\r -¡t

, imp 1i ca

aPl

lvló
)

icando

lím
,'-0 '

Iuego

1

2¡r
1'* (ic-ia;.¿-j) I'm (ic-ib;l-k)( ev (ia+ib*ic+l), j+k-{),0 )

esta ú1tima expi:esión es igual a:

{ it=srr{,H. (t) ) 1 (aw{ 1 ¡i""g,r¿))" ,o >

Q.E.D.

Proposición 3.2 . La refación la identidad

fR (z;.()l'R (1 - zi[)
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Demgstración: Según proposici6n 3. l.

t, u,|,, z l.,AI'ril ,(l I-sgn-))'' = ev(2,()tl- r

v

t'o*'U ( l'=snL¡l^ = r (z-..a,t-k)F(z-ib,Z-¡)ev(1+ia+ib-z,j+k-¿)

1donde F(z;{) -; fo.(z)

Entonces F satisface las hipótesis del lema 2.2. CapÍtu1o

fV. Por 1o tanto para todo j,k,l e {0,1} , se tiene:

evtz,i) - i 'o*á" tl )zsgnt ;¡^ =

= F (z-ía,.(-k)tr ( z- ib,l- j )F (l+ia+ib-2, j+k-.1) F (1+i¿+i§-z , j+k-I_\

para todo z compl-ejo, a y b reales tales que z - ia ,

z - ib y 1+ ia + 1b - z sean distintos de un entero. Lo

que impl ica

lF(z,L)F(t-z,t-)12=t

o eq uiva lentcnente

(1) [t'^ {2,{)l'* (2,1.))2 = 4n2

Ahora en cualquiera de 1os casos I = 7 6 f! = 0, se tiene

cluc (1) cs cc1 uiv¿lcnLc ¿r:
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1

)lrtzlt(r - z) sen rzl2 =, ,
7t

pero I (x)f (1 _ x) y sen ?rx toman eI mismo signo para todo
x real y no entero, 1o que implica

f (z)I(f - z)sen rz = r

de donde se obt iene

ln (z,l)fR (1 - z,!) = 21r

Corolario 3.1. La relaciór, ,2 = h_1 impllca

f (z)i'(L - z) = r,
sen (?T z )

Proposición 3.3. La relación ua+b = ,urb con a > 0 ,
b ) 0 imptica

= I'o, (z - wil! - k) (a + b)-(z-w) ,

donde Re (w) . c < tte(z) , l.k. 10,li

0.E.D.

11t
Tia .a^ I I * (z-o ¡ L- j ) I'* (o-w; j-k) aw-obcr-zdol=u I -'

Re(s)=q
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Demostracaón: Según 1a pr rt¡:clsiciíltr 3.1., tenemos

'=)..',lAr*;J) 4n I tz - ,';' - i¡¡'-(z w)
, ' o:;'

y se verif ic:rr¡ 1¿ts hipótesis Cel lc¡m¡L 2 ' I ' rici C'ipíLr.rio IV'

d.e clonde se obtlene la identidad propues i-a '

Q.E.D.

Lflq¡:S] ] ,_1. (l,ema c1c ijar:nes despleqado) '

La relaciíttt wulw = 1.-1.-ltt,-, rm¡rli c't l'1 iclont,iclad

11.. t'jR (21+z;i)i n (zr+z;,1 ) n{ 
(r3-r; j) I A,; 

(24-ziiJdz

frR (z !+ z.); 0 ) i' ra (, 2*, 3, 0 ) i'* ( z, "t zn ; 0 ) l o-, 
(z 

r+ z n ; 0 )

fR 'l ") r-.n

donde el camino de integración de -ioÓ a +i"" es curvo' de

modo que los polos de 1'* (zt + zi)\ f* ('l- + z;)\ quedan a 1a

izquiercla y los polos de l'* (2, - z;j\ f* ('4 - z;i) a Ia de-

recha para cualquier j € {0,1} ' Y '1, '2, '3' '4 son ta-

Ies que zL't 22 * .3 n ,4 ¿lebe ser tlistinto de 1 + 4k '

3 + 4k ¡ para cualquler k entero, además los polos de

fr* (rl + z; j)\'n(2, + z¡j\ no deben coincidir con los polos

de i-* (2, - zij) I'* (zn - z¡j)

1.
-i

i@
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Demostración: Debido a que para cada x en lR la función

y t 1'(x + iy) es rápldamente dec.reciente en el infinlto

(ver le-¡¡-o-Tl, s,- tieno:

llm (1 + lol2)lt'{, n iy¡ lt'1x + íy)lo"/2lvl = o

lv l*-

por Io tanto existe M mayor que cero que depende solamente

de x tal que

ir (* * iv) lir(x + iy) llcos((x + íy\r /zl : --A-,--- ,1+ lvl-

Por otro Iado, se conocen las transformadas de MelLin de

'o*'crll'=s.'t) 'oi'É1ll'=s.,¿t y 'oX:? (1l,'=gnL) , además
't¡ I I'

debido a que 'ru'{' es una representaci6n, se tiene que la

relación (x) entre 1os generadores es respetada por ' pt¿' ll

Por Io tanto se satisfacen las hipótesis del fema 2.3. de1

Capltulo IV. ¡'inalmente, Ia identidad propuesta se deduce

utilizando Ia identidad funcional por Ia función l* enun-

ciada en Ia proposici6n 3.2.

Q.E.D.



APENDICE I]I]L CAP]TULO II

Lema A.1. Sea f perteneciente a S(IR2 ,n') y b / O

nlttonces:

| ( -1
| ."op(*)r(*,r)ax - ;-!-o, ] '--'to 

-Q{'t 
,o-r{r)(x,r)dx

I u J w-
*2 rR2

Demostración: Definamos para cada c > 0 , la suceslón

,l!r",tl =

-c tbx.t -r ltxrl -, t
CC

o-,:N 
(x) 

"-r-t2

si Q = tl

si Q = N

Entonces ,i : pertenece a r.1 62 rr, ¡ para cada r : 0 .

Dcnotcmos por .ibQ a l.a función clef inida por 
"it-bQ 

(x) 
¡

luego

Entonces si Q = II , tenemos que:

i,Q f.ibQ 4,Q) (*,r) = c(r,o) [ "ttu(x'v)cibtQ(v) .no(y,t)dy
j

R2

101
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H JbH FI.l!s (e QL)(x,t)
rtB..(x,v) ibtll (r')--ti " .. ',, J./- l.L I2¡r 

l
*2

-1-1tr) H (xl
e

r lr
l L+ s2

. .-1 , .-1aExlsb -€ | s E-x2 lb
ee - -E lt I

CIS. E

Ad ema s

_1
r. x- sil

Iee
-1-. ='-*rLb -

1ím
+r '0 I + s2

_1
ó.- v lh

1- -----2

irxrsb-1
v )I + s-

,La)1 + s-

por lo tanto aplicando convergencia domlnada tenemos

tfm llll
a-0+ 

w
r.ibH ,¡!) ir, t)

-1
e-itb 

-Fl (x)
= -- r f6T-

f+@1I ;.= ds

1

e-irb 
-H (x)

= 

-T6I-
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Ahora si

ltN
w

Q=N

(" b^. 
óf )(x,t)

?,. -r t- - rte I"
itB^, (x,y) ibtN (r')

'" e A'" (y, t) dy
I

-it"- tt2 e-N 
(ty2 ) /e-:.bt 

"-xtz

), esta úl tim.r cxpr:esiót't

e-ibt

converge puntualmente hacia

e-itN (y)/b
, c ua ndo t iende <r ce ro .

o lado, de Ia unitariedad de tl! , tert"*o=
v7

Por

(1)

otr

I
R2

"ibtQ 
(x) 

O? t*,tl f (x,t)dx
L

I

I !t.'on oa) (",t)rQ-r(r) (x.t)dx
lw

lR2

Entonces en e] lado izquir:rdo

¡uibto '"1 ,¡f (x, t) r (x,t)

v

de (1) . tenemos

< lr{x,t) |

:];, "o'n'"r 
o?(x't) r(x't) = "ibtq 

(t) ¡ (r,,t)

Lue qo

I
I eibtQ (x)

l
R2

o! {" , t I f (x , t ) <lx ,



-;+r--1nr..rrfm nQi.'ba ,Yl tx.t) Jra_,(r)(x,r) - t-''" v\'\/ Q ,.) (x,r)
, -o' w ^6¡ 

(b) ,-' ''

por lo tanto la expresión del lado derecho de (1) converge

hacia

104

cuando c - 0+ . Del mismo modo tenemos que

lia (erbo::) (x,t)iiQ_r(r) (x,t) I . mQ lr _.{r) tx,t) |

cuando L tiende a cero. Entonces de (2) y (3) tenemos Ia

aserción de lema.

Q. E. D.

')
I,r<¡pr-rsiciótr A.I. Sc.r I pcrtolrcciclrLc .r -s G(' nr ) . Lrrton-

converge hac r'. a

t

t2) i " 
i ¡to ( * ) f ( *, r ) d x ,

l
R2

f -'¡(3) * I e-jtb'Qt*' ,n-r(t)(x,r)dx
.J r^/

F.2

ce s para tod() b / 0 y a € m , v,rlc

[ .-to.n (v-x)e jatBQ(Y''' 
r,*,.,

)

R2

i,r i¡lt:nt r rl,¡cl

dx-
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_+_ .ir-lt.' {*..y, -itB t ,x'r r o(, , rx,tldn
rrl )] \

')
lR-

Demostración: Según lema A.1., tenemcrs:

Ademá s :

I I rb- 1tg iz= 

't 
j "'" 'o'''nl-r(e-iatB(v'v-E) rQ-E,L)) (z,t)dz

*.2

-tbr 1v-x1 -i:LB!lY'x)
c -- / 'e t(x,L ix -

)
2.

]R

i 
e-ibte(r)"-t"ttte 

l|,v-') 
r(y-z,t)dz :

^2

Por lo tanto:

[ -rat\](y-x) -iatBu(r'x)¡ (x,L)dx

]' 
- e

,n2

U ,_-r.ltB (y,:,-l) -,.,ry-'.,L))(7,L)
w

= e-itB (y,z) 
l.Q (f ) (z - ay,r)
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- 1 | ^in-'ror,ro(b) J - )t-itB(v") lro(r) (z -av,t)dz ,

R2

y reali zando eI cambio de variables z - ay = x , tenemos la
aserción de 1a propos ición.

Q.E.D.
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