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INTRODULC

Er el estudic de las formas cuadréticas sobre un Cuerpo
recido invariantes que miden algunas caracteristicas particulares del
cuerpc F . Una de ellas es la u-invariante, gue es la dimensidn maxima

forma cuadritica anisdtropa de torsidn sobre F . Sin embarge el
xtensiones algebraicas finitas no es conocl -

comportamientoe de u
Go, afin en los casos més simples.
Por lo anterior se propuso el estudioc de un concepto similar conside
- -y _n G owm .
randc los idealsz I (F)} , defiiniendo:
P - /n-.—\\ Yo e 3
w(F) = Minin/ I (F) es libre de torsidn;
o © si tal minimo no existe. Cuandoc F es un cuerpo no real e.8. toda
forma es de reibn, resulta
= 0} .
En

. n,_.
= Minfn/ 1 (F) =

v({F} =
Esta invariante fué introducida por Elman y Lam [ E-L] en 1976.

aquella publicacidn los autores lograron algunos resultados relativos al
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comportamiento de VvV bajo extensiones finitas L Qe F

En particular demostraron:
V(L) < v(F) +[L : F] -1,

gue d& una cota superior a V(L) i esta cota depende del grado de la ex-

tensidn.

Recientemente D. Leep, 1985 (no publicadoc ain) encontré una mejor

2

V(L) < V(F) + [100 [i—“—-i_l + 1,

W

gue aln ecs dependiente del gradc de la extensidn.

En el trabajo [ E-L] los autores conjeturan la existencia de una co-

ta uniforme para v(L)

abrirl

m
()]
it
(0]

paso a estudios de Vv para extensiones trascendentes de F

usando la relacidn debida a Milnor
m m m=1
i = 2] I F T 1 € Fi
(E) =1"F @ﬂ [ [:%(x) (x) € Fl x]

donde W (x) recorre todos los polinomios mdoniccs irreducibles. De modo
que si la conjetura es verdadera se tendria V(F(x)) < V(F) + 2 para

cuerpos no reales.
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Se incluye el Ap&ndice A con los resultades alcanzados por Elman-

Lam y Leep.

Considerando lo anterior nos planteamos el siguiente problema:

"Definir el concepto correspondiente para cuerpos de caracteristica

a partir de formas bilineales o de formas cuadriticas, ya gues en car

Lz definicidn de V para cuerpos de caracteristica 2 pusde hacerse

cte-

ristica 2 ambos conceptos son distintos, pero come se vers es més general

hacerlo sobre formas cuadréticas (Capitulo II, £ 1), en todo caso se in-
cluye el anzlisis correspendiente para laz v-bilineal en el Apéndice E.

En relacidn a las cotas, se logrd demostrar que la conjetura corres
pondiente es verdadera, es decir:

"Si L es extensidn finita de F y ChF = 2 entonces:

V(F) < w(L} < w(F) + 1 ".

Este resultado incluyve una cota inferior para V(L) .

La demostracidn de este resultade se divide en tres casos:
i) Caso 1 extensidn separable de F ,
ii} Caso 1 extensidn puramente inseparable de F , y
iii) Caso general (Capitule II, & 2, & 3, § 4). Adem8s se presentan ejem-

plos gue evidencian que las cotas de W(L)} son dptimas.



Se incluye el Capitulo I con definiciones y resultados fundamentales

acerca de formas bilineales y cuadriticas sobre cuerpos de caracteristica

2.
Los resultados del presente trabaijo refuerzan la confianza en la va-
lidez de la conjetura de Elman y Lam, aungue las herramientas usadas y
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cidn v hacer entendibles lac demcstraciones desarrolliadas en el Capitulo

Se asumen conocidos los principales resultados scobre formas bilinea-
les simftricas, la generacidn del anillo de Witt v sus propiedades mas im

forma especial. Un tratamiento detallado sobre formas cuadriZticas se en-
En § 1, § 2 se presentan definiciones y se enuncian tecremas vV pro-
posiciones cuyas demostraciones se encuentran en las referencias gue alli

. _— - B
se indican; en algunos casos se efectlan breves demostraciones con el ob-

jeto de ilustrar la técnica usada.

En adelante se supone gue los cuerpos son de caracteristica 2.



& 2. Formas Cuadriticas.

2.1. Definiciones. Sea V espacio vectorial de dimensidn finita sobre F

(Ch F=2) .

s}

2.1.1. Se dice que (V,g) es forma cuadr&tica sobre F si q : V =

es tal gue:

i} gf{ox) = o gi{x) YoE€EF, ¥x €V
i) la aplicacidr Dq V ¥ V =+ F definida por bq{x,y) = glx + y) -
- gix) - gly) e=s tal gue {V,bq} es forma bilinezl simétrica.
La forma cuadr@tica se dice no singular si (V,bq} es no singular
e.d. el radical de lV.bc) es {0} .

Un vector no nulec x € V se dice isdiropo

n
L
0
—~
™
ol
It
)
=
fie]

es

anisdtropo si no contiene vectores isdtropos.

gi{x, & x_.) = g, ix. ) + g.(x.} Y e EY W e N .
S 2 i i qd 2 1 17 2 2
Se tiene gue (V_ @ V_,g) es tambifn Fforma cuadritica no singular
q : 75 =
y se escribe g = 4, 4, -

kdemas, si (U,b) es forma bilinesl sim@trica no singular (V,qg)
¥ g b g

es forma cuadritica no singular se define: g' sobre U® V como:

a' : U®V-=>F con g {x®y) = bix,xigly) Vx€E€Uu yE&EV.



Se tiene gue g' es también forma cuadratica no singular y se escri
be g' = b*g .

- §

2.1.3. Sean (V,g) y (V',q') formas cuadraticas no singulares. Se di-

ce gue:
c : (V,q) > (V',qg')

es i1somorfdismo si:
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Cuande g© y ¢ son ilsométricos se escribe g = g' vy 0 se denomina
isometria.
2.1.4. Se define D?iq} = gl /x €V, x #0:r como el conjuntc de

les por la forma cuadritica g

2.2. Bases Simplécticas.

2.2.1. Sea (V,g; forma cuadratice no singular de dimensidn n sobre
F (e.g. d;mFT = n) . Como L_{x,x = gi{x + x}) - g{x) - glx) = 2gi{x) =
= 0 entonces Lk_ &s una forme alternante simétrica nc singular, luege
la dimensidn de {V,k_ ) es par.

Se tiene gue, dado gque ChF = 2 , no existen bases ortogonales gue
permitan diagonalizar las formas cuadr@ticas, pero si existen las llama-

das Bases Simplécticas, gue son del tipo:

2.2.2. {eT,f , € , eee, B ,fm} base de V , n =2m con b (e, ,£.} =
m fa I

= ¥ 1 = .. p H b -rf~ =b g . b {f f“ =0 par
1 para i 1, m q(e:L 3) q(elpe]) Sy J} para



s

i#) vy gle)) =a , qf) =b, i=1, ..., m.

Mediante esta base g, se puede escribir como:

g=la.,b] + ... +la , b} .

i 1 m m
8i X=Xe, +Y I + ... +Xe +YTf €V
I 71 m m m m
entonces
o 2 >
L ) [ .= H 7 - v“‘
g(X) = Z (a.X% + X. Y. +b.¥Y ! .

g i F e 4
3=1

gE®B + B + ...+ =5 X BH para alghn s € 3.
2.4. zicunas Propledades.
2.4.1. Proposicidn. Toda forma cuadritica no singular {V,qg) isbtrops

contiens un plano hiperbdlico.

Demostracién: (V,q) 1isdtropo significa gue existe x € V , no nulo, tal

gue g{x) = 0 ; como g es no singular existe y € V tal gue bc(x;y) #

# 0 . Sin restriccidn podemos asumir que bqu,v) = 1 . Formemos

z =y + g{ylx , entonces:
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g(z) = gly + gly)x) = bq(y,q(y)x‘; - aly) - glg(y)x)

aly) - gly) - q(y)zq(x) =0

v b (%,2) = b (x,y + gly)x}) =b ({x,v) =1

q 9 g
luego g =[0,0] + @' , q' forma cuadritica, por loc tanto g contiene
un planc hiperb&lico H

2.4.2. Teorema (Witt). Si (V,q) es forme cuadritica no singular (respec

tivamente forma bilineal simétrica) entonces (V,g) tiene una descompo-

(V,gq) =s x H + {Vﬁfqa) con s >0

) s .-
(V_.,g_) forma cuadratica anisbtropa (resp.

h

bilineal simétrica

s se denominza Indice de Witt v (V_,g ) parte anisdtropa o nicleo
de g .

Lz demostracidn de este Teorema se pusde encontrar en [Eai‘E Capitu-
ic ITI, § 4.3 y en | 8ch] capitulo I, & 5.8. O

Comc ChF = 2 , en F existe el conjunte &F := {a2 +a/ez € F}

gus es subgrupo aditivo de F , y tiene la siguiente propiedad:
2.4.3. Proposicidn. 8i c € §r entonces [1,a]l =[1,a + ]

Demostracidn: Sea {e,f} base simpléctica de q = [ 1,a] entonces

gle) =1, q(f)y = a vy bq(e,f) =1 . Comoc ¢ €8BF entonces c = u2 + u



Consideremos {e,f + ue}l , claramente es base de g y gfe) = 1

; 2
g{f + ue) = bq{f,ue} + g(f) + glue) =u+a+u =a+c
b {e,f + ue) =b (e,f} + b (e,ue) = 1
g g g
luego g={1,a +¢] . O

nc singulares, entonces
o, = e, s y sblo si ab = cd(fF)
* *

¥ D {g ) "D (g,)) ¢ .

14 2
£ 3. El grupc de Witt W (F) .
3.1. Definiciones. Sean (V,q) v (V',g') formas cuadraticas no singu-
lares, por el Teorema de Witt tenemos

3.1.1. Definicidén. Sean (V,q),(V',q') formas cuadriticas no singulares.

Se dice gque g es eguivalente a g' (se denota g ™~ g'}) si q, es

isométrica a qé e.d.



Claramente la relacidn asi definida es

formar wq(F) el conjunto de las clases de

ticas sobre F .

Similarmente se pusde formar W({F) el

equivalencia de formas bili

3.1.2. Proposicidn. Sean (V_,q.} , (V%,q%)
e R T s 1 i
mas cuadriticas sobre F , se tiens
i) Si g, ~Yg! ¥ g, ™~ g! entonces g, +
3 1 2 e -
ii) g + g~ 0 clase de formas hiperbdlicas

-

simétricas sobre T

de equivalencia

eguivalencia de

conjunte de las
I
i {\Tzrq_z) '
~ 1 -
) q-% - ‘12 H

y se puede

formas cuadrid

clases age

Es obvio usando el Teorema de Witt y la definicidn 3.1.1. [
Esta proposicidn permite definir en W (F) la operacidn +
(&
1 3 — -1 — T 7 Y
[al +1q'] :=[qg + g'] ®la . [q'] €W ()
v se tiene gque W (F) con la operacidn + es grupo abeliano W _(F)
se Grupo de Witt.
3.1.3. Proposicidn. Searn EVJ;b77 . (Vz,bh} v TVl 2 LBl Y fox-
£a 1 P4 i H £ Z
mas bilineales simétricas
i) i b, —Dbl ¥ b, — bl entonces
1 1 2 2
b + b, ~Db' + bl
1 2 1 2
v b b ~ b! b!
- '!® 2 T® 2
ii} b, + b, ~ 0 «clase de las formas hiperb&licas

i 1



iii) sean (U,q) , (U',g') formas cuadriticas no singulares. 5i

b “’b; y g — g' entonces bﬁq “‘b%q’.
i

Esto define en WI(F) 1las siguientes operaciones:

M2s alin, por iii) de 32.1.3. se tiene que wq(P) es W{F)-mbdulo
En adelante se escrikird b (resp g) en lugar de [Db] (resp.

lcl) para referirse a los elementos de W(F) (resp WG’TJ\

3.1.4. BRlgunas propiedades biasicas en W(F) v Wq{?} son

a)l {a;bcz y =Efab 2 2 ec#0 a,b €F

b (a,b?) =¢(a’{1,ab)

o) Si a+b#O0 {a,b? =(a + b{i,ab(a + b))}

d) [a,b] =¢a)[1,ap] = (b [ 1,ab]

e) {1,2 + o] =[1,a2) +[1,0] .

Se demuestran las dos Gltimas relaciones.

Demostracidn: d) g = {a )[1,ab] es el producto de la forma bilineal

¢ ={(a? vy la forma cuadrdtica o = [1,ab] . Sea {u}l 1la base de ¢

e.d. ¢fu,u) =a y 1e,f} 1la base simpléctica de ¢ e.d. o(e} =1

F



C(f) = a , b _(e,f) =1 .
o}

Entonces {u® e , u® £} es base de g peroc no es simpléctica.

. =1
Ccnsideremos entonces e u®e vy £ =a (u@®f) entonces

luego ta¥ln.apl = Lashl .
Demostracidn: e) Sea g =[1,al +[1,b] con {e",fn,eszz} base sim -
4 i
pléctica correspondiente e.d. gle_} = q(ez} =1, gl£) =a , g(£) =
i 1 “Z
=b y b le,,f.}) =b (e £ ) =1 .
g I P £

r a 4
1771 271 2 2

g v ademés gle ) =1, g(f, + £} =a+b, bile £+ £} =1 ;

i } p g 1 1 2
gle, +e, ) =0 g(f.) = b, b (e, +e £ )=1 yv b{(f +f_ ,e + e

| 2 2 g 1 22 g 1 271 2

= 0 1 s o 1 fj iy S e TS T e I s = - @ bl ;e - 3 .
= 0 , 1uvego es5 Dase simplectlca. POor o Tant g -] P v [ Y,Dj} Y

comoc |0,b] es isétropa de dimensidn Z ez hiperbdlica, entonces

3.2. Propiedades funtoriales de W(F) y W_(F) .
iy b §

3.2.1. Veamos el comportamiento de W(F} ¥y Wq(F) bajc extensiones de

cuerpocs.

Sea KX extensidon de F . Si V es un F-espacio vectorizl se puede
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formar: V& _ XK={Zx®X1/XxEV, AE€K} con §(x®A =x&®@ (8))

by

¥ 6,A €K, x €V . Luego si {e,l, S £ en} es F-base de V se tiene

ue 1e. € 1, ..., e € 1} es K-base de V
1 by

Si (V,b) es formas bilineal sim&trica sobre F se define

(V,b) &_ ® := (V ®F K, b® XK) mediante
@ rx® ), vy®38) = Adb(x,y) ¥ x,y €¥, 4,0 €k

asi b& XK es una forma

v sdlc si b también lo es.

Similarmente, si (V,g) es forme cuadritics sobre F , se define
L . Y . S o, o v 3§ 5 T .
(v,a) _ K = (V @»F E,g®K con a®@Xx®A = 2 glx ¥ x €V
I
LA €KX v se tiene que g & K es forma cuadriZtica sobre KX .

l.- [1,2] @k =1{0,0]

i Sea (V,g) forma cuadratica sobre F 8i g® K es isbtropa
scbre K entonces g = (b }-{" ,al + .. con b € FP* . qi forma
cuadratica sobre F .

3.~ Si ({(V,g) es anisdtropa sobre F y g K es hiperbdlica en-

tonces g = b 1,2] donde b es forma bilineal sobre F

Las demostraciones se encuentran en | Bal Capitulo Vv, § 4.2, § 4.8.
] P

Particularmente existe el siguiente resultado:



1

3.2.3. Teorema (Springer). Sea K una extencidn finita de F de grado

impar. Si (V,b) (resp. (V,qg)) es anisbtropa sobre F entonces

(V,b) Q@F K (resp. (V,q) GDF‘ K) es anisdtropa también.

Demostracidn: [L]}, Capitulo viI 2.3. O

3.2.4. Sea K extensidn finita de F . Una traza es una aplicacidn

s + XK*F F-lineal no trivial.

Una propiedad importante es gue si s y t son dos trazas de

en F existe A E€ K, i # 0 tal gque t(a) = s(iq) Vo€ K. (Ver

[ sch] capitulo 2, & 5.1. ... & 5.7.)

Si (V,b) es formz bilineal sobre K se define s, (b) como

m
r
]
"

, (b) eb: VxV~F gue di origen a una forma bilineal sobre

m
*
—
<
o]
"

gue si (V,b) es no singular entonces s_(V,b) es no singular tambi

%V

Similarmente s,(g) = s o g define una forma cuadritica sobre

Algunas propiedades bisicas:

¥
%]
.
w

Sean b,b' formas bilineazles sobre K

~

s,(b+b') =s_(b) +s,(b")

S

s,(n x H)= n+lx: F]l x H

3) Si b =Db' entonces s (b) =s_ (b')
Sean gq,g' formas quadréticas sobre K .

4) s, (@+qg') =s,(q) +s,(q")

5) Si g = g' entonces s*{q) = s*(q‘)

(v,s,{b))}) se llama TRANSFER de (V,b) segln s . Se cumple

B
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Demostracidn: Ver [Ba]_i Capituleo I, & 2.11. ]

Un resultado importante es:

3.2.6. Teorema {Ley de Reciprocidad de Frobenius). Sea (V,b) forma bi-
lineal sobre F y ¢ una forma bilineal (resp. £ cuadritica) sobre

K . 81 s : K— F es unz traza entonces:

ot
[
e
@]
4
o
P
-
[ )8

e

Usandc el Teorema anterior es posible demostrar la siguiente:

3.2.7 Prcposxcxén (Scharlau). Sea F{a) extensidn de grado n sobre
- " 2.
F. & : Fla) = F traza definida por s{1) =1, s{a) =sla} = ... =
n-1 P
= s{o }) = 0 , entonces
.f'['“
n i .
E:-?‘ x W -1-('],1"4(01,) para n = 0(2)
4
i
s, (1 1= ]
[n = %) ‘ _
|[—— x H + (12 para n = 1(2)
L < J
n . i
— X H para n = 0(2)
2
s, {a W= 7
n -1 = a¢5
— x B + {(N(a)? para n = 1(2) .
&




Demostracidn: Ver [L}, Capitulo VvII, § 1.6. 0

3.2.B. La tensorizacidn permite definir:

i : W(F)

K/F

W(K)

b ——3 b@ X

gue es homomorfismo de anilles, e.d.

ol (L. + o) =1 {(b.) + 1 (b))

K/F 1 2 K/F 1 K/F 2

i (b, &b, =i, (b )i (b.)

K /AF 2 K/F ] X /F 2
Similarmente:

i, W (F) ——> W _{K}

SV Q g

g 3 g®K

es homomorflsmo de grupos

i (¢ + g ) = 4 (¢ ) i (o ) Y

},/ff \__r -2 lK.«/F\“I‘ T Y\,/:': \._5,2 T

. . 2
b) 81 K= F(g) , con 0 + O =& entonces
Ker(lK,{F) = W(F)«[1,a] {Prop. 3.2.2).

3.2.9. También se tiene la aplicacibén s, .

Sea s : K> F traza

13



con b———3% s, (b) =8 0¢b ¥ b € W(K)
s, €5 homomorfismo de grupos, e.d.
s, (b, + b)) =s_(b ) + s, (b)) % b_,b, € W(F)
* 7 2 1 *72 1772
Nota: En general s, no es multiplicativa y
S*('\Jf,‘?(‘l}
Para formas cuadriticas se tiene
s %‘K)——-——}W )
* q\ q 7
g % G G S8 % g Vg€&€W (K
y s, €s homomorfismo de grupocs, e.d.
s.{g. +g.}) = s, {a ) + =,{g) ¥ g ,49. ©EW .
e B * 1 * 122 o e g
Por laz Ley de Reciprocidaé de Frobenius si L = F{z) extensidn sim-
ple de gradc ©n 1mpar y s ¥ = F es traza tal gue s{l1) = ;
n-1 "
s(a) = ... = s(¢ ) = 0 entoncss
s_ © lL/T‘ = id ,
luego s ec epiyectiva e ir i €S inyectiva.
- 4 =
AdemZs se cumple:
3.2.10. Proposicidn. Sea L = Fia) extensidn cuadritica separable de
2 i i 3 A g
con o +a=a vy s :L~F traza definida por s(1) =0 , s{o) =

s, @ WK) ——5 W(F)

14
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Entonces la sucesidn

i
0 —> w(F)+[1,a] — Wq(F) ——5&) W (L)

ec exacta.

Demcstracidn: Ver | B2l , Capitulo V,

£ 4.

Formas de Pfister.

4.1. Definiciones.
4.1.17. En W(F) al elemento (1,b? se le denomina 1-forma de Pfister v
en general el producto (1,a, 7{1,a,? ... (7,a ) se llama m-forma de
i 2 m
Pfister y se denota por <&, , ..., a >.
! m
El conjunte I(F} = ib € W(F) /dim (b) es par; forma claramente
un ideal de W(F) , mas afin es un ideal maximal y se verifica facilmente
que W(F) /S . ~z/ . I(F) se llama Ideal Fundamental de W(F)
I{F) — / 2Z
2 partir de I(F) se puede construir l=a es
2 - = B
WEEY 20 Z(F) DX (E) 2D s D T ) D 5y
5 5 P - \// : S &
vy el estudic de los cuocientes I (F) " constituye unc de los gran
+ 2
2 T
des problemas de la Teoriz de Formas Cuadriticas.

4.1.2. Proposicidn.

1-formas de Pfister.

Demostracidn: Como toda forma de

I(F) esta@ generado por las formas

I(F)

15

O

esté generadc aditivamente por las

es de dimensidn par entonces

{a,b? con a,b € g , pero



(a,b) =(1,a? +(1,b?) porgue (1,1)

la Proposicidn. O

. n
4,17.3. Corclarioc. 1 (F)

16

=(1,~1) = 0 luego se cumple

estid generade aditivamente por las n-formas de

Pfister.
Ern W (F) se define la invariante de Arf de la siguiente manera
g
( m \ m
arf(q) = arf! £ [a.,b.]| := £ a,b. (BF)
L B ) 174
1=1 i=1

o
(D
=]
O
0]
1
H
|$)]
0
B
(9}
e
<!
1]
g
105]
Q
&L
)
fu
Ly
b
ot
o
}—_J‘
0
=
>
un
.
L]
>
(o8]
1nY
fnS

M
o
H
o
9]
0
n

r I
I .
W (F) =< 2 (1,2.]1,p.]/a. €7 , b. €TF
Lo i i i il
- =i
Las formas del tipo ﬂ?,a,i P omas {",an »[1,b] en WGfF‘ se llaman n-for
mas de Pfister v se denotan por éia?, ., a ;bl} .
o
5 : I . . =
Claramente tenemos entonces gue 1 Wﬁ{F) es el subgrupo generado
o]
=
por las n-formas de Pfister emn W (F) . Zdemis se tiene la siguiente ca-
g
1

dena de subgrupocs

W (F) DIW (F) D I°W () D ... 2> 1™ (F) D ...
q g q g
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= n i . -
y los cuocientes I W_(F) son objetos de estudio en la Teoria
g n+1
: I” W _(F) ;
g

fir

de Formas Cuadraticas (en cuerpos de caracteristica 2).
4.1.6. Proposicidn. Ker (Arf) = IW _(F) .

Demostracidn:

g
I m
Sea ¢ € Ker(Arf) entonces gq= 2 €a, ?[1,b.] y arf(q) = T »pb.
. o [ 95 1
1i=7 3=
=0 , luege k= Db_ + . +b (fFF) , entonces
i 2 n
g=f<a, [1,b.] + ... +¢a d[1,p] =
i [ m m
={a_Yl1,b.+ ... +b ] +¢a_d[1,p) + ... +¢{a [1,6] =
! 2 m 2 2 ™ ™
pero [1,+ vy} =11,x1 +{1,y] ; entonces
g=f{a ,a, d[1,b ) + ... +¢a ,a Y1,b] € W _(F
= 1772 2 1 ™ g
luego Ker (arf) = IW _(F) . L
4.1.7. Corolario
W (F) o =F 4
g W (F) — /BF
/g
. n . 2
En particular si F es perfectoc {(e.d. F = F ) entonces I(F) =

luege IW (F) = {0} or lo tanto W (F) = E//
qQ P g S’F

{0},



4.2. Formas Multiplicativas.
4.2.1. sea (V,q) forma cuadritica (resp. £. bilineal) sobre F .
= * . B g o < .
Un elemento a € F se llama Norma de Similitud de (V,g) si
(adlg=gqg.
: * 2 S 3 i
Claramente NF(q) = 12 € F /a es norma de similitud de S} es un
subgrupo multiplicative de F* .
Adem&s si 1 € DF(q) entonces NF(q) < DF{q) .
. * _
Se demuestra que D_({(1,a))” = NF({r,a >) vy gue D_([1,a])* =
" *
= N (_f‘,a]), aEF*.
4.2.2. Definicidn. Una forma cuadratieca (V,q) (resp. forma bilineal)
o~ 3 3 P *
se llama multiplicativa sobre F si b (g} = N_{(gq} .
Seglhn esta definicién {(1,a) y [1,a] son formas multiplicativas.

Sedos (e, multipli-

cuadratica

multiplicativa.

cativa
- . . * .
4.2.4. Corolario 1. Si a,, ..., a €E€F entonces €z, ..., 2 ® es
— 1 Il i I
forma multiplicativa.
c " * - ”
A, 2.5. Corglarieg 2. B2 & 4 wocy an e F Yy b £ F entonces
1
<a,, ..., a_;bll es forma multiplicativa.
pueden

y sus Corolarios se

emostraciones del Teorema 4.2.3.

consultar en [ Sch], capitule II, § 10.4.
O
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Ademas se tiene el siguiente resultado:

4.2.6. Teorema. Sea gq forma cuadritica (resp. f£. bilineal) multiplica-

tiva anisdtropa, a € F* y g' =¢(1,a)

Si g' es isdtropa entonces es hiperbSlica.

Demostracidn: Ver [L], Capitulo X § 2.8.

4.2.7. Corclario. Sea g una n-forma de Pfister scbre F , S1 g es

isbtropa entonces es hiperbdlica.



g 9. invariante VvV .

- - < e b = - = -

Elman y Lam [ E-L] definierorn, para un cuerpc F con ChF F Z , no
real,

LSS, ol
V{F) = Minin /I (F) = 0} ,

y V(F} =% cuando I (F) # 0 para todo n .

La conjetura planteads por los autores [E-L] es gque si L es exten-

sidn finita de F entonces

1o primerc gue debemos hacer entonces es definir adecuadamente el

concepto para formas cuadriticas scbre cuerpos de caracteristica 2.

1.1. Definicidn. Sea F cuerpoc con ChF = 2 Se define

gt

V(F) = Min{n/lan{f’) =0

2 ; ' = n .
cuandc existe y VW{(F) = % cuando I W (F) # 0 para todo
a
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Nota: Se puede definir un concepto similar para formas bilineales gque

pierde bkastante informacidn al ignorar las formas cuadriticas, de todas

maneras se incluyen algunos resultados en el Apéndice B.

El resultado principal de nuestrc trabajo ec el siguiente:

—
Lis]
1]
H
31}
H
1]
b
rt
{0
o3
n
I
O\
b
h
o
[ai
-
rt
jal]
m
[}
i
]
H
1
rr
|__.r
(]
ol
M
rj

puramente inseparable de F

3) Para L extension finite cualguiera de F .
En esta parte ademic se dan ejemplos gue realizan las cotas de la

m

o8]
{
S
Y

El primer resultadc es un Lema de gran utilidad, gue permite distri-

n

buir las sumas de un componente bilineal comc suma de cuadr&ticas.
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2.1. Lema. Para a&a,b,c € F con a,b,z2 + b ¥ 0 se cumple en Wq(F)

\ r ac . be |
(1,2 + b) [1,c] = (1,a) 11, - +(1,b) |1, 5
L b 4+ C_l b + C_,a

Demostracibn: Usando propisdades del Capitulo I, & 2.4., desarrollemos

B T < T =
| C—| . . [~ .
={1,c] + la + b, = e [1,c] + e = b! + |by = (*)
L - | L &% 2y L. & % &
= =1 T - =
. . {a + b)c]| ac | r be |
Peroc P T8l = 171, — = |1, —| 4 |1,
| a + b i a + bj L a T o
I c | I ac |
i N |
!arr .5={a/ 11‘._ ‘hi
(. & _?_, [ e s
i = s 7
C ‘ i = bc
v ib - =y =B 1y B
L@+ b L a+b
Luego, reemplazando en {(*) tenemos
i - e r = I
\ 5 ac | [ be | l ac | i
{1,a By [ 1,c] = |1 B + (a) |1 Do+ (2
P =T S © AU S A O | i.ra b %'E.Jl'b! l—ra_i_b[ :
| P | [ — — -
r ac | B c ]
={1,ar {1 = +{1,b) 11 y bl
L"a+p L2+ b

|
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Observacidn: Notemos que si L es extensidn finita separable de F en-

tonces L = F{0) para algin o € L ; sea n =[L : F] v

n-1

2 g
{1,a,0%, ..., I F=bas

4]

de L .

-

- . . .
M2s a(n, como ChF = 2 se sabe gue: Si 4¢., ..., @ |} es

i m
R 2
F-£.i. en 1 entonces iaq, c.., 07} es tambié&n F-L.i. en L (esto
proviene de un hecho m@s general afin: si {o.} es F-£.i. y ChF = p
i
S N
entonces {o.) es F-L.i.)
4
) 2 2{n=1) 4
Por lo tanto {1,o i ow ey G )j es base de 1 sobre F e.d.
2
L=F(a) .
n-1 =
- a ; " . 21
Luego todc elemento £ € L se escribe como E = z 0k con
i
i=0
b. € F , por lo tant
i
_ . s . 2 2(n=-1)

2.2. Corolaric. Sea L =F{g) v B=Db +ba + ... + b o1 con

Beoct st s o 4 = o 4 sl
bg; «v«r b € F entonces para cualguier Y € L tenemos

3¢ el |

con ciertos Y. € L . La suma se hace para aguellcs b, # 0
a3

Demostracidn: Aplicando el Lema 2.1 reiteradamente (1,R) [1,y] se pue-

= s & . 23 :
de descomponer en sumandos del tipo (1,bia 3 {i,yi} con ciertos
21 . - . . .

Y, € L pero {(1,b,a"7) ={1,b,? , luego vale el Corclario.

i 1. x

D
Este resultado nos permite encontrar una familia de generadores de

n

I'w (L) .
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2.3. Corolaric. Sea L extensidn finita separable de F . Entonces para
) m
cualguier m > O Iw
- q

(1,a1> (T,az) e (1,am) [1,¥] con a, EF*, vyEL.

(L) estd generado por formas de Pfister del tipo

Demostracidn: Por induccidn sobre m

Para m = 1 se aplica el Corolario anterior. Supongamos gue
G s 4 5 G . .. -
I WG“F} es generado por {(m-1)-formas de Pfister del tipc indicado, en-
m \ _m=1 - Moo oy 5
tonces I wq(F, = I(F)*I W (F) e.d. I W _(F) estard generadc por for-
c Jd
mas del tipo
(1,a_2 (1,20 ... {1,a Y (1,8 [1,v] con B,YE L
1 Z m-1
pero a (1,8 [1,y] se le aplica el Corolarioc anterior v se llega a las
formas buscadas.
]
—
Este Qltimo resultado puede ser mejoradc aln usande el Sy
Z2.4. Corolaric. Sea L extensidn finita separable de F vy S L F

Demostracidn: S, es homomorfismo de grupes, luego basta analizar su com-

; n S oo i
portamiento en los generadores de I W (L) pero por el Corolario anterio

3
4

los generadores son las formas del tipo < a1, 4§ Wi ar§>[1,Y} vy por Ley

de Reciprocicad de Frobenius, tenemos

s, (< VR an>[‘i,‘y]) =<a.i, an?/s*([‘l,*{]) € I"wq(F}

{0
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Nota: Este Gltimo resultado es conocido para cuerpos de caracteristica
distinta de 2. Su demostracidn se debe a Arason y usa herramientas de
gran poderio. En nuestro caso tenemos el resultadc por medios simples.

Sin embargo, este resultado puede ser mejorado notablemente. En efecto:

2.5. Teorema. Sea L extensidn finita separable y & : L = F una traza.

Para cualguier n > 0 tenemos
s, (I'w_(L)) = I"W_(F) .
g g

Demostracidn: Por el Corolario anterior sblo falta demostrar la epiyecti-

vidad. Debemos destacar que este resultadc no depende de la traza particu

iar elegida (ver Capitulo I, & 2.2.2.)

Consideraremos los siguientes casos:

2

a) si [L:Fl =2 e.a L=F[@ econ o +0=3&a, a€F Debemos

demostrar que [1,b] € Im(s,) para todo b E F

Usando s L=*F con s(o) =1, s(1) =0 vy calculando

2.9 .
s*{{1,11 + )bl | se tiene que:
s, {[1., 00+ %)) =11,1]
e.d. s, es sobre.
b) Si [L : F] es impar. Sea L = F(0) y definames s : L = F con
2 n-1
s(1) =1, s{@) =s@)=...=s(a )=0 donde n=1|[L:F] .

Por la Ley de Reciprocidad de Frobenius si g = [1,b] entonces

I@rew L) y s,(q@L) = s, (1,0l ®L) = s, 1)) [1,0] .



Pero se sabe gue s

Luego
s,(@®1rL) Vg €W (F)
g
e.d. s es sobre.
c) Sea L extensidn galcisiana de F , entonces ci

por b) s,

1 r
sobre , luego asumamos gue | L

Sea H el Z-subgrupc de Sylow de G = Gal(L/F)

jc de E . Tenemos entcnces

S s
1 2
L 2 > F
Sean s, : L * K ; K = F aplicaciones trazas s o s % (

1 2 - - " F !
entonces s = 52 e L *F es traza Dado s, = 52* o g
Y COmo [x : F] es impar e.d £,, €8 eplyectiva, entonces basta demos-
trar que 51* es eplyectivg

Comc H = Gal(L/K) es un 2-grupc entonces existe una cadenz de s
grupos normales H HCH C .CH =1L con !|H }] =2 e.a
(e} } ¥ -1
existe unz cadena de subcuerpo ¥ =xCyx Tg C ¥ =1L tales
- (@ i “ x
gue | K, o1 = y K, = Fix(H.)
i i-1 3. i
Elijames trazas t, : K. =+ K tales gque t = t Ly 9 aww 6 F
3 i i-1 2 r
# 0 e.d. t es traza de L — X .
Como t, = t1* t2* °© ... e t__ vy todos los son epivectivoes
n b

por a), entonces t,

entonces 51*

también lo es. Luego s,

es tambi&n epiyective, peroc si

es sobre.

26

L1y ) = (1) en W(F) . (Ver Capitulo I, 3.2.7)

: F]  es impar
es par.

es epiyectivo
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a) Sea L extensidn finita separable. Elegimos una extensidn finita
N de L tal que N es galoisiana sobre F y s_s t: N> L,
s : L >F +irazas tales gue s o s_j # 0 . Por {(c) (s o s?},k =
=8, 51* es epiyectiva, luego £, debe ser epiyectiva.

Este Gltimo caso concluye la demostracidn del Teorema.

-

Este resultado incduce el siguiente:

Z2.6. Corolario. Sea L extensidn finits separable sobre F

Demostracidn: De la igualdad s (I'w (L)) = 1 WCFF' Se concluye gue si
g
T 3 Oy : . ! ¢ 3 =
V(L) = m e.d. E ﬂC\L, = 0 entonces I W (F) = 0 e.d. VIF) < m ,
luego
V(F)} < v{L)
O
Con el ¢ una cota inferior para

o

(Li 1o cual no esti contempladc en la conjetura para ChF ¥ 2 .

Procedemos ahora a encontrar la cota superior de la desiguzaldagd.

Sea L extensidn finita separable de F entonces L = F(a“) para

alghn © € L . Comc IW (F) estd generadc por las i-formas de Pfister
i} q
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entonces reescribamos:

2 2 2n-3
(l,ay [1,y] =¢r,a) |g, Y& 28 ... (@ +3 )Ff
“ 2 _2n-3
B +al ... @& +a )
ea Yo ) s an-3 - 2 \ 2{n=-1)
Sea vy + &) ... (& 4+ a ):bo"bAa PR N com
] n—1

b, ..., b . &F . Luego estamos en la siguiente situacidn:

" g i X i ¥ g o
O | n- -
(*) 7 b o 1 n=-2

pesicidn en fracciones parcizles e.d.
, , 4 2 “n=1
(*) = b + + — + ..+
n-1 2 Z 2 2 2n-3
a + a o + & a + a
Eofi € FC. 5 wesg Cr . € F . En efecto esto puede reazlizarse porgue el
i Z 1=1 -

procedimiento de descomposicidn en fracciones parciales conduce a un sis-

nante es del tipo Vandermonde por lo gue su valor es 2 (1 + a) donde

r,s son valores positivos dependientes de n , luego es distinto de O

porgue a ¥ 0 v a#F# 1.

Haciendo ¢ = b ] tenemos entonces



dado
}?
e.d.
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n-1 (— c. ]
3 - i
(1,27 [1,y] = (1,a) {1,C0] +.E (1,a) |1, 5 5 .
i=1 o _l
Perc por Lema 2.1. tenemos
i c. | = a2 “T
2 2i=1, | 1 2 f i
(1, + a Yo = (% 0o 1 ;
’ L 217 SR A v 2i-9.1 "
. a | | a ( + a )k
! |
I 2i-1
won b c.a
+ (1 aZl_;) | -
h f L] & - &
2i-1, 2 2i-1
a (oo + & )
T =8 i
= (e }' 2 17|
L & + a i
cue
2
(7 8 £1,17 =244,=1) =@
A 2i-1 2(i-1) |
{1,a ) =41,a ‘a) = (1,a)
Por jlo tanto
n= I c. ]
. . 2 2i- i
¢1,@> [1,9] =¢1,a) [1,e] + Z¢1,0° + 227 |1, —2—
C 4 L, 31—1[
1=1 a |
{1,a’ [ 1,y] estd generado por formas que estin en
I(LY (W _(F) @ K)
. n ;
Por lo anterior los generadores de I Wq(L) se pueden considerar



n-formas de Pfister del tipc < a

7 .. g

a vy
n

c €EF

o

Con esto se ha demostrado el siguiente:

30

,c ]l donde a, EF .
n o i

2.7. Teorema. Sea L extensidn finita separable de F entonces
m+1 . m
I W (L) = (L) (ITw () @L .
[
< - 5 T - m . _rm+‘}_
Agemas: S1i V(F) = m e.d. I W (F) = 0 se tiene que I w (L) =
g a
lo que permite cbtener el siguiente resultado
2.8. Teorema. Sea L extensidn finita separable de F . Entonces
VIF) € u(L) € V(EF) + 1
O
2.9. Nota: Por otra parte es facil probar que si [L : F] = 2 entonces
v(L) = v(F) . s5lo hay gque demostrar que V(L) < v(F) .

Supongamos que I (F) = C , gque L = F(0) extensidn cuadritica se-
parable de F y s : L 7 F +traza con s{1) =0 vy s{ag) = 1 , entonces
para cualguier g m-formas de Pfister sobre L tenemos

T | - = o if o= 0 {Cani +
. (g} EX MG\F; =0 e.d. g & Ker(s,) luego g =g, . L (Capitulo I,
§ 3.2.8). Usandc un resultado de [Bal, (V, 4.14) que permite encontrar
g. m-forma de Pfister scbre F tal gue g = 8 X L se tiene gue

i
. m, m \ "
g =0 dado que I W (F) = 0 esto muestra gque I W (L) = 0 . Por lo tan
B q g -
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V(L) < V(F) .

§ 3. Caso: L extensidn puramente inseparable.

En esta seccidn demostraremos:

3.1. Teoreme. Sea L extensidn finita puramente inseparable de F . En-

toneces:

V(F) = v(L)

Como L es extensidn finita puramente inseparable entonces L ad-

mite una cadena finita de subcuerpos F = F C P‘1 C F2 C ... CF =1
o m
_ — * o2 - < . .
con F. =F. (v al')y , a, € F. , = F. Luego para demostrar el Teo-
i i—-1 i i 3= i-1
rema basta considerar el casc m = 1 e.d. podemos suponer gue
- ! . * *2 g —
L = F( 'v/ L) 7 L € F"\F . Escribamos O =4/ I' . Entonces tenemos:

..., a ;P]] sobre L e

3.2. Lema. Toda n-forma de Pfister g = < aq, s

m

una combinacidn lineal en W (L) de n-formas de Pfister del tipo:

W

- *
(i) K E ; siap asb]] ©Gonn d.; sivi B DET
1 n 1 n

i *
(ll) <&,1; e an—'l'a;b]] con é1: -y an_.lfbe F

Demostracidn: Por induccidn sobre n .

a) Para n=1 e.d. g=¢1,B8Y[1,y] scbre L .

~

Como Y“ + Yy € E)L e.d. 72 =y + 6 para algin 0 € E?L se tie-

ne g=+¢(1,8[1,y] =¢1,8) [1,72] (Capitulo I, 2.4.3) . Ademés si



Y=u+vi con u,vEF

luegoe podemos considerar

Sea £ = a + by . Por Lema

g=(1,a + ba) [1,c]

para ciertos c,,c. € F

32

2
entonces vy = u 4+ va = u2 + vzﬂ €F

g=4¢1,811,e] con c€pFr .

(2.1) tenemos

[ . — 2|
1 =¢1,a) |1, EE} + €(1,ba) iqr EEE? =
L" Bl L B |
={(1,a [1,e.] + (1,ba) [1,:2]
. Como

{1,ba? = {(1,b,b,ba} = (1,b) + (b)) {1,a}

entonces
3
g =4{1,a {7,c1j
luege para n = 1 se

[i1,¢.] +¢(bY (1,0) [1,c.]
-“

~d
“

Pero a su vez <P ,b]] es combinacifn lineal de 1-formas ge Pfister
n

ot

del tipe {(1,a ) [1,d]
n

5 (1,a) [1,¢] . Reemplazandc tenemocs lo
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afirmado por el Lema ya gue

(1,0 {1,a) = <1,a,a,a2> =2 x(1,a) = 0.

.- n
Demostracion (Teorema 3.1). A) Supongamos gue I wq(F) = 0 . Demostrare-
n . - - -~ .

mos gue I wq(L) = {0 tambieén. De acuerdo al Lema 3.2. sb®lc necesitamos
. . . .. n

considerar las formas del tipo (i), (ii) pero comc I WG(P) = 0 entonces

todas las formas del tipo (i) son O.
Consideremos entonces una forma gq = 4&,31, ce., @ ?:b]] del tipo

Sim
(i) Como o =%€a. , ss32 A bl + () <€a , ..., a ibll es suficien-
1 n=1 1 n-1
te demostrar gue cualquier forma < a?, sxeva § an _;b]} representa Q@ so-
i

bre 1 , entonces g seria isdtropa v por ello hiperbdlica sobre F

El hecho gue Ian(F) = 0 implica gque p = < By eeey @ ib]ll re-

- . 3 *
presenta cualguier elementc de F° . Sea ¢ =<a_, ..., a &y

n=1

-

g =11,b] = Fe + Ff con {e,f} base simpléctica, luego p = ¢l 1,b] =

=@ e® ¢ ®Ff . Un vector de p tiene la forma z =xB e + vy ® £

con x,vyE€¢@ L y p(z) =p(x®e+y@®f = z:t(x Be,y®I) +pix ®e)
)

+ ply® £f) = ¢»(>:,y)bc (e, f) + C_ii!.x,x}qo{e) * ¢(y,y)qo(f) = ¢o(x,v) +

(]

+ ¢(x,x) + bdly,y)

Como x,vy € ¢ @ L entonces escribimos

1 X,V € ¢ sobre F
con  x_.X .Y .Y, o

i = + b 4 + X
Luego ¢ (x,x) (b(xo X104 & 4

2 :
y &= = 5
o) ¢(xo,xo) + O ¢(x1,x‘l) (p(xo,ho) +

+ £'¢(x1,x1} . Igualmente ¢(y,y) = (b(Yd;Yo) + £'¢’(y1,}’1) .
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Por lo tanto
P(z) = ¢lx_ ,x) + £¢(x1,x1) + c_b(xc,yo) -~ a[¢(xo,y1) + dix, ,yo)] =
+ b[ﬁb(yo,yo) + ﬁq"a(y“y?)]

= p{xo‘@e + yD@)f) + p(x_l ®e + ¥, )£ +

4 U.[(L{xc,y_j) + c,f.x_j,yo)] .

I
-
W]
(R
s
n
5
!

{1rot ... O) ’ y_l = (O, .« sy O) E-d.

p(x1 Ee+v ®Ff) =1 . Como D representa todos los elementos de F

que x =x 4+ x0, y=y +y0=y tenemos para z = x®e + yLEIf €
o e} ! = . -
Sp XL (z # 0}
[§4 = Oy
P }0,1
donde ¥ _ _  es la primera componente de y . 8i Yy . =0 se tiene gue
0,1 o G
P es isbtropo, luego representz o sobre L . Si y L # 0 entonces
Ol
Y ., &= representado por p sobre F y como p e:s formaz de Ffister
0,1
se tiens gue p representa a O sobre I {(porgue toda forma de Pfister
ec mul (Capitulo I, § 3), luego si y _ € D_(p) entonces
Oyl L
_‘Il o
y. . = B (p)
“o,1 L

n .
Por lo tanto I WG(L) =0 e.d. V(L) < V(F)

B) Supongames gque Ian(L) =0 .

Usaremos el siguiente Lema cuya demostracién se encuentra en el Apén-

dice C.
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3.4. Lema. Sea L = F(a) , B = BEFT .

n
Supcongamos gue I wq(L) = 0 . Entonces

(=8

(1) Toda n-forma de Pfister sobre F es del tipo < E,aj, ee., a : bl

CONlI &_, --., & ;b EF

(11) Toda (n-1)-forma de Pfister sobre F es del tipo

4 21 *
<-b1, ""br ?;Ec I con b, ..., b (1€ EF .
S e 13 n-

Consideremos una n-forma de Pfister scbre F , por Lema 3.4. (i) es-

ta n-Iforma es del tipo g = < ﬁ,ai, ceeroB j;bﬂ . Usandc 3.4.{ii) pode-
5 2
mos escribir g = <§L,a], ee., a LAY
2 2 2

Znalicemos q' = < L L] = [1,£7] + (£ [1,£c°) se=a

ve,,f_,e_,f_; lz base simpléctica entonces basta considerar
I i P4 V4
2 2 2

*x = £ +ce. € g ysetiene g'ix) = [fc" + " =0 ; e.8. ¢ es

i ‘l' *
isbtropa y por ello hiperbdlica. Comc g = S&a,; +.0, @ .2&g' entonces

H 88 Ut -
- 1, & » 3 3 iy -vn-w s 3 ™ e i
g=0 en W (F) . Por lo tanto I'W (F}) = 0 e.d V{F} < V(L]
1 =l -
Esto demuestra el Teorema 3.1.
i

§ 4. Caso L extensidn finita de F .

Finalmente consideremos el caso general e.d. 1  extensidn finita

de F .

Sea Fs la clausura separable de F en L ; e.d. FPCF CL

donde ahora F  es extensidn separable de F vy
s

-
LY
n
L]
M
ot
N
b
n
'y
i
e/
=
=
W
i

mente inseparable de Fq .
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Por el Teorema 2.8. Vv (F) E—v(Fs) < V(F) + 1 y por el Teorema 3.1.

V(L) = w{F ) .
]

Luego V(F) € V(L) = V(F ) < V(F) + 1

O

a) Si consideramos un cuerpo F de caracteristica

ol
<

¥y L una extensidn

cuadratica, por la Nota 2.9. e

et

V se mantiene invariante, luego la
cota inferior de la desiguzldad del Teorema 1.2. se realiza trivial-
mence.

b) Construiremos un cuerpc F vy una extensidn separable 1 de F con
f < Yy - 5 '
L FI =3 y V(L) = v(F) +1

Sea F 1la Z-clausura separable de T _(X) e.d. F no admite exten-
-

siones separables cuadrZticas, claramente entonces 8%?: =F vy

W (F) = 10} e.d. V(F) = 0 .

g
- B . . 3 T % - L5
Comoc el polinomic X + X + € F[ ] es irreducible, sea L = F(RB)
D o s - ' 5

con £ = f + 1 e.d. [1I F] = 3 . Demostraremos gue V(L) = 1 , e.d

Afirmamos que Xf € é?L 3

o
m
Q
rt
H
n
E
o

Al
fn
D
bl
}
[/

1

tirian y ,v.,y. € F
o

con

3 + % 3 { + 8 + = X i
(yo y18 }28 R S yzﬁ ) B e.d
2 3 2 2 )
+ = 0 . + = 7. = .
y ¥, Y, e , Yy * ¥, * ¥, X
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4 2
Esto nos conduce a gue Y + Y + Y =X (*) tiene solucifn en F . De-

mostremos gue esto es imposible. Por comparacidn de grado * nc tiene

solucidn en I}(X) .

Asumamos gue KE(X} C ECF es un subcuerpo tal que * no tiene

solucidn en E . Consideremos E(G) una extensidn cuadritica separable
2 . . . o .
de E; 0 +0a=t€E. Si * tuviera sclucidn en E(a) tendria gue
ser de la forma u + va , u,v &€ E . Luego reemplazandoc en * tenemos
4 2 4 2 4 2 ,
u +u +u+vi +vit+vit=X
4 Z
Y v +v +v=20
3

Perc v + v + 1 =0 no tiene solucidtn en F (luego tampocc tiene

solucién en E C F) . Por lo tanto v = 0 . De ahil sigue entonces
4 2
u +u +u=X en E , lo cual es una contradiccibn.
4 2 , , s oo
Por' lo anterior Y + X + Y = X nc tiene solucidn en F :
- - 7 5 4 o~ S LTV S Ty T Srms D +
por lc tanto Xpo & L . Luegc V(L) > 1 Por Tecrema 2.B8. entonces

]

-
L



Estadc de la conjietura para cuerpos con

Ch i 2 «

Hh
™
s
1]
ju
m
e
0
0
=]

Para cuerpos noc reales se
gue se puede decir gue
(R2) V(F) = Minin /I (F) =
Los resultados alcanzados

(R3) Teorema. Si K es extensidn
entonces V(K) = Vv(F)}

(R4) Teorema. Si K es extensi
tonces V(K) < *° si y sdlo si

es libre de torsidn} & o

',J
)]
pes
L
is]
0

& ue toda forma es
.
por Eiman v Lam son

on finita sobre un cuerpo F
V(F} < % . Ademds si X

38

cuadratica sobre un cuerpo no real

(| E-1] , Teorema 4.3, Corolarios 4.4, 4.5).

no real

. 3
si tal minimo no

en-—

es normal sobre



(IE-L}, Teorema 6.4).

F entonces V(F) < V(K)
En el transcursoc de la demostracidén los autores logran establecer la
cota:
(A5) V(K) € V(F) + [XK : F] - 1.
2 ralz de estos resultadeos los autores se preguntan por la existen -
cia de una cota uniforme para Vv(K} v conjeturan
(B&) V(K} < vw(F) + 1 parz F no real, K extensidon finita de F .
D. Leep en 1985 (trabajo no publicadc alin) plantea la siguiente 11 -
nea
Sea K = Fla} extensidn finita separable de F , [K : F] = r 3
p(x) = 1rrF(Q,x} .
Unza m-forma de Pfister tiene la forma:
<-f (@, f,{a), ..., “£ (@} > , con £ (x) € Hx]
i 2 m i 4
ademis sean
q_:é—f‘{a}’ wnee y BRI (o) 2
i [ m
=< -g (@), +.., —g_(q) >
q2 i ! ' “mo
decimos que q, < g, si al considerar las formas q1,qﬁ con sus compo -
i £ <
nentes ordenados por el gradc en forma creciente, se cumple gue existe al-
=1, ..., m con deg f. < deg g, . Claramente esto define un orden
i i

gin i = ;
entre las m-formas de Pfister y también existe una m-forma de Pfister ani-

sdOtropa minimal.
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El siguiente resultado es fundamental:
entre todas las m-formas de

g una forma minimal

(Ae) lLema (Leep;. Sea
entonces

Pfister anisdtropas scbre KX
2 deg £. < deg £, = T, ewe, = % .
g = i i o
Demostracidn: Supongamos gque existe i tal gue
2 deg £f. > deg £, > deg £, ,
X 1+7 — 1
enteonces, por divisidn euclidiana, existen h,r € F[x] tales gue
he. + £ =r y degr < deg f, . Como deg f, ., < 2 deg £, .
it i1 = i i+1 it
Sea
p o F oy = E “ £, amy o~ F 2
¢ 1" E $—11 i+2” ! m
entonces se tiene gue ©¢< -h, ~£;¢1§> < g . Por minimalidad de
cumple gue $<l—n,—f1,_3> es hiperbdlica luego
% ™ (e _<E =
& ]_};\Cg Fi_L"‘ 2z
Ademis como f. € D {¢<€ -f, _ 2} entonces
i ? L]
hf, € D_{¢<< -£, _2>)
3 K ' +1
e.d. &€ —hf_ ,f +1?> es anisdtropa.
X 2
Como
_f :hf f ;\

1 1+]

¥ %= ¢% -hi, 41

m

mn

is
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(usando la propiedad < a,b® =<3 + b, ab>) entonces

¢<< -r,‘nfi fi+1§’ es anisdtropa pero como deg r < deg fi se tiene

< - >
¢ r'hfifi+1 < g

lo gue es contradictorioc a la minimalidad de g entre las formas anisd-

tropas.

Luego vale el Lema.

Ademé&s Leep realiza las siguientes observaciones, asumiendo que g

es anisdtropa minimal como antes:

a) Toda fi es irreducible.
= [ S
b) geg £ < |7 /2]
i
c) Si los primeros s - 1 lugares de g son elementos de F vy si
asg f =1 entonces deg T >3 .

0n

s+1

Con el Lema y las observaciones anteriores podemos estimar lc siguien

(s+t)-formz de Pfister anisdtropa minimal con a; €EF vy fi polinomio

en @ de grado mavor o igual gue 1 entonces:
a) & < V(F) — 1

b) deg £. > 3 , luego, por el Lema

2
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t~2 ] . t-1 o r .
iuego 32 < [%j g g =i
t < log {I/SI + 1
3
Como
5 T
V(K) < s+t +1<V(F) -1+1logl /3] +2=

(A7) Teorema {Leep). Sea F cuerpo no real, ChF # 2 Si K es exten-
sién finits de F entonces:
fr 1
o ; [k : f]] | P
V{K) < v(F) + log_! = | + 1
— 2, 3 i
0
Este resultado demuestra la validez de la conjetura hasta

e
=
i
Nt
™,
83
v



LEPEND

I

tambiern la v-bilineal de F .
- A P 3 * 2, o - d
{BE.1) Definicion. Sea F

- I -
v. (F) = Min{n /1 (F) = 0}

J. Milnor [ Mil demestrd gque:

(E.2) Teorema.

: } k+
snbonees T £ 06 y I F =0

-

por el comportamiento
posibilidad de gue am

5 en [Mi]). Si el gradc de

Claramente entonces vb(F) =k 4+ 1 ,
3 2
tanto debemos estudiar {[L : 1] cuando

43

w

donde

sobre

2k

F

[

E

L es extensidn de

de
bos

ejem

6 =
1

F .

finir
wb bajo
Ay, ¥ Vv .

¥ b

plos.

k

27 < oo
Por 1lo
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(BE.3) Lema. Si L es extensidn finita de F (ChF = 2) entonces

-

Demostracidn: Sea {u., ..., u } base de L sobre F entonces:

2 2 2 2 . 2 2
LU, s «-=p 1 1 es generadcr de L sobre F porgue s1 w € L enton-
Im

ces w&l , vy
p1E!
w = L x,u, con %, €F
. ii i
i=1
por lo tanto
- m =
< 3 2 2 2 sy .- = [..2 2-
w o= Z x;ul es F -combinacidn de {4, -s+-p O 1 .
def  © * :
Supongamos gue
m -
2z 2 -
2 x.u. =0 ; x EF
- i
i=1
entonces
[ m 52 m
i | -
| 2 x.u.| =0 , e.d. 2 x.u =20
L i7i) . i 4
vi=T 1=
perc iu., ..., u } es F-L.1 entonces x. = 0 i=1, ..., m por lo
- 1 m i
2 2 2 2
tanto {u., ---, un} es F°- £.i. vy por ello base de 1~ sobre F .
E] i 8
. P2 =27
Por lo anterior [L : F} =[1” : F'] pero
25 2y, 2 Z p
[L: F) =[z: 1Mz : F] =[v : Fl{F : F]
N o2 2,
asi [L: 127] =[F : 7]
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Por otra parte en {Ba12 se demuestra:

(B.4) lLemaz {Baeza). Sea L una extensidn algebraica separable de F ,

cuerpc de caracteristica 2. Entonces:

Este resultadoc incluye el casc |L : F} =% , L extensidn separa-

Si 1 es extensidn finita o extensidn algebraica separable de F
entoncss:
(L) = v (F) .
\'b( / \/b\ /
O
o SR e . s PEY G KRR
Ademas como I W (F) es I (F)-mbdulec entonces Vv, (F)} > VW(F)] .
De manera gue podemos hacer las siguientes observacicnes:
a) si Vb(F} = V(F) v L es extensidn finita de F entonces
v{L) = V(F) . Esto se debe a gue V. _  Dermanece invariante y como
vi{L) < vbiL) entonces
v(L) = v (L) = W(F) .
b
b) Si F es cuerpo con vb(F) =m y L es la 2-clausura separable

de F entonces claramente V(L)

i

0 v Vb{L) =m .



c)

de

0O

Se verifica gue Ié
Por lo tanto L = F
, ((

2-clausura separable de

) Y = ee
\b(K, v

Como se ve entonces la

omo sSe desee.

es perfecto e.d.

Fz =

X X ; ...J] tiene V(L)

12
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F luego v(Eﬁ} =1 .

= ; gsea K la

L entonces tenemos el caso:

V{K) = 0 .

diferencia vb(F}

- V(F)

puede ser tan gran-
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APENDTITCE C
Lemas técnicos.
A continuacidn se efectfiz la demostracidn del Lema 2.4. mencionado
en el Capitule II, § 3.
\ i 2 P x . 501 _—
(TS L=Fa) , o =LEerF . si I (L) =0 entonces:
(@]
i) Toda n-forma de Pfister scbre F es del tipo < igaj, ciay B 1;b]]
=~
N *
COIl c.,i,r s ey ar _‘,D\_F .
ii) Toda (n-1)~forma de Pfister scbre F es del tipo
< 3 P 7 211 3 \ — *
=P,y e b e Hl con Bui spwg B € FE 5
i o ul } 1=
Para demostrar estoc necesitamos demostrar el sigulente resultado ge-
neral acerca de formas de Pfister sobre cuerpos de caracteristica 2.
(C.2) Proposicidn. Sea g unz n-forma de Pfister scbre F .
ij Si g contiene una subforma [1,a] , & € F , entonces

;all para ciertos

g~< 2r wees B a

1

*
ceng B, B F .
F ¥ n
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ii} Escribamos g = ¢ 1,b] con ¢ =< b1, e bn§> ={1) + ¢' e.d.
g=1[1,b] + ¢'[1,p] . si £ € F* es representado por ¢'[1,b]
entonces g E'Q,ﬂ,aW, e.., a

1;cﬂ con ciertos c,a1, - an-? e F

Demostracién:

La parte (i) ha sidc demostrada en {Ba}1 Capitulo V en un

contexto mucho més general afin, asi gue omitimos la demostracidm.

i,b_l) fa,p] =]1,p] +

3] entonces

+xy + by ) [1,b] ~[1,b]

tenemos
que
) 2 .
g~[1,b] +(b (x" + xy + by ) [1,0] =[1,b] + <L) [1,p]
- i
=(1,£ [1,B] .
Asumamos ahcra gue n > | Usaremos induccidn respectoc & n . Escri-
bimos ¢ =(1,b,.} ¥ con V¥ =< b2' iiay B 22 Luego ¢' = y' + (b ? ¥
ol 1
g=1[1,0] +¢l1,B] + 1h15 Yl 1,Dp] e.d.
¢'l1,0] =vl1,B] +<(b > 1,0]
si f &€ ¥* es representado por ¢'[1,b] podemos escribir £ = c + b.d
con ¢ representadc por y'l1,b] ¥y & representado por | 1,b] (pode-

) _ Lo . .. _ , =
con alguna (n-2)-forma bilineal de Pfister T , b’ &€ F . Mas aun

1,b] ~y[1,b] . Luego:



{t,ey 1[1,b']
g ~{1,c) {1,b d’

€ 1,00 (1,13,L a’

0
tn

i)

h

ety &
O ; bq(u,v}
0

Como

0 porgue en caso contrario

2 =0,

49

Yl 1,b) + (b1) Y[ 1,b]
+ (b_id) (1,¢) 1[{1,b']

1,b']

1t

~{l,c + b édx,x(c+bad))

-

i

{(ver notacidn ern Capitulo II & 3)

e + y}@f € g . Entonces

Il

Naturalmente podemcs asumir gue

g seria isbtropoc sobre F oy

se pueden encontrar vectcores u_,v, € ¢
I

1
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con bq(u,u‘) =1, bq(v,v1) =1 y (u,u1> 1 (v,v1) . Asi se tiene gue:
i :

(u,uj) + (v,v1) Cg. sea a=g(v), a' = q(vl) , a" = q(u1) . Enton-

ces

e.d. (a) [1,2,] +(al) [1,a ] €q

para algunos a_,a_ € F . Pero a = g(v) es representado por g luego

(a) g=gq y de ahl [1,a,] + (L [1,2,] € @ . En particular [1,a,] C g

1

luego por el Lema (C.2) (i) se tiene g = w11,a,] con VY n-forma bili -

neal ée Pfister. Como g = [

= X i
2 i 1
Usando el Lema (C.2) (ii) concluimos que g =< L,DW, N 1::‘M para
% Gopy
algunos b, , ..., b 1,'::~‘ &€ ¥ Esto demuestra (C.1) (1)
- i n-—1i
Consideremos una (n-1)-forma de Pfister sobre F ,
—~— = b - = = -
c=<a_, ..., 2 1;bjj =¢l1,bl , ¢ = <§aﬁ, vees @& & . Como
- ! h= i n—i
LI ¢ b 0 Y - iy ey
I'w (L) = 0 se tiene gue ‘1,07 g =0 sobre L e.d g representa a
(&
& sobre L . Luego existen x=x +x. 06, y=y_ +y.d«d S g1 tales
L&) i “
gue gi{x Q;e + v ® f) = o . Estc significa

gz Be+y B + Lax, Be+y B =0,
, &

rr
w
@
m
3
et
&
Hh

2. Be+y. @ =1

Con esto se tienen u,v € g tales gue gf(u) + fgivy =0, b (a,v) =1

asi entonces {(u,v} Cag vy
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Cu,v) = [qw) ,Lgv)] = (g(v)? [1,£q(v)2].

- 2, - .
Pero (g(v)) g =g luege [1,£c7] €q donde ¢ = q(v) . Aplicando ahora

(C.2) (1) concluimos que

. ep 2
q—<b1r LA} bn_.];‘e- ]]

€sto concluye la demostracidn de (C: 1Y (34 .
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