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Introduccion

La teoria de formas modulares es un pilar importante en la teoria mod-
erna de numeros y tiene conexion con diversas dreas de las matemaéticas. R.
Langlands, por ejemplo, conecta la teoria de formas modulares con la ar-
itmética de cuerpos numéricos via representaciones de grupos algebraicos.
La conjetura de Taniyama—Weil, por otro lado, relaciona formas modulares
de peso 2 y curvas elipticas. Es precisamente en este tema donde aparecen
ciertas funciones llamadas formas modulares de segundo orden. Esta tesis es
un trabajo sobre algunos aspectos de tales funciones.

Para motivar el estudio de las formas modulares de segundo orden revise-
mos primero algunos conceptos de la teoria de formas modulares y curvas
elipticas.

Sea H={r € C:Im7 >0} y H=HUQU {ico}. El grupo PSL,(Z) =
SLy(Z)/ £ 1 actia sobre H mediante la transformacién:

a b ar+b
(c d)' T — (0.1)

Sea I'g(N) = {(i Z) € SLy(Z) :c= O(modj\’)} para N € N fijo y

denotemos por X, al espacio cociente To(N)\H. Este conjunto tiene la
estructura de una superficie de Riemann compacta.

El espacio de las formas cuspidales de peso 2 para ['g(N) es denotado por
Sa(To(IV)) (ver definicién en seccién 1.1). Las funciones de este espacio se
pueden identificar con diferenciales holomorfos sobre I'o(/V)\IL

Sean o v 3 dos puntos equivalentes en H bajo la accién de To(NV). En-
tonces § = M(«) para algin M € I'y(V). Cualquier camino suave desde o
a 3 en H se proyecta a un camino cerrado en el espacio cociente Xty lo
que determina una clase de homologia en H1(Xry vy, Z). Esta clase depende
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s6lo de a v 8 v no del camino escogido, ya que H es simplemente conexo.
Denotamos esta clase de homologia por {a, 8}.

Reciprocamente, toda clase de homologia v € Hy(Xryvy, Z) puede ser

expresado por {a, 3} para ciertos a, 8 € H. Si f € S2(T'o(V)) entonces f(z)
es una funcién holomorfa y la integral

(o f) = f f(2)dz = / " Hee

estd bien definida. Cualquier funcién v — (v, f) definida sobre T'o(N) para
una f(z) € S2(Ty(N)) dada es llamada un simbolo modular.

En [4] v [5] D. Goldfeld estudia la distribucién de los valores del simbolo
modular (v, f) como una forma de atacar la conjetura de Szpiro. De hecho
en [6] Goldfeld establece una conjetura equivalente que trata sobre el simbo-
lo modular. Aunque no es necesario para lo que sigue, recordamos que la
conjetura de Szpiro afirma lo siguiente: Para una curva eliptica £ sobre Q,

E:y? +ayzy + asy = 2° + ayx’ + agx + ag,

con discriminante minimal A = —b2bg — 8b3 — 2752 + 9bobybs, donde
by = a:f + 4aq,
b4 = 143 —+ 2@41
bs = CL% + 4(15,

bg = a%aﬁ — ai1a3a4 + 4a0ag + agag — (li

y conductor N, definido por el producto finito N = A Hp pf» donde p varia
sobre los primos y f, varia sobre los enteros 0,1y 2+, cond =0sip # 2,3,
existe una constante absoluta k tal que A < N*.

Para estudiar la distribucién de los valores del simbolo modular (v, f)
con f € So(To(N)) Goldfeld introduce la serie

E}rs)= Y. {(%HIm{7), (0.2)

7€l \[o(IV)

donde 'y, = {:l: (é D e Z} es el subgrupo de I'o(NV) que estabiliza a

infinito y



Esta serie es un primer ejemplo de forma modular de segundo orden y es
un caso especial de un tipo de funciones que fueron introducidas con el fin
de que su estudio en profundidad abriera un camino hacia la teoria analitica
del simbolo modular.

Es fécil demostrar que Ej(7, s) satisface la relacion

E}(’Y'r! S) = E;‘(T’ 8) - (7} f)E(T, S)s
donde
E(r,s) = Z (Imvy7)°

€L\ (V)

es 1a serie de Eisenstein no-holomorfa clésica para I'o(N ), la cual converge
absolutamente para todo s € C con Re(s) > 1y tiene el siguiente desarrollo
de Fourier en infinito

E(r,s) =y + @(s)y' ™ + > _ 9(n, s)Ws(n7)

n#0
donde
p(s) = frl/z_..———r(sr_(sﬁ/z).;c‘ZSS(O}O;C)a (0.3)
5] = %|n|s_lzc_255(0,n;c), (0.4)

c>0

I'(s) es la funcién gamma de Euler, W,(r) es una funcién relacionada con
la funcién de Bessel para 7 € C\R y S(m,n; ¢) es la suma de Kloosterman
definida por

S(m’ n; c) = Z 82;;;‘(!“_ acind)

a *
7=( )Erm\PD(N)/Fm
c d

En el trabajo de Ph.D. tesis de C. O’Sullivan [12], encontramos el desar-
rollo de Fourier en infinito de E}(7,s). A saber

Ej(r,s) = &' (s + D ¢ (n, s)Wi(n7)
n#0



donde

&l = Wlfﬂ%@.zc‘%swo,o,ﬂc), (0.5)
c>0
¢ (n,s) = %w—lzc-%s*(o,n,f;c), (0.6)
c>0

v 8*(m,n, f;c) es la suma de Kloosterman generzalizada
S ., frd) = Z o, f>821|—i(’nﬂ-c+nd)

a *
= €l \['o(N)/ T
(c )

Al observar las ecuaciones (0.3), (0.4), (0.5) y (0.6) notamos que la difer-
encia entre los desarrollos de Fourler radica principalmente en la presencia
del simbolo modular dentro de las sumas de Kloosterman.

Motivados por estos resultados desarrollaremos un trabajo andlogo en una
generalizacién holomorfa de la serie (0.2). Més precisamente, consideraremos
las series de Poincaré cldsica (ver seccidn 1.3) y estudiaremos su modificacién
bajo el sifmbolo modular (v, f). Los objetivos principales de esta tesis son:

a) demostrar que tal generalizacién es una forma modular de segundo
orden (seccion (2.3)) y

b) calcular su desarrollo de Fourier en las cispides (seccién (2.4)).

En [4] Goldfeld exhibe el desarrollo de Fourier de tales formas sin de-
mostracién.

Este trabajo estd organizado como sigue:

En el capitulo 1 se introduce el concepto de forma modular y forma
cuspidal sobre I' = SLo(Z). Después se dan ejemplos cldsicos como las series
de Eisenstein y las series de Poincaré. Estas 1ltimas se definen para cada par
de enteros m > 0y k > 2 por

Pm(’i") — Z j(,y,,r)—keQrimqf-r’

AEL\T

donde j(v,7) = (c7+d) yy7 = :f—jg para -y = (CCL be) . Terminamos el capit-

ulo con una generalizacién de los conceptos anteriores para ciertos subgrupos



de SLQ(Z)

El capitulo 2 contiene cuatro secciones. En la primera se define el con-
cepto de simbolo modular {v, f} ¥ se prueban algunas de sus propiedades,
principalmente las que utilizaremos en el desarrollo de las secciones sigu-
ientes. En (2.2) se define lo que es una forma modular de segundo orden. En
(2.3) asociamos a cada par de enteros m > 0, k > 3 y cada forma cuspidal
f(7) de peso 2 sobre el grupo I'' = I'y(NN) la serie

Pf*,m(T) = Z <~/,f>j(n,,71,)wk82mmw.

YET oo \I

Luego probamos que F;,,(7) es una forma modular de segundo orden. Final-
mente en (2.4) damos explicitamente los coeficiente del desarrollo de Fourier
de estas series de Poincaré de segundo orden.



Capitulo 1

Formas modulares

1.1. Formas modulares y formas cuspidales

Sea C=CU {ico} (i.e. el plano complejo con un punto en infinito). Dado

un elemento v = Z) € SLy(R) y un punto 7 € C, definimos
‘ b
Y= :'—j—_d v(ioo) = % = legéoq'ﬂ' (1.:1)

Observacién 1.1. Entonces 7('7“!) =56 Bl = 0,4(i60) =150

Se comprueba ficilmente que (1.1) define una accién de grupo sobre el
conjunto C.

Sea H = {7 € C : Im7 > 0} el semiplano superior complejo. Notamos
que si Im7 > 0 entonces Imvy7 > 0 para todo v € SLy(R), es decir, SLy(R)
preserva a H. De hecho

ar+b m(a7‘—|— b)(ct4+d) _ Im(adr + bcT)
cer+d ler + d|?  er+dJ?

Imvyr =Im

Pero Im{adr + bcT) = (ad — be)lmT = ImT, pues dety = 1. Entonces
(1.2)
Luego el grupo SLs(R) actia sobre el conjunto H mediante la trasforma-
cién (1.1). Cuando un grupo actia sobre un conjunto lo divide en clases de
equivalencia, se dice que dos puntos estdn en la misma clase de equivalencia

si existe un elemento del grupo el cual lleva a uno en el otro. En particular,

1



CAPITULO 1. FORMAS MODULARES

S]

si G es un subgrupo de SLy(Z), diremos que dos puntos son 11, 7 € H son
(G—equivalentes si existe g € G tal que » = g7y.

En adelante I' = SLy(Z). Sea N un entero positivo. Definimos

T(N) = {(i Z) el:a=d=1(modN),b=c= D(modN)} .

Un subgrupo de I' es llamado un subgrupo de congruencia de nivel N si
contiene a I'( V).

Para nuestros propdsitos el subgrupo de congruencia de nivel N més im-
portante es

To(N) = {(2 Z) ETie= O(modN)}.

Sea H = HU QU {ico}. Notar que los puntos Q U {ico} son permutados
por T' transitivamente. Entonces todos los numeros racionales estdn en la
misma clase de I'—equivalencia que {ico}.

SiI” es un subgrupo de I', entonces [ permuta los elementos de QU{ico},
pero en general no transitivamente. Es decir, existe usualmente més de una
clase de I"—equivalencia entre Q U {ioo}. Por una cispide de I entendemos
una clase de I"—equivalencia en Q U {ico}. Por abuso de lenguaje llamamos
también cispide a cualquier representante de una orbita.

Definicién 1.1. La topologic de H se define como sigue. Para 7 € H,
tomamos las vecindades abiertas usuales de T contenido en H. Para la cispide
100, tomamos como una base de vecindades abiertas los conjuntos

Ne={r€H:Imr > C} U {icc} algin C > 0.

Para una cispide T # ico, tomamos como una base de vecindades abiertas
los conjuntos

{el interior de un circulo en H tangente al eje real en 7} U {7}.
Observacién 1.2. Sienviamos H al disco unitario menos el origen mediante
T g = e (1.3)

v el punto i00 € H al origen, entonces Ng es la imagen inversa del disco
abierto de radio e=2™C centrado en el origen.



CAPITULO 1. FORMAS MODULARES 3

En lo que sigue e(w) = ¢*™™ para cualquier w € C.

Usamos el cambio de variable (1.3) de 7 a ¢ para definir lo siguiente. Dada
una funcién f(7) sobre H de periodo 1, decimos que es meromorfa en ico si
puede ser expresada como una serie de potencias en la variable g teniendo a
lo mas una cantidad finita de términos con potencia negativa, i.e., tiene una
expansién de Fourier de la forma

Flr)= Z ane(nt) = Z ang™,
neZ nez

donde a, = 0 para n < 0. Decimos que f(7) es holomorfa en ico si a, = 0
para todo n < 0; y decimos que f(7) se anula en 400 si f(7) es holomor-
fa en ioo v ag = 0. Si f(7) tiene periodo N, entonces usamos la funcion
T+ gy := e(T/N) para enviar HU {ico} al disco unitario abierto. Entonces
expresamos f{7) como una serie en gy.

Sea v € T, sea f(7) una funcién sobre H = HUQ U {ico} con valores en
C, v sea k € Z. Introducimos la notacién f|g[y] para denotar la funcién cuyo
valor en T es

FEONel) = 5(v ) fyr)
donde j(v,7) = (cr + d) para vy = (i 3) el

Observacién 1.3. Notamos que j(v4,7) = j(v,87)7(d, 7), para todo v, 6 €
T. De esto se deduce que f|x[vd] = (flk[¥])|x[d]

Definicién 1.2. Sea f(r) una funcidn holomorfa sobre el semiplano H y sea
k un entero. Diremos que f(7) es una forma modular de peso k sobre I' st

() fleby] = £ pora todo v = (‘; ))er
(ii) f(r) es holomorfa en infinito. Es decir, la serie de Fourier

Hr) = Z ang" donde g = e(T) (1.4)
nezZ
es tal que a, = 0 para todo n < 0
El conjunto de tales funciones es denotado por M(T').

Si ademds ag = 0, es decir, la forma modular se anula en infinito, en-
tonces f(7) es llamada forma cuspidal de peso k para I'. El conjunto de tales
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funciones es denotado por Si(T').

Finalmente, la ezpansidn (1.4) para una forma modular f(T) es llamada
Una g— erpansion.

Observacién 1.4. Notar que en el punto (z) las ecuaciones para los elemen-
o 1 1 B _ 0 ‘_1 - _ -] o
tosTu—(O 1)}5—<1 O)del“sonf(nJrl)—f('r)yf(T)

(—7)* f(7) respectivamente. Estas ecuaciones son equivalentes a la condicién
(4) de la definicién pues 7"y S generan I' (ver [10] pég. 102)

Observacién 1.5. Claramente M(T") es un C—espacio vectorial (con la
suma y el producto usual) v Si(I") es un subespacio. Un teorema importante
de la teorfa muestra que la dimensién de My (T') es finita. Y tanto ésta como
la de S,.(T') son conocidas (ver por ejemplo [10] pag. 117).

1.2. Series de Eisenstein

Un ejemplo clésico de forma modular de peso k para I' es la serie de
Eisenstein definida como sigue.

Definicién 1.3. Sea k un entero mayor a 2. Para 7 € H definimos
1
Gilr) =) '——— L6
(1) Z (mr 4+ n)* (15)

donde la suma es sobre todos los pares de enteros (m,n) distintos a (0,0).

Observacién 1.6. La condicién k > 2 se necesita para asegurar la conver-
gencia absoluta y uniforme en compactos de H y por lo tanto asegura la
holomorficidad de la serie en (1.5).

Se tiene que Gi(7) € My(T') para k > 2 y su g—expansién viene dada
esencialmente por la funcién aritmética ox-1(n) = > 4, d*=1. De hecho se
tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1, Sea k un entero par mayor a 2, y sea 7 € H. Entonces la
forma modular G(7) definida en (1.5) tiene g—expansién

Gulr) =2 (k) (1 - 2r i orcr(m)a”)
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donde {(s) es la funcién zeta de Riemann y los niimeros By, (llamados nimeros
de Bernoulli) estdn definidos por

o0 k
z T
ex——l:ZBkg

k=0

Demostracion. [10] pag 110. _ O

A partir de la proposicién 1.1, es util definir la serie de Fisentein nor-
malizada, que se obtiene al dividir G(7) por la constante 2{(k) en (1.5),

Bylr) = %(k)ek(r) —1- %i Z; e (n)g™ (1.6)

n=

Observacién 1.7. Una manera alternativa de definir la serie de Eisenstein
normalizada es

B)=3 2 toiwy (L7)

mned
(m,n)=1

1.3. Series de Poincaré

Otra construccién de formas modulares en M (I") son las series de Poincaré (que
de hecho es una generalizacién de la anterior). Estas series son un ejemplo
importante ya que ellas generan el espacio de las formas modulares.

Definicién 1.4. Sea T, = {i (é D el:le Z}, k un entero mayor a

2 y m un entero no negativo. La m-€sima serie de Poincaré es
. —k
Poi(r)= > jly.7) ™ e(myr)
YEL A\

Observacién 1.8. Notamos que esta funcidn es una suma sobre represen-
tantes de clases laterales derechas del grupo cociente I',\I'.

La clase lateral derecha en I',,\I" que contiene al elemento v = (Z b) es

d
o (o b\ atlc b+id\
W—Fm(c d>4{i( ! g ).zkz}

! /
4

Luego (i, d’) evysiysdlosic=cd yd=d obienc= - yd=—-d.
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Notar que si m = 0 se tiene

FPox(T Z m_Ek( 7).
(iifz

Se sabe ( ver [9] pdg. 51) que la expansién de Fourier en infinito para la
serie de Poincaré es

Pi(7) = e(mr) +ie Y Y e (ma—w) T(m,n)  (18)

>0 o ,d (mod ¢} e
(e,d)=1
ad=1 (mod ¢)
donde
oo+iy —-m
Te(m,n) :/ (cz)Fe (T — nz) dz
—oo+1iy coz
0 sin<0,m>0
k k-1
27
= _I n Si n > O,Tn = O
ic / T(k)
2m k=
T(—) T n 1(4’“%) sl % O, 5 0
ikc \m

(ver (3] 8.315.1 y 8.412.2) y J,(z) es la funcién de Bessel de orden v definida
por
_ i (_l)l (E)y+2i
i 7 I+ 14wv) \2 )

1.4. Formas modulares para subgrupos de con-
gruencias
La definicién de formas modulares dada en la seccién anterior se puede

extender a ciertos subgrupos de I'. En lo que sigue damos tal definicién y
exhibimos algunos ejemplos.

Definicién 1.5. Sea f(7) una funcion holomorfa sobre H y sea I" C T' un
subgrupo de congruencia de nivel N (i.e., I'(N) C I'V). Sea k € Z. Decimos
que f(T) es una forma modular de peso k sobre T si

(i) flely] = f para todo v €17,

(i) Para cualquier vg € T' ezisten an = an(v) € C tal que f(7)|x[v] =
S anq con a, =0 para todo n < 0, donde gy = € (%)
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|

Una tal forma modular se dice forma cuspidal si ademds ag = 0 para todo
YT

Proposicion 1.2. La condicidn (it) en la definicion anterior depende sdlo de
las clases de TV —egquivalencia de s = yy(ico). Mds precisamente, si y;(icc) =
v'va(ico) para algin ' € I' entonces la potencia mds pequeria de gy que
ocurre en la expansidn de Fourier de fli[n] vy de flk|va] es la misma. Mds
aun, s ésta potencia mds pequena es el término constante, entonces el valor
en qy = 0 es el mismo para fl[n) v flelye] st k es par; si k es impar éste
valor puede cambiar a lo mds de signo.

Demostracion. [10] pag. 126 0

Si f es una funcién holomorfa sobre H invariante bajo |x[v] para todo
¥ el ysis e QU {ico} con s = yg(icc), Yo € I', entonces decimos que
f es holomorfa en la cispide s si f|i[7vo] tiene una expansién de Fourier sin
potencias negativas. La proposicién anterior dice que la holomorficidad en s
no depende de la eleccién de vy, para el cual s = (i00), v de hecho sélo
depende de la clase de ["—equivalencia de s.

Denotamos por Mg (I") al conjunto de formas modulares de peso k sobre
IV y por Si(I") al conjunto de formas cuspidales de peso k sobre I''. Como en
el caso I =T, se puede comprobar que M(I") es un C—espacio vectorial,
tal que si f € Mg, (I') y g € M, (V) entonces fg € My, 4, (1), v que el
espacio vectorial de las formas modulares de peso cero para [ es un cuerpo.
Notamos ademds que si —1 € IV, entonces no existen formas modulares para
[ de peso impar k, pues entonces flx[—1] = —f. También en este caso se
sabe que la dimensién de M (I") sobre C es finita.

Ejemplo 1.1. Sea I'" =T'(N) entonces

Gin(m) = 3 jn (1.9)

FET ATV

es un ejemplo de forma modular para el subgrupo de congruencia I".
([9] pag. 51, 55).

Notamos que sumar sobre v € I'., )\ es equivalente a sumar sobre los
pares de enteros ¢, d relativamente primos tal que ¢ = 0(mod N). Es decir

: e 1 i
Gen(r)= ), jnn™ =5 > (e+d™  (110)
~yel\IY c,deE
(evd)=1
c=0(mod N)



CAPITULO 1. FORMAS MODULARES 8

Ejemplo 1.2. Otro ejemplo de forma modular para un subgrupo de congru-

encia es la serie
PN mi(T) = Z 3y, 7) *e(mr)
LoV

donde IV = I'y(N).

La g—expansién para esta serie es

Prymp(T) = e(mt) + Z e(nr) Z Z

e>0 = a,d(mod c)
e=0(mod N) (c,d)=1
ad=1(mod ¢)

(ma+nd
e ————————
c

) VACRD

re],

donde J.(m,n) estd definido como en (1.8). ([9] pag. 51, 55).



Capitulo 2

Formas modulares de segundo
orden

2.1. Simbolo modular

El principal objetivo de estudio en esta tesis es la serie de Poincaré de
segundo orden. Para definirla se necesita conocer primero el concepto de
simbolo modular.

Definicién 2.1. Sea f(r) una forma cuspidal de peso 2 sobre Io(N) y sea
v € To(N). Se define el simbolo modular (7y, f) como la integral de linea

(1) = / F(2)dz

donde wo € H =HUQU {ico}.

Observacién 2.1. Notar que el hecho que f(7) sea holomorfa en H implica
que la integral es independiente de la curva que une a wgp con ywp. Luego
4+ {7, f) es una funcién bien definida de I'((/V) en C.

Lema 2.1. {v,f) es independiente de w, € H, es decir, f;?gf(z)dz =
J2 f(2)dz para todo wo,wr € H.
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Demostracidn. Sea vy = (z Z) € Ty(N)
Ywo w1 e Ywo
f(z)dz:/ f(z)dz + (z)dz+/ f(z)dz
wp wp w1 ~w
W Te1 wo
=) f@de+ [ fl)dz+ | flyz)dvyz
- [ s [ do+ [ (eo 4 ()2
= . f(z) z + 2 z) Z A cz + ) Zm
Wi Ywi wp
= [ i@dz+ [ f@dt [ f)
wPrw1 Wi Wi
= f(2)d=.
O

Lema 2.2. (v4, f) = (v, f) + (6, f) para todo v, € To(N). En particular si
6 € T' entonces (v4, f) = 4. F)

Demostracion.
Yo Swp
f(z)dz+ f(z)dz
wo W
Yo Suwp (v8)wo (vé)wo
= f(z)dz+ (z)dz-i-/ f(z)dz—f f(2)dz
?rwa ((175)'»’0 ' Sup '
= I fodes / f(2)dz+ / f(2)dz
wp wo k 7(5‘00)
Yo (y6)wo wp
= (z2)dz + / f(z)dz + f(2)dz
wo wo ]
{(v8)wn
:/ f(2)dz.
wo

g
Para lo que sigue necesitamos estimar el tamafio de {7, f) en términos de ~

Teorema 2.1. Sea I un subgrupo de congruencia de nivel N y sea f(7) =
Y o1 @nq" una forma cuspidal de peso k sobre I'. Entonces

|an| < Ln?

para alguna constante L independiente de .
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Demostracion. Defina ®(7) = \f('r)i[lmf)%. Notamos que © es I —periddica,
es decir

(Imﬂ%

%
ler + d|*

B(yr) = |f(y7)|(lmyr)? = |er + dJ[ f(7)] =9(r)

para todo v € T".

Ademés @ tiene decaimiento exponencial en cada cispide. Por ejemplo
en oo

(v.e)
i < eyt S Jaylem iy

n=1

O(7) =

o0
> " ang"
n=1

donde 7 = z + iy. En la dltima expresién el factor 6‘2”"-"3;% tiende a cero
cuando y — oo y la suma 3.°0 . |a,le”2" ™1V tiende a |a;| cuando y — oc.
En particular ®(7) tiende a cero cuando y = Im(7) — co.

Entonces ® es una funcién bien definida en I"\H acotada sobre todo I'"\H
y por lo tanto acotada en H. Esto es, existe M tal que [®(7)| < M, para

k

todo 7 € H. Por lo tanto |f(7)| < My~ z.

La serie f(7) = 3 oo ang", ¢ = €(7), es la expansién de Fourier de f en
H entonces para todo punto d € H tenemos

g, = -/[d,d+11 f(z)e(—nz)dz,

donde [d,d + 1] es segmento de recta que une d con d + 1, definido por
~(t) =t +d, donde 0 < ¢ < 1.(ver [15] pdg. 363)

Entonces tomando d = iy, v > 0 se tiene «(t) = ¢ + iy por lo tanto,

14y
= /0+iy f(z)e(—nz)dz

1
:/o f{t+iy)e(—n(t +iy))dt

1
=g t +iy)e(—nt)dt
e [ pie+ ig)e(=nt)
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Luego,

1
|Gn| = &2 flt+y)e(—nt)dt
0

< e/ |t + i)l de

S eQTTT’LyMy—'%

Escogiendo y = ;1; tenemos |a,| < ¢ Mn3 = Ln% donde L es una con-
stante independiente de n. O

Lema 2.3. Sea f(7) una forma cuspidal de peso 2 para I'o(N). Entonces
eriste una constante L > 0 tal que

Lie|

(v, )l <

parae cualquier elemento v = (i Z) en To(N).

Demostracién. Sea f(1) = Y oo, ang™. Entonces

{7 Al = f(z)dz

I
NIE
2

- (e{nywo) — e(nwo))

Z le(nywy) — e(nwy)!

n=1

usando la desigualdad del teorema (2.1) y el que k = 2.
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Luego

7 oo
|<’Y f)l < E Zc 27nlmywp + 6—27rn1mwu

n=1

L ( —27rIrn'y..ug e—ﬁﬂlmwg )

E—ermﬂwo + 1 — e—2nrlmwo

Itﬂﬁ

1
( 2rImywg Qﬁmwo )

1
T 4n? (Im"/wg * Imw(g)

e—IE

1
La tltima desigualdad se obtiene gracias a que T < —, paratodo z > 0.
T

- 6_1:
1 (v, 2 .
De (1.2) obtenemos que = 13(: o) . Por lo tanto, si v = = b\
Imywy Imuwg c d)
no pertenece a ['o escogemos wp = —% — ﬁ y obtenemos
|5(y, wo)|? = lil* = 1.
Usando la desigualdad anterior concluimos
Lid|
)l < 5

Si v €Ty entonces c =0y (v, f) =0. O

2.2. Formas modulares de segundo orden

Ahora definimos el concepto de forma modular de segundo orden. Estas
funciones son una generalizacién de las formas modulares clésicas y contienen
a las series de Poincaré que nos interesan.

En el capitulo anterior definimos una accién de I' = SL,y(Z) sobre el
conjunto de funciones f : H — C a saber f — f|i[7]. Esta accidn se extiende
linealmente a una accién de Z([I']. En otras palabras f|x[my+nd] = mfle[v]+
nf|x[0] para todo m,n € Z y todo v, 4 € I'.

Definicién 2.2. Sea I” un subgrupo de congruencia de nivel N de T'. Sea
f(7) una funcién holomorfa sobre el semiplano H y k un entero. Decimos
que f(7) es una forma modular de segundo orden de peso k sobre T" si
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1) flel(v = 1)(6 = 1)] = 0 para todo v,d en 1"

(i) Para caday € I f(7)|x[y] tiene a lo mds un crecimiento polinomial en
las cuspides.

(iii) flxlr — 1] =0 para todo w € T tal que |traza(r)| = 2.
Denotamos al conjunto de tales funciones por ME(T).

Por (iii) sabemos que f[x[y] = f para todo v con traza igual a 2. Par-

ticularmente para todo v € ', = ¢ £ (1] i le Z}. Luego f(7) es una

funcién periddica de periodo uno y se puede representar por una serie de
Fourier. Por (ii) se entiende que f(7)|k[y] = > neqCcng™ para ciertos ¢, € C.

Observacién 2.2. De la definiciones 2.2 y 1.5 notamos que M (I') € MZ(T").
En algunos casos puede ocurrir que My(I") = MZ(I”) (por ejemplo I" =T).
Sin embargo existen grupos I" para los cuales MZ(I") contiene funciones que
no pertenecen a My (T"), es decir My(I") & MZ(T), como veremos en lo que
sigue.

Ejemplo 2.1. Sea I'" = To(NN). Sea k entero positivo mayor a3y f € Sy(I”),
tal que (v, f) # 0 para algtin v € I". Consideremos la siguiente funcion

definida sobre H
Efr) = > (v hitnn)™*

yEL L\

Se puede probar que E%;(7) es un ejemplo de forma modular de segundo
orden para I que no pertenece al espacio M (I").
De hecho si usamos que para § € I”,

(7[:f>:<761f>_<(51f>

¥
ily, 67) = j(8,7) (v, T),
obtenemos
E; 1 (T)|l8] = §(8,7) 7 B (67)
= ](5, ’r)fk {3(5, T)kE},k(T] _ ]-(5, T)k<5, f)Ek(T)}
= E} (1) — (6, f) Ei(7)

donde Fi(7) es la serie de Eisentein definida en (1.5). De esta igualdad y
del hecho que (4, f) no siempre es cero es facil ver que E%, no pertenece a
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M (T} (pues la condicién (¢) de la definicién 1.5 no se cumple). Para ver que
E7 (1) es una forma modular de segundo orden se requiere maés trabajo, pero
como E;,k('r) es un caso especial de las series de Poincaré que estudiamos a
continuacién dejamos pendiente tal demostracién por ahora.

2.3. Series de Poincaré de segundo orden

En esta seccién introducimos el objeto central de este estudio y obtenemos
algunas de sus propiedades bésicas

Definicién 2.3. Sea f una forma cuspidal de peso 2 sobre T'g(N}. Sea m
entero no negative y k entero mayor a 3. Para 7 € H definimos la serie de
Poincaré de sequndo orden de f con respecto a m en T como

Prla(r)= Y (v iln7) Fe(myr)
el e\
donde I = T'o(V).
Observacién 2.3. Si m = 0 entonces P;, (T) = E /(7).

Notar que la funcién P;, () estd bien definida. Si~y pertenece a la misma
clase lateral que § modulo I'y, entonces v = nd, con algin n € I'y,. Luego

11 ;
paran == (0 1) se tiene

(nf) = W61 =0+ {6 =)
Jnr) ™ = Gwd )™ = 5(n,6m) (6 ) = (6 T)
e(myr) = e(mndét)=e(m(ér +1)) = e(mdT).

Juntando estas tres condiciones se concluye que {v, f)j(y,7) *e(myr) =
(6, £)3(6,7)®e(méT) y por lo tanto no hay ambigiiedad en definir P;_ (7).

En lo que sigue de esta seccidn probaremos que P;,m(”r) es una funcidn
holomorfa en H que satisface las condiciones (i) v (iii) de la definicién de
formas modulares de segundo orden.

En la préxima seccién calcularemos los coeficientes de Fourier de P;, (1)
en las diferentes ciispides de I'g(N) v con ello veremos que también satisface
la condicién (ii) de la definicién 2.2.

Observacién 2.4. En adelante usaremos la notacién * para las entradas de
una matriz cuando éstas no intervienen en el contexto donde se utilizan.
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Proposicion 2.1. La serie Pﬁm[v‘) converge absoluta y uniformemente sobre
todo subconjunto compacto de H. Por lo tanto P;, (7) define una funcidn
heolomorfa sobre H.

Demostracion. Usando el Lema 2.3 y que |e(my7)] < 1 para todo v €
SLo(Z), T € H tenemos

P S D> 1n )il 7) Fe(mar)]

el L\
L ; ~
Som Xl il Felmm)]
= - el \Y
1= e d F

L c . sl
LY e

ler + d|

A

L 1

< — L4 —(k—1)

Sgm 2 [y B0t
* %

= (c d) EFOQ\F’
1 1 . ; ;
ahora usamos — < —— para concluir de la desigualdad anterior que
"T + E‘ ImT
L 1 '
= PR ; —(k-1)
BT S 55 - > i)l

Sabemos que esta tltima suma converge uniformemente sobre cualquier
subconjunto compacto de H para (k—1) > 2 ([1] pag. 7). Por lo tanto P}, (1)
es funcién holomorfa sobre H para k& > 3. O

Proposicién 2.2.
PF (T[Nl + PE(7)k[8] = Pf ()16 [A6] = Pfpo(7)

o equivalentemente Pf,.(7)[x[(A —1)(6 — 1)] =0, para todo A,6 € T".
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Demostracion.
Pi (MM = 36T D (1 Nilr, A7) Fe(mayddr)
NET s\
= 5 (1. Hi087) (v, A7) Fe(myrér)
~YET L\
= > (7 Hi(rA6,7) Fe(myAdr)
e\’
= 3 OO I, ) Fe(my'T)
el N\
= > @0 ) e(my'T) +
T
+ > ENTL DI ) elmy'T)
' el \[!
= z ¢, iy, ) Fe(my't) +
4 €T \T
(LR Y ) re(myT) +
v €L\
+(7LA DD i) Fe(my/T)
F e\
= Pj):,m(’r)_(61f>Pm('r)—<)\,f>Pm(T) (21)

donde P,(7) es la serie de Poincaré clasica definida en la seccion 1.3.

Sien (2.1) tomamos A = 1 (matriz identidad), entonces

P (T)|k[8] = P (7)) = (8, £) Pr(7) (2.2)
Luego juntando (2.1) y (2.2) obtenemos
P} (DA + PEn()k[6] = P () 16[A0] = Pron(7)
O

Proposicién 2.3. P}, (7)|k[r] = P},.(7) para todo elemento m € I” tal que
traza(m)| = 2. Es deczr {7, f) = 0 para todo m € I tal que |traza(r)| = 2.

b
d

),EGZ. Luego 7 fija a oo y {m, f) = 0 con lo

Demostracién. Sea 7w = (i ) e I tal que |a +d| = 2.

) 11
S1::—Oer:d:oncesw(O 1
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que P;,.(7)|e[m] = Pf . (7)-

; .. To+b
Si ¢ # 0 entonces 7 fija un elemento en Q. De hecho si 4 Oj__ = 0
CTy

entonces tenemos una ecuacién cuadrética para 7o dada por

eri+ (d—a)r—b=0. (2.3)
Como |a + d| = 2 se obtiene que el discriminante de (2.3) es cero. Luego
T0 & @
Con esto Y

(7, f) = / f(z)dz = 0.

0
Por lo tanto
P} () e(7) = P (1) = (7, f}P(7) = P (7).
O

2.4. Expansién de Fourier de P}, (7)

2.4.1. Expansion de Fourier en infinito

En esta seccién presentamos el resultado principal de nuestro trabajo, que
es el célculo de los coeficientes de Fourier de las series de Poincaré P;,,(7) en
las distintas cdspides de ['g(/V). Una consecuencia particular de estos célculos
y los resultados en la seccién 2.3 es que Pj, (7) es una forma modular de
segundo orden de peso k sobre I'g( V).

Para empezar necesitamos cierta descomposicién de I'o(N) como unién
de clases laterales dobles.

Proposicién 2.4. Sea N enterc positivo fijo, entonces

To(M) =ToUlJ |J Tw (’; 2) Ps

¢>0 d (modc)

1 1 * ok
donde Fm:{i (0 1) :EEZ} Yy (c d) e Th(N).
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Demostracion. Sea v € Ty U Ueso Uy (mode) Leo (: ;) L.

Si v € I'y, entonces v = + ((1] D para algin | € Z, luego v € T'o(N).

x X *

. *
Siy €U, Ud(modc) T (c d) [o; como T'oe € To(N) y (C d) € T'h(N)
entonces v € Iy(N).

Para la inclusién en el otro sentido, sea v = (’Za 'Zb) € To(N).
d

Si ¢ = 0 entonces v € 'y, claramente.
Si ¢ > 0. Entonces existe 0 < d < ¢ — 1 tal que vz = d + me para algin
m € Z. Luego,

= m)-GHCIED

para cierto [ € Z. Por lo tanto v € (J,., U, (o) Loo (: ;) s

Sic < 0. Entonces existe 0 < d < || —1 tal que Y4 = —d —mec para algiin
m € Z. Luego,
[ 7a Yo _ 1 i * X ~1
"= \e —d-me) =0 1)\c d) 0 -1)
* %
Por lo tanto v & - Ud(modc) P e d D, a

Observacién 2.5. Para calcular la expansién de Fourier de Pf . (T) en la
ctspide infinito utilizamos la siguiente igualdad

a7+b__a 1,

T ord c_c(r:'r—l-d)'

Sea T"= ((1] i) € I'o(N). Entonces j(T,7) =1 y se tiene
Prn(Tr) = Pi(T+1) = B wlr):
Como ademds Py, (7) es una funcién holomorfa tiene una expansién de Fouri-

er de la forma
Pra(7) =) ang"

nez
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con a, € C.

Luego para todo w € H tenemos
iy = f P (2)e(—nz)dz, nez
[ww+1]

donde [w,w + 1] es el segmento desde w a w + 1 definido por (¢) = w + ¢,
para 0 <t < 1. ([15], pig 363)

Seay >0y y(t)=t+ iy para 0 <t <1, entonces

1+iy
Oy = /G P} on(2)e(—nz)dz

+iy

» /0 Py (¢ +iy)e(—n(t + iy))dt

1
L /ﬂ P; (¢ + iy)e(—nt)dt. (2.4)

Por otra parte notamos que P}, (7) se puede escribir de la siguiente
manera, recordando que I denota al subgrupo I'o(N)

P;,m(T) = Z Z (7o, f)j(’}’J,T)_ke(m'ygr)

el o\ /T 0€l

s Z (v, f) Z jlyo, ) *e(myor),

YEl e\ /T cel

usando que (yo, f) = (v, [} + {0, f) = {7, f) para todo ¢ € .

Observacién 2.6. Recordamos que las matrices (z 2) y (_*C _* d) pertenecen

a la misma clase en el grupo cociente I',,\I"”, entonces podemos considerar
el representante para ¢ > 0. Por lo tanto todos los elementos de la forma

+ (Z 2) ((1) i) pertenecen a la misma clase en I' ;o \I"/T'w.

- : : b
Observacién 2.7. Si ¢ = 0 para la matriz v = ((Z d) € I entonces c =0

para todos los elementos en la clase de v en I'x\["/I'x, ya que

1 I\ /fa b I m\ fa+lc =
0 1/\c d/\0 1)\ ¢ em+d/)’
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; b
luego si v = (2 d) es un representante de alguna clase en I',o\I"/T's tal

que ¢ = 0 entonces (v, f) = 0 para cualquier representante de esa clase.

Sea v = (i ;) € I'wo\I"/T'w con ¢ > 0, entonces
Z ilyo, ) Fe(myor) =
gl
—k
. a * 1 1 a * 1 1
Si((E 80 0)) ()6 )
—k
B e = a % _
—ZJ ((c cl+d> ’T) e(m (c cH—d) ’)
I€Z

- er ke m__aT—Jr*_
_iez(( * A ( C('r+z)+d)
—k ma m
=S+ (B - ) @9

esta ultima igualdad la obtenemos usando la observacidn 2.5. -

Por lo tanto tenemos
ma m
P (7)) = (v, £) Y (elr+1)+d)Fe (-— - —) ;
fom ) %h?l“’/rx JEZZ c cle(r+1)+4d)
Sea t = Re. Si usamos (2.4) y el cambio de variables u = ¢+ { (con el

cambio respectivo para 7) tenemos

@y

e [N S et (T e el

c  cle(r+1)+d)

YEL\I /T lEZ
1
— ey ’Y,f / {C(T ‘ l)+d)_k8 (@ s ____@___ﬁf s nt) dt
VEFD;F%( >JEZZ. o ¢ cle(r+D+d)
141
=y 2Ty —k @ _ M _ 'I d
€ " %/r <r}’: f> gz: [ (CT+d) € ( - ——————C(CT n d) nu-+n U
YEL oo oo

ma ™m

= g2 Z (v, ) /_Z(CT +d)~*e (—C- T nu) du. (2.6)

YET e\ /Taa
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Es decir
__ 2mny a *
e ()
(i :;) El o\ /Teo

[ errarr (m__(_%_) du =

—00

2mny a * .
S VD SR ( (I
c>0 a,d (modc)
e=0(modN) (g )=1
ad=1(mod c)

” k(MO _ ™ _
./;OO(CT-{—d) e(c o nu)du

SR

c>0 a, d (modc)
=0 (modN) (d, c) 1
ad=1(mod c)

I G R =

Usando ahora el cambio de variables v = u + % tenemos

i T (0 D))

c>0 a, d (mode)
c=0 {modN) (d,)=1
ad=1(mod c)

Liern(z-s(c-9)e-

= 3 3 (8

c>0 a,d(mode)
o0
_ —m
(er)%e | — —nv ) dv.
e
-3

=0 (modN) (do)=1
ad=1{mod ¢)



CAPITULO 2. FORMAS MODULARES DE SEGUNDO ORDEN 23

es decir

> 2 AGn) ()

c>»0
e=0(medN} (g c)=1
ed=1(mod c)

/:Z ¢F (v +iy) Fe (Zﬁv—_—?z—y) —n(v+ iy)) 0.

De la misma manera que en (2.4) se tiene que
o0 —m ooty _
/ ¢ *(vtiy) ~Fe (T-"_ —n(v +fiy)) dv = / c*z ke (Tm = nz) dz.
—oQ ¢ (U +?‘y) o+ —oo+iy c°z

En resumen, el cdlculo anterior muestra que

P;,m(r) = Za‘nqn

nez
donde
a * ma + nd e N
wm T ([ 0) ) (P [ (G ne) i
e>0 d (mede)
¢=0 (modN) (d,e)=1
(2.7)
Observacién 2.8. Sabemos por (1.8) que
0 sin<0,m=>0

; ko k-1
SOy B —m 2r\" n . B
/ +.y(cz) ke (Cﬂ_z_nz> dz = (?C—) m sin>0,m=0
— OO 2 k_;,'l
il (E) i (E‘E@) sin>0,m>0,

ke \m

donde J, es la funcién de Bessel de orden v, luego a, = 0 para todon < 0.

Proposicién 2.5. La serie que calcula a, en (2.7) es convergente.

Demostracion. Usando observacién 2.8 y lema 2.3 tenemos
Sin>0,m=0

k-1

mig T T (7) I

c>0 d (modc)
¢=0(modN) (d,¢)=1
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para alguna constante L > 0. Luego

L(Qn)k‘lﬂk’z ©(c)

P G S S RNl

laﬂj —_ r(k) g; Ck—l !
¢=0(modXN)

donde ¢(c) es la funcién ¢ de Euler en c. Por lo tanto
<M .
[an| = Z -E'i;
>0
c=0(modX)

Como k > 3 concluimos que la serie que calcula a,, es convergente paran > 0,
m = 0.

Sin>0,m>0

BPEICO R YD

e>0 d (modc)
e=0(modN) (d,c)=1

i ()

o

(&

k=1

=1 D MRC

c>0
¢=0{modN)

b

donde J, es la funcién Eie Bessel de orden v.

Usando que J,(z) ~ z para z tendiendo a cero (ver [8], pdg. 245), tenemos

2¢ 1
L /ny\%2 = 47 /mn k-1 1
& [ - -
lan] < T (m> Z C( c ) 26-1(k — 1)
C(:MD
¢=0 (modN)

para una constante M; suficientemente grande. Luego

oo
lan] < J'VIZ g2
c=0

Como k > 3 concluimos que la serie que calcula a,, es convergente para n > 0,
m > 0. O

Observacién 2.9. En el ejemplo (1.2) consideramos

Pump(m)= > (v, 7) Fe(myr)

Teo\o (V)
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con g—expansién dada por

PNmk:(T —e(mT +Z€ ) Z Z

ed=1(mod ¢
=0 (mod N) d(r:Eod c) )

(die)=1

d oo+1ty -
e (m) / (cz)Fe (3@ - nz) dz.
¢ —~00+1y ez

Los célculos anteriores nos permiten hacer una comparacion de éste desarrollo
v el obtenido para P;,.(7) en (2.7). Notamos que la diferencia entre ambos
radica principalmente en la presencia del simbolo modular en el desarrollo

de P, ().

2.4.2. Expansion de Fourier en otras cuspides

En esta seccién buscaremos la expansién de Fourier en cualquier cuspi-
de b distinta de infinito. Es decir calcularemos la expansién de Fourier de
7)|x[0p), donde oy € SLa(R) tal que op(ice) = b.

Sea b = ¥ ina cuspide para I'o( V), sabemos que bajo la accién de SL;(Z)
v

ésta es equivalente a ico. Escogemos

0y = (3 g) € SLy(Z), tal que §y(ico) = b.

Definimos o, = 8,05, donde

0 N
(T ym) om0

el entero my es llamado el ancho de la cuspide b.

Proposicién 2.6. Sea o, definido como antes, entonces 'y actia por mul-
tiplicacidn por la derecha en T'o(N)oy

Demostracién. Sea oy, = bppp como en (2.8).
Basta demostrar que abaab"l € I'o(N), para a € I'w. Es decir,

(0 ) G D{E D OF )} erim
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para algin [ € Z.

De hecho se tiene

G vom) 6 D{C DT L))
_(um p/m) (1 c)(q/m —p/M)
vmy q/yme) \0 1) \—vymy  u/my

{1 —uvmyl u?mpl
T\ —vimyl 14 vumgl

N ’N ?

De (2.8) se tiene que my = Wa por lo cual (,;2 N) = N(Uzb N)
2
v

Como (v*, N) es el méximo comun divisor entre v? y N, resulta que ———
’ y (v2, N)
b

es un entero. Luego N divide a v*myl, es decir v?myl = 0 (modN).

Por lo tanto oyac; ! € To(N) para a € Ty O

En consecuencia

(o0, 7)™ Py, 4 (037)

J
=(on )™ D (. Niv,00m) Fe(myoyr)

YEL e \I
= Y (7, £i(vos, ) *e(myoyr)
YET R\
= > (Yol N, ) Fe(my'T)
Y el \I"oy

Aplicando descomposicion en clases laterales dobles se tiene

Pla@llol = D> > (oA HilA ) Fe(my M)

Y €l \IMop /Toe A€l

= > WL H D A T) Fe(my/A),

V'€l \I"op/Too A€l
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ademds por (2.5) tenemos

Z F(Y A7) Fe(my' ) = Z(c T+ 1) + (% T .:_nl) " d)) ,

PASH €2

para todo ¥ = (i *> € o \["oy/T con ¢ > 0.
Luego

P} () llos] =
i =1 " ma m
> WA ldr+h+d) e (*“m)

¥ €loc\["op/Tes leZ

Para calcular los coeficientes de Fourier de P;,,(7)[x[os] usaremos nueva-
mente el método clisico del andlisis de Fourier. Es decir, si P}‘m(T)j klos]) =
> nez @ng", entonces para y € R, y > 0 fijo,

1
iy == e%"y_/ P: .(T)e(—nz)dz, T=1z+1y
0

Luego para ' = (lz Z) € Foo\["0,/Ts con ¢ > 0 y usando los calculos

efectuados para (2.6) y (2.7) se tiene

_ ezrny/ Z (a7 ?, )Z(C(T +1) +d)"e (TCE B m)

'€ co\["a3/Tes IeZ
— m
— g2y Z ,-Y"O-b—l, / (CT + d ( 4 = ’ﬁ,’l‘.L) du
7/ €Tec\I"03/Tos ler +)

com B () [ ()

(CCL ;) €l \[Mob/Toc

- 2 A )T [ e (3

(¢ e

- nz) dz,
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Por lo tanto

|.k Ub Zﬂnq

donde

B a *\ _4 ma+nd) [®tY . [-m
we B (Y () e (E
@ *) ere\Moy/r
¢ d Cleo b/l oo
(2.9)

Observacién 2.10. Sea v € Vo, la suma que calcula a, es independiente
del representante que escojamos en la clase de v en I'o\IV0p/I'oe. Si 4 €s un
elemento en la clase de v en 'y, \I"03/T s entonces

; a b 1 1 7
Y= (Cf dr) (0 1) ﬁ Tp (O 1) s

donde I, 7 son enteros y Bo, = vy, para § € I'.

Sea I'y = {y € I":v(b) = b}, donde b es una cispide para . Notamos
que o; 'Tyop = . Entonces

et =((5 §)as)
(o 3)m o 1))
(o

algiin § € T';. Luego por lema 2.2 se tiene

(Yo, . f) = (B, f) = (yoy ', ).

Para ver la independencia del factor exponencial con respecto a I hace-

mos lo siguiente. Si v = (i Z) € I'oy, entonces ¥ = (a _Z o or *1 d) <

'l oo, para ! y r enteros. Por lo tanto

. (ma’;—nd’) e (7n(a+lc)~:n(cr+ d))

d
=g (Tﬁj_n) e(ml + nr)

(ma—!—nd)
=e| ——.
¢
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Para dos matrices en la misma clase en I'wo\IV03/To hemos observado
que su entrada inferior izquierda permanece invariante. Como la integral en
2.9 sélo depende de éste pardmetro, su valor es el mismo,independiente del
representante que escojamos. '

Por lo tanto hemos probado que la serie que calcula a, definido en 2.9 es
independiente del representante de la clase.

Observacién 2.11. Notamos que a, = 0 para n < 0 en la expansién de

. P - ooy —k —m _ .
Fourier en cualqmer CUSplde, pues f—oo+iy(cz) € (sz — RZ) dz =10 paran S
0.

Proposicién 2.7. La serie que calcula a, en (2.9) es convergente.

Demostracion. En observacién 2.10 hemos demostrado que la suma que cal-
cula a,, estd bien definida, por cual podemos considerar la suma sobre aquellos

d

Luego usando observacién 2.8 y lema 2.3 tenemos

Sin>0,m=0 .
L BNt
& =t i 2L
ol < 55 D C(c) T(k)’

e>0
(ed)=1
d{mod ¢)

representantes que son de la forma v = ) € Iy, entonces ’chb_l el

donde ¢ es la entrada inferior izquierda de la matriz (2 d) o, 1 por tanto

es de la forma ¢ = cr + dt para r y t constantes reales fijas que pertenecen
a la primera columna de la matriz o} '. Entonces

lan| <

3

Lr*=2(2n)*2 Z er +dt

(k) — ck
(c,d>):1

d{mod ¢)

como 1 < d < ¢ se tiene

c—1
ol <M >0 ck—l_l

c>0  d=1
(c,d)=1

- M 5L,

c>0
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donde ¢(c) es la funcién ¢ de Euler en ¢. Por lo tanto

1
an| < M ——.
lanl S M =
c>0
Como % > 3 concluimos que la serie que calcula a, es convergente paran > 0,
m =10.

Sin>0,m>0

L /n\% ol dm\/mn
ml<Z(2)7 2 ()],
7 \m c c
c>0
(e,d)=1
d(mod c)
usando que J,(z) ~ 5uy] Para T tendiendo a cero, tenemos
vl
cr+dt (4m/mn L
c>0
(e, d)=1
d(mod c)
c—1
Su Y S
e>0  d=1
(e,d)=1
_ Z p(c)
- k—1
c>0 &
& 1
£) .55
>0

Como k > 3 concluimos que la serie que calcula a, converge para n > 0,
m > 0. O

Por iltimo veremos que para cada v € IV Pt o(T)Ik[7] tiene a lo més
crecimiento polinomial en las ciispides. De manera precisa significa, para
toda cuspide b

P_;,m(’r)ik[’ﬂlk[gb} < (IIII‘T)'“
para alguna constante entera u > 0y 7 € F, = {reH: -1/2 < Rer <

1/2}.

Observacién 2.12. Si f(7)|[os] = -2 ang™, es decir f(7)|k[os] tiene de-
sarrollo de Fourier tal que a, = 0 para todo n < 0 entonces f tiene a lo m4s
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crecimiento polinomial en las cispides. De hecho, si y = Im7 tenemos
b co
) lon]] < v S lang™ =y Y lanle ™.
n=0 n=0

Luego para y suficientemente grande existe € > 0 tal que |y f(r)| klow]| < e
Es decir
f(T)lk[Jb} < (Im'?')“.

Usando esta tltima observacién v la ecuacién 2.2, tenemos

P; o (M) klos] = P7 o ()lklos] = (v, £) P (7) lilow],

como ambos sumando en el lado izquierdo de la igualdad tienen expansién
de Fourier tal que sus coeficientes para n < 0 son cero, concluimos que
P;,.(7)]x[7] tiene a lo més crecimiento polinomial en las cispides.

Observacién 2.11 v los resultados de la seccién 2.3 muestran que cada
P} ,,(7) es una forma cuspidal de segundo orden de peso k para I'o(V).
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