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RESUMEN

E:jta tesis se cúIr¿r'c¿ dcltro dc la teoría de rrúmc¡<¡s, espccificamc¡¡tc, cn el coütexto do órdenes ¡¡r¿xi¡nalcs en

un álgebra de cuaterniones globol, la cu¿l se sabe que es localmente isomo¡fa ¡11 álgebra de mattices sobre un

cucrpo local. Ei objetivo pdncil)¿l es detcü¡rirrar co¡¡¡c, sc iuclusta uu orden cíclico $ en Ias clmes dc cotjug¿cjón

del género de un ord en de Eichlc¡ D. Par¿ esto, se caracteriza para cndr lugal p rrrl subgrafo llarDado la 0 - roma

dc Jjo, el cual se obticne conocicndo la.s 0 - r'or¿os dc órde¡cs conmutativos co¡rtcr¡idos cu .ñp. las quc tiencn una

descripción más simple y conocida. Dicha ca¡acterización se da en términos de lres in1]atiantes quc dctcrt¡inan

a c'ste subglalb. El cálculo de Ios iivaliautes es cl eje ccrrilal cn el dcsarrollo dc la tesis y se d¿.u, primero para

uü cuerpo local no diádico K, y luego para una extensión cualquiera de Q2 no mmilicada- Se darn ejemplos en

l<¡s cualcs se pucde dcsc¡ibir cxplícitan¡crrte couo sc irclusta 5 cr¡ las clases dcl gérrelo do O.

ABSTRACT

rvl¡i<h is k¡¡orvn to be lo( allv isornorphic lo a nl¿t¡ix algebr;r ovet ¿ lrx:al [ield. l'he nl¿in goal is s]a1e ]n)\'a

cv<:lic ordcr Jj cmbcdsj into thc (:o[jrgacy classcs ir thc gc¡rus of áll EichLet ot<lcr r. For this. §'c clEractcrize

lbr cach slr<-rt p a subglaph callccl 0 bt anclL of ¡p. ¡\'hicl¡ is conrputed firr¡u thc 0 - ürar¿cl¿ of conurutatir''c

or(icrs contailred iD f¡r. which have a sirrrple alld krroÚm doscriptiou. \\¡c m¿ke thcsc conlput¿tioIs cxplicit il1

tclrrs of thrcc ir¿I)ar¡.ar¡,ts which define lhe srrbgraph. 'lhe .(»riplltalioll oI these ¡lvaria]rl s is the .elltral $()lk iu

this thesis ¿¡d we provide tlrern, fiNt ti» a norr-d¡'aclic local field 1(, and theu lbr. ar§' uurar¡rified extcrrsicxr of

Q¿.



Capítulo 1

Introducción

E1 problema de incrustar cuerpos dentro dc 1ln álgebra ce1ltral simple lJ sobre un cuelpo de númer-os /i

fue urr problema it[pott¿1ntc c[ la teoría dc cuerpos dc clases. Postc orDrertte, lá i vcstigación apüIltó a buscal'

incn¡staciones cle órdenes, contenidos en el ¡rnillo de enteros de un subcuerpo maxim¿l L de rm álgebra central

simplc B, derltro .lc órdenes en dicha álgebra. Chevallcy [6] estudió la siguicDte pregurrta: Sea D urr álgcbra

cefltrlr,l simple sobre un cuerpo de nítmeros K, sea L Lrna subálgebra [ra-ri[ral abeliana de D, y sca I un ordel en

L. ¿Coniicne todo ordcn maximai dc D una copia isomorfa dc,C? Chevalley lcsoivió el problerna r:uando D cs urr

álgebra de m¿tdces v ! es el a11illo cie enteros de un cue¡po de nrimeros. Chinburg y l-rieclman l7] rcspondieron

1a pregunta de Cher.allcy cuando , cs u álgebra dc cuatemio cs ¡' ! es un ordeú a,Ibitralio cn -L. Los dos

result¿dos anteriores sugi eron que un teorema sinilar se cumplía para un álgebl.a cent¡¿i simple cualquiera.

Arcnas-Carrnola [3] probó dicho tco¡crna para álgcbras que son locahnellte un álgcbra de rnatrices o dc divisiórr.

Distintos autores como X. GUO v H Qin [8], B. Linowitz y T.R Shcmanske [9],[10] y Arcnas-Carmona 14] ]ran

iBvcstigado c¡ los últimos años los casos de incr-rrstació1l de ór'clcncs c]l álgebras centralcs simpies en gcncral, Y

en álgebras de cu¿ternioncs et particular'

El problcma de incrustar órdenes globalmerllie sc rcsuelve mcdia]lte cálculos loc¿lcs. ErI ese scúido cl proble-

m¡r nos lleva ¿ considerar la teoría de géneros y géneros espinori¿les. Esta teoría depende fundaurentalmente del

cálcrrlo dc la irn¿ger cspirrorial loc¿il rclativa (§2.6), ya que conoccr ell cuá1)Los górlcros espinorialcs cri utl génelo

d¿.1o se incrusta un orden dado, es equivalcrte a conoccr dicha imagen cspino al local relativa cn nuestro caso.

Etr esta tesis colside¡arc[ros siclnpre rrn euerpo de rrrimeros .F, mientlas quc -ll scr'á cl corlplct¿do de F

crr u11 lugar rro ar.quimedia¡o p, cs decir 1l : Fp será un cuerpo local de característic¿1, 0 asociado al lugar p.

Adelnás, sieDprc considerarcrnos urr álgcbra de cualcrnioncs !l sobrc cl cucrpo F- 'lh] álgebra cs locallncnio
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isomo¡fa a M2(K), salvo en urr (ierto coriu[to ñrito de lugarcs ramificados, es decir, lugares dc»rde el álgcbra

de c[aterniores loca] es de división.

Espccílicamerte, .olsideramos ltn olden cíclico fl de la forma ñ : Ot'l¡,j), clonde í y j soD gcncraclores

c:1nónicos clel álgebra de cuaterniones sobre F. En otras palabras, para cieltos cntc¡os a v 0 libres de cuadr¿clos

sc tiene rl2 : a, -j2 : Byi.j: -.ji Not¿nos que si a y B no son libres de cuadrados, ¿ saber,.l: u2a y

li q'0. ron n.¡1.-.?( /' .cnro¡¡.o§

ñ: Orl¿, jl: Orlu'io.njo),

cLonde iN - a y j3: b (io y.i0 gcl1erall el r¡islno álgcbra de cuatcrrúoles que i v j)-En cada c¿pítulo sc

clesarroll¿rá e1 caso libre de cuadrados y poste ormente el caso general en el cual el orden "b será descrjto

Iocalmentc por .D : O xltr, ia,¡" .:jol, coI r : ar(l.pu j s : ordprl, trlá.s adelante outitirelDos los subÍndiccs para ? J'

j.

M obictivo frrral cs poder c¿lcular la imager espiiiorial local rclativa 11F(Ol¡), en cicrtos casos, para cl

orclen Ij ! O, clondc O es un ordcn de EiclLler de nivcl d:.¿(p) Iocalmente 15, §1.2.2]. Dicho cálculo se realizrr

utilizanclo ol át bol de Bt"uhat-Tits iocal (vcr 
§ 2.5), específicamentc urr subgrafo dc éste, llam¿do Ia A-ran¡ a cle

Jj el cual cs denotar.lo por S0(5) (§2.5.1). Esta ¡ama se identifica con un conjtnto de órdenes ma-{imales locáles

elr o1 álgebra dc cuaterniolrcs que corticDer a Jj. La vc.ntaja dc considerar la 0-¡ama de 5, es qrle su desc pciái1

se reduce a detallar la 0-rama para órdenes conmutativos de I¿ forma (1¡¡[r], dondc.u recorre un conjurúo de

gcncrarlores del orclcn l;l sobrc Ol( 11, §4]. Estas o-raüras tiercn una forr-ra muy sencilla, quc clepende dci cuerpo

Iocal K y del tipo de extensión /l(r)/K.

La clescripcióIr cle la 0 rarna rte ^i es Ia labor central .n csta tesis- Dicha desc p.iór1 se da en tórlnillos de

trcs ilvar.iantes que dctcrminan estc sübgrafo, los cualcs sorr: Ttrofund,idad. largo tlcl tollo y d"idmetro lver Del.

3-2-1). Ilccho esto, cs posible calcular, er tórminos de Ios ilvariantcs de S¡(5), la ir:Ilsgpn cspino al loca] rclativá

np(o Í)
Pata cfcctos de c.jcrnplificar r1c mejor ma ra las posiciolcs relativas de ]as O-rarnas Y corno sa iltersectan,

gr.afic.lmos c¿da r¿n]¿ clenotándolas con color plomo y en negro 1¿ intersección resultante. Se dan las fbrm¿r,s

grá[icas cn c¿da caso. resumidas cn ]as tabias 3.2 v 4.1.

Un¿ breve descripción <1el des¿rrollo de cada capítulo es la siguiente:

. Capítulo 2: Coltiene matedal pre]iminar de1 problema ¿ desaroll¿r en cada capítulo-

Los siguientes dos capítulos están dedicaclos a 1a desc¡ipción de las o-ramas para 5 - Oxl¡, j) con i,j libres dc

crud¡adosl y postcriomerte para cl caso Scncral, dondc $: Ov@'i.n" j) con r',.s ) 0'
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Capítulo 3: K no diádico. Se establcce el Teorcma:1.2.1 quc describe los irv¿dantes par:r uu cuerpo local

K ro diádico.

Capítulo 4: 1(/Q2 no ramificada. Se establece el teorema 4.2.1 que desclibe los invari¿ntes p¿r¿ un cLlerpo

local diáclico 1t con 1l/Q2 no rar¡rific¿da. como caso cxplícito se detalla cl caso 1l: Q2 crr cl ¿pór¡dice.

Capítulo 5: Se demucstla la siguiente aplicación:

proposiciórr 5.1.L. sean K un cuerpo local, oK ,s11 anilkt d,e entcros, \ un. ti.l.gebra dc cLatcrni.anes

localme¡¡,te isomarfa al tílgebra d,e matrices 1fr2(.K) !) seo, el order¿ k¡cal k = O xltt' i,¡" jl e Mz(K) ' 'londe

Íesunparánletrouni,Jonrti,zantecnK.SeanS:,So(¡),tl:Oxl¡¡Oxl,p(S)ah(S)Laprofunrlirlarly

cL Ldrgo respecti,uamente tlel tallo de S. Det'inimos N(S) : [S0(5). Entonces la 0 rarna Sa(l)) se obtiene

engrosando en p(S) u,n calnino d,e largo l¡(S), se tiene

tils) 1.rSr- l rr'- , rO'':' .t1 -t

por cngrosar er p(S) se enticnde agrcgar al carnino dc largo ¿¿(5) (t¿iio) todos los vértices en e1 árbol

clc Bruhat-Tits cuya distancia sea mcnor igual quc p(S) a dicho canriüo.

Como resrrltaclos mrevos más sigrificativos, crrlminarlos en eielnplos explí(itos en el rrapítulo 5, esta

tesis ¿porta uta descr.ipciórr complet¿ de las 0-rarrras de óldenes cíclicos en un álgebra de cuater'¡iones

localmelte isomo¡f¿ al álgebra de Dat,rices (on coeficientes en rln c[etpo loca] r1o diárlico o diáclico lto

ramificado sobre Q2. Estos cálculos rrc¡ par.ecex existir previarnente en la literatrua, corr la excepción del

C¡so 1 er la sección 3.1 [t, ex. §5].

La descripción de las 0 ¡amas significa dar en detalle sus invari¿ntes (ver def. 3.2.1) los qte están

dispuestos en las tablnr 3.8 y 4.2 pat a cacla caso. El cálculo cie dicltos iuvar'iantcs se basa crr la dcscripciórr

de las 0-ramas para órdenes conmutatlvos presentada crr 11, §4]. Adicionalmente, se cstablece el Iema 4.2.1

couro ¡erlaüricnta par.a la ddxostlación clel teorerna 4.2.1, y la aplicaciórr clcscrita err 1a Proposición 5.1.1.

Po¡ último, utilizando los r.esüllados establccidos en [1, §:]], se calculó explícitamente la imagen espinorial

local para ejernplos cspecílicos dc órderres 5 y O, determinandrj cl co¡rjurrto dc gérteros cspinolialcs en

cen(O) quc contiencn uua copia dc 5.

Di cálculo clc la úrragen espirrorial local rclativa para dichos ejen¡rlos, cr l),sc ¡ lr)s inv:¡i]iant(]s ¡:alrrrlados

en los capítulos 3 y 4, se muestran a contim¡aciól v se deta]lan en el cápítulo 5:
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. Ejemplos:

Considercmos el cuerpo tr' : A(/ 18) v la extelsiór flnit¿ 11o ranlificada X/F, con ! = A(.'/=../5).

Notar que E es el cuerpo cl,e clase de Hitl¡ert <lc l' [19, pág. 262]. Notemos que lo§ primos Iacio¡ales 3 y

5 ramilican en,i'/Q. Scan 3o y 5o los Iugarcs (ideales) cn F sobr-e 3 y 5 respectiva rcnte. se obscrva que

30 y 50 son ineItes en t/F. Por otra pártc, cl primo racional 2 sc descomponc cú F/Q, a saber' existen

lugares (idealcs) 21 y 22 de I' sob¡c 2, tales quc 21 2z : (2).Se observa que 21 v 22 son inertcs crr

X/F. Notarnos quc ios Iugarcs 21 y 22 dctcrlninan cucrpos residualcs isorno o§' Luego, por la Obs 2 5'1

el cáld1lo del díametro es el inisrno par-:r cada rtno de estos hrgares.

Sean p lugar en F.yelordcn fi::Opfi,jl coni2 -a y i2: O tu'1 q1rcii: ji. Ve¿mos 1os siguicntcs

ejemplos rlel cálctrlo de la imagen espinor-iai y del nírr¡ero de clas-"s de órdenes r¡axi¡nalcs que admiten

ula incrustación de 5:

1)Scana:(-3)"ouyd:5¿,60,concnteros,talcsquecro,So€Oi'¿ULOh2sipl21,22yordo(o6) :

orde(l3o) : z. si P :21.22.

En virtud de los teoremas 32.L v 4.2.1, podemos c¿]cr ar el diámetro de 1¿ O-rama S: So(5e), el

cu¿l está dcscrito como §igue:

,r-,rr: 

{

0 , si p 121,22,3s,5¡.

) , si P:2t,22.

2q(a) , si P:30.

2ro(ü) ,siP:50.

Donde ): 2 [+] 1, lr] es Ia fttnción parte entera v q(a) y ro(ó) sc obticnen mediante l¿s siguicntcs

tablas:

Tabla 1.1: Valores dc q(a) v u(b)

Consideremos u oiden dc Eichler O dc nivel d: dian¿(S) Iocalmcntc. Se sigue dcl lcma 5 2.1

la irna¡1en cspinorial local relativa Ilp(gp 5p) para cada lugar p cs:
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(
lOr"t'i si p 12r.22.30.50.
I

¡/p(D!§D) _ If- .-i p 2t.22.
I

Io¡, ¡.0'' . si p = 30, 50.

Se conclur.c que cll los lugares p = 21 o p: )2 se ticnr: ÉIe(Opl5p) = F,l r l',i É 11r (p iuerte cr

E/F). Se sigue quc

F- fr (Dlñ) : J F.

En couchrsi<iu, el cr':uespondieDte clrerpo rle dase espinorial y de representa.ión es t' (vcr Dcf. 2.6.7),

y por Io tar¡to cl or(lcn 5 se incrusta en tocl<¡s l<.¡s ó¡deues rn¿xir¡r¿les e¡l A (de hecho. hay una íurica

clase).

2)Sean0<7<setcros..1=22'aoy13:22oÉo,t¿lcsqr¡c¿r0ylr0sonunidadesglobalcsyll,(y/Q¡)/f',

cs u¡ta cxtensiórr [o tamihca<ia. Errtorrces local¡rrctrfc cl diárlct]o cs:

Io ,sip+2r,22.
diurrr (s) = I

[:qlr. s) . si I = 2r,22.

Dondc

I¡s .si ou€o;'?.L§(rip.
q(,, s, = (

[.-r ."i o,c AO:;2.81]. Oi".

De aquÍ, la iurageu espinorial local relariva I{r(O,l5r), con O dc nivcl rfriarn(S) locahrrcntc para cada

lugar p cs:

Ep(grllp) = O;,F;2, para todo lugar rro trrquirnediano p en ¡'.

Luego, couro no hay lugares ilrertes el t/F t¿les quc Ho(Orlllr) : Fi, se concluye que

r- H@l,lÓ) : rr»

Se cornprucba quc cl cuerpo de rcprcsentaciól (ver 2.6.8) es lt(Ol5) = l. E¡r esto caso sc dice qrre

el o¡dcn 5 cs selectivo en 9en(9). es dcrir. cl orderr 5 se incr.usta sólo en una de las dos clases de

corr.jrrgación deórdc¡res rnaxi¡nalcs.



Capítulo 2

Preliminares

ED cste capíi,ulo sc irrc]ul'en tópicos itnportarites pr-r.ra cl dcsarrollo del probicrna cn cuestión, ¿sí cotno

eienrpios y observaciones. En las secciones 2.1,2.2 y 2.3 se exponen los resultados más signific¿tivos que se

utilizará acerca cle álgcbra.s de cuatcrniones sobrc cuerpos lo<ales. La principal rcfcrclcia será f13] Err las

secclones 2.4, 2.5 y 2.5.1se desc¡ibe I¿ her¡amient¿ principal sobre la cual trabajaremos en esta tesis, e1 árbol de

B|ltlLat-Txts loc¿1. ED palticrria¡, c[ la secr:ión 2.5.1 se des.ribe ]a rarna de un orden, el cual es rlü corliuDto de

órclenes que nos permilirá c¿lcular 1a irnagen espinorial locir,i relativa F1p ( ). Las refcrcncias pr-irrcipaies son [16,

§21 v l1]. Finalmelte la sccción 2.6 describc brcvernente e1 góricro y 1a image cspinorial local ¡ciativa. la cual

puede scr obtc¡icla por mcdio cle los invariaÍtes. En lo que sigue ,F denotará un cuerpo de nútreros, llamaremos

1i: -Ep al completaclo dc F cn un lugat no arquimediano p y (?F, O¡¡ sus anilios de enteros rcspcctivos

2.1, Algebras de cuaterniones

Sea F un cuerpo de rríuneros y seal n, 3 € P*. Considcrcmc¡s tn F-espacio vcctorial I/ de dirrrensión 4 sol»e

-É'v¡nabase{1,r,j,k}dcV.co\ij:&.EntoncesV:i'L+b"'i+F.j+F.k'Deli[irnosuna[rulliplicacióD

sobre 1os clcmc[tos cie la base mcdiarrtc l¿ tab]a:

1 x 3 k
1 J
7

-k 3 di
k Lt aJ -oB

'f¡rbl¡ :l.I: \luli$Iir:rrciórr de cLLaLernic»cs

l
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Por ejemplo, ii - k : .jx. Exterdernos esta multlplicación por Iireaiidad a ura rnultiplicaciórt sr¡lx'e t/

Ideltificamos F con F. 1 C y. Se compr-ucba que I/ es un álgebra asociativa con idcntida.d. Diremos clue un

áli{cbra construid¿ dc es¿ manera es u¡ álgebra de cuaternione¡r 1- la dcnotarernos por el símbolo

/il\
\¡/

l- ¿nrdl'r-mo\ a -rl¡ clcm, moi rLtolt r11|ún'| s

Si ¡;: ¿* bi.+.:j+(tk es un cuatcnriór, doncle o,á,r:.d e it, delinimos cl cotrjugado dc ¡: cotro:= =

n bi e¡ - r/l. S. vpriñ, ¿ qrre J, ,J.

, "\Definición 2.1.1. Sca r a (#) . Definimos la norma ly' v Ia traza ?'¡le:r; r¡rediantc:

-rv(r) :¡¿, T(r):¡¡1.

Si ,ü : o + ¿i + ¿j + an e ($), cntonces un cálculo dirccto plueba quc:

. ¡r'(¡) : ¿2 - b2a c2 P + d2aB e F.

, T(r) :2a ¿ f .

. ¡f(rg) : tv(a,)N(s).

. T(r +u) :'tlx) +tr(a).

lt o\ (0,\
Ejemplo2.l.l. Co,,sideran.lo lo- m¡t','ob X t" I 

t -l ,, ,, f '"rr ¿¡ 0. c¡ lá'il vpr qLr'

\''/ \'

X2:1,Y2 -_ \.XY: YX,

Así, conlo toda álgebra rle cuaterniones es simple 113, §63], se tiene que la f,rnción d, (+-! ) -+ Mr(1") def,nida

por @(1) : 1. ,t(.ü = X, ,bO) : Y y Ó(k) : XY' cs urr isotnolfisrno rlc áigcbras'

/ ¿\
Observación 2 1.1. Si (#) = M2(¡') ertonces la rrolma l/ correspondc al determin¿ntc cn M2(F). Aderrrás,

la oolir¡gación viere dada por:

: N4r(1() + Mr(I()

,4 .-,+ S,4¿S-1,
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dr»icie ,9 -
) 

, e*r,li"rt,u,eut"(: ;

:(t ,')(;:)(",:):(l;)L-)l, ,J

2.2. Cuerpos locales

Ac¡uí p es tn lugar err el cuerpo cle números F.

, Iln cuerpo Local, ¡Lo- arquimediar¿o 1l cs un c[clpo complcto rcspecto de un valor absoluto discreto ¡

tal que el cucr-po resiclual 0¡/m¡¡ cs frrito: donclc a7¡ : {a e ( ¿]¡r I 1} cs el anillo dc cnte¡os de1

cuerpo K, y mrr : {¿ e K ol¡1 < 1} es el ítnico ide¿rl m¿xirnai de (?x

. Los cu,erpos locales a'rquirnerli,anos son: R v C.

Ut cuerpo locol, cs uno de Ios cuerpos descritos anteriormcnte.

Ejernplo 2.2.1. El cuerpo Q, de los rrúrneros pádicos es 1lrl cuelpo 1ocal. Aquí OQ,, es denotado pot Z'r'. srt

irlcal nraximal cs pZp, y cl cuer?o residual es V-rf 'pZ, = Zf pZ

En esta tcsis considerarcrros cuerpos locales no-arquirnedianos dc característica 0 quc deirotalernos 1l - I'0.

Espccífc¿mente estas son extensiones finit¿s de Qe, para p P mo.

Err un cuerpo locai I(, el anillo de enteros O11 es rtn domirrio de ideales principales Si mx - (r) : ror.

dceimos quc r es úi parámelro uliformizdtute en ll Todo ¿ € K* se cscribe de la folm¿ ¿ : un¿, donde

rLe O*^y ¿ €2. Diremos Ouc.u(a) :¿cslavaluación dc¿cn /{. Se dofinc un valol absoluto cn l( rlediante

la ¡¡ : (1/1fr)¿, dondc llrr es el númer-o de elementos del cuerpo residual k-: Or l¡¡Ox.

Es evidcltc que el hccho tle conoccr los cu¿dlados crr el anillo dc cntcros de un cuerpo local simplifica d<:

sobremaner¿r el estudio de los generadores del álgebra de cuaterniones. El siguiente leorem¿ dice que si un enter-o

crr urr cLrcr.po )ocal está suficie¡temcntc ccrca de 1 con rcspecto al valor absolul,c-¡ l.LI{, cntoDces es tt¡ cuadrado.

Teorema 2.2.1 (Teorerna de Cuadrados Locales). [13, 63:1] Seq t\ un entero cn un cuerpo Local K-

Entonc?.s eÍiste un enterc' B taL que

| + 4r.! : (1, + 2r A)2

Usarrclo cl Teorema d,e Cua,J,ra,los Locales podernos cstudiar qué tan lcjos cstá un elernento cn ul cuerpo

local de scr un cuadrado. En cfccto, considcrcmos un elemento ( en uli cuerpo local K. Entorrces € tiene a]
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ntcr1os uria Cxpresiór] dC I¿ forma ( : ,i2 + o, COn ,, a € L. T()ma[do ]a inlc$e(rjióD Soblc todas esas posibles

cs(irituras de ( delinimos

o(() : [l ocr(.

Colr esta defirri.ión, O(O cs urr ideal fracciorral o 0. Diremos que O(() es cl defecto cuadrático de {. Sc ticncn

los siguientes hechos acerca del defecto cuadrático 0(():

1. o(o'() : o2o(() va. ( € K.

2. o(() : (ar{ si u(() es impar, ciondc ( e r"(€)O;

Por otra parte, si o(() es par, podemos cscribir € : r¡2'e con € un¿ uuidacl y por lo tanto o(() : r'?¿o(€)

Así, basta estndiar el defecto clt¿drático para el gl.llpo de ruidades O| módLrlo cuadrados, es decir, para

rcprcsentantcs del §,rpo 0-k lOi!.
Usardo cl Teorema de Cu¿draclos Localcs se pueden proba¡ ios siguientes resultados:

1. (€ K.'<+o(O:0.

2. Sca A una unldád er un cuerpo loc¿l K. Si I{ es no diádico, entonccs O(A) es 0 u Or; si 1l cs diádico,

entonces D(A) es uno dc los ideales de la cadena finita

oc4Ox a 4p Ic4p 3c. cp3cP.

Notar que si 1{ es diárlico, entonces 4 tiene \-alu¿ción ,J(4) - t + 1 par y 1a c¿der-ia dc iflcales llega hasta

que 4p r: p, con I entero positivo impar. es dccir, cuando u('1) u(;r)t:t'( ) ¿:l Por ejeniplo. si Ii es

un cuerpo iocal <1iádico, coo parámetro uniformlz¿rte 7r, t¿l que lZlp - l" i, con e Z 3, de dondc ¡(4) : 2e'

eltonces sc ticnc que 4p-3 ! p3 r. el defccto cuadrático de una ulidad a, o(^) cs uno de los idcales:

|c4OttC4p 1a4p 3c. c4P "+1.

o lo quc es lo mismo

O p2' _p2 t.p2""t . -p.

Dc otro modo, si e <:l la cadena es lnás colta. T)e hechoi si e:2, cntonces 4p-3: p Si e:1, cntonccs

0c4O7¡:p2cP.

Consicle¡ar1do cl resultado anterio¡, si O(O : 40¡r dircmos que ( cs una uíic1ad dc de/cclo cuadr-¡itico mirli'rnal

cn 11.
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Ejemplo 2,2.2. -3 = -7 + 4 cs lrna ulid¿d de dcl¡cto cu¿drático mirima] .ll Q2.

Sc puede probar quc uua urti(lad A tie¡e dcl¡cto cuadr'ático rrrirrimal si y sólo si l¿ cxterrsi(in Ii(y'ñ)/fi cs

cuadrátic¿ no lamificada 113, 63:3]. De este hecho se deduce rlue siernpre cxisten unidades de defecto cuad¡ático

rnirrirrral, y qu<.rlos dc cllirs sicrnpre estáu cx la ruisrna clasc de cuadrudos [13,63:,1]-

2.3. Símbolo de Hilbert

Para un lugar-p eu cl cucr¡lo dc núrnclos -F y o.3 € 1i', se defitrc cl simbolo de Hilbert trredia¡rtc:

(

/".J\ J 
I si oI2'r py2 = I lierre soht¡"iórr r'y ! /(

\ p /-'l
[-I , sr no.

Observación 2.3.1. Dc [13, 63110] obtcnemos quc, si Fl = K(yf), cntoncts

a € NB¡I¡E si y sólo si (Y) : ,

Observación 2.3.2. l.lsa¡do la obse¡vació[ ¿r¡tedor y los resultados en [13, §63A]. obter¡cr¡¡os la siguiente

clefirrición altetrrativa del sírnbolo de Hill¡elt:

/,, ,\ Í, ,, (+) . Mz(n,

\ p i =l_, 
.,,*,

2.4. Ordenes y Reticulados

Deffnición 2.4.1, Sea [/ un F-espacio vectorial (le dürrcrsión n sobrc F.. I)ireinos qr¡e 
^ 

C y cs un n:ticulatl,o

el I/, si A m rrn (?¡-módulo tal que existe rrna ba"se {x. r,...,r,¡} dc 7 con

|\CO¡t¡I..-tOrx,,.

Si utr reticulado A satisface FA - 7 dirctnos que A es utr reticulatlo st¡b¡r V. IJtt rcticul¿do cs liár.e si Io es

cono O¡.-módr1lo.

Ejemplo 2.4,1. Oprt i .. . * Or¡n es un rcticulado librc sob¡e V.

i0
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Observación 2-4-1- Tocl<t rcticulado sol)re el cuelpo iocal K : t'o es libre.

Definición 2.4,2, Sea E una f-áigebra. Diremos que O a 2l es u or(¡erl si g cs ün rcticulado en !l tal que

1, <. D y DD : O. Es decir, u ordcrr cs ut reticulado quc a su 1_cz cs lru subanillo. Un orden es maximal si Io

es respecto ¡ la contención de conjunl,os.

Ejemplo 2.4.2. MIr(O¡) cs un orden m¿xirral cn 1a ¡-álgeb¡a M2(F).

2.5. Árbol de Bruhat-Tits local para Mz(K)

Seau -I'uu cuerpo dc mirne¡os. K: F, v uri álgebra ?t <tc cuate[úo¡ps sobrc ]r. a sabcr. g 
= (+)

Definición 2.5.1. Para cada luga¡ F en .F, definimos el :ilgebra de cuaterdones local !1, como:

*,:f+):ü. r/r'

Pal'¿ eféctos <le esta tesis suponemos clue el álgebla local 2[¡ es descompucsta. cs clecir' llo : (+) *

isomorfa al álgebra de matrices M2(K). Nótese que un orden de l,ichler es t vial (ntaxl1ral) en los lngares

Iarnificados para 2[ (r,er O]-rselvaciórr 2.5..1).

Sca -L un reticulado en V de rango 2. Idenl,ificamos V cc¡r¡. K2 . Sea ) € Il'. Eltonces .\-L es también un

reticul¿do c1e V. Se siguc que el grupo K* actúa en el co junto (1e reticulados. Ilanramos ¿ la órbita cle /,

bajo cst¿ acción st¡ clos¿, la que dcnotanos por [L]. Dos rcticulados en ia misma ciasc so clicerr equi|alentes.

l.lar',rr'.rro¡ 5 r. , onjunru ,Jc i'1asr'..

Scan -L y -L' dos (rr-rcticulados de rango 2 en 112. Por cl tcorcma de f¿ctores invariantcs cxistc una C1¡¡-base

{er,e¿} de ¿ y cntcros a,ó talcs que !e¡r",e¡rb) es una C1¡¡-basc para l'. El coniurrto {o,Ó} no dcporrdc tle

Ia elección de las bases p¿.ta L. Lt- Dc oste modo, sc ticnc -L' c -L si y só}o si o, ó 2 0. err cuyo caso l/Z' es

isomorfo ¿ (r3¡¡/r"Oa) a (OKl7Ít'OK).

Recrnplazar Ly L' por rL c'¡1L' (cor t:,y e K.) caurbia el conjunto {o,Ú} po¡ {¿+c,Ó+c}, clorrcle c: u(u/t)

El cntcro ]o ó deperxlc sólo de las clases [I] y lL'] de L y /-'. Supolgamos qlue Lt9L yt'f r,L Se defir,e

ia distancia d(ltl,ltr'l) cntrc 1Ll y [-L'] como:

ó(t¿1, t¿'l) =¡¿, clondc LIL'=ovlt"o¡¡'

N,Iás gerreralrncntc, ¿(J¿1, J¿']) : a á1. Sin carnbiar las dascs de ¿ y -L' se puede asurnir que rni.n\a.bl :0

En particular, ¿t(l¿], t¿!) :0 <+ I¿l : l¿l1.
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L)os reticulados -L,I' sc dicen lecinos si 6(lL),lLt)'¡ :7.

Dclinición 2.5.2. Utilizarrdc¡ Ia ¡oció1r anterior se delilc una estluctura dc grafo cn 5 como sigue: Dos

reticulados Á, A' están unidos por ulta ¿rist¿ si y só1o si son vecinos. Se sigue de 116, cap 2 §1] que 5, corr csta

estruchu-a de grafo, es ul ábol.

L2

Observaciórr 2.5.1. Se¡ cl rctirrtl¡rlo r\ -

/ t)- \ / .r \
"l 

"^ ) + O«l 
* 

l, donde o v /.3 no cstán amhos cn rr(?(. Sc concluve quc 1os vecinos dc [A] están en

\cr^ / \n)
correspontlencin con ios subespacios de dimensión 1en (C1¡/1106)2. Si suponcmos qte O6f rO6 : q, cntonces

hay q+l subespilcios dc dimensión 1, que er el gr-afo corresponden a q+l vccinos de ['[], cs dccir, r/+1voóriices

unidos por adstas ál \,értice «)rrespondiente a [-A.]. En conclusión, ei árbol f depende só1o de la ca¡dinnlidad

dcl cuerpo rcsidu¿I.

Observaciór¡ 2-5.2. Para cacl¿ orden maxirnal ! a Mr(() cxiste un reticulado L e K2. t¿l que g :

End.s,(L\. Esto induce una biyección entre órdenes maximales en Mr(K) y ias ciases [/-] dc reticulados I cn

r. [16, Ch.]r. § 1.31.

Definición 2.5.3. El árl¡ol cle Br"uhat'Iits paraM2(K) cs cl gralb cuyos vór'ticcs soD Ios órdc cs u¡aximalcs crr

M2(K), clonde dos de ellos están unidos por una arista si l¿1s corespondientes clases de reticul¿dos son vecinos,

es decir, c§tán ¿ distanciá 1. El ábol <Ie Bnhat'liús c§ cl¡ctivafrentc u¡r árbol por obs. 2.5.2. y pol aLuso r1e

lcnguaje diremos que 5 es el á¡bol de Bruhat Tiús para Mr(K).

Observación 2.5.3. Dos órdenes O y O'están unidos por una arista si b¿ljo conjugación se tienc

(Í; )
C¿da vecino <te [41 tiene la forma 1,4.'], donde A' :

^ ,,:( o¡¡ ^'" ).
\"''" u" )':(:: ::)

Aquí los órdeues O y O' conesporrclel a las clases [;\] y [,A.'] r'espectivr,,,",,t", doltle A - (
\ ),

/ rox

\ .',.

O1¡

0¡<

)
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Ejemplo 2.5.1. SealK: Ox/¡Ox y supolgamos que ik - 2 EIr particular, esto oixrn-c, poi ejenp]o. cuaDdo

L: Qr. Entorces el árbol de Bt'uhat Tits para Nfr(K) ticnc la forma sigxicntc:

Figura 2.1: Árbol de Bruhat-Tits para un cuelpo local cuyo cuerpo rcsidual tiene 2 elcmcntos

Observación 2.5.4. Suporrgalnos c|rc ei álgebla ?[ locairne[tc cs un á]gebla dc divisió¡ ?lf = ,, eutonccs f)

tiene un irnico orden maximai. Se sigue que localmcnte el ¿í¡bol ¿tc Bruhat-Tits para D es un punto, correspon-

dienl,e ai úl1ico or(-icri maxinlal. I.or esta razó[, sólo considcramos atlue]los lugares dolde ?1 es dcscompucsta.

2,5,L. Ramas

Sea 5 q Mlr(K) ur ordcn. Corsidercmos 5 el árbol de Bruhat-T'ifs pala M2(11) y sca V(5) el conjunto 'l'
1.órticcs cn 5, es dcr:ir, ó¡deues rnaximales en Mr(,().

Deñnición 2.5,4. Para cada entero ¿ > 0, se define el orden "contraído"1:

ñltl .: OK + 1tt 5.

Definición 2.5.5. Para cada ente¡o r/0.larrama dcJi es el conjunto:

s', (r) : io € Y(5)15 q ohl).

Iln particular, S0(¡) consisle de los órdcnes maximales qur: conljellerl a -fi.

ror< se incrusta diasonalDente en MI2(1l), e§ decir. Or f. MIr(I{).



C A P iT U LO 2, P TIELII\IIN ARES 1-1

Obserrqción 2.5.5. Notar que &($) E y(5), es dccir, ,9,.(11) cs un conlunto dc vór'tices del árhol de Bruhat-

Tifs. Se sigue dc [1, §2] que S'"(tj ) es correxo y So(Jj) es no racía.

Proposición 2,5.1. [1, Prop 2.1] Para cad,a orden 11 ?l entero t > 0, ¿a r'om.@ So(51¿1) contiene eúfttamente a

los órdu¿e¡ a d,istancia ! t de algún orden madmal en S¡(11).

Lema 2.5.1. [1, Len 2.1] Pam cada orden rnacimal D C Mr(K), el otden conttaíd,o Dltl es lo intersecció¡t. d.e

todos los órdenes raaÍi,malet de Mz(K) a d,'islancia a lo md; t d,e D.

Dcflnición 2.5.6. Un ordcn m¿ximal O € ,50 (5) tal que todo o¡den ma-rimal a distancia a lo r¡ri¡ f de O

está en S¡(5) sc dice t-profuwl,o cu S¡(f), Equivalentementc, O es t-profu,ndo en S0 ("ó) si y sólo si2

BID;tl :: 1o € v(s.\/6(D,o) I ¿) ( so(5).

Corolario 2.5.1.r. S,(-$) es el confuLnto d,e órd,enes mot:im.aLes r-proJund.os en Sq(fi).

Sc concluye que para calcula¡ s',.(jil¿l)j basta con calcular S0(5).

Ejemplo 2.5.2. Se quierc calculff Sr(512J). Supongamos que l[tl :2 y ^9q(.ñ) -.............. Entonces

._l 1_

'r l-'
Luogo.

2.6.

Sea {

11)axi1lr¿1.

Sr (51'?1) =

un álgebra sobre un cuerpo de números h', O p sn anillo de entc¡os y O q I üL ordcu de rango

Deffnición 2.6.1. Defi¡rir¡rr¡s el orden local Op ! ?lp como:

Género e imagen espinorial local relativa

^ lo *, or, , si p cs uo arquinrediano.

' ' Ir, .si p es arqümediatro.

26{€,0) :: ó([L],lLt)), donde [¿] y [¿/] 6on lE respectivss clases de reticul¿dos co.r€spondientes a ! y o.
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I)cfinicióu 2.6.2. Il¡iiuirnos cl !,(lLrcra) dc () co¡to rl coltilultol:

lir

gen(O):: {@' orderr cn 4 Op 'v O'p Vp lugar rro arquinediano en 1t}'

observación 2.6'1' Supongamos quc qp : M,(K) Nótese que' oF 4 otp' es oquivalenic ¿ quc etista ap e

Mr(-¡l)., tal quc Oo : o.oOt ao t. De hccho, se ticne quc para casi todo P, O r : O'p

Definición 2.6.3. Sca ll(l'') cl conjunto de lugares (arcluirrreclianos o rio) dc li'- Se dcfirrerr los siguielltcs

conjuntos que simplifican la not¿ción:

1. Adeles d,ct Il: Dircrrros que un elemcnto ¿: (ar) e fl f; 
". 

un odele si ap € Op para casi todo p El
pÉn(¡')

co[junto de adelcs forrna un anillo, rcspecto dc ia suma y producto por cooldcnadas, denotado A¡.

2. G,rupo d,e ideles de Fr Llamarernos grup o tle 'irleles de F al gtupo dc cieme tos invertibles dcl anillo dc adeles

cie ]", cs clecir, J¡ :: Ai. Err otras palabras, un idcic a está defllido ert tél,rlrilros de sus p-coordcnadas

op, satisfaciendo las condicioncs:

i) la, , 10. para todo P en l1(¡').

ii) aplp : 1, Para casi todo p en II(f')'

3. ,4delizar:i.ón,: sea e1 ordcn o de rango maximal y eI álgebra 2l corno a1lles. se delil1e !l¡, ]¿ ¿delización de

2[, corno siguc:

lla :: 2t 8¡ Ar' = {(oo)lo, € ?lp Vp, ¿¿p € ('p Para casi todo p}

Análogatnente, se puede definir la ddeli,zaciótl del ordcrr (? c ?[ como:

Or:- ff Oo.
p€rl(¡')

Deffnición 2.6.4. Sea a € !1.; un elcnenlo adélico y 0 c 2[ un orden de rango maximal Delinimos

O:a?'a-r +'+ 0a: aO'»a t

observación 2.6.2. Podemos concluir. lxn la obscñ,¿ción 2.6.1 y la dcfifición 2.6.4, que 2t; a(túa en ei coüjunto

cle órdenes de rango maximal por conjugación, ya que es sabido qrie todo r:onjugado del anilio o¡, es dc cste

tipo.[18. Ch.V]

\uí <lp = {?i. signiñ.a que existc ül1 elemcnto a € q;' tal que Oe : ao?e¿ 1'
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Sea "V(fl) : \a e Ai)oOa-r : O) cl cstabilizador de a, elr 2/i. Asi, rten(O) cs Ia ó¡i¡ita 21i . (1, Iuego los

órdenes en gen((?) están en collespondelcia con !li/¡/(O) y las clases de conjugación (giob:iles) contenidas en

qen(O) cot ü* \ !fi/¡/(O). Esto es, existe la biycr:¡:i¡irr:

{órderies C1l en rTen(Cl)} /rnódulo coniuej¿ción <.'+ !1- \ !t;,/¡/(ar), (2.1)

defirrida «rrno si¡¡ue: A cada clase de or dele" tj'. .o¡ c)l ,l gr rr (O). se 1e asoci¿ e1 elemento ¿ € tt- \tti/,^/((r).

reprcsentado por a € !q, tal qlue aOa L : (3'.

Por otra parte, la norma rcducida If puecle ser exterdida a u¡a función -füa : lli + /¡ [3], l¿ cual induce

una linción:

Na : !r.\til,A/(o) + N(2t.)\.rra(til,/ H(o) - Na(»^)/ N(.»")H (o)' (2.2)

dondc 11((1) ,= ¡/r(¡/(o)).

Definición 2.6.5. Sea Ot cr gen(O). Definimos e1 género espinolial s'pin(Ot) crL gen(O) cor,to ei corju to cle

riltlerrcs cluc tieDeD l¿r lnisma imagcrr quc Cl' bajo la correspondcncia (2.2).

Conocer I1(Cl) propolciona itlot¡rr¿ción sobrc ci grupo abeliaro Na(!1i)/¡/(\-)H(.O) y por la corrcspon-

tlcrci:r (2.2) permile conocer los géneros espinoriaies spin(O') et el género de O.

Observación 2.6.3. Se sabe qre Jp/H(O)t'-'¡fa(2ti)/¡l(21")H(O). (Ver demostración en [:], §21).

Deffnición 2,6.6. Sean J).O órclenos en !1p, tales que.D ! O. Definimos e1 corjunto:

Hp(D ñ):: {¡/(¿) € I(. o-lttu aU. coÍ ¿ e ?1;}.

Lla¡rarcmos .r" Itr(O b) imagen esp'inoríaL LocaL relatit¡a.

Pa¡a órdenes globales b y O, corr O dc rango rnaxirnai, la"'imagen espinorial relatiua (global), se defrne por':

H(ott) :: 
[,Jr,r,,r,,0,,] 

n r"

Recordar que los ó¡de¡es locales ú1, se definen como 2lo en los lugares arquimcdianos.

Proposición 2.6.1. [3] Sea 0' e gen(O), entonces l) e]tá cattt,enido en. allút¡. clrden. en. spin(O¡) si. ! sóLa si

O' - o,Oa-| con túa(a) . H(Olb)F".
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Deffr¡ición 2.6.7. Sca ¿/-F rrrla cxtcrlsiór1 firita. Se define

17

HL t: NLIF(..11)l-. a JF.

Sc tienen los siguientes hechos [11, pág. 20]:

1) Si ¿' es la m¿yor extensión alleliana sobre F contcnida cl ¿. errtonces Hr : Ht,.

2) JF IHL, = Go.l.(Lt /t').

3) L¿ correspondcnci,a L' , + 11¿, da rma bivección enfle extensiones abeliarlas finitas de -É' y subgrupos dc

J¡ de ínclice finito que contienen a F*.

Bi cuelpcr cle clase espinolial t es la extensión abeliana I/F tal que II¡ : H(O)F" y CaL(»lF) =
r F lH (o)F" l3).

H!gPi" 
E -J- = u¿l(t/l.), dorrde r es el crrerpo.lc cla^se espiro.ial.Obscrvación 2.6.4. \ár^in,, ,, 7td)f - ttlO t..

^ H(Ob,\t' .lr
Defiuición 2.6.8. Si _+ esH\u)t un suhqrupo O" ,,.r,O.': 

nrr"r"r''s r Úfrn¡Inrrrlp a ttn¡ ¡x''nrr'i"rr l, rlc F

¡:or F e E E X. Este cuerpo sc llarlra el cuelpo de re'preserltación E : E(Oll¡).



Capítulo 3

K no diádico

Err este c¿píttlo siempre considerzrrcmos un lugar. no arquimediano F de F, el cuerpo loc¿l no diádico 1l - Fp,
/a B\

n] algnhra .1" .uat^miñn¡s I * I 'mr(f) , cl cuclpo rcsidual [r de 1l y un order cídirrr Jj : Crii k., i], dondc\^,/
i.j satisfácen i2 : a , j2 13 y ij : jri. Se busca describir las O-ramas pana, y poste ormente para üia

ra ante del orden 5 a partir de las ra-rnas ya conocidas.

Para efecl,os de ejemplificnr dc mcjor manera las posiciones relativas de las ramas y como intemectal,

graficamos cada rarn¿ dcrDtá dolas con r:olor plomo )¡ en negro l¿ ü1tclscaci(ilr resultallte, es decir, la 0-rarna

del orden 5.

3.1. ¿r, d libres de cuadrados

KI.r)\o¡¡m6-queO/\'i Chut-,_,' ^ .) oui-./ t'.né la nrnnipdad ¡r,r'oqa. P¡ra.lps,ribir.t rgr rvor §1.5.,11\:x' a)
es necesario colrocer el tipo dc exterrsión K(i)/K y para eso es impresr:indiblc conocer o y B rnóclulo cuadrndos,

cs dccir. cn quc clase del grupo ,l(./l(.2 están. En estc capítulo, como /( es no diádico, el grupo de clases de

cuaclrados es K" lK.2 : {1,lr,^,^;}, por [13. §ü3:2] y [13, §63:a], J<,rrde A es una tmidad no cuadra<lo en K.

Por hipótesis, se riebe cumplir,r,," f+) : 1. Las tablas 3.1 clcscribcn las posibles alternativas para a J\p.i
r.,l,,,i,lcposlFIiu"*ér,rp.sulu,!,r>iuc|ar.rllu5 o5 cbo¡ quc ,,,,,,p1," (2J) r. R,,,r,.r,1ns. qu, ostoerlL¡i\at,

\p./
a quc el álgebra de cuaterniones es descompr¡esta, es decir, isomorfa a un álgebra de r:natrices.

l8
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Tabla 3.1: Cálculc¡s dc sinl¡oir¡ de Ilill¡c¡t para rla.ses de ctr¿drados en 1i (vcr apéndice).

Observación 3.1-1. Podcmos süpouel que ninguna potenci¿ par de rr divide a o ni a t9. J'a que si cv:7r2ku,

con n? { u, sc ticrre (?¡¡ [i] e O¡<lio]], doúde iá : u, e io gcncra cl orclcn rrraxirnal de If(i). Sc siglrc quc,

oKlil: oKlrk'¡o): OKlia)l4'. Esto sigue de las propiedades del orden contraído en [1, §2]. Así, s¡(úl¡ld]) :

S0(O?r[ro]tel). Se siguc dc [1, Prop. 2.4] que Sr6(cr6[z]) puede calcuiarsc a partir dc 0¡l'l¡] y de & (análogarrrcntc

con B). Hay quc tcncr cn cuenta que Ias posiciones relatiras dc las 0-ramas para a y B también son dc importancia

par.a la dcscripción de la 0-r¿rn¿ dc Jj. El corrclusiórr, po.letlos suponel que ¡2 no clivi<lc a o ¡i a p. En este

co texto, tencmos los siguientes casos:

. Caso l.(Torna,tlo tlel ejemplo 2 en [1, §]l): rl,P pertcncccn a arf. Podenos supoter qrrc a: É:1. Así

Ot = 9xli)e K(i): L= 1{ x Ii'

Para.i sc ticnc la propiedad a áloga. Lue€io por f1, Prop. 4.i], 5'o(Oo[¿]) y Sb(O¡<[1]) son carninos lrlaxi-

males en el árbo1, esto es:

so(o¡<t¿l)- s"(o'til!-re
so(o¡<Ul) .o 

-.s"ro.tr-ti

Se siguc dc ft, §4, Ex.l qN ñ: Oxl'i, jl es maximal. Concluimos que los catüinos ^90(O¡r[¿]) y Sro(O¡rh])

se illstelsectan en urr único punto ! :5. Pol lo tanto, la posiciórr relativa de las tarn¿s es como indica la

s1$1ie[te ligura:

1eK"
1 A

I 1 1 1 1

A 1 1 -1 -1

1Í 1 -1 1 -1
I -1 l

-1 É /i
1 A

1 1 1 1 I
A 1 1 -1 1

1 1 1

Ar¡ I L -1

so(o¡rl¡l)

so(oKul)

so(5) : {o} = Or}

-!'igurri 3.1: Intelsección de O-r-¿¡nas d,A e O-1.

-1
i
1
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Caso 2. o e Oi! y 3 I 1(-2. Se prucba corno cn cl Caso 1 quc §o(O¡<lt]) cs un camino maximal

en el árbol. Para P noia ros que: ¿ = -IEL cs cucrpo. CL-,mo I/11 es una extensión cuadrática y
(.¡' - J)

e(L I KJ.f & I K) : lL : K), tclcmos 1os casos siguientes;

i) LIK cs ro rarrlificada. Podernos supol]ei- c,1ue B e AIl.2. de moclo quc l' = KtvE) (pt,r [13, §63:3]

v [t3, §63:a]). Luego por [1. Prop. 4.1] tenemos que S,¡(Oxljl: {o¡} cs urr punto. Se sigue de [1,

Prop.2.4l que S"(5) * 0. Sc concluye que §r (arl< [.i]) E So (O¡r lrl), y por lo tanto,

,s0(5) : s0(.rr[r])¡,so(orl"rl) : ft(tr¡r[:]) : {.o }.

ii) L IK es ramificada. ErLtorrces B e r K*2 u (Ar)K"2. cs dccir, p tiene valuación irlpal etr K.

Así, por 11, §4, Prop. 4.1] So((?rrli]) : . o . v Ia O-rama So(Or<[r]) es como en el Caso 1.

Observación 3.1.2. [1, §3] P¿r¿ determin¿r I¿ intersección, y por Io t¿nLo l¿ posición relativa de las

rar¡as, utilizarnos la descripción del álgebra ¡esidual ll{:$/r-fi dclirtida cn 12, §3]. Espccíficamcrttc.

en el caso cu¿terniónico l¿s representaciones i¡reducibles de IHI Lienen dimensión 1 o 2, en este írltimo

caso la replescni¿ción cs Írrrica- Si la dirrlerrsiórr de algr]na r.cp1,csentación cs 1, cntorrccs 5 cstá con-

tenido en más dc urr o¡den miiximal. Pol otra p¿1rte. si 1¿ dimensión es 2 entonces 5 está contenido

en r¡l único ordcn rnaxülral. Err collc]eto, se debe conocer la dinelsiórr cle las represcntacioncs irre-

duciblcs dc IHl.

Rerotder,os quc cl álgcbra l+ ) = Mr(ll) y que taDto i como j son cuaterniones puros, es decir, de\^./
iazas'1'(i) : 1'0) : 0, por 1o que podemos ide¡tificar i y j con elementos de N4, (K) que bajo conjugación

son:

:(r ;) ': (; ;)
cori a, ó, c, d e K. Considcrando qtre ij : jiy h:Oxli,.i), se tiere que:

;) (;;)(:;)

:) ( ;r:,)

l,,

ad

b

(l:;)

(
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por ro t¿rrto. c - -od. Así, i:( 
t "' ) - ,, : b2 - ad2 : lJ.

\.r b )

:0+^:+/.1.

2I

ObservacióD 3.1.3. Alirmarnr)s clue la identiticación puede escogerse de uroclo que i y j telgan coeficierrtes

cnteros. En caso contr¿rio, sin pórdida dc gcnert1lidad, ¡sumimos qre ¿ É Ml2(Or)* , b $ 06 o d" (. O¡¡.

Pritrcro notcmos qtc

b2 _ ad.2 : b2 _ \2 d.2 : (b + \d)(b _ 
^d): 

NL/K(b+id): § e ox,

dondcl:K(i)-Kx1l.ComoaeO"r2y12]rr.cntonccsae(1i?,ademásord(B)esinipar.Sean),

¡i e (1]. talcs quc o - )2 y ll - ltLL. Por el l'eorema de cu¿dradr¡s localcs (vcr Tc.o.2.2.1) cxislcde (1i

tal que

1+ 3 :1 + 1( !.: (1 + r.t)'.

Lucgo cxistc un clc¡¡rc:nlo bt + idt eOL:OKI'|). talqucá'2 -^2¿'2 lJ, a saher. homándo b' :lT+7y

Se concluye pol los corneüta os precedentes que siernpre existe una elecció¡ de 1i y j con coeficie tes

cntcros. Sc sigue de1 Teorerr. a de Skolem - Noether que todas las elecciones para i y j quc cutiplcn las

relaciones pala sel geneladores del álgebra detennilarr ór'clenes conjugados.

S.a H- 5/.J) -Oai.j aOa,, - llF);; k7.j cornoorr t. §31. dond.,.J óon tJ:,.-r)6(rc.

de i, j en M, (k) y Ik es el cuerpo residual de K. Obteuemos:

/¡"\ (¡ ;;\;-l I ;-l I

\,0/ \d b I
Notalnos que estos generadores detel'rrir ra rr el algel,,r'a 1Hl. Ahora bicn, 7 y 3 actÍran en k2. por Io que podcmos

buscar subespacios de k2 invariantes bajo la acción de los generadores. Esto es, buscamos vectores propios

dc las natriccs asociaclas a 7 y J.

Para 7 terrcmos.

(l -)
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Notemos quc o cs cl cuadrado de una ruridad, a s¿ücr: n: r,.,2. Así, ,\ : +16 : +ú. De a(luí se ohtiellen

dos vectorcs propios diferertes ya quc char(k) I 2:

í 't' 'r,-l; ) ro (-., r)-r'
Aná1o¡5amente, pala j teriemos,

t_,
0 = ): jVb- od- : +Vd : ll.

Noiar quc corrro 0 4 K*2 y clmr(k) 12, entonces tL I 0. De lo ante or se obtiene sólo tln vectol propio,

a saber,

.7 .'r
,, ( :,) (-,')

Esto sigrrifica que la m¿triz ¿sociada a 7 tler,e ,rr ¡ubesp¿cio irlv¿riarrte de dirnensión 1, el cual ta1üLié¡ es

irvaria¡te bajo Ia acr:ió[ de 1¿ rnat¡iz 7. Por Io tanto, ]Hl tiere rura (no necesariamente rinica) represellta(ión

irrerlucible cle dirrrensión 1. Concluinos que 5 está contenido en ¡nás de un orden rnaxirnal. Por lo que

Sa(o xljD g so(or([t]) y por lo tanto 5ro (Ji) : so(or[r]). La^s figtrras 3.2 v 3.3 mrestraD 1a posición

rel¿tiv¿ de las 0-rama:

so(o-rlil)
r!

so(o( Ll):5o(fr)

Figura 3.2:

Se sigue de [1. §3], 12, §31 y [2, Lema 3.1] quc

,5h(5): :-i

I tg ra ó.J:

Caso 3. a y P son rro cuadraclos. Necesitamos ver dos casos, te iendo en cucnta que pol ltipótesi! tellerios

/: B\ 
- -t. L:arLlo la labia J.l 1c,,t,,,,o:\K /

a) Sí 1 es un cuad¡ado cl Il, entonces a y B pueden ser los siguientes (rnódrrlo cuadrados):

al) a:A:Í.

a2) a: B: ¡¡.

/_\I b-.\ ad. \

[ , , 
^)



(,,{P]TUIO 3. K NO DI-\DICO

¿3) a:d:4.

b) SÍ 1 no es un cuadlado cn 1{, i.c -I € A1{*2, urtorrccs n y p pueden ser los sigrrientes (rródulo

cuadrados):

b1) rr:r y 13: L¡r. (al revés, a: Nr y 13:r cs cl risno c¿so).

t,r\^-Á-A

Prinero obscrvcmos que en los Casos (b2), (al) X(l)/n y 1l(j)/11 son exl,ensiones no rarnificadas, dc ln

cual. sc obtiene por [1, Prop. 4.1] quc:

,so(o¡<[¿]) : {.} , so(orUl) : {.},
Iucgo, S¡(5) es un punto. Notemos que para los casos que restanl las extensiones cuad¡áticas asociadas a a y B

rJorr 1arriilicadas, por 1o quc sc pucde res[mil en un só]o caso: o y,/l ticncn orden impar. Se desprende, a prioti.

quc:

sro(cr(lrl)

su(o'[.r])

Análogamente a 1o anterior, resolvemos para el Caso 3, donde las extensiones cuadráticas qne co¡rtienen

t¿1ntoa¿comoajsorrramificadas,coni2:o,j2:/l.Luego,despuésdcconjugar,

/n.\ lu ^d\' t;;J '-[, ,)\./\,
dc clonde se tiene quc j2 : ó2 - ad2 = § y

/o n\ /-o o\I I I t-l I

\10/ \,r al
Notcmos que las ecuacioncs para ó y d l,ienen solución entera ya que K(i) es cuerpo 

" 
t'.¡" :6,1o que implica

quc sus lalores propios son 0.

Vcamos a continuación, los espacios inva¡ialtes (generados poI los vectores propios) bajo la acción tanto de

Para i tenemos Ia ecuación para el vector propio:

/__\/ \ / \ / \ /=\f::lf'l-f-l-frl-f:l
\r 0/\,/ \o/ \./ \./
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, 'IA¡r ol \p,rurpropio\oso'¡¿du.+u-{O ¡ ) . An,il"gr"n.n'p.,on J:.ncurrran,o- ¡l vo¡rnl propio u -

lO :) l" qu" o-0. Dc Fsroi.Jl,'Llo5 ¡c de.prerrde q.F ri,nro, comoJ ri.ncn ol suLo¡pacio inv¡ri¡nLc \/

csto dice que H tiene representación ilreducible de dir¡ensión 1. Se siguc dc lf, §3]. [2, §3] y 12, Lcrna li.1] qut:

Jl está contenido en miG de un orden maximal, por lo tanlo,

so(cri<[¿]) : so(orkl) :,%(5) :



C'APÍI'ULO J, ,& NO DI,|DICO

F-l lo-(1unc[. Ia siguiortc tal)l¿l (lcscribc l¿s ]losil)los úr1,orso.xriürc! dc §r(()¡, ii]) ]-,50(OA [,/]):

thbla 3.2: ,§6(!).

23

{J e Lo* 13 € vO"; t3eol

o e aoi!

so(o( Iil)=sn(o( ljl):sú(n)

cso 3 (á3'b2)

Caso mr posiblc

(:u) +,

so ( o¡r til). so ( o,r ljl )

+sr(orr lil):so(r:l

d€ÍOk

Caso ro posible

(f)+,
so(ok I¡ ) = s" ( or li l):50 (rr )

Cdo 3(a1,a2,b1)

s,r ( o( [i]) !.so ( ok trD
+so(or. L¡)-so('r)

s¡oí¡i ¡

o t O ¡r)

so(o< L,l)qso(o,r t'l)
+so(o,.trl):so(¡)

5ú(or L,l)
2(i)

so(ox ul)qso(or.lr)
>.ro(o(ul):so(¡)

so(o; l¡l)

so(nxtrl)

so(c¡rf¡l)
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3.2, Caso general

Corrsiderernos ñ: Oxl¡'i.,¡¡" j) con ¿,j cono en I¿ seccitjt 3.1. Dofi¡rarnos O : OKIí) y consideremos

el olden contraído gl') : O¡1 + ¡'D : Or[r"i). Aná]og¿mente, s¡ D' = Oxlil, crtorrccs g'['l - OxI"'i].

Asurnirrros quc O, !/ sorr órdenes m¿xirnalcs corno cl la sccciól 3,1. Así, por 11. Prq). 2.4. Cor. 2.5], se tiele

quc S¡(Ot'l) es el conjunto cle órdenes a distancia á Io más r a S¡(O). Análogamente, Se(g'Fl) cs cl conjunto

de ór'denes a distar.ia a 1o más s a S¡(O'). De [1, §4] sabcmos quc:

So (J1) :,90 (O¡r lur' ¿l ) ñ so(or{ [r"j]) : So (ghl ) .,so (g'Fl ).

A corfinuaciól se deia]lan algunos ejemplos pi:,ra valores de r y s cuando o y B recorren el conjunto dc

L'cprcscntarrtcs lilires de cuadrados descritos er1 Ia scrrió[ 3.1.

Por sirnplicidad, en los diagramas supoucmos k : p: 3. Nótese que cada orden maximal tierc 4 vecinos

e¡ el árbol.

. Caso 1:

20

Ii¡ (rl ) pa r':r : t1 . tl € Oii

,6\

\.t
s¡ ( o¡r []ll

\
,,/ ,/
.',/l ¿

a/

o,. frl)

Notar qlle cotro 5¡(O6[i]) y Sro(OrLj]) sor rallas inñ[itas que sc irltcrscctar cr rl1l vérti(e. Eltotces al
intcrcambiar r con, e i con j se obtiene ru orden isoniorfo, y por 1(] tanlo, el árbol resull,al1Le es isorno¡Io.

T¿rbl¡ 3.il Eicrrrplr¡s rlc 0 rarlas pirra cl Caso 1.



,S¡(¡) pLrra: o e (? i¡r , I € \O;Í.

r"€l§.§:0 -.o-.
I

r:0. s e N

/5\

'\\ l- /'-l--\ -

¿

r':1.¡=2

--7-7--a-\ \--././l\.\.
¿

r-1.s-3
Sí r > s, cntonccs 5i(.[) contiere sólo a ]os ó¡dcres a distanci¿ s del rinico o¡den
naximál que corrtiete a O1¡ljJ.
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. Caso 2(i)r

27

. Caso 2(ii):

f¿rbl¡ J.-1: Ejcrnplos dc {lr.r n¿rs p¿rrl c1 Caso 2(i).

T¡rl¡l¡r 3.5: l-jcrlpLrs rlc (hiruras para cl Caso 2(ii).

So(J¡) para: a €O*,13 €1toi-.

i
i],,'il,,'\1 l,/

r
,i

1

./ i' 'i -\.

.1\. ./,1\.

\.-\.
\

lln gcncral, c este caso, no existe simetría por lo quc ios árbolcs difieren segÍrn la elección de r', s.
Adcr1rás, si r'> s, e tonces S¡(J]) conliele sólo ¿ los órdc[cs a disl,¿[ci¿ s de alguno de los í)rder1es 2,9.

.,/ .,/ .
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. Caso 3(a3.b2):

. Caso 3(a1, a2, b1):

'l-¿bl¿ li.ii: Ejclrplrs rlc,(lranras par¿ ct Caso 3(a3. b2).

l¡bl¿r,i.7: Eicrrrplos dc 0 rarrr¿rs para c1 Caso 3(a1. a2, b1).

28

S¡(Jj) para: a , P e LOiÍ.

,5\

Ell gerreral, la clocción dc r,s cs sirnétrica, de hecho pal.a cualr|rlcl r y s, 5b(¡) consta sólo dc
los órdenes ¿ distanci¿ d = nLin{r. s} del riirirlo o¡der maximal clue .ontiere a O Klil : OKli).

corro en cste caso tenenos So(O¡<14) : S'o(O¡<[:]), si supo[cmos r < s. cl1tor1ccs

,§0(O7([r]hl) c S0((?rrUlt'l)y por lo tanto 50(5) : S0(Or[i]h)). Se corrchiye que e1 ár'bol resr¡ltalte
clcpelde sólo del rnínirno valor clrtl'c ,' y s.

"50(.il) t)¿rr¿: e . j a Tr()-1..

r=0ós:0

i'i" rÍ
I

¿¿
r>1

=) s>:\ót=2,r
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Defiuición 3.2.1. Para cada ordcn f¡ sea S : So(ñ). Dchrriurrs ]os -riguicnt.s iD\.ariantos dc S. los ctalcs sc

cirlculan ¿r piutir j¿ funció1r distancia d( . ) definida en cl il¡boi:

Diárnctro: Es ll m:r¡'or disLa¡c'i¿ entre los r'ér'tites rle S, denotarb rlirzrr(S').

Profundidad: lls cl r¡ráxirno p e Z+ . l^I r¡te. para algtiir O € .S la bol:r

B (!, p) : : {O' É l'(f ) diO', O) I p} = .9. Lo tlclotamos p(,5).

Largo del tallo: Diiimetro rlel 1¿¡llo (coúunto de \'ér'tices:r prduticlidad m:ixirna), delotndo l¡("s).

Observ¿rción 3.2.1. Sc sigur: dc ¡11 quc 1os inva ¿ntcs dcscritos dctcnllirrarr cotrqrlciarrrcrrte al coDjrlrto .§.

Esto cs. suporrgirnros quc cotoccrrros los illr.ari¿ntcs p(,9) v l¿(,!). Eutonccs ,t tiure la lbrtrta rlc rur cauilo rlc

largo l¡(S) (lr(Sj + 1 vériices ulidos por arisr,¿sl y ¿gregirndo vecinos ir ciid|r \'é1tice dc tal manera qu-" cada

\órticc tcrga q + 1 vccirDs c itcrando l)(,§) \tccs cslc l)aso clr los lrtlcvos vórti(rcs.

Ejemplo: Supr»rgatios qrxr lr(-q) :1- ¡r(S) = 2 v k '-2Eutonccs 'S st: obticuc cic la sig,uicritc mancrar

29

Paso 1 Paso p(S) :2 ._t l-
\. ",/

-( )-

Observación 3.2.2. Sca el ordcrl O0 : M:(Or)' Supc»rg:urxrs cluc un orclcrr O está erls crrtorrccs cxisl'c

LL¡ ci.¡x,rrto d É M2(1i).. t¿i quc O: dlrra L. Por defirrir:iri¡, O,- Ssi )''srilosiJ] !t. cqrlilalentcmcrtc

J-r a ¿Ood 1 si v sóLr si a rla i !0.

F-tu conclrrsirin, cn rnlestro caso -:i i: O¡[r g] enlonces 1os rirrlenes O € ,§ sc pucclcn obtcrrcl conocicndo los

clcrucntos o e Mr(I1)" ¡¿les qrrc ¿¿ 1.r:o 
= 

!¡ )-a-t¡|a€Q¡.
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Con la definiciórl 3.2.1 sc pucdc cstablecer explícitameltc cxprcsioncs para cstos irrvariarltes e[ c¿d¿ caso,

lo cu¿l se resrure e1l el siguientc tcorenla:

/ ^ R\
Teorema 3.2.1. Sea K cuerpo local no d'uidico y sean a, B e O¡ " {0} libres de cuatlrad,o". loks que \'; ) =

Mi2(71). Sean '¡, j tales que, z2 : a, j2 : 3. t:on i.j -- ji. Sr:0, fr - Orlr'.i,r" j), d,t¡ru1t: r et; ,r, )r,rúrí"tu

utl'¡forrnizarlte d,e K. Enton<:es l,os ¿nrariaittes dc 5 = So(Jj) están descritos como sigue:

Casos o,B d,ium(S) l,(s) p(s')
Caso 1 ^. 

p € O.K¿ 2ntor\r, sl 2t s , -}

Caso2(i) a e O.;,A € LO;? 2, J ill"-'), ' <'
I o, .>s rnirt{r. s\

Caso2(ii) o€o";.perok 2s+l / 2(s 
_r) 

*1. ¡<¡
I 1, r25 mtnlr, sj

Casos3(a3,b2) a. f, e -\Oij 2rtin \r, s I 0 '¡rLirL

Casos3(a1,a2,b1) a, i e rO'o 2rnrn{r s}i 1 I mtn{r.,t

Tabla 3.8: Invat iantcs dc S cuarrclo K es n<¡ diádicct

Demostración: Primero demostraremos en gcneral qte:

(i) p(S) : nr.tn{r, s}.

(ii) dzanr.(S) :1t'(S) +2.p(.9).

Demostración de (i): Deflnatros -$ o : O xli, j) y sca p :: minlr, s], notemos que:

s : So(i) : s{r (orr[4t'l) . S0 (o.¡( h]tsl) ,5ro(50) : sa(oKli.)). st)(.o Klj)) + a.

Por otra partc, sc sigre de [1, Prop.2.4] que:

a) S¡ (O,.[1]l''l) : IDI d(D,D') ( r, para algrin O/e S0(O¡¡[¿])]

b) 5'0 (O¡(Hr"r) : IA (t@,D") < 5; pala algún O" e sn(t2rl¡l))

Sc rlcsprcnrlc que existe g € ,9 tal que la bola B (9 , p) eslá conteni(la en ,9. F)s rlrxr, l:asta tor¡rar g e ,90 (50 )

¿rrbitr¿rio.

Al,.rr¿ l¡i, rr. supul,gallrñ< que par'" .,lg rn O , \. Sn ricnr.

dc ruodo qucr

, (ó,, * ,) s s:,so (o,'t4hr) ¡sb (o,.trlr'r) ,

R (ñ,p+ r) e so (cr,.¡4t'r) t n (io.p+ r) e ,so (o"¡1t'r) ,
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lrr rrral cs irnposible por dcñ iciór dc p. Pol lo tanto, p(S) = m.inIr.s\.

Demostración de (ii): Sea ? el (onjt¡nto de órdc11es en el tallo do S. Prirnero, notamos quc la distancia

está bien definida, pues no hay ciclos, por 1o qrre existen órdenes 01,02 € S (en pa¡ti.ular, dos órdenes

Olrofundos, ver def.2.5.6) vcl f,gura 3.4 y órdcncs 1,?2 € 7 (extrcmos cn cl tallo), tales que se cumple

d(Dr.'l'r) : d(92.1'z) : p y cL('L'L,lz) : lr(S).

Se sigue que:

d(¡1,or) : ¿(ut.T) + d(Tt.'1'2) + (t(92,'1i) : k(s) + 2p: ttl-s) + 2.p(s).

La figura 3.4 cjcr¡pliflca las posiciolcs rcl¿tivas dc los órdcllcs,

31

Figura il.4: PosicióD relativa

Supongau¡os que exjsten ór'denes o-1, o-2 € s, tales que, ,1,6t6»: l¿(s') + 2 .p(s) +r. Notemos que por

definición de 1' sc cumplc quc d(dr.Z') I p, para carla & por la descripción explícit¿ de ,9 en l1]. Por otra panc.

sc sabc quc

,l(ú,1) < (tllt.T) + diaa,(7) + d(f-,Or) (desigualtlad triarrgrlar)

= .1(i .rl I /,(.r , ,/tf.i.,

< p+tL(.S)+p

: k(s) +2 p.

lo qúe es un¿ col1t¡¿dicción. Por lo tan[o, diam(S) : lr(S) + 2 f,(S).

En Io que sigue, demostramos en cada caso las cxprcsiones para p(S) v l¿ (S), descdtas en la tabla precedente.

(1) Casol: Como cxistc simetría en la elecciórr de r y s, sitr pér'dida de gerreralidad suponernos r I s.

Recordcrnos quc los órdeles que estárr en el t¿llo se e¡lcuerltrar a profuudidad p(S) : niin{r, s} = /, y quc
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estáu er la larrra ,5i)iOlr ir]). Par'¿ c:rla or-rlcl ó r:r ol t¿rllo (lc,! sc rlt'lxr rrurr¡lir,t,,. H (D.,) - ... f,,n

1,.,¡r,,.,,,r.,,'.,tlt, ¡l . , r'.,rr. , . ,r f l. l) .tr¡.- -r1,r,.r,,. ,/ {!. ¡ ) ¡ , 1,.)\./
sc norc qu( ,B (.i ") ¿ SL,lcl.¡,.ll 'l. prrcs ls l)olir ticrrf uu purto O(r a (list¿ur( i¿r rrral or' ¡ s dcO- ¡ s¡bo.,\
¿(O0.O) .1(O0.ó) +r/(O.O) -¡+¡ ¡-1 ¡+ 1. Pclo S !,§olOriU]t']1. 1o oral c-. irulrc.r¡iblc. L¿r

h¡,rrr a i:l.i r. jr:rlplific¡ la situacii-¡rr:

ó (" ¡+r)

Fi¡qura 3.5:

Se concluye del mismo modo que eisten órdenes r-profundos ó1,ó2 € So(Or, [t]) taies que, .l (O,Or) :' \ -/
Jf-D.¡"1-r" rr. do dor.rc ¿ l¡,.¡,) =2t tt 2r- o.\' ') \ -./

(2) Caso 2(i): Notar que si r > § cntonces, como,§0(or([j]) c,so(or[t]) v,5b(50) - {o} para algún olden

D . v(5), sc sigue que so(arrklt"l) S,S0(Orlrll'l). Sír > s, er.itonces S: sr¡ (5) : s'0(O&Ult5l), es

deci¡,,%(5) contiene á los órdenes a distalcia < s, a O, y por lo tanto, O cs cl único ordcn a profurrdidad

p(S) : s. Se siguc quc l¿(S) : 0.

Si ¡ - .. cl r¡,,., f ^.r'i,onLcnicln err \,rd/rt, ). luego. pi,ra,a.la D C f.5. cumplc 
"r. 

e (O..) - S.

S.a §o f ral quo d¡d¡.D. ¡ar{aró.!r¡. N,,r,'"n.u¡ r (!to.¡) .§. po- lo quc O¡.l.on.-l*,
¡.,' '.' I

profundid¿d ,, es decir', dcbc cxistfu uú orden g/ a distancia r c1c O¡ err S¡((1¡1li]) en la dil-ección opuesta a

O,mierrrrasqriol¡dibron¡-i,i ,l, O a D-¡ ¡< nr.noro iqual a.-. La h¿r¡ra 3.t¡rnu.-1rald§lñ¡i.iorr.¡r.l ,lrv¿.

de los ó¡denes mencion¿dos:

o

Figura 3.6:

Not¿r'que i +.¿(O0,O) < s: y por 1o tanto, d(Or .O) : (. - ¡). Se sigue dc Ia sirnctría respecto a O quc

di.a'm(T): l¿(S): z(s r), por un argurnerto similar al caso precedertc.

\,
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(3) Caso 2(ii): Notar clue 5ro(50) cc,'rst¿ de dos órderes, ¿ saber, Or,92 € y(5). Se sigue aDálogamerl,e al

Caso 2(i) que l¿(.9) :2(5 r') + d(91,92): 2(s r) +1, si7 < s, y Lt(S) : d(Dr,D2): 1, sir 2 s.

(4) Caso 3(a3,b2): Sin pérdida de generalidad, suponemos r ! s. Se sigue de 11, Prop.2.4] clue ,9 = S¡(5)

contiene cxactaurcntc a los órclenes a distancia I r dc 0, y sc dcsprcndc quc O cs el ítnico orderr ¿

proturdidad p(S) - r. En conclusión, se tiene que ¿t'(S) :0.

(5) Caso 3(a1ra2,b1): Sin pérdida de generalidad, suponenos r'< s. Basta uotar que en este caso teueuros

So(O¡<[r]) : So(Or.kl) : .So(50) : {O1.O2}, para cie¡tos órdexes Dt,D2 e V(9). Sc siguc rlc [1,

Prop.2.4] que 5- contiene exactamente a los órdenes il distanci¿ I r, de algún 9i, i: 1,2, y se desprende

quc 9r y 92 sorr 1os únicos ór'dcncs a ¡:rollndidad p(,9) : r. Er conrfusión, l¿(,9) : d(O1,Or) :1.

Por' últirlo, reerlplazando las tór'mulas obtenidas para l¿ (S) en la relaciórr rJi¿rn(S) : lr (S) + 2. ?r(S), se obtieren

1as cxprcsioncs descritas por cl teorema. I



Capítulo 4

K lQz no ramificada

4.7. a. B libres de cuadrados

Sca 1( : ti el corrpletado de un cuerpo global -F en un lugar diádico p como antes. Se¿n ar¡( su anillo de

c tcros, ?i un par'ánretro rurif'or-rnizalrte er K, A utta unidad con defécto cuacl¡ático minirnal en K y ot, B = 
K.

libres dc cuarlrarios. Sea h:: O6f rO6 eI cucrpo rcsidual dc 1(. Suporrerlo" ,". (Y ) * *r(Ol.\¡\./
Como antes, buscamos ,9¡(C?¡[i, j]), dondc í2 : a, j2: P. Basta conoce¡ o y B, nóclu1o cuadrados. En un

principio, sólo nos concentr¿mos en.r.i3 € Oi{n1rOi?. Sc sabe de 113,63:9] que t?/K-21:4(.N¡" d02, donde

NF: 0x/"ox .

Definición 4.1.1. Por simplicidad de notació[ definimos 0 :: Oir \ (aril u A0]r2), quc cs cl conjunto dc

unidaclcs z tales q:ue K(Ju) lK es larnificad¿.

P¿ra mrestro interés bast¡r aon saber que.

Ok l O'; : {1, A. u¡, t1 2, .., u¡' pt : tr, pz,..., P^}.

clorrcle A es ur1a r¡nidad dc defecto cuadrátiao üirfrnal, u7j -.-11i,1 a U y h. ...,p-, son parámetros unifoü[izaritcs.

La desc pción obteni<la primero para Q2 y desc ta en el 
^péndice 

B de los árboles e invariantes, puede ser

generalizzlda fácilmelte a un cuerpo Iocal diádico K, cuando 2 no ¡amifica cl1 1(. Por csta ¡¿zón üo i¡c]uirnos

ese caso particular en el texto, pero hemos decidido conserva¡ los cálcuios oli¡iinales en un apéndice. E¡ este

scrrtido, cs posible reducir el cálculo a los siguientes casos para a y B (rltidulo pcrtrttar o y l'i),

L) a eO-],

3¡
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i) p<oi?.

ii) P € AO.¿, donde A es n¡ra unidad de defecto cr¡acl¡ático mirimal.

rrr) /, e o.

iv) p e p¡O.u2. De hecho corrr¡ ei cálculo es irdepelrdiente de n puedc suponcrce p, :7..

a, § e LOil.

a. Lo'i?, A e 6.

d. 13 € 1tO;< alJ.

Sin pérdida de generalidad, podemos ¿lsumir que a, p son los representa tes eu Ia clase de cu¿drados, cs

clccir, a,ó € {1,l\,7r,tur}, donde u¡ € U, pues el cálculo es igual p¿r¿i c¿da una de dichas unidades, más aún,

clcálculopara¿,-u¿,A:ujesidénlictt¿lcálculop¿raa:i3:u¡.Ader¡ráscomokeslinlfo,vpo¡loLanto

pcrfccto, se sigue quc k2 : k. En particular, toda unidad es un cuadrado módulo r¡. Eu Ios dibujos sc asume

qrrc kl :4.

L) ae 0p:

L(í) ti € Ot.Err lo que.ler,", ""r; : (
\ ,*,
l : r - 'r'. Pndnrrro" "'unrir qup I I.l rrrá'

2)

3)

4)

10
01

/,, ,\
arin, j: | 

- 
l. Eoror,."s obscrvamos la imagcn dc z yj erL M2(0¡¡/r(?¡¡) : M:(k), es decit,

u u/
/\/\

,: f ' 
n 

l.;: f 
t 

' 
,|.*o,u, 

qnc ij: ji.Se siguc q.e cl subespacio dc [<2 generado por

\0,/ \, o/
cl vector (( f 1 )?), .s u1I sl¡bespá"io invarian{a brjo le a, rrorr d. i y i. Sc concluye de [1, §3], [2.

§3] y 12. Lcma 3.1] que ,9¡(llir[i,j]) está contellido en ut¿G de urr otdetr tr¿xitn¿rl. Ahora biel, sea

/\
,t: + = | 

t t' 
I. Notar ryro oKIi): OKfdlll, y que s'¡(o¡lal) es ul camino iniinilo. Por- \u r/

/\
otra parte, ,: f ' 

u 
l, a" a,»,,1" k? es el unico espacio inva ante no nulo bajo la acción de 4 y

\0 ú/
j. Se concluye que, So(tl xlrl, jl) está cortenido en un tinico orden maximal O, cs dccir, ,90(O¡[rl]) y

So(OxUD se iutc$octa[ en sólo un punto, como indica la figura 4-1:
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s0(o( [r])

. so(o¡< trl)

Figura 4.1:

Po¡ Io tanto. se tie,ne quc Sa(O Kl,i. .jl) const a sólo de dos punLos, y sü posición relal,iva esLa descril a

por la siguiente fi!\ura 4.2:

Figura 4.3:

En corclusión Sa(OKli, j)) consta de dos órdenes corro irrdica la figura,l.4:

s"(o¡< [¡l)
f

Figura 4.2:

so(orul)

I

I

so(ort¿l)

r(ii) ! e Notar quc po(lcrrros snponcr A I l-1¿..]on fp < 1. Entoricc-*

/i o\ /o i\
':Io,J':[, u J 

s"t*""u"" 11 1 I )") es uu subespacio invariante baio ]a acción de

i,j. Concluimos que, O¡1[i, j] esiá contenido en más de un orrlen maximal. Ahora bien, co[sideremos

,, Í ' 
n 

I r nor",no. qun k2 c. -l L¡r,r,u,.ip¿, u r.,,',rlo ir,variar,rp La j- la a, .iirr rJ. ,7¡. j. S,

\u r/
concluye que (?6[4.j] está co[Leriido e¡r un ri]1ir:o or-<len rnaxirnal, corno ildic¿ la figrua'1.3:

so(or Ul)

' 
'so(o/rl,tl)

Aoi?.Sear: (: ;)

so (or< t,¡l)

Iigura 4.4:
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/\
l(iii) 6É (J. So¡ i= lo B I / \

- 
[ r o , 

sahcnros que /J = t'2 (mod zr) donde u € c2;. Entonces; = f ' 
u 

]"t [o il/o ',,\ 
\-'l

"r 
: I I. sc siguc que (( ¡ 1 )r) es un espacio iDvari¿nte bajo 1a acción de i y j. Ahora\r 0 )

bicrr, como antcs. k2 es el ú¡¡ico espacio invuri¿ltc l_rajc, 17 y j, cs dccir, ,§,6(0¡¡[r7,j]) cousta dc uu
único o¡den naxirrrirl O, como indica la figura 4.5:

so(orlr¡1)

so (ok Irl)

o

Figura 4.5:

Se concluyc quc S6(0¡[i,j]) c,o¡Lsta dc dos órde¡res t, (lue s¡ po6ició!¡ relativa es corno iudic¿ la
siguiente ñgura 4.6:

Figura 4.6:

/\
r(iv)re,roi-.sco.7=|/") (, o\ /oo\'!K U\u/-l, 

o / 
ntttonccs'= 

|u _, /rr:|,, u¡ 
.".,*,"u""

(( 0 1)?)csirvariaDtebajolaacció¡rdeiyj.esdccir,S0(O¡[i,7])<,,,ntienedosórdcncsnraxir,¿les.

Ahora bien, conside¡a¡rdo ? v j, rotamos quc (( ¡ I )r) es inva¡iante bajo la acción <ie 17 y l. sg
decir'. ^9s(tl¡¡[4,7]) coDsta dc dos ó¡denes lnaxir¡alcs, colno iDdica l¿ figl¡¡a 4.7:

so (trk lrl)

se co'cluye quc s6(o¡[i,7]) corsta.c dns órdenes,y su posición relativa es como i[dica l¿ ñgu¡a 4.gr

-1, (o,. r1)

i
euro^ l¡) 

]

o

( "¡a^dt

r rgrua +. /:
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so (o,r t¡ )

Figurá 4.8:

d,A € LOi?. Sil1 pérdida dc gc[cralidad, cotlsidcramos n : 1+ 41, cotl f € Cr;. Sea ¿ :

act
De I¿ ecuacjón i,j - ji. se obtiene j :

/\r\/ I o I I n o)-,-t I,,rt,ro.A.i., I ly: I l. D"¿qr¡r. rota uon ¡c / r iono va,or propio \ ¡.donrlc

\0,/ \' , )
u€OkyD2:7. Sc siguc cntonces, qre el vccfor propio (( ,"= 1 )") : (( ¿+¿¿ 1 )?') eselúnico

srrbespacio de dimensión 1 inva ante lrajo la a-ion d" i y :, cs dccir. S6(O¡[i. j]) consta al menos dc

dos órdenes maximales. Ahora bien, pot un razonamiento similar ¿l de la observación 41.3, si a = $
y ,, : +, cntorrces no existc un ordcn que contenga a q y a u) más ¿1in, como S¡(Oh¡l1l) : So(o[¿])'

so(o[u]t1l) : so(oD]) y las Gramas dc?7 v u sor puntos, sc conchrvc quc s0(oIL[r'j]) const¿ sólo de dos

órde1lcs [rairnales y su posición rclativa es corno indica la I]gura 4.9:

38

so(orlil)

(

2) (r'r)

Figura.l.9:
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/,, r\ ( ,, ,,^\
3) a. AC;'/.F ¡i. PoLtorrros a.umir quc o A. ¡-r,, ,-l lyi-l l..lo',un

\,,/ \ , )
pl,.,rcoarrerior.^., 

I:, )\, u,

/r"o'\
,= I l O",'U. u - c?1,. S, -rtur qlrn (, 1 ,r .- u- prp,io in\aridnlp hriu l¡:¡'ion

\" n )
clc i. Por otr¿ partc, p = l. dondc p e O.¡¡. lucgo.i tiere l"alor propio \ : P y vcctor propio

(( ,-Y 1)t) : (( ¡ 1 )"). Sc concluve quc s¡(O¡¡fi,jl) :sb(orkl), es decir, corsta c1e dos órdenes

r¡aximales y su posición rel¿tiva cs como iDdfua Ia figura 4.101

so (o( trl)

so(or k1).

Figura 4.10:

/o "\ / " r\4) o.. e rra; uü. Sccn, - | llr-l I Como qu.rcrno"Ir\ ,J = i;.sP 'igrrc qu'" 
\,0/ \. ')

/\
,:I 

o t" 
l, dondc a,c e O¡¡ y a2 r,c2: ll Ta"les ¿¿ y c cxistcn ya clue B cs una nor..ma

'tt Un/
de ,rf(;) y ecesa amcnle de un cntcro 113, §638]. Aquí suponemos que el delécto cuadrático cle o es

o(a) : F : (z), luego Orl¡ - Oli) y Oxt¡) - C1[j], lo cual cs irrnediato si /l/Q2 es no rarnillc¿da.

/n "\ /, ".\Lnror,c-. I l 
" " 

1", l 
" "" 

I Pala i sc '.¡np un valo- P.,rriu \ -;. dondc,' 'a D"

\,0/ \' ,'/

aquí se obtiene e1 subespacio inv¿dante (( ¿ I )T). Análogamente, par.j se obtiene ol valorpropiol:1,

dondel2:f. Dc aquíse obticnc c1 subespacio irtvariante (( ¿+1 ¿ )"), pcrocomo,f --a2+dc2:72'

cntorrces f :E. Se sigue quc cl subespacio (( ¡ r )?)esilrl'¿riante balole accion deiy j. Concluimos

que 
sú(o( .,'il)
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La sigrricntc tabia ¡esum¿: la fon¡a del árbol so(50), dorrde Jl¡ : oa[2, jl y stt posición rclatjva respocto a

,90llOrl¡D v So(Or[j]), suponiendo por simpliciclad q¡rc k : '1:

5o(!o)

o.;

oi?
s0(o( ttl) l-.-.-

s¡(orhl)

LOi?

5úlud l.7l)

.,.
1r's ,^ [,1] l

5o(ro)

ü
so (o« t¿l)

su@uhl) -.- 
sult'u)

1/

n o;<

so (o¡{ L I)-so (tro)

/
\súlorl,l) \

^o*
LOí?

s1, (1lo )

I
suLoKlill .:. so(oi( Ul)

¿i
sr(oKul)-so(5o)

r!(oÁ I4)
\_-/

TO'K I U
s"lri.):s.lo,. Irl):5n(or til)

Tabla 4.1: 5'o(50), para K cucrpo local cliádico, clonde 2 no ramifica
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4.2. Caso general

Considcran<lo cl o¡den 5 : Oxfir"i,r" j), se puede geueralizar Ia dcscripción rcalizada cn la sccciór 4.1, la

cual, está resumida en el siguiente teo¡etnzr que describe los im'ari:rntes para cada caso:

Tcorema 4.2,1. Sca K 11t¿ cúerpo local tlLátlico en tlontie 2 rto tarnifica- Sean u,fi e (16 '. {0}, lzáres de

/^ R\
cuad":r,,lus, lak:;,yclYl=rufr(¡¡).seant.jtalcsque,i2:a..i2:ts,conii: ji. Sel.b:Ot<Itt'i,¡"i),

\^./
con t'. s 2 0. Entonce' Los i,nuat"¡.mtes dc S: So(5) están dcsc|tto carntr \tgut'

Casos ple) r(s) d.ian.(9)

1(i)

()i:

o;?
2(r s 1) si,,lr

1 si,r:s
2,¡ar1r, Ji si, r + s

2r+l si,r:s

1(ii) Áo;,? I mtu{r,s}+1 si,rls
tr

2(s-r-1) si,r<¡
1 si,r:s
0 si,r<r

2r si,r<s
2r+l si,r=,
2(.,+1) si,s<¡

1(iii) ¡5 { r+r si,r<s
t r s1,51r

2(s r r) si,,.<s
0 si,r:s
1 si.s<r

t 1' si.r<\
| 2s+1 si.sir

1( iv) "oit
2(s-r)-1 si,r<s

1 si,s<r 2s) |

,)

aoi.'
aoi.' múr{r.r}+1 si,rl,

¡ si, 1:5
0

l
2(,nÍntr. sl + l) si. r I .,

2r"+l si,r=,
3 ¿.r r si,5lr

0

1

2(r+l) si,r<s
2.r+l si,ó<r

4 rlri u ¿t ,' 
',,, {, .] 2uL¡n\t sl + t

T¿bla 4.2: Invariantcs para S¡(5) cuando K es cuerpo iocal diádico v 2 no ramiflc¿.

El siguie¡te lema ser'á ritil pa1¿ lá denrostració del teoter¡a ptecedente:

Lct]l.a 4,2.1, Sea Í): OKlTti)Tt jl, to: OKli, j) d,ond,e j e i san coma en. la seccxón 1.1, con. a 'g ¡3 libres de

cuadra(l.ost enton,ces S¡(5): So(¡Íl) y el tallo rle So(l¡r) cs So(50).

Derarostración: Notamos que 5 S 5l!, de moclo que S.(¡lil) S So(5), por Io que basta probar Ia otra

collteDción- Adernris, se sabe que

s¡(5) : s'¡(or[;lh] I n s'01o,.¡1t'l¡ 5ro (50) : {Or, Oz}.

Se¿ go un ordor ¿ dista[cia r + 1 dc ó e So(50). Sin pérdida cle generalirlarl fn¡lcLnns srLponer d: Or on

tal caso d(06,01): ¡ + 1y d(!o,Oz) :r!2.Hay quc considcra¡ dos c¿sos:

(1) Asurnirnos que §1( 0¡¡ [j]) no se extiende a la izquierda de O 1 . Supongamos quc cxistc ult orden !o e So (5 ),

pero !¡ t' ,So(¡$l). Bs dccir. !)o está ¿ distancia r'+ 1 dc ,90(tlo). Eúto ces los caminos que uren Oo y

,11
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Figúa 4.11:

Como O1,92 € Slq(Otrh]), §c sigue quei conLo 5'6(C16[]) no sc extiende a Ia izquierda de 01, cntonces

So(O/rUlt'l) sólo contiene ór'derres a la izcluiercla de 01 o cn el camino hacia O0 qtle están a distarrcia

mcno¡ que r.

Por otra párte, d(go,01) : r + 1, es decir, 9a é Sa(O Klj)l'\') y por 1o talto O0 d So(¡), 1o que es una

coDtradi«rión.

(2) Supongamos quc S¡(úl¡[j]) sc cxtierlde a Ia izquierda de Or, notamos <¡Lre Dt e Ss(O6lj]) y está a

dista¡cia 1 dc gr, como mue§tr¿ la ligura 4 12:

;" ;, 
"', 

- ;,

Figula 4.12:

así, O' e S¡(O¡[]). Pcro esto implica que Dt e St)(OKl¿)). por lo quc intercaürbiardo i por j err el

razo[a¡]icnto anterior, sc sigue de igxal marera que Oo É So(5).

Concluirnos que 5o(5) : So(¡[íl)

Dcmostración: (Teorema .1.2.1) En lo quc sigue, sean ,9 = So(5), frt, : OxIi, j) y Or, 02 órdcres maxi-

rnales identiflc¿dos con los dos vertices de So(50)- Se demoslrarán en cada caso las expresiones encolt¡adas

correspondicntes ala ¡trofuwlid,ad p(S) y largo del tallo l¡(S)

l(i) a. P € O;?t Supougamos r I s. Dado quc sb(Or[i]) v s'o(cl¡<[f]) son isomorfos, podemos asumir quc

r<.s-Seap:ÍL'¡.n{r,s}+1:r+l.Lasiguientefiguramuestralásposicionesrelativas

12

Ol tier1c ur1 tramo úni(o (va quc cs un árhol) corrlo Ducstra el ]¿do izquierdo cle Ia frgura 4.11:

'fi

r1/1
/\

/- .-\n:;, ;, D\ o:¡,'
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T
¡+l <

t
¡j, ,

&,(o(i4)

Figu¡a 4.13:

Es tla¡o de la figrra 4.13 que B(O1,p) e S ya quc p J s. Supongamos quc cxistc ó e S. ia) que

B(ó,p+l) ! §. Notamos que ó está a distancia > 0 a 01 en Ia línea cent¡¿l como muestrlL Ia ñgur¿I,

módt¡lo i[torcaNbiar D1 y D2, ya que si está cn otra posición ticlc sóio vérticcs a dista¡cia mcnor a

p+ t hacia arrib¿¡, como indica la figura 4.13. Enton(es B(ó,p+t) g So(Or([r]{'l), pero 5¡(@6[i]t')) cs

url camino irtfinito engrc»ado eD una distancia p : r + l,lo que es u[a contradiccióu. Se concluye que

p(S) = p: ¡rr¿n7r. 
"¡ ¡1.

Por otra parte. llarnemos ? g ,9 al conjunto dc órdencs quc están en el tallo de S. Como asumimos r < .q.

c¡úortces a] inte¡scct¿r S0(Or[i]hl) con S0((?rU]t'l) sc obticnen puntos a mayor profundidad en cl tallo

de.9q(O¡[i]), es decir, ? e So(Or[A]) q ,90((rr[r]). Notamos que Or € T.

Affrmació¡¡: Para cada ordcn 06 e 5.6(@¡[17]), tal que d-(O¡,01) I (s r - 1), sc tic¡¡e O0 € ?.

Sea O e B(Oe, p). Basta proba¡ quc, para cada O e B(Ds. p), se cumple que g e 5'¡¡(g).

Notamos quc d(Oq,D\ I p=r+t, es dccir- O €.90(Or[r]l'j). Por otra parte. §e tienc

ó(o,or) < ó(o,oo) +d(oo,or)

I p*(s-r-1)

6(9.D2) ó(O, Or ) + d(Ol, Or)

s+1.

Luego O € Ss(C2¡1[j]tsJ), es decir, O e So(5) y, por lo tanto, O0 € ?. Un argumento similar prueba que la

condición d(Oo,Or) S (s-r-1) es neces¿i¿. Por simetrl¿ se sigue que diom('/') :4(S):2(s-r-1) :
2(lr sl - r).

Si suponcnros quc r:6. eutonces por el Lcma.1.2.1 se ticne quc ft($ff ) = 5ro(¡).

,1;l

:<

s

Se corrcluyc que p(,9) : r y lr(S) : 1.
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L(ii) aeO*,13aLO*:Supongamosquer(s.Scap:znin,{r,s}+1=r+l.NotarqucB(O2.p)!S,crmo

se muestra en la figu¡a 4.1,1:

,\ I, T\..lla I

v 
".\ 

/.,' \ I

\ t I §, ]o,ü \ ?,É r+t'-

_\¿ v _\¿ _l
oo,

Figura 4.14:

Suporrgamos que existc ó € S, tal quc A (ó , p + t\ ! S. Not a¡ quc siu pórdida de generalidad podcrnos

asumir que ó < So(¡3 xlnl\, rie don<ie B(ó. p + 1) E S0((rK [r]l'l). Pcro 50(@¡ [t]hl¡ es un camino infinito

engrosado cn un¿ distaucia p, es dect, B(D,p+l)É Sa«9 Kl.¡)l')),lo que cs uua coutradicción. Se sigue

quc p(^9) : p: ¡ -¡ 1 y análog¿merte al caso ante¡ior se concluye que l¿(S) :2( r sl - 1).

Aho¡¿ bicn. si s < r. ento[ces sc tieDe

so() xbl\ q so(or[dirl),

dc lo cual sc siguc que,

,ft(o¡(hll"l) c .90((,¡([4h])

+ so(5) = ,go(OKLill"l)

: so(or( [üJ]k+11),

i+l
doude L": f. Se concluye quc como 56(O¡¡[o]) es un punto, p(§) : s+L = rnin\r, s] +1y l¿(s) :0.

Por último, si r' : s, análogamcntc ¿l ca^so aIrte o¡', se siguc por el ]cma procedentc quc f¡ ( f¡lil, y

S: So(¡l) = 5o(5ff)- Es decir, S¡(5) sc obticne al cngrosar en r el ¿í¡bol So(50) Se conclu"ve

quc p(S) :ry¿¿(S):1.

l(iii) o e Oi:,p -. O: Notar quc cn estc caso sc ticne quc So(Ox[:]) cstá couteDido err S¡(O¡[i]). Entonces si

s ! r, se cumple que So(O¡rDll"l) c S0(O([4hl), por lo tanto. S = So({l¡[¡11']1. Conduimos quep(S) : s

]. ¿¿(.9) : 1.

Ahtrrabien,elcasor<sesanálogoal(ii).Scsiguequep(5):min{r,s}+7 y l¿(S) : 2(ls - r - 1).

1(iv) o € O-K¿,P €TOfu Supongamos quc 7'< 6. Scap=¡11. Notar quc para cada O¡ e 5o(60), i,:1,21¿

bola B(D¡, p) está corrterrida en §, cotno muestra la figura 4.-15:
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D at
f- ¿ -------------t

D1
|-- s ---..------

l'i¡¡rra 4.15:

Supongamos <¡rc cxiste ó e .9, tal qrrc -B(ó,p+ 1) ( S. Notar que ó € Sn(On[tt]). con ó(ó.O,) = t > O.

peroexisteunordenO0eSo(O¡¡[r]l'l¡cuyadisranciaató.Ou¡=¡+I:pesmáximal(verFig.4.15),

lo crral diceque B(ó,p+t) f S, Io que cs r¡na contradicción. Sc siguc (ue p(S) = r + 1. Ahora bicn, si

ó está en el tallo ? de S, entonces está en l¿ rama S¡(O¡¡lr7]) y sabiendo que ¿(ó, O,) = f 2 0, se debe

cumpli¡ que

P+¿<s.

Sesigue que ¿ I s - r - 1 y por lo tanto, tliam{'l'): ¿¿(S) :2¿i(6,Or)+1=2(s-r 1)+1:2(6-r) 1.

Supongamos ¿hora que s < r. B¿sta notar que S"(O «lj)) c S¡(O?rlá]), de donde S¡(O¡,.[i]t'l¡ c

Sn(Clr,;[4h]), por lo que S = So(gr(b]l.l). Sc concluye que p(§) :,5 y ¿¿(S) = 1.

2\ a.l e AOi: Supongarnos que r f s. Siu ¡Érdida de gencralidad, suponemos que r < .e. Bast¿ nota¡'

que s1¡(12¡1[i]) E so(o/<Ultrl), de donde S¡(O¡lilkl) c s0((r¡([.7]t¡). Se sigue que s = so(or([¿]irl).

Concluimos quc p(.9) = r + 1 = nlin{r',s} + 1 y ¿.(S) = 0-

Ahora suponemos que r = s. Bilstil not¿1l<1Lte por Lema 4.2.1. S - ,S0(5) = ,§(,(jr!l). Cono Sir(jjo) :

.-, concluir¡ros que p(S) = r, y ¿¿(S) = 1.

a € AOi2.0 € Ut Supougamos que r < s. Sabemos cr este caso que sb(OKlr]) E S¡(O¡¡[i]lIJ). Sc slguc

que S:¡¡(@¡¡[i]t't) g ,90((,KUlt'l), por Io tanro S: S'0((r¡(lill'l), lo cual indica quep(,9): r+1y ¿¡(S) :0.

Aho¡a bien. si s ! r, entonces basta notar que S|@KV)) e S¡(OrLil), de donde S0(OA,[]i]t"l) c

So(Or([¿]t'l). Sc sigue quc S:S'o(O(U]t"l). Lucgo, como So@xbD se concluye quc p(.9) - 3

v ¿¿(S) : l.

a,0 e ¡tOkrÜ: Ba.sta notar que ,90(O¡r[i]) - So(Or|7l) : 5o(50) = .+. Entonces, sin pérdida de

generalidad, podcmos suponer ¡ S e. Sc siguc que

3)

4)

S = so(5) : So@xÍr'¿l\: So(O/([r]hl),

T
¡+I <

1._

vvv
{l}{lü{f¡¿r\ L/ '\ l/ \l/___l/________l/_ __v_
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dc dordc sc concluye que p(S) - r : mir¡.|r. s\ y ¿¿(S) : t

lror últitro, colro c1r el caso cn quc 1{ es no diádico, se sigue quc d,iurn(S) - 2?r(S) + ¿¿(S). Rccmplazando

por p(S) y l¿(S) las expresioncs corrcspondientes en la tabla sc obtienen la.s dcscritas pa.la dáam(,9). I

Los cálculos descrifos en este teorema se realizaron pril[cro para Q2, dichos cá]crrlos están exp[estos ell el

Apérrclicc B.



Capítulo 5

Ejemplos y Aplicaciones

5.1. Número de órdenes rnaximales que contienen a "[

E ténninos de los invaiantes. 1a siguiente proposiciórr llos clice cuantos ótdenes rnaxirnales corrtieleri 1oc¿l1-

Írcliie al orden 5:

proposición s.L,t, Seart K un aerpo Local, O 6 uL, út¡,illo de e'¡Lte'ros, \ un álgebra d,e cucLterniones Localrnenle

i.soñ.ot¡o al tilqel¡r'a d,e matricc's M2(K) y sea el ordert local fl - orltr'i,tr"i)' dortd'e r es un parám'etra ut)

.for"mi.zante en K. sedn s: s0(5), q: oxl¡ox| p(s) sl,(s) la profunditlo'tl g el largo respecthamente del

tal,lo d,e S. Deftnim,os N(S) : ÉSo(Ji). Dn,lonces cL árbol Sa(ñ) se ol)tienc engrosantkt c-n p('9) un cami'no de

lurgo l7(,5), se tiene

"L(- 
_ L

N{5r t,1s)+ 1,1'rs " rLt _ I

Dernostración: La carticlad de vér'ticcs err el tallo es l¿(,S) + 1. A cáda vér'ti«r cli el tallo, cluc lro es extrcrno,

se Ic agrcga¡ (q - 1) vecinos. Los vértices en el tallo están a profundidad p(S), los que sigucn a profurrdidad

p(,C) 1, así sucesivamcrrte iter.anclo p(,9) vcccs hasta llcgar a los vórticcs a protuntlirlacl 0 (0-profundos). A 1os

\,értices extremos en el tallo, que son dos, se Ie agregan q veclnos y así sucesiva[rente, es decir,

17
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N(s) : (¿¿(S) - 1)11 +(q 1) +(q 1)q+(q- L)(t'¿+...+ (c-r¡q,t'sr-'] +2lt+q+cl +q¡ +...+qr'(s)l
si-r ,rl -t [r-o'"'.rll¡r(5l - 1l LL 

(v l)Lr o q' ) ! L.r_r q. 
-| ¡ors: I | ,r/ s'r _ I

(/¡(s) -,)ll -(r, l)r , I 2' ,

I q-r I tl L

a|t 
q -l -t

- (/,(cl - I l'lPr" 2\'tl I

t/, (Sl r )4e'' -r ü,15) r)q' s + 2,r") r r 2

ql
_ (¿r(s) + l)qe(s)+r (¿¿(S) 1)qP(s) - 2 + 2q!(sl 2qr'(s)

o1
_ (¿¿(,9) + 1)qe(s)+1 - (¿¿(S)i 1)q¡(s) 2 + 2qP(s)

q- I
i/(S/- lq'''s'[g - l) .2\qt't- I)

q-1.
.' 5) 

-t
[1,1§1- ¡ qrlsr - 2e ,¡ I

En particular, se obtie e las siBnientes tablas para ñ(S) en cada caso:

. K no diádico:

Casos a,[) N(s)

Caso 1 a,BeO-f ':, 
-. - 

'\)" ''ilt 't +rq"".] 't

Caso2(i) deo;?,tseaoir
lr(. rr+11,r -l , .i./'.

q'+liq -1) l'
,, 1 

s1 5::7

Caso2(ii) e€OÉ.8€rok
¡l.,.rrt,,.rc{ 1 

"; -- "_u l
2q" 1 si s<ru7

Casos3(a3,b2) a,BcLOf q¡,,x¡t|,.,sj (q + 1) _ 2

l

Casos3(a1,a2,b1) d, A € rOÍ< ') 1

q1

l:rbl¿ i.i: -\rirnoro.l. rirdenos nraxinralcs rlu.' (1)rLriar.n loa|llnxlll. ¿ ! (t¿n(lo.li os lo diridir'o.
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. ,(/Q2 ro larnificado:

:1!)

Casos lte r\(s)

1(i)

o*

oi?
1] q,,¿,,,1,.r,+1 + 2q'"' "'' j!: l

l2ls - r ¡rl
at'+l 12' .1

si.rls

1(ii)
^o'l

1

2(. ¡t ,¡ -t a2\ -i. ¡ . -qt
n'+l - 1

2- si .r:s.¡- |

q'+r(i+ 1) 2

a 1 slrs<r

1(iii) ¿l

ltrt I
l:f. ,l ll0"-'-2, | -i.,

¿"+1 I
2't) 

, 
si.s ,

r(iv) "ok os+t 1

q-1,

2
LO;?

A(li:
(l'"''"\'r rl lq + l) 2

n1
,r,-l 1

3 ¡i

q,a,@+t) ,2

- 

. Slr'<5
0-I

2- si s(r.u7
4 rO? t-) L\

'lhbla 5.2: Núr¡elo de irr<lenes maxir¡rak:s qrrc corrtienen loc¿lnlente ¿ 5 cuando K/Q2 no es ramificad¿.

5.2. CáIculo de la imagerr Espinorial local relativa

I .c¡r \' :!l; - 1(_ la ru»ll¿r rcdttcirl¡. l'¿r'¡ c¡da p r (l( ór'(l(\l('s Jl ! ! cl !1, r'r'collcnlrs (lrrc l¡ irll¿rg,crl

c:pirxl'ial loral rclatir'¡ Hof! jrl ! li' r-icuc dacl¿r ll»':

Ho(g15) : {¡r'(u)lu¡u 1.o}.

Sea O: Or agl un orden de Eichler cle nitel d, cs dccir, [Oi :D): rl'ia patui:1,2. Notar quc d cs la

disiancia cntrc 01 y 02 er el árbol de Bluh¿t-Tits 5 dc MI2(II). Sc siguc dc 11, §3] quc para ca(la r > 01 si
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.i] c !['1. entonces 14(Ot"l¡O, € \okK.2,K"l.
Conside¡emos e1 órden5:Oxltr'i,r"jlyS:,90(5).Notciosque,si.ñgO,cntonccs.Jj!O¿,Pa¡ai:1,2,

es decir. Or,Oz € S. Se sigue que d ! diam.(S), cs decir, d 1 2p(S) + lt(S).

Lerna 5,2.1, SeaD:OtaD2 un otd,en, tle Eitl¡Ler d,e niaeL d., fl co¡no antes, tul que fl e D, enlonces'

(1) St, 11, < diartu(S) o ¿: diam(S ) y tLi.arn(S) im:p&rt entorlzs H,p(D ñ) : K. .

(2) Si d. : cLiam(S) 'g tl.i.o.m(.S) cs par, entonces He(9 ñ) : OkK.2.

Demostración: Se s'igu.e d,e [1, Cor. 3.3] que f|e(91ñ): K', s'¡ d < dzoni(S) o d : tliam(S) es ir¡Qar y por

[1, Prop. 3.6] se concLulte quc He(A ñ) : OiK"2 ' si d - diam(S) es par.

5.3. Ejemplos:

Consicle¡emos cl cuc¡po -F : Q(V-r5-) y 1¿ exte¡sión flnita no ramificada X/F, c.n D = Q1r,/J, r,61. Notar

qrre ! es el cuerpo d.e clase d,e ÍlíLbert de ,¿r [19, pág. 262]. Notemos qlre los primos racionales 3 v 5 ramiiica[ en

l"/Q. Sean 30 y 50 los lugares (idealcs) cn F sobre 3 y 5 respectivaDcltc. Sc obscrva quc 30 y 50 son inertes

eu X/F. Por otm parte, el primo racional 2 se clescorrrpone en,l¡/Q, a sabcr, cxistcn lugarcs (idcalcs) 21 y 22

dc -F sobre 2, tales que 21 .22 : Q). Se observa q:jie 21 v 22 son inertes en )]/-F . Not¿mos que Ios lugares 21 y

22 determinan cuerpos residualcs isomorfos. Luego. por la Obs. 2.5.1 el cálctr1o rlel díamet¡o es el mismo pala

cada ulo de estos lugarcs.

Scanp iugar en -É'y elordenS :: Oyfi,, j)co:r'i.2: ay j2: P tal quc ij: -ji. Vcanos los siguicntcs eierriplos

del cálculo de la imagen espinorial y del número de clases de órdenes maximales que:rdmitcrt rrn¿ incrtst¿ción

dc Ji:

1) Seaua:(-3)"oo y {J:5b{ia, con enteros, ialcs cluc oo,Éo €Ob2¿LOi? si p +21,22 y ordr(a6) :

ardp(1a) : z, si F : 21,22.

Podcmos calcular -ñ loc¿lmente. el cual dcnolamos 5p, sabicndo cluc:

a) o y B son urridades err C1¡,., si p 12t,22,3o.5o.

b) n y B esián er f Oi,, con rr pariiuretto unilormizante, si p :2a,22.

c) a: r2"a¡ y p es unidad, con 7r p¿rámetro unilormizante, si p : 30.

d) a es unidad y A : ¡¡2b§0, con ?r pará.rnetro uniforrnizarrtc, si p - 50.

;0



CAPITULO 5- EJEMPLOS Y APLICACTONES

D-" aquí se deduce rlrrc:

51

Opoli.jl ,sip121.22,3¡.5¡, ccttt i,2,j2 e Oiu.

J,, o\,n. r\y¡ . "i p - 2r.2: corr t2n-¡l - O¡,-

Op,lr"i¡, j), si P:30. con ¿;, j' € Oh.

O F"li,l,-b.ja), si s - 50, con'i2, ifi e Oi,.

clonde á¡] : ao. j3: §o, 
^ 

- r l+] - 1 v [r] es l:r función parte entera.

Dn virtud dc ios tcolcrrlas 3.2.1 y 4..2.1, podcmos c¿lcular el diámetro de la o-rama S : 5b(5p), cl cual

est¿í desc to como sigue:

,r*rr: 

{

tl . sip +2r.22.30.50.

\ . siF:2t.22.

2q(.¡) .ii P:30

21r i¡l .sip:50

Dondc q(o) r'rr (á) so obtlolol .(liin1tcl l¿1s slgulcntcs t¿bhs:

Tabla 5.3: Valores de q(¿) v t¿(á)

Consideremos un orden de Eichlc¡ O dc nivcl d : d¡o,rn(S) localmente. Se sigue del Iema 5.2.1 quc Ia

in¿ge espiüori¿l local relativa Hp(Op ,f¡p) para cada lu¡qar p cs:

Sc concluyc quc cu los hgares p : 2. 6

Sc siguc quc

f z1\ 22 ) ¿O. ¿O.

(O¡l5p) : F; y F; í H¡ (p incrtc cu x/F).

11p (Op -\tr. J

fr;.r;' ", o

I

l" 
si,

[oi."r'j, . si r

n : 2- se tifi¡e H-

r.'- H(Dlh): JF.
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Err corrclusi(rrr, cl (orrcspoudicltc (ucrpo dc clase espinorial y dc rcprcsc[ta(iól cs -¿7 (ver Det 2.6.7), y

por lo tanto el orden 5 se incr_usta en todos los órdenes maximales en ?1 (de hecho, hay úna única clase).

2) Scan0 < r < s entcros, a:22'aoy A:22"§a, talcs quc a¡ yBo son unidá(les globales v I'r,(./a¡)/F, es

uxa exter$ión rro larlifcada- Errtonccs localmcntc piLt a o y B sc cumplc quc:

a) 0 y P son unidades, si P 12a,22.

b) cr:r2''uy A:n2"u,.o\ u,u unidades y ?¡ un pa,1ámctlo unifornizalltc, sip-2a,22

Se siguc quc loc¿irrrente el o¡dcn 5 cs de ia fbrma:

- lor"lo,t ,stp121.22. corr i2.j2 e oi,.
¡o:1

Io", ¡"'¿, zr'.¡] . si p = 21,22. cotif,, jfi e Oi,.

Se sigue cirre el cliámetro del árbol S:5'o(5p) cs:

(
1,, . ip 2t2z

[''' ' 'P 2t2"

l)o11¡.l{l

De aquí, la irxagen espinolial

lugar p cs:

q(r', s) :
s . si ao € Oi1, Po € O;".

r+1 , si c-o€ LO72,Ao€Oie.

Itx'al relaliva H,(!!,i!). «¡r O cic rrir,cl diam(.S) ltxralurortc para catla

11pl9e ñp) : oi"F;'. para todo lugar no arquirrrediano p el I'

Luego. como ro hay lugares inertes en t/F talcs que I1e(!el-!e): FJ, sc conclu),c que

F" H(D 5) : H,.

Se cornprueba que el cuelpo de represerrtación (ver 2.ti.i3) es ll(Oli) = t. Er este caso se dice que el orderr

J_l es selectivo cn gen(O), es dect, cl orderr 5 se iÑrusta sólo en ur1a de las dos cla-ses de conjtrgación de

órdenes maximales.
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Tabla de símbolos de Hilbert

Considcramos,(: ¡'p un cuerpo local no cliádico en todo lo qre sigue. 
""*" 

("f) : (""¡u'-) or.^a
7\Il'. Lasta cakular iaj ) para o, B e {1, A,t, Ar} pucs K*/K*- : {1, A,:r, An}. Los cálculc¡s se encuentlan
\P,/

en las sigldentes tablas y son justiflcádas posteriormcnte:

leK
1

^
1i Ar

1 1 1 1

A. 1 I -l
1f 1 -1 1 -t

A¡ 1 -1 -l 1

Tabla A-1: Cálculos cle símbolo clc tlilLr:r't para clases c1c cuadr-aclos crr 1(, con 1 € 1l*2.

-1 ÉK
1

^.
'tl Arr

1 1 1 1

\ 1 l -1 1

1 -1 1 1

A¡ L 1 -1

Tabla A.2: Cálculos de símbolo cle Ililbert para clases de cu¿drados en 1(, con 1É Á.2.

Es claro quc (r.") :1,Vd € 1t*. Usando cl hccho c1c 

""" 
(f) : (?) , cD virtud dc I13, 63:11a1 sc

obtienc:

(+) : (+) : -, (^f) : (^i'): -,, (+) :,
De la Proposición 57r10 en 113] se desprenclen particularmente i¿s siguieltes propiedades:

(#)

I

1

1

-1
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i\ /e.Lq\ - /s.-s\ - r'' \ p ./ \ p I

ii) f!.-s) f' ) : f" ',l)\ p./\ p ) \ F )

..., /aa¡\ /. 6\
"') \ o /:\ p /

Rcsra carcurar ( ,^) (^,"^) , (4-,=,"')

1) Cálcuto para la Tabla A'1:

Supongamos que 1 e K*2, a saber-, existc o € 1(" tal que o2 : -1. Sc siguc pol las propicdadcs dcscriias

antc orrne te que:

l-'r=r '' I (' \ L
\ p./-\ p ./ \ p ./

t" -l,) = 1,,¡) l, ") =, r)t ,

\ p / \ p,/\ p./ '

/Ar Ar\ /^" "\ /^" a\(T) (^:)("7)=(trrtr
2) Cálculo para la Tabla 4.2:

Supongarlos que 1 f K-2. de donde cxiste ¿ € K* tal quc -1 - Ao2 Se sigue por las propiedades

desclitas antcriormente que:

. /--.Ar Jr-é,'\ - f J\ /:,\-' \p/ \ P /-\p/ \,i

f ,".) l -s)la. ) , r)r rl_,
\ p ./ \ p./\ P./ '

/¡¡.¡r\ /r" "\ /^" a\l.'+l (-'='(-,) lr)r r\ r
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K-Qz

El siglicnte apéndicc coutiene los cálcrrlos origiúalcs para el cucrpo local Q2, estos rcsüliados dieron lugar a

Ios cálculos <lesarroll¿dos en general en el capítulo 4, en donde consicle¡amos l¿r extensión K/Q2 no ramificada

y cu el cual so dernostrados con mayor generalidad.

8.1. a, d libres de cuadrados

Corsiderernos e1 r:uerpo locrl diádic<j lf: Qz v retonlcinos el ordcn ¡ : Oxl¿, j): Zzli,.j). A\ igral quc cn

el r:apítulo i] podemos suponel prirnero <lrre o,/J son libl.es de oradrados y dado esto l)á^sla co¡loce¡los ¡¡¡ódl o

cuacllad<rs, r:s decir, err que clase cle cuarhados est¿ir er el ,¿tupo, QilZi2 : {+L +2. a5. tfu}. Rcc"rrJeruc,s que
/" :\l\¡ Lin"rrésis, r.,,..ii a os n,,. (;) = L L¿ siAuip,,r¡ r ¡bta obrp¡rirl¡ rtr' lt l. .Aperrdi.el, ,..,,,,,. (y ),

Tabla 8.1: Sír¡rbt¡l<¡ de H1)bert pala dases cle cuachaclos err Q2.

(r) 1 -l 2 -2 5 l-, 10 -10
1 1 I 1 1 1 I
1 -1 1 -1 I I I -1

2 L I -1 -1 -1 ,1

-2 -1 I -1 1

t 1 1 -l 1

-il 1 -1 1

10 I 1

-10 -1

55

I 1

-1
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Sc dcsprcnden los siguientcs casos aco¡des a la hipótcsis, lótese que podcmos pcrmutar.a y p. ya que

z,li,jl:z2b,i).

t) a.§e Zi2.

2) o e Zi2 y 13 4 Qi2 . Ac¡uÍ B cumpic una dc las siguientes:

i) f e 5z$'.

ii) Pe( t)2,i2 u ( 5)2.i2.

iii) B euZi2, dondc u € {+2. +10}.

3) (t : ( l)Zí2. Podcrnos suponcr quc B cumplc una dc las siguicntes:

I a :52ü'.

ií) [1 € 2Z;2 .1OZ;2

4) a e 2Z$2 . Podemos suponer qÉ IJ e 2Z;2 u ( 2)2i2.

5) d € (-2)Z;2. Podcmos suponcr quc B cumplc una dc las siguicntcs:

i) 13 € ( 5)z;2 .

ií) t3 € ( 10)2;2 .

6) a a 52,2. Podernos suponer clue B cumple una de las siguientes:

, A € eb)2,;2.

ii) P € 52i2.

7) o e ( 5)2i2. Poclctros suponcr qrc B e. ( 10)2\2 .

a) d € 7ozi2. Podemos süponer qtrc fi e 1oZ$2 a( ll)L|'¿¡.

Observación B.1.1. Pa¡a evitar coltfrrsiótr de not¿ción más odelante y sin pérdida de generalidad, supondremos

a, ,rl e {+1, =2, +5, +10).

I)ebemos corrocer que tipo de álgebra gereran ¿ y j sobre Q2. En particular, para i sc tiene:

a) Si o e { 1, 5, +2, +10}, entonces la extensjón cuadrática Qr(i)/Q, es totalmente ramificad¿.

tr) Si a:5, entonces Ia -"xtensión cuadrátic¿ Qr(i)/Q2 es no ramificada.

c) Si .): 1, eDtonces Qz[i] = Q2 x Qr.
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Ot¡servación 8.1.2. L¿ descripción antedor para (} y cl tipo dc cxtcrlsiór1, valc para B, es decir, para la

extensión Q2(j)/Qr.

Se quiere describir S¡(22[r,.j)), para 1o cual se requiere conocer Zz[ri,,l]. Recoldemos que Qrfti)/Q, puede ser

un¿r exte¡sión clradrática o tln producto de cue¡pos) con i2 : o, por lo quc cl anillo dc cntc¡os asociado a dicha

extensión dcbc tcnor Ia fblm¿ [17, Ex.§7.1]:
(

. I zJi) ¡i n I r. 2. 5. r0l

I z,ta , "i ó- lr,5l.

^nálogamente 
para j, teneuios qne j2 : lJ, por lo cluc

(
- I Zri) .i Á {i.2.5. ll}

I z, ,ll .i r _ tr.s}.

Obse¡vación B.1.3. Sio,Be {r,5}, "".. 4 - }, r : f . Se sigue que, i:2n l, j:2a l. Lrego,

i..j : (2n- t)(2.,:-t)
: 4tt", 2(I+r)+1.

De Ia misrna fonna,

.; : lr, r\/r,, l\
: 4un 2(a + tl) + 7.

Colllo ij: ji, se ticnc quc

4r¡"' 2(t¡+a)+l : -4en+2(e+q) -t
4(7t + o) 4(.t¡u + t 1l) : 2

1tl+.r-\")-n1l : .

I /^ R\Com, r Z2p.".t). cc siq ré qua D',rc -'nqun ison,or s-. rl. ¿lsehr* 
" (ó; ) 

. M2rQ)2\. ,,- po-i\,

quc se teüga ,i,(n),r!(r) € \,\2(22) simultáneamenie, es decir', 4,r.r no están conteüidos en ull rnisrrro ol.riell.

Atlemás, en las notaciones de l¿ deñnición 2.5.,1 se tiene

Z2lt.) : Z2l2rt 1)

: ZzI2'tl

= 2Zzlnl + Zz

: z2Vt)trj

arrálogañeIrte cor j

57

z2U) : z2l¿)ttt .
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Dc aqrrí, obteuemos que si.r:1. respectivamc te a:5, cntonccs So@2Ii]): So(Zrln)¡l)- rcspcctil'amente

Sa(Ztlj)) : So(Z2lull1l). Ahora bien, si o : 1, eútonccs Qz[4] = q, x Q, y S¡(Zr[r7]) es un camino infni[o.

Por otro lado, si a : 5, entonces Q:(?)/Qz cs no ratrifir:ada y Sa(ZalnD es rlr purlto, alálogamcltc rr»r B. En

conclusión, por 11, Prop. 2..1], si a : 1, S¡(Zr[t]) se obtiene en€!¡o§ando en 1 un camino inñnito, y rcspectivame¡te

ur puDto si n:5. [!s deci¡, si a:1:

rcspectivamcntc. si a : 5:

1

s tz2li)) : 
.,.l-.-

Not¿rr que crnndo.r e { 1,-5,+2,+10}, entonces la extensión -L/Q2, con ¿:Qz(t), es ramificada, por lo

quc los órdenes ma-timalcs que contiencn a (?¡¡ [i] son sólo dos y sorr conjugados:

))^(

Or Or

O¡< Ot<

Ox ¡rtOx

nl'On Ox

Ios cualcs son claramentc vccinos.

En lo que sigue, brrscaremos el ár-bol Sa@2[i, j)) para los distintos casos cuumerados ante¡io¡mento. Recorcie-

mos que i y j, tienen rcpreseltacioncs cn M2(22), las qne usaretnos a co venielcia pala hacer ios cálctt]os tnás

Iiíc11es.

Baio el rnismo argumerrto realizaclo err el capítulo 3. para encontral' Sa(V,2li, j)), debemos calcular los sube-

-1,rc'o. invarianr,,. ,1r ¡Z- 22rt2 - F-j h L¡,, \'¿ urriá' ,1F lr¡ rrarr¡lonna.ionps / .i rtrp:,-rlr Ias irnage-e..le,'..1

en M2(1F2).

1) a, /i son cuadrados y sabcmos que 22 'i o. p, dcdondco.B € Zi2 Podcrrros asuÍlirquerr: B - l,yademis

/ ,, \ lo \ / o\- /n \
r1u, , I 1.", I l. ",,'o,u.-, I | ", I I \utar r.rre;7 j,.

ln r I I\_ / \, o/ \n ,/ \ r ri /
Se sigue quc cL subespacio de 1F! gcncrado por el vcctor (( 1 1 )"), es el rinico subespacio iñ,¿riante

baio la acción dc i,j. Se colcluyc de 11, §3]. [2, §3] y 12, Lema 3.11 quc S¡(Zr[z,jl) cstá contenido er r¡ás

I I lr I

de uu orclcn maxinial. Aho¡a bicu, sea 4: + = | ' " l. Nóteseque pol 8.L.3 Z2Ii): Z2lrilrl
' \o o/

/, u\
,lond" qo\Zzlq)) cs u'' .irr"irL, irlir' o. Por u rJ p"rl, . ,/ - l l. Se ':gu, ,lué F; és "l rtrrico e'¡aein

\tr ir /



APÉ¡IDICE B, K : Q, 59

invariantc no nulo bajo la ar:ción dc 4 y j. Sc concluyc qru'e, Se(Z2lt¡,.j)) está coüte do cn url único orden

maxinral O, es clecir. 3¡(22[17)) v So@zA)\ se intersectan en sólo ttn punto, como indica la figura B.1:

5o(7¿rl:)l)

,so(z! [a])

o

F igrlr¿r li.1:

por lo tarito, se tiene que Sa(Z2li, i)) consta sólo de dos ptnl,os, y su posición relativa esta desc t¿ por Ia

si€luicrtc figura B.2:

solv,,\,l)
i
I

Filiura B.2:

..:"1z"rr)

Sc sigrre quc,

so(z2li, j))

(,
2) o a Z;2. Sinpétdida de generalidad, asumimos o = 1. Conside¡emos la idenfificacidn r: 

I n\
/\

,7:'!): I 
t u 

I Notcmus que Se(z2lnl esur c¿rnitto i ilito. se desprerrclerr los casos sigulentes

' \o o/
para ¡1:

i) iJ € 52i2. Podemos asumir sin pérdida de gereralid¿d qr1e, B : 5.

/u r\ - /r o' ' -\
Soai-l l, rro,omos qu' ,1 - ii.,,,'u,,,¡s.; I l, lut).r,-,*u"or,"\,n) \or/ \Trl
(( 1 1)?), es invariante bajo1¿ acción de7yi, pol lo raúo, Z2li. j) está conlenido en más de un

ord¡n n¡¿ximal.

/r o\
Además. 4: I _ - l, de modo que el único subespacio inval-ient€ no urüo bajo la acción de 4 y

\, u/
i tiene dimensión 2. Por Io Lanto, Z2lr7, j) está contenido en l¡n único orden maxim¿l I

La figura B.3 clcscril¡e 1¿ posiciólr relativa de S¡([Z2lt¡, jl):

o,) ,".
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so(2,b1)

!

Figura B.3:

so(L"ln))

Se sigtrc que, Sa(Zrli,, j)) consta sólo de do§ puntos, como ildica la figura R.'1:

tiLl

s,,(zz1))

I

',,.t],
¿

o

Figura B..1:

iil nel, l)v'i2 u ( 5)Zj2.,Po(tpDos asumir sin pérdida de generalidad q1re, á cs -1 ó 5 Hagamos

l, o\ /rr\ /to\.¿ I llI I I de rrLodo qu" 'c , umpl, rj- i; v lll"'rr¿is' t I l t' 
\, -'/'' \'ui \o'/

lo 
,l 

l Se-igrrcquer' l ¡ r,csirrvariatrrpb¡inl¿a¡'jordni.j.o'r'l¡¡ir'22i.j e'r'j'o'rn¡ifl¡

\,0/

on mrs Jo un ord,,r maxin,.,r. poL orr¡ o.t.e..i ,- ,, l- l'l ..,,.,,,", ll :tl' \o n/ \o n/
se concluye que el único subespacio invariante no nulo bajo la acción de, y j tie11e dimensión 2, es

dccit, So(22¡t, j)) const¿ de urr sólo pulrto O. La siguicnte tigura 8.5 dcscribe la posición rclativa:

so(z: t¡l)

so@zlnl) 
;

Figura 8.5:
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por lo que al engrosar cn 1S0(22[I]) obtcncmos. Sa(ZtljD 9 ,9a(Z,2lrt)lrl) - Ss(Z2h.l), y por to tanio,

§¡(J1) consta sólo de dos puntos, como describe Ja ligura 8.6:

sí7.,1:j))

i-".22 ¡
o

Figrtra B.6:

En pa¡ticular, So$)) : So(Z2lj)).

iii) B e 'uZi2, dondc u € {+2,+10}. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad qte B es u. Sca/ \ /i o\ /o o\
, In' 

,|. 
r. ",,'r" 0,",; y,.ra,J,.,,a,.r-l li l- - l.s.-iBU,

\,n/ \, / \Tn/
quc (( T1 1)") es invariante bajo Ia acción deiyj, cs dccit, Z2I¿,j) está corltenido en más de un

or,li", maximat. por oLr¿ parté. sca 4 f' ' ). Frrron''e' , (' o 
). r. "on",',r. oun,,'

\n n ) \o o/
srbespacio invari¿ntc bajo la;rcción dcrJy j cs (( 0 1 )r'), es decit, Sa@zUl) !,S¡(Za[4]). Sc siguc

q.ue S¡(lz2lr¡, j)) consta de dos puntos, como indica la figura 8.7:

._St,lL,l:)))
(\so17,i:[,¡) \

Figula 13.7:

Se concluye qre So(Zz{i,jl): Sa(ZzUD, como ürdica la figura B.8:

(/-sa\2,t1))

so(z:lrl) 
I

.-;

3) a e (-1)Zi2 . Su pérdiria de generalidad, a"surnirnos o : 1. CorrsidererrLc,s la iclertifit¿eiúrr z (: ; )
Tenemos las siguicntcs posibilidades para B:

í) 't \ifli'.A¡,unirno¡ a-J.s""J ( ' '). ro,u.r,",, - li. Enron.cs., l' ')
\z t) \,n/
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/,0\
yj: | 

- - 
l. S" rigue quc (( t I )"), es invarialrte bajo la acción de i y j Se conclu¡'c c,1uc

\{r 1/
Z2[i,,1] está conienido en más de ut, orden maximal, es decit, S¡(Z2li,j)): Sa(Z2l'¡)) 

' 
c1 cual consta

de dos puntos, y su posición i-elativa es como irldica la ligura B.9:

/ s,1z: t¡ )

5"1z,til) 
._1, -

Figura B.9:

¡\
ii) r,222! tUZi2. A:un,inro. .r . 11. 10r. Sca j f ' l. oo¡rdc ¡u, 1t.3,. Notar q,r,

\ *)
(n \ /,,\

.i'/- t2. lul.\,J- i,. Enron''¡'. / l lyl I I so'isuerlu''r ll)/ e-

\,u/ \, ,/
ilvariarrtc bajo la acción de 7 y j. En corrclusión, 22[z,j] cstá contenido cll rnás de uu orden maxirnal,

es decir S¡(Z2fi,jl) : So(zzlü): Sa@rljl

4) o e 2Z\2, cntonces d e 2Z;2 1( 2)Z;'. Snt.pérdida de.ge[eralid:rd a^s111rimos a-2v A € {2.-2}'

b.""; 1" 
.\,,= 

ll ., ''\ lo 'lI *,".qu.i2=2. j, \2 2¡.";¡ -i,\'/"-l\ ,zi \r')J
E¡rrorc.s..¡ r'.n¡ (tuc ¡ r=f 

o o 
|. a..,*u. ouc {n l}/ es irrv¿r'iar,r¡ haio á 3""'rrd' ivJ.

\,0/
Se concluyc qe, Z2li., j) est¿i conteni<io en más de un orden maximir,l, es ciecir S¡(22[i, j]) : So(Z2li)) :

s¡(Z211)): o' -o.

/\
5) ' \ 2L;'¿. S¡t pnrrlirl r rir g¡nnrrlirl r.l r¡'.rnrnros 4 - 2S*, fn 

: 
l. No'",no'0,," z

\r o )
1( mod 8), luego -7 € Z;2. Se siguc que '/ 7 e V';. Considerando esio tcncmos los siguientc§ casos pará

a:

I -,,-, , \
i) , f -5lZ:2. Aournimoo I 5. S"a ¡ I 

- 
| \nrar que i7 -j;. Enlon,'"s" 

\ | Ji)
/n ¡\ /; ,,\

; l 
'' 

l.Vi I I S,' iig¡réqu' rtr l)' és inv2"i rrrob.rjo la "mior de iv l'

\i0/ \,,/
Concluimos qre So(Zzli, j)) : Sa(ZzIil) : Sa(lzzbl
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ii\.1 < (- to\2,i2. Asuminros /r i -r0. r"", = f L'O ). *.,rul0,," ij = -ri. Entonces

/ \ \/:7 -2 )

, j:l'], O 
l. rn.,ru"qun (( 0 1 )7 ) ps irv¿r.iarrrc ba.io ta acciun rt^ i y j. Co,,clLrimos quc

\10/
sa@rli, jl) : so(zzl¡D : So(z,ljD : .-..

6) a e 5Zi2 . Sjn pérdida de generalidad asumimos o : 5. Teucmos los siguientes posibilidades para 5:

i\ tct-biz;¿.Asunrimosr -i.searr , (o') ,= fn ') Nor¿¡q¡¡ ir--rt.

/ _\ \to/ \t o )
Errtonccs. i = I = I 

O 
] | ,. ",*" quc (( t 1 )?) es iuv^ a¡rl,e bajo ta acción de i y j.

\,0/
Concluimos que, So(Z2Ii,j)): &lzzbl).La figrrra B.l0 indica Ia posición relativa de las rarna^s:

I so(z¡Ll)
s, rz,hl) I

a------------a

Figura 8.10:

ii\ J ( ts\z"¿,. Asúui¡oos 3 = s.scani (' ')r=l-' '"l Notarqueij= ji. Enronccs.

\z t) \r 2)
(,u\ /i -\

I | 
" 

l.rl=l: ' I. Sn"igu"qrre r{ I I r,, ns ir,valiarjrc haj,r tr urriórr.lc i v.l. S¡

\hrl \r0/ 
/

concluye que. Z2[i.j] está contenido en m¿is <ie un orden maximal. Definimos 4: * = I ' 
I 

)
y, : f , "" "icue 

como en l¿ observaciór 8.1.3, que )eZ2lrt.rl,o"r a"rr. ".",.,.."\.1""t:."
conteuB¿ a Z2[q,ul, de dondc S¡(22[q,u)) : 0. Por lo ta¡¡to So@¿ti,.iD ticnc la lbrma quc indics Ia

figura B.11:

I sot¡')

I

Figura 8.11r
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7) o e (-s)Zi¿ y A < ( ñ)25'). Sin pórdida do gclcralidad, asuruirnos a: 5yd: -10. Scarr í:
/\/\¡\,\

f' '1, ( :" 
t 

l.ro,u-quc,,- r;.Enonc,si fo'lr-f '1."
\r o) \v'-i ', ) \10)"\,'/
sigue que (( f t )r) "" 

irv¿riaDLe b¿io Ia acci"¡ de i j, por 1o qle Z2li, j) está contenido en rnás de u¡

ordcn maximal. Sc concluyc qc S¡(Z2li, j)) : So(Z2li)) : So(Zzlj)) : .-..

8) a e lOZi2. cntorrces B € 7OZi2 l( 1O)V,;2j. Sir pérdida de gener¿lid¿d, asrmimos o:10 y0 €

r,,-iu) -",,=lo'o'l , lr'- )I 'Io 30)]"o,".u,..,j 
-j;Enñn.os\ ")'l\, 'i \, ',)f'""'""/\

i- j=[ u O 
] ," sigun qrre , n l)'. ec inrrri¿nro bajo la cr¡ión dp i v ¡. Con¡luimu. qu,'.

\1úl
stj(z2li, i)) : sa(z,2li)) : so(z,liD
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La siguicnte tabla resumc las posicioues rcLatil-¿r§ cle las ramas c'n cadá 
'iaso:
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j s6

t

1

5

sotazU))

?
, SuLr)

l- : 'r' rt\

€ { 1.-5} to
s"(zu [¡l)

. {+2. +10}
so(z,lil)

/l)),,:,"u',,
I

1 o

/ surz,,l):sur¡r
sa(z2tjt I

€ {2.1(l}
sd (z,lrrl):s! (2, [.rl)

2

s0(z,ltl):so(z! Ul)

2
5

so(z: [¡])=,so(z:Ll)

-10
so(2, [t])=5-!(z,lrl)

-5

/ sulz, rl):s,if'r
.s!lz,f¡lr I

l)

l-\.,,-,,,
.\.

- 1i)

s a (7,,1i)):sr\L2ll)

10 € {10, -10}
so(zu {¡l):so(z: Ul)

T¿bla 8.2: Intclscccioues, i.c S¡(^[).
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8.2. Caso general

Consideremos los órdcnes fio : ZzIi, il y $ :2212.i,2i). veamos las ramas S : Se(5) para los distintos

casos. Aquí denotamos los puntos en el tallo con el slmbolo * y sus ¿ristas con doble línea:

l) a,3 e V-;2. En estc caso, sabernos que Sq(g¡) tiene dos puntos, digamos Se($) = {Dt,Dz}. Supongamos

sir Érdida dc gelcralidad que r < s, dc trrodo que Ia Grarrra, cn gencral, tictre l¿ forrnu da(lo cn Ia figura

8.1,2:

T
r1<

I
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Figura 8.12:

Notal que. §r(5) contiene a los órdenes r¡axirnales a distancia menor o igual qrre r tr 02 hacia abajo v

los <irdenes a distalcia ryldlol o igual qrrc 6 a Or hacia ¿rriba.

Ahor¿ l¡ierr. si r: s, entonces la Glarn¿r tiene Ia fo¡na dc la figrrra 8.13:

1t._¡ ,t-
\ ,,./ r --------------1...,/

tl

'-j')-

Figura 8.13:

T '.'; ''';
I-l r:l:,:l I I-.
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2) o eZl2,

\) P€52i2. Sir,< s ontonces Sb(^6) ticne la fonna cle la lisura B.l4:
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¡+t<

I r¡t.v
r ._t t:

l-__ s _ _--_t

Figura B,14r

Nota¡ que So(5) contiene a los ó¡denes a distancia menor o igual que r de 01 hacia arriba y a los

ór'dencs a dista¡rcia merror o igual quo s de !2 hacia cl laclo. Pot otra parte, sabemos quc,

s a (2,2lj)) c S a (Z2l'iltLt ).

Ento ccs, si ,e < r, sc siguc quc sb(Zrulkl) . ,50(V,2lr)t)), por lo tanto

so(5) : so(z,Lilkl).

Concluimos que la rama tiene un centro (tallo de largo cero) como indica la flgura 8.15:

\ ,.'
I
I

_--'-.- +"-._-__1-l-
tt¡i
1,

Figura B.15:

íi) A € el)Ziz u (-5)2i2. Si s S r, se sigue quc ,9¡(.[) : So(Z21llsl\, como indic¿ la figura 8.16:

o2

Z+D De)
§'¡

S ,Bem?
; @df,A":

ku"n'rt7
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11"'-j' 'l-

3)

Figur-a B.17:

Por otra pafte, si s < r, cütonces ,90(Í) : So(Z:fj]Fl)

forma dada err la figura B.18:

I
1

\>.-lrl
I

Figua B.18:

a € (-t)2i2.

í) P € 5Z;2. Sabcmos quc So@21¿)) c S¡(Zr[j]) Ahora bien,

So(ZrUll"l), de donde

so(5) : sb(zr[i]l'l),

como indica Ia fi8ura 8 19:

l.¡a<\ ,zs- l

Iiigrt:r B.i6:

Notcnros quc si r < .s, el ¿ilbol ticne la lor¡l'r' )'a (lescrita en ln fgnrr Il 11'

iii) rl: {+2.-1U}. Si r'< ¡. errtonces cl árLol Srr(ill tiele la fórrn:r (lada err la ligula B-17:

Se sigue rlue cl iilbol. en gencral. tiene lil

si r < §, entonces S¡(22[i]t'1) c
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Figura B.19:

Por otra partc, sabcmos que So(2,2Íj» C So(Z2li)lrl\, cntonces si s < r, se sigue que.

._l\
'-t'

1_.

1¡

so(z,2blt"t) . so(v,2[i]n)

+ ,so (5) : so(z2ljll")) ,

I

Figura B.20:

i» A e 2Zi2 | 1OZi2. Notar que, en gene¡al, para cstos caso sc tiene 56 (2, [i, j]) = So@zli)) : So(ZzbD.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que r ! s. Se corrcluyc que &j(fJ) : §6(Zr[e]hl). Lucgo,

el árbol está dcscrito por Ia siguierto 6gura B.21:

Figura B.21:

4) a e 22i2, 0 € 2Zi2 U (-2\2i2. Este caso es similar al caso 3(ii).

6) a. (-2)2,2 ,

i) tJ € (-5)Z;2. Este caso es similar al caso S(ii).
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co ro irrdica Ia figura B.20:

)-
\-.

I'

._l

'1'
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ii) J e ( 10)Z;'!.Estc r'¿rso ts sirnilar al trrrsc.,3(ii).

b, o - ,¿)_.
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i) I e I i)Zl. Estc caso t's sitrrilal al caso 3(i).

ii) 3 e 52j2. Supr»rgaüos r f s. Sin pér'clida cle gelelalirlad, pr-rclerrro-* usuirril qtle 7' < s ¡-a quc ,§¡(Zrll])

r'-Sro(ZrU]l son s¡ril¿res. Adeuiás. ,!¡(Zr[i]) - S¡(ZrU]lrl). Sc sigtrc que

s(,(zrirtl,l) . .51(2, [J]ln )

= S(r(J)) : Solz2t,iJln).

Se conclu¡-e que el árbol .So(-fl) es como se obscn'¿r en la figura R'22r

Figur¡ 11.22:

A[ora b rrr. !i ¡ : s. eLltoll(r(rs .S¡(.i]) sc ohtit:rre cngros:ruclo cn ¡. c] árLol ,co(Zrii.ii)

por uu razon¿rnictrto sirrlilai ¡1 c¿so 3(i). corno indicir 1zr fig[ra R'2i:i:

Figura R.')3:

7\ tt:( 5lZl.i a l. 1o)2,'). Estc caso c's sirrrilal ai rraso 3(ii)

8l o a1OZa,2.3 € lOZ;2 t-) (-10)Z;'?. Estc c¿tso r:s siuril¿rr al caso 3(ii)

1l_.. .

l¿
I



Podcrnos establecer la sigllicrtc tabla dc irvadantes colrespondielltes a cada caso- L¿ dernostr,ación se dió en

<1ct:rl1e, para el caso general, en el capítulo ,1:
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?(s) l,(s) nia tls)

I mír¡L¡ sl + I Bi. .l s

¡ si,/=t
2(lr s 1) si.rf s

I si,r:s
2¡¿oi,1¡.sl si,rls

2r+7 si,7=¡

2(i) f ,i1?..1 fr "i.¡=5
I . si,¡:s

2(.c lr rl sr. r. < 5

1 si.¡=s
0 si.ú<r

2r+1 si.r:s
2(, + 1) §i,5<¡

2(ii) ( 1)z;'úl- s)zi'
I ' si.\1f

2(s ¡ r) s1,r<s
0 si.r:s
1 §i,s<¡

[2' -i.,' "
I25+i si,5tr

2(iii) 22; +l
si,s<¡

215 r) 1 sr,r<3
1 si.s<¡ 2¡-1

3(i) I r)z;)
2r+1 si,r<s

2(5 + 1) si,s<r
3(i, ZiL:. lnz

2 ún1,-. rl+ 1
I 2'L;' 2tL;',| | 2

5 ( 2)z;' t(l

6 (i) s si,s<r
20 +lJ si.i<¡
2,r+l si,s<I

6(ii) (r)z;') liir'lr¡1+r sr,¡+s
¡ si,7=s

21rntu1,. i f+ 1) si, ¡ l,
2r+l si.¡=s

10)z; 2núfr s] r 1
a ll)! \41,;' t) | 1\))/,;"

Tabla B.3: Invariantcs par-a caso K: Q2.

I
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