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RESUMEN

Esta tesis se enmarca dentro de la teoria de niimeros, especificamente, en el contexto de drdenes maximales en
un algebra de cuaterniones global, la cual se sabe que es localmente isomorfa al dlgebra de matrices sobre un
cuerpo local. El objetivo principal es determinar como se inerusta un orden ciclico $ en las clases de conjugacion
del género de un orden de Eichler D. Para esto, se caracteriza para cada lugar p un subgrafo llamado la 0—rama
de $,. el cual se obticne conociendo las 0 — ramas de drdenes conmutatives contenidos en £y, las que tienen una
descripcién mds simple v conocida. Dicha caracterizacién se da en términos de tres invariantes que determinan
a este subgrafo. El cileulo de los invariantes es el eje central en el desarrollo de la tesis y se dan, primero para
un cuerpo local no diddico Kp y luego para una extensién cualquiera de @2 no ramificada. Se dan ejemplos en

los cuales se puede deseribir explicitamente como se incrusta $ en las clases del género de D.

ABSTRACT

This thesis fits into number theory, specifically, in the context of maximal orders in a global quaternion algebra,
which is known to be locally isomorphic to a matrix algebra over a local field. The main goal is state how a
cyclic order $ embeds into the conjugacy classes in the genus of an Fichler order ®. For this, we characterize
for cach spot p a subgraph called 0 — branch of $,, which is computed from the 0 — branch of conmutative
orders contained in §,, which have a simple and known description. We make these computations explicit in
terms of three invariants which define the subgraph. The computation of these invariants is the central work in
this thesis and we provide them, first for a non-dyadic local field Ky and then for any unramified extension of

Q..



Capitulo 1

Introduccion

El problema de incrustar cuerpos dentro de un dlgebra central simple B sobre un cuerpo de nimeros £
[uc nu problema importante en la teoria de cuerpos de clases. Posteriormente, la investigacidn apunté a buscar
incrustaciones de drdenes, contenidos en el anillo de enteros de un subcuerpo maximal L de un dlgebra central
simple B, dentro de érdenes en dicha dlgebra. Chevalley [6] estudio la siguiente pregunta: Sea D un dlgebra
central simple sobre un cuerpo de mimeros K, sea L una subslgebra maximal abeliana de D, y sca £ un orden en
L. ;Conticne todo orden maximal de D una copia isomorfa de £7 Chevalley resolvié el problema cuando D s un
dloebra de matrices v £ es el anillo de enteros de un cuerpo de niimeros. Chinburg y Friedman [7] respondieron
la pregunta de Chevalley cuando D es un dlgebra de cuaterniones y £ es un orden arbitrario en L. Los dos
resultados anteriores sugirieron que un teorema similar se cumplia para un dlgebra central simple cualquiera.
Arenas-Clarmona [3] probé dicho teorcina para dlgebras que son localinente un algebra de matrices o de division.
Distintos auteres como X. GUO v H Qin [8]. B. Linowitz vy T.R Shemanske [9],[10] ¥ Arenas-Carmona [4] han
investigado en los Wtimos aflos los casos de incrustacidn de ordenes en algebras centrales simples en general, v
en dlgebras de cuaterniones en particular.

El problema de incrustar érdenes globalmente se resuelve mediante caleulos locales. En ese sentido el proble-
ma nos lleva a considerar la teorfa de géneros y géneros espinoriales. Esta teorfa depende fundamentalmente del
caleulo de la imagen espinorial local relativa (§2.6). ya que conocer en cudntos géneros espinoriales en i género
dado se incrusta un orden dado, es equivalente a conocer dicha imagen espinorial local relativa cn nuestro caso.

Fn esta tesis cousideraremos siempre un cuerpo de wihmeros I, mientras que K serd el completado de '
en un lugar no arquimediano p, es decir K = F, serd un cuerpo local de caracteristica 0 asociado al lugar p.

Ademds, siempre considerarcmos un dlgebra de cuaterniones 2 sobre el cuerpo F. Tal dlgebra es localmente
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isomorfa a Ma(K), salvo en un cierto conjunto finito de lugares ramificados, es decir, lugares donde el algebra
de cuaterniones local es de division.

Especificamente, consideramos un orden ciclico $1 de la forma $3 = Op[i, f], donde i y j son generadores
andnicos del dlgebra de cuaterniones sobre F. En ofras palabras, para ciertos enteros o v 3 libres de cuadrados
se tiene 2 = a, j2 = @ y ij = —ji. Notamos que si o ¥ 3 no son libres de cuadrados, a saber, o = wia y

5 =7n?b, con a, 3,w,n € I'*, entonces
B = Opli. j] = Oplwiy, njol,

donde i§ = o y 52 = b (ig ¥ jo generan el mismo dlgebra de cuaterniones que 7 ¥ j). En cada capitulo se
desarrollard el caso libre de cuadrados v posteriormente el caso general en el cual el orden  serd descrito

localmente por $ = Ok [7"ig, 7o), con 7 = ordyw, s = ordyy, nds adelante omitiremos los subindices para ¢ y

El ohjetivo final es poder caleular la imagen espinorial local relativa I,(D|$), en ciertos casos, para el
orden $ C D, donde ® es un orden de Eichler de nivel d = d(p) localmente [5, §1.2.2]. Dicho cileulo se realiza
utilizando el drhol de Bruhat-Tits local {ver §2.5), especificamente un subgrafo de éste, lamado la 0-rama de
# el cual es denotado por So($) (§2.5.1). Esta rama se identifica con un conjunto de érdenes maximales locales
en ¢l dlgebra de cuaterniones que contienen a $. La ventaja de considerar la O-rama de $, es que su descripeion
se reduce a detallar la O-rama para érdenes conmutativos de la forma O [z], donde x recorre un conjunto de
gencradores del orden § sobre Ok [1, §4]. Estas O-ramas tienen una forma muy sencilla, que depende del cuerpo
local K vy del tipo de extension K (z)/K.

La descripeién de la O-rama de $ es la labor central en esta tesis. Dicha descripeidn se da en términos de
tres invariantes que determinan este subgrafo, los cuales son: profundidad, largo del talle y didmetro (ver Def.
3.2.1). Hecho esto, cs posible calenlar, en términos de los invariantes de Su($), la imagen espinorial local relativa
H,o (D9).

Para cfectos de ejemplificar de mejor manera las posiciones relativas de las O-ramas y como sc intersectan,
graficamos cada rama denotdndolas con color plomo y en negro la interseccién resultante. Se dan las formas
graficas en cada caso, resumidas en las tablas 3.2 v 1.1.

Una breve descripeién del desarrollo de cada capitulo es la siguiente:
= Capitulo 2: Contiene material preliminar del problema a desarrollar en cada capitulo.

Los siguientes dos capitulos estdn dedicados a la descripeion de las O-ramas para ) = Oklé, j] con 4,j libres de

cuadrados, v posteriormente para cl caso general, donde = Ok [7"2, 73] con 1,5 > 0.
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» Capitulo 3: K no diddico. Se establece el Teorema 3.2.1 que describe los invariantes para un cuerpo local

K no diddico.

s Capitulo 4: K/Q, no ramificada. Se establece el teorema 4.2.1 que describe los invariantes para un cuerpo

local diddico K con K/Qy no ramificada. Como caso explicito se detalla cl caso K = Q2 en ¢l apéndice.

s Capitulo 5: Se demuestra la siguiente aplicacidn:

Proposicién 5.1.1. Sean K un cuerpo local, Oy su enillo de enteros, A un dlgebra de cuaterniones
localmente isomorfo al dlgebra de matrices Ma(K) y sea el orden locol §§ = Ok [774, 4] € Ma(K). donde

~
e

7 es un pardmetro uniformizante en K. Sean S = Sy(9). g =

O /7mOk|, p(S) v 1:(S) le profundidad y
el largo respectivamente del tallo de S. Definimos ¥(S) = #.5 (). Entonces la O-rama So(9) se obtiene

engrosando en p(S) un camino de largo [(S), se tiene

p( S gPs) — 1
R(S) = [1.(8) + 1]¢"*) + B
q—
Por cngrosar en p(S) se entiende agregar al camino de largo [:(S) (tallo) todos los vértices en el drbol

de Bruhat-Tits cuya distancia sea menor igual que p(S) a dicho camino.

Como resultados nuevos mas significativos, culminados en ejemplos explicitog en el capitulo 5, esta
tesis aporta una descripeién completa de las O-ramas de drdenes ciclicos en un dlgebra de cuaterniones
localmente isomorfa al dlgebra de matrices con coeficientes en un cuerpo local no diadico o diadico no
ramificado sobre Qz. Fstos calculos no parecen existir previamente en la literatura, con la excepcion del

Caso 1 en la seccién 3.1 [1, Ex. §5].

La descripcién de las O-ramas significa dar en detalle sus invariantes (ver def. 3.2.1) los que estan
dispuestos en las tablas 3.8 y 4.2 para cada caso. El cdleulo de dichos invariantes se basa en la descripcion
de las O-ramas para érdenes conmutativos presentada en [1, §4]. Adicionalmente, se cstablece el lema 4.2.1
como herramienta para la demostracién del teorema 4.2.1, v la aplicacién descrita en la Proposicidn 5.1.1.
Por tltimo, utilizando los resultados establecidos en (1, §3], se calculd explicitamente la imagen espinorial
local para ejemplos especificos de Ordenes § y D, determinando el conjunto de géneros espinoriales en
gen(®) que contienen una copia de .

El cdleulo de la imagen espinorial local relativa para dichos ejemplos, en base a los invariantes calculados

en los capitulos 3 v 4, se muestran a continuacién y se detallan en el capitulo 5:
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« Ejemplos:

Consideremos el cuerpo £ = Q(/—15) y la extensién finita no ramificada Z/F, con ¥ = Q(v=3.v5).
Notar que T es el cuerpo de clase de Hilbert de F [19, pag. 262]. Notemos que los primos racionales 3 y
5 ramifican en F/Q. Sean 3o v 50 los lugares (ideales) en £ sobre 3 y 5 respectivamente. Se observa que
30 v Bo son inertes en ¥/F. Por otra parte, ol primo racional 2 se descompone en F/0Q, a saber, existen
lugares (ideales) 27 y 22 de /' sobre 2, tales que 2y - 22 = (2). Se observa que 2y y 23 son inertes cn
¥/F. Notamos que los lugares 27 y 22 determinan cuerpos residuales isomorfos. Luego, por la Obs. 2.5.1
el caleulo del diametro es el mismo para cada uno de estos lugares.

Sean p lugar en F v el orden § := Op[i, j] con i? = ay j? = f tal que ij = —ji. Veamos los signientes
ejemplos del céleulo de la imagen espinorial y del nimero de clases de 6rdenes maximales que admiten

una incrustacion de §:

1) Scan o = (—3)% v 8 = 5°50, con enteros, tales que o, 3o € O:;i UAO}% sip#£ 21,22 yordpy(on) =
()’.‘"dp(lﬁu) =2z, 8i p= 2]_. 22.

En virtud de los teoremas 3.2.1 y 4.2.1, podemos calcular el didmetro de la 0-rama S = So($y), el

cual estd descrito como sigue:

0 ,Sip#21;22.30,50_

A .Si}]:21,22.

=

diam(

-

2¢g(a) ,sip=3o.

Donde A = 2 [ 251 ] —1, [z] es la funci6n parte entera y g(a) ¥ w(b) se obtienen mediante las siguientes

tablas:
g & o e
Q(ug) O}‘f AO}; w(bh) @Ef AO%“’
p Oy @ a Y %7 b 0
PETraozT 0 0 bo€ RO T3 0

Tabla 1.1: Valores de g(a) v w(b)

Consideremos un orden de Eichler ® de nivel d = diam(S) localmente. Se sigue del lema 5.2.1 que

la imagen espinorial local relativa Hy,(D,[9,) para cada lugar p es:



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

O*FDI-‘JQ .8l p# 21,25, 30, 5o.
Hp(Dp]9p) = F} L sip=24,29.
OF, Fy? ,sip = 30,50.
Se concluye que en los lugares p = 21 0 p = 23 se tienc Hy(Dp|9y) = £y v Iy ¢ Hx (p inerte en

X/F). Se sigue que

F H(D|H) = Jp.

En conclusion, el correspondiente cuerpo de clase espinorial y de representacion es £ (ver Def. 2.6.7),
v por lo tanto ¢l orden ) se incrusta en todos los drdenes maximales en 2 (de hecho, hay una tnica

clase).

Sean () < r < s enteros, a = 227 v 3 = 2250, tales que oy v By son unidades globales y Fy, (/aw)/ Fy

es una cxtension no ramificada. Entonces localinente el didmetro es:

0 , 81 p # 21,25,
diam(8) =
2g(r.s) ,sip=2q,25.
Donde
s ,siape (’)}E.ﬁn € O;.P.
¥ <2 ~ =
r+1 ,siapge AOFP,;BU £ Opp.
De aqui, la imnagen espinorial local relativa Hy(D,($,), con © de nivel diam(S) localmente para cada

lugar p es:

Hy(Dy9,) = OF, F 2 para todo lugar no arquimediano p en F.

Luego, como no hay lugares inertes en I/ F tales que Hy(D,|9,) = Fyy, se concluye que

F*H(®|$) = IIs.

Se comprucha que cl cuerpo de representacion (ver 2.6.8) es [/(D|9H) = X. En este caso se dice que
el orden $ es selectivo en gen(D). es decir, el orden $ se incrusta sélo en una de las dos clases de

conjugacion dedrdenes maximales.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se incluyen tépicos importantes para ¢l desarrollo del problema en cuestion, asi como
ejemplos y observaciones. En las secciones 2.1, 2.2 y 2.3 se exponen los resultados mas significativos que se
utilizaran acerca de algebras de cuaterniones sobre cuerpos locales. La principal referencia sers [13]. En las
secciones 2.4, 2.5 y 2.5.1 se describe la herramienta principal sobre la cual trabajaremos en esta tesis, el drbol de
Bruhat-Tits local. En particular, en la seceién 2.5.1 se describe la rama de un orden, el cual es un conjunto de
érdenes que nos permitiva calcular la imagen espinorial local relativa Hy( | ). Las referencias principales son [16,
§2] v [1]. Finalmente la seccién 2.6 describe brovemente el género y la imagen espinorial local relativa, la cual
puede ser obtenida por medio de los invariantes. En lo que sigue I denotard un cuerpo de niimeros, llamaremos

K = F, al completado de F' en un lugar no arquimediano p y Op, Qg sus anillos de enteros respectivos.

2.1. Algebras de cuaterniones

Sea £ un cuerpo de niimeros y sean «, 3 € F*. Consideremos un F-espacio vectorial V' de dimension 4 sobre
£ v una base {1,4,7,k} de V, con ij = k. Entonces V = F- 14+ F -4+ F'- j+ £+ k. Definimos una multiplicacion

sobre los clementos de la base mediante la tabla:

-1 i i k
11| @ | 7| %
2| 1 o k of
jl il =k | 3] -3
E|k]| —aj| 3| —af

Tabla 2.1: Multiplicacién de cuaterniones
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Por ejemplo, ij = k = —j4. Extendemos esta multiplicacién por linealidad a una multiplicacién sobre V.
Identificamos F con F -1 < V. Se comprucha que V' es un dlgebra asociativa con identidad. Diremos que un

dlgebra construida de esa manera es un dlgebra de cuaterniones y la denotaremos por el siinbolo

)

Llamaremos a sus elementos cuaterniones.
Si 2 = a+ bi +¢cj + dk es un cuaternion, donde a,b,c.d ¢ I, definimos el conjugado de x como T =
a — bi — ¢j — dk. Se verifica que Ty = ya.

.
r

Definicién 2.1.1. Scax € ( ) . Definimos la norma N y la traza T de z mediante:

N(z) =z, Tx)=z+2.

Size=a+bi+ci+dke (%) entonces un calculo directo prueba que:

» N(z)=a?—ba—28+ d?af € F.

N(zy) = N(@)N(y).

s T(x+y)=T(x)+T(y).

Ejemplo 2.1.1. Considerando las matrices X = Y = ,con w # 0, es ficil ver que
0 -1 w0

X?P=1,Y?=-1, XV =YX

Asi, como toda dlgebra de cuaterniones es simple [13, §63], se tiene que la funcion ¢ : (]——;—1) — W (") definida

por ¢(1) = I. o(i) = X, ¢(j) =Y y &(k) = XY, es un isomorfismo de dlgebras.

Observacién 2.1.1. 5i (%) = WM,{F) entonces la norma N corresponde al determinante en M (#). Ademads,

la conjugacién viene dada por:

M (K) —  Ma(K)

A —s SATSTL
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0 -1
donde S = , explicitamnente
1 0

2.2. Cuerpos locales

Aqui p es un lugar en el cuerpo de niimeros F.

» Un cuerpo local no-arquimediane K es un cuerpo completo respecto de un valor absoluto discreto | |&
tal que el cuerpo residual Ok /mg es finito; donde Ox = {a € K| |a|x < 1} cs el anillo de enteros del

cuerpo K,y mg = {a € K| |a|x < 1} es el tinico ideal maximal de O.
s Los cuerpos locales arquimedianos son: R y C.
Un cuerpo local, ¢s uno de los cuerpos descritos anteriormente.

Ejemplo 2.2.1. El cuerpo @, de los nimeros p-ddicos es un cuerpo local. Aqui Ug, es denotado por Z,, su

ideal maximal es pZ,, v el cuerpo residual es Z,/pZ, = Z/pZ.

En esta tesis consideraremos cuerpos locales no-arquimedianos de caracteristica 0 que denotaremos K = Fy.
Especificamente estas son extensiones finitas de @, para p primo.

En un cuerpo local K, el anillo de enteros Qg es un dominio de ideales principales, Si mg = (7) = 70
decimos que @ es un pardmetro uniformizante en K. Todo @ € K™ se escribe de la forma a = um?, donde
we O vyt € Z. Diremos que v(a) = ¢ es la valuacién de @ en K. Se define un valor absoluto en K mediante
la|x = (1/Nm)t, donde N es el nimero de elementos del cuerpo residual k = Ox /7Ox.

Fs evidente que el hecho de conocer los cuadrados en el anillo de enteros de un cuerpoe local simplifica de
sohremanera el estudio de los generadores del algebra de cuaterniones. El siguiente teorema dice que si un entero

en un cuerpo local estd suficientemnente cerca de 1 con respecto al valor absoluto |- |x. entonces es un cuadrado.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Cuadrados Locales). [15, 63:1] Sco o un entero en un cuerpo local K.
Entonces existe un entero 3 tal que

1+ dwo = (14 278)2.

Usando el Teorema de Cuadrados Locales podemos estudiar qué tan lejos estd un elemento en un enerpo

local de ser un cuadrado. En cfecto, consideremos un elemento € en un cuerpo local K. Entonces £ tiene al
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menos una expresion de la forma £ = n* + @, con 7, € K. Tomando la interseccion sobre todas esas posibles

escrituras de € definimos

D(f) = ﬂ (}’C)K.

Con esta definicion, 9(€) es un ideal fraceional o 0. Diremos que 9(£) es cl defecto cuadratico de £. Se ticnen

los siguientes hechos acerca del defecto cnadritico 9(£):
1. 9(a28) = a®a(g) Va,£ € K
2. (£) = Ok si v(€) es impar, donde & € 78O

Por otra parte, si v(£) es par, podemos escribir £ = 72 con ¢ una unidad y por lo tanto d(€) = 70(e).
Asi, basta estudiar el defecto cuadrdtico para el grupo de unidades O} mddulo enadrados, es decir, para
representantes del grupo O /072

Usando el Teorema de Cuadrados Locales se pueden probar los siguientes resultados:
1.t K20 =0.

2. Sea A una unidad en un cuerpo local K. 8i K es no diddico, entonces 2(A) es 0 u Ok si K es diddico,

entonces D{A) es uno de los ideales de la cadena finita
0Ccd0x captcap 3 c---cp’Cp.

Notar que si K es diddico, entonces 4 tiene valuacién v(4) = t + 1 par y la cadena de ideales llega hasta
que 4p~* = p, con t entero positivo impar, es decir, cnando v(4) — v{m)t = v(4) — t = 1. Por ejemplo, si K es

un cuerpo local diddico, con pardametro uniformizante m, tal que 12p = |75,

con ¢ > 3, de dondc v(4) = 2e,

entonces se ticne que 4p~% C p? v el defecto cuadritico de una unidad A, 2{A) es uno de los ideales:

Hed®s cdp™ @ fyHE « o 4p EEH,

o lo que es lo mismo

0c p2e I p?.fffl C er#JS c--Cp

De otro modo, si e < 3 la cadena es més corta. De hecho, si e = 2, entonces 4p~3 = p. Si e = 1, entonces
0C 40k =p? Cp.
Considerando cl resultado anterior. si 9{¢) = 40 diremos que £ cs una unidad de defecte cuadrdtico minimal

en K.
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Ejemplo 2.2.2. -3 = —7 + 4 s una unidad de defecto cuadratico minimal en (Js.

Sc puede probar que una unidad A tiene defecto cuadritico minimal si y solo si la extension K(VA)/K es
cuadritica no ramificada [13, 63:3]. De este hecho se deduce que siempre existen unidades de defecto cuadritico

minimal, y que dos de ellas siempre estan en la misma clase de cuadrados |13, 63:4].

2.3. Simbolo de Hilbert

Para un Iugar p en el cuerpo de ntimeros F' y «v. 3 € K*, se define el simbolo de Hilbert mediante:

(n.ﬂ) 1, siaa?+ 3y? =1 tiene solucién z.y € K.

—1 ,sino.

Observacién 2.3.1. De [13, 63:10] obtenemos que, si £ = K(1/3), entonces

o e A”E/KE‘I si y sdlo si (%2) =1.

Observacién 2.3.2. Usando la observacion anterior y los resultados en [13, §63A], obtenemos la signiente

definicion alternativa del simbolo de Hilbert:

(ﬂ',ﬁ) 1 , 8l (5-’;“—3) =~ My (K).
# —1 , sino.

2.4. Ordenes y Reticulados

Definicién 2.4.1. Sea V un F-espacio vectorial de dimension n sobre F. Diremos que A C V es un reficulado

en V, si A es un Op-mddulo tal que existe una base {xq.....2,} de V con
AC Opzy+ -+ Opzy,.

Siun reticulado A satisface FA = V diremos que A es un reticulado sobre V. Un reticulado es libre si lo es

como Op-modulo.

Ejemplo 2.4.1. Opxy + -+ O, es un reticulado libre sobre V.
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Ohservacién 2.4.1. Todo reticulado sobre el cuerpo local K = F, es libre.

Definicidon 2.4.2. Sea 9 una F-dlgebra. Diremos que © C A es un orden si © es un reticulado en 2 tal que
1Dy DD =2.Es decir, un orden ¢s un reticulade que a su vez cs un subanillo. Un orden es maximal si lo

es respecto a la contencién de conjuntos.

Ejemplo 2.4.2. Ma(Op) es un orden maximal cn la F-dlgebra My (F).

2.5. Arbol de Bruhat-Tits local para My(K)

Sean I un cuerpo de niuneros, K = F, v un dlgebra 2l de cuaterniones sobre I, a saber, U = (“P—*)

Definicién 2.5.1. Para cada lugar p en F, definimos el dlgebra de cuaterniones local 2, como:

¥, 3
A, = (3‘?’) —Aer K.

Para efectos de esta tesis suponemos que el dlgebra local 2, es descompuesta, es decir, A, = (%) es
isomorfa al dlgebra de matrices My (K). Nétese que un orden de Eichler es trivial (maximal) en los lugares
ramificados para 2 (ver Observacion 2.5.4).

Sea L un reticulado en V de rango 2. Identificamos V con K2. Sea A € K*. Entonces AL es también un
reticulado de V. Se signe que el grupo K* actia en el conjunto de reticulados. Ilamamos a la drbita de L
hajo esta accién su clase, la que denotamos por [L]. Dos reticulados en la misma clase se dicen equivalentes.
Llamaremos ¥ al conjunto de clases.

Sean Ly L’ dos Og-reticulados de rango 2 en K2, Por ¢l teorema de factores invariantes existe una Qg -base
{e1.¢2} de L y cuteros a,b tales que {e;7, Ezﬁb} es una Ox-base para L. El conjunto {a, b} no depende de
la eleccion de las bases para L. L. De este modo, sc tiene L C L si y s6lo si a,b > 0, en cuyo caso L/L" es
isomorfo a (Og /m*Ok) & (OK/W”OK) .

Reemplazar L v I por zL ¢ yL' (con z,y € K*) cambia el conjunto {a,b} por {a+c¢,b+c}. donde ¢ = v(y/x).
El entero |a — b| depende sélo de las clases [L] y [I/] de Ly L'. Supongamos que L' C Ly L' € wL. Se define

la distancia §([L], [L']) entre [L] v [L'] como:

S([L],[L']) =n . donde L/L" = Ok /7" OF.

Mis generalmente, d([L], [L']) = |a — b|. Sin cambiar las clases de L y L/ se puede asumir que rin{a, b} = 0.
g 1

En particular, 8([L],[L/]) =0 < [L] = [L'].
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Daos reticulados L, L' se dicen wecinos st (L], [L/]) = 1.

Definicién 2.5.2. Utilizando la nocién anterior se define una estructura de grafo cn T como sigue: Dos
reticulados A, A" estan unidos por una arista si v sélo si son vecinos. Se sigue de [16, cap. 2 §1] que T, con csta
estructura de grafo, es un drbol.

Ok

Observacion 2.5.1. Sea el reticulado A = ( ) Cada vecino de [A] tiene la forma [A'], donde A’ =

%

OK o
W( + O . donde o v 3 no estan ambos en 7Ok . Se concluye que los vecinos de |A] estdn en
(,)K J'/'j

. . i . i 2 §
correspondencia con los subespacios de dimension 1 en (O /7O )" Si suponemos que

O /7Ok| = g, entonces
hay ¢ 1 subespacios de dimensién 1, que en el grafo corresponden a g+1 vecinos de [A], es decir, g+ 1 veérlices
unidos por aristas al vértice correspondiente a [A]. En conclusién, el drbol T depende sdlo de la cardinalidad

del cuerpo residual.

Observacién 2.5.2. Para cada orden maximal © € Ma(K) cxiste un reticulado L C K2, tal que @ =
Endo, (L). Esto induce una biyeccién entre ¢rdenes maximales en Ma(K) y las clases [L] de reticulados L en

T [16, Ch.II, §1.3].

Definicién 2.5.3. Bl arbol de Bruhat- Tits para Mz (K) es ¢l grafo cuyos vértices son los érdenes maximales en
My (K), donde dos de ellos estdn unidos por una arista si las correspondientes clases de reticulados son vecinos,
es decir, estan a distancia 1. El drbol de Bruhat-Tits es cfectivamente un drbol por Obs. 2.5.2. v por abuso de

lenguaje diremos que T es el drbol de Bruhat- Tits para My (K).
Observacién 2.5.3. Dos érdenes © y D’ estan unidos por una arista si bajo conjugacion se tiene

o_ Ox Ok N - Ox w0k
C)K OK TT_IOK CjK

Aqui los 6rdenes ® y D' corresponden a las clases [A] y [A'] respectivamente, donde A = ( ¥y

Ok
v ( 7Ok )
3 — .
(:)k'
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Ejemplo 2.5.1. Sea k = Ok /7Oy y supongamos que [k| = 2. Eu particular, esto corre, por ejemplo, cuando

K = Q5. Entonces el drbal de Bruhat-Tits para My (K) tienc la forma siguicnte:

Figura 2.1: Arbol de Bruhat-Tits para un cuerpo local cuyo cuerpo residual tiene 2 elementos.

Observacién 2.5.4. Supongamos que cl dlgebra 9 localmente cs un dlgebra de division 21, = 1), entonces L)
tiene un tinico orden maximal. Se sigue que localmente el arbol de Bruhat- Tits para [J es un punto, correspon-

diente al vinico crden maximal. Por esta razén, sélo consideramos acquellos lugares donde 2 es descompuesta.

2.5.1. Ramas

Sea £ C My(K) un orden. Consideremos T el drbol de Bruhat- Tits para Mp(K) y sca V(T) el conjunto de

vértices en T, es decir, 6rdenes maximales en My (/).

Definicion 2.5.4. Para cada entero { > 0, se define el orden “contrafdo™!:
flth .= 0k +7'5.
Definicién 2.5.5. Para cada entero r > 0, la r-rema de $ es el conjunto:

$.(5) = {D e V(3)l9 c DI}

En particular, Sp(f) consiste de los érdenes maximales que contienen a £.

Ly se incrusta diagonalmente en Ma(K), es decir, Ok - 1 C M2 (K).
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Observacién 2.5.5. Notar que S,.($) C V(%), es decir, S,.(9) es un conjunto de vértices del arhol de Bruhat-

Tits. Se sigue de [1, §2] que S,.($3) es conexo y Sy($) es no vacia.

Proposicién 2.5.1. [1, Prop 2.4/ Para cada orden $) y entero t > 0, la rama So(H1)) contiene exactamente a

los ordenes a distancia < t de algin orden marimal en So($).

Lema 2.5.1. [1, Lem 2.1] Para cada orden mazimal ® C Ma(K), el orden contraido D ¢s la interseccidn de

todos los drdenes marimales de Ma(K) a distancia a lo mds t de ©.
Definicién 2.5.6. Un orden maximal ® £ S,(H) tal que todo orden maximal a distancia a lo mds ¢ de ®
estd en Sp(9) se dice t-profundo en Sp($). Equivalentemente, © es t-profundo en So(H) si y sélo si

B[D: 1] := {0 € V(T)/4(D, 0) < t} C So(H).

Corolario 2.5.1.1. S.(9) es el conjunto de drdenes mazximales r-profundos en Sy(9H).
Se concluye que para calcular S,A(.ﬁ!”l), basta con calcular S,(5).
Ejemplo 2.5.2. Se quierc calcular S, ($2). Supongamos que |k| = 2 y So($)) = «———. Entonces

] ]
So(H?) = >

&
— ﬁ_.

Su(51) = >-—.<

Luego,

2.6. Género e imagen espinorial local relativa

Sea 2 un dlgebra sobre un cuerpo de nimeros £, Op su anillo de enteros y O € 2 un orden de rango

maximal.

Definicién 2.6.1. Definimos el orden local @, C 2, como:

O &p Of, , sipesnoarquimediano.
0, 1=
P

Ap ,si p es arquimediano.

26(D,0) := 8([L],[L']), donde [L] y [L'] son las respectivas clases de reticulados correspondientes a D y .
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Definicién 2.6.2. Definimos el género de @ como el conjunto®:
gen(©) = {© orden en A | O = O}, Vp lugar no arquimediano en 1

Observacién 2.6.1. Supongamos que %, = My(K). Nétese que, Op = O, es equivalente a que exista ap €

Mo(K)", tal que O, = o.p(?;ap—]. De hecho, se ticne ¢que para casi todo p, G, = O,

Definicién 2.6.3. Sca IL(I7) ol conjunto de lugares (arquimedianos o no) de I7. Se definen los siguientes

conjuntos que simplifican la notacion:

1. Adeles de F: Diremos que un elemento a = (ap) € H F, es un adele si ay € Op para casi todo p. El
peIl(F)
conjunto de adeles forma un anillo, respecto dc la suma ¥ producto por coordenadas, denotado Ap.

2. Grupo de ideles de F: Llamaremos grupo de ideles de F al grupo de clementos invertibles del anillo de adeles
de F, es decir, Jrp := A%. En otras palabras, un idcle @ estd definido en términos de sus p-coordenadas

ap. satisfaciendo las condiciones:

i) |aplp # 0, paratodopen 1I{ ).

i) |aply = 1. para casi todo p en 1I{+").

3. Adelizacién: Sea el orden @ de rango maximal v el dlgebra U como antes. Se define 2y, la adelizacion de
2L, como siguc:

Ay 1= A@p Ap = {{ap)|ay € Ap VP, ap € O, para casi todo p}.

Andlogamente, se puede definir la adelizacidn del orden O C 2 como:

OA = H C)pA

pEIL(F)

Definicién 2.6.4. Sea a € A} un elemento adélico y O C 2 un orden de rango maximal. Definimos
O =a@a?! — Oy = a-@j%a_l.

Observacion 2.6.2. Podemos concluir por la observacion 2.6.1 v la definicidn 2.6.4, que 23 actia en el conjunto
de drdenes de rango maximal por conjugacién, ya que es sabido que todo conjugado del anillo O es de cste

tipo.[18, Ch.V]

3Aquil Op = O}, significa que existe un elemento o € Ay, tal que Op = aCpa~l.
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Sea N(©) = {a € A3 |aCa~" = O} cl cstabilizador de @ en A%. Asl, gen(©) es la arbita 2% - @, luego los
érdenes en gen(Q) estdn en correspondencia con A} /A (O) v las clases de conjugacién (globales) contenidas en

gen(Q) con A* Y AL /N (O). Esto es, existe la biyeccidn:

{érdenes @ en gen(&)} /médulo conjugacion — 27N AL /N(O), (2.1)

definida como sigue: A cada clase de érdenes @7, con O en gen(O), se le asocia el elemento a € A N\AL /N (O),
representado por a € A3, tal que aQa™! = 0.

Por otra parte, la norma reducida N puede ser extendida a una funcién Ny : U4} — Jp [3], 1a cual induce
una funcion:

Ny AU/ N(O) — NRNNL(AR),/ H(O) = N (UR)/N(AT)H(O), (2.2)
donde H(Q) := Ny(N(O)).

Definicién 2.6.5. Sea ¢ en gen(©). Definimos el género espinorial spin(’) en gen(@) como el conjunto de

drdenes que tienen la misma imagen que @ bajo la correspondencia (2.2).

Conocer H(O) proporciona informacién sobre ¢l grupo abeliano Ng(3),/N (") H(Q) y por la correspon-

dencia (2.2) permite conocer los géneros espinoriales spin(Q’) en el género de O,
Observacién 2.6.3. Se sabe que Jp,/H(O)F* = Ny (A5 ) /N(A)H(O). {Ver demostracién en [3, §2]).

Definicién 2.6.6. Scan £, D drdenes en 2, tales que $ € ®. Definimos el conjunto:
Hp(D|9) == {N(a) € K*|la 'Ha € D, cona & A3}

Llamaremos a H, (D|9) imagen espinorial local relativa.

Para érdenes globales b y O, con O de rango maximal, la émagen espinorial relativa (global), se deline por:

HOWb) = | [] He(Oplbp)| N 5.
pell{F)

Recordar que los drdenes locales OOy se definen como 24, en los lugares arquimedianos.

Proposicion 2.68.1. [3] Sea @' < gen(O), entonces h estd contenido en algiin orden en spin(Q') si y solo si
P q P Y

O =aQa™! con Ny(a) € H(OHF".



CAPITULO 2. PRELIMINARES 17

Definicién 2.6.7. Sca L/F una extension finita. Se define
Hy = Npp(J)E* C Jp.

Se tienen los siguientes hechos [11, pag. 20[:
1} Si I’ es la mayor extensién abeliana sobre F contenida en L, entonces Hy, = Hy:.
2) JF/HLJ = (;QJ(L’,"‘}").

3) La correspondencia L' — Hp, da una biyeccidn entre extensiones abelianas finitas de /' y subgrupos de

Jr de indice finito que contienen a F~*.

El cuerpo de clase espinorial ¥ es la extension abeliana T/F tal que Hy = H(O)F* y Gal(Z/F) =
Jp/H(OVF™ 3]
H(O|h) £ -~ Jr
H(O — H(O) ™

H(Oh) £ Jp
%‘, es un subgrupo de rk)[" entonces corresponde a una extension £ de I,

con F T E C 3. Este cuerpo sc llama el cuerpo de representacidn F = E(Olh).

= Gal(%/F), donde X es el cuerpo de clase espinorial.

Observacion 2.6.4. Notese que

Definicion 2.6.8. Si



Capitulo 3

K no diadico

En este capitulo siempre consideraremos un lugar no arquimediano p de F, el cuerpo local no diddico K = F,,

a, 8

el algebra de cuaterniones (T) >~ My (K) , el cuerpo residual k de K y un orden ciclico § = Ogli, j|, donde
i, satisfacen i = & , j2 = 8 v ij = —ji. Se busca describir las O-ramas para $ y posteriormente para una
variante del orden £ a partir de las ramas ya conocidas.

Para efectos de ejemplificar de mejor manera las posiciones relativas de las ramas y como intersectan,

graficamos cada rama denotdndolas con color plomo y en negro la interseceidn resultante, es decir, la O-rama

del orden $.
3.1. «, /3 libres de cuadrados

Kz

es necesario conocer el tipo de extension K (i)/K y para eso es imprescindible conocer o v 8 mddulo cuadrados,

Notemos que Og[i] C (i) = . ¥ que j tiene la propiedad andloga. Para describir Sp(#) (ver §2.5.1)

s decir, en que clase del grupo K7*/4*? estdn. En este capitulo, como K es no diddico, el grupo de clases de
g grup

cuadrados es K/ K*2 = {1,7, A, Ax }, por [13, §63:2] y [13, §63:4], donde A es una unidad no cuadrado en K.
8
s

— ; o, ” s 8
Por hipétesis, se debe cumplir que (T) = 1. Las tablas 3.1 describen las posibles alternativas para a y

. . . @, B . ;
A, donde posteriormente, sélo considerarcmos los casos que cumnplen (— = 1. Recuérdese que esto equivale
P

a que el dlgebra de cuaterniones es descompuesta, es decir, isomorfa a un dlgebra de matrices.
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—1€ K™ —1 & K*2
(;) 1A =] aAr (5) 1A | | A
T 11711 1 T 1111
A (1111 A 111 [-1] 1
x (L[ A 7 (111 1
Ar (111 1 Ar (1] 1] 1]

Tabla 3.1: Cdlculos de simbolo de Ililbert para clases de cuadrados en K (ver apéndice).

Observacién 3.1.1. Podemos suponer que ninguna potencia par de 7 divide a ¢ ni a 3, ya que si o = w2y,
con w2 1w, se tiene Qli] C Oglip], donde if = w, e iy genera cl orden maximal de K(i). Se sigue que,
Okli] = Ok[r*ia] = Oxlio]*]. Esto sigue de las propiedades del orden contraido en [1, 82]. Asi, So(Ox[i]) =
So(Oklio]*1). Se sigue de [1, Prop. 2.4] que So(@k[i]) puede calcularse a partir de Ok [ig] ¥ de k (andlogamente
con 8). Hay que tener en cuenta que las posiciones relativas de las O-ramas para o y 3 también son de importancia
para la descripeion de la O-rama de $. En conclusién, podemos suponer que 72 no divide a o ni a 3. En este

contexto, tenemos los siguientes casos:
» Caso 1./Tomado del ejemplo 2 en [1, §4]): o, B pertenecen a O32. Podemos suponer que & = 5 = 1. Asi
Op=0g[l]CK({)=L=Kx K.

Para j sc ticne la propiedad andloga. Luego por [1, Prop. 1.1], So(Ox[i]) ¥ So(O@x[j]) son caminos maxi-

males en el drbol, esto es:

L 2] . .
= e O e} on

o o
So(Or[3])

Se sigue de [1, §4, Ex.] que H = Okli, j] es maximal. Concluimos que los caminos Sy(Ck[i]) ¥ So (O [4])
se instersectan en un tinico punto D = §. Por lo tanto, la posicién relativa de las ramas es como indica la

siguiente figura:

So(Ox[3])

So(Oklil)

So(9) = {D} = {H}

Figura 3.1: Interseccién de O—ramas ., 3 € O}F.
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« Caso 2. 0 € 02y 8 ¢ K*2. Se prucha como cn ¢l Caso 1 que Sp{Ogk[4]) es un camino maximal
K[z]
(&%~ g)
elL/K)f(L/K)=[L: K], tencmos los casos siguientes:

en el arbol. Para 8 notamos que: L = es cuerpo. Como L/K es una extensién cuadritica y

i) L/K es no ramificada. Podemos suponer que 3 € AK*?, de modo que L = K(VA) (por [13, §63:3]
v [13, §63:4]). Luego por [1, Prop. 4.1] tenemos que Sy(@x[7]) = {#n} s un punto. Se sigue de [1,

Prop.2.4] que Sp($) # 0. Se concluye que Sy(OQx[j]) € So(COx[il), ¥ por lo tanto,
So($) = So(Ok[i]) N So(Ox[j]) = So(Ok[j]) = {en}-

ii) L/K es ramificada. Entonces 8 € 7K™ U (AT)K*2, es decir, 8 tiene valuacién impar en K,
/ 3 I

—

Asi, por [1, §4, Prop. 4.1] So(Ok[j]) = o

e, v la O-rama Sy{@k[i]) es como en el Caso 1.

Observacién 3.1.2. [1, §3] Para determinar la interseccién, y por lo tanto la posicién relativa de las
ramas, utilizamos la descripcién del dlgebra residual H = §/75 definida en [2, §3]. Especificamente,
en el caso cuaterniénico las representaciones irreducibles de H tienen dimension 1 o 2, en este dltimo
caso la representacion es tnica. Si la dimension de alguna representacion es 1, entonces H estd con-
tenido en mas de un orden maximal. Por otra parte, si la dimension es 2 entonces $) esta contenido
en un unico orden maximal. En concreto, se debe conocer la dimension de las representaciones irre-

ducibles de H.

ot
Recordemos que ¢l dlgebra ( 7

trazas 1'(i) = T'(j) = 0, por lo que podemos identificar ¢ ¥ j con elementos de Ma(K) que bajo conjugacion

) = Mo(K) y que tanto ¢ como j son cuaterniones puros, es decir, de

son:
0 « ) —b c
e =
1 0 d b
con a, b, c,d € K. Considerando que i = —ji y H = Okli, j], se tiene que:
0 « —-b ¢ -b ¢ 0 «
1 0 d b d b 1 0
Entonces
ad ba —c¢ b
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—b —ad . . )
Por lo tanto, ¢ = —ad. Asi, j = = =0 —ad? =5
d b

Observacion 3.1.3. Afirmamos que la identificacidn puede escogerse de modo que i ¥ j tengan coeficientes
enteros. En caso contrario, sin pérdida de generalidad, asumimos que i € My(Ok)* , b ¢ Ok o d ¢ Ok.

Primero notemos que
b? — ad® = b* — N2d® = (b+ M) (b— Ad) = Np (b +id) = 8 € O,

donde L = K(i) 2 K x K. Como o € ;2 y m* { ov. entonees o € O}FF, ademds ord(3) es impar. Sean A,
p € O tales que « = A v 3 = mu. Por el Teorema de cuadrados locales (ver Teo. 2.2.1) existe § € O
tal que

14+8=14np=(14n8)2

Luego cxiste un clemento ¥ + id' € Op = Ok[d], tal que b2 — A\?d™? = 3, a saber, tomando ¥ = VT + 3 v

dt =1,

Se concluye por los comentarios precedentes que siempre existe una eleccién de ¢ v j con coeficientes

cnteros. Se sigue del Teorema de Skolem - Noether que todas las elecciones para i y § que cumplen las

relaciones para ser generadores del dlgebra determinan érdenes conjugados.
Ok
wOx
de 7,7 en Ma (k) v k es el cuerpo residual de K. Obtenemos:

Sea H= /nH = Okli, j|/xOxli, j] = ( ) [i,7] = K[4, j] como en [2, §3], donde 7, son las imégenes

w2
I
<l
el
Sl
Il
|
o
|
=
=5

—
e
=5
o

Notamos que estos generadores determinan el dlgebra H. Ahora bien, 7y j actian en k?, por lo que podemos
buscar subespacios de k? invariantes bajo la accién de los generadores. Esto es, buscamos vectores propios
de las matrices asociadas a ¢ y j.

Para 7 tenemos,
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Notemos que « ¢s ¢l cuadrado de una unidad, a saber: o0 =

dos vectores propios diferentes ya que char(k) # 2:

w?. Asi, A

m

Notar que como 8 & K*? y char(k) # 2, entonces d # 0. De lo anterior

a saber,

all ol

22

+/@ = +10. De aqui se obtienen

k2.

+/B=0.

se obtiene sélo un vector propio,

Fsto significa que la matriz asociada a j tiene un subespacio invariante de dimensién 1, el cual también es

invariante bajo la accién de la matriz . Por lo tanto, H tiene una (no necesariamente 1inica) representacion

irreducible de dimensién 1. Concluimos que $ estd contenido en més de un orden maximal. Por lo que

So(Ok[i]) € So(@x[i]) v por lo tanto So(H) = So(OQx[s]). Las figuras 3.2 v 3.3 muestran la posicion

relativa de las O-rama:

[} L ]
it Y

SolQx [])=5u(9)

Figura 3.2:

Se sigue de [1. §3], [2. §3] v [2, Lema 3.1] que

So(9) = -

Figura 3.3:

S (Og )

= Caso 3. o v 8 son no cuadrados. Necesitamos ver dos casos, teniendo en cuenta que por hipdtesis tenemos

o, 3
K

(

) = 1. Usando la Tabla 3.1 tencmos:

a) S{ —1 es un cuadrado en K, entonces & y 3 pueden ser los siguientes (maodulo enadrados):
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a3) o =4 =A.
b} Si —1 no es un cuadrado en K, i.c —1 € AK*?, entonces o ¥ 3 pueden ser los siguientes (madulo
cuadrados):
bl) a=my 3= An. (alrevés, a = Amr y 8 = 7 cs ¢l misimo caso).

b2) o == A.

Primero observemos que en los Casos (b2), (a3) K(i)/A y K(j)/K son extensiones no ramificadas, de lo

cual, sc obtiene por [1, Prop. 4.1] que:
So(Ox [i]) = {e} , So(Okl[i]) = {e}

Inego, So($) es un punto. Notemos que para los casos que restan, las extensiones cuadraticas asociadas a oy 3
son ramificadas, por lo que se puede resumnir en un sélo caso: o y 7 ticnen orden impar. Se desprende, a priori,

ques

S[)((-/-)K [?]) — 8,

80(Oklf]) = o—o.
Andlogamente a lo anterior, resolvemos para el Caso 3, donde las extensiones cuadréticas que contienen
tanto a ¢ como a j son ramificadas, con ¢ =« , J° = #. Luego, después de conjugar,

0 «a -b —ad
1 0 d b

de donde se tiene que j2 = —ad® = 3y

ol
<l
|
<
<

=

Il
s

I

=
-]
o
<l

) . o5 s 2 =2 o b
Notemos que las ecuaciones para b v d tienen solucidn entera ya que K (i) es cuerpo e i ,j = 0, lo que implica

que sus valores propios son 0.
Veamos a continuacién, los espacios invariantes (generados por los veclores propios) bajo la accidén tanto de
i

Para 7 tenemos la ecuacién para el vector propio:

e =
ol ol
= &=
ol o
ol =
<l o}
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T
Asif, el vector propios asociado, es v = ( 0 1 ) . Andlogamente, con j encontramos ¢l vector propio u =

T
( 01 ) ya que & = 0. De estos cdlculos se desprende que tanto 7 como 7 tienen cl subespacio invariante {v),
esto dice que H tiene representacion irreducible de dimension 1. Se sigue de [1, §3], [2, §3] v [2, Lema 3.1] que

) estd contenido en mdis de un orden maximal, por lo tanto,

So(Okli]) = So(Ox[i]) = So(H) =  e——s.
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En resumen, la siguiente tabla deseribe las posibles intersecciones de So(Oxc[i]) ¥ So(Cx [7]):

So(Ok3]) . - o o oo
So(Ok 4]} - y ;
- 8 e AOZ B e n0; de
So(Ox )T So(Ox i)
g i =Su(Ore[i]i=50(9)
S0 (O [i]) =50 (O [i) =50 (5) Caso no posible e v
. ° ﬁ) 1 e
€ AO;\; ( P a SolOk 13)
Caso 3 (a3,b2) a(Ox (7]
Caso 2(i)
So{Ox [i)SSal O i)
Caso no posible S0 (O [i])=50 (O [F])=5a(D) =500 |i)=5(H)
L . a8\ . L] . .
5 ( P ) 71 .
a €m0 Caso 3(al.a2,bl) Sol@xlil)
Caso 2(ii)
So(Op FDESa(Oxc[i]) TN S (T .
SolQx [FESe(Ok [i]) . LT
Su(OQxk )
a—e —o @ & 8 e [ ] L] ]
a €0 So(Ok ) So(Oi i Caso 1
Caso 2(i) Caso 2(ii)

Tabla 3.2: Sy($).
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3.2. Caso general

Consideremos $ = O[n"i,7%f] con i,J como en la seccidn 3.1. Definamos © = Og|i] v consideremos
el orden contraido D1 = O + 770 = Ok [n"i]. Andlogamente, si D = Oglj], entonces okl = O[]
Asumimos que D, D’ son érdenes maximales como en la seecion 3.1, Asi, por [1. Prop. 2.4, Cor. 2.5], sc tiene
que Sp(DI1) es el conjunto de érdenes a distancia a lo més 7 a S3(®). Andlogamente, 50(@43]) es el conjunto

de érdenes a distancia a lo mas s a Sp(®'). De [1, §4] sabemos que:

So($) = So(Ox[a"8]) N So(Qk [7*]) = Sa(DI) N So (D’ 5])

A continuacién se detallan algunos ejemplos para valores de r v s cuando « ¥ 2 recorren el conjunto de
represcutantes libres de cuadrados descritos en la seecion 3.1,
Por simplicidad. en los diagramas suponemos |[k| = p = 3. Nétese que cada orden maximal tiene 4 vecinos

en el drbol.

| So(§) para: o, 3 € 032
NAY
Lt . NVZAN Lt ¢ ///,
RN 2R R \f/ Y 2 S o
\./ \./ ./ \ / So(Ox [J] q”[Oh ?]J\O
NN LS S /5\
N /7]/ \ ._{/ AN
T TINAS A
..\.l. a /. /.'fom)
7 Jang o,

r=1.s=3
Notar que como Sy(Og []) v So(Ok[7]) son ramas infinitas que se intersectau en un vértice. Entonces al
intercambiar r con s e ¢ con j se obtiene un orden isomorfo, ¥ por lo tanto, el arbol resultante es isomorfo.

Tabla 3.3: Ejemplos de 0-ramas para cl Caso 1.
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s Caso 2(i):

Su($) para: o € (9}}2 e AOFE'
; I

e Y i
. — o . .0 I -
| P e i
o & Bl r=0,5cN
& ] L ] [ ] L ] L ]
. ® \ / \ \ / /
\c/ ° 8 Do o e | o— e . e YA °
ey yd AN yaw4 NN\
r—s—1 N . ® N . .
' ) )
r=18=2 r=18=3
Sir > s, entonces Sp($H) contiene s6lo a los drdenes a distancia s del 1inico orden
maximal que contiene a Ok [j].

Tabla 3.4: Ejemplos de 0-ramas para cl Caso 2(i).

= Caso 2(ii):

So(®) para: o € O3, € 705
K K

.. VN R %%

D N P NS SN B8 PN pa
f 7 l : ~ f. . l < > “r y“ <
e g s -/l\- ./J'\. N <IN

r=s5=2 ) r=35=2 ’
SN e
Pl . ¥ | R N
Fest ’ ’ e '
LN AN D
¢ .3 ®

-/. ‘/.

LJ . /3 . /‘ o 7

® b

r=1s=3 ¢

-\. \\.

[En general, en este caso, no existe simetria por lo que los drboles difieren segin la eleccién de r, 5.
Ademds, si v > s, entonces So(H) contiene s6lo a los drdenes a distancia s de alguno de los drdenes a, y.

Tabla 3.5: Ejemplos de (-ramas para el Caso 2(ii).
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= Caso 3(a3,b2):

So(H) para: a , € AOE

4 8 . -‘\ / \ .
N ARENG L
RN N’ = \/
s N o

I ~

r=06s=0 N ’/ I\ i
2 NN

r=s=
En general, la eleccién de r, s cs simétrica, de hecho para cualquier r ¥ s, bg(.\j) consta sdlo de
los 6rdenes a distancia d = min{r, s} del tnico orden maximal que contiene a Qg [i] = Ok [j].

Tabla 3.6: Ejemplos de O-ramas para el Caso 3(a3, b2).

= Caso 3(al, a2, bl):

So(H) para: a , § € 70%.

. Tl ° - 7 ] . ; ; ®
F=06e=0 ° ® ) .
r=g=1 r=1s>16s=1r=1
L ] ] [ ®
7 NP
L] *
- A
. . - = .
./ \.
L ] [
™ <IN
L ] L ]
r=2s8>30ds 2 r>=3
En general, como en este caso tenemos Sp(Qi]) = O kx[7]). si suponemos r < s, entonces
Sa(Ok ] 'y C S(]((’JK{J'][”]) y por lo tanto Sy($) = (@F% [3]['] Se concluye que el darbol resultante

depende sdlo del minimo valor entre v y s.

Tabla 3.7: Ejemplos de O-ramas para el Caso 3(al, a2, bl).
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Definicién 3.2.1. Para cada orden $ sea S = Sy($). Definimos los siguientes invariantes de S, los cuales se

calculan a partir la funcién distancia d( , ) definida en el 4rbol:
s Didmetro: Es la mayor distancia entre los vértices de S, denotado diam(S5).

s Profundidad: Es el maximo p € ZT, tal que, para algiin ® € 5 la bola

B(®,p): ={D € V(T)|6(D',D) < p} C §. Lo denotamos p(5).
= Largo del tallo: Didmetro del fallo (conjunto de vértices a profundidad méxima}, denotado L(5),

Observacién 3.2.1. Se sigue de [1] que los invariantes descritos determinan completamente al conjunto 5.
Esto es, supongamos que conoccmos los invariantes p(S) y :(S). Entonces S tiene la forma de un camino de
largo 1:(S) (1:(S) + 1 vértices unidos por aristas) v agregando vecinos a cada vértice de tal manera que cada

vértice tenga g + 1 vecinos e iterando p(S) veces este paso en los nuevos vértices.

Ejemplo: Supongamos que [;(S) =1, p(S) =2 y |k| = 2. Entonces S se obtiene de la signiente mancra:

Paso 1 Paso p(5) =2 __I )
RN

™ ST~
dhs

/.
®,
./ Y .
Observacién 3.2.2. Sea el orden Dy = My(Ok). Supongamos que un orden D estd en S, entonces existe

un elemento a € M (K)*, tal que © = a®pe~t. Por definicidn, © € S si y sdlo si H C D, equivalentemente
HCaDoa ! siy sélo si a7 1Ha C Dy.
En conclusién, en nuestro caso si i = O [z,y] entonces los drdenes D £ § se pueden obtener conociendo los

elementos a € Mz(K)" tales que o 'za € D y a™'ya € Dy.
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Clon la definicién 3.2.1 sc puede establecer explicitamente expresiones para estos invariantes en cada caso,

lo cual se resuine en el siguiente tcorema:

Teorema 3.2.1. Sea K cuerpo local no diddico y sean o, 8 € Oy ~ {0} libres de cuadrados, tales que (a 2

Ma(K). Sean i,j tales que, ¢

2

uniformizente de K. Entonces los invariantes de S = Sp(9) estdn descritos como sigue:

K

=, j2 =38, conij = —ji. Sea $H = Ok[r"i,7%)], donde m es un pardmnetro

Casos a, 3 diam.(S) 1:(S) p(S)

Caso 1 a, fe O 2mazr{r, s} 2|r — s min{r, s}

; : 2(s — s ;
Caso2(i) ac O 8 A0 23 = { (SU v ; i z mindr, s}

. . W—n+1, r<s |__
Caso2(ii) €2 peny 25+1 = { @ lr) . ; ; z min{r, s}
Casos3(a3,b2) o, B € AO;? 2min{r, s} 0 mind{r, s}
Casos3(al,a2,bl) o, f € mO% 2min{r, s} +1 1 man{r, s}

Tabla 3.8: Invariantes de S cuando K es no diddico.

Demostracién: Primero demostraremos en general que:
() p(S) = minir, ).
(i) diam(S) =L(S)+ 2 p(S).
Demostracién de (i): Definamos $5 = Okli, 7] v sea p := min{r, s}, notemos que:
S = 8(9) = So (O [i]7) N So (O [111) , Sa($a) = So(Ox[i]) N So(Oxj]) # 2.
Por otra parte, se sigue de [1, Prop.2.4] que:
a) Sp (Ok[ill") = {D| d(D,D’) < r, para algin D' € Sy(Ok[i])}.

b) So (Ok[i]¥) = {D| d(D,D") < s, para algin D" € Sy(Oxj])}.

Se desprende que existe D € S tal que la bola B (D, p) estd contenida en S. Fs mds, basta tomar ® € Sy ($0)
arbitrario.

Ahora bien, supongamos que para algin D € S. Se tienc,
B(D.p+1) € 5 = s (Oxll) N5 (0l

de modo que

B (B+1) 5 (00 5 (5.041) <0 (011,
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lo cual es imposible por definicién de p. Por lo tanto, p(S) = mind{r, s}.

Demostracién de (ii): Sea T el conjunto de érdenes en el tallo de S. Primero, notamos que la distancia
estd bien definida, pues no hay ciclos, por lo que existen érdenes ©,,Ds € S (en particular, dos érdenes

O-profundos, ver def.2.5.6) ver figura 3.4 y 6rdenes 71,75 € T' (extremos en el tallo), tales que se cumple
d(®,,71) =d(D2,13) = py d(T1.T3) = L(S).
Se sigue que:
d(®1,D2) = d(@1, 1) + (11, 15) + d(D2,T%) = L.(S) + 2p = L,(S) + 2 - p(S).

La figura 3.1 cjemplifica las posiciones relativas de los érdenes,

o

Figura 3.4: Posicidn relativa

Supongamos que existen érdenes iﬁ.’ﬁz £ S, tales que, d(ﬁl,isz) =L(S) +2-p(S) + 1. Notemos que por

definicion de 1’ se cumple que d(®y, 1) < p, para cada k por la descripeion explicita de S en [1]. Por otra parte,

se sabe que

d(D1,D3)

IA

(1'('51 T) + diem(T) + d(T, @J]) (desigualdad triangular)
= d(D1,T) + l.(S) + d(T.Dy)
< p+h(8)+p
= L(S)+2-p,

lo que es una contradiceién. Por lo tanto, diam(S) = [,(S) + 2 - p(S).

En lo que sigue, demostramos en cada caso las expresiones para p(5) v L(5), descritas en la tabla precedente.

(1) Casol: Como existe simetria en la eleccidn de 7 ¥ s, sin pérdida de generalidad suponemos r < s.

Recordemos que los drdenes que estan en el tallo se encuentran a profundidad p(\§) = min{r,s} = r, y que
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estdn en la rama So(Ok[i]). Para cada orden D en el tallo de S sc debe cumplir que B (’f), 7") C Sy por
lo tanto, como Sp($n) = {D}, entonces d (’i), 3:7) < (s —r), ya que, si suponemos d (D, @) > (s—r+1),
se tiene que B (5 ?") ¢ So(Ox [j]["‘J), pues la bola tiene un punto @y a distancia mayor a s de D, a saber,
d(D0.D) = d(D6, D)+ d(D, D) =r+s—r+1=s+1 Pero § C Sy(Ox[5]¥). lo cual es imposible. La

figura 3.5 ejemnplifica la situacion:

Figura 3.5:

Se concluye del mismo modo que existen Grdenes r-profundos 351, ’552 € So(Ox[i]) tales que, d (@,@1) =

d (9735-2) = (s — 1), de donde d (’f}lf)z) =2(s—71)=2|r — s|.

Caso 2(i): Notar que si r > s entonces, como Sy(Px [§]) € Se(Ok[i]) ¥ So($o) = {D} para algiin orden
D £ V(T), se sigue que So(Ok[i]l¥) C So(Ok[i]l™M). Si v > s, entonces § = Sp(H) = So(Ox [f]1*)), es
decir, So($) contiene a los 6rdenes a distancia < s, a D, y por lo tanto, ® es el tnico orden a profundidad

p(S) = s. Se sigue que L(S) = 0.

Sir < s el tallo T estd contenido en Sy(Ok[d]). Luego, para cada D e T, se cumple que B (15;») Cs.

Sea 50 e T tal que (I.{@B.@) = xpé.x{d(@.@)}. Nétese que B (7307) C S, por lo que ’5(, debe estar a
DeT

profundidad r. es decir, debe cxistir un orden ®’ a distancia r de Dg en Sp(Qx [i]) en la direccidén opuesta a

D, mientras que la distancia de © a Dy es menor o igual a 5. La figura 3.6 muestra las posiciones relativas

de los érdenes mencionados:

s _®

..... . " TRTTT
D, Ay DYy

Figura 3.6:

Notar que r + d(Dy, D) < s, y por lo tanto, (i(ﬁ].@) = (5 — ). Se sigue de la simetria respecto a © que

diam(T) = [;(S) = 2(s — ), por un argumento similar al caso precedente.
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(3) Caso 2(ii): Notar que Sy($,) consta de dos drdenes, a saber, ®,,D5 € V(T). Se sigue andlogamente al

Caso 2(i) que Li(S) =2(s — 1)+ d(D1,D2) =2(s —r)+ 1, sir< s, y LL(S)=d(D,Dy)=1,sir > s

(4) Caso 3(a3,b2): Sin pérdida de generalidad, suponemos r < s. Se sigue de [1, Prop.2.4] que § = Sy(5)
contiene exactamente a los drdenes a distancia < r de D, y se desprende que @ es el dnico crden a

profundidad p(S) = r. En conclusion, se tiene que [,(S) = 0.

(5) Caso 3(al,a2,bl): Sin pérdida de generalidad, suponemos r < s. Basta notar que en este caso tenemos
So(@xli]) = So(Oklf]) = So(H10) = {D1,D2}, para ciertos ordenes ©1,D; € V(T). Se sigue de 1.
Prop.2.4] que 5 contiene exactamente a los érdenes a distancia < r, de algin ©,, i = 1,2, y se desprende

que D y D3 son los tinicos érdenes a profundidad p(S) = r. En conclusidn, L;(S) = d(D,D2) = 1.

Por dltimo, reemplazando las formulas obtenidas para [,(S) en la relacidn diam(S) = 1,(S)+2-p(S), se obtienen

las expresiones descritas por el teorema. [ |



Capitulo 4

K/Q> no ramificada

4.1. «. 3 libres de cuadrados

Sea K = [} el completado de un cuerpo global F en un lugar diadico p como antes. Sean Ok su anillo de
enteros, 7 un parametro uniformizante en K, A una unidad con defecto cuadrdtico minimal en K y o, 3 € K*
o, 8
— | = M,(K)
= M, ;
K ) (

Como antes, buscamos Su(Q[i, j]), donde i? = v, j2 = 3. Basta conocer o vy 3, médulo cuadrados. En un

libres de cuadrados. Sea k := Ok /m1Ox el cuerpo residual de K. Suponemos que (

principio, solo nos concentramos en a, 8 € O UTO3E. Se sabe de [13, 63:9] que | K™ /K*2| = 4(Np)°"®2, donde

\rp = ‘C}R/?T(qjd

Definicién 4.1.1. Por simplicidad de notacién definimos U := O3 ~ (O3 U AO;2), que es el conjunto de

unidades u tales que R (y/)/K es ramificada.

Para nuestro interés basta con saber que,

?{/O}(Z = {L A wy. Uz, ., Uy, PL = T, P2, -“ap'm.}e

donde A es una unidad de defecto cuadratico minimal, uq, ...,y € B ¥ Py, ..., Py, SON parametros uniformizantes.

La descripcién obtenida primero para Q2 y descrita en el Apéndice B de los drboles e invariantes, puede ser
generalizada facilmente a un cuerpo local diddico K, cuandeo 2 no ramifica en K. Por esta razdén no incluimos
ese caso particular en el texto, pero hemos decidido conservar los calculos originales en un apéndice. En este

sentido, es posible reducir el cdleulo a los siguientes casos para v vy 3 (mddule permutar e y 3),

1) a € 0},
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.‘3 S C);\Q

3 e AO32, donde A es una unidad de defecto cuadratico minimal.
g eU.

3 € p;¢:2. De hecho como el cileulo es independiente de 7 puede suponerse p; = 7.
/ Y p

2) a, 3 € ACL.

3) a € AOE, 30

4) a,f € 7O UD

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que «, 8 son los representantes en la clase de cuadrados, cs

decir, a, 3 € {1, A, 7,4}, donde u; € U, pues el cdlculo es igual para cada una de dichas unidades, mds ain,

el céleulo para & = u;, 8 = u; es idéntico al caleulo para o = 8 = ;. Ademds como k es finito, v por lo tanto

perfecto, se sigue que k? = k. En particular, toda unidad es un cuadrado médulo #. En los dibujos se asume

que |k| = 4.

1) ae (’j’j\?:

: Lo i+1
1(i} A € 2. En lo que sigue, sea i = ¥RE Podemos asumir que 5 = 1, y wds
n -1 “

ain, j = . Entonces observamos la imagen de i v j en Mo (Ok /7O ) = Ms(k), es decir,

- 10 1 y N .

=] |- Notar que ij = —ji. Se siguc que ¢l subespacio de k? generado por
0 0

el vector {{ 1 )Ty, es un subespacio invarianie bajo la accién de i ¥ 7. Se concluye de [1, §3], [2,

§3] v [2, Lema 3.1] que So(@xkli,j]) estd contenido en mds de un orden maximal. Ahora bien, sea

i+1 1 X
7 = —: = . Notar que Oli] = Ok, v que Sp{Ox[n]) es un camino infinito. Por
= 0 0
10 ; . -
otra parte, 7 = , de donde k? es el unico espacio invariante no nulo bajo la accién de 7 y
0 0

7. Se concluye que, So(Ok[n,j]) estd contenido en un 1inico orden maximal @, es decir, So(Ox [n]) ¥

So(Oj]) se intersectan en sélo un punto, como indica la figura 4.1:
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Sy(Oxli])

SUlOK [T’Ji)
Figura 4.1:

Por lo tanto, se tiene que So(Oxli. 7]) consta sdlo de dos puntos, v su posicién relativa esta descrita

por la siguiente figura 4.2:

SelOx 5]}

So(Oi])
Figura 4.2:
B 0
1(ii) 3 € AO%. Sca j = . Notar que podemos suponer A = 1 + 4t, con |t], < 1. Entonces
1 0
o f1o). (o1 _ o
S = .Sesigueque (( T 1 )7)esunsubespacio invariante bajo 1a accion de
01 10

%,7. Concluimos que, Ok i, j] estd contenido en més de un orden maximal. Ahora bien, consideremos

1 0 s

1= y notemos que k? es el tinico espacio no nulo invariante bajo la accién de 7y . Se
0 0
concluye que Ok [n, 7] estd contenido en un tinico orden maximal, como indica la figura 4.3:
Sp(Ox 3]
So(Oxnl)
L] fren, -

Figura 4.3:

En conclusién Sy{Oxli, j]) consta de dos érdenes como indica la figura 4.4:

So(Ok D

SOk [4])

Figura 4.4:
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37
_ B - 10
1(iii) 3 € U. Sca j = » sabemos que 3 = v? (mod ), donde v € O} Entonces 7 =
10 01
. 0 o7 . o -
J=1 _ _ | Sesigueque (( § | )%} es un espacio nvariante bajo la accién de ; v j. Ahora
1

bien, como antes, k2 es el Gnico espacio invariante bajo 7y 7, os decir, So(Or[n, j]) consta de un
tinico orden maximal D, como indica la figura 4.5:

SOk [4])

So(Oxc[n])

e

Figura 4.5:

Se concluye que So(Okli, 5]) consta de dos érdenes ¥ que su posicion relativa es como indica la

siguiente figura 4.6:

So(Ok [4])
So(Oe[i]) ]
N D
Figura 4.6;
0 3 - 1 0 - 00 _
1(iv) 3 € 70} Sea j = . centonces i = yi=|  |.Sesigue que
10 0 -1 1

((0 1)7)esinvariante bajo la accién de 7 v 7, es decir, So(Oxli, j]) contiene dos érdenes maximales.

Ahora bien, considerando 7y j. notamos que {( § 1 )T) es invariante bajo la accién de 7y oes
decir, Sy(Ok[n, j]) consta de dos érdenes maximales, como indica la figura 1.7:
SU(OK[J“

So(Ok [n])

|

Figura 4.7:

Se concluye que So(Okli, j]) consta de dos érdenes Y su posicién relativa es como indica la figura 4.8:
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SolOxk3])

So(Oeé]) Q

- «—

Figura 4.8:

1 2t
2) a, 3 € A2, Sin pérdida de generalidad, consideramos o = 1+ 4t, con ¢ € O} Sea i =
2 -1
De la ecuacidn ¢ = —ji, se obtiene j = ,donde a,c € Og v a® + ac— c*t = 3. Tales
c a

a,c existen ya que 8 € Ny /m)/x (I{(/a)*). Es decir, 3 es una norma y necesariamente de un elemento

- 10 i} a a-+et -
entero. Asi, ¢ = vi= . De aqui, notamos que j tiene valor propio A = 7, donde
01 ¢ a

v e O y T = 5. Sc sigue entonces, que cl vector propio {( &2 1 )7) = {( a+e 1)) es el tinico
.
subespacio de dimensién 1 invariante bajo la accién de 7 v 7, es decir, Sg(Ogli, j]) consta al menos de

dos érdenes maximales. Ahora bien, por un razonamiento similar al de la observacidén 4.1.3, si n = "‘5_1

w = 4L cntonces no existe un orden que contenga a n ¥ a w, mas ain, como So(Q[n]1) = So(Q[i]).
Y 3 q g 11 ! 0

So(Ow) MYy = Sp(@[j]) ¥ las O-ramas de 17 y w son puntos, se conchiye que Sp(@g (4, 7]} consta sélo de dos

érdencs maximales y su posicién relaliva es como indica la figura 4.9:

SolOxk i) —— So(Ok[i]).

Figura 4.9:
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& B ) _ 0 A —a —cA
3) a € AQ}, B € U. Podemos asumir que a = A, Sean i = yi=
1 0 & @

, donde

(%)

S —~

]

a,¢ € Ok v a® — Ac? = 3. Las soluciones a y ¢ se oblienen como en el caso anterior. Asi, i =

—
=

oF] @ v — T § p s - o
J= . donde v € O}. Sc sigue que {( & 1 )7) es un espacio invariante bajo la accién

de 7. Por otra parte, 3 = 72, donde p € O%, lucgo j tiene valor propio A = [ y vector propio
p 1 f K i f P

((atz 1)y ={( 5 1)T).Se concluye que So(Cxli,j]) = So(Ok[s]), es decir, consta de dos ordenes

e

maximales ¥ su posicion relativa es como indica la figura 4.10:

/ So(Oxc i)

So(Ox[4]) .

Figura 4.10:

0 « —a b
4) a,3 € 710}, UU. Sean i = yi= . Como queremos que ij = —ji, se sigue que
1 0 c a
—a —oc 5 5 ]
V= . donde a.c € O v a® — ac® = [. Tales a v ¢ cxisten ya que 3 s una norma
g a

de K(i) y necesariamente de un cutero [13, §63B]. Aqui suponemos que el defecto cuadrdtico de a es

oa) = p = (n), luego Oy = O] ¥ Oy = Olj], lo cual s mmediato si K/Qo es no ramificada.

1]

- 0 a - 1 ac -
Entonces, i = v = . Para 7 se tiene un valor propio A = ¢, donde € = @. De

a

ot
<
=}

aqui se obtiene el subespacio invariante (( 7 T )”). Andlogamente, para j se obtiene el valor propio A = 7,

donde 72 = /. De aqui se obtiene el subespacio invariante (( g +7 ¢ YTy, pero como, 3 = a? +a@c® =72,

entonces @ = 7. Se sigue que ¢l subespacio (( ¢ 1)) es invariante hajo la accién de iy j. Concluimos
que

. So(Ok[4,3])
So(Ok i, §]) = So(Okli]) = So(Ok[j]) = e—.
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La siguiente tabla resume la forma del drbol Sy($0), donde $5 = Ok [4, 4] ¥ su posicién relativa respecto a

So(Ok i) v So(Okj]). suponiendo por simplicidad que [k| = 4

e 8e S5(5Ha)

<2 So (O ld])
032 . I s

Su(Oxc[i])

1_\.0;(2 So(Cx(il) N

SU(OJ% So($0)

Sal($Ho)
)2 oldlo
C)[( I/

So(Ok[i])
9 | D
So(Ck [§])=5u{$0)
Su(Okli]) Q
?TOF( L] .
So(510)
Ao | AOR So(Oxil) =——s So(Oxls))
& T L L
i} K|? T\./
w05 U0 — @
" S0{H0)=Su(Qk[i]}=Su(Ox [i]) J

Tabla 4.1: Sy($0), para K cuerpo local diddico, donde 2 no ramifica.
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4.2,

Caso general

41

Considerando cl orden $ = Qg [n"4, 7%]], se puede generalizar la descripeidn realizada en la seceidn 4.1, la

cual, estd resumida en el siguiente teorema que describe los invariantes para cada caso:

Teorema 4.2.1. Sea K un cuerpe local diddico en donde 2 no ramifica. Seen o, € O ~ {0}, libres de

cuadrados, tales gue (

con r, s

K

> 0. Entonces los invariantes de S = 5y($) estdn descritos como sigue:

"8) = M,y(K). Sean i,j tales que, i* = o, j2 = 3, conij = —ji. Sea = Og[r"4,77]],

Casos | «e Be plS) (S) diam(S)
1() 02 min{r,s}+1 si,r#s 2(|r — .:| = l) si, r# 5 2maz{r, s} slr#s
(i K r si,r=s si,r=3s 2r +1 si, r =5
. L 20s—r—1) si,r<s 2s s, T <8
1) | 02 | Ao { mm{f‘r""} +i - ol 7 1 si,r—35 Wl s,r=s
=g o == 0 si, s <r 2s+1) si,s<r
r+1 si,r<s Ba=r=Il Beee 25 si,r<s
1(iid) = { 5 si, s <r 0 Hf’ T =4 { 2s+1 s, s<r
= 1 si, s <r -
5 o r+1 si,r<s 205 —7) si, T & -
1(iv) Ok s si,s<r { 1 si,s<r S
9 AO2 min{r, s} +1 si,r#s 0 si,r#s 2min{r, s} +1) sl.r#s
AO2 K r si, =48 1 s, r—=3 2r 41 s, =4
" K " r+1 si,r<s 0 si,r<s 2(r+1) si,r<s
5 si,s<r 1 si,s<r 25 +1 si,s<r
4 T UG min{r, s} 1 2min{r,s} + 1

Tabla 4.2: Invariantes para Sy($) cuando K es cuerpo local diddico y 2 no ramifica.

El siguiente lema sera 1til para la demostracién del teorema precedente:

Lema 4.2.1. Sea § = Og[n"t, 7"

cuadrados, entonces Sp($) =

So(H b ]) y el tallo de Sp($) es So(Ha).

il, 0 = Ox|i, j| donde j e i son como en la seccidn 4.1, con o y B libres de

Demostracién: Notamos que § C 5‘3[ 1. de modo que Sg(.?jg']) C 53(9), por lo que basta probar la otra

contencion. Ademsds, se sabe que

So($) = So(Ok [y N So(Ox I ¥

So(He) = {D1, Do}

Sea Dy un orden a distancia v + 1 de De Sy ($3p). Sin pérdida de generalidad podemos suponer D =D en

tal caso 6(Dp, D

D=r+1y8D0.Dz) =+ 2. Hay que considerar dos casos:

(1) Asumimos que So(@x[7]) no se extiende a la izquierda de @, . Supongamos que existe un orden Dy € Sp($H),

pero D ¢ .S";)(.\')B"]). Es decir, Dp estd a distancia r + 1 de Sy3($0). Entonces los caminos que unen Dg y
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D) tiene un tramo unico {ya que es un drbol) como muestra el lado izquierdo de la figura 4.11:

Dy 9‘0
|

y

Figura 4.11:

Como D1,Ds € Sp(Oklf]), se sigue que, como So{OQk[j]) no se extiende a la izquicrda de D, entonces
SO(O;([j]I"‘]) solo contiene drdenes a la izquierda de D o en el camino hacia Dy que estdn a distancia
Menar que 7.

Por otra parte, §(Do, D) = r + 1. es decir, Dg & So(Ok[4]) v por lo tanto Dy ¢ So($), lo que es una

contradiceion.

Supongamos que So(@k[j]) sc extiende a la izquierda de ®), notamos que D' € Sy(Oxl[j]) v estd a
distancia 1 de ©,, como muestra la figura 4.12:

® i ——————— @

g8 o Dy Dy

Figura 4.12:

asi, ' € Sy(Oklj]). Pero esto implica que D' ¢ Sp(Okli]), por lo que intercambiando i por j en el

razonamicito anterior, se sigue de igual manera que Dy & 54(5).

Concluimos que Sp($) = S()(.ﬁ([;"]),

Demostracién: (Teorema 4.2.1) En lo que sigue, sean S = Sp(H), H = Oklt,j] v ©1,D2 drdenes maxi-

males identificados con los dos vertices de Sy($). Se demostrardn en cada caso las expresiones encontradas

correspondientes a la profundidad p(8) v largo del tallo 1,(S).

1(1)

@, 8 € O Supongamos r # 5. Dado que Sp(Okli]) v Su(Ok|[]} son isomorfos, podemos asumir que
K g

r < 8 Sea p=min{r,s} +1=r+ 1. La siguiente figura muestra las posiciones relativas
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r4+1<

So(Oxlil) _ \|/ ‘ \l/ \ou \|/ o \'/
5,

I |
I =4

S“(O:{H”:/T\ “ /l\ NAY /T\ _/I\ .

Figura 4.13:

Es claro de la figura 4.13 que B(D1,p) € S ya que p < s. Supongamos que existe ® € S, tal que
B(f),p + 1) € S. Notamos que D estd a distancia > 0 a Dy en la linea central como muestra la figura,
modulo intercambiar @y vy D3, va que si estd en otra posicion tiene sélo vértices a distancia menor a
p + 1 hacia arriba, como indica la figura 4.13. Entonces B(’JS,,O +1) C So(Okli]"), pero So(Ox|i]l']) es
un camino infinito engrosado en una distancia p = r + 1, lo que es una contradiccién. Se concluye que
p(S) = p = min{r, s} + 1.

Por otra parte, llamemos T' C S al conjunto de érdenes que estdn en el tallo de S, Como asumimos r < s,
entonces al intersectar Sp(Ok [i]I) con Sp(Ok[4]!) se obticnen puntos a mayor profundidad en el tallo
de So(Oxli]), es decir, T C So(Ox[n]) € So(Ok]i]). Notamos que D1 € T.

Afirmacién: Para cada orden @y € Sp(Ox/[n]), tal que 8(Dy,D;) < (s —r — 1), se tiene Dy € 7.

Sea © € B(®y, p). Basta probar que, para cada ® € B(Dy, p). se cumple que D £ Sy(9H).

Notamos que §(Dy, D) < p =7 + 1, es decir, D € Sy(Ok|i]")). Por otra parte, se tienc

(0. D) £ (D, Dp) +0(Dg, D)
< pH(s—r-1)
= ,5‘,

0(D,D2) < 4(D,D1)+4(D1,D2)
< s+1.

Luego D € Sy(O[5]*)), es decir, D € S(H) . por lo tanto, Dy € T. Un argumento similar prucha que la
condicién §(Dg, D1) < (s —r—1) es necesaria. Por simetria se sigue que diam(7") = L(S)=2(s—r-1) =

2(]r - 5| = 1).
Si suponemos que r = g, entonces por el Lema 4.2.1 se tiene que Sy (.FJE”]) = 5,(9).

Se concluye que p(S) =ry §;(S) =1.
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1(ii)

1(iv)

a € 32,8 € A Supongamos que r < 5. Sea p = min{r,s}+1 = r+1. Notar que B(Dy, p) € S, como

se muestra en la figura 4.14:

ey ]
AR

N T

Dy

Figura 4.14:

Supongamos que existe De S, tal que B(f), p+1) € S. Notar que sin pérdida de generalidad podemos
asumir que D € Sy(Ox [n]), de donde B(®,p+1)C So(Oxli]). Pero So(Oli]"!) es un camino infinito
engrosado en una distancia p, es decir, B(D, p+ 1) ¢ So(Ok[i]l"), 1o que es una contradiccion. Se sigue
que p(S) = p=r+1 y andlogamente al caso anterior se concluye que [;(S) = 2(|r — s| — 1).

Ahora bien. si s < r. entonces se tiene
So(Ok[3]) € So(Ok (M),
de lo cual se sigue que,

So(Okli]l")
S5(Oc[7]1#)

So (O [w]ls+1]y,

So(Ox 5]

i

Il

donde w = % Se concluye que como Sy(Ok [w]) es un punto, p(S) = s+ 1 = min{r,s}+1 vy {;(S) = 0.
Por iltimo, si r = s, andlogamente al caso anterior, se siguc por el lema precedente que § C f)([jr]., v
S=5(®€)= Sg(."]g']). Es decir, Sy($3) se obtiene al engrosar en r el drbol Sy($) = s——s. Se concluye

que p(S) =ry L(5) = 1.

a e 032, 3 € U: Notar que en este caso sc tiene que Sg(O[j]) estd contenido en Sy(@k|i]). Entonces si
5 < r, se cumple que So(Ok[7]1*1) € So(Ok[i]"), por lo tanto, § = So(Oxk[4]1¥). Concluimos que p(S) = s
y i(S) =1.

Ahora bicn, el caso r < s es andlogo a 1(ii). Se sigue que p(S) = min{r,s} +1 v L(S) =2(|s —r| — 1).

a € 032, 8 € 1O%: Supongamos que r < s. Sea p = r + 1. Notar que para cada @; € So(Hg), i = 1,2 la

bola B(D;, p) estd contenida en S, como muestra la figura 4.15:
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2)

3)

4)

i P

THE Jﬁ ¥ ¥ ¥
VARV
e I

L

Figura 4.15:

Supongamos que existe D € S, tal que B(D,p+1) C S. Notar que D € Sa(Okn]), eon 8D, D) =120,
pero existe un orden D, € SU((’)K[’L'][”]) cuya distancia 5(5,’90) =r+ 1= p es maximal (ver Fig. 4.15),
lo cual dice que 8(5,,9 +1) € S, lo que es una contradiceidn. Se sigue que p(S) = r + 1. Ahora bien, si
D estd en el tallo T de S, entonces estd en la rama Sy(Qx[n]) v sabiendo que §(D,D;) = ¢ > 0, se debe
cumplir que

pHt<s.

Se sigue que t < s —r— 1y por lo tanto, diam(1") = [,(S) = 20’(5.9.,)+1 =2(s—r—1)+1=2(s—r)—1.

Supongamos ahora que s < r. Basta notar que Sy(Oxlj]) € So(Okli]), de donde Sy(Ok[j]l*)) C

So(O g [2]), por lo que § = Sy{Ok[j]1¥). Se concluye que p(S) = sy [,(S) = 1.

a,3 € AO;?: Supongamos que r # s. Sin pérdida de generalidad, suponemos que r < s. Basta notar
que Sy(Okli]) € So(Ok[5])V)), de donde .S'”((’)K[ﬂ["l) - S’U((’JKU][*"]). Se sigue que S = SQ(OK[Z’][”J).
Concluimos que p(S) =7+ 1 = min{r.s} + 1 y [;(S) = 0.

Ahora suponemos que 7 = s. Basta notar que por Lema 4.2.1, § = S4($) = Sn(ﬁg']). Como Sy(5,) =

o+, concluimos que p(S) =7, v [;(S) = L.

a € AOG2, 5 € U: Supongamos que 7 < s. Sabemos en este caso que Sp(Okl[i]) C S(,((DK[J}D] ). Se sigue
que S(,(OK[z‘]l"]) C SU{O;‘A[j]ls]), por lo tanto S = S.](Ok[i]"’]), lo cual indica que p(S) = r+1y ,(S) = 0.
Ahora bien, si s < r, entonces basta notar que Sy(Qklj]) € So(Okli]), de donde S,(O [j][“"l) &

So(Ox[i]). Se sigue que § = Sp(Ok[5]¥). Luego, como Sy(Oklj]) = e——s, se concluye que p(5) = s

y (S)=1.

a, B € 70}, JU: Basta notar que Sy(Ok[i]) = So(Ox[j]) = So(Ho) = e———e. Entonces, sin pérdida de

generalidad, podemos suponer r < s. Se sigue que

S = 50($) = So(Ox [w"]) = So(Ok[i]"),
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de donde se concluye que p(S) = r = min{r. s} v [,(S) = 1.

Por dltimo, como en el caso en que K es no diddico, se sigue que diam(S) = 2p(8) + 1,(S). Reemplazando

por p(S) v [:(S) las expresioncs correspondientes en la tabla sc obtienen las descritas para diam(S). |

Los calculos descritos en este teorema se realizaron primero para (Js, dichos calenlos estan expuestos en el

Apéndice B.



Capitulo 5

Ejemplos y Aplicaciones

5.1. Numero de 6rdenes maximales que contienen a f)

En términos de los invariantes, la siguiente proposicion nos dice cuantos drdenes maximales coutienen local-

mente al orden $:

Proposicién 5.1.1. Sean K un cuerpo local, O su anillo de enteros, A un dlgebra de cuaterniones localmente
isomorfa al dlgebra de matrices Ma(K) y sea el orden local $§ = Ok (7", 7%]], donde 7 es un pardmetro uni-
formizante en K. Sean S = Sy(9), ¢ = |Ox [7Ox|, p(S) y I:(5) la profundidad y el largo respectivamente del
iallo de S. Definimas R(8) = £S0($). Entonces el drbol Sy($) se obtiene engrosando en p(S) un camino de
largo 1;(.S), se tiene
R(S) = [1:(S) + 1]¢"5) + 2&5)"—1
qg—1
Demostracién: La cantidad de vértices en el tallo es {;(S) + 1. A cada vértice en el tallo, que no es extremo,
se le agregan (g — 1) vecinos. Los vértices en el tallo estan a profundidad p(S), los que siguen a profundidad

p(S) — 1, asi sucesivamente iterando p(S) veces husta llegar a los vértices o profundidad O (0-profundos). A los

vértices extremos en el tallo, que son dos, se le agregan ¢ vecinos y asl sucesivamente, es decir,

a7
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R(S) = @S- +(g-1+(@-Da+(g—g*+..+@—- 1@ +21+g+¢ +¢° +
= WS -1 [L+@- DT ¢ 2 [ 22 ¢
qp(é) -1 q;:(3)+1 -1
- (lt(S)—l)[H(q—l) ] -

-1 g—1
?qﬂ(SH"l 1

= () - DS +

(L(S) = @S+ = () = 1)gh®) 4+ 2+ — 2
g—1 _ §
w8y qp(-‘f) — 24 2¢P18) — 94pl5)

Q

(le(5) + L)g"™

_ (B(S) + 1P — (1(S )+1)q1’<‘* — 24 2¢79
_ L
_ k(8 +1]¢"SN g - 1) +2(¢*®) 1)

_1 )71

= (s )+qu(5>+‘>‘?—'
g—1

En particular, se obtienen las siguientes tablas para ®(S) en cada caso:

s K no diddico:

Casos a.f N(.S)
. 'lm[u{'{u._s'} =
Caso 1 a, B e o 27 — | + 1] gmindrs) 4+ 2‘*_—-?
q—
[2(s — ) + 1] ¢" +7’ - osir<s
. /)a.’) @
Caso2(i) a € O3 e AO; g +1) -2 o
— 1 si, 5 <7
g —
' s
2(%—?+1)q‘+2qi si, r < s
Caso2(ii) a€ 0. B en0; -1 4
2 — si, s <r
] mrn{r ST 1) — 2
Casos3(a3,b2) a, B € L\(‘J}}Z (qzr )
qmin{ r.sp+1 1
Casos3(al,a2,bl) e, §enOf ‘7_—1
q—

Tabla 5.1: Niimero de 6rdenes maximales que contienen localmente a $ cuando K es no diddico.
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= A/Qs no ramificado:

Casos | o< 8e n(.S)
] min{r.st+1 _ 1
[2ls — | — 1] gminiret1 4 o osir#s
1(i) 03 rb1 -
~q —1 .
.. si,r=s
2 4=t J
@ |
K [2(s—r)—1]g"t + 24 —- — si, r < &
N P qr-i 1 _ 1 &
1(ii) AQy 271 si,r=s
q —
¢Hig+1) -2
q—l Sl, s < T
. g —1
Rls—7r)—1] g + 24— §ir<s
1(iid) o si_y 47F
261"7l s, s <7
4 q1'+l |
As—7)g T +2——— sir<s
1(iv) 7O% et -1 1=
o3 e S gy g<F
_ g—1 -
qvn.'ﬂr),{v',r:}—O-I(Q + 1) ) of o5, &
2 - 1 T ' -
2 AC’}KZ q'l‘+1 7({
ACE? 2 — , sir=s.
g—1
T+ 1)-2
% , 8l < s,
- G —
3 U Oq.-;+l e g .
22— ,sis<r
g—1 i —
i / qmi-n{‘r',s}Jrl s ]
4 705 UG 2~q71

Tabla 5.2: Nimero de drdenes maximales que contienen localmente a $ cuando K/Qs no es ramificada.

5.2.

Calculo de la imagen Espinorial local relativa

49

En toda esta seccién F es un cuerpo de nimeros, K = Fp es un cuerpo local con orden maximal O v

pardmetro uniformizante w, p cs un lugar en F. Sea 2 una F-dlgebra de cuaterniones tal que U, = My (K),

ysea N @ 25 — K* la norma reducida. Para cada par de érdenes § € D en 20, recordemas que la imagen

espinorial local relativa Hy(D]H) € K™ viene dada por:

H,(®19) = {N(uw)|uHu~' € D}.

Sea ® = D, ND; un orden de Eichler de nivel d, es decir, [©; : @] = |7|% para i = 1,2. Notar quc d cs la

distancia entre @1 v ©» en el drbol de Bruhat-Tits T de Ms(K). Se sigue de [1, §3] que para cada r > 0, si
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$H C D, entonces Hy(BI|9) € {0} K2, K*}.
Consideremos el érden $ = O [n7i, 7%5] ¥ S = So(H). Notemos que, si § € D, entonces H S Dy, parai=1,2,

s decir, ©;,D5 € 5. Se sigue que d < diam(S). cs decir, d < 2p(S) + L(S5).

Lema 5.2.1. Sea ® = D1 N Dz un orden de Fichler de nivel d, $ como antes, tal que H C D, entonces,
(1) Sid < diam(S) o d = diam(S) y diam(S) impar, entonces H,(D|H) = K*.
(2) Sid=diam(S) y diam(S5) es par, entonces H,(D]$H) = Of K2

Demostracién: Se sigue de [1, Cor. 3.8] que Ho(D|H) = K=, si d < diam(S) o d = diam(S) es impar y por

[1. Prop. 3.6] se concluye que Hy(D]$H) = O K*2, si d = diam(S) es pur.

5.3. Ejemplos:

Counsideremos el cuerpo F = Q(+/—15) y la extension finita no ramificada %/ F, con ¥ = Q(v/—3,/5). Notar
que ¥ es el cuerpo de clase de Milbert de £ [19, pag. 262]. Notemos que los primos racionales 3 y 5 ramifican en
F/Q. Sean 3¢ v 5¢ los lugares (ideales) en I sobre 3 y 5 respectivamente. Se obscrva que 3¢ y 5p son inertes
en &/ F. Por otra parte, el primo racional 2 se descompone en £'/QQ, a saber, existen lugares (ideales) 27 v 24
de F sobre 2, tales que 2; - 25 = (2). Se observa que 21 y 22 son inertes en 3/ F. Notamos que los lugares 2, y
2, determinan cuerpos residuales isomorfos. Luego, por la (Obs. 2.5.1 el cdlculo del diametro es el mismo para
cada uno de estos lugares.

Sean p lugar en £ v el orden § := Og[i,j] con i2 = ay j2 = 3 tal que ij = —ji. Veamos los siguientes ejemplos
del caleulo de la imagen espinorial y del nimero de clases de drdenes maximales que admiten una incrustacién

de £:
1) Sean & = (=8)"aq v 8 = 5"Ay, con enteros, tales que wq, By € (’)}i U A(’J;i sip # 29,22 y ordplap) =
Oi"dp(ﬁg) =z, si p= 21, 25,

Podemos calcular § localmente, el cual denotamos £, sabiendo que:

a) oy 3 son unidades en Op,, si p # 21, 22, 30. 50-
b) oy 3 estdn en 7°O% , con 7 pardametro uniformizante, si p = 21, 2».
) Fy )
2

¢) o =71"% v B es unidad, con 7 pardmetro uniformizante, si p = 3.

d) o es unidad v 8 = 72?0y, con 7 pardmetro uniformizante, si p = 5.
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De aqui se deduce que:

Op,[i.] . si p # 21,22, 30. 50, con 2,52 € OF, .

X Op, [mio, 7o) , sl p = 21,25 con i3, j2 € Op,.
E'Jp =
Op, [7%i0,j] , si p = 30, con ij, 5% € OF, .

O, [1,7°Jo] . si p = Bo, con i®,j§ € Of, .
donde i3 = ag, j2 = B, A =2 [ZL] — 1 v [2] es la funcién parte entera.
0 0 2

En virtud de los teoremas 3.2.1 y 4.2.1, podemos calcular ¢l didmetro de la O-rama & = 54(;), cl cual

estd descrito como sigue:

0 .5ip#21,22,30.50.
A . Si}]=21,22.
diam(S) =

2w(b) ,sip=5p.

Donde g(a) v w(b) se obtienen mediante las siguientes tablas:

g £ o e
{a] [ OF [ 207 wll] | OF [ 507
j O @ a . O3 b 0
Pe€mog 0 [ 0 he RO 0

Tabla 53.3: Valores de g(a) y w(b)

Consideremos un orden de Eichler ® de nivel d = diéam(S) localmente. Se sigue del lema 5.2.1 que la

imagen espinorial local relativa H,(D,|9,) para cada lugar p es:

OE]F;E 1Sip§é21,22,30.50.
Hy (Dp|99p) = | Fy Lsip=21,22.

Of Fi? ,sip=30,50.

Sc concluye que en los lugares p = 25 0 p = 2 se tiene [T,(Dy|$H,) = Fy v Fy € Hy (p inorte en B/F).

Se sigue que

F*H(D|$H) = Jp.
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En conclusién, el correspondiente cuerpo de clase espinorial y de representacidn es [ (ver Def. 2.6.7), y

por lo tanto el orden $ se incrusta en todos los drdenes maximales en 2 (de hecho, hay una tinica clase).

2) Sean 0 < r < s enteros, o = 227y v 5 = 2297, tales que ay ¥ By son unidades globales y PP(\/(TU)/P,, es

una extension no ramificada. Entonces localmente para o v 7 se cumple que:

a) oy 5 son unidades, sip # 24, 25,

b) o =xw*uy B =r*v, con u,v unidades ¥ 7 un pardmetro uniformizante, si p = 23,22

Se sigue que localmente el orden $ es de la forma:

Op, 1,7 sl p #2420, conij? g OF, -
pr =

P o o
O, [ ig,mGn] L8l p = 27,29, conif, 5 € OF;,'

Se sigue que el didmetro del arbol S = Sp(5,) cs:

0 L8l p#FE 29, 20,
diam(S) =

2g(r,s) ,sip=29.22.

Donde

s .siap€ O}i,,@g = Oj‘;.p.
glr,s) =

. E— 2 -

r+1 ,siage AOFP,.B() (S OFp'

De aqui, la imagen espinorial local relativa Hy,(D,]9,), con D de nivel diam(S) localmente para cada
lugar p es:
Ho(D,|9,) = OF, FP“'Q1 para todo lugar no arquimediano £ en [

Luego, como no hay lugares inertes en L/ F tales que Hy(Dp|9y) = F, se concluye que

F*H(D|$) = He.
Se comprueba que el cuerpo de represeutacion (ver 2.6.8) es F(D]H) = X. En este caso se dice que el orden

$ es selectivo en gen(D). es decir, cl orden $ se incrusia sélo en una de las dos clases de conjugacién de

drdenes maximales.
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Tabla de simbolos de Hilbert @_p@

Consideramos K = F, un cuerpo local no diddico en todo lo que sigue. Como (

): (“” P‘”‘ ):Vm.\e

I,A. 7%, Ar}. Los cdlculos se encucntran

K™, basta calcular ((""“J" ) para a, B € {1, A, 7, Arx} pues K*/K’"' = {1,

en las siguientes tablas y son justificadas posteriormente:

—1e K=
(5) 1| A | 7@ | Aw
1 1 1 1 1
A 1111-1] -1
T 1(-1]1 -1
Am |1 ]-11|-1 1

Tabla A.1: Céleulos de simbolo de Hilbert para clases de cuadrades en K, con —1 € K*2

—1d K2
(;) 1lalx]|an
U [T[T 1] 1
e
T 11-1]-1 1
B 11| L] L | =1

Tabla A.2: Calculos de simbolo de Hilbert para clases de cuadrados en K, con —1 ¢ K*2.

Es claro que (17) =1,¥3 € K. Usando el hecho de que (“Tj) = (%) y en virtud de [13, 63:11a] sc

obtiene:

(5= () =1 (559) = (552) - (59)

De la Proposicién 57:10 en [13] se desprenden particularmente las siguientes propiedades:

53
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) () = (52 =1

0 () () - ()

i) (252 = (252).

) o A T AT (AR Ax
Resta calcular ( - )( 5 ) y ( )

1) Calculo para la Tabla A.1:

Supongamos que —1 € K*2, a saber, existe « € K* tal que @? = —1. Se sigue por las propiedades deseritas

anteriormente que:

2) Célculo para la Tabla A.2:

Supongamos que —1 € K*2, de donde cxiste ¢ € K* tal que —1 = Aa?. Se sigue por las propiedades

descritas anteriormente que:

= (58) - (=2) - (=) - ()

(Anﬁn) _ (Aa;.ﬂ) (/_\.np.a) =iy i



Apéndice B

K =Qy

El siguiente apéndice contiene los célculos originales para el cuerpo local Qg estos resultados dieron lugar a
los calculos desarrollados en general en el capitulo 4, en donde consideramos la extensién K/Q; no ramificada

v en el cual son demostrados con mayor generalidad.

B.1. «, 3 libres de cuadrados

“onsideremos el cuerpo local diddico K = @y y retomemos el orden $ = Ok[i, j] = Zali, j]. Al igual que cn
el capitulo 3 podemos suponer primero que a, 3 son libres de cuadrados y dado esto basta conocerlos maodulo

cuadrados, es decir, en que clase de cuadrados estin en el grupo, Q4 /Z5? = {+1, £2, 45, £10}. Recordemos que

2

por hipdtesis, necesitamos que (T’S) = 1. La siguiente tabla obtenida de [14, Apéndice], resume (Q—j)

GY[1[1[2]2[5[-5]10]-10
1 (11|11 [1[1]1]1
5| T[1 (a1 [a]1]1
2 IS EIERNE!
£ T 1|11 1
5 1111
5 -1 1
10 1] 1
-10 B

Tabla B.1: Simbolo de Hilbert para clases de cuadrados en Q5.
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Se desprenden los siguientes casos acordes a la hipdtesis, ndtese que podemos permutar e y 3, va que

Zoli, 3] = Zalj,il:
1) o3 Z2
2) aeZ%y 3¢ Q42 Aqui 8 cumple una de las siguientes:
i) 3 € 5ZL.
i)y 3e (-1)Z32U(-5)Z:2.
iii) 3 € uZ3?, donde u € {£2, +10}.
3) a = (- 1)Z3%. Podemos suponer que 4 cumple una de las siguientes:
i) B = 5252
i) 4 e 2Z2u10zZ82

4) o € 2Z3°. Podemos suponer que § € 275% U (—2)Z32,

M

5) o £ (—2)Z32. Podemos suponcr que 3 cumple una de las siguientes:
i) 3e(—5)Z52.
ii) 3 (—10)232.
6) a < 5Z3%. Podemos suponer que /3 cumple una de las siguientes:
i) e (=572
ii) < 5Z32.
7) a = (—5)Z32. Podemos suponer que 3 € (—10)Z352,
8) «a ¢ 10Z3%. Podemos suponer que 3 € 10252 U (—10)Z52}.

Observacion B.1.1. Para evitar confusidn de notacién més adelante y sin pérdida de generalidad, supondremos

o, B € {£1,£2,£5, £10}.
Debemos conocer que tipo de dlgebra generan i y j sobre @o. En particular, para i se tiene:
a) Siac{-1,-5,1+2,£10}, entonces la extension cuadritica Q2(4)/Qs es totalmente ramificada.
b) Si a = 5, entonces la extensién cuadratica Qa(z)/Q2 es no ramificada.

c) Sia =1, entonces @s[i] = Q x Q.
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Observacion B.1.2. La descripcion anterior para o v el tipo de extension, vale para 3, es decir, para la

extension Qa(7)/Qa.

Se quiere describir So(Z2[7, 7]), para lo cual se requiere conocer Zy [, 7]. Recordemos que Q2 (7} /Q2 puede ser
una extension cuadratica o un producto de cuerpos, con i2 = o, por lo que el anillo de enteros asociado a dicha
extension debe tener la forma [17, Ex.§7.1]:

ZyTi] , slae{-1,%£2 -5 £10}
7o (] , siae {15}

S

Andlogamente para j, tenemos que j 3, por lo que

Z,[j] . sife {142 -5 210}

Ogafj] = .
Zy (5], siBe{l.5)

Observacién B.1.3. Sia. 4 € {1,5}, scan 5y = ":“;1, w = '7;1. Se sigue que, ¢ =29 — 1, j = 2w — 1. Luego,
ij = (2n—-1)(2w-—-1)

= dpw-2(n+w)+ L
De la misma forma,
Jio= (2w-1(2m-1)
= 4dwn—2w+n)+ 1.
Como ij = —ji, se ticne que
dpw —2n+w)+1 = —dwn+2w+n) -1

An+w) — 4w +wny) =

(SRR

N+w—nw-—wnp =

1 . N ; ¥ g a, 3 . :
Como = & Za|n,w], se sigue que para ningun isomorfismo de dlgebras o (é — Ma2(Qs), es posible
Ja
que se tenga ¥(n), Y (w) € Ma(Zz) simultdneamente, es decir, 5,w no estdn contenidos en un mismo orden.

Ademads, en las notaciones de la definicion 2.5.4 se tiene
Zsli] = Za[2n- 1]
= Zs2q]
= QZQ {'f[] + Zg
= Zafy.

analogamente con j
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De aqui, obtenemos que si o = 1. respectivamente o = 5, entonces Sy(Za[i]) = So(Z2 [7]), respectivamente
So(Zalj]) = So(Za[w]lM). Ahora bien, si o = 1, entonces Qz[n] = Q2 x Q2 ¥ So(Z2(n]) es un camino infinito.
Por otro lado, si @ = 5, entonces Qa(n)/Q2 es no ramificada v Sy(Zs[n]) es un punto, andlogamente con 3. En

conclusion, por [1, Prop. 2.4], si o« = 1, Sp(Zs]i]) se obtiene engrosando en 1 un camino infinito, y respectivamente

un punto si @ = 5. Es decir, si o = 1:

—eo
>— o

SU(ZZ[?']) s

*—0
*—o
*—o

respectivamente, si o = 5:

So(Zali]) : /l_ﬁ.

Notar que cuando a € {—1, -5, £2, £10}, entonces la extensién L/Q;, con L = (J2(i), es ramificada, por lo

que los drdenes maximales que contienen a Ok [i] son sdlo dos y son conjugados:

OJ( OK A @K 'HLC)K

Oxg O 7 Ox Ok

los cuales son claramente vecinos.

En lo que sigue, buscaremos el arbol Sy (Z2[i, 7]) para los distintos casos enumerados anteriormente. Recorde-
mos que iy j, tienen representaciones en Ma(Z»), las que usaremos a conveniencia para hacer los cdlculos mas
faciles.

Bajo el mismo argumento realizado en el capitulo 3, para encontrar Sp(Za i, 7]), debemos calcular los sube-
spacios invariantes de (22/222)2 = F2 hajo la accién de las transformaciones 4. j, que son las imdgenes de i, f

en M (Fa).

1) a. 4 son cuadrados y sabemos que 22 { o, 3, de donde e, § € Z5%. Podemos asumir que o = 3 = 1, v ademds
10 0 1 _ 10 _ 01 ,

que i = s = , entonces @ = ~ v ] = ~ . Notar que ij = —ji.

0 -1 1 0 0 1 0

=

Se sigue que el subespacio de F2 gencrado por el vector {({ T 1 )T, es el tinico subespacio invariante

bajo la accién de 7, 7. Se concluye de [1, §3], [2. §3] ¥ [2, Lema 3.1] que So(Zz[4, j]) estd contenido en més

; ; i+1 1 . R
de un orden maximal. Ahora bicn, sea n = 5 = . Nétese que por B.1.3 Za[i] = Zo [7-,.][11,
- 00
% yo — i 6 ~y v 3 . .
donde Sg(Z2[n]) es un camino infinito. Por otra parte, i} = . Se sigue que F3 es el unico espacio
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invariante no nulo bajo la aceién de v j. Se concluye que, Sq(Zz[n, §]) estd contenide en un 1inico orden

maximal D, es decir, So(Z2[n]) ¥ Sa(Z2[j]) se intersectan en sélo un punto, como indica la figura B.1:

SolZa [nl)

He

Figura B.1:
por lo tanto, se tiene que So(Zz[i, j]) consta sdlo de dos puntos, y su posicién relativa esta descrita por la
siguiente figura B.2:

So{Zald])

*—=8

So(Eald])

Figura B.2:

Se sigue que,

So(Zali, j]) = e——.
. . . . s . 1 (-J -
2) o < Z3%. Sin pérdida de generalidad, asumimos & = 1. Consideremos la identificacion ¢ = . Sea
0 -1
i+ 1 Lo e gy 55 5
=g . Notemos que Sg(Z2|n]) es un camino infinito. Se desprenden los casos siguieutes
0 0
para j3:
i) 8 e 5Z%%. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que, 5 = 5.
_ 0 5 - , - 101} _ 01 _
Sea j = , notemos que ij = —ji, entonces, i= | |, j=| _  |. 3e siguc que,
1 0 0O 1 1 0

(( T 1)7),es invariante bajo la accién de i y j, por lo tanto, Zz|i, j] estd contenido en més de un

orden maximal.
10 w " ' s
Ademas, 7 = , de modo que el tinico subespacio invariante no nulo bajo la accién de 7 y

00

7 tiene dimensién 2. Por lo tanto, Zs[n, j] esta contenido en un tinico orden maximal D.

La figura B.3 describe la posicion velativa de So([Zz[n, j]):
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Sa(Za[n])
D

Figura B.3:

Se sigue que, So(Zai, j]) consta sdlo de dos puntos, como indica la figura B.4:

So(Za(1])

So(Zail)

Y e——e

Figura B.4:

ii) 4 € (—1)Z32 U (=5)Z5%. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que, 8 es —1 6 —5. Hagamos

10 0 3 _ 10\ .
= vi= , de modo que se cumple ij = —ji, y ademds, i=| |, ji=
0 -1 1 0 0 1

01 o s S e ‘ il 5 .
|- Sesigue que ((1 1)) esinvariante bajo la accién de i, 7, es decir, Zyli, j] estd contenido
10
_ _ ] i+1 10 10
en mas de un orden maximal. Por otra parte, si n = = , entonces 1) =
2 00 00

Se concluye que el nico subespacio invariante no nulo bajo la accién de 7 y 7 tiene dimensién 2, es
decir, So(Zaln, j]) consta de un sélo punto D. La siguicute figura B.5 describe la posicidon relativa:

SalZa[4])

So(Zz2[n]) )

e

Figura B.5:
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por lo que al engrosar en 1 Sy(Za[n]) obtenemos, Sy(Za(5]) € So(Za[n]M) = So(Zs[i]), y por lo tanto,
So(H) consta sdlo de dos puntos, como describe la figura B.G:

Su(Zz2[4])

.
Sy(Zald]) . l
D

Figura B.6:

En particular, Sy(9) = So(Z2[5])-

iii) 3 € uZ:?, donde u € {+2,+10}. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que f es u. Seca
¢ & , ) ) 10\ 00
i = . Se cumple que ij = —ji, v ademds, i = g = _ |- Se sigue
10 0 1

0

(]

que (( 0 T )7) es invariante bajo la accién de i y j, es decir, Zs[i. j] estd contenido en més de un

10 10
orden maximal. Por otra parte, sea n = , entonces 7 = . Se concluye que un

0 0 0 0

subespacio invariante bajo la accién de 5y jes {( 0 1)), es decir, So(Za[j]) € So(Z2[n]). Se sigue

que So(Zz[n, j]) consta de dos puntos, como indica la figura B.7:

Su(Zalf])
So(Zaln])
..... L ] L]

Figura B.T:

Se concluye que So(Zsli, j]) = So(Za[j]), como indica la figura B.&:

Su(Zali])
So(Zz[i])
[ 2 @
Figura B.8:

5 e . ) . 0 -1

3) a € (—1)Z32. Sin pérdida de generalidad, asumimos o = —1. Consideremos la identificacion ¢ =
1 0

Tenemos las siguientes posibilidades para 3:

o _ . -1 2 _ 0 1

i) 4 € (5)Z4%. Asumimos 3 = 5. Sea j = . Notar que ij = —ji. Entonces, i =

2 1

=1
e}
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=
jand]

yi= |- Se sigue que (1 1)7), es invariante bajo la accién de iy j. Se concluye que

01

Zs[i, j] esta contenido en més de un orden maximal, es decir, Sy(Z2 [i,4]) = So(Z2[t]), el cual consta

de dos puntos, v su posicion relativa es como indica la figura B.9:

Sa(Zz[])
So(Z215])
— o

Figura B.9:

—w 1
ii) 3 € 2Z3% U 10Z3%. Asumimos § € {2,10}. Sea j = , donde w € {1,3}. Notar que
1 w
) - 0 1 _ 1 o
j2 € {2,10}, e ij = —ji. Entonces, i = o yj= B . Sesigue que {{ T T )7) es
1 0 1 1

invariante bajo la accién de @ v j. En conclusion, Zo[i, j] estd contenido en més de un orden maximal,

es decir SU(ZQ [Zj]) = S{] (Zz[?]) = Sg (ZQ [j]) = a—9,

4) a € 2Z32, entonces 3 € 2Z3% U (—2)Z4%. Sin pérdida de generalidad asumimos o = 2y 8 & {2,-2}.

0 2 -2 =2 0 -2 3 :
Scan 1 = le & i . Notar que ?;2 = 2 jz € {2’ —2}\ (& ?,J’ =i
1 0 1 2 10
EIItOIlCBS: sc tiene que 1 :J = . Se siguc que (( 0 1 )1 } es invariante baio la accion de 4 y _j.
10

Se concluye que, Za[i, j] estd contenide en mas de un orden maximal, es decir So(Zs[i, 7]) = So(Zald]) =

So(Za[j]) = o

. 0 -2
5) o = (=2)Z32. Sin pérdida de generalidad asumimos o = —2. Sea @ = . Notamos que -7 =
1 0

1{ mod 8), luege —7 € Z3%. Se siguc que /—7 € Zj. Considerando esto tenemos los signientes casos para

3:
_ _J=T 2
i) B € (—B)Z3%. Asumimos 3 = —5. Sea j = . Notar que ij = —ji. Entonces,
1 v =T
. 00 _ 10 ) o _ -
= L ¥ i = . Sesigue que {( § T )7), es invariante bajo la accién de i y j.
i0 11

Concluimos que So(Zali. j]) = So(Zalil) = Sa(Zz[j]) = e
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2 2/ =7
ii) 3 € (—10)Z3%. Asumimos # = —10. Sea j = . Notar que ij = —ji. Entonces
V=7 =2
§= = . Se sigue que (( § 1 )7) es invariante bajo la accién de 7 y j. Concluimos que
10

So(Zzli, j1) = So(Zz[i]) = So(Z2[j]) = @

6) o <= 5Z3%. Sin pérdida de generalidad asumimos o = 5. Tenemos las siguientes posibilidades para 3:

; 0 5 ) 0 -5 ) -
i) 3 € (=5)Z3*. Asumimos 3 = —5. Sean i = = . Notar que ij = —ji.
1 0 1 0
o = {_) I - - - . 3 b3 -
Entonces, 1 = j = ~ . Se sigue que (( T 1)) es invariante bajo la accién de i ¥ J.
10

Concluimos que, Sy(Zs[t, j|) = So(Zz[j]). La figura B.10 indica la posicién relativa de las ramas:

So(Za[5])
Sp(Za2[i])

o

Figura B.10:

1 2 -2 1
i) 3 € (5)Z32. Asumimos 8 = 5. Sean i = i = . Notar que ij = —ji. Entonces,
2 -1 1 2
= 10 - 0 1 . o ) L
i = = . Sesigne que (( 1 1 )Y es invariante bajo la accién de 7 ¥ j. Se

ol
—i
=
ot

o . . ] ; g i+1 L1
concluye que, Zs[i. j] estd contenido en mds de un orden maximal. Definimos B — S

-+

10

+1 . i ; .
yw= 2 5 Se siguie como en la observacién B.1.3, que 3 € Zz[n,w], por lo cual, no existe orden que

contenga a Zs[n,w|, de donde Sy(Zz[n,w]) = ¥. Por lo tanto So(Zz[i, §]) tiene la forma que indica la

(\So(f})

figura B.11:

Figura B.11:
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T) a € (=5)Z5* v B € (—10)Z%%. Sin pérdida de generalidad. asumimos o« = =5 v 8 = —10. Sean i =
0 -5 _ -5 By/-T7 -
V7= . Notar que ij = —ji. Entonces i = . Se
1 0 V=T 5

signe que (( T T )7) es invariante bajo la accion de i, 7, por lo que Za[i, j] estd contenido en mas de un

orden maximal. Se concluye que Sy(Zzi, j]) = So(Zald]) = So(Z2[j]) = ..

8) @ € 10Z3%, entonces 3 € 10Z3° U (—10)Z3%}. Sin pérdida de generalidad, asumimos o = 10y 8 €

0 10 0 -10 ~10 —30 o
110, —10}. Sean ¢ = LjE ; . Notar que ¢j = —7i. Entonces,
1 0 1 0 3 10
R 00 o ) _ o )
P=7] = B . Se sigue que (( § 1 )T}, es invariante bajo la accién de i v j. Coucluimos que,
10

So(Zali, 4]) = So(Zali]) = So(Za[j]) = »
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La siguicnte tabla resume las posiciones relativas de las ramas en cada caso:

18] 3 SU (ﬁ)
So(zalil
1 . (s
Su(Zalil) lk Syl
L SolZz[4])
.
_ lk ol So(Z2[i])
T R SR S
So(Z=1il)
» Y
4 Sul($)
c {_1_5} 9(3(22[1]) :
i=S0($)
So(Za[i])
g2 +10y | e
Sy(Zalil)=S8a ()
; So(Za[4])
-1 3 ]
So(Z2[i)=So0(Z2[3])
€ {2,10} *~—
_ Bo(Za[i])=Sa(Z2[5])
2 €1{2,-2} d .
Sy (Za[t])=50{Z25])
5 -5 . .
- So(Zs[1])=Sa(Z=2[3])
-10 . )
SolZz]i])=5a()
SolZai])
_ 5 . N
o]
Sa(9)
5 @ ®
So(Za[i])=Sa(Z24])
-5 -10 . °
) So(Za2[i})=S0(E2[4])
10 e {10, —10} . 'Y

Tabla B.2: Intersccciones, i.e Sy(5).
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B.2. Caso general

Consideremos los érdenes $g = Zs[i,j] y H = Z3[2",2°j], veamos las ramas S = Sy($) para los distintos

casos. Aqui denotamos los puntos en el tallo con el simbolo * y sus aristas con doble linea:

1) a.3 € Z3%. En este caso, sabemos que Sy(f5) tiene dos puntos, digamos Sy(H) = {D1,D2}. Supongamos

sin pérdida de generalidad que r < s, de modo que la O-rama, en general, tiene la forma dada en la figura

Bl
. . LI B . .
- ;. . . L] -
r+l1<
. * — % * * ———————
| - i

Figura B.12:

Notar que, Sy($) contiene a los érdenes maximales a distancia menor o igual que r a @, hacia abajo vy
los érdenes a distancia menor o igual que s a ©; hacia arriba.

Ahora bien, si r = s, entonces la O-rama tiene la forma de la figura B.13:

Figura B.13:
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2) ac Z3?,

i) 3¢ 5Z3%. Sir < s entonces So($) tiene la forma de la figura B.14:

r+1<

]

D2

— § i

Figura B.14:

Notar que Sp($) contiene a los érdenes a distancia menor o igual que r de D; hacia arriba v a los

Ordenes a distancia menor o igual que s de Dy hacia el lado. Por otra parte, sabemos que,
So(Z2lj]) © So(Zali]M).

Entonces, si s < r, se sigue que So(Zz[4]) © Su(Za[i]l), por lo tanto
So($5) = So(Za[5]"™).

Concluimos que la rama tiene un centro (tallo de largo cero) como indica la figura B.15:

N ‘.

Figura B.15:

if) 3 e (—1)Z32 U (-5)Z32. Si s < r, se sigue que Sp(H) = So(Z2[j]1*), como indica la figura B.16:
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Figura B.16:

Notemos que si r < s, el drbol tiene la forma ya descrita en la figura B.14.

iii) @ {£2,+10}. Sir < s, entonces el érbol Sp(H) tiene la forma dada en la figura B.17:

Y Y

Figura B.1T:

Por otra parte, si s < r, entonces So(9) = So(Za[5)®)). Se sigue que el drbol, en general, tiene la

forma dada en la figura B.18:

Figura B.18:

3) ac (-1DZ32
i) 8 ¢ 5Z32. Sabemos que Sp(Zeli]) C So(Zs[j]). Ahora bien, si r < s, entonces S(](ZQ[;’:][TI) C

So(Z3[j]%1), de donde
So($9) = So(Za[i]l),

como indica la figura B.19:
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B L
] l ]
Figura B.19:

Por otra parte, sabemos que So(Z2[j]) € So(Z2[i]1!), entonces si s < 7, se sigue que,
So(Z2[f]M) < So(Zafi]™)
= S(H) = So(Z2[j]*),

como indica la figura B.20:

. N /

I

Figura B.20:
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ii) 3 € 2Z5*U10Z3%. Notar que, en general, para cstos caso se tiene So(Zz[i. j]) = So(Z2[i]) = So(Za[j])-

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que r < 5. Se concluye que Sy($) = So(Za]i] "'T). Luego,

el drbol esta descrito por la siguiente figura B.21:

\* i
L] / \1‘ . .
77
Figura B.21:

4) o € 2737, 8 € 2782 U (—2)Z52. Este caso es similar al caso 3(ii).
5) ac (_2)2521

i) 3 € (—5)Z32. Este caso es similar al caso 3(ii).
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it) 3 e (—~10)Z3% Este caso cs similar al caso 3(ii).

&

6) a < dHZ3”,
i) 3 € (—5)Z32. Este caso s similar al caso 3(i).
ii) B € 5Z42. Supongamos r # s. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que r < §, ya que So(Zzlil)
v So(Zs[j]) son similares. Ademas, So(Zai]) = So(Z2 [)M). Se sigue que
So(Za[i)l) < Sp(Zalf]™)
= S(H) = Sa(Za[i]").

Se concluye que el drbol Sp($) es como se observa en la figura B.22:

\1/

* (I
// \I .

B

Figura B.22:

Ahora bien, si r = s, entonces Sy(§) se obtiene engrosando en r, el drbol Sp(Zz[i, j]) =

por un razonamiento similar al caso 3(i), como indica la figura B.23:

T Sy
7
Figura B.23:

7) a € (—5)Z3%, B € (—10)Z3?. Este caso s similar al caso 3(ii).

8) a < 10732, 8 € 10Z3? U (—10)Z3. Este caso cs similar al caso 3(ii).
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Podemos establecer la siguiente tabla de invariantes correspondientes a cada caso. La demostracion se di6é en

detalle, para el caso general, en el capitulo 4:

[ Casos a € Je p(5) 1(S) diam(S)
1 - min{r.s} +1 si.r#s Hir—s —1) si.r#s Imaz{r.s} sl.r#s
“2 r §l, r=38§ 1 s, r=3s5 2r 41 s, 1 =g
PO 3 As—r—1}) si,r<s 23 8L r <8
2(i) zs 5752 { ““““‘r‘” il g z : 1 s, r=s 91 sir=s
o i 0 si, s <r 2(s+1) si,s<r
r+1 si,r<s Be —p—d] e 25 s, 1 <y
iy _ =2 a2 E sl 1 s g — § sl 7S
A(1) (~1)2e" W (~5)2; { s sls<r ? :j i o : { 2541 si,s<r
. r+1 206 —r)—1 si T2 s 5o L
2(iii) 273 { 5 { 1 G s < 23+1
; — r 1 si,r<s r+1 si,r<s
3@ | Lz o { s+1 s { 0 si.s<r { 2As+1) si,s<r
3(ii) 275° U10Z5? minr, s 1
4. 2EF LA U.(:?)Z;-, ml:il{‘r. 5 l 2min{r. s} +1
5(1) _oyza2 (—5)Z3 min{r, s} 1
By | 4 )2y olnlrsl T
’ .2 r+1 siir<s 0 shr<s 2r+1) slr<s
8(1) 5732 (=5)2 { s shs<r { 1 sis<r { 2s+1 shs<r
- — wmin{r.st+1 si.r#s 0 sirs 2(min{r.s} +1) sLr#s
L (5)Z; r si, r=s { 1 siir=s 241 s, =8
7 ( 5)Z3” (—10)Z37 min{r, s} 1 T —
8 10Z37 10Z37 U (—10)Z5° min{r. s} - 1 it oh-+1

Tabla B.3: Invariantes para caso K = (Ja.
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