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Introduccion

El anillo de las funciones simétricas A es muy importante en muchas areas de la
matemdtica. Por ejemplo, en la teoria de representaciones del grupo simétrico, una
gran cantidad de calculos puede simplificarse usando el isomorfismo que existe entre
el anillo de clases de funciones del grupo simétrico y una base fundamental del anillo
de las funciones simétricas, conocidas como las funciones de Schur.

Estas funciones de Schur han sido ampliamente estudiadas (una referencia impor-
tante al respecto es [6]), mostrandose hasta ahora muchas propiedades, identidades,
conexiones y ain siguen dando indicaciones por donde se debe seguir el estudio de las
funciones simétricas. Algunas de las propiedades de estas funciones de Schur, estdn
descritas de forma puramente combinatorial y son esas propiedades en las que nos
vamos a interesar.

Recientemente L. Lapointe, A. Lascoux y J. Morse introdujeron una nueva fa-
milia de funciones simétricas llamadas k-funciones de Schur [2], [3], [4], [5]. Estas
funciones tienen su origen en el estudio de los (g, t)-coeficientes de Kostka asociados
a los polinomios de Macdonald, de donde aparecen como objetos que simplifican este
estudio, y tienen propiedades muy similares a las de las funciones de Schur en A, pero
en el subespacio A®) = Z[h,, ..., hy]. Estas propiedades sugieren que estas nuevas
funciones son objetos muy importantes y que merecen ser estudiadas intensivamente.

Desde la combinatoria se pretende trabajar con las funciones de Schur y dar
una nueva demostracién a una identidad conocida para éstas. Esta identidad es una
férmula de recurrencia para funciones de Schur, permitiendo a las funciones de Schur,
expresarse en términos de funciones de Schur de grado menor y de esa forma tomar
la férmula como una definicién alternativa para las funciones de Schur. Esta férmula
es conocida por los trabajos de J. N. Bernstein [9] con ciertos operadores B,, pero su
demostracién estd lejos de dar luces de cémo debe ser una demostracién combinatorial
y dar una demostracién combinatorial es lo principal de este trabajo. Hago hincapié en
el hecho de que aunque es una identidad conocida, no conocemos en la literatura
existente sobre el tema, que tal demostracién combinatorial exista, asi que en este
trabajo se da un avance en esa direccidn.

Este avance nos permite formular conjeturas y futuras lineas de investigacién
en torno a una posible generalizaciéon de la férmula de Bernstein, pero para las k-



funciones de Schur. De hecho Luc Lapointe establecié una conjetura desde el estudio
de los polinomios de Macdonald que permite establecer una nueva identidad para
las k-funciones de Schur que generaliza a la féormula de Bernstein. Esta conjetura
permitiria una nueva definicién de estas k-funciones de Schur, por medio de una
férmula de recurrencia, conjeturada por Luc Lapointe, y ademds refuerza la idea de
que estas k-funciones de Schur se comportan como las funciones de Schur, dando
asi mayor respaldo al hecho de que esta nueva familia de funciones simétricas son el
objeto apropiado a ser estudiado a futuro, para acercarnos a una mejor comprensién
de las funciones simétricas y sus conexiones.

Todos los conceptos cldsicos se pueden encontrar en libros como [1], [6], [7] y [8].
El resto ha sido parte del desarrollo de este trabajo.



Capitulo 1

Particiones

1.1. Nociones Clasicas

Una particién A = (A1, Ag,..., A,n) €8 una sucesién no creciente de enteros posi-
tivos. También es conveniente identificar a A con la sucesién infinita (A1, Ag, ..., Am, 0,
0,...). El grado de la particién A esn = |A\| = Ay + -+ + A, con n € N y diremos
en este caso que A es una particion de n, denotando esto como A F n. El Aumero
de partes no nulas de una particién A lo denotaremos por Z(\). En el caso en que
la sucesién a = (aq,as,...,q), sea de, enteros no negativos, no necesariamente no
creciente y tal como antes que, oy + - -- + @ = n, entonces diremos que « es una
composicién de n. El conjunto de las particiones de n lo denotaremos por P, y P por
el conjunto de todas las particiones, es decir,

P=|]P. (1.1.1)
neN
Ejemplo 1. El conjunto de todas las particiones de 5 es,
Ps = {(5), (4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1)} (1.1.2)

Cada particién A tiene asociado un diagrama de Young, dado por colocar A;
cuadrados o cajas alineados a la izquierda en la fila %, desde abajo hasta arriba. Para
una particién A vamos a definir 7) por su diagrama de Young. Alternativamente
podemos identificar el diagrama de Young de una particién con un subconjunto de
puntos (4,7) € Z* tales que 1 < i < \; de esta forma cada caja tiene un par de
coordenadas enteras con que identificarse.

Ejemplo 2. Aprovechando el Ejemplo 1 podemos construir el conjunto de los tableros
de Young de todas las particiones de 5, es decir,

Ps = (ITTT7, HEE :ﬁ\,_r ) 3}: (1'1'3)
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Dada una particién ), denotaremos por A a (A2, As, ..., Am) y diremos que su
conjugada A = (A}, A5,...,A]) es el diagrama de Young obtenido por reflejar el
diagrama de Young de A en su diagonal principal. As{ A es el niimero de cajas en la
fila = de A" o equivalentemente el niimero de cajas en la columna ¢ de A.

Ejemplo 3. Sea A = (3,2,1,1), entonces A = (2,1,1) y N = (4,2,1). El diagrama de
Young de X y el diagrama de Young de la particion conjugada A’ son respectivamente,
Ti= T(3=2,1,1) =] Ty = T(4‘2,1) = . (1.1.4)
|

Sea T\ el diagrama de Young de una particién A y b una caja en T}, diremos que
el hook de b es

h(b) = {b} U {cajas de T) arriba de b en la misma columna} (1.1.5)
U {cajas de T) a la derecha de b en la misma fila}

y que hook length de b es |h(b)|, donde |A| denota la cardinalidad del conjunto A.
Una caja e de Ty, se llamaréd caja extraible de T}, si |h(e)| = 1, es decir, si ni a la

derecha ni arriba de e hay cajas en T\. Una caja b tiene su hook acotado por k si
|h(b)| < k.
| =

Ejemplo 4. Si b es la caja (2,1) del diagrama de Young de A del Ejemplo 3,
O

b

Ty = (1.1.6)

Entonces el nimero de cajas arriba y a la derecha de la caja b es 3, es decir |h(b)| = 4.
Las cajas remarcadas en Ty, son las cajas extraibles.

1.2. Ordenes

Definimos el orden por contencién C en P para g = (f1, 42, .. fn) ¥ A =
(A1, A2, ..., Am) particiones, diciendo que g € A si u; < A; para todo @ = 1,2,...,n.
Aparte del orden por contencién definimos también el orden de dominancia 4, tam-
bién llamado orden natural, en P de la siguiente forma,

! !
gL <= Z'U’i < ZA" para todo [ > 1 (1.21)
i=1

i=]

Este orden se define normalmente sobre particiones del mismo entero.
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Ejemplo 5. Si tomamos p = (3,1,1) y A = (2,2,1) tenemos entonces que X < ,
pero no que i C A. Para que i C X basta tener que los diagramas de Young estén
contenidos y si consideramos v = (2,1,1) entonces los diagramas de Young son,

= ] ]

T,,=P| Tﬂz—ll Ty = (1.2.2)

y tenemos que v C A y v C u. Observamos ademds que A € u.

Finalmente para @y A en P, definimos el orden lezicogrdfico < dado por u < A si
para el primer ¢ tal que p; # A; entonces p; < A;. Este orden es un orden total para

P.

Ejemplo 6. Podemos usar el Ejemplo 1 para ilustrar este orden, obteniendo la sigu-
iente cadena,

(1,1,1,1,1) < (2,1,1,1) < (2,2,1) < (3,1,1) < (3,2) < (4,1) < (5) (1.2.3)

Vimos un ejemplo donde u < A, pero u € A. En general tenemos que 4 C A =
r<IA = u < A, pero estas implicancias no se pueden revertir, de hecho (3, 3) < (4, 1),

pero (3,3) £ (4,1).

1.3. Skew Diagramas de Young, Bandas Verticales
y Horizontales

Si 4 € X entenderemos por A/u como el arreglo de cajas obtenido por sacar las
cajas de Ty que estan en 7}, y lo llamaremos skew diagrama de Young A/u. Diremos
también que [N/ u| = || — |ul.

Ejemplo 7. Si tomamos p = (5,2,1,1) y A = (7,4,4,2,1,1), entonces tendremos
que, [:
My = (1.3.1)
L]

Definicién 8. Una banda o franja vertical de tamanio p es un arreglo de cajasv = \/p
tal que |v| = p y de manera que ninguna caja estd en la misma fila que otra caja.

Definicién 9. Una banda o franja horizontal de tamano p es un arreglo de cajas
v = A/p tal que |v| = p y de manera que ninguna caja estd en la misma columna que
otra caja. ‘
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Podemos pensar que una banda vertical (u horizontal) depende de un par de
particiones 4 y A, de esta forma podemos decir que un par de particiones (i, A) posee
o tiene un banda vertical (u horizontal), si A/u es una banda vertical (u horizontal).

Ejemplo 10. Una franja vertical y horizontal son respectivamente,

-

(5,3,1,1,1)/(4,2) =@ (7.3,21)/4,2,1)= U

DEI CLT]

(1.3.2)

1.4. Tableros de Young

Si a un diagrama de Young T de una particién A lo rellenamos con entradas en
los enteros {1,...,[}, permitiendo repeticiones, tal que

= las entradas en las filas son crecientes al leerlas de izquierda a derecha

» las entradas en las columnas son estrictamente crecientes al leerlas de abajo
hacia arriba.

entonces llamaremos a 7' un tablero de Young o Tablero de forma A y relleno en
{1,...,1}. Un Tablero T tiene contenido o peso u = (f1,...,) si sus entradas
consisten de py 1's, ps 2’s, y ast hasta y; {’s.

Ejemplo 11. Si A = (4,2,1,1) y tomamos a l =5, entonces un Tablero de Young T
posible es,

T =

(1.4.1)

—[bo]wa]en]

—

2]4]

y su contenido es (2,2,1,2,1).

Para cualquier particién A y cualquier sucesién de enteros no negativos pu =
(1, ..., ), diremos que K , es el nimero de tableros de Young diferentes de forma
A y de contenido u que hay.

Ejemplo 12. §i denotamos por T;(A) al conjunto de todos los tableros de Young de
forma A y con relleno en 1,2,...,1 entonces

e 21 [ Bl Bl Bl B [8
B((21) = {?lll’ e alspafapiader (a8 [2]2](2 3]} (1.4.2)

De esta forma podemos observar que K11 = 2 ¥ que K10 = 1.
También observemos que Ka1),1.20 = Koy = Kena = Kenwoi2 =
Ko n,021y =1
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Observacién 13. Notemos que K ) = 1, para cualquier particidn . Esto se obtiene
por colocar Ay 1’s en la primera fila de A = (A1, Ag, ..., \), luego Ag 2°s en la segunda
fila y asi hasta colocar A\; s en la I-ésima fila de X.

Estos numeros K, se llaman nidmeros de Kostka. Si denotamos por 7,(A) al
conjunto de los tableros de Young de forma A y contenido u, entonces la definicién
de los numeros de Kotska dice exactamente que Ky, = |[Z.(A)].

Observacién 14. De forma equivalente podemos decir que el ndmero de Kostka K ,,
es el nimero de sucesiones de particiones (M, A2,...,\) tales que \! T A2 C ... C
AN = X, con el arreglo de cajas \'/\"! teniendo w; cajas y de manera que ninguna
esté en la misma columna que otra.

Ejemplo 15. Verifiguemos mediante la Observacion 14 que K431,1),3.2.22) = 3

3] 3] & O
ol < mc SHC 4 — [2]8]4
] 1]1]1]2]
4 4
3
AL < “1 £ 3 cq :%l“ (1.4.3)
4] 111]1]4]
- 4] a
Lzl < 22] c & = Gl
3] | 1]1]1]3]




Capitulo

Funciones Simétricas

2.1. Definiciones Basicas

Sean € Ny z = (z1,29,...) un conjunto de indeterminadas. Una funcién simétri-
ca homogénea de grado n sobre un anillo conmutativo unitario A es una serie formal

de potencias,
= 3 aal (2.1.1)
(o
donde,

(a) Lasuma es sobre todas las composiciones o = (@, ag, . . .) de n (de largo infinito),

(c) z“ representa al monomial z*25? - -

) L
(b) Ca
)
(d) w- f(z) = fl@w@), Tw@),--.) = f(z1,22,...) para toda permutacién w de los
enteros positivos, entendido como una biyeccién de N a N.

El conjunto de todas las funciones simétricas homogéneas de grado n sobre A lo
denotamos por A y es un A-mdédulo, es decir, si f,g € A% y a,b € A, entonces
af + bg € A% (una funcién simétrica de grado 0 es un elemento de A). En nuestro
caso tomaremos A = Z. Si f € AT y g € A}, entonces es claro que fg € A7 (donde
fg es el producto de series formales de potencias). Entonces si definimos

Az=A A 19

obtenemos un anillo graduado. Asi los elementos de Az son series formales de poten-
clas f = fo+ fi+ ... con f, € A} y todos los f, nulos, excepto una cantidad finita
de ellos. De ahora en adelante escribiremos A™ y A por A7 y Agz.
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Parte importante de la teoria de funciones simétricas es la descripcién de bases de
A v las relaciones entre ellas. Las que mostramos a continuacién son cuatro familias
clasicas de funciones simétricas importantes.

2.2. Funciones Simétricas Monomiales

Dado A = (A1, A, ...) una particién, definimos una funcién simétrica my(z) € A
por simetrizar al monomial z*, es decir,

ms = Y 2t (2.2.1)

donde la suma es sobre todas las distintas permutaciones a = (aj,as,...) de las
entradas de A = (A1, Ag,...). Por ejemplo,

M) = ToTy + T125 + T3T3 + 125 + T3T3 + T223 + . .. (2.2.2)

Claramente si A - n entonces my(z) es una funcién simétrica homogénea de grado
n y la llamamos una funcidn simétrica monomial. Ademés si f = >, coz* € A™
entonces f = ) ,, . camy y de forma tnica. Luego podemos decir que el conjunto
{my | A+ n} es una Z-base de A", asi el rango de A™ = |P,|.

Entonces alternativamente podemos definir A como el Z-mddulo libre generado
por my para todas las particiones A € P. Més aun podemos decir que {my|A € P} es
una Z-base de A, es decir, que podemos escribir cualquier funcién simétrica de forma
unica en términos de my.

2.3. Funciones Simétricas Elementales y Homogéneas

Sea r € N, entonces llamamos r-ésima funcion simétrica elemental a:

&= Y, Ty T =mr) (2.3.1)

11 <in<. . <ir

Y llamamos r-ésima funcidn simétrica homogénea a:

Hhy = Z B, B0 B, = ZmA (2.3.2)

i <in<... Lin Aer
Ejemplo 16. Sir = 3 entonces,
€3 = T1X9x3 + T1T9Ty + T1T3T4 + ToZTaZy + . .. (2.33)

hy = $§ +I%+$g o 5 +$%$2+.’E1$%+ et 1Ty - 1T+ .. (234)
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Es conveniente definir por 1 a eg y hg y por 0 a €. y h, si » < 0. De esta forma
sus funciones generadoras son:

E(t) =) en(z)t" = [[(1 + z:t) (2.3.5)
n>0 i>1 :
1

Hit)=) hy(a)t" = || —— (2.3.6)

nZZO }_;Il: (1 - .'rit)

Ahora de (2.3.5) y (2.3.6) obtenemos:
H)E(-t)=1 (2.3.7)
0 equivalentemente,

Z(—l)"hn_rer =) para todon > 1 (2.3.8)

r=0

Podemos decir ademaés que las funciones simétricas elementales y homogéneas son
ambas un conjunto generador de A y algebraicamente independiente sobre Z, es decir
que

A=Z[el,f32,...] =Z[h1,h2,...], (239)

De hecho basta ver que una familia de estas funciones simétricas lo sea, para ver
que la otra también lo es, debido a que la identidad (2.3.8) termina el argumen-
to de manera inductiva. Debido a que una demostraciéon combinatorial de que las
funciones simétricas elementales son un conjunto generador de A y algebraicamente
independiente sobre Z, estd dentro del contexto de este trabajo la revisaremos aqui.

Proposicién 17. A = Zley, es, .. .

Demostracion. Sea A = (A1, Ag,...) una particién, entonces definamos

€) = €x;€Exy """ (2.3.10)
Vamos a establecer que, si \ es la particién conjugada de A, entonces

ey =my+ Zaz\,,um,u (2.3.11)
725D

donde los ay,, son enteros no negativos. De la definicién tenemos que,
SBY —':EXIB)\'QB)UB Tt
:( § : Tiy Tig 'miyl) ’ ( E : L5 Lz " xj;\rz) (2312)

i1<i2<"‘<i)\"l j1<j2<...<jA:2

« Z $klﬂ3k2"'$k,\5)"'

k1<k2<...<kxf3
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entonces desarrollando este producto de sumas obtenemos una suma de monomiales

&

2% = (@i - Ty NT3Tg - 2, ) (T Thy - Ty )+ (2.3.13)

Para el monomial z% = z{*z5? - - - hagamos lo siguiente; coloquemos las entradas

i1,%2,- .., 1x, enorden creciente en la primera columna de A, las entradas ji, j2, - . ., Jx,
en orden creciente en la segunda columna de A y asi sucesivamente, obtenemos un
tablero de Young 7" de forma A en donde las entradas r > 1 estan a los mas en las
primeras r filas del tablero de Young T, es decir, en la primera fila estdn todos los 1,
en las primeras dos filas estdn todos los 2, en las primeras tres filas estdn todos los
3 y asi sucesivamente. Esta composicién o = (aj, as,...) de |A| estd asociada a una
permutacion de las entradas de una particidn g = (u1, o, . . .) de |A| y corresponde al
contenido de un monomial en el que el nimero de 1 estd acotado por Aq, el nimero
de 2 estd acotado por A; + Ay y asi sucesivamente.

Asi tenemos que

o equivalentemente p < A, es decir se tiene que

Ex = ZG)\#m# ) (2315)

BEA

con ay, > 0. El mismo argumento anterior muestra que el monomial z* aparece una
sola vez, es decir que axyx = 1, de hecho esto lo podemos ver colocando A; unos en
la primera fila, Ay dos en la segunda fila y asi sucesivamente con el resto de las filas.
Finalmente tenemos que, como las my son una Z-base de A y la relacién (2.3.11),
entonces tenemos que podemos escribir my de forma Unica en términos de e, es decir,
en términos de ey,. O

Ejemplo 18. Si tomamos A = (2,1), podemos ilustrar la demostracién y mostrar que
tenemos la siguiente expresion,

e(s,1) = Mmq2,1,1) +4ma1,1,1) (2.3.16)
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Esto se ve de,

€(3,1) —=€3- €1
=(T1Z9T3 + T1X9Ty + T1L3T4 + ToT3T4 - - J (@ +re+z3+24...)
=(z122x3) (1) + (T12223) (22) + (T12223)(23) + (T12273)(24) + .
+ (Z129%q) (21) + (T10224) (T2) + (T122%4) (3) + ($1-’Ez$4)($4)
+ (212324) (1) + (T12324) (T2) + (T123%4)(T3) + (T123%4)(74) +
(

+ ($2333:E4)(CC1) + ($2233234)($2) -+ ($2$3$4)($3) (132333274) .’134)
(21100, 4 A(12100..) & A(11200,.) ¢ A01110.) ¢

4 p(21010.) 4 4(120,10,.) 4 L (LLL1L0..) 4 4(11,020,0) 4
4 p@0L10.) 4 p(LLLL0) | 2 (10,210,m) | 2(101,20,.) 4
4 opLLLL0L) 4 2 (0.21,10,0) 4 0(01210,.) 4 o(01,1,20,) 4

:$(2,1,1,0,0,...) . x(1,2,1,0,0,...) e m(l,l,?,O,D,...) i :C{‘Z,l,O,l,O,...) En m(1,2,0,1,0,...) =¥ x(l,l,O,Q,U,...} o

@010 4 2(10,21,0,0) 4 2(10,1,2,0,) 4 2(021,10.) 4 4(01,21,0,0) 4 (01,1.20,.)

4 pOLLL0) | p(LLLL0) | (L0, | p (11110, 4

=mMy2,1,1,0,0,..) T 4M(1,1,1,1,0,.) = My2,1,1) +4Ma1,1,1)

2.4. Funciones de Schur

Esta cuarta familia de funciones simétricas es una muy importante por su de-
scripcién de A y por sus propiedades. De hecho hay varias maneras de definirlas y
nosotros tomaremos un acercamiento combinatorial. Al final de esta seccién daremos
otras formas de definir las funciones de Schur, una definicién que nos ayudard en
secciones mas adelante y otra mads clasica.

Dado un tablero de Young T de forma A y contenido u = (u1, ..., ) definimos,
2T =g =2z glh (2.4.1)

Ejemplo 19. Si tomamos al siguiente tablero de Young de forma (5,3,3,1),

T =

5[k (2.4.2)
1]2]2]5]

MBS

con contenido (2,3,0,3,4), entonces 27 = z?z3z3z}

Definicién 20. Sea A una particion, entonces la funcién de Schur s se define como

& = Salg) = Z:n (2.4.3)
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donde la suma es sobre todos los tableros de Young posibles de forma X, es decir,

la suma es sobre los Tableros de Young de forma A cuando consideramos todas las
COMPOSLCIONES.

Ejemplo 21. §i A = (2,1), entonces algunos de los posibles tableros de Young de
forma (2,1) estdn dados en el Ejemplo 1.4.2 y asf,

Sy = Sen(T) = izy+T125+ 2223+ 11 25+ T2T3 + LT3+ . 4221 T0Ta 4+ 20, To T+ .
(2.4.4)

Notemos que podemos recuperar las funciones homogéneas y elementales como ca-
sos particulares de funciones de Schur. De hecho, si consideramos A = (n) la particién
de n que consiste de 1 parte, es decir, en el n mismo tenemos,

S(n) = hn (2.4.5)

Esto lo podemos ver del hecho que un tablero de forma (n), es una fila de entradas
débilmente creciente de enteros positivos.

Ahora si ponemos A = (1), la particién de n que consiste en n partes, es decir
(1") = (1,1,...,1) con 1 repetido n veces, tenemos una columna de entradas es-
trictamente crecientes desde abajo hacia arriba. Asi las n entradas deben ser todas
diferentes y entonces por definicién, '

S(im) = €n (2.4.6)

Esto nos da evidencia de que estas funciones de Schur son efectivamente funciones
simétricas.

Proposicidon 22. Las funciones s, son funciones simétricas.

Demostracion. Probemos esto de una forma combinatorial. Solo debemos mostrar
que se cumple la parte (d) de la definicién de las funciones simétricas, es decir, si
tomamos w = (4,7 + 1), entonces,

(i,i+1) - 55 = 55 (2.4.7)

para cada transposicién w de elementos adyacentes.

Una funcion de Schur es una suma sobre tableros de Young, entonces describiremos
el efecto que tiene la accién de la transposicién (3,4 + 1), sobre los tableros de Young.
Esta accién nos va a describir una involucién sobre los tableros de Young de forma
A, tomando un tablero T y llevdndolo a un tablero 7" tal que el numero de i’s se
intercambian con el nimero de 7 + 1’s, manteniendo el resto de las entradas de T'
igual.
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Dado un tablero de Young 7', siempre se tiene que una columna puede contener
o no contener entradas 7 6 ¢ + 1. Las entradas ¢ 6 ¢ + 1 que aparecen en una misma
columna que una entrada i + 1 & 4, respectivamente, las llamaremos entradas fijas.
Las entradas ¢ 6 ¢ + 1 que aparecen en una columna donde no hay entradas ¢ + 1
& 1, respectivamente, las llamaremos libres. Ahora la involucién la definimos de esta
forma, en cada fila de T, cambiamos el numero de los i libres por el numero de 7 +1
libres, es decir, si en una fila hay m ¢’s libres seguidos de n ¢ + 1’s libres, entonces los
reemplazo por n i’s seguidos de m i 4 1’s.

Ejemplo 23. Sii = 2, y remarcamos las entradas fijas, entonces esta accion sobre
un tablero de Young T posible es,

[3]
2[2[2[3]3
1[1]1]2

(2,3)-T = (2,3) - T (2.4.8)

2[3[3]3]

2/3(3|3
1{1(1}|2

~Jee]ee]

[

3[2[2[3]

(SRS

—

Necesitamos ahora revisar que esta involucién esté bien definida, es decir que
(i,i+1)-T = T', sea efectivamente un tablero de Young. Las entradas que no son
ni 7 ni 7+ 1, quedan exactamente igual en ambos tableros. Para las entradas ¢ e
i+ 1 observar primero que los pares ¢,i+ 1 en columnas quedan fijos, manteniendo la
estructura de estrictamente creciente en esas columnas. Para las entradas libres, se
mantiene la estructura en filas y columnas de tablero de Young por definicién. Mas
atn, el nimero de i's que hay en T se cambia por el niimero de ¢ + 1’s que hay en
T', obteniendo asi una funcién con la propiedad descrita antes, que ademds es una
involucién. O

Observemos que junto con la definicién de los nimeros de Kotska, podemos dar
una férmula para las funciones de Schur en términos de monomiales. Esto es,

8y = Z K, o (2.4.9)
n
donde la suma es sobre todas las composiciones u de |A|. Podemos decir aun més de

esta relacion,

Proposicidén 24. Si A es una particidn, entonces,

sn= Y Kyumy (2.4.10)
pgA

Demostracidn. De hecho basta probar que
Ky, =Kz (2.4.11)

para cualquier rearreglo o permutacién ji de las entradas de u.



CAPITULO 2. FUNCIONES SIMETRICAS 15

Esto se obtiene como corolario de la demostracién de la Proposicién 22. Notemos
que la misma involucién de esa demostracién dice que cuando cambiamos dos entradas
consecutivas 1,7 + 1 solamente, lo que cambiamos es el contenido de los tableros de
Young. Asi basta describir la accién de la transposicién (4,7 + 1) sobre los contenidos

o= (f1, .-, i, dig1,-- -, 1) de cada tablero de forma A. Segiin la definicién de la
involucién, esto es,

(13+ l) ) (P’l: coey My ik 1y e ,,U.,g) == (au’la sy Hi1s Hiy e e :}u'l) (2412)

que es exactamente la propiedad de la involucién que describimos en la demostracién

anterior. El hecho que sea una involucién nos entrega la ecuacién (2.4.11), que
queriamos.

Ahora sélo basta con agrupar los monomiales z# en términos de las funciones
simétricas m,. Segin la Observacién 13 tenemos el primer término de la suma. Para
ver que el resto de los elementos de la expresién (2.4.10) es una suma sobre las
particiones g <0 A hacemos los mismo que en el caso que expresamos las funciones
simétricas elementales en términos de las funciones simétricas monomiales. Concre-
tamente, como en un tablero de Young T de forma A las entradas son estrictamente
crecientes en las columnas, si aparecen los nimeros 1,2,...,r, estos aparecen en las
filas 1 a r, asi tenemos que para todo r > 1,

pitpe. i S+t A (2.4.13)
es decir 4 < A. O

Ejemplo 25. Aprovechando los nimeros de Kostka calculados en el ejemplo (1.4.2)
lenemos que,

5(2,1) = M(2,1) + 2m1,1,1) (2.4.14)

Finalmente, junto con la Observacién 13, tenemos como corolario de la demostracién
de la Proposicién 24 que los nimeros de Kotska satisfacen la siguiente,

Propiedad 26. Si A y 1 son particiones entonces,

0 sipdA
K,,= 2.4.15
w={) an2) 2419

Observacién 27. La Propiedad 26 dice que si A y p son particiones del mismo grado
y consideramos la matriz || Ky ul|apep con las particiones de |\| ordenadas mediante
el orden lexicogrdfico, entonces tenemos que es una matriz triangular inferior con 1’s
en la diagonal. Es decir tenemos que la' matriz || K .|| = || Kl ™! eziste.

Existen reglas que dicen como multiplicar funciones de Schur, como la regla de
Pieri y la regla de Littlewood-Richardson. Revisemos que dice la regla de Pieri.
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Si A es una particién, entonces,

Sm) - SA = hn 8\ = ZS# (2.4.16)
"

donde la suma es sobre todas las particiones p que se obtienen del diagrama de Young
de A al agregar n cajas, todas en distintas columna. O dicho de otra forma, la suma

es sobre todos las particiones u tales que p/A = banda horizontal de tamafio n. Y
también dice que,

S(1m) -s)\:tﬂ',pu-s)\:Zs,u (2.4.17)
I

donde la suma es sobre todas las particiones i que se obtienen del diagrama de Young
de X al agregar n cajas con todas en distintas filas. O equivalentemente, la suma es
sobre todas las particiones p tales que /A = banda vertical de tamafo n.

Esta descripcién combinatorial de la regla de Pieri es muy interesante por si sola
llevando a conclusiones inmediatas que veremos a continuacién, no obstante una

demostracién de la regla de Pieri se escapa del espiritu combinatorial de este trabajo,
por lo que no lo haremos.

Una consecuencia inmediata de (2.4.16) es que segun la Observacién 14 cuando
© = (p1, fo, - - -, f) €8 una particién, se tiene la siguiente identidad,

hbug -l =Y K usa (2.4.18)
A

donde la suma es sobre todas las particiones A. Tenemos entonces la relacion siguiente,
b= Kiuss (2.4.19)
A

que junto con la Observacién 27 nos dice que podemos expresar las funciones de Schur
en términos de las funciones simétricas homogéneas, esto es,

sn=_ Kiuh, (2.4.20)
I

Esto nos dice nuevamente que las funciones de Schur son funciones simétricas,
ademds como la matriz ||Ky || es también triangular y con 1 en la diagonal, la
identidad (2.4.20) dice que el conjunto {sx},cp s una base de A. Notemos que la
férmula (2.4.20) se puede tomar como una segunda definicién de las funciones de
Schur.

Una forma alternativa y clasica de definir las funciones de Schur es la siguiente,

sx = det(ha,—i+j)1<ijsn (2.4.21)
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donde n > £()). Aunque nos da otra forma de escribir s, en términos de funciones
simétricas homogéneas, no haremos una demostracién de esta relacién. Sélo la ten-
dremos presente para usarla méas adelante.

Podemos definir un producto interno para las funciones simétricas pidiendo que
las funciones de Schur sean una base ortonormal, esto es que,

< 8,8, >= bx, (2.4.22)

Notemos que segun la identidad (2.4.19) y la Proposicién 24, éste producto es
equivalente al siguiente producto interno,

< h)\,m“ >= 5)\;1 (2.4.23)

2.5. Recursividad en funciones de Schur

Otro acercamiento hacia las funciones de Schur es mediante férmulas de recurren-
cias. Estas férmulas pueden por si solas tomarse como definiciones de las funciones
de Schur; revisemos que ya hemos de alguna forma visto ciertas de evidencia de esta
féormula de recurrencia, de hecho con todo lo hecho en la seccién 2.4 la identidad
(2.3.8) se convierte en,

n—1
S(n) = Z(—l)rhn_rs(lr) para todon > 1 (2.5.1)

r=0

Lo que da una expresién de s(i») en términos de otras funciones de Schur, es
decir, una recursividad que permite construir s(;») a partir de sm) y hm con m < n.
Si pensamos sélo en funciones de Schur podemos expresar la identidad (2.5.1) de la
siguiente forma, :

n—1

sar) = »_(—=1)S(n-rySqry  para todon > 1 (2.5.2)

r=0

Para funciones de Schur en general mostramos una férmula conocida como férmula
de Bernstein. Para llegar a esto debemos introducir algunos conceptos mas, pero no
daremos todos los pasos ni las demostraciones, sélo es para tener presente los métodos
de demostracién usados en este caso.

Para cada funcién simétrica f € A definimos un operador f+ : A — A como el
operador adjunto de multiplicacién por f, es decir,

< fltu,v >=<u, fv> para todo u,v € A (2.5.3)
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Es importante entender que es lo que hace este operador f* sobre las funciones
simétricas. Observemos que si tomamos f = h,. y aplicamos el operador sobre las
funciones de Schur, tenemos que,

< hﬁsA,s# >=< 8y, hr5, > (2.5.4)

La regla de Pieri dice que h,s, es una suma de funciones de Schur indexadas por
particiones que se obtienen de agregar al diagrama de Young de u, 7 cajas todas en
diferentes columnas. Entonces si el producto de la ecuacién (2.5.4) no es nulo, el lado
derecho de la ecuacién dice que podemos obtener el diagrama de Young de A a partir
del diagrama de Young de p agregando una banda horizontal de tamafio r a T),. Esto,
junto a que las funciones de Schur son una base ortonormal, dice que lo que hace el
operador h sobre s, es justamente lo contrario a la regla de Pieri, es decir, extraer
r cajas del diagrama de Young de A todas de diferentes filas. El mismo argumento es
vélido para el operador el pero en este caso, sacamos 7 cajas de diferentes filas.

Asi entonces podemos decir que,
ht: A" — A™T (2.5:5)

en otras palabras, podemos entender a f+ como un tipo de operador diferencial sobre
A. Definamos ahora,

HA () =) et (2.5.6)
EL{t) = Z—: ert™ (2.5.7)

Se puede mostrar que estos objetos cumplen ciertas reglas de conmutatividad, a
saber una de ellas es,

EL(t) o H(u) = (1 +tu)H(u) o E*(2) (2.5.8)
Con estos objetos presentes, definimos,
B(t)=) Bit" =H(t)o E*(—t™) (2.5.9)
reZ
con la convencién usual de que b, =0sin <0
Podemos recuperar ahora el coeficiente B,. Basta observar que,

H(t)o E*(—t™) = ) hat"oep (—t7H)™ (2.5.10)

m,n=>0

== Z (=1)™h, 0 g

m,n=>0
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tomando 7 +m =n y m > 0 tenemos que,

H(t) o BH(=t71) = > (=1)™hriom 0 ebt" (2.5.11)
ref
Asi tenemos que,
By =Y (~1)™hyymo e (2.5.12)
m>0
De forma més general, si t1,%,,...,t, son indeterminadas independientes, entonces

definimos,
Bty ta, ... tn) = H(t1)H(ts) - - H(tn) B (=7 B (—t3Y) - - Y (—t7Y)  (2.5.13)
la relacién (2.5.8) dice que,

Bty e, tn) = H(t1)H(t2) - (1 — t7 n) T ES (=871 H (20

EH (=t - BY(—t7YH (2.5.14)
iterando sobre las otras variables, obtenemos que,
B(tlatQ: R tﬂ.)
=10 = ') H ) BH (T H (1) B (~t57) - H(t) EX(—£7Y)  (2.5.15)
i<j

es decir que,

B(t1)B(t2) -+~ B(ta) = [ [(1 = t7';) B(t1, b, . . ., ) (2.5.16)

i<j

Esta dltima expresién la podemos evaluar en 1 = S(0) ¥ es interesante observar

que ex (1) =0 si n > 0. De esta forma, tenemos que,
B(t1)B(ts) - B(ta)(1) = [ [(1 = 7)) H(t) H (ta) - - - H{(ta) (2.5.17)
i<j

ya que al evaluar en 1 el Unico termino no nulo es e, pero eso es exactamente sacar
ninguna caja, es decir el operador identidad.

Ahora sea A = (A1, Ag,..., A,) una particién. Si igualamos los coeficientes de t* a
ambos lados de (2.5.17) tenemos que,

By By, - B (1) = [ (1 = Rij)ha (2.5.18)

i<j
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donde R; ; es un operador de Z" — Z" definido por,
Ri,j(a) = (CL}, ey Qi—1, 04 1,(12'4_1, ceey @1, 05 — 1,aj+]_, - .,G.n) (2519)

y de esta forma definimos R; jhx = hg, ;-
Con estos operadores la relacién (2.4.21) se transforma en,
sn=][(1 = Ri;)hx (2.5.20)
i<J
que si la juntamos con la ecuacién (2.5.18) obtenemos la siguiente identidad,
| sy = By By, -+ By, (1) (2.5.21)
Notemos ahora que la identidad (2.5.21) nos dice que,
sy = B, -+ 53 (2:5.22)
Como By =3 ~o(=1)"Artm © e, entonces la ecuacién (2.5.22), queda asf,

s3= Y _(=1)"hx4m © €55 (2.5.23)

m=>0

En términos de funciones de Schur y entendiendo lo que hace el operador e,
obtenemos la siguiente identidad,

X -1

=) (Dspusn-( D ) (2.5.24)

i=0 v € Cs (i)

donde Cy(i) = {u F (n — 1) | u se obtiene al sacar i cajas de diferentes filas de A}.

La ecuacién (2.5.22) fue introducida por J. N. Bernstein y aparece en [9]. Para
ver con mas detalles la demostracién que acabamos de ilustrar, revisar [6].

Observemos que esta féormula da una forma recursiva de cémo definir las funciones
de Schur. Basta tener este operador B, y funciones de Schur indexadas por parti-
ciones menores, para construir funciones de Schur maés grandes. De parte del autor
v de revisiones de Luc Lapointe no encontramos en la literatura una demostracién
combinatorial de esta identidad. A esto es a lo que se dedica el resto de este trabajo.



Capitulo 3

Una Demostracion Combinatorial

Nuestra demostracién se basa en describir una involucién que va a actuar sobre
conjuntos de trios de particiones, que estdn representados por ciertos diagramas de
Young, pero antes de empezar a mostrar cémo es la involucién, vamos a introducir
algunos conceptos y definiciones que nos ayudaran a entender mejor lo que queremos
demostrar.

3.1. Interpretaciones Combinatoriales

Aprovecharemos la forma de entender a las particiones como arreglos de cajas.
Hemos visto que estas cajas pueden llevar un relleno en algunos casos, usaremos esta
idea para visualizar mejor los objetos sobre los cuales haremos todo el trabajo y
donde la combinatoria de la demostracién se ve bien representada.

Definicidn 28. Sean A y u particiones, tales que p C A, entonces definimos (u\ ,A)
por el diagrama de Young T con las cajas que no estdn en T, rellenadas con A,
donde A es sdlo un simbolo arbitrario para distinguir cajas.

Esta definicién nos ayudard a visualizar mejor una banda vertical u horizontal.
De hecho vamos a decir que el par (g, A) dado en la definicién (28) tiene una banda
vertical (respectivamente horizontal) de tamarfio p, si en (u\ ,A) hay p cajas marcadas
con A y todas las cajas marcadas con A estidn en diferentes filas (respectivamente
columnas) de T).

Ejemplo 29. De esta forma las bandas verticales y horizontales del Ejemplo 10 con
nuestra nueva definicidn se ven asi,

[A]
A
(4? QJ\A(51 3: ]') 11 1) — I

(4,2,1\,(7,3,2,1) =[-2
3 TATALA]
(3.1.1)

21
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Ahora tenemos en un diagrama de Young con cajas marcadas, toda la informacién
asociada al par de particiones y y A, en particular la informacién de bandas verticales
y horizontales cuando corresponde.

En (1\,)), las cajas que no tienen ningiin relleno corresponden al diagrama de
Young de x4 y todo el arreglo de cajas corresponde a el diagrama de Young de A,
entonces podemos observar dos cosas.

» Podemos obtener T) a partir de T}, agregando a T}, las cajas marcadas con A.

» Podemos obtener 7}, a partir de T, quitando de T} las cajas marcadas con A.

De esta interpretacién y aprovechando la arbitrariedad del simbolo A haremos la
siguiente convencién : '

» Si A = O diremos que obtenemos p a partir de A, sacando de T) las cajas
marcadas con O en (u\ ,A)

» Si A = X diremos que obtenemos ) a partir de y agregando a T, las cajas
marcadas con X en (u\,A)

Ejemplo 30. Si como tomamos = (4,2,1) y A =1(4,3,1,1, 1) entonces podemos de-
cir que obtenemos la particién p a partir de la particion A quitando las cajas marcadas
con O en (u\,A), esto es,

[o[c]

s (3.1.2)

ol 1

O equivalentemente, obtenemos la particidn A a partir de p agregando a T, las
cajas marcada con X en (u\xA), esto es,

[><]>]

— (3.1.3)
] X

De esta forma dependiendo de si A = X 0 A = O, podemos entender que tenemos
dos nuevas operaciones; obtener una particién a partir a de otra agregando o quitando
cajas, respectivamente. Asf un diagrama de Young con cajas rellenas con X o con O
determina una sola particién, debiendo’ dar la correcta lectura a este diagrama para
recuperar la particion.
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Ejemplo 31. En el Ejemplo 30 las lecturas que le debemos dar a los diagramas
respectivos es,

36

)
0
i — (4,2,1) Y — (4,3,1,1,1) (3.1.4)
! 0 1 X |

Observemos que podemos a un mismo diagrama de Young quitar cajas y agregar
cajas, entonces esto quedaria representado con cajas rellenas con X y con O.

Ejemplo 32. Si a la particidn (4,3,1,1) primero le quitamos tres cajas podemos
obtener la particion (3,3) y si luego le agregamos cinco cajas podemos obtener lo
sigutente,

=[]

X (3.1.5)
FNX|X

Que haciendo las interpretaciones de los rellenos de cada caja, leeremnos finalmente
como la particién (6,3,2).

Una serie de observaciones a este juego de quitar y agregar cajas hacemos a
continuacion,

Observacién 33. Si en un diagrama de Young primero extraemos cajas y luego agreg-
amos, entonces una caja que estd rellena con X y con O es una caja que fue primero
extraida y luego agregada. En este sentido diremos que estas cajas son equivalentes,
una caja que no sufrid cambio alguno a una que fue extraida y luego agregada.

Ejemplo 34. Si a la misma particidn (4,3,1,1) primero le quitamos sélo dos cajas
y luego le agregamos cuatro cajas, podemos obtener lo siguiente,

=R[Q]

X ‘ (3.1.6)
XIX]

Y lo leemos también como la particion (6,3,2), observando que la caja (1,4) se com-
porta de igual manera que la caja (1,4) del diagrama ezhibido en el Ejemplo 32.

Observacién 35. Si en un diagrama de Young donde primero se sacaron cajas y
luego se agregaron cajas, aparece una caja rellena sélo con O entonces ni arriba de
ella ni a lo derecha de ella puede aparecer una caja con relleno X, pues no tendria
sentido como diagrama de Young de una particion.

Observacién 36. Al igual que antes, si primero sacamos cajas y luego agregamos
cajas de manera que aparece una caja rellena solo con O, entonces esa caja no puede
estar entre cajas que tengan un relleno distinto de O.
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Cuando sacamos cajas y agregamos cajas a un diagrama de Young, se ven involu-
cradas tres particiones como se observa en el Ejemplo 32. Asf como tenemos definida
la operacién (u\ ,A) para particiones @ C A, podemos dar una definicién general para
cuando agregamos y quitamos cajas a un diagrama.

Definicién 37. Sean p, A, v particiones tales que u C X y u C v, entonces definimos,

(N A\x ) = (B\oA) + (1\x¥) (3.1.7)

donde la suma de los diagramas de Young es mediante superposicién fijando la caja
en la primera fila y primera columna.

Nos referiremos a la suma (u\oA)+(u\ x¥) como el diagrama de representacidn de
(\oA\xv). Si T = (u\oA) + (u\x V), entonces definimos sh(T) = sh(u\,A\, V) = v

Ejemplo 38. De esta forma el diagrama del Ejemplo 32 lo podemos escribir como,

T = ((3,3)\o(4,3,1,1)\ .(6,3,2)) (3.1.8)
0] o]
=0 + KX = S (3.1.9)
o] XIXIX] XX
Y ademds
sh(T) = (6,3,2) (3.1.10)

3.2. Conjuntos de Particiones

Nuestro trabajo ahora se centra en conjuntos de particiones, que obtendremos de
la identidad (2.5.24) que queremos demostrar, y estudiar sus propiedades desde un
punto de vista combinatorial.

Definicion 39. Sean i, j enteros no negativos y A una particién, entonces definimos

ﬂ"\‘j = {{(u\oA\xV) | A/ = banda vertical de tamario i;
v/u = banda horizontal de tamario j} (3.2.1)

SiT = (\oX\y) € T

7y, entonces definimos sh(T) = v.
Ejemplo 40. En el Ejemplo 52,

T =((3,3)\0(4,3,1,1)\(6,3,2)) € Tsz>"V (3.2.2)
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Observacion 41. Una descripcion de T;\j puede darse también asi,

i’";‘\j = {(\oA\x¥) | p = se obtiene al sacar i cajas de diferentes filas de Th;

v = se obtiene al agregar j cajas de a diferentes columnas de T,,} (3.2:3)

La Observacién 41 nos dice que los elementos de Tf; se obtienen a partir del
diagrama de Young de A, primero sacando una banda vertical de tamafo i, obteniendo
un diagrama que nos entrega una particién g, al que luego se le agrega una banda
horizontal de tamano 7, es decir exactamente

(B\oA) + (1\xv) (3.2.4)

donde A/p tiene una banda vertical de tamafo ¢ y v/u tiene una banda horizontal
de tamano j.

Ejemplo 42. St tomamos A = (3,2,2) y los enteros i = 2 y j = 5 tenemos en
términos de los diagramas de representacién que,

(3.2,2) 5 L =5 = 5
TQ‘S = ®X ) & b) (3] ) X 1 )
X[x) (1) (1 e X L XX
[X] [X]
0 0
5 o i , (3.25)
IXIXIXIX]X] RIXX] BXX[X] ®X[X[X] RX[X]X][X]
Mientras que si tomamosi =0y j = 3, obtenemos,
i X[X] [X] X]
T322) : : T (3.2.6)
o e XIxX] [ IXIXIX]

Siguiendo con en el tipo de lecturas hechas en las Observaciones 35, 33 y 36, la
informacién de cada caja la interpretaremos asi:

(i) Las cajas que son del tipo [ se leersn como cajas que no han cambiado, serdn
llamadas cajas fijas.

(ii) Las cajas que son del tipo [] como cajas que han sido extraidas, serdan llamadas
cajas tipo O.

(iii) las cajas que son del tipo [X] como cajas que han sido agregadas, seran llamadas
cajas tipo X.
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(iv) las cajas que son del tipo [@] como cajas que han sido extraidas y luego agregadas,
que seran llamadas cajas tipo OX.

Notar que en el tope superior de las columnas de cada T' € T{:‘j se desarrollan los
cuatro tipos posibles de cajas de las listadas anteriormente (como se ve en el dltimo
elemento del conjunto descrito en (3.2.5)), pero recordemos que una caja del tipo O
es una caja que ha sido removida, entonces no es exactamente la que esta en el tope
superior de la columna de la particién representada, més bien, el tope superior en ese
caso es una caja mas abajo en la misma columna de tipo fija o tipo OX, pues por la
Observacién 35. Las cajas que estdn en los topes superiores de cada columna de una
particién A se pueden caracterizar por medio de la siguiente franja horizontal (A\/ 5\)
De esta forma hacemos la siguiente,

Definicién 43. Sea T = (u\,A\yv) € T; definir,
O(T) = (v/5)/ (/N (3.2.7)

Una caja en C(T) la llamaremos caja cambiable.

Ejemplo 44. Sea T = ((6,4,2,2,2,2)\,(6,5,3,3,3,2,1)\(13,4,4,2,2,2,2)), un el-
(6,5,3,3,3.2,1)

emento de 15 1) , entonces
(v/9) = (v/N) = (3.2.8)
EENEEEEEE [ATTTTY]
y ast
C(T) = (3.2.9)

Y si marcamos las cajas cambiables en T, obtenemos,

((6,4,2,2,2,2)\,(6,5,3,3,3,2,1)\ . (13,4,4,2,2,2,2)) =

q&

0|0

(3.2.10)

| lo
| XXX\ X{ X\ XX
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Observacién 45. Una caracterizacidn de las cajas cambiables es, aquellas cajas que
estdn en el tope superior de cada columna y son cajas del tipo OX o cajas tipo fijas.

Otra observacién interesante de hacer es que hay elementos T en ciertos conjuntos
T?, que tienen C(T') = @), como por ejemplo en Ty, esté el elemento T = (A\, A\, A)
que tiene C(T") = (0. Notar que el primer elemento del conjunto dado en (3.2.6) cumple
tal condicidn, es decir, no tiene cajas cambiables. El siguiente lema establece un caso
donde hay tales T con C(T) = 0.

bW |
Lema 46. T = (A\ A\, ) € TOS:AI es el dnico T € U Tf,‘,\lﬂ- tal que C(T') = 0.
1=0

Demostracidn. Si hay T = (u\oA\ V) € T;’:‘AIH tal qué C(T) = W\D)\(W\N) = 0
entonces ¢ debe ser igual a 0, pues si no, existiria una caja cambiable. Esto sale de
que si ¢ > 0, entonces

» hay cajas del tipo OX en el diagrama de la representacién de T' 6

» hay cajas del tipo O en el diagrama de la representacién de T'.

En el primer caso hay una caja cambiable, por definicién. En el segundo caso,
como una caja del tipo O significa que no hay caja en esa posicidon, entonces hay
que mirar la caja més abajo en esa columna que no es del tipo O. Si esta caja existe
entonces, esta caja tiene dos opciones o es del tipo OX, o es del tipo caja fija, pues
no tiene sentido ser del tipo X por la Observacidén 35, y esta caja es la que estd en
el tope superior de su columna, asi tendriamos una caja cambiable. Si esta caja no
existe, entonces estamos en la situacién en que todas las cajas en esa columna son
del tipo O. Veamos que esto no puede ser. Notar que si hay una caja tipo O en el
tope superior de una columna, entonces por la Observacién 36 y por la definicién de
T}fj, debe estar al final de esa fila. Supongamos que estamos en la situacién sefialada,
entonces hay una caja del tipo O en la primera fila. Segin la Observacién 41 debemos
agregar \; cajas, pero antes de agregar las cajas hay a lo mas A; columnas, y como
agregamos A; = As cajas y s6lo una caja en cada columna, entonces se debe pasar, al
menos, por la primera fila para poder agregar el resto de las cajas. Esto fuerza a que
la caja tipo O en la primera fila sea en realidad una caja del tipo OX, contradiciendo
que existan solo cajas del tipo O en la columna en cuestién. Entonces en ambos casos
hay una caja cambiable. Luego efectivamente : = 0y T' € T; O’:Al. Ahora como todas

las cajas cambiables de los elementos de Tg: A,» Son del tipo caja fija entonces la unica
manera de queun 7' € Té\,»\u tenga C(T") = 0 es que, segin la Observacién 41, agregue

una caja en cada columna disponible de ) hasta acabar con todas las cajas que hay
que agregar. Esto recupera a A lo que concluye la demostracién del lema. -



CAPITULO 3. UNA DEMOSTRACION COMBINATORIAL 28

V 7
3 ’ =1 )
Finalmente observamos que segiin el Lema 46 el resto de los elementos de U;\_‘O T s
tlene un conjunto de cajas cambiables no vacid.

N1
Definicién 47. Sea A una particion, entonces definimos T = U Thaei > {G\A\ N}

f i=0
que llamaremos el conjunto de las representaciones con cajas cambiables

3.3. La Involucion

Recordemos la Observacién 33 que decia que las cajas tipo fijas y tipo OX son
en un sentido, cajas equivalentes, esto era cajas que representaban lo mismo, pero
tenfan diferente relleno. Podemos pensar entonces que existen diferentes (u\ A\, ¥)
v (@\o A\ 7) en T* tales que representan a la misma particién, es decir v = 7.

Ejemplo 48. 8i A = (6,5,3,3,3,2,1), entonces en T3, tengo

T =((6,4,2,2,2,2)\,(6,5,3,3,3,2, )\, (13,4,4,2,2, 2, 2)) (3.3.1)
yen Te)jlg tengo

T = ((5,4,2,2,2,2)\o(6,5,3,3,3,2, 1)\, (13,4, 4,2,2,2,2)) (3.3.2)

y ambos diagramas de representacidn de T y 1", leemos finalmente una misma par-
ticion, a saber, (13,4,4,2,2,2,2). En términos de diagramas esto es,

I

(3.3.3)

Zl[e)
S
>

0
XIXXIXIXIXIX] hX [XIx]XxIX]x[X]

donde la caja remarcada es la dUnica diferencia en los dos diagramas.

Vemos que en el Ejemplo 48 se hace evidente el hecho de la equivalencia de las
cajas tipo fijas y tipo OX. Ademads ambas cajas son cajas cambiables, pues estdn en
el tope superior de su columna, entonces pareciera que siempre puedo cambiar una
caja tipo fija por una caja tipo OX. A continuacién presentamos el resultado que nos
permitird hacer la demostracion de la identidad,

Teorema 49. Sea A particidn y T como la Definicién 47, entonces

c: T — T ' (3.3.4)
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donde o(T) se obtiene al cambiar la caja cambiable mds a la derecha de T segin la
siguiente regla,

= (3.3.5)

es una funcion bien definida y su propia inversa, es decir es una involucion.

. fz o

Ejemplo 50. Por definicion o se aplica sobre la caja cambiable de T mds a la derecha.

En el Ejemplo 48 la caja de la primera fila y la sexta columna cambia seqin la regla
(8.8.5). Esto es,

& X XX

(3.3.6)

&|0[0
Il
EISS

0 %)
IXIXIXIX[X]X]X] FXIXIXIXIX]X]X]

Leyendo las particiones obtenidas en el ejemplo de arriba podemos recuperar la
aplicacién de o sobre T' = (\ A\ ¥). De esta manera la aplicacién de o la podemos
describir también como '

o((6,4,2,2,2,2)\,(6,5,3,3,3,2,1)\,(13,4,4,2,2,2,2)) =

((5,4,2,2,2,2)\,(6,5,3,3,3,2,1)\,.(13,4,4, 2,2, 2, 2)) (3.8.7)
Entonces alternativamente podemos definir la funcién o asf,
- g T — e
. 3.3.8
(MoA\s?) — (BoA\x1) A58
donde fi se obtiene de sumar o restar 1 a una componente i, de g = (L1, 1o, - -« Liry - - -

.., Ht), que es la fila r donde se ubica la caja cambiable ¢ méas a la derecha. Suma
1 si la caja c es tipo fija y resta 1 si la caja c es de tipo OX. De esta forma diremos
que, B

a((\oA\x¥)) = (B\oA\x V) (3.3.9)
Observacién 51. Debido a que (u\ A\ V) v o((g\oA\x¥)) representan la misma
particién, entonces v = . Y como ademds ambas representaciones estdn en T
entonces A = A también.

Demostracion del Teorema 49. Verifiquemos que o es una funcién bien definida, es
decir, si (u\ A\, ¥) € T* entonces (i\,A\,7) € T*. Es decir verifiquemos que,
MR = Mp= franja vertical (3.3.10)
7/ =v/p = franja horizontal (3.3.11)

Veamos esto en los dos casos correspondientes
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(i) o cambia — ]
(i) o cambia [J—

El primer caso es mas claro, debido a que la aplicacién de o en este caso es sacar
una caja. Entonces si antes de o teniamos que (v/u) era un franja horizontal, entonces
(7/i) seguird siendo franja horizontal, pues a la franja la sacamos una caja. Igual
argumento para la franja vertical. :

Para el segundo caso, sea b la caja cambiable de Ty = (up\o N\ x ) € T més a
la derecha. La llamaremos caja b (o solamente b si estd claro en el contexto). En este
caso la caja b es una caja del tipo fija, es decir b =[], entonces o(b) = o((]) =&y
por lo tanto debemos verificar las siguientes propiedades,

(I) en la fila de o(b) no hay otra caja con relleno O.

(IT) en la columna de o(b) no hay otra caja con relleno X.

pues si falla (I) contradice el hecho que A,/ sea una franja vertical y si falla (II),
contradice que v/ iy sea una franja horizontal. Para la propiedad (II) podemos afirmar
que no hay una caja del tipo X en la misma columna de o(b), del hecho que la caja
b es por definicién una caja cambiable. Esto dice que b estd en el tope superior de su
columna, por lo que de haber una caja del tipo X deberia estar més abajo que b en la
misma columna, pero esto no tiene sentido en un diagrama de representacion, segin
la Observacién 41. Para la propiedad (I), supongamos que la en la fila de la caja b
hay una caja tipo O. Esta caja tipo O debe estar a la derecha de b y al final de la fila,
pues antes no tiene sentido segun la Observacién 36 y ademés como b esta en el tope
superior de su columna no hay cajas a la derecha de b y en una fila superior. Ahora
en la situacién siguiente que existe una caja c, entre la columna j y la columna [, el
diagrama se ve de esta forma,

col 7 col |

[::] [@ RE ) S Dﬁ — filai (3312)

Pero la caja ¢ no puede ser caja tipo O, pues no tiene sentido segiin nuevamente la
Observacién 36. Tampoco la caja ¢ puede ser cambiable, pues b es la caja cambiable
mas a la derecha. Finalmente, del hecho de que b estd en el tope superior de su
columna, junto con que la caja en la posicién (i,1) es del tipo O, dice que la caja ¢ no
puede ser del tipo X; de serlo contradice que el diagrama inicial de A sea efectivamente
un diagrama de Young. Entonces no puede existir tal caja c. Luego j +1 ={.

Veamos ahora que pasa debajo de la fila ¢. Si ¢ > 1 entonces hay una caja d en
la fila i — 1 y columna j + 1. Esta caja d sélo puede ser del tipo O, pues si es caja
fija o del tipo OX, serfa caja cambiable, contradiciendo la eleccién de b como la caja
cambiable mas a la derecha. Tampoco la caja d puede ser del tipo X, pues no tiene
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sentido por contruccién (primero sacamos cajas y luego agregamos cajas). Esto fuerza
a que si hay tal caja d, entonces ésta es del tipo O y entonces la fila (i — 1) de 7} es
idéntica a la fila ¢ de T}, a exepcién de la caja b. Entonces iterando, todas las filas
k < i son iguales. La situacién queda entonces asi:

blO| + filai
e (@]

_ T (3.3.13)
col 1 col Ao

El otro caso es que 7 = 1. En ambos casos el nimero de columnas es a lo més Ay y
para obtener v, hay que agregar por lo menos A; cajas. Como A; > Ay, entonces para
que la representacion de T}, sea un diagrama, tengo que agregar cajas en la primera
fila ocupando las tultimas columnas. Esto hace aparecer una caja en la columna Ag
del tipo OX. Lo que contradice la eleccién de b como la caja cambiable méas a la
derecha. Luego no puede haber una caja tipo O a la derecha de b en 7;. Esto dice
que efectivamente o(7}) € T*, entonces tenemos que o : T — T es una funcién
bien definida.

Tenemos también que si b es la caja cambiable mds a la derecha, entonces o(b)
es también una caja cambiable, pues ¢ por definicién lleva caja cambiable en caja
cambiable, y estd mdas a la derecha que todas las otras cajas cambiables, pues si no
contradice la eleccién de b como caja cambiable més a la derecha. Esto, junto con la
definicién de o en su regla de cambio (3.3.5), dice que o : T* — T es una involucién
y completando la demostracién del teorema. a

3.4. La demostracion

Con estos ingredientes podemos hacer una demostracién de la identidad (2.5.24).
Recordemos la regla de Pieri, que nos dice cémo multiplicar funciones de Schur para
un caso especifico. Sea n,! € N y v particién entonces

Sy Sy = Z Ty (3.4.1)
" .

donde la suma es sobre todos los u tales que p/v es una banda horizontal de tamano
l.

Demostracion. Segun la regla de Pieri y lo hecho para los conjuntos i";f‘j, la identidad
(2.5.24) la podemos escribir como sigue:
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A1
sn= D (—Dispurn (Y 8) (3.4.2)
1=0 v e C;(i)
0
Ay -1
X = Z(“l)ts(/\wi) «f Z Ssh(T)) (3.4.3)
=l TEeT),
0
Xp~1
ax = Z(—l)l( Z S(u+i) * Ssh(T)) . (3.44)
=l TeTh,

)
e
sn= Y (—1)¥ Z Ssh(1’)) (3.4.5)

=l T € ’I‘i:?)\l+i

Usando la definicién de T?, la Ecuacién 3.4.5 la podemos escribir como:

8y = 85+ Z SgTL(T) * Ssh(T) (3.4.6)
TeT>
donde
SgTL(T) s (_1)|cajas quitadas| (3‘4'7)
Asi basta ver que
Z Sgﬂ(T) * Ssh(T) = 0 (3.4.8)
TeT*

De la definicién de la regla de cambio dada en (3.3.5) podemos decir que sgn(o(T)) =
—sgn(T), pues sea cual sea T, bajo la accién de o, a T' se le aumenta o disminuye
en 1 el nimero de cajas tipo OX. Como ademds o es una biyeccién, pues es una
involucién, entonces

Z sgn(T) . Ssh(T) = Z sgn(a(T)) . Ssh(a(T)) = — Z sgn(T) . Ssh(T) (3.4.9)

TeT> TeT> TeT>

pues sh(c(T)) = sh(T) debido que la particién que representa sh(T’) no cambia bajo
o. Entonces,

Z SQH(T) *8sh(T) = — Z sgn(T) * Ssh(T) (3.4.10)
TeT> TeT>
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Es decir,

Z sgn(T) - sener) =0

TeT>

como se queria demostrar.

33

(3.4.11)
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3.5. Proyecciones Futuras

Ya hemos comentado que el estudio de las funciones simétricas ha llevado en
trabajos recientes, (2], [3], [4] y [5], al estudio de una nueva familia de funciones
simétricas sf\’"‘), indexadas por particiones cuya primera parte no es mayor que un
entero positivo k, llamadas k-funciones de Schur. El nombre cae del hecho de que en
el estudio de estas funciones se establecid que, las s&k) cumplian propiedades combi-

natoriales similares a las de las funciones de Schur en A = Z[hy, hs, .. .], pero en el
espacio A®) = Z[hy,. .., hyl.

Estas funciones satisfacen, de una forma més general, propiedades clisicas de las
funciones de Schur tales como la regla de Pieri y la regla de Littlewood-Richardson.
Estas reglas se deben entender como nuevas reglas que reciben el nombre de k-regla
de Piert y k-regla de Littlewood-Richardson. Una observacidn interesante de hacer
sobre estas k-funciones de Schur, es que en los casos en que el entero positivo k se
toma muy grande en comparacion con la primera parte de la particién A, se recupera
el caso cldsico, es decir, las k-particiones se comportan como particiones y las k-reglas
son exactamente las reglas conocidas. De esta forma y aprovechdndonos del lenguaje
llamaremos al caso clasico por el caso infinito.

La existencia de estas k-reglas hace pensar que las k-funciones de Schur podrian
satisfacer una relacién similar a la férmula de Bernstein. Esto fue conjeturado por
Luc Lapointe en sus trabajos con polinomios de Macdonald, observando que una k-
funcién de Schur se podia expresar en términos de sumas de productos alternados de
k-funciones de Schur de grado menor. Asi aprovechando las propiedades combinato-
riales de las k-funciones de Schur, se sugirié que la demostracién combinatorial de
la identidad (2.5.24), podria establecer las bases de una posible demostracién de la
identidad mas general conjeturada. De esta forma en un trabajo cercano, para lograr
la verificacién de la conjetura de Lapointe, se deberia precisar mejor cuales son los
objetos que permiten enunciar de forma precisa la conjetura.

En una etapa inicial sera necesario establecer sobre que conjunto de particiones es
la suma de esta expansién alternada. En este paso inicial se debe definir un conjunto
C’/‘i\k’(i) equivalente al conjunto C;(i). Para este proceso deberfa llevarse a cabo un
trabajo de encontrar una definicién apropiada al concepto equivalente de banda ver-
tical y banda horizontal, una especie de k-banda vertical y k-banda horizontal. Esta
definicién debe permitir luego hacer el trabajo combinatorial sobre los conjuntos de
particiones. Luego encontrar una funcién sobre el conjunto sobre el cual se hace la
suma, que sea una involucién que cambia el signo de la alternancia. Finalmente con
todos esos elementos hacer una demostracién, siguiendo los mismos pasos que en el
caso infinito.

Este trabajo no sélo es interesante por si mismo y por entregar mayor evidencia
que respalde a las k-funciones de Schur como los objetos apropiados a ser estudiados,
sino que ademds propone que hay una traduccién desde el caso infinito al caso general
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en muchos otros aspecto abriendo nuevas lineas de investigacién que merecerian ser
exploradas.
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