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fntroducción

EI anillo de las funciones simétricas A es muy importante en muchas áreas de la
rnatemática. Por ejemplo, en la teoría de representaciones del grupo simétrico, una
gran cantidad de cálculos puede simplificarse usando el isomorfismo que existe entre
el anilio de clases de funciones del grupo simétrico y una base fundamental del anillo
de las funciones simétricas, conocidas como las funciones de Schur.

Estas funciones de Schur han sido ampliamente estudiadas (una referencia impor-
tante al respecto es 16]), mostrándose hasta aho¡a muchas propiedades, identidades,
conexiones y aún siguen dando indicaciónes por donde se debe seguir el estudio de las
funciones simétricas. Algunas de las propiedades de estas funciones de Schur, están
descritas de forma puramente combinatorial y son esas propiedades en las que nos
vamos a interesar.

Recientemente L- Lapointe, A. Lascoux y J. Morse introdujeron una uueva fa-
milia de funciones simétricas llamadas ,h-funciones de Schur [2], [3], [4], [5]. Estas
funciones tienen su origen en el estudio de los (q, ú)-coeficientes de Kostka asociados
a los polinomios de Macdonald, de donde aparecen como objetos que simplifican este
estudio, y tienen propiedades muy similares a las de las fu¡ciones de Schur en A, pero
en el subespacio ¡(r) : Zllrr,..., h¡]. Estas propiedades sugieren que estas nuevas
lunciones son objetos muy importantes y que merecen ser estudiadas intensivamente.

Desde I¿ combinato¡ia se pretende trabajar con 1as funciones de Schur y dar
una nueva demostración a una identidad conocida para éstas. Esta identidad es una
fórmula de recurrencia para funciones de Schur, permitiendo a 1as funciones de Schur,
expresarse en términos de funciones de Schur de grado rnenor y de esa forma toma¡
la fórmula como una deflnición alternativa para las funciones de Schur. Esta fórmula
es conocida por los trabajos de J. N. Bernstein [9] con ciertos operadores .B,", pero su
demostración está lejos de dar luces de cómo debe ser una demostración combinatorial
y dar una demostración combinatorial es 1o principai de este trabajo. Hago hincapié en
el hecho de que aunque es una identidad conocida, no conocemos en 1a literatura
existente sobre el tema, que tal demostración combinatorial exista, así clue en este
tlabajo se da un avance en esa dirección.

Este avance nos permite formular conjeturas y futuras lÍneas de investigación
eu torno a una posible generalización de ia fórmula de Bernstein, pero para las &-
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funciones de Schur, De hecho Luc Lapointe estableció una conjetura desde el estudio
de los polinomios de Macdonald que permite establecer una nueva identidad pa.ra

las fr-funciones de Schur que generaliza a Ia fó¡mula de Bernstein. Esta conjetura
permitiría una nueva definición de estas k-funciones de Schur, por medio de una
fónnula de recurrencia, conjeturada por Luc Lapointe, y además refuerza la idea de
que estas k-funciones de Schur se comportan como 1as funciones de Schur, dando
así mayol respaldo al hecho de que esta nueva familia de funciones simétricas son el

objeto apropiado a ser estudiado a futuro, para acercarnos a una mejor comprensión
d" Ias funcionps simétricas y sus conexiones.

Todos los conceptos clásicos se pueden encontrar en lib¡os como [1], [6], {7] y [8].
E1 resto ha sido parte de1 desarrollo de este trabajo.



Capítulo 1

Particiones

1.1. Nociones Clásicas

Una partición ) : ()1, )2,. . . ,,1-) es una suceslón no creciente de enteros posi-
tivos. También es conveniente identificar a ) con la sucesión infinita ()r, )2, . . ., tr-, 0,

0, .) El grado de la partición ) es n: l)l : )r +'..+.\- con r¿ € N y diremos
en este caso que ) es una partición de n, denotando esto como ) F ¿. El riumero
de partes no nulas de una partición ) lo denotaremos por /(.\). En el caso en que
Ia sucesión a : (ay,a2,. . . , o¿), sea de. enteros no negativos, no necesariamente no
creciente y tal como antes que, ar * ... + ot : n1 entonces diremos que a es una
composición de n. EI conjunto de las particiones de n lo denotaremos por Pn y P por
el conjunto de todas ias particiones, es decir,

P -- UP"
i¿€l\

Ejenrplo !. EL conjunto de todas las parli,ci,ones d,e 5 es,

25 : {(5), (4, 1), (3,2), (3,1, t),(2,2,1), (2,1,1,1), (1, 1,1,1,1)}

(1.1.1)

(1.1.2)

Cada partición ) tiene asociado tn d,iagrama de Young, dado por colocar )¿

cuadrados o cajas alineados a la izqulerda en la fila i, desde abajo hasta arriba. Para
una partición ) vamos a definir ?¡ por su diagrama de Young. Alternativamente
podemos identificar el diagrama de Young de una partición con un subconjunto de
puntos (t,j) e V.2 te,les que 1 ( ¿ ( );; de esta forma cada caja tiene un par de

coordenadas enteras con que identificarse.

Ejemplo 2, Aprouechando el Ejemplo 1 pod,emos constrair el conjunto de los tableros

de Young de tod.as las partic'iones de 5, es decir,

":{:,E-mffi,fufrtE} (1.1.3)
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Dada una partición ,\, denotaremos por .\ a (lr, )¡, . . . , )-) y diremos que su

conjugada .\' = ()i, 
^lr, 

. . . , 
^) 

es el diagrama de Young obtenido por reflejar el
diagrama de Young de ) en su diagonal principal. Así )l es el número de cajas en Ia
fila i de )' o equivalentemente el número de cajas en la columna ri de ).

Ejempto 3. Sea ),: (3,2, 1, l), entonces i : 12, t, 1) y A' : (4,2,1). EI diagrama de

Young de ). y el diagrama de Young d,e la partición conjugad,a \t son respectiaarnente,

tr
41 

-r. -l 
Ir.) - r(3,2,1,1) - -f-l

¡-¡
(1.1.4)

Sea ?¡ el diagrama de Young de una partición ,\ y b una caja en 7¡, diremos que

el hook de b es

h(b) : {¿r} U {cajas de 7r arriba de b en la misma columna} (1.1.5)

U {cajas de ?¡ a Ia derecha de b en la misma fila}

y qre hook length de ó es lá(b)1, donde l,4l denota la cardinalidad del conjunto ,4.

Una caja e de T¡, se llamará caja ettraíble de ?r, si lá(")l : 1, es decir, si ni a Ia
derecha ni arriba de e hay cajas en 7r. Una caja b tiene s¡ hook acotado por k si

li¿(ó)l < k.

Ejemplo 4. Si, b es la caja (2,1) d.el d,i,agrama de Young de Á del Ejemplo 3,

tra:h (1.1.6)

Entonces el número de cajas arriba y a la d,eruha d,e la cajab es 3, es d.eci'r lh(b)l : 4.

Las cajas rernarcadas enT^, son las cajas extraíbles.

L.2. Órdenes

Deflnimos e1 orden por contención C enP para p : (lrr,tz,...'p") y 
^:(lr,)2,...,,\-) particiones, diciendo que p q.\ si ¡,l; ( ¡, para todo i:1,2,....,n.

Aparte del orden por contención definimos también e\ ord,en de dominancia <, tam-
bién llamado orden natural, en P de la sigüente forma,

LI
p<) ++ !rc < f r, paratodo I ) 1

i=1 i=l

!_
a\t - t(a 2]t -l I I

TT-Trl

Este orden se defrne normalmente sobre particiones del mismo entero.

(1.2.1)
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Ejemplo 5. Si tomamos p : (3,1, 1) g ) : (2,2,L) tenemos entonces que ),4 ¡.t ,

pero no que F C \. Para que p.e ) basta tener que los diagramas d,e Young estén
conteni.d,os E si, consi.d,eramos , : (2.,1,!) entonces los d,iagramas de Young son,

TIN-1":l I l.-l I l)=l lltI TTN T] (1.2.2)

y tenernos que u C \ y u 9 ¡.t,. Obsera-nmos además rlue ), f ¡1..

Finalmente para /-¿ y ) en P, definimos eI orden let:icográfi,co < dado por ¡r < ) si
para el primer z tal que p¿ f )¿ entonces p¿ ( )t. Este orden es un orden total para
P.

Ejemplo 6. Pod,emos usar el Ejernplo 1 para 'ilustrar este ord,en, obteni,end,o la s'igu-

iente cadena,

(1,1,1,1, 1) < (2, 1, 1, i) < (2,2,t) < (3, i, 1) < (3,2) < (4, 1) < (5) (1.2.3)

Vimos un ejemplo donde p { ), pero ¡1. ( ). En general tenemos que p C .\ .+
É¿ 

< l + ¡.2 < ), pero estas implicancias no se pueden revertir, de hecho (3,3) < (4, 1),
pero (3,3) I (4, 1).

1.3. Skew Diagramas de Young, Bandas Verticales
y Horizontales

Si 7,r. c ) entenderemos por ),1 ¡.t, como el arreglo de cajas obtenido por sacar las

caias de 7r que están en T, y lo llamaremos shew d,i,agrama de Young.\/p. Diremos
también que l)/¡;l : lrl - lpl

Ejemplo 7. Si tomamos ¡t:
que,

(5,2, 1, 1) y 
^ 

: (7,4,4,2,1,1), entonces tendremos

trlt
^lp: HrruTn

(1.3.1)

Definición 8. Una band,a o franja uertical d,e tamaño p es un arceglo de cajas u : ),f 1.t

tal rlue lul : p y d,e manera que ni.nguna caja estd en la minna fila que otra caja.

Deflnición 9. Una banda o franja horizontal de tamaño p es un arreglo de cajas

" 
: \lp tal que lul : p y d,e rnanera que ninguna caja estd en la mistna columna que

ol"a caja.
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Podemos pensar que una banda vertical (u horizontal) depende de un par de
particiones p y .\, de esta forma podemos decir que un par de particiones (p,.\) posee

o tiene un banda vertical (u horizontal), si ,\/¡-r es una banda vertical (u horizontal).

Ejemplo LO. Una franja uertical y horizontal son respectiuarnente,

EL]
tt,'1 1 r\//,1 .l\ I I
\ur o. 1) 1. L)l\+) z) - 

4

o¡

1.4, Tableros de Young

L
(7.3,2,1)l(4,2,1): Lh (1.3.2)- rrn

Si a un diagrama de Young 7 de una pa,rtición .\ lo rellenamos con entradas en

los enteros {1, . ,l}, permitiendo repeticiones, taI que

. las entradas en las filas son crecientes al Iee¡las de izquierda a derecha

. 1as entradas en las columnas son estrictamente crecientes al leerlas de abajo
hacia arriba.

entonces llamaremos a 7 un tablero de Young o Table¡o de forma ) y relleno en

{1, . ,¿}.Un Tablero 7 tiene conteni.do o peso LL: (t r,...,p¿) si sus entradas
consisten de ¡11 1's, 11,2 2's, y así hasta ¡-l¿ l's.

Ejemplo 11. ,t, ) : (4,2,1,L) y tomamos a I :5, entonces un Tablero de Young T
posi,bLe es,

(1.4.1)

y su contenido es (2,2,L.,2,7).

Pala cualquier partición ) y cualquier sucesión de enteros no negativos p :
0"r,. . .,ltL), diremos qre K¡,, es eL número de table¡os de Young diferentes de forma
.\ ¡ de contcnido ¡.r que hay.

Ejemplo 12. Si. d.enotamos por T¡(Á) al conjunto de todos los tableros de Young de

forma Á y con relleno en 1.,2,...,1 entonces

rd7,t)):{fufufu,fu,fu,fu,fu,fu} o42)

De esta forma podemos obsertar que K ¡z,r¡,qt,r,t¡ :2 g que K p,¡,12,t,0¡ :1.
También obser-uemos que Kp¡¡,1t,2p1 : K1z,r¡,12.0,r1 : Kp¡¡,1t,0,2¡ : Kp,t¡,1o,r,2¡:
I(¡z,r;,10.2,r;:1
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Observación 13. Notemos que Ks,¡:7, para cualquier partici,ón Á. Esto se obt'iene
por colocar )1 7's en la primera f,la de):(trr,)2,.. , )¿), luego ),22's enla segunda

fila y así hasta colocar \¡ I's en la l-ési.ma fila de \.

Estos números K¡,, se llaman nimeros d,e Kostka. Si denotamos por 7r(.\) al
coniunto de los tableros de Young de forma.\ y contenido /-¿, entonces la definición
de los números de Kotska dice exactamente eue K¡,r: l7r())l

Observación L4. De Jorma equrualente pod,emos decir que el número de Kostka Ks,,
es el número de sucesi,ones d,e parti,ci,ones ()',l',. ...,\t) tales que ).t Q,\2 C .. . C
X : \, con el arreglo de cajas \i f \i-r teniendo p.i cz.jas y de manera que n'inguna
esté en La m'isma coLumna que otra.

Ejemplo 15. Verifi.quemos medi,ante la Obset-uac'ión 1l que K ¡a,a¡¡,qt,z,z,z¡ : 3

__.2) _tr_ _E H':,r':, ,- -rTf, L =]jr_ L T-T-fot : Fí-jl-ifrrrrr ri-rrl rr.]lI1_,

"Er - tr--.- -E :E_lrlllll c ffir L L_LrrÉ - il-lh l?+í+ila
(1.4.3)

rlT,m c EIE c E- t¡l E
,'j,'I,L rr¡ -¡lE'tfll ,:fu



Capítulo 2

F\rnciones Simétricas

2.1. Deflniciones Básicas

Sean€Nyx:(r1,22,...) un conjunto de indeterminadas. Una función simétri-
ca homogénea de grado n sobre un anillo conmutativo unitario .4 es una serie formal
de potencias,

f (r) -\c"r'

donde,

La suma es sobre todas las composiciones a : (ar,42, . . .) de ru (de largo infinito),

¡ cA

co representa al monomial r\'xí' .-.

, f (r) - f (l-1¡,r-e¡,...) : f(xy,2,2,...) para toda permutación c,: de los
er:rteros positivos, entendido como una biyección de N a N.

El conjunto de todas 1as funciones simétricas homogéneas de grado n sobre A Io

derrotan-ros por A] y es un ,A-módulo, es decir, si /, g € l¡i y o, b € A, entonces

a;f + bg e A] (una función simétrica de grado 0 es un elemento de ,4). En nuestro
caso tomaremos A: V,. Si f e LT v g € A[, entonces es claro que /9 e Af+" (donde

/g es el producto de series formales de potencias). Entonces si definimos

tz:t\1.@Aro... (2.1.2)

obtenemos rn ani,llo graduado. Así los elementos de A¿ son series fo¡maies de poten-
cias f :,fo + /r +... con fi e Af, y todos ios /, nulos, excepto una cantidad finita
de ellos. De ahora en adelante escribiremos A" y A por l\2, y Lz.

(2.1.1)

(u)

(b)

(.)

(d)
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Parte importante de la teoría de funciones simétricas es 1a descripción de bases de

A y las relaciones entre ellas. Las que mostramos a continuación son cuatro familias
clásicas de funciones simétricas importantes.

2.2. Funciones Simétricas Monomiales

Dado ) : ()r, )r,. . .) una partición, definimos una función simétrica rn¡(r) e A
por simetrizar al monomial zA, es decir,

m, : \- c" (2.2.1)?-
donde la suma es sobre todas las distintas permutaciones a : (a1,a2,...) de ias

entradas <ie ) : ()i,.\2,...). Por ejemplo,

m¡2¡1 : r1¡z+ rp\* c?u+ xp!+ rl4+ r2r!+ .,. (2.2.2)

Claramente si ) l- n entonces m¡(z) es una función simétrica homogénea de grado
n y la llamamos rr,a función s'imétrica tnonomial. Adem¡ís si / : !. c"ro € A*
entorces f : D¡r*cxmr y de forma única. Luego podemos decir que el conjunto

{m¡ ] .\ l- rz} es una Z-base de A", así <i1 rango de L : lP-|
Entonces alternativamente podemos definir A como el Z-módvlo libre generado

pol-. rn¡ para todas 1as particiones ) € P. M{ís aun podemos decir que {rn¡l) e P} es

uta Z-base de A, es decir, que podemos escribir cualquier función simétrica de forma
única en términos de m¡.

2.3. F\rnciones Simétricas Elementales y Homogéneas

(2.3.1)

h,- » x'tÍn...1i., I-^ (2.3.2)
ír3í23...3i"

Eiempio 16. Si, r :3 entonces,

eB: orr2gs * t1t2aa * x1rsx4+ t2rs14 + ... (2.3.3)

h: : rl + r?r+ a! +... + rlr2+ zpl+... * r1r2x3 * ttrzr¿* ... (2.3.4)

Sea r € N, entonces llamamos r -ési,ma función simétrica elemental a'.

€,: t ÍitÍi2 .'Íi.: m(F)
i.t 1iz1. . .1i"

Y llamamos r-és'ima funci,ón si.métrica homogénea a:
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Es conveniente definir por 1 a e6 y ñ6 y por 0 a e, y ñ. si r < 0. De esta forma
sus funciones generadoras son:

E(» :»erÁr¡r : f[(r + znr)

HQ):»h^@)*:gd;D

Ahora de (2.3.5) v (2.3.6) obtenemos:

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.11)

o equivalentemente,

H(t)E(-t) :1

_:_
)l-1)'h"-.e,:O paratodon) 1

Podemos decir además que las funciones simétricas elementales y homogéneas son
ambas un conjunto generador de A y algebraicamente independiente sobre Z, es decir
que

l\ - Zlet,ez,. . .): Zlh,hz,. . .), (2.3.e)

De hecho basta ver que una familia de estas funciones simétricas 1o sea, para ver
que Ia otra también lo es, debido a que la identidad (2.3.8) termina el argumen-
to de manera inductiva. Debido a que una demostración combinatorial de que las
funciones simét¡icas elementales son un conjunto generador de -4, y algebraicamente
independiente sobre Z, está dentro del contexto de este trabajo la revisaremos aquí.

Proposición 17, A : 21e1,e2,...1.

Demostraci,ón. Sea .\ : (trr, )2,. . .) una partición, entonces definamos

e^: e^\e^2"' (2.3.10)

\¡arnos a establecer que, si )'es la partición conjugada de ), entonces

e^t : m^ll.a¡,rm*
p<,\

donde los ¿),., son enteros no negativos. De la definición tenemos que,

e^t :e^t e^Le^i ' '

r \- -,) (- \ L- ",r'12 -1¡.-
í¡1i21...1i¡t i<j21,..1 x,

.t t .Lk,!;k,...¿i".,) ..
tr <k: <...<t¡6

-, *- ..--- \e)t&J2 *, 
"Ll

(2.3.12)



:APÍTULI 2. FUNCToNEs snrÉrn¡cl,s

entonces desarrollando este producto de sumas obtenemos una suma de monomiales

r" : (r¿rr¿". . . r¡ 
^r) 

(r ¡r ¡r. . . x ¡ 
^r)(xr,xr,. 

. . xx^L) . . . (2.3.13)

Para el monomial xd : r?'r3 .-. hagamos lo siguiente; coloquemos las entradas
it,iz,. . ., ¿)i en orden creciente en 1a primera columna de ), las entradas jt,iz,...,ix;
cn orden creciente en Ia segunda columna de ) y asÍ sucesivamente, obtenemos un
tablero de Young 7 de forma ) en donde las entradas r ) 1 están a Ios miís en las
primeras r filas del tablero de Young ?, es decir, en la primera fila están todos los 1,

en las primeras dos filas están todos los 2, en las primeras tres filas estrín todos los
3 y así sucesivamente. Esta composición a: (a1,a2,...) de l)l está asociada a una
permutación de las entradas de una partición p: (1,11,1.12,. . .) de l,\l y corresponde al
contenido de un monomial en el que el número de l está acotado por.\1, el número
de 2 está acotado por )1 * )2 y así sucesivamente.

Así tenemos que

lq+ LL2" * t-t', < '\1 +'\2+" +'\'

o equivalentemente p { ), es decir se tiene que

(2.3.14)

11

";, 
:l o^rm,

plr
(2.3.15)

con ar/r > 0. El mismo argumento anterior muestra que e1 monomial zI apa"rece una
sola vez, es decir que alr : 1, de hecho esto lo podemos ver colocando )1 unos en

1a primera fi1a, )2 dos en la segunda fila y así sucesivamente con e1 resto de las filas.

Finalmente tenemos que, como 1as rn¡ son wa V-base de A y la relación (2.3.11),

entonces tenemos que podemos escribir m¡ de forma únic¿ en té¡minos de e¡, es decir,
en términos de e. . D

Ejemplo 18. Si. tomamos ) : (2, 7), pod,emos ilustrar la demostrac'ión g mostrar que

tenemos la siguiente erpresi,ón,

e(3,i) : m(2,1,1) *4m1r,r,r,r1 (2.3.16)
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Esto se ue de,

e?,t):e3 el
:(rp2rs * xlr2xal r1t3:ca * n2r.3r4. ).("r *:rz*ts *oa...)
:(rrr.24)@1) * (rpz¡s)(rz) * (¿rcrr¡)(c¡) + (r1r2r3)(za) *...

* (rp2c a) (r1) + (r p2r 4) (r2) * (r1r2r a) (a3) * (r1x2r a) (r a) + . . .

* (r p 3t a) (r 1) -l (r 14t a) (x2) * (r 14x a) (t s) + (c1a3r a) (c a) + . . .

+ (r2car a) (r 7) * (r 24r a) (r2) + (r zxsr i @s) + (r24c a) (a a) + . . .

__(2,1,1,0,0,...) , _(1,2,1,0,0,...) _(1,1,2,0,0,...) , -(1,1,1,1,0,...) ,-F¿ 'TJ 'T J' 'T'..

_rfr2.r.0.r.0,...)+u(r,2,0,r.0....)+f(1,1.i,r,0....)+¿(r,1,0,2,0,...)+...

+ ,(2,0,1,1,0,...) +.ü(1,1,1,1,0,...) + f(1,0,2,1,0,...) + f(1,0,1,2,0,...) +...
+ Í(1,1,1,1,0,...) + ,r(0,2,1,1,0,...) + :r(0,1,2,1,0,...) + f(0,1,1,2,0,...) + . . .

__(2,1,r,0,0,...) , -(r,2,r,0,0,...) , _(1,r,2,0,0,...) _(2,1,0,r,0,...) , -(r,2,0,r.,0,...) , _(1,r,0,2,0,...) ,

r u(2.0.r.r,0....) + J(r.0,2.1.0,...) _r f(1,0.r,2,0....) _r f(0,2,1,r,0....) + Í(0,1,2,1.0,...) + r(0,r,1,2,0....) + .. .

_r Jrl.r,l.r,0',,,) _r J(1'1.1,r'0,,,,) _r J(1'1'1'1.0'...) _r Í(1' t'1'1.0'.,,) +. ..

=m(2,t,r.0.0,...) * 4m11,r.r,:.0....) : mQt,1) * 4m1r,r,r.r¡

2.4. Funciones de Schur

Esta cuarta familia de funciones simét¡icas es una muy importante por su de-
scripción de A y por sus propiedades. De hecho hay varias mane¡as de definirlas y
nosotros tomaremos un acercamiento combinatorial. Al finai de esta sección daremos
otras formas de defrnir las funciones de Schur, una definición que nos ayudará en
secciones más adelante y otra más clásica.

Dado un tablero de Young 7 de fo¡ma ) y contenido l.L: (1.11,. . . , p¡) definimos,

rT:r\:rl'rü'.'.rlt (2.4.1)

Ejemplo '19. Si, tomamos al siguiente tablero de Young de Jorrna (5,3,3, 1),

.l- (2.4.2)

con contenid,o (2,3,0,3,4), entonces aT: t?xtrrla!

Definición 20. Sea \ una partici,ón, entonces la función d,e Schur s¡ se defi.ne como

-\--"1,'
T

s.l : s¡ (r) (2.4.3)
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donde la sutna es sobre todos los tableros d,e Young posibles d,e forma )., es d,ecir,

la suma es sobre los Tableros de Young de forma A cuand,o cons,id,eramos tod,as las
compos'iciones.

Ejemplo 21. Si 
^ 

: (2,1), entonces algunos de los posibles tableros d,e Young d,e

Jorma (2,7) están d,ados en el Ejemplo 1.1.2 y así,

s1z.r¡ : s1z,r¡(z) : :»?z.z*opZ*r2rq+:rp2s+c22a3+r2r!+...12rp2r3*2r1r2i14+.. .

(2.4.4)

Notemos que podemos recuperar las funciones homogéneas y elementales como ca-
sos particulares de funciones de Schur. De hecho, si consideramos ) : (n) Ia partición
de n que consiste de 1 parte, es decir, en el n mismo tenemos,

^Lr (n) - /¿n (2.4.5)

Esto 1o podemos ver del hecho que un tablero de forma (n), es una fiIa de entradas
débihnente creciente de enteros positivos.

Ahora si ponemos ) : (1"), Ia partición de n que consiste en n partes, es decir
(1") : (1, 1,.. ,1) con 1 repetido n veces, tenemos una columna de entradas es-

t¡ictamente crecientes desde abaj o hacia arriba. Así 1as n entradas deben ser todas
diferentes y entonces por definición,

§(1.) : e¿ (2.4.6)

Esro nos da evidencia de que estas funciones de Schur son efeclivamente funciones
simétricas.

Proposición 22. Las Junci,ones s^ son Íunci,ones simétncas.

Demastración. Probemos esto de una forma combinatorial. Sólo debemos mostrar
cluc se cumple 1a parte (d) de Ia definióión de ias funciones simétricas, es decir, si
tomamos a: (i,i * 1), entonces,

(i,i+l).s),:s) (2.4.7)

para cada transposición ¿.,,, de elementos adyacentes.

Una función de Schur es una suma sobre tableros de Young, entonces describiremos
el efecto que tiene la acción de la transposición (i, i + 1), sobre los tableros de Young.
Esta acción nos va a describir una involución sobre los tableros de Young de forma
). tomando un tablero ? y llevándolo a un tablero ?' ta1 que el número de i's se

inte¡cambian con e1 número de ¿ + 1's, manteniendo el resto de las entradas de ?
igual.

13
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Dado un tablero de Young 7, siempre se tiene que una columna puede contener
o lro contener entradas i ó i + 7. Las entradas i ó i + 1 que aparecen en una misma
columna que urla entrada i + 1 ó i, respectivamente, las ilamaremos entradas ,jos.
Las entradas i ó i + | que aparecen en una columna donde no hay entradas i + 1

ó i, respectivarnente, las llamaremos libres. Ahora Ia involución 1a definimos de esta
forma, en cada fila de T, cambiamos el numero de 1os i libres por el numero de ri * 1

lrbres, es decir, si en unafila hay m'i's libres seguidos deni* 1's libres, entonces los

reemplazo por n i's seguidos de nz i + 1's.

Ejemplo 23. Sd í :2, g remarcamos las entradas fijas, entonces esta acci,ón sobre
un tablero de Young T posible es,

(2,3) .T : (2, 3) . (2.4.8)

Necesitamos ahora revisar que esta involución esté bien definida, es decir que
(?, ¿ + 1) .T : T', sea efectivamente un tablero de Young. Las entradas que no son

ni i ni i * 1, quedan exactamente igual en ambos tableros. Para las entradas i e

zl + 1 observar primero que los pares i,,i,*7 en columnas quedan fijos, manteniendo 1a

estructura de estrictamente creciente en esas columnas. Para las entradas libres, se

mantiene la estructura en fiias y columnas de tablero de Young por definición. Más
aún, eI número de i's que hay en ? se cambia por eI número de i * l's que hay en

?. obteniendo así una función con la propiedad descrita antes, que además es una
involución.

Observemos que.junto con 1a definición de los núme¡os de Kotska, podemos dar
una fór'n.iula para ias funciones de Schur en términos de monomiales. Esto es,

14

tr

s, : \- K, ,,rp" L--)
(2.4.e)

donde Ia suma es sobre todas 1as composiciones ¡; de l)1. Podemos decir aun más de

esta relación,

Proposición 24. Si 
^ 

es una partrción, entonces,

.s, : \-K,,,m,,'?.
Demostración. De hecho basta probar que

Kx,u : K»,u

para cualquier rearreglo o permutación p de Ias entradas de 7-r.

(2.4.t0)

(2.4.11)
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Esto se obtiene como corolario de la demostración de la Proposición 22. Notemos
que 1a misma involución de esa demostración dice que cuando cambiamos dos entradas
consecutivas i, r * 1 solamente, Io que cambiamos es el contenido de los tableros de
Young. Así basta describir la acción de la transposición (i, i * 1) sobre los contenidos

| : 0¡,. . . ,lr¡, lli+r,. . . , p¿) de cada tablero de forma ). Según la definición de Ia
involución, esto es,

('i,i + 1) (t",., . . . , tt¡, tr,+t, . . . ,pt) : (h, . . . , p¿+t, tt¿,. . . , t"t) (2 4.12)

que es exactamente la propiedad de 1a involución que describimos en la demost¡ación
antelior'. El hecho que sea una involución nos entrega la ecuación (2.4.11), que
queríamos.

Ahora sólo basta con agrupar los monomiales zp en términos de las funciones
simétricas rnr. Según la Observación 13 tenemos el primer té¡mino de la suma. Para
ver que eI resto de los elementos de la expresión (2.4.10) es una suma sobre las
particiones ¡; < ) hacemos los mismo que en el caso que expresamos las funciones
simétricas eiementales en términos de las funciones simétricas monomiales. Concre-
tamente, como en un tablero de Young 7 de forma ) 1as entradas son estrictamente
crecientes en las columnas, si aparecen los números I.,2, -..,r, estos aparecen en las

frlas 1 a r, así tenemos que para todo r ) 1,

t\ + 1.12... + p" <,\1 + )2 +...* ). (2.4.13)

es decir p ( ). tr

Ejemplo 25. Aprouechando los números de Kostka calculad,os en el ejemplo (1.1.2)
tenemos que,

s(2,1) : rn(2,1) * 2m6¡,t¡ (2.4.t4)

Finalmente, junto con la Observación 13, tenemos como corolario de Ia demostración
de Ia Proposición 24 que los números de Kotska satisfacen la siguiente,

Propiedad 26. S't. ) u 11 son particiones entonces,

lo si p.f ).

[1 si Lt': 
^

(2.4 15)

Observación 27. La Propiedad 26 di,ce que si 
^ 

a p, son particiones del mismo grado

y consideramos la matriz llKx,tllx,prp con las pariici.ones de l\l ordenad'as med,iante

el orden leri,cográf,co, entonces tenemos que es una matriz triangular i,nferior con 7's
en Ia diagonal. Es d,eci,r tenemos que la matriz lllf^,rll : llK¡,rll-r eúste.

Existen reglas que dicen como multiplicar funciones de Schur, como 1a regla d'e

Pi,eri y la regla de L'ittleuood-Ri.ch¿rdson. Revisemos que dice la regla de Pieri.

15
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Si ) es una partición, entonces,

s1n1 's¡ : h,,'s¡ : Is,
p

donde la suma cs sobrc todas 1as particiones ¿¿ que se obtienen del diagrama de Young
de ,\ aI agregar n cajas, todas en distintas columna. O dicho de otra forma, la suma
es sobre todos las particiones p tales que p/A : banda horizontal de tamaño n. Y
también dice que,

s(1,) '5): en'5): Ir*
p

donde Ia suma es sobre todas las particiones p que se obtienen del diagrama de Young
de ) al agregar n cajas con todas en distintas fi1as. O equivalentemente, la suma es

sobre todas las particiones ¡-r tales que p,l),:baña vertical de tamaño n.

Esta descripción combinatorial de Ia regla de Pie¡i es muy interesante por sí sola
llevando a conclusiones inmediatas que veremos a continuación, no obstante una,

demostración de la regla de Pieri se escapa del espíritu combinatorial de este trabajo,
por lo que no Io haremos.

Una consecuencia inmediata de (2.a.16) es que según la Obse¡vación 14 cuando

l.L: (pt, l-r2,. . . , /¿¿) es una partición, se tiene Ia siguiente identidad,

hurhrr...ár,:IK¡,us¡
,\

doude la suma es sobre todas las particiones ). Tenemos entonces la relación siguiente,

hr:lKs,,sx
,\

que junto con la Observación 27 nos dice que podemos expresar las funciones de Schur

en términos de las funciones simétricas homogéneas, esto es,

tCr

(2.4.t6)

(2.4.Í7)

(2.4.18)

(2.4.1s)

(2.4.20)sx:lRx,uh,

Esto nos dice nuevamente que las funciones de Schur son funciones simétricas,
además como la matriz I lk^,rl I ". también triangular y con 1 en la diagonal, Ia

identidad (2.4.20) dice que el conjunto {r^}^.p es una base de A. Notemos que 1a

fórmula (2.4.20) se puede toma,r como una segunda definición de las funciones de

Schur.

Una forma alternativa y clásica de definir las funciones de Schur es la siguiente,

sr : det(h.r,-¡+ ¡)t<¡,j<n (2.4.2\)
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donde n > l()). Aunque nos da otra forma de escribir s) en términos de funciones
simétricas homogéneas, no haremos una demost¡ación de esta relación. Sóio la ten-
cl-emos presente para usarla más adelante.

Podemos deflnir un producto interno para las funciones simétricas pidiendo que

Ias funciones de Schu¡ sean una base ortonormal, esto es que,

( S¡, s, ): á¡, (2.4.22)

Notemos que según la identidad (2.a.§) y 1a Proposición 24, éste producto es

equivalente al siguiente producto interno,

t h¡,rn, ): 6s,

Recursividad en funciones de Schur

(2.4.23)
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2.5.

Otro acercamiento hacia las funciones de Schur es medlante fórmulas de recurren-: ^.cias. Estas fórmulas pueden por si solas tomarse como definiciones de las funciones
de Schur; revisemos que ya hemos de alguna forma visto ciertas de evidencia de esta
fórmula de recurrencia, de hecho con todo lo hecho en Ia sección 2.4 1a identidad
(2,3.8) se convierte en,

Lo que da una expresión de s1r.¡ en té¡minos de ot¡as funciones de Schur, es

decir, una recursividad que permite construir ,s(1.) a partir de s¡t-¡ y h,n con m < n.
Si pensamos sólo en funciones de Schur podemos expresar la identidad (2.5.1) de 1a

siguiente forma,

n-7
s, r,) - )-(-1)'hn -"s(r-r para todo n ) I

¿-2 \

n-1

"1r"; 
: !i-t¡rs(,,,-r)s(1') para todo n ) 1

(2.5.1)

(2.5.2)

Para funciones de Schur en general mostramos una fórmula conocida como fórmula
de Be¡nstein. Para liegar a esto debemos introducir algunos conceptos más, pero no
daremos todos los pasos ni las demostraciones, só1o es para tener presente los métodos
de demostración usados en este caso.

Para cada función simétrica / e A definimos un operador /r: A - A como el

operador adjunto de multiplicación por /, es decir,

< f 'u,, >-< u, f u > para todo u,u e 1\ (2.5.3)
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Es importante entender que es lo que hace este operador /a sobre las funciones

simétricas. Observemos que si tomamos f : h, y aplicamos el operador sobre las

funciones de Schur, tenemos que,

< hls¡, s, >:< sl, ársl, > (2.5.4)

La regla de Pieri dice que h,s, es una suma de funciones de Schur indexadas por
particiones que se obtienen de agregar al diagrama de Young de ¡;, r caj as todas en

diferentes columnas. Entonces si e1 producto de Ia ecuación (2.5.4) no es nu1o, e1 lado
derecho de Ia ecuación dice que podemos obtener el diagrama de Young de ) a partir
clel diagrama de Young de 7-r agregando una banda horizontal de tamaño r a {,. Esto,

.junto a que Ias funciones de Schur son una base ortonormal, dice que lo que hace el

operador hj sobre sl es justamente lo contrario a Ia regla de Pieri, es decir, extraer
r cajas de1 diagrama de Young de l todas de diferentes fr1as. E1 mismo argumento es

válido para el operador ej pero en este caso, sacamos r cajas de diferentes filas.

Así cntonces podemos decir que,

h! : L" -- /t"-' (2.5.5)

en otras palabras, podemos entender a /a como un tipo de operador dife¡encial sob¡e

,\. Definamos ahora,

18

Hr(il:»h*t"
r¿>0

ntQl:lelt"
, ?t>0

Se puede mostrar que estos objetos cumpien ciertas reglas de

sabe¡ una de e1las es,

Et(t) o H(u): (r+tu)H(u)o EL(t)

Con estos objetos presentes, definimos,

B@ :»B,t : H(t) o E'(-t-')
rez

con la convención usual de que h," : 0 si n < 0

Podemos recuperar ahora eI coeficiente .B",. Basta observar que,

HU) o ELerrl) : » h.t^ o el(-t-';-
tu'n>0

: I t-tl-¿" o eL tn-*
m'n/0

(2.5.6)

(2.5.7)

conmutatividad, a

(2.5.8)

(2.5.e)

(2.5.10)
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1e

tomando r * m: n y m) 0 tenemos que,

H(t)a EL(_t-,) : fi_r)-a,*^oel,nt, (2.5.11)

. rez,

Así tenemos que,

B, : »(-l)-h,¡,.o e! e.s.t2)
r¡¿20

De forma más general, si ú1, ú2, . . . , Í,, son indeterminadas independientes, entonces
definir¡os,

B(tr,t2,. . . ,t*) : H(tt)H(tr). .-H(t)E.etrr)Er(-t;r). . .Er(-t;r) (2.s.13)

la ¡elación (2.5.8) dice que,

B(h,t2,...,t") : H(tt)H(t2). ..(1 - ¿1 
1¿.)-1nL1-t;11H¡t*)

n'Gt;'). . .¿,(-¿;,) (2.5.t4)
iterando sobre las otras va,riables, obtenemos que,

B(h,t2,. .. ,t")
: IIl, - tittj)-t H(t)ELq-t;t\uij,¡or(-¿t,) . . .H(t*)EL(-t;t) (2.b.lb)

i<j

es decir que,

B(t1)B(t2).,.8(t^):IIrr_ |ltj)B(tLt2,...,t*) (2.5.16)
i<j

Esta última expresión la podemos evalua¡ en 1 : s(0) y es interesante observar
que ej(i) :0 si n > 0. De esta forma, tenemos que,

B(t)B(t) .. B(t")(7):fltr- trlü)H(t)H(tz)... H(t^) (2.5.17)
i<j

ya que al eva,luar en 1 el único termino no nulo es ef, pero eso es exactamente sacar
ninguna caja, es decir e1 operador identidad.

Ahora sea ) : (lr, )2, . . -, )") una partición. Si igualamos los coefrcientes de f) a
ambos lados de (2.5.17) tenemos que,

Bs,B¡,...8¡.,(1) : fllr - a,r¡n, (2.5.18)
i<j
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donde R¿,; es un operador de Zn -n Z" definido por,

R¡¡@) : (4,, . . ., a¡-1, a¿ * 1, q+t, . . . I aj-:, aj - 7, a¡at,. . ., a.)

y de esta forma definimos &.,¡h¡: hn,¡(r).

Con estos operadores ia reiación (2,4.21) se transforma en,

,^: fl(r - &,¡)h^
i<j

que si Ia juntamos con la ecuación (2.5.18) obtenemos la siguiente identidad,

s¡ : B¡rB¡r "'Bl"(t)

Notemos ahora que la identidad (2.5.21) nos dice que,

s¡: B¡, ' s1

20

(2.5.1e)

(2.5.20)

(2.5.21)

(2.5.22)

(2.5.23)

(2.5.24)

Como B,. : D-ro(-l)-h,¡,*o el, entonces la ecuación (2.5.22), queda así,

,^ : »(-1)-h¡ra*o elsi
tu>o

En términos de funciones de Schur y entendiendo Io que hace el operador ej,
obtcnemos Ia siguiente identidad,

,^: !1-i¡'r1r,+4.( ! s,)
i=o u eCiU)

donde C¡(i) : {trl (" - ri) | p se obtiene a1 sacali cajas de diferentes filas de l}.
La ecuación (2.5.22) fite introducida por J. N. Bernstein y aparece en [9]. Para

vel con mas detalles la demostración que acabamos de iiustrar, revisar [6].

Observemos que esta fórmula da una forma recursiva de cómo definir las funciones
de Schur. Basta tener este operador .B,, y funciones de Schur indexadas por parti-
ciones menores, para construir funciones de Schur más grandes. De parte del autor
y de revisiones de Luc Lapointe no encontramos en la literatura una demostración
combinatorial de esta identidad. A esto es a lo que se dedica el resto de este trabajo.



Capítulo 3

Una Demostración Combinatorial

Nuestra demostración se basa en describir una involución que va a actuar sobre
conjuntos de tríos de particiones, que están representados por ciertos diagramas de
Young, pero antes de empezar a mostrar cómo es la involución, vamos a introducir
algunos conceptos y definiciones que nos ayudarán a entender mejor 1o que queremos
demostrar.

3.1. Interpretaciones Combinatoriales

Aprovecharemos Ia forma de entender a las particiones como arreglos de cajas.
Hemos visto que estas cajas pueden lleva¡ un relleno en algunos casos, usaremos esta
idea para visualizar mejor los objetos sobre los cuales haremos todo e1 trabajo y
donde ia combinatoria de Ia demostración se ve bien representada.

Definición 28. Sean ), g 1.t, parti,ci,ones, tales que p. C ), entonces def,ni,mos (¡-t"\o\)
por eL d,i,agrama de Young T^ con las cajas que no están en Tu rellenad,as con A,
donde A es sólo un símbolo arbitrario para distingui,r cajas.

Esta definición nos ayudará a visualizar mejor una banda vertical u horizontal.
De hecho vamos a decir que el par (p, )) dado en la defrnición (28) tiene una banda
vertical (respectivamente horizontal) de tamaño p, si en (¡l\o.\) hay p cajas marcadas
con ,4 y todas las cajas marcadas con ,4 están en diferentes fiias (respectivamente
columnas) de 7¡.

Ejemplo 29, De esta Jorma las band,as uerlicales y horizontales d.el Ejernplo 10 cor'
nuestra nueaa definici,ón se uen así,

la
(4, 2, 1)\, (7,3, z,D :t l^lzt

|_rr-Tl7la7l

E
(4,2)\.,(5,3, 1,1, 1) : L

Hira

21

(3.1.1)
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Ahora tenemos en un diagrama de Young con cajas rnarcadas, toda la información

asociada al par de particiones ¡-l y.\, en particular 1a información de bandas verticales

y horizontales cuando corresponde

En (p\^)), Ias cajas que no tienen ningún relleno corresponden al diagrama de

Young de ir y todo eI arreglo de cajas corresponde a el diagrama de Young de ,\,

entonces podemos observar dos cosas.

Podemos obtener ?¡ a partir de ?r, agregan do aTr las cajas marcadas con A.

Podemos obtener Q a partir de ?¡, quitando de 7¡ las cajas marcadas con A'

De esta interpretación y aprovechando la arbitrariedad del símbolo .A haremos Ia

siguiente convención :

. Si A: O diremos que obtenemos ¡; a pa.rtir de ), sacando de 7¡ las caj as

marcadas con O en (p\o))

' Si ,4 : X diremos que obtenemos .\ a partir de ¡.r agregando a !, las cajas

marcadas con X en (p\o))

Ejemplo 30, S'i como tomamos p: (4,2, t) g,\ : (4,3,1,1,1) entonces podemos de-

cir que obtenemos la parti,ci.én ¡1, a parti.r de la partición ), quitand,o las cajas marcad.as

conO en (p\o)), esfo es,

nló1 ¡
¡ '---) lll
+]ft |rrr (3.1.2)

agregando a T, LasO equi,ualentemente, obtenemos la parti'ci,ón \ a partlr d'e p,

cajas marcad,a con X en (¡r\*)), esfo es,

tr-r DirTl ,,---) H--ffffl
(3.1.3)

De esta forma dependiendo de si ,4 : X o A: O, podemos entender que tenemos

dos nuevas opetaciones; obtener una partición a partir a de otra agregando o quitando

ca¡as, respectivamente. Así un diagrama de Young con caj as relienas con x o con o
determina una sola partición, debiendo da¡ la correcta lectura a este diagrama para

recuperar la partición.

22
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Ejemplo 3L. En el Ejemplo 30 las lecturas que le d,ebemos dar a los dltagramas

respe,ct'íuos es,

(3.1.4)

Observemos que podemos a un mismo diagrama de Young quitar cajas y agregar
cajas, entonces esto quedaría representado con cajas rellenas con X y con O.

Ejemplo 32. Si a la parti,ción (4,3, 1,1) primero le qui,tamos tres cajas podemos

obtener la partición (3,3) 9 sZ luego le agregamos cinco cajas pod.emos obtener Lo

stguiente,

Que lt aciendo las i,nterpretaciones de Los rellenos de cada caja,
com,o La parti.ción (6, 3, 2).

(3.1.5)

leeremos finalmente

Una serie de observaciones a este juego de quitar y agregar caj as hacemos a

contüruación,

Observación 33. Si, en un d.i,a,grama d,e Young primero eatraemos cajas y luego agreg-

am.os, cntonces una caja que está rellena con X y con O es una caja que fue primero
crtruída y Luego agregada. En este sentido diremos que estas cajas son equiualentes,

una caja que no sufnó camb'io aLguno a una que fue ertraída g luego agregada.

Ejemplo 34. Si. a la misma partición (4,3, 1, 1) pt"rmero le qui,tamos sólo d.os cajo's

y luego le agregamos cuatro cajas, podemos obtener lo s'igui,ente,

(3.1.6)

Y Io leemos tambi.én co'nto la parti,ci,ón (6,3,2), obseraando que la caja (L,4) se com-

porta de i.gual manera que la caja Q.,a) del d'iagrama exhibido en el Ejemplo 32.

Observación 35, Si, en un di,agrama de Young dond'e prirnero se sacaron cajas y

luego se agregaran cajas, aparece una caja rellena sólo con O entonces ni' arriba d,e

ella nti a la derecha de e a puede aparecer una caia con reLleno X, pues no tendría
sentido como di,agrama de Young de una parli,c'ión.

Observación 36, Al igual que antes, si, pnmero sacarnos cajas g luego agregarnos

cajas de manera que aparece una caja rellena solo con O, entonces esa caia no puede

cstar entre cajas que tengan un relleno d,istinto d"e O.

B
t'-l (4,2, 1)ffi

lxl
L!a n (-, (4,3, 1,1,1)- Trm
ITTN
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Cuando sacamos cajas y agregamos cajas a un diagrama de Young, se ven involu-
cradas tres particiones como se observa en el Ejemplo 32. Así como tenemos definida
la operación (¡r\r)) para particiones p ! ), podemos da¡ una definición general para
cuando agregamos y quitamos cajas a un diagrama.

Deffnición 37 . Sean p, ),, v particiones tales que p C \ y p Q u, entonces d,efi,ni,mos,

(p\")\"") : (s,\"))+ (p\*¡,) (3.1.7)

dond.e La sutna de Los d,i,agramas de Young es med,iante superposic,ión fijando la caja
en la primera fi,la E primera columna.

Nos refenremos a la suma (p\"I)+(p\rtu) como el diagrama d,e representac,ión de
(p\o)\"") S¿ 

" - 
(p\")) + Q,r\,u), entonces d.ef.ni,mos sñ(7) : sá(p\,)\*z) : r,

Ejempio 38. De esta forma el di,agrama del Ejemplo 32 lo pod,ernos escribir como,

7 : ((3, 3)\"(4, 3, i, 1)\x(6, 3, 2)) (3.1.8)

(3.1.e)

Y ademds

sh(I:) : (6,3,2) (3.1.10)

3.2. Conjuntos de Particiones

Nuestro trabajo ahora se centra en conjuntos de particiones, que obtendremos de
la identidad (2.5.24) que queremos demostrar, y estudiar sus propiedades desde un
punto de vista combinatorial.

Definición 39. Sean i,, j enteros no negat'iuos 11 \ una parlición, entonces definirnos

4) : {(p\r)\" v) I 
^l 

tt: banda uertical d'e tamaño i;

u I p : banda horizontal d"e tamaño jj

S¿ 

" 
: (p\,)\, u) e Tlr, entonces d.ef.nimos sh(T) : y.

Ejemplo 4O. En el Ejemplo 32,

(3.2.1)

24

-B ,Ern -8"ffi - !-¡,r*r-F+rnE

" 
: ((3,3)\,(4,3, 1, 1)\x(6, a, z¡¡ e {tq''') (3.2.2)



c Ap ÍTU Lo J. u¡\rA D ENI);TRACIóN cotvren¡ tr )RIAL

Observación 41. [Jna d.escri.pci.ón de Tl, puede darse tambi,én así,

4: : i(p\")\, ") I p: se obti'ene al sacar i cajas de rti'ferentes fi'Las d.e Ts;

u : se obtiene al agregar j cajas de a d,i,Jerentes columnas de Tu) (3.2.3)

La Observación 41 nos dice que los elementos de Qr, se obtienen a partir del
diagrama de Young de ), primero sacando una banda vertical de tamaño ¿, obteniendo
un diagrama que nos entrega una partición ¡1, a1 que luego se Ie agrega una banda
horizontal de tamaño j, es decir exactamente

(p\")) + (¡r\*ru) (3.2.4)

donde )/¡-r tiene una banda vertical de tamaño i y ,l p tiene una banda ho¡izontal
de tamaño j.

Ejenrplo 42. Si. tomamos ) : (3,2,2) y los enteros i : 2 A j : 5 tenemos en
té¡m'inos de Los di,agramas de representación que,

/_tm |x] m,¡'.r,r,_)f161 l1¿¡ É+;l Iio, .ffit iz : iffir, ffir,,r,'ffirBi**,H4fl¡¡xr,Hslm¡xr¡,
171 D¡Lrgh-drbmm\

H!¿frxriTiriTxr FE ", E+."* Fllar,tlxrn f++rrm rr/ (3.2.5)

zo

Mientras que s'i tornamos i,:0 y j :3, obtenemos,

r.t¿,,-{ffifufurufu} (3.2.6)

Siguiendo con en el tipo de lecturas hechas en las Observaciones 35, 33 y 36, la
información de cada caja la interpretaremos así:

(i) Las cajas que son del tipo E se leerán como cajas que no han cambiado, serán

llamadas cajas fijas.

(ii) Las cajas que son del tipo @ como cajas que han sido extraídas, serán llamadas
cajas tipo O.

(iii) las cajas que son del tipo fi como cajas que han sido agregadas, serán llamadas
cajas tipo X.
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(iv) Ias cajas que son de1 tipo@como caj as quehansido extraídas y Iuego agregadas,

que serán llamadas cajas tipo OX.

Noiar que en el tope superior de las columnas de cada :f € T¡j se desarrollan los

cuatro tipos posibles de cajas de las listadas anteriormente (como se ve en e1 úitimo
eiemento del conjunto descrito en (3.2,5)), pero recordernos que una caja del tipo O
es una caja que ha sido removida, entonces no es exactamente la que está en el tope
superior de Ia columna de la partición representada, más bien, el tope superior en ese

caso es una caja mrís abajo en la misma columna de tipo fija o tipo OX, pues por la
Obserlación 35. Las cajas que estiín en los topes superiores de cada columna de una
partición ) se pueden caracterizar por medio de Ia siguiente franj a horizontal ()/i).
De esta forma hacemos la siguiente,

Definición 48. Sea 
": 

(p\,.\\rz) e Tlj defrnir,

cg): (ult)l(ul\) (3.2.7)

26

Una caja en C(T) la llamaremos caja cambi,able.

Ejempio 44. SeaT : ((6,4,2,2,2,2)\0$,5,3,3,3,2, 1)\x(13,4,4,2,2,2,2)), un et-

emento d,e ?(6,5,3,3,3,2,1) , entonces

@10): (rl\: (3.2.8)

g así

C(T): (3.2.e)

Y s'i marcamos las cambi,ables en T, obtenemos,caj as

((6, 4,2,2, 2, 2)\o(6, 5, 3, 3, 3, 2, 1)\,(13, 4, 4, 2,2,2,2)) :

(3.2.10)
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Observación 45. Una caracterizac,ión de las cajas camb,iables es, aquellas cajas que
estdn en el tope supenor de cada columna g son cajas d.el ti,po OX o cajas tipo fi"jas.

Ot¡a observación interesante de hacer es que hay elementos 7 en ciertos conjuntos
t\ que tienen CQ) - 0, como por ejemplo en fr^, está el elemento 

": 
(Á\"i\"))

que tiene C(T) :0. Notar que el primer elemento del conjunto dado en (3.2.6) cumple
tal condición, es decir, no tiene cajas cambiabies. El siguiente lema establece un caso
donde hay tales 7 con C(T) : A.

ll-1
Lema 46. 

" 
: (i\,i\*)) € {¡, es el ún¿co r . U Ti¡,n¡ tal que C(T) :9.

'=0

Demostración. Si hay ? : (p\,i\,r) € 4li,*, ta1 que C(?) : (/\r)\(/\i) : 0
entonces í debe ser igual a 0, pues si no, existiría una caja cambiable. Esto sale de
que si i > 0, entonces

hay cajas del tipo OX en el diagrama de la representación de 7 ó

hay cajas de1 tipo O en el diagrama de Ia representación de 7.

En el primer caso hay una caja cambiable, por definición. En el segundo caso,
como una caja dei tipo O significa que no hay caja en esa posición, entonces hay
que mirar Ia caja más abajo en esa columna que no es del tipo O. Si esta caja existe
entonces, esta caja tiene dos opciones o es del ripo OX, o es del tipo caja fija, pues

no tiene sentido ser de1 tipo X por Ia Observación 35, y esta caja es la que está en

el tope superior de su columna, así tendríamos una caja ca¡nbiable. Si esta caja no

existe, entonces estamos en la situaciól en que todas las cajas en esa columna son

del tipo O. Veamos que esto no puede ser. Notar que si hay una caja tipo O en el

tope superior de una columna, entonces por la Observación 36 y por la definición de

4)i, debe estar al final de esa fila. Supongamos que estamos en la situación señaiada,
entonces hay una caja del tipo O en la primera flla. Según la Observación 41 debemos

aglegar'.\1 cajas, pero antes de agregar las cajas hay a io m¿is )2 columnas) y como
agregamos 11 ) ,\2 cajas y sólo una caja en cada columna, entonces se debe pasa,r, al
menos, por la primera fila para poder agregar el resto de las cajas. Esto fuerza a que

ia caja tipo O en 1a primera fila sea en realidad una caja del tipo OX, contradiciendo
que existan solo cajas del tipo O en la columna en cuestión. Entonces en ambos casos

hay una caja cambiable. Luego efectivamente z:0 y ? e Q¡.. Ahora como todas

Ias caj as cambiables de los elementos de {r,, son del tipo caja fija entonces la única
. - _ -irnarrera de que un ? € Q¡,, tenga C (T) :0 es que, según la Observación 41, agregue

una caja en cada columna disponible de i hasta acabar con todas ias cajas que hay
que agregar. Esto recupera a ) 1o que concluye ia demostración del lema. tr
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Finaimente observamos que según el Lema 46 el ¡esto de los elementos a. UÉo' 4),*,
tiene un conjunto de cajas cambiables no vació.

r'r-r
Deffnición 47. Sea Á una partici.ón, entonces d.ef.nimo s T^ : U 41..,*, \{(i\"i\r,\)}
que llamaremos el conjunto d,e las représentac.iones con 

"o¡o" 
ff*biobl",

3.3. La Involución

Recordemos Ia Observación 33 que decía que las cajas tipo fijas y tipo OX son
en un sentido, cajas equivalentes, esto era cajas que representaban lo mismo, pero
tenían diferente relleno. Podemos pensar entonces que existen diferentes (p\")\rz)
y (¿\r,\\"r) en ?) tales que representan a 1a misma partición, es decir z: i.
Ejemplo 48. .9¿ ), : (6, 5, 3, 3, 3, 2, 1), entonces en T],r, tengo

T : ((6,4,2,2,2,2)\0(6,5, 3, 3, 3, 2, 1)\x (13, 4, 4, 2 ,2,2,2))

y en T|,,, tengo

T' : ((5, 4, 2, 2, 2, 2)\a$,5, 3, 3, 3, 2, 1)\x (13, 4, 4, 2, 2, 2, 2)) (3.3.2)

y ambos d:tagramas d"e representaci,ón d,e T y T', leemos finalmente una misma par-
tición, a saber, (13,4,4,2,2,2,2). En térmi,nos d.e diagramas esto es,

(3.3.3)

donde la caja remarcad,a es la úni.ca di.Jerenci.a en los dos d,i.agramas.

Vemos que en el Ejemplo 48 se hace evidente ei hecho de la equivalencia de las

cajas tipo fijas y tipo OX. Además ambas cajas son cajas cambiables, pues están en
el tope superior de su columna, entonces pareciera que siempre puedo cambia.r una
caja tipo fija por una caja tipo OX. A continuación presentamos el resultado que nos

permitirá hacer Ia demostración de Ia identidad,

Teorema 49. Sea \ parfi,ción g T^ como la Definic'ión f'/, entonces

28
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dond,e o(T) se obtiene al carnbi,ar la caja camb.iable más a la derecha de T según la
stguzente regla,

,o

(3.3.5)

es una func'tón bien defin'id,a y su propia inuersa, es decir es una i,naolución.

Ejemplo 50. Por defi,nici,ón o se aplica sobre la caja cambi.able deT mds ala d,erecha.

En el Ejemplo 18 ta caja de la pnmera fiLa y la serta coLumna cambia según la regla
(3.3,5 ). Esto es,

(3.3.6)

Leyendo 1as particiones obtenidas en el ejemplo de a¡riba podemos recuperar la
aplicación de o sobre 

": 
(p\ri\*z). De esta manera la aplicación de o la podemos

describir también como

o($, a,2,2,2,2)\0(6,5, 3, 3, 3, 2, 1)\x (13, 4, 4, 2,2,2,2)) :
((5,4,2,2,2,2)\o(6,5,3,3,3,2,1)\x(13,4,4,2,2,2,2)) (3.3.7)

Entonces alternativamente podemos definir la función o así,

o : T^ -----) T^
(P\,1\*")'---, (P\o)\,r)

dor-rde p se obtiene de sumar o resta,r 1 a una componente ¡t, de ¡-t: (h, ltz,. . .,ltr,. . .

. . . , /¿¿), que es la flla r donde se ubica la caja cambiable c mrís a 1a derecha. Suma
1 si la caja c es tipo fija y resta 1 si 1a caja c es de tipo OX. De esta forma diremos
que' 

o((p\".\\,ru)) : 0r\,1\*r) (3.3.9)

Observación 51, Debid,o a gze (¡r\o)\"2) y o((¡.r.\" )\* iu)) representan Ia misma
parl,i,ción, entonces u : u . Y como además ambas representaciones estdn en T^
entonces ), : \ tambi.én.

Demostración d,el Teorema 19. Verifiquemos que o es una función bien defrnida, es

decir. si (p\")\rr) € ?) entonces (p\rl\rz) € ?r. Es decir verifiquemos que,

\l-L': 
^lP: 

f¡anja vertical

t l-P : v I t't: franja horizontal

Veamos esto en los dos casos correspondientes

(_
o, )@ -----+ 

L-.1

Itr -.-' @

)
"(

(3.3.8)

(3.3.10)

(3.3.11)
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(r, o carnola tdl 
-Ll

(ii) o carnbia !----..+@

EI primer caso es más claro, debido a que Ia aplicación de o en este caso es sacar
r.rna caja. Entonces si antes de o teníamos We (u I tl) era un franja horizontal, entonces
(ru/¡) seguirá siendo franja horizontal, pues a la franj a ta sacamos una caja. Igual
¿ 'gumento para la franja vertical.

Para ei segundo caso, sea b 1a caja cambiable de T6 = (p¡\r)r\*r¡) € 7r más a
la derecha. La llamaremos caja ó (o solamente á si está claro en el contex-to). En este
caso Ia caja b es una caja del tipo fija, es decir á: ¡, entonces o(b) : o(l) : @ y
por 1o tanto debemos ve¡ifica¡ 1as siguientes propiedades,

tT; en Ia fila de aió) no hay otra caja con relleno O.

(II) en la columna de o(á) no hay otra caja con relleno X.

pues si falla (I) contradice el hecho que )6fp6 sea una ftanja vertical y si falla (iI),
contradice que ¡/ü/i-¿¡ sea una fuanja horizontal. Para 1a propiedad (II) podemos afirmar
clue no hay una caja dei tipo X en 1a misma columna de o(D), de1 hecho que la caja
á es por definición una caja cambiable. Esto dice que ó está en el tope superior de su
columna, por 1o que de haber una caja del tipo X debería estar mrís abajo que ó en Ia
misma columna, pero esto no tiene sentido en un diagrama de representación, según
la Observación 41. Para 1a propiedad (I), supongamos que la en la fl1a de la caja b

hay una caja tipo O. Esta caja tipo O debe estar a la derecha de ó y al final de la fila,
pues antes no tiene sentido según 1a Observación 36 y ademas como ó está en el tope
superior de su columna no hay cajas a la de¡echa de ó y en una fila superior. Ahora
en Ia situación siguiente que existe una caja c, entre la col.umna j y 1a columna l, el

diagrama se ve de esta forma,

30

.oL j
I

tfú (3.3.12)

Pero Ia caja c no puede ser caja tipo O, pues no tiene sentido según nuevamente Ia
Observación 36. Tampoco \a caja c puede ser cambiable, pues ó es la caja cambiable
más a la derecha- Finalmente, del hecho de que ó está en e1 tope superior de su
columna, iunto con que Ia caja en la posición (i,l) es del tipo O, dice que 1a caja c no
puede ser del tipo X; de serlo contradice que el diagrama inicial de,\ sea efectivamente
un diagrama de Young. Entonces no puede existi¡ ta1 caja c. Luego j + L -- l.

Veamos ahora que pasa debajo de la fila ?. Si i > 1 entonces hay una caja d en

la fila ¿ - 1 y columna j * 1. Esta caja d sólo puede ser del tipo O, pues si es caja
fija o del tipo OX, sería caja cambiable, contradiciendo la elección de á como la caja
cambiable más a Ia derecha. Tampoco la caja d puede ser del tipo X, pues no tiene

col I
II re- Íito í
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sentido por contrucción (primero sacarnos cajas y luego agregamos cajas). Esto fuerza
a que si hay ta1 caja d, entonces ésta es del tipo O y entonces la fila (z - 1) de 7¿ es

idéntica a la fila i. de 76, a exepción de la caja b. Entonces iterando, todas las fi1as

A < i son iguales. La situación queda entonces así:

fila i

(3.3.13)

El otro caso es que i: 1. En ambos casos el número de columnas es a lo más,\2 y
para obtener ,/ó hay que agregar por Io menos.\i cajas. Como,\1 > ¡2, entonces para
que Ia representación de 7¡, sea un diagrama, tengo que agregar cajas en Ia primera
flla ocupando las últimas columnas. Esto hace aparecer una caja en la columna )z
del tipo OX. Lo que contradice Ia elección de ü como la caja cambiable m¿ís a la
derecha. Luego no puede haber una caja tipo O a 1a derecha de b en ?¿. Esto dice
que efectivamente o(76) € 7), entonces tenemos que o :7r ---* 7) es una función
bien definida.

Tenemos también que si b es Ia caja cambiable más a 1a derecha, entonces o(ó)
es también una caja cambiable, pues a por definición lleva caja cambiabie en caja
cambiable, y está más a la derecha que todas las otras cajas cambiables, pues si no
contradice la elección de ó como caja cambiable m¡ís a Ia derecha. Esto, junto con la
definición de o en su regla de cambio (3.3.5), dice que o : T\ ----. ?^ es una involución
y completando la demostración del teorema. D

3.4. La demostración

Con estos ingredientes podemos hacer una demostración de Ia identidad (2.5.24).
Recordemos 1a regla de Pieri, que nos dice cómo multiplicar funciones de Schur para
r,Ln caso específico. Sea n, I € N y z partición entonces

31

:

TTilA -n-El
:::
fTIA

I
eol \z

:

E

tr
T

s1r¡ sr, = !s,
p

donde la suma es sobre todos ios p tales qre plv es una banda horizontal de tamaño
t.

Demostrac'ión. Según Ia regla de Pieri y to hecho para los conjuntos {r, la identidad

12.5.24) Ia podemos escribir como sigue:

(3.4.1)
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^'r-,,^: !1-i)nsrr,+0.( I s,) (3.4.2)
i=o v eCiU)

0
)",-1

,^:!1-t;ur(¡,+r.()l s,¿(o) (3.4.3)
i=o r erj;'

0
)1-1

"^ 
: I(-r)n( I s1r,n¡ 's"¡sl) (3.4.4)

i=0 ^-^\l c l t,o

s
¡i -1

,^: !{-r)'( » s"¿(r,)) (3.4.5)
i=o z" e r,f^, n,

Usando 1a definición de ?), ia Ecuación 3.4.5 la podemos esc¡ibir como:

s),:s)+ ! sgn(?) s,¡17¡

TET^

(3.4.6)

donde

sgn(T) : (-l)lcajas cuitodasl

Así basta ver que

» sgn(T) 's¡á(") : 0

De Ia deñnición de la regla de cambio dada en (3.3.5) podemos decir que sgn.(o(?)) :
*sgn(T), pues sea cual sea 7, bajo la acción de o, a T se le aumenta o disminuye

en 1el número de cajas tipo OX. Como además d es una biyección, pues es una

involución, entonces

\ sgn(T).ssi¿("): lssn(o(T)) 's¡¡.(a(o):- » sgn(T)'s"¡¡71 (3.4.9)

T€'I^

(3.4.7)

(3.4.8)

'leT^ ?€?¡

pues slr.(a(7)) : sh(:t) debido que la partición que representa sá(?) no cambia bajo
o. Entonces,

! sgn(") .s"h(") : - ! ssa(?)'s,¿1r¡ (3.4.10)

TÉ?^ T€-T)-
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Es decir,

I ssn(D 's"a(") :0
T€T^

como se quería demostrar.
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3.5. Proyecciones Futuras

Ya hemos comentado que el estudio de las funciones simétricas ha lievado en
trabajos recientes, p], t3], t4] y [5], al estudio de una nueva familia de funciones

simétricas sf), indexadas por particiones cuya primera parte no es mayor que un
entero positivo k, llamadas ft-funciones de Schur. El nombre cae del hecho de que en
el estuclio de estas funciones se estableció que, las sf) cumpiían propiedades comb!
nator-iales similares a las de las funciones de Schur en 1¡ : Zlh, h2,. . .], pero en eI
espacio,{(k) - Z[t'q,. ..,hr].

Estas funciones satisfacen, de una forma m¿ís general, propiedades clísicas de las
funciones de Schur tales como 1a regla de Pieri y la regla de Llttlewood-Richardson.
Estas reglas se deben entender como nuevas reglas que reciben el nombre de fr-regla
de Pi,eri y k-regla de LittLeuood-Ri,chard,son. Una observación interesante de hacer
sobre estas /c-funciones de Schur, es que en los casos en que el entero positivo /c se

toma muy grande en comparación con la primera parte de 1a partición ), se recupera
el caso cirásico, es decir, las ,k-particiones se comportan como particiones y 1as &-reglas
son exacta,mente las reglas conocidas. De esta forma y aprovechándonos del lenguaje
llamaremos al caso clásico por el caso infi,ni,to.

La existencia de estas ft-reglas hace pensar que las ,b-funciones de Schur podrían
satisfacer una relación similar a la fórmula de Be¡nstein. Esto fue conjeturado por
Luc Lapointe en sus trabajos con polinomios de Macdonald, observando que una k-
función de Schur se podía expresar en términos de sumas de productos alternados de
fu-funciones de Schu¡ de grado menor. Así aprovechando las propiedades combinato-
liales de las ,k-funciones de Schur, se sugirió que Ia demostración combinato¡ial de
la iderrtidad (2.5.24), podría establecer ias bases de una posible demostración de Ia
identidad más general conjeturada. De esta forma en un trabajo cercano, para lograr
Ia verificación de la conjetura de Lapointe, se debería precisar mejor cuales son los
objetos que permiten enunciar de forma precisa la conjetura.

En una etapa inicial será necesario establecer sobre que conjunto de particiones es

Ia suma de esta expansión alternada. En este paso inicial se debe defrnir un conjunto
Cr^)il) eCuivalente al conjunto Ci(z). Para este proceso debería llevarse a cabo un
trabajo de encontrar una definición apropiada al concepto equivalente de banda ver-
tical y banda horizontal, una especie de k-banda verticai y ,k-banda horizontal. Esta
defrnición debe permitir luego hacer el trabajo combinato¡ial sobre los conjuntos de
particiones. Luego encontrar una función sobre e1 conjunto sobre el cual se hace la
suma, que sea una involución que cambia el signo de la a.lternancia. Finalmente con
todos esos elementos hacer una demostración, siguiendo 1os mismos pasos que en el
caso infinito.

Este trabajo no só1o es interesante por si mismo y por entregax mayor evidencia
que respalde a 1as k-funciones de Schur'como los objetos apropiados a ser estudiados,
sino que ademiís propone que hay una traducción desde el caso infinito al caso general
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en rruchos otros aspecto ab¡iendo nuevas líneas de investigación que merecerían ser

exploradas.
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