
1\0H-fc
I\Aq- N

8Tt.
OPERADORES INDESCOMPONIBLES EN ESPACIOS

SOBRE C1IERPOS DE SERIES DE POTENCIAS

Tesis
entregada a la

Universidad de Chile
en el cumplimiento parcial de los requisitos

para optar al grado de

Magister en Ciencias con Mención en Matemáticas

Facultad de Ciencias
por

Tonino Costa Ara) a

Agosto,2005

Director de Tesis: Dra. Herminia Ochsenius A.



FACULTAD DE CIENCIAS

UNryERSIDAD DE C}iILE

INFOR.IVIE DE APROBACIóN

TESIS DE Ivf .AGISTER

Sc info¡ma a Ia Escucla de Postgrado de Ia Facultad de Cicncias que la tcsis dc N{agister pre.
scntada por cl caDdidato.

'Ibnino Costa Araya

II::L sido aprobada por la Comisión de Evaluacióu de la tesis como requisito para optar- al grado

de \lagister eu Ciencias co¡¡ meución en j\,Iatemáticas, en el examen de Defensa de Tesis rendido
el día 24 de Agosio de 2005.

,l
D.rccto¡ rr. Tcsis ,,4 Arl,rr-- I
Dra. Hormi¡¡ia Ochscnius O !;E;;}_**

Comisió¡r de Eraluación de Tesis

Dr. ¡ans ricrre¡ V'a A (llt"

D¡a. Alicia La.bra .1.

Dr'. Jorgc Soto A.

6")§'a
I \fa' ta}.-
c \r" /..\

[%^--':+



{..rro o¡l§

Descle el cole¡¡io liri " bueno para los nÍrnicros" . lra-se c¡re todo el rr¡rrndr¡ r¡tiliz¿¡ cu¿nrlrl clenta-s

qrre estrrdiils n1¿üeinirtic¿1s. liase que irnrchos concordarán lolmigo, está rriuy rnal usa<ltr, pero

cso uuo Io desculrre cu¿tdr¡ va está algo ;¡¡,¡ru¿rdo cn l¿r cr¿n'tet'¿r.

Estudirl Lirr:rrci¿rtrrr¿r crr \'l¿torr¿iticrs cl la Pontifici¿ Utri¡'elsidad Católica de Chilc ¡' cl

riltino ar-ro hice rn i¡rl er-carlbio col el Politécnico de \,1i1án. antcs dc p:rrtir leni;r r:laro que

I¿ ilr,estigación era algo quc quclia cxplorar v tcrrrrilré haciendo esta tesis de llagistcr crr l¿

Ilnii,'e¡sidad de Clhile. Ahora hay que rnirar hn(ia a(lelarl.e. .omo sie[rpre lo he ]rechr¡ or rni

r.ida. v el siguientc paso p¿rra coluplct¿r'uri firrnrirciót ar:adémica es realizar-url doctor¿.lo, el

(u¿l cornienza el prtixirno Novieml¡re eu I¿r Lltiivclsirl¿rd de Cirntabria, Santartder-. Esp:rña.

De manera paraicla a Jn vi¡la estrldialtil hat.- mlrch¿rs cos¿s qlre fiie glrsta ]racer. pero sin dtrda

la quc niás cs viaia¡, si fur:se posible lo haría irn hobb¡-. Scgiui ¡Iudros rle rnis amigos r¡i fiD crr

la vida es ahor¡ar dinero para Tiodr:r viajar. lo crral no se aleja rrruolx) (le la ¡ealidad. de hcrüo

pienso que no hay nada más crrtlctcrido que perdelse crr ulra ciud¡,cl donde no hablo cl idionra.

Debido a este g¡sto por-los viajc-s v por ser lrna her¡anicnta lir¡rclamental clrando sc eslr(lia

ul¿¡ calre¡a científir:a rre r.i obligado a estudial inglés, pero ¿rl fr¡ral no lite tan torrible, cle hecho.

ader¡rás de ser mul' rifil, es algo que se puede torllal mrty entretcuido para hacer aürigos. no es

r'¿lro vo-¡nc ofrccierrdo ¿rylrd¿ ir ¿lguien colr nrl [Iaplt e[ l¿] n1aro y cara de perr.lido en la estacióD

Baqrlu:d;rrxr del rnetro tle Santiago. y t<:rr¡rina¡ hacie¡rclo dc grri:r etr rrn paseo por l-aiparaiso.

cirrdad tle la cual estol'profurrdalle ,e eüamorado )'cacla vez qrre voY disliuto l¡rrsca¡rdo nltevos

v trás bellos paisaics.
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c$O¡
0. Intro ducción

Li¡ cla-se dc espacios o¡to¡nodul¿res de;crita por Gross y Kiinzi (verlS]) basríndose en el

tlaba.lo r1e H. I(elier (veLl1]) es una generaiización de los espacios de Hilbert clásicos. En efecto,

sr:a E Lirr r:sp:rcio o¡[o¡¡iodula¡ de esta clase co¡r una forrua { bilineal, simétrica y alisótlopa. TaI

conro ur los espacios clc Hiibcrt ry' in<ltrce una topología con respecto a la cu¡rl .E as completo.

Los srrbespacios celrados topológica¡nente son exactamente aquellos que son ortogonalmente

ceuzLcios, y el l,eorema de proyección es válido.

Sür embargo las diferencias son m&rcadas. En efeclo en un espacio de l{ilbe¡t los operadores

auioadjuntos curnpleu eI teorema espectra.l. En particula¡ si 7( : lR y la dimensión de -E es fi¡rita

uu opcrador 7 es autoadjunto si y sólo si E tiene una base de vectores propios de ?.
En cambio en [2] se descri.ben espacios (.8", {.) con dimensión 2¿ para caAa n € N, donde /"

cs una folma bilJneal definida positiva. El cuerpo base de -8" cs el cuerpo de series de potencias

¡¡cncrir,lizada.s K" = R((X1,X2,...,X,,)), que es henseiiano y ordenable. Se preseDta en cadu

,8, rrl cje.mplo de un operador A* que. es autoadjunto e ildescornponible, vale decir no tíene

sulrespacios invariantes no triviales.

En csle trabajo se obtiene para cada (.E",d.) una familia no numerable de operadores

a;LrLoadjrrntos e indescompoaibles. Dc hccho se presenta un método (al que llarnamos mótodo

SÍ'p) qr" perrnite construirlos a partir dc un operador auioadjunto e indescomponible en el

e^sprcio ,E1 cle dimensión 2. Luego se con5truye un espacio o¡tomodulal de dimeusión infiuita
(-E.p) v sc pmeba que dicho ¡¡:étodo iaduce u¡ opcrador autoadjunto e indcscomponible en

(E,9), esta colmtrucción coincide con las ideas que aparecen en [7], pero fue desa¡rollada en

lornu irrdepeuclierrte.

Err el capítulo t ha,remos un primer acercamieoto srostrando los resultados perlimina.res a este

traba.jo. En el capÍtulo 2 mosiraremos ia construcción de una colección de opcr.rdorcs {Z,,},,ew
qrre cunrplen en cada espacio (E.,$") con ser autoadjurtos e indescomponibles, y luego en el

capítulo 3 ürostrs,renos de que manera estos operadores inducen r..¡n operador linca.l acotado,

autoa<l.junto c indescomponible f en el cspacio (-E, E).
Finalmcntc cn cl capítulo 4, utilizando las tócnicas usadas cn los capítulos 2 y 3, construirc-

ruos rrucvas lamil.ias dc operadores, cn cfecto una cantidad no numerable de ellos, que gene¡alizan

1a^s a¡]tcriormentc constmidas, ta¡rto en este trabajo, como en [2]. Nfostra¡emos también un ejem-

plo qrre no pertenece a ninguna de las familias conocid.as y que genela, usando el método ,Sf,'p,

urla Ilucva fauülia no mrrnerablc dc opcradores acotados, autoadjurrtos c irdescourponibles cn
(E , ,b) .
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1. Preliminares

i:lLr esi:e g¿1títu1o esl,udia¡smos los cuerpos bases de lm espacios vectoriales t¿urto coD grupo

iir i-rLl,¡ii:¡ clc ru.ngo fi to como ).nfrnito, espacios vectorialcs con dimcnsión ñnita y el espacio

r-rfi.in.,iiular rle di¡rcnsión infirita -8.

1.1. Cuerpos de series de potencias generalizadas.

sce (l-,'. +) uu g.upo orclcn¿¡do (y iror t&nto .infinilo). Ct¡nsidcramos 1í : R((G)), cl cucr¡ro

Llc st-¡ics rlc polencias gelcralizatlas con cocficie¡rtcs reales, formado por todas las lLulciones

,,: (i , a¡ar-a las cuales sup2(o) :{Se C, 
"(f.)) l0} es un subconjuDto bie¡t ordc¡Lado dc

(,. Sc ricíinc la su¡r-r¿r v la r:ulbiplicación clr cste c(lcrpo dc izl, siguientc manera:

(o-i3)(o) :a(,r') +1fu)
(.a. 9)b) - I) "kt) p(!t")

g'*9"-=g

;-ilrr tcrio cr.J e 1i J' g,g',g" e G.

Sc¡i i-lr la ltLncióu caractcrÍstica <lc {9}. Erltouces cY € Il puede scr reprcscntado por:

a - >.,0 )rt

rloirrlL: n,, :- ¡¡(.1) C R.

O¡rlen¿'¡nos -Il en la forma siguiente; dacio o : I oore € 1( con 9¡ : :¡.ín supp(a') se defi¡Lc

ltr'C
.' i)osil.ivLr c:r 7{ si ¡'sólo si oro cs llosibivo crt -LR.

P¡r' c¡ti r-., l¿rdo. Ia fiirtción ¡, : 1( 
-' 

G u {cc} dcfinida por

',-(a) ;: mín supp(o) para o I 0 v t'(0) = cx3

. u .. r.,l:.,c.or. ¡¡ l(r,¡-1, , " d"' ir':

¿r ¿io) =;, si "r'sólo si a:0,

bl rr(rr :3) : ¡(.i) +,,(i9), y

, 1 n.llrl 
^l_, 

¡)

l'-1, c¡¡de¡ de ,( cs compatiblc co.n esta, valuación. es decir pa"ra todo c, p e /l si 0 1 o { p

r::rti,uces |(,7) ! u(o).

Ur cstudio a-uplio cie las ca¡acte¡ísiicai y propicrlacles de este cuerpo se eDcuentla en 12] y

[3,. ]-.irrLrciar-crnos ¿r continuación aquéllas que utilizaremos.

Por'1a propiedad (c), tcner.r.ros quc K es un cuerpo valuado no arqümediananentc. Por tanto,

,.o rr::npio quc uü¿ scrie I ¿¿, coJrve¡gc cn 1í si y sólo si )-im"or'(o;) : co.

Por-l¿r ilisma propiedad, ta¡¡rbiótr se tienc quc:

Ui,i. t,rsid¡itL dc Cjhile - l-acuit¿rrl de Ciencias - IJepartamenLo de \laieñáticas.



Lema 1.1 (Principio de dominación) Sean a, p é K con u(a) I u(S), entonces

u (a + §) : mín{tr(a), r,(É) }.

1í es cuerpo topológico considera¡do ios abiertos basales pa;ra un punto o defrnidos por

Uo@):{r€K:a(t,-e)>s}

do:rrle r7 G G. Es complcto cn la topología de Ia. wa.lu¿¡ción.

Lema 1.2 (12], Teorerua LL) E'n cl cuerpo K = R((G)) se cumple:

a) lt' es t, cnselio no.

tt) Sca { e .[(. Sz u(() > 0, entonces 1+ ( es un cuadrado en K.

c) Sean a, B e I{ . Si u(a) : 
"@) 

y $ > 0, entonces a : fi mod(k2).

d) La surna de dos cuadt¡d,os ert K es, tam,bién, un cuad.rado.

Lru siguiente deñnición será ñ.mdaraental a.l momcnto de proba^r que el espa,cio de dimensión

i¡rtinit¡r c¡r el c¡re tra,bajareraos es ortomodu.la¡.

Defi¡ición 7.3 Para un cuerpo F, defnimos su niuel, S(F), como sigue:

a) Si -l es swna d,e cuadrados, entonces

,5(¡') : mín{r¡¿ € N: ¿::¿sler¿ al1aL...,anl€ F u¡n -7- al+al+...+"?.,}.

b) Si -1 no es uno, suma d.e cuad.ra,l,os, entonces S(¡) : oo.

Debido a que 1( es ordenado, se tieue que S(f) : m.

UDivcrsid¿icl de Chile - Facultad de Ciencia$ - Depa¡tamento de iú¿temáticas.



'1.2. El espacio vectorial E,, sobre el cuerpo Ko.

a.) El cuerpo valuado K,,. Consideremos el grupo C^: 6Zr,dond.e cada Z¿ es una copia

isomoú¿ de 1os números enteros. Notemos que cada C,llueae ser inyectado en G,,11 d.e

¡Lralrera Llival. G, está ordeuado antilexicogrríficamente, es decir, 3i l¿: (h,1,h2....,hn) I
g - (g1,g2,...,g") eGy k: móx{j: h¡ l9¡} ertouces g <hsi y solo si 9* t ht.
Definimos I(, como el cuerpo de series de potencias generalizadas con coeficlentes rea.les

rí., - R((G")).

Obscrvacióq 1.4

selies de L¿r,u ent,

R((¿1,¿2,...,¿.)).

I(1 : R((Z)) es isomo¡fo a R.((t1)) el cuerpo consistentc de to<]as las

" 
: .D a¡tit con a; € lR y n6 e Z. De ma¡e¡a más ger.reral, Ií', 3

EI cuerpo K. no es algebraicamente cerrado. De hecho:

Ler¡ra l-.5 ([2],Lema1.2) SeaKn- R((G,,)) Paro.i:7,...,nseo.gi: (0,...,0,1,0,...,0) €
G^, d,onde el7 está en La posición i-ésima, y ponemos Xi t: 'rsi e K,,. Entonces

».': iX'1 ... yl¡ : ey,...,eo e i0,1)]

es un canjunto r:ompleto de re-presentantes d,e cLases de cuad.rad,os posi,tiuoe en li,..

Dernostración:Seaa€I(,.unelemcntopositivo.Como{91,...,9,'}:{r(Xr),...,r(X")}
cs ur.r¿r basc para G,, eutonces existe r¡¡r único ? € 8,, tal c¡ue o(a) = a(r) mod(2G"), Por

Io tanto, u(a) : 1¡1a.'y2) prra alBin ? € l(,". Y por la a.§rmación (c) del Lema 1.2,

co r:c lr, ilt:os quc o - , motl¡K21.

Observación 1.6 Como If. es ordenado, podemos ordena¡ de mayor a menor los repre-

sentantes de cla.ses del lcma a,nterior, es decir,

§l-Ln - \ t L - t, t 2 : xt, T3 : x2,'A : x1x2, - - -, -,2- : xtxZ "' xnj.

b) Los espacios .0,".

Defrnición L.7 En: {((1,. .,(2")} es el espacio uectorial d.e dúnensi,ón 2n sobre eL

c:,t.rPA Kn.

Der¡,otamos por ef,el,.. .,eh a los elementos de su base canónica, Dotamos a En de un

producto interno anisótropo ó^ def.nido sobre esta base por:

Para i.,1j e {1,...,2"}:

a) Si i * j, entonces $"(e!, e!) :0, y

Urivrrsrrla¡l cLe Chile - Facultad dc Cicncias - Depariamento de lvlatcmáticas.



b) $"(ei, e'i) = r; e D,, (ver obseruación 1.6).

c) Operadores en L(8.).

El siguiente paso, luego de haber definidos los espacios, es estudiar los operadores lineales

en L(8,")- Recordamos las definiciones siguientes;

Definición 1.8 ,Seon (8,ó) un esrycio aectorial dotado de un producto inter-no g B :

D -- E un operad.or lineal. Dáremos que B es d,escomponibLe si D es suma ort'ogonal de

d,os subespacios no triai,ales inuariantes bajo B, es decir, E: EtA fu, d,onde B(E;) c E¡

para i, :7,2. En este caso, hay una 
,base 

ortogonal d,el espaci,o E con respecto a la cual' lo

tnatriz d,e B se descompone en d,os bloques,

Definición 7.9 Un operador lineal B : E -'-+ E se d,ice autoatljunto an respecto aL

produclo inte-nt o tb, si pa'ro toclo par z,g e E se liene que:

ó(B (") , a) : ó(¡ , B (y)) .

Estamos interess.dos en estudia¡ la descomponibilidad o ia indescomponibilidad de ope-

radores lineales autoadj u¡tos en los aspatios En de la def¡icióa 1.7- El Le¡ta s.iguiente

iusiifica la elección de dim.E, como una potencia de 2- Al esiudiar espacios ¡esidua^les cn el

Capítulo 4 será cia,r'a la ¡azón por la, cual no consideramos espacios de dimensiól 2'¡ sobre

K* con n¿ I n (ver Observac.ión 3.2).

Lema 1.10 ([2], Lema 2.6) Sea Kn el cuerpo bose y (E'$) un espocío definido positiuo so-

brc I{u. Si la dimensión d,e E no es una potencia d.e 2, entonces cada operador autoaüunto

C : (E,Q') ---' (8,ó) es descomponible.

En i2] se constmye para cada n € N ur operador autoadjunto e indescomponible en

(8",ó") v en [7] se prueba que esta colección induce un operador en dimensió¡r inf¡ri-

ta que es autoadjunto e indescomponible. La meta de este trabajo es generalizar dicha

constrnccióu.

Observación 1.11 Si d es el producto interno en E y A; E """+ E 6 un operarlor lineal

cuya, matriz sobre Ia base canónica s5 ¿ : (a¿¡)-x,¿, con ?n : d'im(E)., entonces ,4 es

a,utoadjunto si y sólo si para todo pax de vectores e,, €j de una base orto8ona,l se crunple

qu,':

g(A(e¡),e¡) : g(e¡, A(c¡)).

^ (s.,0\
LJ- | l.\ 0 B, I\ -,/

l.lnirt:rsidacl de Chile F;ucultad de Ciencias - Depatt¿mefl¿o dc lvlalemáticas.



En el caso de los espa:ios (,E". o,), Io anierior es eqüvalente a

cri¿r¡: a¡¡$^(é'j,é'|): a¿¡$.(e1l, e'¡L) : a;¡r¡

para todo ¿, j e {1 ..-,2"), pues ia base es ortogona}.

(1)

Sj -B cs uu opcrador ¿u¿oadjuuto co¡l respecto al producto iulerD.o d, podeuos reescribir

La clcfilición do un operador descomporible como sigue:

Definición 1.12 Un operad,or li.neal B : @,ó) 
- 

(E,g) autoad,junto, con respecto dl
prod,uclo 'intel'no anisótropo $, es d,escotnponible si y sólo si eci¡te un subespaci.o no trit)ial
Er qua es inuuriante bajo B.

De lreciro, es fácil ver que si x; € E¡! z€ Ef. entonces A= g\B(t),2),pues B(E1) c E1.

Pero, además, ri@@),2): g(r,AQ)),lo que implica que Ef ta.mbién queda fijo por ei

operzr.dor B.

El sigüente Iema nos dará u.na condición necesa¡ia para que un operador se pueda d+
scornponer cn subespacios ütvaJia¡tes:

Lema 1,1-3 Seq E un espaci,o d,c dimensión finita sobre un cuer?o K. Si B .. E * E
es urt operatlor lineal d,escomponible, entonces su polinomio característico es red,ucible en

Kl").

Dernostración: Scan 7 ; @,ó) - 
(¡, d) ur, operador descomponibie y I7 un espacio

invariante bajo I, entonces existe u¡a base de .E donde la matriz de 7 puede cscribi¡se
por bloqucs dc la siguierrte manera:

B=(8, O \
\ o 82)

Donde 61 es la matriz del operador Tw : W 
- 

I4u, defiaido por Tjy(c) :7(c) para todo
:x € \U-

Como el polinomio ca.racte,*ísiico es independiente de la base, entonces el polinomio car-
¿rcterístico dcl otr>erador ?r/, divide aJ polinomio c¿¡¿cterístico d.e T y ytor ta¡to este es

reducibie.

1..3. El espacio E sobre el cuerpo K.

Darlo c¡rc este trabajo cotxta de dos partes, ¡.rna de ellas desa¡rollada en dimensióu finita y
otr'¡ cn dürcrsión infinita, indica.remos, así como lo hicimos para dimensión frr:ita, los resultados
prr:vios en los cuales nos hemos basado para la parte ináaito-dime¡rsional (ver [7]).

Lrniversi<l:rd de Chile - Facultad de Ciencias - Deparlamento de Nlatemátic¿s. 7



Para. el grupo C = 6Z; ordena.do antilexicogrrí.fica,mente, considera.mos If - R((G)) el
i:1

cuelpo de series de potencias generalizada.s con coeficientes rea.les.

Cono vimos en Ia sección 1,1, este cuerpo es rn"luado no alquimcdia,namente en el sentido de

Krull, henseliano y topológico ¡ además, está dotado de un orden consistente con la valuación.

Sca I cl siguieotc conjunto completo de rcpresertantes dc clases de cuadrados positivos en

/i . o¡denados dc mayor a menor:

x : {1 : r(o'o'..,), 12 : 7(1'0'0'..,),73 : ¡(0'1,0,0., .), 
?-4 : 7(1'1,0'0'...) , . . . }

Así, podemos deñni¡ el espacio (ver [4])

¿:: {(€ ).en-. e fN , f€?", converge en la topología de Ia valuación},

E es un espario vectorial con la suma y la ponderación defilidas por componentes. Podemos

dt¡fini¡ en -E r.ur producto interno a,rrisótrop o $: E x E ""'- K mediante la fórmula

d((€,)¿.¡0, (u¡)¡e¡v) = iarr,rn.
i=1

Observación 1.14 Notemos que para cada vector e;: (0,...,1.0,...) de la base canónica se

tie¡lc que Ó(e¿,e¡) : ri, y como 7i no es u]r cuadrado, excepto cuando ¿': 1, es cla,ro clue esta

ba^se es ortogonal, pero no es ortonormal-

Deffnición 7.L5 Diremos que un espac'io L d"otad,o d.e un producto interno Q es urt espacio

orlotnodular si en él se cumple la uersüin algebroica, d,el teorerna de proye*ción. Es decir, para

torlo X subespac'r,o d,e L se curnple:

X:XL!+L:X@XL

Nos irrlelesa mostra.r que E es un espacio o¡to¡uodular. Para ello necesitamos ei concepto

de ripo topológico, que está ¡elacionado con los subgrupos corvexos (o aislados) del grupo de

ua.lorcs C: @2.
n€N

Definició¡r 7.76 Set S un grupo ordcnado. Un subgntpo H 3 S se dice conaaxo si dados s e S
tl llt \ tL2 t 11 ,

[r(s<h2+s€H-

Definición 1.17 Parag €G rlef,nimos:

l(g) :{g'eG:para todo n € Nf 0<nlg'l <g}

Tenemos que:
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¿tl .\({r) : i0}.

irt Si q 10, entonces A(9) es el subsupo convexo más gra¡de que no contiene a g.

i-os subgrupc-,s cou\¡c-ros clcl grupo , : 
,PrU 

son Ao C A1 C A2..., donde A, : @D¿ con

t) -Z¡,,,.i !tt'.t D¡ -{0} sii>n.
r\hor¿i esta¡ros cn coucliciones dc clefi¡ür 1os tipos topológicos.

Dcllrriciórr 1-.I8 S'eo. lt a (;. El tipo topológico de g es

T6(s) :: I a1e + ze';.
!l'8C

D,:,[int¡nos. Lurnbién, el tipo toy.,oLógico para u"n elcmcnto o € ¡,a \ {0} rJe la si,guiente manara:

't'¡ (a) :76('"'(o))

Cl¡r¡ cs¡¡r definiciórr irodi:mos cnLutc'iat el tcorema siguicnte.

Tcolern¿r 1.19 (11j, Teolcrna 1) Seart G, I{ g E corno &ntes !/, slPongamos que ¡Lk: card{i e

\i: fr;(¡) : Lr), pt¡ra A c ¡§u {0], cs finito y cumplc qttc.9(K) 2n¡ para tod'o fteNU{0}'
Eti.i¡¡r¡ c:r:; :

t) ill. ]troducio i,Tt,l,c¡tt,t¡ cs artLsóhopo.

b) [,r. a.si.qrtaci.ón

r ,- r(q(a,r)) e G

curty,,ir: con la r),estgu'aldad triangrtlor fuerte y por tanto define una not-rn«, la r¡u,e llurnare'

rrr o.l -11.

t ) E cs cornplcto cn. L<L LopctLogía dc la no¡-ma.

ti., Lit slLesi.,acio li -:- E et ortogonalrn cnte cenaclo st y sólo síu es topológicarnente ccffado.

e ) E cs o'rl ornocht'kt r .

El feolc¡¡a 1.1t ros cnilega todas las ]tc¡¡a¡aient¿ts pa.ra probar que el cspacio -E es olto-

rnorl¡¡lar. Basla est¿blccc¡ que 7¿Á : cord{i e N : 1-6(r;) = A¡} cs furito, pucs la condición

-li/{j > rr.¡ p¿r¿ todo k e N se cunLple Lrivialmerlte ya que Il es trn cuerpo ordenado y, pol'

;rlrrr.,5(1() - :c.

Lclr.ra 1.20 Paro, todo ke N, n¡ =2 y par{l l;/l se tlerte Quen¡:)k.
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D c¡r¡rostracióu: Para caLcular ns notell}os que T'y(r¡) : {O} v 7-x ("2) : {0}, pero ?rr ("¡) : Ar

l r:oir.io ia r,¿Llu¿ciól es ur¿ hurciól creciente cor i cua¡rio la evaluanos en {r¿}¿6¡, eutonces

conciriinos que rio - 2.

Cc-,r:.si<lelulos pala ca.da I e N el conjrrnto con 2l elelrtoirtos

f,..r-t . I¿ : {¡1,+t' ft)a2t+)' T2)T2L+1''\\:Tzt+t T,L... 1:21+1 72t}

: {r2r -y, 12, -2, r2t +3'T2L -,t-4t - - .' 12,*, }

lrot¡"rros qlre

I - trr u (,Ü r2r-,-1 x¡-1 I

. ,: . ... .tri. ir¡ ¡ )or, disjrll,lx-i.

i\fir:ui¿riros rlre si n € r2r.1 x1 ptr.ra trJgún I fijo entonces 76(t'(r¿)) : A¿' De heclo,

\ \\

tr) si -r É Ai-1, cnl,onces A(u(r¿)+21) : 4,, y

c) s.i ^¡ = 
A, \ A"-r, con n ) L, eltolces A(a(z¡) -l2^i : A.-t.

,\sí. pari.L c¡da h c N, se tiene quc

{t e N: 'l}@(r¿)) : Ar} : {¿ € IV: 7, e r2r;1 D¡}

¡. ¡;oi ianto. r¡ - 2i. tr

IIomos probado que el espacio E es ortomodula¡ y tenc¡nos la siguiente:

Dcfiniciórr 1.27 S erL,I¡ : n . - lG la uplicación definicLa por N(c) : |o(p(r, a))

Por c1 ltx;r-oma a¡rtc¡io¡ la función lirli : 2N(r) cunple con la desigualdad tria'rrgular fuertc'

Eil ¡o¡io lo que sigLrc, rrabajaremos con esta aplicación

El siguiente i,corr-'üla rnuestr¿, 1a equivalencia de cuat¡o aE¡macic¡¡lcs. Como Ya sabcmos quc

E t:s oi tr¡¡uodular, erltonccs 1a primera es cierta, y por taoto todas ellas Io son.

Teorerrra 1.22 (,1é)), Leua 1'1) Las sigttienles cuatro alitntaciones son equiuaLent'es:

cl \-'r, y € E: r;(ti(a 1 y,r+y)) > mín{u(ó(z, z)), u(,f (9, v))} (Desisualdad Tftu'nsular)

tt) 'tt:.y e E : ,)(p,y¡ :0 +'u(er(:c + y,e + v)) : mín{u(d(¿' r)),u(6@ 'v))} 
(t)itrisoras)'

r7 v'.c, 1,r € ll : r(,áQ, y)) 2 r:rín{u({(r, c)) ,u(4,(a,a))} (Catchv-Schwarz d,ébil)

t).) 'i:t;.s C E: 2t.,(q(o,y)) > u($(t, t)) + u(Q(y 
' 
y)) ( Cauchy-Sdruorz).
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Pai-a cornpletar'1¿ enumeración de Ios resultados preliminares falta eL estudio de los cspacios

resiclu¿rles. Sin ernbzu-go 1o postergarernos ha.sia el capÍtulo 3 donde surgea de ma.nera natula.l
por sr] gr-íur irnportancia para probar la indescomponibilidad de algunos operadores definidos en

lJ. Nos ccntlarcmos ahor¿:, en ci cstudio del ca^so de ios espacios de dimensión finita.
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2. Construcción de una colección de operadores autoadjuntos e

indescomponibles

.{)rora que hemos terminado con Ios preliminares, construiremos de manera ¡ecursiva una

succsión dc operadoles linea.les {""i"ero, donde cada operado¡ está definido sobre (8,, /,.). Estos

opcradores rcrr¡en las ca¡a¡te¡ísticas de ser autoadjunlos e indescomponibles.

Soa 2,, la. urat¡iz identidad de orden 2n, entonces: fi es el operador lineal cuya matriz sobre

la b¿r-sc c¿¡ónica es ,/\
7:10 x, \.' \1 0 )

y p¿rla i¿ ) 1, sc def:ic 7rr-¡1, de -uconeru recursiva, corao cl operedor que sobre la base canó¡ric¿¡

.', ¡.:rrcdc rel)resen(a,r por la matriz

/ z r"-r (2" u") \r"*,:l _ I\T"-r" T" /
Nuestro primer objetivo es probar que los operadores de la sucesión son autoa.djuntos respecto

aJ ploducto intemo correspondiente. Par¿ esto, usa¡ercos la estrech¿ relación c¡ue existe e[tre
D, ! E*+t.El siguiente teorema nos muestra cómo construir operadores autoadjuntos en 8n41,

conociendo dos operadores autoadjuntos en D,r.

Teorema 2.1 Sean A,B , (8",0") 
-.(8",ó") 

dos operadores autoadjuntos con matrices A,B
respectiuancnle. Entonces el operador C , (E^+t ó^+t) 

- 
(E^+t,,i"-i defnido por la matriz

/ .q x"-, 'B \n-l I\,- | |

\n A I
es auLoadjunto conTespecto al prod,ucto interno Snal.

Den¡ostración: Primcro fijemos la siguientc notación:

a) lir lnatriz de A será A = (a¿¡)2""2",

b) la matriz de .B se¡á B: (b¡¡)2"2^, y

c) la lnatriz de C se¡á C = (c.i¡)2"+, *2+,,

Divic.liremos la, demostración en tres cásos (ver la notación de los vectores en Ia base en la
definiciór 1.7):

Unire¡si.i:rii dr: Cl,ile - I¡¿culiad de Cienci¡ts - Depalta¡neolo de luatemáticas. 11



!'llsr¡ l: S: r.;, 1] 2'1 sr: cuti4rlc quc:

,p^*yQi+1.ci+') : Ó"Qi',ei). Q)

i'or la it¡t-lra rlc C, sr: tienc c1ue.

cij : aij .

Luego:
c¡¡4¡n-rk'!' t' ,l'*') : a;.,Q.Q"' . ei' 1

: a.,;,t"@,j , e,])

: ,¡rE__r?i-, , ",j*r),
-,:., - I . ¡,r,o,ljr,nr;r.

: _. j l '.I,cL,_ 5^ l" 1.( (luñ'

,!^.' ,k-i*' , "'i*' ) - y-'1,p^(e'i-2^, ei-2-) (3)

'! crLe

clj : a(i 2 )li 2') (4)

1rr-,r'1o cirrc:

c. ¡ r! - - 1 ( :i' - 1' ei' 1'') : o i, -r^ ) rj -,^);1" - 1 q 
"l 

ei 2'' ci- 2^)

'¡, usando riue ,4 es au¡oa.ijunta, tcncmos:

¡r(i 2")(j 2.)xn+r a,Gi' z-,e?-z-) : au - 2' )li 2n) ' v-¡1ó*@|-2". e'] 2")

: rrre,,*, Gi- 
r, 

"i*',),
c-* rlccir':

,á¡,i-n«.i' r' , ei-') : c:,ó^=J."'j*' , "i-').
( l¡:u ll: Sr i 1l 2" y j > 2". Por la dcEniciól r1c C, tencmos c¡re

c.1 - \n -tb; I 2",'

,ue¡,,:r:

r:,,qt,.'i(,e'i'-t , c'i'+t ) - a¡r\,,(.e'o', "7) 
(por (Z))

: a"-704r-2p^(ei' , e?)

: x..-rú(.r z-¡;ó"(ei-2", ci r) (pues 6 cs aritoadjurta)

: Ó1; z.;,x.-rÓn (ei-2-, ei-it

- bt¡ z-t;Q^+.(ei*1, ''f 
+1) (Por 3)

, n-l n-1 r

- tJ i(Pn:t\c) ,t) )

.:Li.r'rsita,l d,r Chiir' ¡'¿cül'"¿ld de Ciencias - Departamenlo de Nlai.ernáticas. 12



ei teorema anterior
\,,-1 (r"-2,) 

)T"/

Fi:ralrierrtc, el ca-so i > 2" v .j < 2" es anáJogo a.l caso ante¡ior. tr

Co¡olario 2.2 Paran> 7, el operador T,-, (E*, ó.) 
- 

(8", ó") es autoad.junto.

Demostración; Haremos la demostración por inducción.

Pa¡¿r ¡¿: 1, telenos: at2: x1, a» :7, ót(el, el) : t y ó{el,eD: xr, lo que implica que

azt. ótG12, e!): x1 - ¿12 dr(e1, el).

Esto prucba quc fi es autoadjunta.

Suponemos, al:ora, que 7", es autoadjunta. Entonces T^ -Í" tac;.brétl es autoadjuata y por

/r"_t
Z"+r : 

I

\ r' - ¿¿

iar¡bién lo es.

llabie¡rdo probado clue esta sucesión está coapuesta por operadores autoadjuntos, sólo nos

ÍirJta ver que son indescomponibles pa.ra obtene¡ lo prometido-

P¡oba¡' Ia fudescomponibilidad de estos opcradores no sc¡á una ta¡ea ta¡ directa como lo

r¡rost¡aclo hasta aho::a, pcro corl la ayuda de la TeorÍa de Ga,lois lograreraos nuestto objetivo.

Lcma 2.3 Paro, tt )- 7, el operador Tn no ti,ene aalores propios en Kn.

Demostración: Probaremos por inducción que paxa cad¿ natr,ual n el operador [, no tiene

va.lorcs propios cn I(^, pero si cn k. : K"(r/Xr,,/xr, . , vf;i'), y 
"r, 

csta cxtcnsión son todos

d islintos.

Si n.: 1, /\
-,:-10xl \-' \r o )

¡.' su polinomio ca.ra.terístico es pt(.\) : \2 -Xt- Sus walores propios son, por Io tanto, )1 : 1fif,

^z 
: - ^,/Xt. Estos valores no pe¡teficceB a,1 cuerpo K1 , pues de ser así, Xl serÍa un cuad¡¿do en

1í1. Io quc no es cierto.

Parzr n ) 1,

/ Z r"*i (f"-z-) \
f^-r: I I

\na r. )
Seair p"(,\) e1 polinomio caracterísLico dc T" y C" u¡a extensión de If," quc conticnc las

2" r¿^íces dc p,,(,\), a las que lla¡naremos ).1,...,.\2-. Por hipótesis dc inducción, las 2u raiccs

Urli.\ esidad de Chile - Facult¿d de Ciencias - Depa¡tamento de Nlatemática§. 1.)



),r ) (A1 -1)¡,,.r 0 0

Ar 1 lr-) 0 0

0 0 A2 ) ()z-l)X"+i
0 0 ):-1 Az-)
.; :

0000
0000

1.,", ) 11,,,-1)r".,
)2"-1 )2. -.\

0

0

0

0

:

0

0

0

0

:

lJc 1o que se obticne que:

r,,, -rir) - [(l-]1)'?-(I1 1)'?r"-rl i(.\-.\:)'-()r-1)21"+rl ..-l(]-A:")'- (lu" - 1)2x.*rl

Por lo La¡rto. los v¿rlorcs propios dc 7¿11 son las solucioncs dc las ccuacioncs

, \r' .). l,r2 1^.¡-4. cor.i-1.....2n.

Es dccir'. cstán dadlos por:

)l') : ¡, + 1..4,+r (); - r)
clorrie i É {-t,t} y i € {1,...,2"}.

ClrnovÍ;JÉ11,-1()1,....)2").errtortccstenclnosqucs\')+x.*r.Porlolauto,7n11 IIo

i.iclc r,¿loles ploplos en il,+r. Y la,s 2'1*1 raiccs de p,+l (.\) sou tocla^s clistinL¿Ls. C

Urr r'r:suit¿cLo d¿isico c1c i¿r ter¡¡í¿r c1c Galois nos cntreg.lrá Lrna irrrportturtc Lcrraurticlta pa:_a

¡r'oi;ai c¡rre eslos polinomios son ir¡educil¡les en 1os cuerpos de series de potencia-s generaiizadas

c¡ Lc colrcsponda.

l,enr¿r 2.,1 S¡,o. F u.n cuerpo y se{nn1,...,1'm et¡, la clausts a algebraíca de l- las m raíces dis-

tÍiltas dc rnt. poLiTlornio p(¡) e -F,lr], rL¡rde eL grado dep es tn ll supongarno$ querí4. F par'a

i - i.... ,nt. Sa(L Ii - I(rt,...,r,") flC;:QalrlK). Entonces p(r') cs in cducil¡le sobrz Flt;f st

",1 sc)l.o si. ¡to.ra coda, par rJe raíces r",r¡ de p(r') eriste u¡t automorfismo g e G LaL qtLe a(r;) : r,.

Dr:t:ost¡ación: Sin pérdida de gcnertüdad, podernos suponer que p(c) es mónico.

Pr-irrclo, slLpongamos que no erisle ul automorfismo en ei grupo G ial. c¡ue g(rt) : r,,,.

Lirtonccs considere:

A: {g('r) :9 € G}.

A:i. ¡-,¡r lripót,r:sis. r", I A.

SobrL: ,l{ lr:] podcmos cscribir p(:r) de la siguicntc formir:

t.t', [I_r' r, 11 .(r-r_)rrFir

Llrivr:¡srdrrri dc alhile L,hculiad de Ciencias - Departamcnto de Nlatemáticas. 15



1 l)¡r'a t.odo I € G se cumple que g(p(r)): p(r) y g(A) ! A. Lo que implica que .II (r - r;) y
I i i.r /./ j sor¡ polioontios fijos ba,jo cualquier automorfismo de G y, por tanto, sus coeficientes

,iri,,,, .n ¡': Io que muestra que p(r) es reducible en F[c].
.-\irola. supongamos que para cada par de raíces r;, r¡ de p(c) existe un automorfismo g € G

trrl qirc r7(r;) : rj. Entonces si p(r) es reducible sobre F[z], se tiene que p(x): h(x).i (,t) con

/ií.r ).1(.r:) € i'frl. Luego. para todo ge G.se tiene que.q(á(¿)) = Á(r) y 9(l(z)) = l(r).
Solrlc /i[r], podernos escribir p(z) : (r - r¡). . . (, - .*) y, salvo por una reordenación de

los f¡rctolcs. poclernos escribir á(o) :(c-11) ...(r - .") y 1(r) = (* - ."+.) ..(z - r-), pero,

pr,c liipótesis, existe un yo € G que Lleva r1 en r?1+1, lo que irnplica que go(lr(r))I h(o), Io que

rros llei.a a una contradicció[. tr

Ya herrros visto cómo proba.r que un polinomio es ir¡educible. Veamos aliora que la irre-

rlrcibrlidad se nantiene cuando cambiamos de un cuerpo a otro dentro de los mencionados eu

,,.rc I lalla.lo.

Ler¡ra 2.5 .9eo -s(r) € /i,[z] un polínom.io con deg(s) > 1..9is(a) es irreducible soóre lf.,[:r].
t ti l.onces tan'¡bién Lo es e n It,-¡1[r].

Demostración: Supongamos que s(c) es un polinomio mónico, irreducible y no lineal en /i'[z],
r: srlpongarnos que es reducible en f1,11[a]. Entonces podemos escribir s(r) - á(e) '/(z) con

ir(r)./(r:) € 1{"1¡[.2].polinomiosrloconstantes.Seaná6.....h0,1o,-..,Iq€Ii,¡l los coeficientes

.lr' 1os polinornios A y / respectivame¡rte. Entonces tanto los á; como los /¡ son surnas de productos

de raíces de s(z), las que pertenecen a una extensión finita de .I(,r. Como h; e Ii"+t se tiene que

I : i ullltl*, p"ro est¿ sumit consta de un solo término a[t), pues en todas y cada una de las

faícc-s de,s(r;) sólo a.pa.r'ecen elemetrtos algebraicos sobre Ii., pero todo e]e¡rento en.Kn-¡1 \I("
es rrascendente sobre I(r( ver[9], Lema 1). Entonces tenemos que esta reducciól¡ de s(o) es una

Iirctoriz¿r.ción en h"[z], lo que produce una corttradicción, pues el polinomio es irreducible en

/i,,irt. tr

lln su mayor'ía los resultados obienidos hasta a.ho¡a han sido o¡ienlados a probat la ildes-

ci.,r ¡ ponibiiidad de los oJ:era.dores 7,, finaimente podemos enunciarl¿ en el siguiente:

'I'eorer¡a 2.6 Pora todo n ) l, eL operad.or Tn es indescomponible.

Demostración; Procedcremos por ind ucción.

l'o¡ el Lema 1.13, basta, probar que el poiinomio p"()) es irreducible

Pa.r'a n - 1, renenlos que el 21(,\) =.\2 - Xr, que es irreducible pues ./!i ( 1ir.

Pala n ) 1. supougamos que p"(c) es i¡¡educible sobre I('. Considere,,I,. el cuerpo de

, ii,sr'om iro-sición de 2"(e) sobre 1i,"41 y sea G/ : Gal¡^r,(J^). Por el lema 2.5 2,.(z) es irreduciblc

soble Ji,"".1[z] y por el lema 2.4 se tiene que para cada par de ¡aíces,\¡,,\¡ de p,(r) existe g'en

ó'' tai c¡ue 9'();) : );. Sea C,*1 : I{,+r (}r, . .. 
' 
),r". Á"+r) el cuerpo de descomposiciól de
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.1 ,,1t\.r) =:¿2-\r¿+r sobre J?¿. Ertonces lC,al : I(,*11: lC,+r : J^l.lJ*: Il,,1rl= 2.Zn - Zn+1 .

\otonros cluc C',n1 cs también ei cuerpo de descomposición de p,ra1(z) sobre 1(,,a1 y. que para
cadn 17' € ó''. cxiste vr g € G -* Gal¡¡*r(C:,.¡r) tal que gl¡^ = g,.

\uesiro plopósito cs probar la ir¡educibilidad de p,11(z) en I(,,..1[z]. Por el Lema 2.4 es

siríicictttc 1>r'obar c¡ue para cada pa,r de raíces de este polinomio cs posible cncoiltrar un iluto-
no; Íismo del grupo de Ga.lois que lleva una en la otra, para esto, por ei Lema 2.3 las raíces de

2,,, ¡ (.r') ticncn la forma:

.lfr) : .ru + /y{,¡r(); - 1)

(iolsi<1cre, er.tonces, dos de cstas ,oi."" ,\li),,\j¿'), conside¡e también 9'€ G' tal que 9'();) :
)... i cl liomomorfismo g : Ctn+t + Cn+t tal que glr. : g'y S(y'Í;¡): lL'vq;i. Luego, la
irrrrt:itirr g así defrnida es un automorfismo del grupo Gal¡;.*r(Cn¡1) y:

s(r!')) : o();+1.A.+r(¡¿ - r))
- g(.\) + ¿g(.,/X"+-r)(S();) - r)
: 9/(.\;) + /g(.,,^;+r)(r,,();) _ i)

- )¡ + 12l' 
^/x^+r(\¡ - 1)

= ); + l'li"+r (1, - 1)

- )!')
lo cluc nuestra que para cada par de ra.ices hay u¡r automorfismo de Galois que lleva uua raíz

crr la otra. -r,. por el Lema. 2.4, se tiene que p,".1(c) es irreducible sobre 1il¡1[e].
,\sí. por inducción, tenemos que para todo n ) 1 el polinomio f"(c) es irreducible y, por el

LolLa 1.I3. cl opcrador ?, es lndescomponible. tr

(bn cst.o hemos complet:Nlo todas 1as metas propuestas para estos operadorcs, a.na.lizate:Ios

airola qLré sucede e:r dimersión infinita.
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3. Operadores indescomponibles sobre E

La ¡nei;¡ en esta sección es co¡strurr ul operador en -B que sea acotado, autoadjulto y por

strpuesto indescomponible, todo esto a partir de los operadores en dimensión finita que ya hemos

constrlrido. Pa¡a eso debcmos conocer 1¿s estructuras del cuerpo residual y del espacio rcsidual.

3.1. Espacios residuales

Los subgnrpos convexos ¿e C : 62 son 46 C Ar ... dcfinidos para cada 7¿ € N U {0} por

A,, : Or; donde D¿ : Z si i < n y D; : {0} si i > n. A cada u¡o de estos subgrupos Ie
i-1

collespolde ur a¡rillo de la valuaciót r¡?,, definido por:

n": {( e K: u(() 2 ó para algun ó € A"}

v cuy'o rilico idea,l maximal es

Jn:{(€ K: u({) >6paratodoáeA,}.

Exl,oncus k. = R^/J^ (con gn: n^ 
- 

k",.la proycccÍón ca.nónica) es eI cuerpo residual

correspondiente al subgr-upo 4".

Lcma 3.1 El n ésimo cucrpo rcsátlual kn cs isomorlo a Kn.

Der¡rostración: I)ebemos probar que ft" : I',.t¡^ ! K., para ello cousidcre ( € -R,., errtonces

u(() > ri pala algún ó e A,.. Corno { € fl entonces:

q:lanrs: Iorre+ D on"o

9€G ,€^" g€A;i

donde A[ - {S e G, g > 6para todo d € 4"}. Considere y = | aors.

Euto,rces 
gÉa'

f ", R-/J" --, K"
{+J.:Yl J* t-- -+ U

r:stá bien deiinida, es inyecti\.a y sobreyectiva, por 1o tanto una biyección. Para mostrar que cs

un isomc¡rfismo de cuerpos debemos probar ios siguientes puntos:

r) ,¡,,({ n) - /"(€) /"(r)
Scrn6: tt.+z- v ¡j:lJ2+ 22.conUl: I aorg, ¿l = » agre, g2: Lbn''.' s{t^' ,i-o* " - nEÁ.

22 : D ,A7á, Entonces f"(€) : U y i"(ti : Az-Calcula¡nos ahora f"((4)
he^j

J"Gn) : f.((u+z)(az+zz))
= f.(agz i g1z2 I y2z1 | 422),

Llnilorsici¡rd dc Chile - Iracultad de Cic¡cirx - Ilep¿rtamento de lvlalemálicas. 1E



peta L)(yrz2'),1)(t)22¡),a(z¡22) € Af,, entonces f"(ygz + Atz2 + y2zt * 422) : f.(ygz).
-\ctcmos quc

afl2= »aoro\bnro = lcn s,

g€4" !€A^ c€A-

corr c, de la manera usu¿I. Po¡ lo tanto Jn(yg2) = Uú2: f"(€) f"(rl)

b) P:rla- proba,r qrrc ,/,. ({+q) : l,G)+ f"h) ponemos ( : !.hl zt y n = yr *zr como en }a parte

(a.) v tencmos eue /.((+ ?) : /"((vr + r¡)+ (u2+ z2)): i^(@t+yz)+ (zt + zz)), a.\\s\al
que anies u(21-t z2) e Af,, entonces f"((Cr +Vz)+(zr+ rz)) : f"@t+az) : ¡"(y1) + f"@z).

Lo <1uc prucba quc /," cs un isomor6smo de cucrpos. D

Observación 3,2 En esta sección nos concentrar:oos en el estudio de ios espacios ¡esidua.les

t los cucrpos rcs.idu¿lcs. Accrc¿ dc cstos ultimos, hcmos probado en c.l lema antcrior que son

isomorfos a los cuerpo de se¡ies de poiencias generalizadas Il' que son los cuerpos base donde

fiemos definido los espacios de dimensión finiia -E" del capÍtulo 2, por lo que resulta natulal
dclinir' .E de la manera que se ha hecho.

A conti¡ru¿rción veremos cómo se defilen los espacios residu¿les del esprcio E y probarernos

c¡ue son copius isomorfas de Ios espacios E, ya definidos.

De la desigualdad triangular de ll .ll en E (Teorema 1.19), se tiene que

NI,":: {r e E: llzll )áparaalgíuráeA"}

es r¡n rnódulo sobre rB,, y que

S":: {t e E: llcll )dparaiodoó€A^}

ur srtl» r nódttlo.

Errtonces É". :: 
^[^lS- 

(n- : Mn ----* É^, t" proyección carrónica) es u-n cspacio vectorial

sobre el cuerpo residual É", definiendo la ponderación como

r"(4c) :: 0.(§);r"(r)

r:uiurdo Í; e M" y t e R",..

Iil cspacio residual É. está dotado cle un producto interno inducid.o por @ dado por

$"(tr "(a), 
r 
^(y)) 

:: g 

"(g 
(r, y))

cor) .¡. t/ e 11r,,.

Lcma 3.3 El espo.cio residual Én cs isomorfo o En-
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Denrostración: A contiruación mostraremos que.E,. es uu espacio vectorial de climeusión 2n

soblc É, 
-1 &r. Con csto y como rn inyccta a En cn bn,sc corcluye que sotr espacios vectoriales

isornorfbs.

Es ciaro que {""(e)}?:t es lineaimente independiente, pues son ortogona.les bajo el producto
irlcnro induci<lo 4,"(r"(t),zr^(y))::O*(<l@,y)) y r^(e¿) lAsi I <i < 2n.

Seir E,. = .4-_F, c ¿, donde -F] = K si i.32" v F¡: {0} si i > 2" (2" copias de,I( en las
i€N

primeras coordenadas). E. es iopológicamente cerrado, pues es de dimensión finita. Entonces,
eo¡¡-g .E o5 olLomodular, e:E,rAE!.

Scir r € .tV,[.. En particula.r, r € -8, ertonces r: Lt +zconU€E^yzeEj.Lu"go,
;r"(r) : r"(y) + r.(z) y ambos son proyectables pues llcll : mirr{liyll,llzll} ya que g I z y
como ll:rll 2 d para algrin d en 4,., entonces llgll, llrll > ¿.

ú2co
Escribir¡os ¿ en Ia base canónica como r: lo¿e¿ : Io¿r¿ + L or"u.

i:l i:1 i=2ñ+1
()uerernos probar que z € Sn, es decir llzll > á pa.ra lodo ó € A., pero llzll :mtu{u(o?¡¡):

¡ e \2 1- 1,...)]. Si suponemos que este mínimo se alcanza en la coordenada ft-rásima, entonces

]]r1] = u(oiz*), pcro l.r € Jn y a¡ e ¡E-, como J,, es un ideal en -R., entonces z € S,. Por 1o

tauo, r,,(z) : 0.

Lrrcgo r¡,,(r) : r^Q) : fe^@¡)n^("¡),lo que muesira que {zr,(e¿)}i], g"rrura. É.. A.í É.
i=I

cs r.ul cspacio vectolia.l de dimensión 2" sobre ff,". tr

También poclcmos proyccta.r cada subespacio [/ c .ú bajo z-n a un subespacio de É,,

r-(U):: {r^(x): t eU nlvf,L}.

Lema 3.4 [6] .9i los subespacios U,W C E son orlogono)es, U LW, entonccs zr"(U) L r"(W)
y r,,(tt A1,V) : r"(U) A r"(W)

Denrostración: Claramcnte, r^(U) L r*(W). Pa.ra la segunda afirmación, debemos mostrar
que (t/oI4/) nM,,: ({/n,r|,f¿)(E(WoM"). Seac € (UOW)nM.. Descomponcmos ,r. --u+1t)
corr ¿ € Y y u e W. Entonces llrll : mÍnillrll,llr,ll), pues z I r¡. Como r e Mn, entonces

u,uel,[n,ycorrsecuerternc\tez:u+we(UñIt'I^)@(WoM.)-Lademostra¿ióncnlaotra
dilr:cciól es t¡ivial.

3.2. Operadores lineales acotados en -E

Eu esta secció¡r defi-ni¡emos rura matriz inlinita que represenlará un operador lineai. Pa¡a este

opoltrclor-nos interesarán cieria^s propiedades biísicas, como ser acotado, autoadjunto y final.mente

irrobar su. indcscourponibilidad.

Dcfir'iiciórr 3.5 Un operador line,e.l B: E -- E se dice e.cotado sieristeunge G to,l que

ll8(Í)ll - llzll >.q
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[:ro. l.odore¿\{0}.

EI conjrilto de todos los operadores acot¿rdos en E, B(E), es cer¡ado bajo 1a adición y
cor-rposición usua.l, es decir-, B(E) es uu ríIgebra. Ua operador B es deteruri¡rado por las imágeres
8(c;) dc los vcctores de la base, por lo que puede ser representado por una matriz infilrita.

Lenra 3.6 [6](:3.1) Una t'uncióru B¡: {c¿: i e N} 
- 

E se estiend,e a un operad.or lineal aco-

tad.o B: E -'- E si. (y sólo si) cl conjunto {llBo("¿)ll- lle;ll : i e N} es acolodo inferionnentc.

Dernostración: Supongamos que existe un 9 € G tal que para todo, € N llBo(q)ll- llrrll > g.

llo sc cx¡ic¡.de ¿¡ un¿ funcion lincal Bfi : Es 
- 

E, donde Eo : spdn{eí: i € N}. Primero

¡rost¡a.¡ eruos rlue Bfi es acotado por g. Considere un vector no cero s : f,.€run e Eo. Sea

A € {0, ..,n } tal clue lf ré(&er)ll : mín{llBó((¿q)ll ; i e N}. Entonces

llró(,)ll > llBó((r,r)ll :2u(€r) + llEo(er)ll.

AdcrrLris, llcll : mín ll€¿c¿ll : 'i : 1, .. . ,n, por Io ta'to

ll,ll S ll(*erll - 2u((r) + llchll

restan<.lo las desi.gualdades obtenemos llffi (z) ll- lloll 2 llBo(er)lj-llerll, por io tanto llfó(r)ll-
l:rj1 ) 9 como se qrrería.. Ahora,, -86 es denso en -E en la topo'logía de'la norma, por Io que 1a

¿üir l¿rción cs cie¡t¿.

3.3. El operador 7.

En el capítulo 2 constnrimos r¡¡r¿ colección de operadores lineales autoadjr.rntos e indescom-

poriib)es sobre 1os espacios residuales (8",ó") de (E,@). Ahora, ve¡emos cómo csta colección

r;rduce u¡r opcrador lincal en .8.

Defirriciórr 3.7 Seo {P"},en u,na succsión d,e matrices, d.onde Pn -
se licnc que:

?¡), tol ,\ue para cada n

t) P- e 14 aL2^(Kn).

b) si i,j < 2- entonces'pf,|l : p!r.

Llamaremos rnatriz final d.e la sucesión iP")"eu a la m,atriz infinito P d,efinid,a por:

p : (p¡¡)

d,ontLe. dad,osi,j €N consirlere LLn ra € I\ talquei,j S2*, entonces p¿¡:pff.

Li¡ivcrsidad rie Chile - l.'a¡ultad de Ciencias - Depa¡tam€nto de N{a¿emáticas. 2t



r--

Definirnos la matriz infinita 7 como la matriz flnal de ias matrices 7,. del capítulo 2 y probare-

Dro; que esta natúz representa un operador li¡¡eal acotado ?, autoadjuuto e irrdescomponible

en (.E, /).
Con la :r"yuda del Teo¡cma 3.6 y el siguicnte lema probaremos que Ia matriz 7 induce un

opcirldor acotado e¡r E.

Lenra 3.8 Para todo n€N se tiene que llZt(ei)ll - ll"ill >Oparaie{1,...,2"}.
/\

Dernostración: Reco¡demos que 7r: (I T ), 
que pa.raa ) 1

/ r" x,-r(7" -2") \
T^tt:(qj+t)=l 

I

\e-2. T^ /
])¿rr¿rn: t,llfi(c])ll : mín{u(0), u(xr)} : o(xr) y llelll :0€Gentoncesllrr("1)ll-ll"}ll >

o y llzi (elr)ll : 
"(x?) v ll"lll : r(xr) entonces restando lln ("¿)ll- ll"¿ ll = u(xr) > 0. Así, hemos

obtenido la afirmacióu paxa r¿ = 1.

Supongemos quc la a.firmación es cicrtá para n y consideremos i e {1,2,...,2"}. Para este

i fiio. sc ticnc rluc ll'?",*1(ci+l)11 : min{u((l[f,1)'r¡) : k e {7,2, .. . ,2"+1}}.
Record.emos que por Ia forma de 7,..1, tenemos que t[r+l e I(,., entonces u((rti+I)'?4) € A"

sl A ! 2', y u((tifl)zr¡) éAo+r \A¿ si 2" < k l2'+1. Por 1o ta::rto

rrrín{u((t[¡1)2r¡):h€{1,2,...,2'*'}}:mín{o((¿iir)2¡r):I'e{1,...,2"i},

es decir. llf,;1(ei"')ll : llr"(ei)ll. Ademrís, como llel+t ll : lleillobtenemos que ll""*r(rl+')ll-
i,.i'-'ll : ila(ei)ll- ileiil > o.

:\hora, pnla completa.r la demostración, supollga¡nos que t € {2" + 1,2" *2,...,2"+1}. Para

calcular ll!"..1(ei*])ll : ,-"{r((¿;r-t)2r¡) : k e {7,2,. . . ,2"+t}}, noüemos que

¡ni1 | x"*'ot'' si Al2":
'*t -lr[,, si2"<k<2+1 .

doude o¡¿ es el coeficiente ki de la matriz 7" -Í". Como o¡¿, tf, € K¿, entonces sus valuaciones

cstá.ncnA,,.Así,siA<2",entonces"((¿i:f1)'?"k):á+2o(X*+i)pa:aalg:iná€A,,ysi
2" < k < 2'+1, entonces u((t}Íl)2ri = 5'+u(x^+i para algún á'€ A,. Con esto

lllr"+1(el-1)ll :-in{¡((¿[i1)2rr):ke{t.2,...,2"-'}}:llr"k?-2.)ll+u(x"*r)

v conro llei'+lli : ll"T-r1l f o(x"+t), resta¡rdo obtenemos la af¡mación. tr

Tec»'em¿r 3,9 La matriz T define un operad,or lirleal acotado T en E .
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Dc¡¡rostracióu:Probaremos que de hecho ? tiene cota 0. Haremos la demostración por coD-
r.r¿rdiccióD, elitonces suponga,mos que existe i € N tal que ]f?(e¡)ll - llrlll < 0. Sea ,b tal que
't(tlo,r¡) : ll?'(q)ll. Entonces existe un n € N tal que i,li < 22, luego u((tk)2rk): llr.Gi)ll v
li.; l: ll"l'll, luego 0 > l\k)ll - ) e¡ll: llr"@i)l - lleill, produciendo r:¡a cont¡a.dicción con

cl lerna anterior'. tr
Sc siguc dcl Tco¡c¡na 3.9 que, para cada n € N U {0}, 

"(¡4¡) 
C ,¡t{" y T(S") c 

^9r1, 
porlo

<¡iLe T induce un operador

Á'J": E" ' E"
rr'(o) .:-- zr"(r(r)) @ e M")

Le¡rra 3.10 El openrdot'T : @,<!) -...- (E,<l) es autoadjunto.

Dr¿rnostración: Debct¡ros probar que

tf ('f (e¡), e ¡) : ó (e¡, 1' (e ¡)),

t-, lo c¡rc es equivalelrte,

t¡Q@;, ei) = t¿¡ó(e¡, c¡).

Pero pa.ra" cada par i,j € N edste r¡¡r r¿ € N tal que i,j < 2". Luego, l¡;: L'];.t¡¡: t?¡,

t1Q:.¡. e i) -- ó"(e?, e?), ó(e;,e¿): ó"(e?,e?), y por el Teorema 1 se cumple

ti# 
"k?, 

e? ) = t:jó 
"(E, 

q ).

tr
l{a-sta estc momento ? representa un operarlor autoadjulto y acotado en (-8, {). A}rora, para

tcrmiral el capílulo probaremos que éste sólo admite como subespacios cerrados ina¡iantes a

l,/¡ s,¡u, jpilcios t rivi¡lcs.

Tcore¡¡ra 3.1\ El operador T es 'i,ndescomponibLe.

De¡rrostración: Srrpongamos que 7 deja inva¡ia.nte ul subespacio ce¡¡ado no trivial U, Por
orto¡nodrrla¡idad, podernos esc¡ibir .E : tl @UL. Dado que tanto L¡ como [/a son no triviales,
cxisien ¿ e U y zc Ur, ambos distintos de cero, ysea7¿e N l qe rn(r),rn(z) 10.

Dsc¡.ibimos E^ = E^ : r^(E) : r*(U) @ r^(U!). Por el Lema 3.4, r"(U) y zr,.(I/I) soll

no t¡ivia.les (rrio contiene la proyecc.ión de r y el otro Ia de y), pero esto muestra que rn(U) es

j¡rvtria.nte bajo ?} Io que contradice el Teorema 2.6. Luego ? es ind.escomponib]e. tr

Con lo a¡terior hemos conseguido un operador lineal, acotado y autoadjur:to en -E que no

ticnc subcspacios ce¡rados ir:.vari antes.
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4. Construcción de una familia no numerable de operadores aco-
tados, autoadjuntos e indescomponibles en el espacio (E, d)

Err ios <rapítrrlos anteriores hemos probado que una colección específlca de operadores en los

cspa.cjos n, sorr au¿oadju¡tos e indescomponibles y que ia¡cbién lo es el operarlor arotado T
tkrfirrido pol l¿ m¿t¡iz filal dc la zucesión {?,,}r,er¡.

Litilizanc:lo eselcialmente l¿» r¡ismas der.¡rost¡aciones co¡rstrui¡e¡los una familia ¡ro numelable
clrr ol.¡r:r ¿v.lo¡qs acotad<.», autoadjuntos c indcscornponiblcs, de nranera que ta¡to los operadorcs

[]ostrados en los capítulos ante¡iores como los qr¡e aparccen en [2] son casos particulares cn ella-

4.1. Construcción de familias de operadores indescomponibles en dimensión
finita.

P¿ira cada ¡¿ e N y c,É € K", defrnimos eI operador matricial:

S$'P : NIat2^(K^) '-- Iv'f atz^',(IG+t)

/B
6,- si,É(B) : 

{

\"8-lI.

x"+t (aB - ÍI")

cntonces 1a malriz,s$'P(6) denrr" un operador lincal, que dcnotarlos por S,"'B(f) '. En¡1 -,
D,,=r- tr, Io que sigue mostraremos las propiedades que nos interesan. El siguiente lema es en

veldad ura aplicación directa de 2.1.

Lerna 4.L 5i B : (E.,q") ----- (8",ó") es un operad,or lineal outoadjunto, entonces el oper-ador

¡,iD eat Si'í1 (B) e$ a.1lÍ,oed.jurlto en (E,,.¡¡, $^¡y) .

De¡:¡ost¡ación: Sj -B deÍue un operador autoadju.nto e.n (8,,,,t"), e¡tonces ta.n:bién lo cs a-B -
,31n, para [odo a,,6 € Kn, para termiu¿r aplicamos el Teorema 2.1 y tenemos que Si'p(B) es

¡ Lrto¡cljur¡tr¡. tr

Sicrr.rprc pcnsando cn proba.r la indcscomponibilidad de un operador, el siguiente lema nos indica

«ruo iccorroccr Ia rlcscoorponibilidad dc rur operador si se conoce su polinomio car¿rctcrístico.

Lat¡ta 4-2 [8] Seo s(:r) : ¡!'(r) .. f!"(") el polinomio característico de un opcrador S : E -- --
E, rlonde lc,¡ > A 'g ¡i(:L) es imeducible sobre el cuerpo bq.se de E para i' = 1,2,. . . ,r, entonces E

Ttl.ctlc d,escornponeT se en r subespacios inuariantes bajo S -

Conside¡emos ahor¿¡. en Ia f¿mili¿ de los operadors lineales autoadjuntos en (.D", /") aqueilos

operadores C que cumpian las siguientes condiciones:

a) Si p"(-) es su polilor:rio c¿r-acte¡ís¿ico y p!"(a) su de¡iv¿da for¡:¡al ento¡rces el máxi¡no

co¡nr'ur diüso¡ entre e6tos dos poiinomios en (" [o] es 1.
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b) EI operaCor lineal C es indescomponible en "O,.

Probaremos 1o siguientc:

Teorema 4.3 Pem un oytemdor C : En * B" con lM carqclcrístices anteriores y elementos

a. fi e K no ambos cero, el operador Sft'P(C): 8.4 --' Dn¡1 es indescomponible.

Demostración: Dcl Lcura 4.2 se desprcnde quc uu opcrador C : Eo t,B, iudescompo¡riblc

tiene como polinomio característico a:

pc(¡) = (f(,))k

pala algún polinomio irreducible ¡(c) e If" lr1 y k algin ¡úmero natu¡al. Como p"(o) uo tiene

raíces repetidas concluimos que ,t = 1 y p.(r) = /(c), vale decir p"(c) es irreducible en Il"[c].
Por el corolario 2.5 p.(r) a i¡reducible cn K,+rlo].

Con todo esto, estarros listos para estudiar la i¡reducibilidad del polinomio ca¡acierístico de

st B (c):

6(Í): det(si'§ G) ' r'f^+t).

Sca {ó1. . . . , d2" } el conjunto formado por las 2" raíces distiotas de p.(z), entolces siguiendo

la construccióu hecha en la demost¡ación de 2.3 se tieue que s(¡) g Ifn+r(dr,...,dr.)[o] se

factoliza como:

s(r:) :f(r-ó1)2-x,+r(cdr - p)')I@-6r)" -x.+t(o.6z- §)2) .-K"-62)2 - x-+r(aár -,6)?l

Por 10 ta[to, s(a) tiene 2"*1 raÍces distiutas y que so[:

6[') = 6u+1.,/lii@6;-l) p*u i:7, .. ,2" v ¿ e {1,-1}.

Sca G : Qaly,,*,(KnaQ¡,62,... , ó2,.,/X*)). Como d(c) = 12 - Xn+t cs el polinomio

rnürinral de vfiiJi, cntonces para todo g € G tenemos que 9(v/r;;i) e l!q.+r, - !/r;n\,
y para d; tcncmos que 9(6¡) es raíz del poliaomio p"(z). lvfrís aún, como p"(o) es irreducible,

c}ltor]ccs pa¡a cada pa.r d¿, á¡ cxiste un g € G ta,l que S@t):6¡, con esto entoltccs tenemos que

si r, r' son dos raÍces de s(o) entonccs cxistc un 9 € G ta.l Oue 9(r) : r/. Por el lcma(2.4) el

operado¡ S$'É(C) cs indcscomponibic en.Eo11. tr

EI siguiente teorema desc¡ibe el método, aI que Ilamareuos método 53'8, que nos pcrmite

construü uua colecciól de operadores autoadjuntos e indescomponibles en cada espacio (.E", @").

Teorema 4,4 Sean {o¡}¿.n, {p,}¿ex y A e }t{ at2(K¡) tol que:

a) para cad,a ¿ € l{, ai, Pr e Ki, no anlbos cero.

b) para cado,i € N, 0 < u(o¿) g 0 < u(B¡).
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c) El operador Ia: (E1,Sy) 
- 

(Eyót) ind,ucido por la matriz -4 es nuloadjunto e ind,es-

componible.

d) El unjunto ilif¡(",)ll - lleill : r:1,2) es aatado inferiormente por0€G1.

Entonces los operad,ores L¡ : (Ep,$¡) 
- 

(Ex,ri) d,efinidos por las mah-ices ü = A,
Lx+r: Slr'p*(L*) son auload.juntos e 'irulescnmponibles.

Demostración: La demostración de este teorema se basa en el uso de inducción ju¡to con

el Lcma 4.1 y el teorcma 4.4, donde cl paso a = 1 se cumplc g¡acias a las condiciores que cumplc

cl opcrador ?a, tr

4.2. Una familia no numerable de operadores indescomponibles en E.

Deflnimos como en 3.7 la matriz final ,C de la sucesión {¿"}"ex.

Teorema 4,5 El, operad,or final L d,e la aucesión {L,}.¿y representado por la matriz infinita
L, es un operarLor li.ne,al g acotad,o en (8,$)- Mds aún, esta cota es 0 e G.

Demostración¡
Por el Lema 3.6, sólo basta encontrax una cota inferior para el conjunto

11¡r,(er)ll- llerll : ieN)

Pero por la construcció¡r de.L y el Teorema (3.9) sólo necesitamos probar que si -L, es

acotado por 0 € Gn c[tonccs -L,ra1 también lo se¡á en G,11. Pero cso se establecc con el

ndsmo raaonamicnto utilizado en el lema 3.8, en efetto, como la matriz de ¿¿ tiene todos sus

coeficientes en -I(,., eutonces para todo i e {1,2,...,2n} tencmos que ll¿.+r(el+l)ll- ll"l+1ll =
\i1,"(eT)ll - ll"lll > 0. Luego el operador definido por la matr¿ in.6nita f, cs acotado por cero.

D

Teorema 4.6 El operad,or L es autoad,junto con respecto al pmducto dnterno ó.

Demostración: Análoga a Ia dernostración de 3.10.

B

Notemos que er¡ la demostración del Teorema 3.11 sólo requiere que los operadores induci-

dos cn los espacios residualcs del operador T seau indescomponibles, Hemos probado ya esta

propiedad para los operadores ,L., por lo que tenemos de iumediato:

Teorema 4.7 El aperad,or L es indescomponible en (E,fi.

Corolario 4.8 Eaiste una lamilia no numerable d.e operodores en el espacio ortomod,ular (E, ó)
tal que cad,a opet'ad,or en ta lomilia es aiotado, autoa(ljunto e indescomponible.
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4.3. Otras aplicaciones de1 método,9",P.

Si cousidera.mos la sucesión obtenida usa¡do el método Sf;'d, a partir de T¡ = T1y q.., B^ : I
para lodo n € N{, conscguimos 1a colección const¡uida en los capítulos 2 y 3. Si considera.mos
'1'..: : Tt -v luego cr,. :0 y A": -1 para todo n € N obtenemos Ia coiección comtruida en

l2i. Esto muestra cla¡amente que los teoremas de este capítulo genera,üzan las cor»trucciones

arr'r.c¡iolcs dc operadorcs err cstc contcxto.

Ahora ve¡emos rrn último ejeurplo quc sin pertenecer totalmcDte a alguna de las colecciones

consLruida^s L¿¡,sta ahora tiene una cstrecha ¡cl¿¡ció¡ con cll¿¡s.

S¡,bcuros quc cualquicr opcrador aut¡adjunto c indcscomponiblc cn (E1, {1) gcncra una can-

l.irli¡ci no nu¡rerable rle operaclores cualdo usamos 5$'B para subirlo a los espacios Ez, Es, . . .,

pero .'qué sucede si intentamos subir un operador en (E¡,,5¡) para un ft > 1?. Lo que vcremos

a contiruación contesta en alguna medida, esta pregunia.

Dur'¿¡-¡rte la construcciól dc los opcrado¡es vistos en los capítulos anteriores surgió el operador

Br e L(ú) dcfurido por Ia matriz:

0xrX20Xr4XrXa00
1 0 0 Xz 4Xs X3 0 0

10OXr00X30
01 10 0 0 0x¡
llxt000XrX20
4100100x,
0 0 10 1 0 Oxr
000i0110

Es auroadjunto c ir:descomponibler y no pertenece a ninguna de 1as colecciones &nteriormenie

csl,ucliadas.

A parlir clc este o¡rerador, podemas estudia¡ I¿ colección de operadoras dcfinida por -Ba =
,5:i] á', (ts.l) y B-+t : Sl-'P" @") para todo r¿ > 4, con o,,,0,. cumplicnrlo las misma^s hipótesis

rcquclidas pala el ico,-cma, 4.4. Cada uno de estos operadoles está defiuido et (8.,Ó^), es

a¡rto¿idjrxlto e indescomponible, y la matriz final generada por esta coleción define r:¡ operador

O : (.8.A') 
- 

(E,r)) acotado por 0 € G, pues 83 es acotada por 0 € G3.

Por el ieo:'erna 3.11 este opcrador es indescomponible si los operadores inducidos por B cn

ios espacios rcsidu¿¡lcs son indcscornporribles. Eso c; cierto para ios cspacios residualcs lt, con

r ) 4, ¡' el cálculo dilecto nos muestra que ÉJ, ir2, h tienen asociados polinomios caxa,cteísticos

irlcrlrrcibles, y Do¡ t,auto soD inclesconrponibles. Eso asegura Ia indescouqronibiiidad del opera.d.or

B.
Corr csto innpliiunos la ganra de operadores de este irabajo, ta¡to err dimcnsión finita, corno

cn diniensióir iru5¡iit¿,.
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