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Desde el colegio fui ”bueno para los nimeros”, frase que todo el mundo utiliza cuando cuentas
que estudias matemdticas, frase que muchos concordaran conmigo, estd muy mal usada, pero

eso uno lo descubre cuando ya estd algo avanzado en la carrera.

Estudié Licenciatura en Matemdticas en la Pontificia Universidad Catélica de Chile y el
iiltimo ano hice un intercambio con el Politécnico de Mildn, antes de partir tenia claro que
la investigacidn era algo que queria explorar y terminé haciendo esta tesis de Magister en la
Universidad de Chile. Ahora hay que mirar hacia adelante, como siempre lo he hecho en mi
vida, y el siguiente paso para completar mi formacién académica es realizar un doctorado, el

cual comienza el proximo Noviembre en la Universidad de Cantabria, Santander, Espafia.

De manera paralela a la vida estudiantil hay muchas cosas que me gusta hacer, pero sin duda
la que mas es viajar, si fuese posible lo haria un hobby. Segin muchos de mis amigos mi fin en
la vida es ahorrar dinero para poder viajar, lo cual no se aleja mucho de la realidad, de hecho

pienso que no hay nada mas entretenido que perderse en una ciudad donde no hablo el idioma.

Debido a este gusto por los viajes y por ser una herramienta fundamental cuando se estudia
una carrera cientifica me vi obligado a estudiar inglés, pero al final no fue tan terrible, de hecho,
ademéas de ser muy ttil, es algo que se puede tornar muy entretenido para hacer amigos, no es
raro verme ofreciendo ayuda a alguien con un mapa en la mano y cara de perdidoe en la estacién
Baquuedano del metro de Santiago, y terminar haciendo de guia en un paseo por Valparaiso,
ciudad de la cual estoy profundamente enamorado y cada vez que voy disfruto buscando nuevos

v mas bellos paisajes.



Desde 1979 he sentido fuertemente el apoyo de mis padres Sara y Alberto, y de mi hermano
Adrian, gracias a ellos es que hoy tengo todo lo que he conseguido, pero no puedo dejar fuera a
la gente cuyo apoyo no ha sido sélo en el Ambito personal, sino que también a escala matemdtica,
como por ejemplo mi tutora Herminia Ochsenius, mi amiga Carla Barrios, el Profesor Rolando
Pomareda y tantos otros que estuvieron ahi cuando los necesité, en particular a la comisién

examinadora formada por Hans Keller, Alicia Labra y Jorge Soto.
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0. Introduccion

La clase de espacios ortomodulares descrita por Gross y Kiinzi (ver[5]) basdndose en el
trabajo de H. Keller (ver[1]) es una generalizacién de los espacios de Hilbert clasicos. En efecto,
sea E un espacio ortomodular de esta clase con una forma ¢ bilineal, simétrica y anisétropa. Tal
como en los espacios de Hilbert ¢ induce una topologia con respecto a la cual E es completo.
Los subespacios cerrados topoldgicamente son exactamente aguellos que son ortogonalmente
cerrados, y el teorema de proyeccion es vélido.

Sin embargo las diferencias son marcadas. En efecto en un espacio de Hilbert los operadores
autoadjuntos cumplen el teorema espectral. En particular si X = R y la dimensién de E es finita
un operador 1" es autoadjunto si y solo si £ tiene una base de vectores propics de 1.

En cambio en [2] se describen espacios (En, ¢,) con dimensién 2" para cada n € N, donde ¢,
es una forma bilineal definida positiva. El cuerpo base de E,, es el cuerpo de series de potencias
gencralizadas K, = R((x1,Xx2,---,Xn)), qQue es henseliano y ordenable. Se presenta en cada
F, un ejemplo de un operador A, que es autoadjunto e indescomponible, vale decir no tiene
subespacics invariantes no triviales. .

En este trabajo se obtiene para cada (En,¢,) una familia no numerable de operadores
autoadjuntos e indescomponibles. De hecho se presenta un método (al que llamamos método
e ) que permite construirlos a partir de un operador autoadjunto e indescomponible en el
espacio E; de dimensién 2. Luego se construye un espacio ortomodular de dimension infinita
(E.¢) y se prueba que dicho método induce un operador autoadjunto e indescomponible en
{E, ), esta construccién coincide con las ideas que aparecen en [7], pero fue desarrollada en
forma independiente.

Ln el capitulo 1 haremos un primer acercamiento mostrando los resultados perliminares a este
trabajo. En el capitulo 2 mostraremos la construccién de una coleccién de operadores {T, }nen
que cumplen en cada espacio (E,, ¢n) con ser autoadjuntos e indescomponibles, y luego en el
capitulo 3 mostraremos de que manera estos operadores inducen un operador lincal acotado,
autoadjunto ¢ indescomponible 7" en el espacio (E, ¢).

Finalmente en ¢l capitulo 4, utilizando las técnicas usadas en los capitulos 2 y 3, construire-
mos nucvas familias de operadores, en efecto una cantidad no numerable de ellos, que generalizan
las anteriormente construidas, tanto en este trabajo, como en [2]|. Mostraremos también un ejem-
plo que no pertenece a ninguna de las familias conocidas y que genera, usando el método Sy 8 i

una nueva familia no numerable de operadores acotados, autoadjuntos ¢ indescomponibles en
(E,0).
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1. Preliminares

En este capitulo estudiaremos los cuerpos bases de los espacios vectoriales tanto con grupo
de valores de rango finito como infinito, espacios vectoriales con dimensién finita y el espacio
ortomodular de dimensién infinita E.

1.1. Cuerpos de series de potencias generalizadas.

Sca (G, +) un grupo ordenado (y por tanto infinito). Consideramos K = R((G)), el cuerpo
de series de potencias generalizadas con coeficientes reales, formado por todas las funciones
¢ . (& — R para las cuales supp(a) = {g € G : alg) # 0} es un subconjunto bien ordenado de

G. Se define la suma y la multiplicacién en este cuerpo de la siguiente manera:

(o + B)(g) = alg) + Blg)
(@ B)g)= > alg) 8"
g/ +g''=g
para todo a,3 € K y g,¢,¢" € G.
Sea 79 la funcién caracteristica de {g}. Entonces a € K puede ser representado por:

gg g
o= AgT

geiG

donde a4 = a(g) € R.

Ordenamos K en la forma siguiente: dado o = Y a,7% € K con go = min supp(a) se define
=ley
o positivo en K si y sélo si ag, s positivo en R.

Por otro lado, la funcién v : K — G'U {oo} definida por
v(e) = minsupp(a) para o # 0y v(0) =co
es una valuacién de Krull, es decir:
a) vio) =occsiysdlosia=40,
b) vle- 8) = v(a) +v(B), y
¢) v(a+ 8) = min{v(e),v(B)].

El orden de K es compatible con esta valuacién, es decir para tedo a,f € Ksi0<a <
entonces v(3) < v(a).
Un estudio amplio de las caracteristicas y propiedades de este cuerpo se encuentra en [2] y
[3]. Enunciaremos a continuacién aquéllas que utilizaremos.
Por la propiedad (¢), tenemos que K es un cuerpo valuado no arquimedianamente. Por tanto,
se cumple que upa serie » a; converge en K si y solo si t_li:.élov(a,;) =o.
-

Por la misma propiedad, también se tiene que:
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Lema 1.1 (Principio de dominacién) Sean a, 8 € K con v(a) # v(8), entonces
v(a + B) = min{v(a),v(B)}
K es cuerpo topolégico considerando los abiertos basales para un punto « definidos por
Ugla) = {z € K :v(z — a) > g}

donde g € . Es completo en la topologia de la valuacidn.
Lema 1.2 ([2], Teorema 1.1) En el cuerpo K = R((G)) se¢ cumple:

a) K es henseliano.

b) Sea £ € K. Siv(€) > 0, entonces 1 + £ es un cuadrado en K.

¢) Sean o, § € K. Siv(a) =v(B) y § > 0, entonces a = 3 mod(K?).

d) La suma de dos cuadrados en K es, también, un cuadrado.

La siguiente definicién serd fundamental al momento de probar que el espacio de dimensién

infinita en el que trabajaremos es ortomodular.

Definicién 1.3 Para un cuerpo F, definimos su nivel, S(F), como sigue:

a) Si—1 es suma de cuadrados, entonces
S(F) =min{m € N: ezisten a1,az,.-.,am € F con —1 =a} + a3 +...+a%}.

b) Si —1 no es una suma de cuadrados, entonces S(F) = oo.

Debido a que K es ordenado, se tiene que S(K) = co.
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1.2, El espacio vectorial E, sobre el cuerpo K,,.

a) El cuerpo valuado K,. Consideremos el grupo G, = @Zt, donde cada Z; es una copia

1somorfa de los nimeros enteros. Notemos que cada Gﬂ puede ser inyectado en Gp+1 de
manera trival. Gy, estd ordenado antilexicograficamente, es decir, si h = (hy, ha, ..., hy) #
9 =1(91,92,---,9n) € Gy k = médx{j : h;j # g;} entonces g < h si y solo si gx < hy.
Definimos K,, como el cuerpo de series de potencias generalizadas con coeficientes reales
Euw=R(Gw)).

Observacion 1.4 K; = R((Z)) es isomorfo a R((¢;)) el cuerpo consistente de todas las
oo .
series de Laurent @ = ) a;t} con a; € R y ng € Z. De manera mds general, K, =

i=ng
R((t1,t2,---,ta))-
El cuerpo K, no es algebraicamente cerrado. De hecho:

Letnia 1.5 ([2]; Lema 1.2) Sea Ky, = R{(Ga ) Pargd = 1. o050 Set gi = (0s o+ 50,10, - ;0) €

G, donde el 1 estd en la posicion i-ésima, y ponemos x; = 79 € K,,. Enfonces
B = {x{' - X €1,.00.60 € {0,1}}
es un conjunto completo de representantes de clases de cuadrados positivos en K.

Demostracién: Sea o € K, un elemento positivo. Como {g1,...,9n} = {v(x1),---,v(Xa)}
es una base para Gy, entonces existe un dnico 7 € £, tal que v(a) = v(1) mod(2G,). Por
lo tanto, v(a) = v(7 - v?) para algin v € K,. Y por la afirmacién (c) del Lema 1.2,
concluimos que o = 7 mod(K?). i

Observacién 1.6 Como K, es ordenado, podemos ordenar de mayor a menor los repre-
sentantes de clases del lema anterior, es decir,

Zn = {Tl =1,72=X1,7T3 = X2, 74 = X1X2:---, 72" :X1X2"'Xn}-

b) Los espacios E,.

Definicién 1.7 E, = {(£),...,§2n)} es el espacio vectorial de dimension 2™ sobre el
cuerpo K.
Denotamos por et, €5, ..., ehn a los elementos de su base candnica. Dotamos a Ep de un

producto interno anisdtropo ¢r, definido sobre esta base por:

Partii, ] € {1y 2%}

a) Sii# j, entonces ¢n(el,€]) =0, y
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b) dn(el,el) =1 € £, (Ver Observacion 1.6).

¢) Operadores en L(E,).

El siguiente paso, luego de haber definidos los espacios, es estudiar los operadores lineales
en L(£,). Recordamos las definiciones siguientes: '

Definicién 1.8 Sean (E,¢) un espacio vectorial dotado de un producto interno y B :
E — E un operador lineal. Diremos que B es descomponible si I es suma ortogonal de
dos subespacios no triviales invariantes bajo B, es decir, E = E) ® E,, donde B(E;) C E;
para i = 1,2. En este caso, hay una base ortogonal del espacio E con respecto a la cual la
matriz de B se descompone en dos Eloques,

e[ P8 B
0 B

Definicién 1.9 Un operador lineal B : E — E se dice autoadjunto con respecto al

producto interno ¢, si pare todo par =,y € E se tiene que:
q‘ﬁ(B(.’?:), y) = ﬁﬁ’(:’r; B(y))

Estamos interesados en estudiar la descomponibilidad o la indescomponibilidad de ope-
radores lineales autoadjuntos en los espacios E, de la definicién 1.7. El Lema siguiente
justifica la eleccién de dimE,, como una potencia de 2. Al estudiar espacios residuales en el
Capitulo 4 serd clara la razén por la cual no consideramos espacios de dimensién 2" sobre

K. con m # n (ver Observacién 3.2).

Lema 1.10 ([2], Lema 2.6) Sea K, el cuerpo base y (E, ¢) un espacio definido positivo so-
bre K,,. Si la dimensidn de E no es una potencia de 2, entonces cada operador autoadjunto
C:(B,¢) — (E,¢) es descomponible.

En (2] se construye para cada m € N un operador autoadjunto e indescomponible en
(E.,én) v en [7] se prueba que esta coleccién induce un operador en dimensién infini-
ta que es auntoadjunto e indescomponible. La meta de este trabajo es generalizar dicha

construccion.

Observacién 1.11 Si ¢ es el producto interno en E y A : E — E es un operador lineal
cuya matriz sobre la base canénica es A = (aij)mxm, con m = dim(E), entonces A es
autoadjunto si y sélo si para todo par de vectores e;, e; de una base ortogonal se cumple
que:

P(Alei), e;) = d(ei, Alej))-
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En el caso de los espacios (En, ¢,), 0 anterior es equivalente a
ajiT; = ajipn(e], €] ) = aijdnle]’s €f) = aymi (1)
para todo 4,7 € {1...,2"}, pues la base es ortogonal.

Si B es un operador autoadjunto con respecto al producto interno ¢, podemos reescribir
la definicién de un operador descomponible como sigue:

Definicién 1.12 Un operador lineal B : (E,¢) — (E,$) autoadjunto, con respecto al
producto interno anisotropo ¢, es descomponible si y sélo si existe un subespacio no trivial
Ey gue es invariante bajo B.

De hecho, es facil ver que si z € E| y z € Ei-, entonces 0 = ¢(B(z), z), pues B(E;) C E;.
Pero, ademds, ¢(B(z),z) = ¢(z, B(z)), lo que implica que E;- también queda fijo por el
operador B.

El siguiente lema nos dard una condicién necesaria para que un operador se pueda de-
scomponer en subespacios invariantes:

Lema 1.13 Sea E un espacio de dimensidn finita sobre un cuerpo K. Si B : E — E

es un operador lineal descomponible, entonces su polinomio caracteristico es reducible en
Kix).

Demostracién: Sean T': (E,¢) — (E,¢) un operador descomponible y W un espacio
invariante bajo T, entonces existe una base de F donde la matriz de T puede escribirse

por bloques de la siguiente manera:

B:(‘B1 0 )
0 B

Donde By es la matriz del operador Ty : W —— W, definido por Ty (z) = T(z) para todo
e W.

Como el polinomio caracteristico es independiente de la base, entonces el polinomio car-
acteristico del operador Ty, divide al polinomio caracteristico de T y por tanto este es
reducible. O

1.3. El espacio E sobre el cuerpo K.

Dado que este trabajo consta de dos partes, una de ellas desarrollada en dimensién finita y
otra cen dimension infinita, indicaremos, asi como lo hicimos para dimensién finita, los resultados
previos en los cuales nos hemos basado para la parte infinito-dimensional (ver [7]).
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- ;
Para el grupo G = €Z; ordenado antilexicograficamente, consideramos X = R((G)) el
i=1
cuerpo de series de potencias generalizadas con coeficientes reales.
Como vimos en la seccién 1,1, este cuerpo es valuado no arquimedianamente en el sentido de
Krull, henseliano y topoldgico y, ademds, estd dotado de un orden consistente con la valuacién.

Sca X cl siguiente conjunto completo de representantes de clases de cuadrados positivos en
K , ordenados de mayor a menor:

i _ _(0,0,... _ (1,0,0,... _ (0,1,0,0,... — ~(1,1,0,0,...
HERES L )ymg =1 )yry = Vg = 7l )0

Asi, podemos definir el espacio (ver [4])

o0
E = {(&)ien € KN: ) €27; converge en la topologia de la valuacién},

i=1

E es un espacio vectorial con la suma y la ponderacion definidas por componentes. Podemos
definir en E un producto interno anisétropo ¢ : E x E — K mediante la férmula

O((&)ien, (Mi)ien) = D _&mire.
i=1

Observacién 1.14 Notemos que para cada vector e; = (0,...,1,0,...) de la base candnica se
tiene que ¢(e;,¢;) = 7, y como 7; no es un cuadrado, excepto cuando ¢ = 1, es claro que esta
base es ortogonal, pero no es ortonormal.

Definicidén 1.15 Diremos que un espacio L dotado de un producto interno ¢ es un espacio
artomodular si en él se cumple la versidn algebraica del teorema de proyeccion. Es decir, para
todo X subespacio de L se cumnple:

X=x"t=sL=XeoX"

Nos interesa mostrar que E es un espacio ortomodular. Para ello necesitamos el concepto
de tipo topoldgico, que esta relacionado con los subgrupos convexos (o aislados) del grupo de

valores G = P Z.
neN

Definicién 1.16 Sea S un grupo ordenado. Un subgrupo H < S se dice convezo si dados s € S
Y h’]ah‘i € H;
h1<s<hy—se€H.

Definicién 1.17 Para g € G definimos:
Alg) ={g € G: para todon € N 0 < nlg'| < g}

Tenemos que:
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a) A0) = {0}.
b) Sig #0, entonces A(g) es el subgrupo convexo més grande que no contiene a g.

Los subgrupos convexos del grupo G = €9 Z son Ay C Ay C Ag..., donde &, = P D; con
neN 1EN
Di=Zsii<nyDi={0}sii>n.

Ahora estamos en condiciones de definir los tipos topoldgicos.
Definicion 1.18 Sea g € G. El tipo topoldgico de g €s

Talg) = (] Alg+29)
g'eCG

Definimos, también, el tipo topoldgico para un elemento a € K \ {0} de la siguiente manera:
Tk (a) = Ta(v(a))-
Con esta definicidn podemos enunciar el teorema siguiente.

Teorema 1.19 ([4], Teorema 1) Sean G, K y E como antes y, supongamos que iy = card{i €
N: Ty(r) = Ak}, para k € NU {0}, es finito y cumple que S(K) > ni para todo k € NU {0}.
Entonces:

a) El producto interno es anisdiropo.

b} La asignacioén

z—v(p(z,x)) €G

cumple con la desigualdad triangular fuerte y por tanto define una norma, la que llamare-

mos || - |l.
¢} E es completo en la topologia de la norma.
d) Un subespacio U C E es ortogonalmente cerrado sty solo s U es topoldgicamente cerrado.
e} E es ortomodular.

B! Teorema 1.19 nos entrega todas las herramientas para probar que el espacio F es orto-
modular. Basta establecer que np = card.{i € N: Tg(r) = Ay} es finito, pues la condicién
S(K) > ny para todo k € N se cumple trivialmente ya que K es un cuerpo ordenado y, por
tanto, S(K) = co.

Lema 1.20 Para todo k€ N, ng =2 y para k > 1 se tiene que ny = 2%,
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Demostracién: Para calcular mg notemos que Tx(71) = {0} y T (m2) = {0}, pero Tk (m3) = A4
y como la valuacién es una funcién creciente con ¢ cuando la evaluamos en {7i}ien, entonces
concluimos que ng = 2.

Consideremos para cada | € N el conjunto con 2! elementos

Toig] - El = {T21+1 STl Toigl " T2, Toley " T3y Tty " Tdy- -+ T2lgy - TQI}

= {71 Toige) Tog 3 Tatady - - T }
notamos que
oQ
= u (‘!U,) Tol-141 * B[—1)

donde las uniones son disjuntas.

Afirmamos que si 7; € Ty, - 21 para algdn [ fijo entonces Tg (v(1:)) = Ai. De hecho,
a) Alu(m)) = Ay,
b) si vy € Apwy, entonces Alv(n) + 'ny‘) =ALy
¢) si v € Ap\ An_1, con n > I, entonces Alv(7) + 27) = An—1.
Asi, para cada k € N, se tiene que
[ieN: Tglu(n) =0k} ={i e N: 7 € Toe 1 - Zg}
y, por tanto, ng = 2. O
Hemos probado que el espacio F es ortomodular y tenemos la siguiente:
Definicidén 1.21 Sea N : I — %G’ la aplicacidn definida por N(z) = Jv(¢(z,z))

Por ¢l teorema anterior la funcién ||z|| = 2N(z) cumple con la desigualdad triangular fuerte.
En todo lo que sigue, trabajaremos con esta aplicacién.
El siguiente teorema muestra la equivalencia de cuatro afirmaciones. Como ya sabemos que

E es ortomodular, entonces la primera es cierta, y por tanto todas ellas lo son.

Teorema 1.22 ([5], Lema 14} Las siguientes cuatro afirmaciones son eguivalentes:
a) Vo, y € B uld(z-+y,z+y) > min{v(d(z,z)), v(é(y, v))} (Desigualdad. Triangular)
b)Vr,ye E: o(z,y) = 0= v(p(z+y,z+y)) = minfv(g(z, 1)), v(é(y, v)) } (Pitdgoras).
¢) Yo,y € Bx wid(z,y) > min{v(d(z,z)), v(¢(y, y)) } (Cauchy-Schwarz débil)

d) Yo,y € B: 2v(é(z,y)) > v(¢lz, z)) + v(ély, v)) (Cavchy-Schwarz).
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Para completar la enumeracién de los resultados preliminares falta el estudio-de los espacios
residuales. Sin embargo lo postergaremos hasta el capitulo 3 donde surgen de manera natural
por su gran importancia para probar la indescomponibilidad de algunos operadores definidos en
E. Nos centraremos ahora en el estudio del caso de los espacios de dimensién finita.
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2. Construccién de una coleccién de operadores autoadjuntos e
indescomponibles

Ahora que hemos terminado con los preliminares, construiremos de manera recursiva una
sucesién de operadores lineales {1y, }nen, donde cada operador estd definido sobre (En, ¢n). Estos
operadores reunen las caracteristicas de ser autoadjuntos e indescomponibles.

Sea 7,, la matriz identidad de orden 2%, entonces: T3 es el operador lineal cuya matriz sobre

la base candnica es )
N R
1 0

y para r = 1, se define 1541, de manera recursiva, como ¢l operador que sobre la base candnica
se puede representar por la matriz

Tn Xn+1 - (Tn — In)

T;L*In 71’1

Nuestro primer objetivo es probar que los operadores de la sucesion son autoadjuntos respecto
al producto interno correspondiente. Para esto, usaremos la estrecha relacién que existe entre
E, y En.1. El siguiente teorema nos muestra cémo construir operadores autoadjuntos en Ep.1,
conociendo dos operadores autoadjuntos en £,.

Teorema 2.1 Sean A, B : (Ey, ¢n) — (En, $n) dos operadores autoadjuntos con matrices A, B

respectivamente. Entonces el operador C : (Ept1, $n+1) — (Ens1, $nr1) definido por la matriz

A Xn+1-B

B A
es autoadjunto con respecto al producto interno gnii.
Demostracion: Primero fijemos la siguiente notacidn:

a) la matriz de A serd A = (aij)2nx2n,
b) la matriz de B serd B = (bjj)anxan, ¥
¢) la matriz de C serd C = (cij)gn+1xgn+1

Dividiremos la demostracién en tres casos (ver la notacién de los vectores en la base en la
definicion 1.7):
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Caso 10 512,77 < 2™ se cumple que:

1 1
qﬁn-r—l( o , € TH— ) (,Dn( C;,€C ) (2)
Por la forma. de C, se tiene que:
Cij = Gij-
Luego:
F'Lj@n+1(€n_'_1 ?-H) = ag;Pnle 8Ty €)

= ajiqﬁn (C?, 87})

= C_;l'.-,(pn—.—l( ;’Irrl) ell-rl)

pues A es auteadjunta.

Caso 2: 8i1,7 > 2™ entonces se tiene que:

‘;52'1 1( 11-}-1’6;’14-1) YnquDﬂ-( €i_an, 61—7"") (3)
Y que
Cij = Q(i—2m)(j—2) (4)
por lo que:
cijdnr1 () = apamyiam) Xns1Pn(Ezms €fgn)

v, usando que A es antoadjunta, tenemos:

i Tl n
i am)(j—2m) Xar16n (€] gns €F_an) = Q(-2m)(i-27) " Xn+18n (€] gn; €5 )

e Cjz(anrl (en-rl n+1)

os declr:

1 n+1)

Cij ¢1z+1 (PrL-J— 31- n+1 ?ITI )

Cj1¢n——l (6

Caso 3: Sii< 2%y j > 2™ Por la definicién de C, tenemos que

Cij = Xn+1bigG—2n),
luego:
Cijbnar(efT,€f) = cijdn(el,e}) (por (2))
= Xnt+1bigj-2m)Pnlel €7)
= Xn+1D0_an)iPn{ef_on. €] 5n) (pues Bes autoadjunta)

= b(j—omyiXn+1¢n (€] an, €] _on)

= b(j~2“)i¢’n+1(er}+l ; 877+1) (por 3)
= ('31¢n—1( ?ALI 'ﬂ-+1
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Finalmente, el caso 4 > 2™ y j < 2" es andlogo al caso anterior. O

Corolario 2.2 Paran > 1, el operador Tn : (Eny ¢n) — (En,én) es autoadjunto.

Demostracién: Haremos la demostracidn por induccion.

Para n = 1, tenemos: aja = x1, ao1 = 1, ¢1(el, el) = 1 y ¢1(ed, el) = x1, lo que implica que
1.1
ag1 - ¢1(ez, e3) = x1 = arz - pilel, €1)-
Esto prueba que 7; es autoadjunta.

Suponemos, ahora, que 7, es autoadjunta. Entonces 7, — I, también es autoadjunta y por

el teorema anterior

T Xn+1 - (71'1. = In)

también lo es. 4

Habiendo probado que esta sucesién estd compuesta por operadores autoadjuntos, sélo nos
falta ver que son indescomponibles para obtener lo prometido.
Probar la indescomponibilidad de estos operadores no serd una tarea tan directa como lo

mostrado hasta ahora, pero con la ayuda de la Teoria de Galois lograremos nuestro objetivo.

Lema 2.3 Para n > 1, el operador Ty, no tiene valores propios en K.

Demostracién: Probaremos por induccién que para cada natural n el operador T, no tiene

valores propios en K, pero si en K, = n(v/X1: /X2, - --»/Xn), ¥ cn esta extensién son todos
distintos.
S =1,
_{ 0 x1
Tl oo

vy su polinomio caracteristico es p1(A) = A? —x3. Sus valores propios son, por lo tanto, A\; = /X1,
Ay = —,/X1. Estos valores no pertenecen al cuerpo K, pues de ser asi, x; serfa un cuadrado en
Ki, lo que no es cierto.

Paran > 1,

'1;1. Xn+1 - ('L"z = L’l)

Tn—In T,
Sean pn(A) el polinomio caracteristico de 7, y C, una extensiéon de K, que contienec las

2% raices de p,,(A), a las que llamaremos Ai,..., As». Por hipétesis de induccidn, las 2™ raices
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A=A i =Dxaer 0 0 0 0
| di=1 By 0 0 0 0
|0 0 ho—X (e — Distens 0 0

= | 0 0 da—1 Ag— A 0 0
| 0 Agn — A (')\'2“ - 1)XTL+1
o 0 0 0 S

De lo que se obtiene que:
pre1(2) = (A= A1) = Oa = 1] [ = 22)% = o = 1)xmaa] - [(A = Aon)? = (an = 1) xn]
Por lo tanto, los valores propios de 7y13 son las soluciones de las ccuaciones
A=2)*—=(i—=1)? Xay1=0, coni=1,...,2"

Es decir, estéan dados por:
)‘zw = X+ I/ xnxl - (hi — 1)
dondel e {-1,1} yie {1,...,2"}

Como /Xn<l & Kn+1(A1,. .., Azn), entonces tenemos que )\EI) ¢ K. Por lo tanto, 7,41 no
tiene valores propios en Kni1. Y las 27! raices de pny1()\) son todas distintas. ]

Un resultado cldsico de la teorfa de Galois nos entregara una importante herramienta para
probar que estos polinomios son irreducibles en los cuerpos de series de potencias generalizadas

que COI‘I'GSpOlld‘cL.

Lema 2.4 Sea F un cuerpo y sean ri,...,"m en la clausura algebraica de F las m raices dis-
tintas de un polinomio p(z) € Flz], donde el grado de p es m y supongamos que r; ¢ F para
i=1,...,m. 8ea K = F(ry,...,rn) y G = Galp(K). Entonces p(z) es irreducible sobre F[z] si

y sdlo si para cada par de raices i, 7; de p(z) eriste un automorfismo g € G tal que g(r;) = 5.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer gue p(x) es mdnico.
Primero, supongamos que no existe un automorfismo en el grupo G tal que g(r1) = rm.
Entonces considere:
A={g(r):9€ G}
Asi, por hipdtesis, 7y, ¢ A.
Sebre K[z} podemos escribir p(z) de la siguiente formas:

ple)= I (z—r)- 1 (z-7j)

mEA rigA
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v para todo g € G se cumple que g(p(z)) = p(z) y ¢(4) C A. Lo que implica que r1‘;14(.7; —7r)y
T_ -xH — r;) son polinomios fijos bajo cualquier automorfismo de G y, por tanto, su; éoeﬁcientes
estdn en F', lo que muestra que p(z) es reducible en F[z].

Ahora, supongamos que para cada par de raices r;,7; de p(z) existe un automorfismo g € G
tal que g(r;) = r;. Entonces si p(x) es reducible sobre F[z], se tiene que p(z) = h(z) - [(z) con
hixr).l{x) € Flz]. Luego, para todo g € G, se tiene que g(h(z)) = h(z) y g(I(z)) = ().

Sobre N[z], podemos escribir p(z) = (z — ry)---(z — rp) ¥, salvo por una reordenacién de
los factores. podemos escribir A{z) = (2 —ry) -+ (z — ) ¥ I(2) = (2 = rnt1) - - - (& — ), PeTO,
por hipdtesis, existe un go € G que lleva r; en 7,44, lo que implica que go(h(2)) # h(z), lo que

nos lleva a una contradiccién. O

Ya hemos visto cémo probar que un polinomio es irreducible. Veamos aliora que la irre-
cducibilidad se mantiene cuando cambiamos de un cuerpo a otro dentro de los mencionados en

este trabajo.

Lema 2.5 Sea s(z) € K,[z] un polinomio con deg(s) > 1. 5i s(z) es irreducible sobre K ,[z],

entonces también lo es en K,41[2].

Demostracién: Supongamos que s(z) es un polinomio ménico, irreducible y no lineal en Ky[z],
v supongamos que es reducible en K,41[z]. Entonces podemos escribir s(z) = h(z) - I(z) con
h(z).l(z) € Ky+1[z], polinomios no constantes. Sean ho, ..., hp,lo,--.,l; € Knyq1 los coeficientes
de los polinomios & y [ respectivamente. Entonces tanto los £; como los /; son sumas de productos
de raices de s(z), las que pertenecen a una extensién finita de K. Como h; € K, se tiene que
hii= ‘_\: ui;)xiH pero esta suma consta de un solo término ag)
ra uef?{g s(z) sdlo aparecen elementos algebraicos sobre /{5, pero todo elemento en K 41 \ K,

, pues en todas y cada una de las

es trascendente sobre K, ( ver[9], Lema 1). Entonces tenemos que esta reduccién de s(z) es una
factorizacién en R ,[z], lo que produce una contradiccién, pues el polinomio es irreducible en
Kalz]. a

0 su mayoria los resultados obtenidos hasta ahora han sido orientados a probar la indes-

componibilidad de los operadores T, finalmente podemos enunciarla en el sigulente:

Teorema 2.6 Para todo n > 1, el operador T;, es indescomponible.

Demostracién: Procederemos por induccion.
Por el Lema 1.13, basta probar que el polinomio p,(A) es irreducible.

Para n = 1, tenemos que el p;(A) = A? — x1, que es irreducible pues /X1 ¢ K.

Para n > 1, supongamos que p,(z) es irreducible sobre K,. Considere J, el cuerpo de
descomposicién de p,(z) sobre Ky y sea G’ = Galy,,, (Ja)- Porel lema 2.5 pn(z) esirreducible
sobre ,41[z] y por el lema 2.4 se tiene que para cada par de raices A;, A; de p,(z) existe g’ en
G’ tal que g'(A;) = A;. Sea Cny1 = Kyg1(A1,- -3 A2ny o/Ang1) el cuerpo de descomposicion de '
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Juwi(2) = 2% = xny sobre J,. Entonces |Crs1 : Knt1| = |Cag1 2 Jn| |Jn : Knga| = 2-27 = 2n+1,
Notemos que C'41 es también el cuerpo de descomposicién de p,4q () sobre K41 ¥, que para
cada g" € G, existe un g € G = Galg,,, (Cns1) tal que g|s, = ¢".

Nuestro proposito es probar la irreducibilidad de p,4+1(z) en K,41[z]. Por el Lema 2.4 es
suficiente probar que para cada par de raices de este polinomio es posible encontrar un auto-
morlismo del grupo de Galois que lleva una en la otra, para esto, por el Lema 2.3 las raices de
Mo (2] tienen la forma:

"\g!) =X+ [V Xn-}-l()‘z' = 1)

Considere, entonces, dos de estas raices )\EI), /\S-[ ), considere también ¢’ € G tal que glA ) =
A,. v el homomorfismo g : Cny1 — Cryr tal que gly, = ¢’ ¥ 9(/Vng1) = {I'\/Nnt1- Luego, la
funcién g asf definida es un automorfismo del grupo Galy, ., (Crnt1) ¥:

gAY = g+ Lyt (hi = 1)
= g(A) + lg(VXn1) (g(A) — 1)
= g'(M) + lg(Xrr) (g (Ai) — 1)
=X+ U\ oAy = 1)

= f\jlf)r P fXne1 (A — 1)

(

lo que muestra que para cada par de rafces hay un automorfismo de Galois que lleva una raiz
en la otra v, por el Lema 2.4, se tiene que pp+1(z) es irreducible sobre K 4[z].
Asi, por induccidn, tenemos que para todo n > 1 el polinomio p,(z) es irreducible y, por el

Lema 1.13, el operador T), es indescomponible. i

Con esto hemos completado todas las metas propuestas para estos operadores, analizaremos

ahora qué sucede en dimension infinita.
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3. Operadores indescomponibles sobre E

La meta en esta seccidn es construir un operador en E que sea acotado, autoadjunto y por
supuesto indescomponible, todo esto a partir de los operadores en dimensién finita que ya hemos

construido. Para eso debemos conocer las estructuras del cuerpo residual y del espacio residual.

3.1. Espacios residuales
oo
Los subgrupos convexos de G = €BZ son Ag C A; ... definidos para cada n € NU {0} por
i=1
oc
A, =@D;donde D; =Zsii <nyD; ={0}sli>n A cada uno de estos subgrupos le

i=1
corresponde un anillo de la valuacion R, definido por:

R,={¢e€K: v(§) >4 paraalgin § € A,}
v cuyo tnico ideal maximal es
Jo={£€ K: v(§) >4 para todo § € A, }.

Entonces K, := R, [Jn (con 0, : R, — f(n, la proyeccién candnica) es el cuerpo residual
correspondiente al subgrupo 4A,,.

Lema 3.1 El n-ésimo cuerpo residual K, es isomorfo a K.

Demostracién: Debemos probar que I?n = R,/J, =2 K,,, para ello considere £ € R,,, entonces
v(€) = § para algin 6 € A,. Como £ € K entonces:

£= Z%Tg = Z agT? + Z agT?

9eG g€An gEAT

donde Af ={g€G: g>4dparatodod € A,}. Considerey = 3 a,79.
gEAn
Entonces

Jn R x, — K,
E+h=y+Jn — vy
estd bien definida, es inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto una biyeccidn. Para mostrar que cs

un isomorfismo de cuerpos debemos probar los siguientes puntos:

a) ful€-n) = fal€) - fu(n).

Sean £ =y +zmyn=te+2,cony = 3 @79, 21 = 3 ag79, y2 = 3. bp7h,
gEAL geAt helAan

20 = Y byr" Entonces fn(€) =41y fa(n) = y2- Calculamos ahora f.(&n)
heAt

ln) = fallyr + 20)(y2 + 22))
= fa(yiye + y122 + Y221 + 2122),
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pero v(yiz2),v(yaz), v(z122) € A}, entonces fn(y1y2 + 1122 + 1221 + 2122) = fo(¥192)-
Notemos que ‘

ny2 = Z G Z byrd = Z T,

gE€EA, gEAL GEAR

con ¢4 de la manera usual. Por lo tanto f,(1132) = tiye = fu(E) fa(n).

b} Paraprobar que f,,(£41) = fu(€)+ fn(n) ponemos £ = y1+21 ¥y 1 = y1+21 como en la parte
(a) y tencmos que fo(§+n) = fu((y1+21) + (y2 +22)) = fa((v1 +y2) + (21 + 22)), al igual
que antes v(z1 +22) € AL, entonces fn((y1+y2)+(21422)) = falyr+y2) = falyr)+fn(v2).

Lo que prucba que f, cs un isomorfismo de cucrpos. O

Observacion 3.2 En esta seccién nos concentramos en el estudic de los espacios residuales
y los cucrpos residuales. Acerca de cstos ultimos, hemos probado en cl lema anterior que son
isomorfos a los cuerpo de series de potencias generalizadas K, que son los cuerpos base donde
hemos definido los espacios de dimensién finita F,, del capitulo 2, por lo que resulta natural
definir E,, de la manera que se ha hecho.

A continuacion veremos cémo se definen los espacios residuales del espacio E y probaremos
que son coplas isomorfas de los espacios E, ya definidos.
De la desigualdad triangular de || - || en E' (Teorema 1.19), se tiene que

M, :={zx € E: ||z|| = § para algin § € A,}
es un modulo sobre R, y que
Sn:={z € E: ||z]| > para todo § € A}

un sub-mddulo. .
Entonces E, := M,/S, (7, : M, — E,, la proyeccién candénica) es un espacio vectorial

sobre el cuerpo residual K, definiendo la ponderacién como

mx(ET) = BalE)msls)

cuando z € M, y £ € Ry,
El espacio residual B, esta dotado de un producto interno inducido por ¢ dado por

(7 (@), T (¥) = 6n($(=,))
con x,y € M,.

Lema 3.3 El espacio restdual E, es isomorfo a E,.
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Demostracién: A continuacién mostraremos que E, es un espacio vectorial de dimension 2"
sobre [i'n = K. Con esto y como m, inyecta a Ey, cn E‘n, se concluye que son espacios vectoriales
1somortos.

Es claro que {my(e;)}2, es linealmente independiente, pues son ortogonales bajo el producto
interno inducido én(mn (@), maly)) = n(o(z, ¥) y mnlei) #0sil <i<2m,

Sea E, = I F; C E,donde F; = K sii < 2" y F; = {0} si i > 2" (2" copias de K en las

ieN
primeras coordenadas). E, es topolégicamente cerrado, pues es de dimensién finita. Entonces,
= =l
como £ cs ortomodular, E = E, ® E,.

Sca z € M. En particular, z € E, entonces z = y + z con y € E.yze€ _E—ﬁ. Luego,
() = wa(y) + 7n(z) ¥y ambos son proyectables pues ||z|] = min{|ly||,||{z]|} yaquey L z y
como {|z|| > ¢ para algin & en A,, entonces Hy]] [[z]| = 6.

oo
Escribimos z en la base canénica como = = Zcm,e1 = Zaiei + 3 e
i=1 =1 =241
Queremos probar que z € S, es decir ||z|| > § para todo § € A,, pero ||z|| = min{v(alx;) :

i€ {2"+1,...}}. Si suponemos que este minimo se alcanza en la coordenada k-ésima, entonces

llz]] = v(ai7), pero 7 € Ju y ax € Ry, como J, es un ideal en R,, entonces z € Sy,. Por lo
tanto, 7 (2) = 0.

!

Luego mu(z) = maly) = iﬁn(ai)ﬂ'n(ei), lo que muestra que {m(e:)}?, genera a E,. Asi E,
0z un espacio vectorial de d;?nlensi('m 2" sobre K. O
También podemos proyectar cada subespacio U C E bajo 7y, a un subespacio de E,
walU) i={ma(z) : z€UNM,}
Lema 3.4 [6] St los subespacios U, W C E son ortogonales, U 1L W, entonces m,(U) L mp(W)
ym (U@ W) =m(U) & mn(W).

Demostracién: Claramente, m,(U) L 7n(W). Para la segunda afirmacién, debemos mostrar
que (UgWINM, = (UNM,)®(WnNM,). Seaz € (UgW)NM,. Descomponemos z = u+w

conu € Uy w € W. Entonces ||z|| = min{||ul],||w]||}, pues v L w. Como z € M,, entonces
u,w € My, y consecuentemente z = u+w € (UNM,) ® (W N M,). La demostracién en la otra
direccidn es trivial. m]

3.2. Operadores lineales acotados en E

En esta seccidén definiremos una matriz infinita que representard un operador lineal. Para este
operador nos interesardn ciertas propiedades'basicas, como ser acotado, autoadjunto y finalmente
probar su indescomponibilidad.

Definicién 3.5 Un operador lineal B : E — E se dice acotado si eziste un g € G tal que

B@)l - li=ll > g
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para todo z € E\ {0}.

El conjunto de todos los operadores acotados en E, B(E), es cerrado bajo la adicién y
composicién usual, es decir, B(E) es un dlgebra. Un operador B es determinado por las imagenes

B(e;) de los vectores de la base, por lo que puede ser representado por una matriz infinita.

Lema 3.6 [6](3.1) Una funcién Bg : {e;: i € N} — E se estiende a un operador lineal aco-

tado B : E — E si (y sdlo si) el congunto {[|Bo(e:i)l| —|leill : i € N} es acotado inferiormente.

Demostracién: Supongamos que existe un g € G tal que para todo i € N [|Bo(e:)|| — [leil] = g-

By se extiende a una funcion lineal By : By — E, donde Ey = span{e; : 1 € N}. Primero

it

mostraremos que Bj es acotado por g. Considere un vector no cero z = zg,-,ei € Ep. Sea
i=1

ke {0,...,n} tal que ||B§(ékex)|| = min{||Bg(&ie:)|| : i € N}. Entonces

I|Ba(z)|] = 11Bg (&ker)l] = 2u(&k) + 1 Boler)ll-
Ademds, |lz|| = min||&eill : i =1,...,n, por lo tanto
llzf] < [I§eexl] = 2v(&k) + el
restando las designaldades obtenemos || Bg(z)||—1lz|| = ||Bos(ex)|| —1lexll, por lo tanto || B (z)|| —

llz]] > g como se querfa. Ahora, Eg es denso en E en la topologia de la norma, por lo que la
afirmacion es cierta. : O
3.3. El operador T.

En ¢l capitulo 2 construimos una coleccion de operadores lineales autoadjuntos e indescom-
ponibles sobre los espacios residuales (En, ¢n) de (E,¢). Ahora, veremos cémo esta coleceién
induce un operador lineal en E.

Definicién 3.7 Sea {Fn}nen una sucesion de matrices, donde P, = (pj;), tal que para cada n

se tiene que:

w) P € Matgn(Ky),

n+1

0) sid,j < 2" entonces pj = plj.

Llamaremos matriz final de la sucesién {Pp}nen a la matriz infinita P definida por:
P = (py;)

donde, dados i,j € N considere un m € N tal que 1,7 < 2™, entonces pi; =p§?.
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Definimos la matriz infinita 7 como la matriz final de las matrices 7;, del capitulo 2 y probare-
mos ¢ue esta matriz representa un operador lineal acotado T, autoadjunto e indescomponible

en (E,9).

Con la ayuda del Teorema 3.6 y el siguiente lema probaremos que la matriz 7 induce un
operador acotado en E.

To(e)l - llefl] > 0 parai € {1,...,27).

0
Demostracion: Recordemos que 77 = ( : };1 ) y que paran > 1
'I';z Xn+1 (’I;l - In)
Tn1 = (t5H) =
P Tn

Paran = 1, ||Ti(e})]} = min{v(0),v(x1)} = v(x1) ¥ ||le}|| = 0 € G entonces ||T1(e})||—|le}]| >
0y [[11(el)l] = v(x3) y lled]| = v(x1) entonces restando |73 (eb)||— |le3]] = v(x1) > 0. Asf, hemos
obtenido la afirmacién para n = 1.

Supongamos que la afirmacién es cierta para n y consideremos i € {1,2,...,2"}. Para este
i fijo, se tiene que |[Tn41(ef™)|| = min{v((y " )27) : k € {1,2,...,2" 1} )

Recordemos que por la forma de 741, tenemos que 7, € Ky, entonces v((tp")?m) € Ay
Baieg 2™, y v((tzfl 21%) € Apnt1 \ Ay 51 2™ < k <2771, Por lo tanto

min{v((t51)2n) - k € {1,2,...,2"}} = min{o((tF1 ) : k € {1,...,2"}},

es decir, | [Tt (6)]| = |[Ta(e?)||. Ademss, como [[ef*| = [le?| obtenemos que [[Tos1(ef+) |-
et ™| = {|Tn(ef)]| = [lefl] > 0 -
Ahora, para completar la demostracién, supongamos que i € {27 +1,2"+2,...,2"1}. Para

caleular |[Tn1(ef™)|| = min{v((£57)27%) : k€ {1,2,...,2""'}}, notemos que

tn+1 Xn+10ki, sik S 27;;
8 MR sk g,

donde ay; es el coeficiente ki de la matriz 7, — Z,. Como ay;, t}; € K, entonces sus valuaciones
estan en Ap. Asi, si & < 2", entonces v((lt”+1 21k) = & + 2u(xn+1) para algin § € A, y si
9" < k< 27+ entonces v((t}1)%1k) = &’ + v(xn+1) para algin §’ € A,. Con esto

T (€8] = min{o((E)?78) - & € {1,2,..., 2771} = [[Ta(elgo)ll + (xns1)
y como ||l 7| = ||eP_n|| + v(Xn+1), restando obtenemos la afirmacién. O

Teorema 3.9 La matriz T define un operador lineal acotado T en E.
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Demostracién:Probaremos que de hecho T' tiene cota 0. Haremos la demostracién por con-
tradiccidn, entonces supongamos que existe 1 € N tal que ||T(e;)]| — |lei]] < 0. Sea k tal que
v(t7,7) = ||T(e;)|[. Entonces existe un n € N tal que i,k < 27, luego v((t%)%7%) = || Tu(eP)|| ¥
Heil = llel']l, luego 0 > |[T'(e;)]| — ||eil] = [T ()] — ||e?||, produciendo una contradiccién con

el lema anterior. O
Se sigue del Teorema 3.9 que, para cada n € NU {0}, T(M,,) C M, y T(S,) C S,, por lo
que T" induce un operador

Th: E, — F
mal{z) = wa(T(z)) (e M,)

Lema 3.10 El operador T : (E,¢) — (E,¢) es autoadjunto.
Demostracion: Debemos probar que
P(T(e:), e5) = ¢(ei, T'(e;)),

o lo que es equivalente,
tiig(ei, ;) = tijd(e;, e5)-

Pero para cada par ¢,j € N existe un n € N tal que ,j < 2". Luego, tj = t}‘i, 1y = t?j,
olej.ej) = dnle],el), dlei,ei) = dnlel,el), y por el Teorema 1 se cumple
t‘;}i,‘ﬁn(e?: E?) = tz‘ﬁﬂ(e;lae;)
()

Hasta este momento 7" representa un operador autoadjunto y acotado en (F, ¢). Alora, para
terminar el capitulo probaremos que éste sélo admite como subespacios cerrados invariantes a

los subespacios triviales.

Teorema 3.11 FEl operador T es indescomponible.

Demostracidn: Supongamos que T' deja invariante un subespacio cerrade no trivial U. Por
ortomodularidad, podemos escribir E = U @ U-L. Dado que tanto U como U~ son no triviales,
existen € U y z € U+, ambos distintos de cero, y sea n € N tal que m,(z), m,(2) # 0.
Escribimos En, & E, = ma(E) = 7 (U) @ 7 (U*). Por el Lema 3.4, mp(U) y mn(U2L) son
no triviales (uno contiene la proyeccién de z y el otro la de y), pero esto muestra que 7, (U) es
invariante bajo T}, lo que contradice el Teorema 2.6. Luego T es indescomponible. a

Con lo anterior hemos conseguido un operador lineal, acotado y autoadjunto en E que no

tiene subespacios cerrados invariantes.
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4. Construccién de una familia no numerable de operadores aco-

tados, autoadjuntos e indescomponibles en el espacio (E, ¢)

En los capitulos anteriores hemos probado que una coleccién especifica de operadores en los
cspacios I, son autoadjuntos e indescomponibles y que también lo es el operador acotado T
definido por la matriz final de la sucesion {7}, }nen-

Utilizando esencialmente las mismas demostraciones construiremos una familia no numerable
de operadores acotados, autoadjuntos ¢ indescomponibles, de manera que tanto los operadores

mostrados en los capitulos anteriores como los que aparccen en [2] son casos particulares en clla.

4.1. Construccién de familias de operadores indescomponibles en dimensién
finita.

Para cadan € Ny o, 8 € K, definimos el operador matricial:
8% - Maton (Ky) — Matgrsr (Knt1)
B Xn+1 - (QB = ﬁl—n)
B s S2A(B) =
aB — (T, B

entonces la matriz S&7(B) define un operador lincal, que denotamos por gpult (B) : Epp1 —
Fu.1- Bn lo que sigue mostraremos las propiedades que nos interesan. El siguiente lema es en
verdad una aplicacién directa de 2.1.

Lema 4.1 Si B : (E,,¢n) — (En, ¢n) €s un operador lineal autoadjunto, entonces el operador
lineal Sf:"g(B) es autoadjunto en (Enty, $n+1)-

Demostracién: Si B define un operador autoadjunto en (E,, ¢, ), entonces también lo es aB -
31,, para todo «, 3 € K,, para terminar aplicamos el Teorema 2.1 y tenemos que Sﬁ’ﬁ (B) es
autoadjunto. O

Sicmpre pensando cn probar la indescomponibilidad de un operador, el siguiente lema nos indica

como reconocer la descomponibilidad de un operador si se conoce su polinomio caracteristico.

Lema 4.2 [8] Sea s(z) = f' (z)--- f¥ (z) el polinomio caracteristico de un operador S : E —
E, donde k; > 0 y fi(z) es irreducible sobre el cuerpo base de E parai=1,2,...,7, entonces E

puede descornponerse en v subespacios invariantes bajo S.

Consideremos ahora en la familia de los operadores lineales autoadjuntos en (E,, ¢n) aquellos

operadores C' que cumplan las siguientes condiciones:

a) Si pe(z) es su polinomio caracteristico y pl.(z) su derivada formal entonces el maximo

comiin divisor entre estos dos polinomios en Ky[z] es 1.
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b) El operador lineal C es indescomponible en ;.
Probaremos lo siguiente:

Teorema 4.3 Para un operador C : B, —— L, con las caracteristicas anteriores y elementos
o, A € K no ambos cero, el operador S&° (C) : Eny1 — Eny1 es indescomponible.

Demostracién: Del Lema 4.2 sc desprende que un operador C @ E,, — E,, indescomponible
tiene como polinomio caracteristico a:

pe(z) = (f(2))*

para algin polinomio irreducible f(z) € Kn[z] y % algdn ndmero natural. Como pc(z) no tiene
raices repetidas concluimos que k = 1 y p.(z) = f(z), vale decir p.(z) es irreducible en K,|[z].
Por el corolario 2.5 p.(z) es irreducible en Kni1[z].
Con todo esto, estamos listos para estudiar la irreducibilidad del polinomio caracteristico de
i (41
s(z) = det(SP(C) — z - Tnsa)-

Sea {;,...,02n} el conjunto formado por las 2" raices distintas de p.(z), entonces siguiendo
la construccién hecha en la demostracién de 2.3 se tiene que s{z) € Kn41(61,...,02:)[z] se
factoriza como:

s(2) = [(z - 61)* = Xn+1(ady — B)][(z — 62)% — Xns1(ada — B)?] - [(z — 620)* — Xns1(ady — B)?]
Por lo tanto, s(z) tiene 2"*! rafces distintas y que son:
‘510) =08 +!-/xny1(ad; — B) parai=1,...,2" yl € {1,-1}.

Sea G = Galg, ., (Kn41(61,82,...,02n,\/Xnt1)). Como d(z) = x* — Xn41 €s el polinomio
minimal de \/Xn+1, entonces para todo g € G tenemos que g(\/Xni1) € {V/Xntl) —/Xntlh
y para &; tenemos que g(d;) es raiz del polinomio p.(z). Més ain, como p.(z) es irreducible,

entonces para cada par 63‘_,‘53‘ existe un g € G tal que g{d;) = eSj, con esto entonces tenemos que
si r,7' son dos raices de s(z) entonces existe un g € G tal que g(r) = r’. Por el lema(2.4) el
operador SR (C) es indescomponible en Epyq. m

El siguiente teorema describe el método, al que llamaremos método Sff"ﬁ , qQue nos permite
construir una coleccién de operadores autoadjuntos e indescomponibles en cada espacio (Ey, ¢r,)-

Teorema 4.4 Sean {«;}tien, {Bitien ¥y A € Mata(K)) tal que:

a) para cada i € N, oy, 3; € K;, no ambos cero.

b) para cada i € N, 0 < v(a;) y 0 < v(B;).
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¢) El operador Tq : (By,¢1) — (E1,¢1) inducido por lo matriz A es autoadjunto e indes-
componible.

d) El conjunto {||Ta(e;)|| — lleil| : ¢ = 1,2} es acotado inferiormente por 0 € Gy.

Entonces los operadores Ly : (Ex,¢r) — (Ex,¢r) definidos por las matrices L = A,
Lig1 = Sg‘*"ﬁ"(ﬁk) son autoadjuntos e indescomponibles.

Demostracién: La demostracién de este teorema se basa en el uso de induccién junto con
el lema 4.1 y el teorema 4.4, donde el paso n = 1 se cumple gracias a las condiciones que cumple
cl operador T4. O

4.2. Una familia no numerable de operadores indescomponibles en E.

Definimos como en 3.7 la matriz final £ de la sucesién {Ly tnen.

Teorema 4.5 El operador final L de la sucesidn {Ly}nen representado por la matriz infinita
L, es un operador lineal y acotado en (E,¢). Mds aun, esta cota es 0 € G.

Demostracidn:

Por el Lema 3.6, s6lo basta encontrar una cota inferior para el conjunto
{IIL(e)ll — lleil| - & € N}

Pero por la construcciéon de L y el Teorema (3.9) sélo necesitamos probar que si L, es
acctado por 0 € G, entonces Lny; también lo serd en G,41. Pero eso se establece con el
mismo razonamiento utilizado en el lema 3.8, en efecto, como la matriz de L, tiene todos sus
coeficientes en Ko, entonces para todo i € {1,2,...,2"} tenemos que ||Zn+1(el)|| — ||l ]| =

[l Ly (e!)]| = |lel|l = 0. Luego el operador definido por la matriz infinita £ es acotado por cero.
O

Teorema 4.6 FEl operador L es autoadjunto con respecto al producto interno ¢.

Dermostracidén: Andloga a la demostracién de 3.10.
O

Notemos que en la demostracién del Teorema 3.11 sélo requiere que los operadores induci-
dos cn los espacios residuales del operador T' sean indescomponibles. Hemos probado ya esta
propiedad para los operadores L,,, por lo que tenemos de inmediato:

Teorema 4.7 El operador L es indescomponible en (E, ¢).

Corolario 4.8 Eziste una familia no numerable de operadores en el espacio ortomodular (E, ¢)
tal que cada operador en la familia es acotado, autoadjunto e indescomponible.
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4.3. Otras aplicaciones del método S%7°.

51 consideramos la sucesién obtenida usando el método .S'f’."ﬁ ,apartirdeTa=Tiya,, Gu=1
para todo n € N, conseguimos la coleccidn construida en los capitulos 2 y 3. Si consideramos
T4 =17 y luego an, = 0y B, = —1 para todo n € N obtenemos la coleccidén construida en
2], Esto muestra claramente que los teoremas de este capitulo generalizan las construcciones
anteriores de operadores en este contexto.

Ahora veremos un ultimo ejemplo que sin pertenecer totalmente a alguna de las colecciones
construidas hasta ahora tiene una estrecha relacién con ellas.

Sabemos que cualquier operador autoadjunto e indescomponible en (Eq, ¢1) genera una can-
tidad no numerable de operadores cuando usamos Sff‘ﬁ para subirlo a los espacios Eg, B3, ...,
pero ;qué sucede si intentamos subir un operador en (Ej, ¢x) para un k£ > 17. Lo que veremos
a continuacién contesta en alguna medida esta pregunta.

Durante la construceién de los operadores vistos en los capitulos anteriores surgié el operador
By € L(E3) definido por la matriz:

0 x1 x2 0 x3 4xixs 0 O

1 0 0 x2 4x3 X3 g 0

1 0 0 x1 O 0 x3 O

By — 0 1 0 0 0 0 x3
' 1 41 0 0 0O x1 xz O
4 o 0 1 0 0 x2

0 1 0 1 0 0 x

\ 0 0 1 0 1 1 0/

Es autoadjunto e indescomponible, y no pertenece a ninguna de las colecciones anteriormente
estudiadas.

A partir de este operador, podemos estudiar la coleccién de operadores definida por By =
b‘_.;""'ﬁ B3) y Bpti = ",‘f“’ﬁ“(Bn) para todo n > 4, con an, B, cumpliendo las mismas hipdtesis
requeridas para el teorema 4.4. Cada uno de estos operadores estd definido en (E,,¢n), es
autoadjunto e indescomponible, y la matriz final generada por esta colecién define un operador
B:(E,¢) — (E,¢) acotado por 0 € G, pues Bz es acotada por 0 € Gs.

Por ¢l teorema 3.11 este operador es indescomponible si los operadores inducidos por B en
los espacios residuales son indescomponibles. Eso es cierto para los espacios residuales Ey, con
n > 4, v el céleulo directo nos muestra que 5‘3, 5’2, B, tienen asociados polinomios caracteristicos
irreducibles, y por tanto son indescomponibles. Eso asegura la indescomponibilidad del operador
B.

Con esto ampliamos la gama de operadores de este trabajo, tanto en dimensién finita, como

en dimension infinita.
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