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Farte I
Introducción

Los númcros v polilomios dc Belrx.¡ulli aparecen cn varios problemas rnaternáticos clási
cos. Por cjcrr¡rlo en 1a sulna dc una potencia fi,ja de nrirricros natnrales consecutivos 1¡ + 2Á +
3A + ... + nl. eraluación c1e Ia fr,Lnciórr Zet¿r r1c Rierlann eu urirlercis pares positivos l en Ia
denostlación de cierto caso dcl últirno teorenta de Fcrn¿r,t.

Un grupo formal unidimensiolral conmutatÍvo es una selie folmal en dos r.ariables con
r:oeficientcs en un anillo conmutati\o con rrnic1ad que satisface cieltas colicliciones. Si e1 anillo
es local l coutpleto se puede defiuir crr cl ideral maxirnal una operar:ión aditir.a abeliana con
tal selie. En cste tr..al:ajo pediremos qr,rc c1 anillo sea iibre de torsión, pues en tal caso se le
puedc trsociar a un grupo folmal una serie dc potettcias en una r,al'ial¡le llanada e-,t4ortr:n,c:i,o,l,

.form,al. A cada exponencial folmai si: le asoci¿r ula faurilia dc nirmelos 1. ula fz,imilia de po-
linonrjos llamados ntímeros untt¡erst,les de Bern oulLi t' polinorni,os u,niur:rso,l,e.s de Ber.noull.t.
En esta tesis ntostratcmos que va,rias c1e las plopiedadcs de lo-s nr'rmelos r. polinomios clc Ber-
uoulli clásicos se pucdcn gcneralizar a tales fámilias. Tarnbieri exhibircmos ejernplos concl:ctos
cle expolenciales fomales provenientcs de grupos forrnales, \. en cada caso estudiaremos los
nr'tmeros ¡, poiinonrios ulir.ersalcs dc Bcrloulli asociados. En palticular \re1-ernos qLre cn cstos
eiemplos aparecen firnciones clásicas dc 1a tcor:ía cle númelos corr.ici la scrie de Eisenstei¡ v Ia
función Zeta de Rieu:ann.

PiclgirLlio Ter.npesta ¡,' Francis Clarkc han trtrbajado con estas dos f¿rmili¿rs rle objetos.
Ta1 cual los nl'tmelos de Rernoulli sc r-claciorrarr corr la firnción Zeta c1e Ricrrrann (r,er ecua-
cirnr (5)), Tempesta en lt2] rnucstla ula rclación simil¿u eritre ciertos polilotlios unir.ersales
de Belnoulli ¡, nna gclcr-alización de Ia función Zeta de Riemanl-I]ur.'r.itz. Pol otro laclc¡ el
t«)reu]¿r de Clausen-lbn Standl establece explícitamcntc cl dcnornilaclol de los nrimcros c1e

Bemoulli (r,cl ecuaciór'r (4)). Clarire rriuestra en 15] una genelalización de tal teoren'ra a los
númcros unir.ersales rle Belnoulli.

Este tlabajo de tesis se dividc cn dos partes. En 1a plimcra damos l¿r definición rle gru,po

form.al (unidirnensii¡na1 colrnutatir.c¡) sol¡re nn anillo conmlrl ativo con unicilad y corneDtamos
algunas de sus plopicdades. Dcspués asumimos que el alillo es libre de iorsión v mostrallos
la existenr:ia cle dos ser-ies de una r.aliablc asociadas a un gr:rlpo fc¡rrnal dcnorlinadas Lorlari.ttn,o

forrnul -s' 
erpon enciaL Jorrnal. Luego lecolclarnos 1os nr'rneros v polinomios de Bernoulh clásicos

l exhibimos algunas de srrs p"-opiedades. Eltrc estas podemos u1el1ciLrr1ar:



8".(r) : i (i')u,,,-^
ffi \r'r
n B,-1(.r')

nIrL 7

(1)

B,,lt +u) = t i','\a^1,1r"-u (4)

ffi tr''i
clolirle n es lln erltero positivo. 13, el n-óstm,o núrnc.ro d,e Bernottlli y B"(¡,,) eI n-ésirno ¡toLt

nontio de Bernoulli.

En este pr.ulto cle la tesis dalnos Ia defirlición de Bf i',Bf;(r), los números ¡' pcilinorrios

univers¿rlcs de Berrrr¡ul1i asociados a ulr grupo fortnal. Luego nos decilicarnos a estudiar Ias

plopiedades dc cstos objetos. En particuiar. mostramos Ias identidadcs

, 8,,(t) :
),-l

L [, );,r,r :

F (:)r.-^ur',.,
ffi \rr

(.2)

(3)

arb) -:(;),r," -

d-
;Bi-(, ) - nBÍ-tQ:)

D"\., , ,J) f (1')fi , ," '

ffi tr7

Claramerrtc estas cxpresioncs genei-alizari las ecuacloues (1).(2) (3) r' (4) uiencionadas art-

te1.'iol nlente.

La seg¡nc1a pzr.r-te de estc tlabajo de tcsis cor-rcsponder al estudio de clcrtos ejcmplos.

Co¡side¡are¡ros expone¡ciales for-ma1es úot.L.iletas I' c¿rlcularemos ]os números I polirrorrritrs

ulirrersales de Bernoulli en cada caso. Airadiremos tambien alguuas propiedaders palticnlales.

Los tres prirnclos ejemplos clc grupos formales rrcs ¡rermitirán lnostlaI ql]e tauto las potetlcias

de 1a r,a-,.'iable r como los polinorrüos de Belnoulli son casos pallictlal--cs cle 1os polinomios

unir.ersales cle Berrr¡ulii. En el crrarto ejcmpio colisiclctaLenos la fórmula relativista para

calcular la composiciólt de vclocidades. ¿r saber'

u+1i

donde ú cs la velociilacl r1e un cuerpo CoII lespecto al sisi,ena S. t' es la I'el.,eidatl Liel (rlcrpo

meclicla eu el sistella clc referencia inercial S, ¿ es la velocidad con Ia qtte el sistena ,S se aleja

3..



del sistcrna "en rcposo' S l, " "s 
la r-elocidad de la hrz. En el rlltimo ejrnpJo trabajaremos

con irttegralcs elípticas incompletas clel pr-imer tipo ¡; 111¡51¡¿¡s¡1os quc la fórmula de adición
de estas integraies deñne utta familia dc grupos forrlales para iuego mostr'¿u que 1os números
universalcs de Belnoulli, en este c.jctlplci. aparecen corno r.a,lcites especiales dc cieltas formas
modulares. 1as series cle Eiscnsteil.
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INotación

En Io clue siguc N dcnota los nírlneros etteros positivos ), N. : N U {0}. lR scr¿i el
conjunto de los núneros teales positivos ¡. lz denota el r,alor absoluto de r si:r es tn nÍLmero
real ar]¡itlario. Cou -B* nos referimos a1 couiurto de los eleurentcis inr.crtibles el el anrllo 8. ?l
es eJ serniplano superior cle C lt(:) ) !LI!i1a ryrre rc¿.I c irnagilaria del númel-o complcjo
: respcctiYamerrte. además l: : /lR(:), + S(:),.



Parte II
Conceptos básicos

La teoría de los grupos formaies ha entregado un número de aplicaciones importantes en
la segunda mitad del siglo veinte en las árcas de teoría de números, geometría algebráica,
aritmética en geometría algebráica y topología algebráica, que van desde congruencias para
los coeficientes de formas rnodulares, teoría de cuerpos J¡ curvas elípticas hasta las K-teorías
e (indirectamente) resultados sobre los grupos de homotopÍas de esferas.

A través de todo este trabajo fi siempre derrotará un anillo conmutati\¡o con unidad.

1. Grupo formal
Deffnición 1 [/a grupo formal (conmutativo) .F sobre R es una serie d,e potencias F(r,.g) e
R[@,gl] que satrsface:

a) F(r.y) : Í' !) - L c¡¡r'ai .

,,j€N

h) F (F (c, y), z) : F (r, F (y, z)).

c) F(r,y) - F(a,").

Llamaremos a F(r,g) la regla d,e asignación d.el grupo formal ?. Escribiremos F/R si F es
un grupo formal sobre R.

Ejemplo I El grupo formal mL,lti,pl.icattao, denotado Q^, es defini.d,o med.iante G^(r,g) :
r+a+ay.
El grupo Jormal asociad,o a la composi.ci,ón d,e uelocíd,ad,es, estudiado mds adelante, es d,efi,nid,o

med,iante F(r,y1 : ! + a
r+ra

Obserración ! Ocupand.o a) y b) se pued,e probar

t Eriste una única seri.e de potenc.ias i.(t) e Rlltl) taL que F(t.i(t)) : O.

¡ F(r.0) = ¡, FiO, ¿) : z.

Definición 2 Sean (t,F), (9,G) grupos formales. [/n homomorfismo de f a g deñnido
sobre R es una seri.e d.e potencias /(t) e AIII]] (si.n término constante) que sati.sface

/(r(r, s)) : c(/(¿), /("))).
Los grupos Jormales ? y I son isomorfos sobre -R si erisien homomorfi,smos i : F -+ g Ag:g-+Ttalque-.

f (s@): sff@):t.



Lema 1 Sea a € R* y sea f (t) e Rlltl) una serie d,e potenc,ias d,e la;forma

f (t): at+ (términos de grnd,o magor).

Entonces eriste una única serie de potencias g(t) e Rl[t]), que llamaremos la tnaersa d,e ,f ,
tal que

f k@) : s(Í(t)) : t.

Observación 2 Grupo asociado a un grupo formal. Si consid,eramos R un ani.llo local
y completol , y llamamos M al i,d,eal rnari,mal, ltod,ernos dar a M otra estt-ucturu d,e grupo con
una operación basad,a en un grwo formal F .

El grupo asociado a ?fR es el conjunto M con las operaciones

t or u : F(x:,a) fudición) para torlo x:,a < M,
Qyx: i(x) (inaerso) para todo n e M.

Pid,i,endo que R sea completo n6 asegurl,rnos que las series F(r,y) e i,(t) conuergen en M2.
De esta forma (M,@r) es un grupo abeli.ano.

En este trabajo utilizaremos los siguientes tres resultados. El primero es un lema técnico.

Lema 2 Sea R un ani.llo conmutati,uo con uni.d,ad,. Sea f(t): i a,t" e Rlltll conao€ R*.
?1:0

Entonces

-1- : I a,r" e R[[ú]l con bo: ail .f(t) ,_"- ,

Los siguientes teoremas de variable compleja son conocidos como ¿eorema de series dobles
de Weierstrass y M -tesl de Weierstrass respectivamente.

Teorema L Sea x. e C y supongamos que las series

f^(r) :io^.^r" (m : 0, 1,2,...oo)

son tod,as conuergentes para llrll < C, C €R.¡, y ad,emd,s la sene

rt,l: ir-t,l
m=O

conuerge un'iformemente en cualqui,er cír'culo de rad,i,o menor que C . Entonces

LD,"^."r":lla^,^r", ll"ll < C.
nr-g n=a n=O rrL:O

1Acá B completo significa que toda sucesión de Cauchy en fi es convergeute a m punto de .R, doude la
topología de B está genera.da por la siguiente base de abiertos \r + Mt /r € R, ¿ € N).

,Sea/(r):la^xn e I?[[r]]. Dador € ¡,f se tiene que Ia serie /(r) es couvergeute en M si la sucesión de
fl.=0

suraas parciales {S* = » an¡"}mex es ur¡a sucesión de Cauchy. En tal ca§o se puede ver que /(r) converge
n=O

a un elemento de M.



Teorenra 2 Se-, A n.rt su.bcon,junto o,cotad.o (l.c C. Si. ta sucesión tl.e_ .funciones .f ,,(.r) trerLe la
prop'iedad

iJf,@))l < lln para torl,o r e A.

rlond,e ),1. e-s ur¡,a «¡r¡,stonte pos,itiua y lu serte i lI, 
"oru,rrg" 

c,nton ces
¡¡:0

aa

f /,,,.r
rL:l)

conue.rge altsoltúar¡x:nte t1 un.iformem.ente po,ru torlo Tntnto r ert A.

Para 1a del¡ost|ación de Lerna 1 ver' 111]. capítulo 4. P¿¡ra r.el la rlemostración ¿e Teorer,¿r
1 r'c, l3j. capítulo 10, pág. 266. Para ra rremostración cle Teor.ema 2 r,er 13]. capítrto 10, pág.
2',4.
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2. Logaritmo y exponencial formal
Definición 3 [/n diferencial invariante pam un grupo f ormal f I R es una forma d,iferenci.al

w(t): p(t)dt € R[[¿]l d¿

que satisJace

w o F(t, s) - w(t).

Di,cho d,e otra .forma, w : p(t)dt es un dife,renc,ial ,inuari,ante para f I R si cumple

e(F(t, s))I](t, s) : e(t)

donde F,(t, s) es la d.ertaad,a parci,al d,e F con respecto a su primera aari,able.
Diremos que un diferencial i,nuariante es lormalizado s¿ p(0) = 1.

Ejemplo 2 Paro los grupos formales Q^ y F(r. g) - iá consid.erad.os en Ejemplo (t I

un diJercnciaL inuariante normalizado es rrtf) : -)-¿¡. f 1- t¡'t'dt u ulL) - -] -r, :lt-f ffi' 7-12

D t2" dt respecti,uamente. Estos cd,lculos son comentados con mayor profundid,ad en una sec-
a:0
ci,ón posterior.

Proposición L Sea 7 I R un gru,po formal. Entonces eriste un úni,co d,i,ferenci,al inuariante
n ormali,zad,o w(t) para 7 /R. Ademds

1

w(t): n*dt
Deffnición 4 Sea R un anillo Libre d,e torsión3 , f I R un grupo formal,

ta(t) = (t + c1t + c2t2 +...)dt

eL d,iferencial irutariante normal,izad,o para 7 I R y I{ : R 8z Q Se d,efine el logaritmo formal
de t/R corrro la seri,e d,e poLe nc'ias

Losplt) - t +ltz +?r' * .€ lrtt¿ll.

Se deJine tambien Ja exponencial formal de F f R como la úni,ca sene de potenctos ErpF(t) €
Kfitll rlue satisface

Logp o ErP¡(t) : EIPF o Log¡(t) : t.

3El que r'l sea lib¡e de torsión sig fica que para todo s eu R el homomorfisuro ó, : Z --+ -R defirirido por
Ó,(t) = x es inyectivo.



Proposición 2 Sea R un an'illo libre d,e torsi,ón y 7l R un grupo formal. Entonces

Logp:7-+Go

es un '¿somorfr,smo de grupos formales sobre K = ft 8z Q.

En particular Logp y Eupp cuwlen las siguientes id,entid,ades equi,uale,ntes

LogPF@''g) : Logr :t + LogF A

F(r,E) : Erpp(Logp x* Log¡y)
EtPP(r+U) : F(ErPr x, E¡PP g)

Ejemplo 3 Para el grupo formal Q^, Las series que representan al logantmo formal y erpo-
nencial Jormal son ln(t * 7) y et - I respect'iuamente. De i,gual forma, para el grupo formal
F(",ú : i !' , bgaritmo lormal y erponencial formal son las func,iones tri.gonométn-

I -l r11
cas hiperbóli,cas artanh g tarrh respect'iuamente- Estos ctílculos son comentados con rna,yor
profundidad en una sección posterior.

Los siguientes resultados serán usados frecuentemente er.r este trabajo.

Lema 3 Seo R un ani,llo libre d,e torsi.ón, K : R@zQ y

/(¿):i+t"exlltl)
i-:, nt

una serie de potenci,as con an e R y o,t e R*. Entonces eri,ste una ún'ica serie d,e potencias

e(t) e K[[t]l que sati,sface f G(t)) : t, ad,emás cumple s(f (t)): t a tal s tiene la forma

coi

or¿) : \- 91t'
--'-onl

con bn e R.

Proposición 3 Sea R un anillo libre de torsi,ón y f /R un qrupo formal. Entonces

Losplt)= igt" s ErP¡(t) i9t''un- n " ?n"l'
conan,bneRyq-br:1.

Proposición   Sn ? lR un orupo formal sobre un anillo libre de torsión. Logp(t) es la única

serie de la forma D l"t" € (R8rA)[[¿]l y h: L que cumple
n.=1

Logp F(n,y) : Logr r 1- Logpy.

10



Pa¡a las demostraciones de Proposición 1, 2, 3 y Lema 3 ver [11] capítulo 4. Para la de-
mostración de Proposición 4 ver [z] capítulo 1., sección ;.

Lema 4 Sea R un ani,llo libre d,e torsi.ón y E(t) e Rfltl] una serie d,e potencias rle la forma

E(t) :ia,t', a1:1.
n=1

Entonces eriste un grupo formal ? sobre R ta| que Erpp - B.

Dem. Por Lema 1 existe una única serie de potencias I(t) e Ál[t]] que es Ia inversa de.E.
Como a1 : 1 tenemos ár - 1 luego la serie .L tiene la forma

t lt¡ :it,,t" con ó1 : 1 v b," e R.

Definimos F(r,y) : E(L(r) + -L(9)) y observamos que F cumple

a) F(r,y) e R[x,y)].

b) F@,Y):r+a + D c,¡riAt.
,,j€N

c) F(F (r,s), z) : F (r, F (s. z)).

d) r(r,s) : F(a,x).

Entonces F define un grupo formal 'F sobre R. Por Proposición 4 tenemos L : Log p l:uego

E -- Etpp. tr

11



3. Números y polinomios de Bernoulli
En esta sección rer:ordaLertros Ia definición de los núllcros r. polinomios de Bcmollli.

ader¡ás de nlosttar algunas de sus propiedadcs.

Definición 5 Paru cad,a. r e C. definirnos las fun.ci,on,e.s 8,,(i ftor /,t r:¡-tut r:i ón,

+.xt' --\.- R .r'- / .-r-.rt-l 2""" nl'

El número B"(0) -se llam.¿ n ósimo número de Bcrnoulh u se d,enota 8,,. Así

+-'. fe,' i t:¡r'-1 iÍ,.=,' n

Teorema 3 Las fu,nciones 8,,(.l,') son pol,inomios nró,n,icos de grado n.. con coe:fi,cien,tes t.uci,o-
'naLes, en La rari,able t d,urlos ¡tor

8,, -f ('.'\B^' '.
[i \rz

Al¡ora La función B,,,(.ti) se,r(i llatn,atkt el u-ésimo poiinornio de Bernoulll.

Los plimeros polirromios c1e Bcrnoulli son

B¡(r) : t
I

B,lLl : ¡ !
'2

lB,(r) - ¡'2 -.r+1-(i
B.t.rt - .,3-3,'+1.'' : l
B,t.t:t - .t ).t -.r'--- 3rl

. i t,. -lJ^(¡\ L" - :.r' I 7.¡' \,|
Teorema 4 (Clau,sen-Vort Stau,dt)

Bt,: I:, t 1 d,,ttrle P e' Prtmo u l2n e L.
o-u I

El teoreru¿r alrtelior afirma quc el denominaclor dc 82,, cs fl p.
p ) l2n

12



Proposición 5 Si n, es u,n entero positiuo los polinomios de B cmoulli, satisfacen

n-1 ,,
5- /T)¡-rrl :nrn t.

Eá \ril

Una consecuencia inmediata de Io anterior es 1o siguiente:

Corolario I Dad,o n entero positiuo los nú,meros de Bernot lt cumplen

Bo--l y E(;)":,
Podemos relacionar polinomios consecutivos de Bernoulli con sus derivadas e integrales.

Proposición 6 Si n es entero positiuo entonces

-t

ia,(r) : nB, Jr)
,o,
[ r.'to a' - B" ' t(t) - P"' t(a)
J -'''-'-' ¡? r 1

Otras propiedadu, int"...l,nt.. de los polinomios 1, números de Bernoulli son las siguientes:

Proposición 7 Para n entero posi,ti,uo se t'iene

(5)

(6)

Proposición 8 Los números de Betnoulli cumplen

Bza+t:0 neN'

Teorema 5 Si, n es un entero postt'iuo entonces

B^tr +y): t (: )¡^.(,)r' *

- 
\K II:0.'

t)Dn+1
( (-r¿¡ : - ----:-=n+ r

,/r-\l
D / 1 rn-l-1 "\ "" / ¡, o-^ rD2n - \--L) t;lr;\\.u)

\'tt )

d,onde ( es la funci,ón Zeta d,e Rremann. Lo o,nterior rnuest'ra que Los números d,e Bemoullt
rle índ,i,ce par son alternantes en signo, es decir

(-1)"+182" > 0.

Para el próximo resultado necesitamos definir las series de Eisenstein.

13
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Definición 6 Sea k un enlero par nlayor que 2. Para z e 71 deJini,rnos l¿ scrie de Eisenstein

1
Gtl¿): ) 

- 
_.L) ln,2 + rn,lEn.ñeV '

donde La ' sobre D stgri,fi,ca que la suma es sobre todos Los enteros n,,rn ambos no nuLos

sirnuLtdneo,mcnte .

Proposición I Si,n> 7 tenemos

82,-- ( l,,il!ÍL Iím c2,(e)
\z1r )'" z-'t'a'

(7)

d,ond,e G2n es la serie de Ersenste'in.

Para las demostraciones de los teoremas y proposiciones de esta sección ver, por ejemplo,

[1] capítulo 12.
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Parte III
Polinomios y números de Bernoulli
asociados a un grupo formal.
4. Números y polinomios universales de Bernoulli
Dcfinición 7 se.o, R. u,rL, onill,. l'tbre de torsion. F/R ,n grupo formr,l y E.t:p¡. lo, e:r,pon,(?.r.-
r:'iul fortnal asoci.ada o, t.al gru,po. Defintm,o.s l¿ 

'r-ésima 
función universirl cle Ber-no¡¡i Bf (z)

m.e-,:1;kt nt e la, ec,uo,ci,ón
+. ¡t

E.tp p(t ) 2,"" '* n!

y de.fi,nim.os cl n-ésirno núliero univcLs¿r.l cle Bernoulli B,c, ,por Bf : B,; (0)
EqtLi,ualentemente

: \- nc!E11'¡(l\ 1- -' t tt.

A t;ontinuación dentc¡straremos r.arias propiecl:lcles cLc r:stos niimeLos ¡ f¡rrcioncs ¡niycr-sales
de Bernoulli. En particular' \¡crernos que los lesult:rdos cn Teorena 3. Proposició¡ 7. Corolario
1. Proposición 5. Ploposicicin 6 r' Plo¡rosición 8 se ¡rueclen genera,Jizal al caso cle ¡Llcstros
núrnelos v polinomios rniver.sales.

Proposición lO Las ;fiLncion.es Bf (r) son polirtomios m,ónicos en lo. uari,at,le:r de qrutl,o n
dados por

aÍG):É(;)rt"" a n€N,

Por kt tanto. lLurn.a,rent,as o. ltL n-á-sitnu ;función. uni,uersal, d,e Be,:rnouLLi, Bf (i) eL n-ésirno poli
¡¡,,¡¡j6 r¡ ¡i1'n15¡l do Brrnoulli.

T)em.

:a ' n'. 0.,¡, t" ¿-,,' ,,1 L-,, ,,'. fi\!, l.,,. l,')'
Igualando 1os coeficientcs de f,, en arnbos lados. se tienc

BÍt.,) -i f:)"-",,, n, rr €N*.
É trz

llsta irltirna iguaklad rnuestra qtte Bl;(L:1 es urr lroliuomio cn la va¡iable r cle grado n..
Pala ver quc e-s mónico rnosttarcmos BF : l Por Proposición 3 sabemos qre 1a exponclcial



formal tiene la forma Er¡t¡(t): i O* cor.r d, € R 1. ct, :1. Al considerar la clefilicióri (7)
t e cmos n:l

,: i .,.,,t" i., "" 
?t"' tt! L"n nl

l al compalar ios coeficierte de f se colcluvc Df; : 1.

Proposición L1" Los poLznorrt,'tt¡s uni,t¡ersales d,e D ent,ou,ll.i se reiuciona,n con, los n¡tli,n,ornt,os
r:Lriszcos d,e Bernotrll,i uía kt t den,L,tt|ad,

' | ,*'
» (:) (1, , Bi,, :r li)r-,, /,e \
A,tt.) ' 1-\1, I '

d,ontte {tl,}.¿¡1 son Los coef.t:i,e-rtte.s rir Lu et,portanci,aL Jorm,ol Elp¡tt1: i ¿,#
N:L

Dem' Corno.i r f B"'.r' ¡ J. 1"r., : I A;t.r;... l,oL.-rrrñ5 p\Il,.-i,r ip' tle rios
'r:0 n:il

fblnlas

\_a",,t!), t; -, I B? , + I, 1,n-o tr:r n:o nt 7:, tt!

cntonccs

ifi ,,!,' .'r, :i/i,, ,Brr \,,- \2A\,, - tr ) 
: z- \Z-. t,,, Ar )'

Igualando los coeficientes de ambas ser-ies 1, amplificando por n! colcluirnos

''I

t (il) ,t, , ai,, I (l)r- ,, ,,. N

-\4./ 
1- \ltl¿ Ll l0

corolario 2 Los n,tirn,ros u,rrirersr-rle-< de BernoulLz y kts ntí,me-ro s d,e Bern,otLlLt crnnplel

I(;)'" -'r:I(;)',
Dem. En proposición anterior considerar :: : 0. 

L_l

Proposición L2 Lo,s poli,nom,,icts unt¿ersoles de Bernoulli so,tis.fnr_en

f- li ),, ¡B^. r¡: p1r . n - ¡{z- , ,. ,

t-o "'

Dcm. Ocup:indo la Proposición 11 r. Proposición 5 obtenemos 1o propuesto. n
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oG:1 ' :(;)a, rBr-o' ,,e Nr'

Corola¡io 3 Los números uniuersales de Bemoulli tambi,en satisJacen

Dem. Reemplazat n : O en Proposición 12. tr

Este corolario tambien nos muestra en donde viven estas familias de números ¡, polino-
mios. Por el co¡olario anterior tenemos ff e lt @, Q para todo n entero no negativo y iuego,
usando Proposición 10. deducimos Bf (r) e (fi8rQ)[¿] pa.ra todo n entero no negativo.

Revisando los resultados antes mencionados, podemos calcular los prirneros polinomios

universales. Para cualquier grupo formal f f R con exponencial formal Erpp(t) : i **

Gr -ro \¿, - I

c, ^, - - d2
)\Ll - 

t--

B9(A -- r.2 - t]n¡-dt *ü-32

.'(r) : ,' - f,a,r'+ 
qf,ai tu)r-t d,2d.3 -irl- t

(8)

B? t., ) : r^ - 2drrt - r3dl - 2(J3)t2 + t4d2d3 - 3dl - d olt - lal - 3dZú - :d1 - d2d 4 - : db' 2' 5 -

B{(,) : *" - f,a,rn 
+ (54 -19a.¡,' * (!0d2ü - t}a; 

- f,a,l*
* f* ai - Ád7ú + latr + sa,an - au¡,

15 ' ts 
aza^-- d,d, I ? d.d^ I 

dnqdi+ IUdict3- 5d2di- ¡ - _ J i,

Proposición LZ Los polinom'ios u,ni,uersales de BemouLlt cum,pLen

/.1 _

iluit,l: nBf,-,(r)

Dem. Por Proposición I 0 tenernos 
n_ l , ,

Bf(*) : l(i\af," -+nf
;f \n/

, n_l zr

inSO = f (?)r"-A.)sf;a"-x-t
o.r, 

- 
\EJ¡=0\/

Ocupando la identidad (" - *)O : "(i') concluimos

*r:n : "E (" i')r¡,"-'-r :nBÍ-,(r)

'17
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Proposición 14 Los poltnomt os de Bentt¡u.lLt, u.n,tlrcrsaLes cumpl,en,

I e9,t Jt-B? tLt Bc o'
J. ,, ¡r*_L

Dern. Por Proposiciórr 13 tenemo.s fre¡*rf1¡ : (rL + tlBf; (t). entonces

l' d,a9,,,¿,,,-' I Bl' r,,rrJ,,'t t,

Bf ,rtr B',+,,\a) - (n + t) / BÍ(.i) .¡t
J.

csta riltima igualclad es er¡tivalente a 1o propuesto.

Proposición 15 Los polino,m,ios u,niuersaLes d,e. BernotLlli rturLpl e-n,

Bi,_u:r(;)r,,,,.^
,(.:o

Dem. Prirlelo noterros quc si a.üe N1'a < b entonces (i) -O for Proposlciórr 10 tenenlos

Blr u,: f (',\P-1,-,t''
Eí.) \t t

t (:) ,e (r 1", '),'," ')f5¡tl'\ft\kt'- )

- t('\o;' (vl',' -1),'',')
1-1 \tt \í\i il )

Es fácil revrsar quesi n, L:. I e Nv r¿ ( L ( l enton,:o, f'fl(l j) : (;) (f).luego

Bi\, r) >-fr¡li')(1),' r' ^aí-, \//\r/
\- \- n:,1''l 1Á',l ,, ,,. ,
t- '/-"1 \r/\¿/" r
t 0A 0

irllir'.\r,',u ,, 
^' \k)¿-\U(-.¿0

t ,..
: \-f')¡-/^) ¡¡G,A-),,n A/-\tr.)/-\ll "

" 0 lr

- \- ( ','\ ei, t'¡ .

¡-tt " '

n

18
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Una propiedad conocida de Ios números de Bernoulli clásicos es que aquellos con indice
impar mayor a 1 son nulos (ver Proposición 8). Este resultado no es válido en el caso universal,
pero es posible caracteriza¡ cuando se tiene 1a misma situación.

Proposición 16 Sea Etpp una etponencial formal d,e un gntpo Jormal F f R, entonces

9*+r:0 paratodone f\ <+ Eryp$)+ ErpF(-t)+d,2 ErpF(t) Expp(-t):g.

Dem. Notemos

J r¡o +l

-\DtÚEro,(t\ z--n n'.n:o

t^g+n ocr
Err"rt\- Drt : '- Z-"nÁ

Por la ecuación (8) sabemos B? : -+, entonces Ia ú1tima igualdad es equivalente a

L ,!2, : ,-' $ e./lE.rp¡¡t) 2' ?,-" rl

Considerando esta última igualdad tenemos las siguicntes cquivalencias
*,n

'f,*r:0 para todo n € N <+ 1+I¡f- es una serie par
n=2

t d,"<:> -=------;:i * -if es una serie ParErpplt) 2

td."Ld"
H _=-_________:___: -f --- t' 

-Erp ¡(t) 2 Erp¡(-t) 2

e Erpr(t) + Erpp(-t) + dzErpp(t)Erpr(-¿) : 0.

¡

Obserr¡ación 3 ¿ Serd aerd,ad. que tod.a erponenci,al Jormal cumple Erp¡(t) + Eqp(-t) +
d2 Erpp(t)Erpp(-t) : 0?. En lo si,gui'ente mostraremos que esto es falso presentand,o un
grupo formal que no cumple tal cond,i,ción.

En [12] Tempesta trabaja con erponencio,les formales d.et ti.po i akekt d,ond.e l,m son

enteros y I < m. Los coefictentes a¡ deben cumplir las cond,'ic'iones

i*:0, ixo¡:t,
k:l k=l

ambas son equ'ioalentes a las i.dentidad.es Eryp@) - O y f;Erpp(t)l¿=o : 1.
oo

Cons,id,eremos e2t - et - »!#f e Ql[t]]. Por Lema I etzste un grupo Jormal TfQ tal rlue
n:l
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Erpe(t) e2t - e'. Ad"md" Logp(tt: " ('-{=*)
Mediante la'identidad F(",g) - Erpp(Logpr + Log¡y) tenentos que el grupo formal t se

define medi,ante

F(*,a) : T *,, +),f * a + loA nA e zl[r.y]la

Es claro que Los primeros sumand,os son

F(",ü : t * g * 3rg - ra2 - *y + 2ry3 * 2r3y * ...

Med,iante un cálculo senci,llo la erponencial formal no cumple la condi,ción Erpp(t) +
Erpp(-t) * d2Etpp(t)Erp¡ (-¿) : 0. Por otro lad,o se pued,e oer B{ : 4 y Bg : -5.

Proposición L7 Sea Erpp la erponencial formal asoci,ad,a a un grupo forrnal 7 /R. Entonces

Etpp es serie'impar +=+ B?*-r: 0 n e N.

Dem. Considerando Definición (7) podemos notar que Etpp es una serie impar si y sólo si

,.f¡ ., urla serie par. Es[o úl¡imo es equivaleDie 
^ i^+t es selic par. es decir Bf, , : 0

n:0
todo n natural. tr

EI siguiente resultado muestra que podemos conocer d2 directamente del -F asociado a .F
sin tener que calcular su exponencial formal.

Proposición L8 Sea F(r,y) : r * A + ryg(r,y) la regla d,e asi,gnac'ión d.e un grupo forrnal
d.ond.e g(r,y) e Rllr, y)1. Entonces d.2 es el térmi.no constante d,e g.

Dem. Llamemos r¿, al diferencial invariante normalizado del grupo formal. Entonces

w(t) : p(t)dt : (7 + clt t czt2 I cat3 + . ..)dt

donde p(f) e R[f]1, entonces

ar(F(t, s)) : w(t)
p(F(t,s))F,(t,s) : p(t).

Notar I)(ú,s) : 1 + s[g(t, s) + tfiS\, s)]. Al usar á : 0 en la última igualdad tenemos

p(s) (1 + se(O, s)) : p(0)

(1 + crs + c2s2 + ...) (1 + s9(0, s)) : t.

Ai comparar el coeficiente de s en esta última ecuación tenemos cr + g(0, s) : 0. Por otro
@

lado, como Erpp(t) : » d,"# es Ia inversa del logaritmo formal -Log¡(t) : ¿ + t .,L* su

4En Proposición 23 demostraxemos que esta serie está en Zlla,y)).
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tiene d2 - -c1 concluyendo ia proposición.

Para terminar esta sección reformula,remos el Lema 4 para que sea más fácil de usar en la
Sección 5.4.

Definición 8 Sea R un anillo libre d,e torsión 9 {/"},ero C R. Defi,ni,mos l¿ serie formal
generadora asociada a {A^}.6¡¡ como

f,rl: i !L^ donde A¡-- r.
7:o':

cLaramente /(¿) e (n g, a)[[¿]l .

Lema 5 Sea R un anillo libre- de torstón (conrnutatiuo con unidad) 9 {Á,,},ex C R. Entonces
eri.ste u,n grupo Jormal f l@s'Q-) tal que Bf -- An para todo n e N.

Ademtis Erpp(t) : * € (R 8, Q)ll¿]] d,ond.e f es la serie fornnl generatlora de {,4,},6¡.
J \t)

Dem. Consideremos / la serie formal generadora asociada a {1,},.ru y definamos E(f) ::
f

77¡. Por Lema 2 E(ú) € (B@rQ)[[ú]].Por Lema 4 existe un grupo formal F/(R@ze)
tal que .trzp¡(t) : ¿(¿) y luego por Lema I Logp(t) € (R8rQ)[¿]]. siendo F ta regla de
asignación de -F sabemos por Proposición 2 que ella cumpie F(r.g) : Erpe(Logp x+ Logpg)
luego F(2, y) e (A 8, Q)l[.r, g]1. Mediante las igualdades

tr

i4," ==j -:r(,:i+,"n=, nl ErpeQ) *1 nl

concluimos BÍ -- A" todo n e N. !
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5. Ejemplos de números y polinomios universales de
Bernoulli

En esta sección consideraremos grupos formales explícitos y calcularemos sus números 5.

polinomios universales de Bernoulli. En algunos ejemplos comentaremos propiedades particu-
Iares. Comenzaremos con tres grupos formales clásicos donde uno de ellos tiene relación con
ios números y polinomios de Bernoulli, luego consideraremos la fórmula para las velocidades
relativas ), veremos que ella deflne un grupo formal. En otro ejemplo consideraremos un grupo
formal que tiene relación con las integrales clípticas y veremos que sus números universales de
Bernoulli son valores especiales de la serie de Eisenstein. Finalizaremos la sección aplicando
el Lema 5 para rtostrar que algunas familias de números clásicos son números universales de
Bernoulli .

5.1. Ejemplos clásicos

5.1.1. Grupo aditivo

trn este ejemplo mostraremos que las potencias de la r.a¡iable z son polinomios universales
dc Bernoulli.

El grupo formal aditivo sobre Z se denota 9o y se deflne mediante G"(r,y): r I A.
Su nombre se debe a que Ia operación del grupo asociados a QofR es precisamente la suma
del anillo. es decir'¡ *c, !: G,Q.y): 7 ¡ O.

N,Iediante la igualdad *,G"(0,t): 1 tencmos que el difelencial invariallte normalizado es

w(t) :7 ¿¡

integrando 1o anterior telemos el logaritmo forrnal

f
Lo!tc^(t) - lw(t)-t

.t

luego la exponencial formal es 
,i-_ /tr\Lr lJGa \L ) - 

L.

Si denotamos por Erpp a tal exponencial formal tenemos

¿^rl É .nLc 
^¡r _\-_¡¿

Etpru ' /-" An:(,

y al comparar esto con Ia definición (7) concluimos que los polinomios universalcs de Bernoulli
son Ia.s potencias mencionadas más a"lriba, es decir

ef @): r", r¿ € N-.

5ver obserreción (2)
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Ya que Bf; : BÍ (o) Ios números universales de Bernoulli son

f t si n: ol3Y:1'' [0 sine N

5.1.2. Grupo formal multiplicativo

Este ejemplo muestra que 1os números y polinomios de Bernoulli son un caso especial de
Io que en este trabajo llar¡amos números y polinomios universales de Bernoulli.

E1 grupo formal muliplicativo sobre .R se denota g* y se define mediante G,"(x,y) :
r+y + tA: (1 + r)(t + g) -1. Su nombre se debe al considerar un anillo local y completo.R
con ideal maximal M, pues entonces (M,@c^) * (7 + M.,.) donde . es el producto del anillo
^R (ver observacion (2;).

Mediante la igualdad áG-(0,4 : 1*f , Proposición 1y S: i(-r)r" e Z[[ú]l tenemos

que el diferencial invaria¡te normalizado es

,qt¡:i¡-tyt" at
n:0

que aI integrar nos da la serie del logaritmo formal

Losc^(t): [ .G)- i'-1]',-'* € AII¿llJ=-n

\lotemos qre Logc^(t) es la serie de ln(t, + 1). Ocupando Ia identidad Logp o Eqtp(t) : t
para todo F grupo formal deducimos

Erp6*lt) : et - 7: f {i, e OIIJJ
?-:, n,

AI ver Deñnición 5 y Definición 7 deducjmos que pa-ra est.e grupo formal los polinomios y
números universales de Bernoulli coinciden con los polinomios )¡ números clásicos de Bernoulli.
En otras palabras

BÍ(r) : B*(r)
eÍ:p"

paratodon€N*.

5.1.3. Grupo formal multiplicativo generalizado

F(",y) : Í + ?l + p:xy es un grupo formal sobre el anillo Zl¡1.) d,ond,e ¿r es un elemento que
satisface np,l 0 para todo n € Z.
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Ya que I|(0,f) :7+ ttt tenemos 4á,1 - lfu : !{-r)"t" e Zlp.ll!t)]. Entonces el

diferencial inva¡iante normalizado es

w1t¡ -i¡-¡,1"t" at.
n=0

Integrando la serie a¡terior obtenemos e1 logaritmo formal

¡ ñ ¡ ,.rn-l
LosoQ)= l*At:Dti, * e aklltrll.

" n:l

Ocupando la serie de ln(\ + t) podemos escribir el logaritmo formal anterio¡ en términos

de una función conocida. Sabemos ln(l + ú) i t 'r-"' entonces ln(l + ¡tt) :
n=1

!9 , ..,"-L
lr L +t' : pLog¡(t). concluimos

Los¡(t)=lm1*rr).
11

Ocupando la identidad Logp o Erpp(t): á deducimos

r rc -.n-1
Erpp(t) : !¡eu -1) : »t-, ¿, eatpltt¿ll

U -., nL

Consideremos ahora
te't Lúe"' t)tei t't

E;lrT- a,-r= *rl
Recorda¡do la Definición 5 tenemos

#+:="(;) t#:i'"'"(;)#
Usando estas igualdades y Defrnición 7 obtenemos

a?@) -- u"B^(L\ n € N.,
\11/

Notar que esta igualdad muestra que Bf;(z) es un polinomio homogéneo en las variables z y
p de grado n.

Considerando la ú1tima igualdad V BÍ : BÍ(0) concluimos

Bf;:p"8, n€Nr.

Observación 4 Podemos aer que Bf.n, : 0 para todr¡ n e N por Proposición 16. Notar
d,2 *- lt por Propos1 ción 18.
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5.2. Grupo formal asociado a la composición de velocidades
Eir el coutexto de la ter¡ía rk: la relatividad existe un¿r fór'rnula para calcrlar la composició,

de velocidades. En esta scr:ción mostrarel¡os que tar explesiór es un glupo for-,rar. c,árculare-
lnos sr.rs núrneros t polinomios ru.rir.ers¿iles de Belnoulli 1, comeltarellos algurras irropiedaclesparticnlares. Primei'o verer]roq rrn caso ospecial (,, - 1) en más rletalle v Jrcgu dir.e,nos algolrás sobre e1 caso geni:r.ai.

La composir:ión de velocidades cs el can:rbio en la velociclacl cle un c:uer¡ro al scr.neclicla err
diferentes sistemas dc referencia inerciales.
La lórmula para calcular-. la composición de velociclacles en la relatir.iil¿cl csoecial es

. u +."-u: , u'ü (9),ua
donclc tr es 1a vclociclacl dc1 cucr¡ro cor rcspecto al sistema S. u la r-elt,r,idad con l¿i .rrr: el
sistema s se aleja del sisrema 'en reposo" s. o es la'erocidaci ¿"r .. 

".0" -J;;; ¡ i.'; ;.
la velocidad de la luz (r.eL l9l).

Proposición 19

Lo ,, ti, d. ¡,olen, ,¡< F\.r.,J) : ! :-!
I+.¡l

Dem.
Deberros probar

a) I(2, y) e zlp.u)).

l. llr.,J .r- u- >a -,,f J..
r,j €r,l

c) F(I(::.e) ::) - FQ,f'(y.z)).

d) r(2, a): F(a.r)

Pritlero cscribimos I corno scrie f¡¡rrnal

.l7(tanh z, tanh 9) -
r(r. v) :

artanh fl(:r. t) :

de:fi,rLe un grupa f orrnal sabre Z.

l-..t .u, - 
t'- ,r 

r,._r/li( ,4), ,., t ,,,i .L .r,tirlt ":a h "r:1
con lo cual se prucbir o). b) ;' d).

Por otro lado record¿rmos qrre 1a lunción trigonouiétlica hiperl:ólica tanLr se dcfine como
tanh(.r) - ffi. Sob"rr-rus. que satisfacc tarh(/ + y) : #iiffif,,*¿. Lue3o tc11e11165 l¿5
siguientes expresiones cquivalcntes

tanh(r * g)

t:,r,rh(altarrh :r t arranh g)

¿rrtanh ¿ i artanhy.

25
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Ocupando las ecuaciones (t0) y (11) tenemos

F(F(r''s)'z) : tanh(a¡tanh F(t,v) + artanh z)
: tanh(artanhi, + altanh g * a.rta.rrh z)

: tanh(artanh r * artanh F(y, z))
: F(r, F(u, z)).

Esto prueba c) terminando la demostración.

Proposición 2O

Logp(t) : artanh(t)

Erpp(t) : tanh(ú).

Dem. Considerando la ecuación (11) y Ia serie de artanh( t) : i ;¿2"+1 por Proposición

4 tenemos que e1 logaritmo formal es artanh y su inversa tanh es la exponencial formal. n

Notar que calculando el diferencial invariante normalizado obtenemos, obviamente, el mis-

mo resultado. Considcrando F"(0. /) : L - /2 tcncmos ," *--l = + - i^r" Esto muosrra
n:t)

que el diferencial invariante normalizado es u,,(t) : f t'" df que at integrar nos da el logaritmo

formal 
n:o

¡d)oo1

Los¡(t) : I Lt'" at: | = i -tz"+1 
: artanh(r),

J ;¿) ;:o \z'rL + !)

Iuego Erp¡ : tanh. tr

Corolario 4 Denotemos Log6- el, logari,tmo formal, de 9^lZ, el grupo multipLi,cati.uo ui.sto

anteriormente. Entonces

Los plt) : 
f,U,osc^ltl - Los6^et)).

Dem. Se sabe que

arranhrr) : 16 (t + t) .
2 \L-t/

Ocupando este resultado y record ando Logc^(t): 1n(1+¿) y Log¡(t): artanh(¿) tenemos

Logp(t) - artanh(ú)

1 /1+ r\: -ln | 

- 
I2 \1-úl

- ]llnlr+t)-ln(r-t))
: 

){us.,,(t) - Los6*(t)).

6Una formade probar esta igualdad es prirnero mostrar $ artauh(r) : I 
"" " 

(H) eutonces artauh(t) =\r-r,/
1uI lf!) + a rloude o ura corstaDte. Al evalua¡ t = 0 se concluye a: 0.2 \1 - f /

tr

Z-3ro oi\
P. 'o

¿qu§
.Qcr,,r-el
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Antes de continuar nuestro estudio con los polinomios universales damos una aplicación
de Io antcrior mostrando un resultado de teoría de números que se obtiene fácilmente de la
teoría de los grupos formales en este ca^so particular.

Corolario 5 Sean € N. Entozces

il
p tl2I"

p d,iuitte a 22" - L.

Dern. Consideremos la serie formal de tanh

ú tn2n 1\o2n-l
Erpp(t): ta¡r(¿) -f 12 -1J2*-t82" ,,"n*',.,.fr n (2n-1\t'

Ocupando la Proposición 3 obtenemos

/,\2n 1 \.2n-1t)r:---;- aU

Io que implica
(22" - 7)22"-1 B2n e z.

Por otro lado, por Teorema 4 sabemos que el denomina.dor de 82,, es f[ p . Entonces
p-112n
p prÚna

ocupando Io anterior

p divide a, (2'" - 7)22"-t

p divide a 22' 1. .

tr

Vplvamos ahora al grupo formal definido en Proposición 19. En las siguientes proposiciones

calcula,rnos los números y polinomios univers¿les de Bernoulli asocia.d.os a este grupo formaJ.

Proposición 2t Los números un'iuersaLes d,e Betnou,ll'i asoci,ados o, este gru[)o.formal son

- (o n imnr,rl)\r 
- 

)""-\2"8* npar.

27
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Dem. Ya qire ErpF es función impar, por Pr.oposición 17 tenemos Bz^-., : 0 para todo
n€N.
Para probar Bzn:22"Bzn consideremos Ias igualdades

r coth(r) - -1. - -l - i Ii,,,. (t2)tanh(t) Erp¡(t1 (alZrlt'
La última igualdad es exact¿rnente la deflnición de los números universales de Bernoulli.
Ahora bien, la serie formal de coth es

@ ¡2n o
coth{l ) = \- 

¿ D2nl2n-l

f,-* (2n)t

por lo que las igualdades de la ecuación (12) implican
6 .2n D @ DG

\- z D2n -zn \- 22n -2n
/--r (2n.\t - /--r (2n\1"
n:0' / n:0' '

Comparando los coeflcientes de ambas series concluimos Bf.:2z"3rn para todo r¿ € N.. tr
. Los primeros números universales de Bertoulli para este grupo formal son

DG ¿z

"21
G_ 129
8- 15

oc _ -8 Dc _ 2560

t r, J!)

Proposición 22 Para este grupo JormaL, Los polznom'tos uniaersales de Bernoullt satisfacen

BÍ(.r) : 2" B" (:\ * ntn-l úodo n e N*.'\'2/
Dem. Por Proposición 21 y Proposición 8 se concluye BÍ :2"8" para todo n € (N. \ {1}).
En el caso n : 1 tenemos B? :0. Ocupando 1a Proposición 10 se tiene

oG-t40-t

J

c - 1415168
12 1365

c - 
57344

14- c

c -118521856
16 

-

-1)f

n/\
B,qx| : )- (1')au,'-u

- 
\R lA:0 '

J_-/n\Bg -, n -,: ) I l- Lr" " --.t"-'.¿r\klztt 2k:0\'

Ahora ha¡emos el cambio de variable r por $ en la ecuación anterior y, usando Proposición 7

nuevamente, obtenemos

,"(;) : »(:)'+#-;#
k:O "

- I /+ /n\ ay^,,-o -,,,-,\*\k\¡/"*" -tt 
)

: *rai.,o -nÍn-l)'
Esta última igualdad es equivalente a lo propuesto.



tr
Volviendo al caso general de 1a ecuación (9), es decir c € -B* cualquiera, se tienen los

siguientes resultados

a) jtr" es un grupo forrral sobre fi definido por F"(r,y): :e-'c2

1oo^
b) ?r(r)--;---F-»#dt

c) L,ogp.(t): c a¡tanh(l)

d) Erp¡.(t): c tanh(l).

\ ñ.-- lo n impar
e) D; = lt:1"r, ,, par

f) af @) : (Z)" e"(Z) + 2,"-,.
Todas estas identidades se obtienen de una manera similar a lo hecho en el caso c : 1 descrito
en detalle mrís a.rriba.

Un caso particular interesante es c : ri donde z es la unida.d imaginaria. EI grupo formal
obtenido tiene reiación con las identidades trigonómetricas

ran(o - a¡ = ,""ro !^'?\0^ arcranr , axcang: ¿¡6¡¿¡ J1a. (13)'l -tanalanB - -----L-ta'

Los elementos asociados a este grupo formal son

, Í+y
a) ril:L,a) r-ra

b) ?r(¿) - ) aL: i1-tt't'"at.f -rL n:o

c) Logp,(t) : arctan(ú).

d) Erp¡,(t): tan(ú).

ñr (o nimpar
e) lJ:: <

[ (2¿)"8, n par.

r) af @): ( 2i)"8"(3) - inc"-l.
Notar que las identidades trigonourétricas de Ia ecua¡ión (13) son el equivalente a

Erpp(r * y) : F(Erpe x,Erpp g) LogpF(t,y) : Logp ¡ I Logp y.

Una particularidad del caso c : i es que sus lúmeros universales de Bernoulli son no positivos
excepto Bf : 1. Esto puede deducirse de la expresión e) anterior y de la ecuación (6) del
Teorema (5).
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5.3. Grupo formal asociado a la integral elíptica
Las integrales elípticas apaJecen al calcular la longitud de arco de una elipse. Los primeros

estudios fue¡on hechos por los matemáticos Fagnano y Euler.

En este ejemplo consideraremos una fórmula de adición de las integrales e1ípticas y mos-
traremos que dicha fórurula define un grupo formal. El logaritmo formal correspondiente es

la integral elíptica incompleta del primer tipo, y su exponencial formal es la función elíptica
jacobiana snl de esta forma exhibiremos expansiones en serie de potencias de un tipo de in-
tegral elíptica y de 1a función sn. Además calcularemos sus números universales de Bernoulli
y mostraremos que son valores especiales de cierta forma modular bastante conocida llamada
serie de Eisenstein.

Definición 9 Sea k < (0, 1) la ercentricidad d.e una elipse y 0 e lO,!l el dngulo que la
parametriza. Defin'imos la integral elíptica incompleta del primer tipo (tipo Legendre)

E(o,k) : l,' ffi¡;: 1,"'"' fi4¡
Sean á, / e 10, ál y e € (0, 1) fijo. La regla de adición de las integrales elípticas incompletas
del primer tipo es

E(0,k)+E(ó,k)-E(ú,k)
donde

sin t, : sind cosf A(r/) +siLrlr cosd A(á)
v a(e):

I - k2 sin2 0 sirr2 ó
(ver por ejemplo [10], capítulo 19.11).

En otras palabras, si sustituimos siná por r y sin{ por y, tenemo§ la siguiente propiedad

J" JT-]lvT- |ij,' l" ,h ¡2,fi-pz¡t-.16 vf-Fvl-W \r='

, r\fr4\fr - k,u,, g1/t-. -?v4=PP

-

I k2 12 !J2

(15)

donde

Proposición 23 F¡ def,ne un gntpo form,al sobre Z li,k')

Dern. Probarerrros

a) F¡(r, s) e zlt, k2lllr. sl).

b) F¡(r. yr : ¡ -t g-- L ,¿¡r'!)i.
,,i€¡{

c) F (F (r, y), z) : F (r, F (s, z)).

1 - ,t' sln- t/
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d) F,(z,s) : F(a,r').

Primero probaremos y4=i e Z l+llt ll,Consideremos la serie formal de l,4=i

,F ,:i,"i!," (16)' ?, n!*
donde 0" es el símbolo de Polchharner que se define como

lr sj n:0
¡*1":\ll,t_,r, sineN.

I i:o

Para nuestro caso, con,, I o, t",r.,,o. l*) - -i i ! ..2n-3"-"-^"-"\ t / ¡o2 2\ - /n
r=1t-

lucgo el coeficienLe dc ¿n en la seric formal de r/1 - r es l--?-:::
nl

Gracias a Ias siguientes igualdades

. (2n)! (*),
deduclmos que ;rün _ 1l 

es un numcro entero. Juego --f

v, l+, k') [t]] . Como su término constante es 1 por Lema 2 tenerros

(2n)l

nt 22" (2n- 1)

(2n)l
n.t2 22r" (.2n _ 7)'

(2n)l
e zlil

ntz 2zn (2n 1)

De esta forma concluímos que la serie form¿l de .,Á - z pertenece a Z l;)Llr)).

De esto último se deduce que 1as series form¿les ¿e t/L=E y de 1/T -EF pertenecen al

anllloz[i,r,] tt"]l.Añadiendo Ia igualdad tormal ,_¡zr]-zrz: f knr'nnn ezlk2lffr,y))

es claro que

,¡- \fr=Faz ¡ y'/t -71/t - tuz _ -l!,.r),,_ ^,,rk\t.a)=@ e;1,r' l.t 9).

Esto prueba a).

Multiplicando las series formales que representan a

1:-----;E-ü-r,r/ L -'g'v I - h'g' A\,T-A',fi F7
| _ k2r2y2 | - k2*a2

se obtienen los primeros términos de F¡

, li2t 1 , k2+1 , (k2 -1¡z , (k2 -7)2 o ,, 1, ,,F*(t.il : x+y-Ln:xy2 -tu : 
t;A-\* 

-'r xga.- !!----!J-*ay + k2r3g2 + le2r2y3+

" -k6+i'+42-'l . ,A2+t 
" ^ k2-l ^.,oU_ " ""__ " 'xAo 

f ,'0" i 
- r.og" 1... (17)

16

esto prueba b).
Para ver Ia propiedad asociatir.a de Fk consideremos la serie formal de 14=F JT:- tPF e

1

-e

¡T=TvT-PF -

31
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Z r! ')''rl'r sutér rrrir'o,orsrrlrrériinLri,r,: ^. Lhlr.¡rn,,- i o..-r2 :- ,-',-.,-'L /1 t\/l 'l?l:
Z [: it] ;/'r , or, o, I r'definir¡ro-

L,,, , I 
-'':

.ln t/ . t. \/ | l.: t.

Les1aintegr,aciórltt1r=rrtinoatétnrinoi]eI:,sclic
!/7-t2!/l-k2t2

ticnc la folma

t , i;:, "- i,, ,,- c zl, r.y ) o, - l

\nr¡r.L,.r (-2.. t,.2ts ;-1r'':,,:-"0,, 1o,,,,3",r,",,,-ol,nn.r,.,n ,.1. .z[. l ]gsr,r
talquccol(r) : Lo c(.t:1 ::r. aclcr¡ás

,.1 . i h.,,:.-, ,, - -r 'l
- :_,,r 'ruLrL:.,cZl.z.l.]tl,r -t
nU -

Por otro lado. la ecuación (1:1) es equn.alente a

L(x) + Lis) - z,(r¡(:1, y))

r. aplicando ]a sclic c a csta irltima ccLr¿rción ol)tenenos

e(L(t) + L(y)) - F¡(r, y),

cle esta forma tcnc ros quc

F¡JF¡,(r,y).:) - e(L(Fxk,a)) +r1:¡¡
- e(I(r) + L(,y) + L(z))

- e(L(r) + r(r¡(s..:)))
- ¡^(, Ft,(a ,)')

Esto prueba c). De 1a ecua.cirirr (15) es rtalo d). !

Ahora rnostlalemc¡s la formtr cle Ia expansión en se-,.'ie de potencias de la intcgral elirtica
iltcomplcta de priner- tipo. Para csto definireuros una iltcgral clíptica incornpleta del primer
tipo similar a la defirrida allteriolmente.

Definición 10 Sea k e (0, 1) lo r:t¡:entrit:idad de uno. el,i¡tsr: u :¿ € f0. l). DeJininos La integraL

e.l.í.pl.i.t:o in compLeta del'pri n w t i¡to ( ti.po .l n.cob'i )

f' dt
E(.t:A\ - I 

-
,/" rl t2\/l - l')12



Observación 5 Notor qu'e- La relación. entre a,mbos 'integrul,es elípttco,s incnrnpletas tleL prtmey
ti:1:o (Leqcndre u Jo,r:obz) es E(,0;k): E(arcsing. k) ¡to,ra 0 .y k taL como en be:.finic,ión (9).

Proposición 24 El. logari.tm.o form,al es la, integral, elíptica incontpleta, tl,el ytri,mer.ti¡to (1,i,¡to
Jacobi). es decir

Logp,(t) - E(t:k).

.\,tem,t' fng,.,/, - f +-i "- tJorJ, 0:n =Zl_.t-) .t , t- ..

-n ¡-t' 
-

Dem. \ot,ar- E(t:k) : L(.t). En la demostración de Proposicióu 23 most¡amos

lrl
L.tt I - 

=r" 
r.o., n." =zl.'..¡.2 \ on : l

n,tt,tt Lj .l

1. que I cumple Ia relaciól l(F¡(r y)) - l,(t) + Z,(9). LLrego. po¡ Proposición 1 cieducir¡os
Lo(t¡.,(.t'¡ - L(t1 : ¡;¡¡,¡1. n

Por cornpletitucl mostranos acri clue tanbión se puedc esclibir el logzir-itmo formal e¡
función de los polinornios de Lcgendre. Cotneuzauros con una dcfinirrión.

Definición 7l Los pol.inomios d,e- Lr:gertd,e {P,,(,r)},..o. se rleJirt,en tÍa kr, igu,uldotl

,-+=--: i*t,l*

L,'rt,t) t.L f ll--1)/'
-2,, 1\.trl

d,onrle 1',, r:s el n-ésin¡.o poli,nomio d.e. Letlenclre.
Arlemris. stenclo u: el, d,zJe-rt:nciol i,tu;a,riartte r¡,r¡rmaLizado dc :F lZ ll.l;2), se_ ticnt:

r , ¡,!u'tt I," l:-')P 4
¡:fl

Dem,
Para der¡rostla,r Ia scgirntla ecuaciórr de Ia ploposición obselvamoc 0". fin l,t) - !1 -\T itl1
lu.¡.., , 

- 

-::-. Etrt^.ri L.:
fF^r0. t) r/l t \/l - k-t-

u(t) dtdtdt
,¡; ,. i----- ;-:/ r,'-¡= - (A'- + 1rf. + 1

-.-'-. / (41, ).r ll^,,'i')f/,¿2) + r

-i, ¡r'' 11,,:
-,, \ ?r I 'tt I'a( -u',1- '''

\?r que log¡ es Ia inleglal de ¡i., concluiuos

t-;v1 t'



u
Ahora calcuialenlos explícitancrtte los cocficientes de Ia serie clcl logaritrlo for¡ral. esto

1o haretlos calculando i¿¡ serie del diferencial inr.a,riante lornralizado r- luego intcgralernos
tórmino a térrnino. Llsando la sc¡ie formal de la ecuaciótr 16 tenefiros

Entonces buscamos Ia serie I a2,,t2" e Zlj, Ar]lll]] tal quc

-- 
\-r -i''.rT-tT T,P 2 "

So:rn n..7 € N.. .i < n. Dcfiniuios l" ¡ e Zll. k2l como

I L) ( r) Á:",
1 z ') \ z tn I,.11

lt(n l)1

:r r /r¡ \

\ 0,.,'^ t [t,,. ],-- Iilo ;tr \E I
\ /n / ,,-t \\t ft 1,,,t/. . II,,,\ "4 " tt¡:0 \ i:0 \ ¡¡:tr / /

t- ocupando lo.o - 1 concftii¡1os

{ .i,-u
'1 { -l^'i, \ -,-- l

t ,r.,(,,,I",,") .,..r 
/'r

Los plirnoros coeflcientes rle 1a scric i ,r,f" sc,u

De 1a igualdad

dO:

a2-

1

(,,,i,,,) -+
\r-o/'

É (""Éo '-) 
:

-É (',x,,,",) :
E

5to6+341 +342+5

ll-TJ-Tr i 1,r ..tr _;l;
",rr,- )

16



Conro u.,(1) - D o.r" f2" dl i.encr¡ros finahlelte la selie dcl logaritmo fornal
n:0

Los¡,rr [ ,,, -i "'!' ,, c c[/, r'] ",. < z1t^.t.,.) t)tJ -tntt L: l
dolcle ios coeficierrtes o2n sc calculalr rlediantc la ecuaci(rn (18).

Clararlentc 1os prilreros surlandos de1 logaritmo fornal sotl

. Ij-I " 3l. 2A. J ;A'-5Ár :ti.'- 5

u 40 ll2
Ahora vamos eu busca dcr la serie de la erporenci¿1l formal asociada a este grupo folrlal,

para eso primero clclinimos un tipo de firnción elí1.rtrca .jacoltiana.

Definición 12 La.furtc:'tórt, eLípt'tca jacobian,a,.sn se d,eJine como la inrerst d.e la integraL eLí,pti-

ca iltcompleta deL prirner ttpo (tipa Jo,cobi). E'n, otro,s palabras. st

.,- [' -----iL-: E(a;k1.
J n Jt .¡:,,/1 L.: ¡2

e-n,tor¡c¡:.: kt furLción elíptir:u jar:obiuLo, sn as tuL rtruc

s'n tt : A.

La siguiente ¡rroposición nluestla ia forma cle )a expansión en scric de potencias de Ia
fuución elíptica jacobiana sn.

Proposición 26 La eqtonen,ci,o,l. Jorm.o,l, es Lo, fu'nción elíptica jacobi,a,n,o, sn.
Es rl,eci,r

Erp¡ult'1 - sn (t).

4rtetnrit Erp¡ult): I ffit"+l tl.t¡nde t4n¡1 e Z []. k'] y ó1 : 1.
n:0 " -

Dem. Ocupaudri la definición (12) sn(z) es 1a filnciól iuversa de E(ri: k). que a sL1 \'ez e-q

igual a 1,og¡o (z), por Io tanto Erp¡,, ('u) - sn(u). n

Ahora calcularemos explícitaruerte los coeficientes dc. Ia seric dc la cxponcncial formai.
par-a esto ocuparenos cl tcorcrna de Ia inversión de Laglatrgc (conocidci tatltiién cotno I¿

fólmula Biirrnann-Lagrarrgc). Para esto primero derfruir.'crlos algunas notacioncs sobre series.

Definimos el opelador if'l conio aquel_qne extrae el coeflciente que acornpaira a f' en una

serie de potencias cn f. es decir: [1"] 20"*! - a,,. luego ¡rala a(l) : 
,>oa"t'' 

defirtitrros

aii, - lt"'la(t)" .



Lema 6 Lu e:r¡ton,enr:i,al Jorrnal de Fkf Z l] A']l es

x 2r+1

F.ra,.tl, - \- ''" fr t

L2n+L

d.ond.e

d3 : 1 ,neN
(20)

a ri)2¡ son los r:oe-fíci,ente,s r1,e. l,rt, se.rieo(¿) e QIA']l[f]] taL qu,r Lttg7,¡t I : L.
(,)\.t )

Dem.
Plirlcro calculareuros la scrie ó tal que

t
Los'. r : 11'

Q\t )

De 1a ecu¿rción anterior ¡. ocupanrio Proposición 24 tcllcmos

1

o(l) - -\- ,.r. +2,,
1'^,!,r-t'

Por la tuisma Proposición 24 salremos Log¡"(11 € Q[fo'][lt]] tion a0 - 1)'ocupalclo Lerna 2

r:oncrluínros o(¿) € QlA,,2]llf]]. Además sabemos qtte Ltt¡¡vo es una scrie impar. lucgo o es ulla

ser-ie par de la forma

.,,i, .io,,l2. y22)- /, '"

l)c la ecu¿r,ción (21) tenemos

i" ,,,i ", ,,,- -/- '' ¿-.)) |1
¡-0 n:0-' -

\. /n \
\-l''-n u t l¿,':tt-' 

"\?t 
''2tt -:¡*I)

l: l:a qtlc r¿o - I podelros rcsL[nil el Yalor cle rl2r'

( /, - u

., ": ) \2:','.¡-\ \-'- aj'-' - l\.| - 1- '2r-2t+t r/ E l
( r:u

Clar-amcnte los pr-lmcros coeficientes dc la selie q son

-;,,';' - -'f :.n-l,l ¡,¡ , -.,, nj'.- ,. :n.m ¿ N
nl --1,l=L
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0o-1
k2 +1.

d).) - -- 6
r,/-J . ¡-)

-l¡tr _T Zi -ll. 3fi)

v6-
367k6+1541 +15k2-367

15120

Dc est¿r for-ma terminarnos con el cálclllo de la serie ó.

Ocupardo el fcotcrn¿r de la inr.er-sión r1c Lagtarrge sabemos que los r;oeficicntes de 1a ex¡rri
uclcial forrrr¿rl están completarrcrrte cleterminados por los coeficientes de,¡. a saber.

It')lry¡,,(t'1: 1¡'-11 qr(i)" todo n e N*. (.24)

De lrroposrcióri 26 sabemos qtte Et:pp,. es uri¿ serie in'rpar. por otro laclo Ia ccuaciórr (21)
rnucstra clue 1a serie o es pal. entolccs los coeficiente-c no lulos de 1¿r ectración (2,1) son

It2^*r)Et:pFttt)- ,if, 'lio(¿r"' r) totlo n € N.

En r.ista de la ecuación anterior nos iltelesa c¿rlcular lf"'lo(¿)"+r
Sea a6 € -R*. sabemos (i'er 16]. pág. 17)

u',, 
"- i ,, | ,i - n,' .,., o'- ,.m-

i- |

,2-

",, - =l! ,,+ I i-2tn u u'-* 
L:nt 

-J:7

: ;tl,n , ltt fi1 )o.¿,a_r, .¡

l=1

¡D'

i I ,, - -'j o,t ,,¿¡ ,.t)- 21.fn 
-j:1

(25)

Recordando las defiuiciones anteliores ¿J lema deñnirnos ofi :- [¿-]O(f)", esta not¿rción es

compntible con los coeficicntcs o- de la ecu¿ción (22) r.ía c;," : o,1,, Por la identidacl de la
ccuación (26) resulta

En particular

x \n r

ir,,) i /rdonrtp,o:ao i -,:.Iir ,j rrt.o,"n. 2Gt

7,' / 7 .'It\,¿



Resunlierrdo

dá : 1 ,nem

ó',T' : *iaa*Di -m) ó,¡ óZTl,¡ ;n,nz € N. (.27)
j:1

Concluyendo
@ t2n11

E,n,. (!\: \- '21-1"''/r,^ LI
n=7

y @![+1 se calcula recursivamente con Ia fórmula (27). Esto termina e] cálculo de la exponencial
formal para F¡. D

Observación 6 Con respecto a los coeficientes del numerad,or de la etponenc,ial formal por
Proposirión 3 se ti:¿n¿ \2n)l@Zit' eZli,lr'zl.

Considerando los cálculos

" k2 +1,ói : -- 2

,. 5(42 + 1)
Y2- 

6

. k4 +74k2 +l
vn - ----A-
,7 7(k2 +l)
-t
,7 7(Bk4 + 62k2 + B)
En : 360
, k6 - 135k4 + 1354'2 - l

-o = ---- ln
claramente los primeros sumandos de la exponencial formal son

I.--- tt\ _ + k2+7,t.k4+14k2 I |rs _ k6 + 135k4 + 13542+ 1.?Lúvt^\\,-, gl ' sl ir---" 
-{t" (28)

Ahora calcularemos los números universales de Bernoulli en este caso.

Ya qrre Erppo es función impar por Proposición 17 deducimos 89"-, - 0 para todo n € I{.

La función recíproca de sn se denota ns, es decir ns(t, ft) : aj-- En nuestro estudio lc
sn(t, k)

es constante entonces escribiremos sn(f) en vez de sn(t,k) y escribiremos ns(f) en vez de

ns(t,k). Con respecto a los números de índice par notamos que conocerlos es equivalente a
conocer la serie de potencias de ns ya que

@ t2n

tns(tr: t,: ' =\- oG /-' sn(t) Ex¡te*lt) HBi^ Qü. (29)
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Sea: e C. En 110]. capítuIo 22 11 se muestla que 1a fnnción ns(:) pnede escribirse de ia

siguicntc 1].Ianel ¿1

1T, -.. 2nS g2n+isin((2n+1)() (30)._z,,\_-q- t\¿¡
"' -% -' ¡t 1- l' q¿. I

' '- ¡.:t]

,161¡¡ln, trútrrel,,, o rr'lp.it, -el 1'r" r¡e " ]'

__ f, .lt
" ln t/l - r2/r - l:ir

il
t 2K-
1¡z : '/T kt

t. _ [ ,t,

J" Jt- t,\/ l'¿,t:
r ¡i:

q - eti

Ifala nuestro caso k es fijo entonces k2,K.K2 \'q son constantes. De la ecuacióI (30)

\.ernos qüc corrocer- la selie dc l.rotcnctias de -z n.s(:) se rcduce a collocel la ser-ie de potencia

.:_ qr, -ir ln ,)- l
,i( ,-,,. J L' t ,,-

¿:0

Lerna 7

f ?' s¡l.,rr- l,( _ ii ,_ _'t ", ,2n: t2n-., (*') " ., 
r3l

-, I q. l:"1:,t -q)' ) (-'m l l 'li1

¡to,ra lzll < 2I{2.

Dem.
Considerariclo 1a erpansión en sclie cle potencias de la funciórr trigonorrtét: ica sin cscl ibiremos

una serie cle pote¡cias cle l¿i scrie c¡re esr:i a la izquiercla dc la ecrtación (31) con lresl)ecto

a Ia r¿r.riable z. En Ia ecuación (30) notal que 1a conclición qels(() < 1es equir.alcrtte a

3(() < 
== 

1o que:rsuvez es cquiYalente a !i(:) < 2K2 La constante q cumple 0<',1 <l
¡'conro A á 10. t¡ ." tiele § < K, Kz <:c. Pa¡a rnás información vcr li0]. r:apítulo 19'

AI rcemplazar 1a seric c1e potclcias dc la función sin er la ser-ie dc 1a izquierda de la ecu¿ción

(31) tcrieuros

,i 12' .'r r,2n-- ,( : i ,, 
,''. i ^:+ ,q!n _ 112- (- )'- , " 32

?. I qt"= 1l - ,t' 1-,t2m - '\'. t'r/r '

Ahora tnostr.'ar-etrros que el csla serrie doblc podemos intelcalul¡iar el <¡rclen de i¿1s sumas

pa,ra todo cornplejo : tal quc zl < 2I$. P¿r,ra deltristrarlo ocuparetllos Tcorerna 1'
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Definimos c:: *, demostraremos primero que para cada n € N Ia serie

.a q2n+1 (-\^ (2n + l)2^+1 é^+t _2*¡t
/.-_^ t _ rz".r (zm + 1)l
m=ll

(33)

converge para todos los valores complejos de z en C. Luego demostraremos que Ia serie

oo oo ^2 1 / j\ñt.^ | 1\2ral [-2m{ t
\- \- ,1 \-t) \Lu1!) \ _2tufr r.t{rL) 1r | - o2nat (2m + 1\l

converge uniformemente para los valores de z e C tal que llzll < 2Kr.

Para demostrar que Ia serie de Ia ecuación (33) converge consideramos el criterio del
cuociente de los coeficientes para series de potencias. Tenemos

(2n + !)2c2

(2m +3)(2m +2)

(,t\ñ+ L (2n+l)2ñ+3 c2m+3
(2n+3)l-@+lP;fi7;r-
(2n+1)l

y esta última expresión converge a cero cuando m crece indefinidamente. Es decir el radio de

convergencia de la serie es infinito.

Por otro lado recordemos que

ei'z - e-i'z
srr(z) : 

A

para todo z en C, entonces

^2n lt
q2^*1 sir¡,c(zn ,I)z) = {:-le;"tz,,+tt" - e-ic\2n-t)2f -- }1t",,'ol'*, - ("-'",q)'--')

Por lo anterior y recordando la serie de potencias de sin, se tiene

aa q2n+1 (-1')^(2n + l)2m+1c2n'+1Lr=n"_ffi,r-*'
m:0

-.2n+1

" --L= sin(c(2n + 1)z)l,r

- --]-1 l¡"icznlzntt - (p-lc'zo\2n-11 .'l - q2'Í¡'12i L§ n) \L Y/ I '

Ahora mostraremos que la serie de la ecuación (34) converge uniformemente ocupando el
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Teorema 2. Ya que 0 < q < 1 se tiene ;r4mr I f, lu'u todo n en N*' Tenenos

É\\i1fteffiffi'-''\\
n =O llm=0

: ñ -r=-.1 ll(eiczq)2n+r - (.-'-rr,,*',,- '/-^¡ -g2n'r2ll' rl

n=U

I - r¿+ I rr

= o=rIllr'n"'ot"'' 
' ("'*o\""'ll

' - fS lt.iuor2n" * i ll. *'nlr"")
\ ----:- , | / ,tt- 1 lr t,= 2(1-s) \i ;1,' I

Sea z número complejo tal que ltzll < 2Ku entonces l3(')l < 2'I(2 y consideramos ahora las

estimaciones

ll"*n." qll: ,tll"n ",ll:qe+cs(') = ,--P r'#' . "=P "1i! 
: e*(llzll-zxz¡ '

Entonces tenemos que las clos series anteriores son acotadas por la serie geométrica

f (e,xL@-zx»¡2"+t .

'=o Co-o llzll < 2Krtenemos que ft(llzll -2Kz) <0 luego e#(ll'll-2K2) <ly ertonces esta

serie geométrica es convergente. pái i.oiu-u 2 concluímos que 1a serie de la ecuación (34)

converge uniformemente.
Por-teoremalpodemosconmuta¡elordendelassumasene]ladoderechodelaecuaciÓn

(32) y obtener

i=iT $ r- rl- ,, n*1t2.', (!-)2-'' ,"-'
k= ú"*, kQ- + r)!'-" ' '

_ + S ,znr 
I (- l)- on _ r\2*-r ( ,=,\'^" ,r^-,- 4/..-^ ! - qz" rr (2m + 1)l' \'¿K /

m.:O n=0

para llzll < 2K2.

Consideremos ahora Ia serie de potencias de csc (ver [t0] capítulo 4'19)

Notar que la condición 0 < ll(ll ( n es equivalente a 0 < llzll < 2K Ocupando la ecuación

(30) y recordando lu 
"clr.ció,'t 

iá5), obtenemos yn? t:li: -dt 
potencias para la función z ns(z) '

§i , á. ," número complejo tal que llzll < mín{2K,2K2} obtenemos

(35)

ú

(zm + t)l
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z ns(z) -, (#*",,, .'+T-j-;sin((zn+ r;q¡)

_ " + (-rl*+t(22^ -2\82- ( !_1"-' ,r^ *- ZX /- (z*)'. \2K )
lrL:o

2,, $. / i-r¡- 7 n 1:'nrr $ q2nrt \
?E iüiil GkY [É;t-'2n+!)2^'t ) 

¿2mt2

- r S ( -l)'n+L(22n -2)Bz^ / r \2ñ- |: r-#Lffl*) ,2^+
M:T

Z¡3 /(-11-rr /7 \2/r,-r i3 q2n-t , \
_ \ I _:-----t-
K 2 \Q;: » Gil \iA^cn '' t)'^-' 

)"^rn=] \
e / r\m+l , - \2m I co -2nLl I: I -\-- t-'l,,- (+\-" lQ'- -z)sr*+8mf J .^-r(2,+1)2m-rI ?2-.

f1, {Z-lt \2K/ L " 
^_.-01-q"'" l

De esta manera vemos que los núrneros buscados están relacionados con los valores de Ia

serie ú ^2n+l
)-,e,,(2n-i I)- (37)

fu7 - q'"*' '

donde m es un número naturai impa,r y 0 < q < 1. Primero noten:Ios que dicha serie es

convergente. En efecto, como0<q< l entonces ,+*a fr ru.utodon € N*, luego

@ )n+l

f ,q. ,t2n t1l'< -l- tq2"r(2n - l)-Z¿ l-o2hr - I-oz-',:0 ' ' n-0

y esta última serie numérica es convergente por el criterio de la razón.

Mostra.remos que la serie de Ia ecuación (37) es un valor especial de la serie de Eisenstein
normalizada. Comenzamos defi niendo dicha serie.

Definición 13 Sea j un entero par m.ayor que 2. Para z ell d,efi.ni.mos lo serie de Eisenstein

1' (38)ui\¿/ - ,*r\""+_)i,
dond,e la ' sobre D si,gnif,ca que la suma es sobre tod,os los enteros n,m arnbos no nulos
s'intultáneamente .

Esta funci,ón es una forma mod,ular de peso j sobre el grupo SL2(Z). A parti,r de esta.función
porlemos d,efi,ni,r la serie de Eisenstein normalizada

1Et('): z«.,G,Q). (3e)

donde ( d,enota la función Zeta de Ri.emann.

(36)
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Proposición 27 Sea a) 3'natural impar y 0 < q <T Entonces

i-i!!-e"+ r)o = ior(,)s' -2'f oo@1q2"

n=0' Y r=1 n:l
(40)

: -&' [1 - E,+r(l) - 2. (r - E"*r(2rtDl (41)
,..\a + L )

d,onde q : {|i,,o"(r) : lda es la suma d,e las a potencias de los di,oisores d'e n y Eo¡l e.s la
dln

s erie d,e Eis enstein norrnalizada.

Dem. Primero <lemostrarer¡ros la identidad

Ocr

)- -" ' .: f o"(n)-r, (42)
;:-',r-t'' 7-',

donde s es un número complejo con norma menor que 1 y a es un entero positivo. Esta serie

es un caso particular de las series de Lambert (ver [2] capítulo 1, ejercicio 14 o también ver

[10], capítulo 27.7). Consideremos

L¿" r". (43)»
¿1"

Esta serie es absolutamente convergente ya que

-il ll *
» llt a,*"ll<f n"'rtlrlt"7,llñ ll 7,

y el cuociente
(n+ 1)'-+1ll:ll'+1 : ln 

* r)'*'ll,ll
no+lllrlln \ n )

converge r llrll < 1 cuando n crece indefinidamente. De esta forma concluímos que la serie
(43) converge absolutamente y podemos reordena,r sus términos. En particula.r tenemos Ia
igualdad

Dl)¿"¡" -DxD,"
n=1 dln d=\ r;

Como llrdll < 1, podemos usar la igualdad i r'": t'| y concluir de Io a.nterior que
n:7

co oo oo co _d,

\o"(n)r." :DL¿.*" :la"\r": !a, L,o" =La"-:--
n-\ n:t d.ln d-l 

T: 
d=l n:l d.=1

Esto termina Ia demostración de la identidad (42).
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Ahora bien,

i "'r' - i ,'" ' ,.). * o- i ,'' ,,, ,

,z', 1-!l-rr-'¿I¡ * - !,,-r"'"
y ecuación (42) irnplican

\ -2¡
f-l .,:,, tr,:t rr-¿l-

-U n-\

lo c¡re derruestra la igualdad (,10).

r,, \-'1,
n"q2"

I-qzru

Por otro lado. ttrt resuitado ,qtandard c1e }a teoría rle formas rlocluiares rnLrestra clue 1a scrie
de EiscrLstein norrn¿rliz¿ida tiene la siguicntc expa,sión (r'e. por cjemplo l8]. capítulo 3.2)

Err..):1- +io, 1(nJrn
D) _,:

dorrde r - slri; ,' ./3¡ cs el j,ésirno nrimero clc Belnoulli clásrco.
Ahota escribilctnos 1a-'. clos surr¿rs en el lacio delccho de (+0) cn función cle la scrie de

Eiselstein norrnalizada. Prirne-L-.o not¿rrllos que a 1 1 es par -\: mavor o igual a 4 por l.ripótcsis.
Tomando n: *i € ?1. resulta cyre s.2^-ut - " 

lP: g. \-polla ccuación (.14) tenerniis

i",,r,n' - -Ett(r E*,(,r))
t ltrl ll

2lo. ,, q,, * ^uo ' ,. Lo ,2,¡ ,

'2 o) )

Reemplazando esto cn (,10) tencmo-q

\ -2, I

-0, 
q- -t¡l

ljsto telrnina Ia clcr.nostración cle 1tr proposiciórr.

(44)

tr

E} siguicntc corolario mucstta una cx¡ransión en ser.ie de sn clonde los coeficientcs
r.aloles esi¡eciales de la selic de Eisenstcin norrrralizada.

Corolario 6

t t, | _i,. ,,.,.-1 , B:.,,¡,,f .l. l - l- -, ,- )_ ( ,. J -- '- "''" lLt* 2rt tt .', f ,,,,i...,'^: r, 
^-.,lrl 

,2n,:. t'

donrLe r¡ : f;i y O < I z I < mtu{2r. 2rr}.
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Dem.

?:.'ru:"X1"^.J^1?]^1,!r?l:: 
deduce que los dos primeros sumanclos de ta serie ns(z,k) son; y =i- ¿ . De la ecuación (36) vemos. que el coeficiente que acompaña a la potencia, zá,n 1 

,con m ) 2, en la expansión de zs(2, &) es

(- l)-'t t r :z- I ^ -a nlatt I-d;), \;K) lrr,^ 4Bz_ + r-I, fi.,t " r r)2,"-rl

En 1o que sigue usamos Proposiciól 27 pa"ra escribir este coeficiente en térr¡ino de va,loresespeciales de ia serie de Eisenstein normalizada.

(-1)'',-r ( o \r^l,zr^_ z)er_.r_i g en_112_ t]¡zm1: \zK) " :i1 .s,,. l(-i¡-+t / r \2^1.: Él (*) 'llz'- 
-21o,^ t8m 

4m lr - 4*r4) -rzn-t(t- r,,,rzn))l]
(_ 1)n+1 / r ¡2m: 
lr",-¡ (#) Br^ f2'* - 2 + 2(1, - or^(r¡)) - rz'"Q - Er^(2n)))

r-1)m+1 / r \2m
= nC- lñ) 82^122'E2*l2rtl - 2Ez^lri)

(_llt]a+l / T \ 2rn: 
i-)l \i) 82^lE2^(2nt -21-2^E2.(ri).

De esta forma se obtiene la fórmula deseada para ns(z,k). U
Corola¡io 7

(45)

d,onde q: f¿t.

Dem' si amplificamos por z la serie de ns(2, k) demostrada en cororario 6 tenemos

z ns(2. k) : 1 ¡ t lL rz- i fl)'- (-r)-'' Br^ 
t p^6 - 2- \ K ) - tz_y. tt -(2¡t) - 21t2- q^¡r¡ rz-. U6)

AI comparar esta serie de potencias con ra ecuación (29) se obtiene ro propuesto en Ia ecuación(45). 
n

Observación 7 Para n) 2 se tzene

,g" : ffip r,(2n) - z,-2, G z^(E)1,

(t
- l-- sxn:o

Ry : ¿ t'-l"¿n ) J szn:7.
[ (-t )'*' (;)'" ar,¡ar^pn) - 2r-2-Ez,(n)] si n > 2

donde r7 : {;i.
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Dem. Recordando q,e G2, está rl¿ida e. ecuación (3g) r. notarrdo que la ccuación (6) clel
Teorem¿ 5 es ecluivalcnte a

(. t)"+1r2" Bz,, 
- 

(2n)l
((zn) )2n 11

v finalmente reemplazarrclo cl 1a ecuación (4ó) obtenemos

- -,)n
Y, - , , ,., (ra.) lf , tr7, -2 ". 1 ,,,¡

(2n\!
- 

-r, , 'L; '..'2r1 ' - 2t .'' C't''r '¡'l'

n

Observación 8 La ecuución

/r,,ll
lJ-, -,-1.' | '- rm C.,1:,(2r1-' -''' -

ntue-slta que l,r.ts rLrírneros de BernouLli cl,í,si,cos sr obtier¿r:r¡, como el ua,l,or iJ,c la se_rie: clr' Ei.-
senste-'in en el irtJirLi,to. De t'orrn.o simiLar lo. e-ctta,ci,ón,

i- ffif,,,(2q) - 21-2,G2,,(.n)l. ,tond," n : 2,
rntLestm' qtte los n,úrneros u,niue¡'sul,es de Bernou,l.l,i f)ara este e-.jerrLytlo se obt,ien,r:n como ual.r¡r'e.s

de la sert,e d,e E'is en,s l,ei.¡t cuandn e-l urrlttmrnto es cual,quier cctmpLejo sobre el. e-,jr: irn,o,qinar.i6
po siti ut:r.

Consiclera:tdo los primelos sumarrdos de la scrie de r¿s

. l' I ;Á 221;:-l ..¡'"¡' t- r ¡' Jou I

Jt I;Ár- liÁ- 31.. t:;/ 2 tb,l - iB6,( r- 2b.1,1 - t.27 -
r;-20 601s0r,

pocilernos calcular los plirneros nírtleros

,G:1
DGD,2

.- 1..] oo,,l_c ¡^ _i:¡ ¡/
-I\
c 31k6 15k't - t5k2 + 31
o--]

127liE - 2,1EAo + 186tu4 - 284,k2 + l2T

: k'+1
3

DG
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Los primeros polinolnios son

Bf(,,) : 1

Bf(r) - t
1.1 r'r

B';1,) : ,'+*
.l

sf (r) : 1]3 + (42 + 1)r

pf(*) - ,t + 2(ft'+ 1)r2 +
7ka 22k2 +7

ItlB?t.t, - .r'-:(k' - l),' ,

ó

15

Tkl - 22k2 +7

¡Í(") : :16 + 5(42 + 1)za + (7ia 22k2 + 7)'x2 +
31k6 15k1 1¡,(r2 + 31

2I
') r 7.ar 1E ,-1 1 i ¡.2 , rr,)Ltl - 1L)¡r L,J^ i O1

oq 
*ll' t ,21 ,'., -l1L.l /' l'',(r- 15,('' :llr¡2B'.'..r, J' r:: Á'r l).,' ij , 

J
127fo8 - 2,18tu6 + 186k'1 2E,1Ar']+ 127

89,.rt : ¡ -,¡t. 1, ' ltTl llÁ-- lr",'
:l

Erp¡u(t)

t5

Para finalizar erstudialernos cn más detalle los nÍrmeros r. polittomios univels¿lcs de Ber-

rrollli que resultan a1 consiclerar c1 gnrpo forrnal I¡ cuando el parálttetro k asttnie ios va,lores

cxtrenos 0 r. 1. Recordar que fr es l¿ cxcen¡ricidacl de l:i ellpsc ¡'lror 1o tar:Lto k e (0. 1) en 1os

argurlentos anteriores.

.t:+ü
Ejemplo 4 Paru el caso k - 1 tenettLtt¡ F, 1.,.ut - ffi 

a Tlllt:,y)) el grupo Jorrn,ul, r:stu'

diado en el e.jerrtytk, o,nterior.

Ejenrplo 5 Po,ra, eL casr..t L' :0, se tiene

Fa¡,il - ,f t -¡ +yú r:2 es grlL:po formn,l sobre, []l if, ¿l
Ljl

L,,et,,rt) t -:! "-¡¡r-i.rr/,.'l' t/J -."'
Exppo(t1 - sin(l).

La etpresr,ón. Exp¡.(r * y) - F(EL:p¡..t:, Erpry) de la Proposicrón, 2 cs r:quiualt:nte l, l.a.

iderLtt rlad clúsica

sin(o + 3) : sino(:osif sin lrosu -.r,r^f *-+.i,,3v[ .i,.''o: ]l(sina.sini).

Po.ro, corroct'T lo5 n,tint,et os dc Bcrnoull't, asoc'iados u est,a r:ttso consid,etrttn.os Las tgual,drt'des:

tf csc(r) :
sh(f)
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Por t¡trr¡ Lado ocupando La serie forntal, de r:sc

Te:nemos ..ntonces

+ r' r,e" -t,R t) :inq.1'

De lo cu,rL se clrl.:Lu'lJe

[n n impttr

"" 1r-2.t, I.B, tLDar(' " '

Obset"raci,ón I Notol q'LLe se abti,erle el' m,ism o resultado anteri.o'r toma,ndo el Li¡Lite en, e-l

caso d,es(.r¡,to en eL CoroLa,r'io 7. Cuar¡cl,o k + 0+ l.as 'unlores de Lus constantes Ii, I{2 y 11

tir,:nde:n o,

K-+!
2

Az -+ cc

4 -+ ii:c.

Ya que lír:lt E",(n ) : L , al reempl,azar estos t¡a\ores en Corr¡Ltt"rio 7 se tt.e'ne
?-,¿.!.

5; : (-t)"*tr2n22" lit\ lEr"(zn) z\ )" Ez"(.n))
\-tb

- (.-t)"+,82,,2,"11 2, '")
- (. 1)" Br,,l2 - 22").

Estct, últtna iq ualdad tern¡,ina La obsertac'ión.

Por atro lo,d,o, urnsideran'do Lus igrta,Ldades

\- 8,' , ,r, t,:t t,¡'] ltt ' : ¿;'l: _ 
2;tp -'"' t 

B-+- ,2,.nt .l- ,l' trr'nt,lt) ii"1t; eit-c ¡! - e2it I e2ir - l 2, nl
,:0

Los poLirtttttt''ios ttn'iur-rsales t1'ue se obti'enen del t¡nr¡'ct f orma'l' F¡ esttín' rel'u't:'¿onados co'n los

pol,írtomi.os clríszcos de BerrtoulL'i, a saber

Bi Q t - (r, )'B, ( 11) 
7, ,r, todo n € N*.

\-/

5.4. Otros núineros y polinomios clásicos

El Le ma 5 nos sir-.r,c para rnostrar clue si fencrlos un¿r. colección cualqulet a de elernclltos

derfinidgs sobre un ¡rniilo lible clc torsiiin (connutativo con unidncl) entorccs son rrúrlelos

unir.ersales clc Bernoulll. El esta sección. v a rnodo de ejunplo. aplicaletlos dicho lellia a 1os

nirr¡reros ¡- poiinornios rlc Euler.

4E



5.4.1. Números y polinomios de Euler

Los números de truler tambien son llamados números secante ya que aparecen en los
coeficientes de las series de potencias de las funciones sec y secll. EI primero que trabajó con
la serie sec fue Gregory en 1671. Estos coeficientes fue¡on estudiados por Euler (1755) y luego
fueron llamados números de Euler por Raabe en 1851.

Deffnición 14 El n-ésimo polinomio de Euler, d.enotado E^(n), se define

2e't $ E"(z),"
,,+l-k "t "

y eL nésinto número de Euler E. : E"(r) EquruaLentemente, los números de Euler se d,eJinen

mediante la serie generadora

72
cosh(t) et + e-t

: )- 4¿"

ó onr' /¡+1 \

_ \: ¿ .un\-z /+t¿

- /- n.l*th6

(48)

Proposición 28 Eriste un grupo formal f lQ tat qu,e Bf : O", BÍ(x):2"8"(+).

Dem. Utilizando la serie de potencias de e¿ en la ecuación (48) se puede probar {8"}"€N c Z.
Entonces, por Lema (5), existe grupo formal .F/Q tal que Bf : E, todo n € N. Nuevamente
por Definición 14 es cla,ro que la serie formal generadora asociada a los números de Euler es

Í(t): sech(t),luego Expp(t): ¿cosh(ú) y considerando las igualdades

2e,t et 2e'#2,
e2t +l e2t +I

BÍ(r):*r"(+)

$ af(r.)., te't
Z< ¡ ' :8"p;6:

concluimos

paratooon t 1\+.

tr

49



Referencias

[1] Tom Apostol. Introducti,on to analytic num,ber theory, (1976). Springer-Verlag.

[Z] tom Apostol. Modult functions and Dtri,chlet series ,in number theory, (1990). Springer-
Verlag.

[3] T J L'a Brornwich. Introtl,ucti,on to the theory of Inf.nite Senies, (1956). Macmillan.

[4] Leonard Cz.;;1ifz. A note on Euler numbers and polynomials, (1955).

[5] F]ancis Cla¡ke. The uni,uersal Von Staud,t Theorems, (1989). American Mathematical So
ciety. Volume 315, number 2, October 1989.

[6] I.S. Cradshteyn. I.M. Ryzhik (Alau Jeffrey. Daniel Zwillinger\, Tabte sl [nt¿gvals. Sories.
and Protlucts, seuenth ed,ition, (2007). Acadeniic Press.

17] Michiel Hazewinkel. Formal groups and appl'icati,ons, (1978). Academic Press.

[8] Neal Koblitz. Introducti.on to ell;tqtic curues and mod,ular forrns, (1984). Springer.

[9] Anatoli Logunov. Curso d,e Teorta d,e ta Ret,atiuidad, y d,e la graurtacr,ón. And,L'is'is contem-
poráneo del problema, (1998). Editodal URSS.

[10] Frank Olver, Daniel Lozier, Ronald Boisvert, Charles Cla¡k. NIST Handbook of mat-
hemati,cal funct'ions, (2010). Dover Pubiications, Inc., New York. Libro digital en
http://dlmf.nist.gov/.

f tt] Joseph Silverman. Arithmetic OJ Elli.pti.c Curaes, (7986). Springer.

[12] Piergiulio Tempesta. Formal grou,ps, Bernoulli-type polynomi.als and, L-series, (2007). C.
R. Acad. Sci. Paris, Ser.I345 303-306.

50


