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Parte 1
Introduccién

Los numeros y polinomios de Bernoulli aparecen en varios problemas mateméticos cldsi-
cos. Por ejemplo en la suma de una potencia fija de nimeros naturales consecutivos 1% + 2% +
3% + ...+ n*, evaluacién de la funcién Zeta de Riemann en niimeros pares positivos y en la
demostracién de cierto caso del ultimo teorema de Fermat.

Un grupo formal unidimensional conmutativo es una serie formal en dos variables con
coeficientes en un anillo conmutativo con unidad que satisface ciertas condiciones. Si el anillo
es local y completo se puede definir en el ideal maximal una operacién aditiva abeliana con
tal serie. En este trabajo pediremos que el anillo sea libre de torsién, pues en tal caso se le
puede asociar a un grupo formal una serie de potencias en una variable llamada exponencial
Jormal. A cada exponencial formal se le asocia una familia de niimeros y una familia de po-
linomios llamados numeros universales de Bernoulli v polinomios universales de Bernoulli.
En esta tesis mostraremos que varias de las propiedades de los nimeros y polinomios de Ber-
noulli clasicos se pueden generalizar a tales familias. Tambien exhibiremos ejemplos concretos
de exponenciales formales provenientes de grupos formales, v en cada caso estudiaremos los
nimeros y polinomios universales de Bernoulli asociados. En particular veremos que en estos
ejemplos aparecen funciones clésicas de la teorfa de nimeros como la serie de Eisenstein y la
funcién Zeta de Riemann.

Piergiulio Tempesta y Francis Clarke han trabajado con estas dos familias de objetos.
Tal cual los nimeros de Bernoulli se relacionan con la funcién Zeta de Riemann (ver ecua-
cién (5)), Tempesta en [12] muestra una relacién similar entre ciertos polinomios universales
de Bernoulli y una generalizacion de la funcién Zeta de Riemann-Hurwitz. Por otro lado el
teorema de Clausen-Von Staudt establece explicitamente el denominador de los niimeros de
Bernoulli (ver ecuacién (4)). Clarke muestra en [5] una generalizacién de tal teorema a los
niimeros universales de Bernoulli.

Este trabajo de tesis se divide en dos partes. En la primera damos la definicién de grupo
formal (unidimensional conmutativo) sobre un anillo conmutativo con unidad y comentamos
algunas de sus propiedades. Después asumimos que el anillo es libre de torsién y mostramos
la existencia de dos series de una variable asociadas a un grupo formal denominadas logaritmo
formal y exponencial formal. Luego recordamos los niimeros y polinomios de Bernoulli clasicos
v exhibimos algunas de sus propiedades. Entre estas podemos mencionar:



k=0
d
| %Bn(:c) = nBy.a(z) (2)
(Z)Bk(a;) = (3)

Bty = Y (3) Bt @

k=0

donde n es un entero positivo, B, el n-ésimo nimero de Bernoulli v B,(x) el n-ésimo poli-
nomio de Bernoulli.

En este punto de la tesis damos la definicién de B y BS(x), los nimeros y polinomios
universales de Bernoulli asociados a un grupo formal. Luego nos dedicamos a estudiar las
propiedades de estos objetos. En particular, mostramos las identidades

) B iy B
Bty = X ()) B

k=0

Claramente estas expresiones generalizan las ecuaciones (1),(2),(3) y (4) mencionadas an-
teriormente.

La segunda parte de este trabajo de tesis corresponde al estudio de ciertos ejermplos.
Consideraremos exponenciales formales concretas y calcularemos los numeros y polinomios
universales de Bernoulli en cada caso. Afiadiremos tambien algunas propiedades particulares.
Los tres primeros ejemplos de grupos formales nos permitiran mostrar que tanto las potencias
de la variable 7 como los polinomios de Bernoulli son casos particulares de los polinomios
universales de Bernoulli. En el cuarto ejemplo consideraremos la formula relativista para
calcular la composicién de velocidades, a saber

u—+
1+ w

b=

donde ¥ es la velocidad de un cuerpo con respecto al sistema S, v es la velocidad del cuerpo
medida en el sistema de referencia inercial S, u es la velocidad con la que el sistema S se aleja



del sistema “en reposo” Sy ¢ es la velocidad de la luz. En el dltimo ejemplo trabajaremos
con integrales elipticas incompletas del primer tipo y mostraremos que la férmula de adicién
de estas integrales define una familia de grupos formales para luego mostrar que los nimeros
universales de Bernoulli, en este ejemplo, aparecen como valores especiales de ciertas formas
modulares, las series de Eisenstein.



Notacion

En lo que sigue N denota los nimeros enteros positivos y N, = N U {0}. R, scrd el
conjunto de los nimeros reales positivos y || denota el valor absoluto de z si = es un niimero
real arbitrario. Con R* nos referimos al conjunto de los elementos invertibles en el anillo R. H
es el semiplano superior de C, R(z) y 3(z) es la parte real e imaginaria del niimero complejo
2z respectivamente, ademds ||z| = /R(2)2 + S(2)2.



Parte 11
Conceptos basicos

La teorfa de los grupos formales ha entregado un nimero de aplicaciones importantes en
la segunda mitad del siglo veinte en las dreas de teoria de niimeros, geometria algebraica,
aritmeética en geometria algebrdica y topologia algebriica, que van desde congruencias para
los coeficientes de formas modulares, teoria de cuerpos y curvas elipticas hasta las K-teorfas
e (indirectamente) resultados sobre los grupos de homotopias de esferas.

A través de todo este trabajo R siempre denotard un anillo conmutativo con unidad.

1. Grupo formal

Definicién 1 Un grupo formal (conmutativo) F sobre R es una serie de potencias F(z, y) €
R[[z,y]] que satisface:

o) Flz,y) =z +y+ 3 cya'y’.

b) F(F(z,y),2) = F(z, F(y, 2)).
¢c) F(z,y) = F(y,z).

Liamaremos a F(x,y) la regla de asignacion del grupo formal F. Escribiremos F /R si F es
un grupo formal sobre R.

Ejemplo 1 El grupo formal multiplicativo, denotado G, es definido mediante Gwliy) =

T+ Y+ zy.
El grupo formal asociado a la composicién de velocidades, estudiado mds adelante, es definido
. z+y
mediante F(z,y) = ;
1+zy

Observacién 1 Ocupando a) y b) se puede probar

» Eziste una tnica serie de potencias i(t) € R[[t] tal que F(t,i(t)) = 0.

» F(2,0) =z, F(0,z) ==z

Definicién 2 Sean (F,F), (G,G) grupos formales. Un homomorfismo de F a G definido
sobre R es una serie de potencias f(t) € R[[t]] (sin término constante) que satisface

F(E(,5)) = G(£(2), £(5)))-

Los grupos formales F y G son isomorfos sobre R si existen homomorfismos f : F — G y
g9:G — F tal que -

Flg(t) = g(f(2)) = t.



Lema 1 Sea a € R* y sea f(t) € R[[t]] una serie de potencias de la forma
f(t) = at + (términos de grado mayor).

Entonces existe una tnica serie de potencias g(t) € R|[t]], que llamaremos la inversa de f,

tal que
Flg(®) =g(f(t)) =1.

Observacién 2 Grupo asociado a un grupo formal. Si consideramos R un anillo local
y completo*, y llamamos M al ideal mazimal, podemos dar a M otra estructura de grupo con
una operacion basada en un grupo formal F.

El grupo asociado a F/R es el conjunto M con las operaciones

T ®ry = Fz,y) (adicion) para todo x,y € M,
Srr = i(x) (inverso) para todo x € M.

Pidiendo que R sea completo nos asequramos que las series F(z,y) e i(x) convergen en M?.
De esta forma (M, &r) es un grupo abeliano.

En este trabajo utilizaremos los siguientes tres resultados. El primero es un lema técnico.

Lema 2 Sea R un anillo conmutativo con unidad. Sea f(t) = > a,t" € RJ[t]] con ay € R*.
n=0
Entonces

1
f(#)
Los siguientes teoremas de variable compleja son conocidos como teorema de series dobles
de Weierstrass y M-test de Weierstrass respectivamente.

= Z bat™ € RJ[t]] con by = ag*.
n=0

Teorema 1 Sea x € C y supongamos que las series
o<
fn(@) = Gmnz™  (m=0,1,2,..00)
=0

son todas convergentes para ||z|| < C, C € Ry, y ademds la serie

m=0

converge uniformemente en cualquier circulo de radio menor que C. Entonces

o0 oo o o0
¥ 3 g™ =N teit® 2] &€
-

m=0 n=0 n=0 m=0

1Acd R completo significa que toda sucesion de Cauchy en R es convergente a un punto de R, donde la
topologia de R est4 generada por la siguiente base de abiertos {r + M!/r € R,l € N}.

o0
2Sea f(z) = Y anz" € R[[z]]. Dado z € M se tiene que la serie f(z) es convergente en M si la sucesién de

n=0

m
sumas parciales {S,, = Y. an®™}men s una sucesién de Cauchy. En tal caso se puede ver que f(z) converge
n=0
a un elemento de M.



Teorema 2 Sea A un subconjunto acotado de C. Si la sucesidn de funciones f,(z) tiene la
propiedad

| ful2)|| < My, para todo z € A,
donde M, es una constante positiva y lo serie > M, converge entonces
n=>0

o0

Z fﬂ (x)

n=>0
converge absolutamente y uniformemente para todo punto = en A,

Para la demostracién de Lema 1 ver [11], capitulo 4. Para ver la demostracién de Teorema

1 ver [3], capftulo 10, pg. 266. Para la demostracién de Teorema 2 ver 3], capitulo 10, pag.
246,



2. Logaritmo y exponencial formal
Definicién 3 Un diferencial invariante para un grupo formal F/R es una forma diferencial
w(t) = p(t)dt € R[[t]] dt

que satisface
wo Ft,s) = w(t).

Dicho de otra forma, w = p(t)dt es un diferencial invariante para F/R si cumple
p(F(t,5))Fe(t, s) = p(t)

donde F,(t,s) es la derivada parcial de F' con respecto a su primera variable.
Diremos que un diferencial invariante es normalizado si p(0) = 1.

Ejemplo 2 Para los grupos formales G, y F(z,y) = ]:'z: n HZI considerados en Ejemplo (1)
1 el
un diferencial invariante normalizado es w(t) = 1—+tdt = Y (-1)*t"dt y w(t) = T gt =
n=0 -

o0

S t2dt respectivamente. Estos cdlculos son comentados con mayor profundidad en una sec-
n=0
cion posterior.

Proposicién 1 Sea F/R un grupo formal. Entonces eriste un tnico diferencial invariante
normalizado w(t) para F/R. Ademds

1
w(t) = 0. dt.

Definicién 4 Sea R un anillo libre de torsién®, F/R un grupo formal,

w(t) = (14 1t + cat? + ...)dt
el diferencial invariante normalizado para F /R y K = R@; Q. Se define el logaritmo formal
de F /R como la serie de potencias

Logp(t) =t + (:2—‘t2 4 %ﬁ + ... € K[[t]].

Se define tambien la exponencial formal de F /R como la inica serie de potencias Expp(t) €
K[[t] que satisface
Logp o Expr(t) = Expr o Logr(t) =t.

El que R sea libre de torsién significa que para todo z en R el homomorfismo ¢, : Z — R definido por
¢2(1) =  es inyectivo.



Proposicién 2 Sea R un anillo libre de torsion y F/R un grupo formal. Entonces
Logr : F — G,

es un wsomorfismo de grupos formales sobre K = R, Q.

En particular Logr y Expr cumplen las siguientes identidades equivalentes

LogrF(z,y) = Logr x+ Logry
F(z,y) = Ezpr(Logr =+ Logr y)
Ezpr(z+y) = F(Ezpr z,Expry)

Ejemplo 3 Para el grupo formal G,,, las series que representan al logaritmo formal y expo-
nencial formal son In(t + 1) y €' — 1 respectivamente. De igual forma, para el grupo formal
Flz,y) = 1Y

’ l+z
cas hiperbdlicas artanh y tanh respectivamente. Estos cdlculos son comentados con mayor

profundidad en una seccion posterior.

el logaritmo formal y exponencial formal son las funciones trigonométri-

Los siguientes resultados seran usados frecuentemente en este trabajo.

Lema 3 Sea R un anillo libre de torsién, K = RQ,Q y

o

(&)= = e K]

n=1

una serie de potencias con a, € R y a; € R*. Entonces existe una unica serie de potencias
g(t) € K[[t]] que satisface f(g(t)) =t, ademds cumple g(f(t)) =1 y tal g tiene la forma

0o b,
gt) =) 5"
n=1 ’

con b, € R.
Proposiciéon 3 Sea R un anillo libre de torsion y F /R un grupo formal. Entonces

bn

t‘i’l
n!

e} oo

Qp 0
Logr(t) =) —t" y  Eupp(t) = >
n=1 n=1

con an,bp € R yay =b = 1.

Proposicién 4 Sea F/R un grupo formal sobre un anillo libre de torsion. Logr(t) es la tunica
o0
serie de la forma Y I,t" € (RQ, Q)[[t]] ¥y &y = 1 que cumple

n=1

Logr F(z,y) = Logr x + Logpy.

10



Para las demostraciones de Proposicién 1, 2, 3 y Lema 3 ver [11] capitulo 4. Para la de-
mostracién de Proposicién 4 ver [7] capitulo 1, seccién o.

Lema 4 Sea R un anillo libre de torsion y E(t) € R|[t]] una serie de potencias de la forma

E(t)=) ant", a1 =1.
n=1

Entonces existe un grupo formal F sobre R tal que Expr = E.

Dem. Por Lema 1 existe una tdnica serie de potencias L(t) € R([[t]] que es la inversa de E.
Como a; =1 tenemos b; = 1 luego la serie L tiene la forma

L(t) = but" con by =1y b, € R.
n=1

Definimos F(z,y) = E(L(z) + L(y)) y observamos que F cumple

b) Flz,y)=z+y+ Y, cz'y.
ijeN

c) F(F(z,y),2) = F(z, F(y,2)).
d) F(z,y) = F(y, ).

Entonces F' define un grupo formal F sobre R. Por Proposicién 4 tenemos L = Logr luego
E = Expp. a

11



3. Numeros y polinomios de Bernoulli

En esta seccién recordaremos la definicién de los nimeros v polinomios de Bernoulli,
ademds de mostrar algunas de sus propiedades.

Definicion 5 Para cada © € C definimos las funciones By(z) por la ecuacion

t@mt o9 1
= ZBH(:I:);J, It < 2.
> - !

Bl naimero B,,(0) se llama n-ésimo nimero de Bernoulli y se denota B,,. Asi

¢ 2 . TP
= ;)Bﬂ? It| < 2.

Teorema 3 Las funciones By(z) son polinomios mdnicos de grado m, con coeficientes racio-
nales, en la variable x dados por

Ba(z) = Zn: (Z) Bz F,

k=0

Ahora la funcicn B,(z) serd llamada el n-ésimo polinomio de Bernoulli.

Los primeros polinomios de Bernoulli son

Bl == |
T
Bi(z) = z-— o
By(z) = 2 —z+ %
By(z) = 2°— %:cQ + %az
Bily) = gt—8 La¥t 3—10
Bs(z) = z°— 2'1:4 + g:r:g' ésr

Teorema 4 (Clausen-Von Staudt)

1
Boy = Iy, — Z —  donde p es primo y Is, € Z.

p—12n

El teorema anterior afirma que el denominador de Bs, es H P.
p—1|2n

12



Proposicion 5 Sin es un entero positivo los polinomios de Bernoulli satisfacen
n—1 n
Z (L) Bi(z) = nz" .
k=0

Una consecuencia inmediata de lo anterior es lo siguiente:

Corolario 1 Dado n entero positivo los niimeros de Bernoulli cumplen
n=1 n
Bo=1 vy ;(k)Bﬁo.
Podemos relacionar polinomios consecutivos de Bernoulli con sus derivadas e integrales.

Proposiciéon 6 Sin es entero positivo entonces

d%Bn(x) = al 5
an(t) g = Bn+1(lzllfn+1(a)_

a

Otras propiedades interesantes de los polinomios y niimeros de Bernoulli son las siguientes:
Proposicion 7 Para n entero positivo se tiene

By(z+y) = Zn: (Z) By(z)y"*.

k=0

Proposicion 8 Los nimeros de Bernoulli cumplen

Bamp1=0 neN.

Teorema 5 Sin es un entero positivo entonces

By
C(—’n«.) =7 (5)
Hi= (-—1)”*%—3%@(%) (6)

donde C es la funcion Zeta de Riemann. Lo anterior muestra que los nimeros de Bernoulli
de indice par son alternantes en signo, es decir

(*1)n+lB‘2n > 0.

Para el préximo resultado necesitamos definir las series de Eisenstein.

13



Definicion 6 Sea k un entero par mayor que 2. Para z € H definimos la serie de Eisenstein

r

1
Gi(z) = Z e

nmez

donde la ’ sobre ¥ significa que la suma es sobre todos los enteros n,m ambos no nulos
simultdneamente.

Proposiciéon 9 Sin > 1 tenemos

2 i Gonl2) ()

(2,”)271. z—i00

B2n = (_1)71-}-1

donde G, es la serie de Fisenstein.

Para las demostraciones de los teoremas y proposiciones de esta seccién ver, por ejemplo,
[1] capitulo 12.

14



Parte ITT
Polinomios y nimeros de Bernoulli
asociados a un grupo formal.

4. Numeros y polinomios universales de Bernoulli

Definicién 7 Sea R un anillo libre de torsion, F /R un grupo formal y Expr la ezponen-
cial formal asociada a tal grupo. Definimos la n-ésima funcién universal de Bernoulli BS(z)
mediante la ecuacidn

+et i BG( ) m
e e T)—
Expp(t) &= ""'nl

y definimos el n-ésimo nimero universal de Bernoulli B por BS = BE(0).
Eguivalentemente

t 2 it
— =Y B9
Expp(t) g " nl

A continuacién demostraremos varias propiedades de estos nimeros y funciones universales
de Bernoulli. En particular veremos que los resultados en Teorema 3, Proposicién 7, Corolario
1, Proposicién 5, Proposicién 6 y Proposicién 8 se pueden generalizar al caso de nuestros
nimeros y polinomios universales.

Proposicién 10 Las funciones BS(x) son polinomios ménicos en la variable © de grado n

dados por
5@ =Y ()8 men.

k=0

Por lo tanto, llamaremos a la n-ésima funcién universal de Bernoulli BE(z) el n-ésimo poli-
nomio universal de Bernoulli.

Dem.

oo n ¢ . o i o pnn & B BG pn—k
BG T ot _ BG__ - =k .
; ) Ezpr(t) Z_:; "l n! Z:; 2 k' (n— k)l

n=0 k=0

Igualando los coeficientes de £* en ambos lados, se tiene

n
G "\ HG n—k
B 6] = Z (A)ma , n€N,.
k=0
Esta tltima igualdad muestra que BY(z) es un polinomio en la variable z de grado n.

Para ver que es ménico mostraremos Bf = 1. Por Proposicién 3 sabemos que la exponencial

15



oo

formal tiene la forma Expp(t) = > dni—';’ con d, € Ry d; = 1. Al considerar la definicién (7)

n=1
tenemos
gt" =, "
t= Z B D s
n=1
y al comparar los coeficiente de ¢ se concluye .BOJ =2 Ly M

Proposicién 11 Los polinomios universales de Bernoulli se relacionan con los polinomios
cldsicos de Bernoulli via la identidad

:z;; (Z) dn_i By (x) = :Z;: (2) Bi(z), neN

donde {dy }nen son los coeficientes de la ezponencial formal Expp(t) = Z dn 5.

o0 o

ot Tt ' n

Dem. Como ;75 = Y Bp(z)L y E;;F(t) = > Bf(z)%, podemos expresar te** de dos
n=0 n=>0 )

formas

iBn ) ZBG s Zd

== n=1
entonces ;
o0 =l o0 n— d,n L‘ B ( )
tn — t‘n.
nz—;(z (n—k ) g(kwo H(nik) )

Igualando los coeficientes de ambas series y amplificando por n! concluimos

Corolario 2 Los nimeros universales de Bernoulli y los nidmeros de Bernoulli cumplen

n—1 i n—1 .,
Yo s BE=D"(, ) B
k k
k=0 k=0
Dem. En proposicién anterior considerar = = 0. O
Proposicion 12 Los polinomios universales de Bernoulli satisfacen

n—1

( ) — ABG )_nmn‘71: n € N.
k=0

Dem. Ocupando la Proposicién 11 y Proposicién 5 obtenemos lo propuesto. O
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Corolario 3 Los nimeros universales de Bernoulli tambien satisfacen

n-1
Bf=1 y ()ﬂkBEZO, n €N.
k=0

Dem. Reemplazar x = 0 en Proposicién 12. [
Este corolario tambien nos muestra en donde viven estas familias de nimeros y polino-
mios. Por el corolario anterior tenemos BS € R (@, Q para todo n entero no negativo y luego,

usando Proposicién 10, deducimos BS(z) € (R &, Q)[z] para todo n entero no negativo.

Revisando los resultados antes mencionados, podemos calcular los primeros polinomios

universales. Para cualquier grupo formal F/R con exponencial formal Expr(t) = Z ;ﬁ-t”

n=1
tenemos
BS(z) = 1
d
BS(z) = z— 5
ds d?
BS(z) = xz—d2$—§3+—22—
qa 3 3 d
BS(z) = °-— §d2x2 + (5d2 d3)z + dods — ~d3 4‘*
. 3 2
BS(z) = z*—2dyz® + (3d2 — 2d3)2? + (4dpds — 3d5 — du)z + _—dg — 3d2ds + §d§ iy =
: 5 1 15 5
Bg(l’) = z°— 50’-21‘4 =+ (501% = -qug,)lﬁ + (10d2d3 Ed?’ e §d4)
15 10
+(?d§ — 15d2d3 + Eczg + 5dady — d5)T
15 15 5 1
-——d—; + 10d2d3 5d2d§ = —dgdq, + dods + —dads — =dg.
4 4 3 6
Proposicion 13 Los polinomios universales de Bernoulli cumplen
d
EBS(I) =nBy,(z)
Dem. Por Proposiciéon 10 tenemos .
Bi(x) = (k)BG =4 By
k=0
iB(‘(I) - = n (n—R)BG n—k—1
dx k

E&"

=0

Ocupando la identidad (n — k) (}) = n(";") concluimos

=l
d n—1 B ;
a—g;Bf(:L) =n E ( ! )Bfm 1=k = nBC (z).

k=0
17
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Proposicién 14 Los polinomios de Bernoulli universales cumplen

z BG Y BG
/ Bf(ﬂ dt = nfl( ) n-l—l(a)
n+1

Dem. Por Proposicién 13 tenemos £BS | (t) = (n+ 1)BS(t), entonces

"L d T
| GBa0d = ey [ BSG) @

a

BEa@) - Bla@) = (+1) [ BIwa

esta tltima igualdad es equivalente a lo propuesto. O

Proposicion 15 Los polinomios universales de Bernoulli cumplen

T " B
B+ =3 () B

k=0

Dem. Primero notemos que si a,b € N v a < b entonces (g) = (0. Por Proposicién 10 tenemos

Bi(z+y) = Z C;) B (z +y)"

~ (n a ~ (n—1 kel omk
-5 (S ()
=0 k=l

Es fécil revisar que si n,k,l € Ny n <k <1 entonces (}) (z:ﬁ) = (1) (%), luego

B ty) = S5 B ()() bty

=0 k=l

- EE)0)

=0 k=0

- 3 (5) 2 (G)me

k=0 =0

- SOE (e

i=0



O

Una propiedad conocida de los ntiimeros de Bernoulli cldsicos es que aquellos con indice
impar mayor a 1 son nulos (ver Proposicion 8). Este resultado no es vélido en el caso universal,
pero es posible caracterizar cuando se tiene la misma situacién.

Proposicién 16 Sea Expp una exponencial formal de un grupo formal F/R, entonces
BS . =0paratodoneN < Ezpp(t)+ Ezpr(—t) + do Ezxpp(t) Expp(—t) = 0.

Dem. Notemos

o0

5 - L5
Exzpp(t) mer S
ke - gl o 1+ZBGt
Ezpp(t) '
Por la ecuacién (8) sabemos BY = —‘2—2, entonces la ultima igualdad es equivalente a

. SR T BS—.
Ezpp(t) > 2 +nz_; " n!

Considerando esta tltima igualdad tenemos las siguientes equivalencias

BQC;H =0 paratodon e N <= 1+ Z BG es una serie par
n=2
— : d t €s una serie par
Epr(t)
t d i d.
_ 4 —2t e o o
Eapp(t) 2 Expp(-t) 2

<= Expr(t) + Expp(—t) + doExpp(t) Expr(—t) =
]

Observacién 3 ; Serd verdad que toda exponencial formal cumple Expp(t) + Expp(—t) +
d> Expp(t)Expr(—t) = 07. En lo siguiente mostraremos gue esto es falso presentando un
grupo formal que no cumple tal condicién.

En [18] Tempesta trabaja con exponenciales formales del tipo Y ape* donde I,m son
' k=l
enteros y I < m. Los coeficientes ay deben cumplir las condiciones

Zm:ak =0, Zm:kak =1,
k=1 k=l

ambas son equivalentes a las identidades Expp(0) = 0 y 4 Ezpp(t)|i—o = 1.

o
Consideremos e — ¢t = - £ € Q[[t]]. Por Lema 4 existe un grupo formal F/Q tal que

n=1

19



Ezpp(t) = e* — e'. Ademds Logp(t) = In (li%l_—‘@)

Mediante la identidad F(x,y) = Expr(Logrx + Logry) tenemos que el grupo formal F se
define mediante

T+ 1 i
Fle,y) = —EE + 1y + 5:6\/1 + 4y + Ey\/l + 4z € Z[[z, y])*

Es claro que los primeros sumandos son
F(z,y) =z +y+ 3zy — 29 — 22y + 221° + 223y + ...

Mediante un cdlculo sencillo la exponencial formal no cumple la condicidn Ezpp(t) +
Ezpp(—t) + d2Ezpr(t)Expp(—t) = 0. Por otro lado se puede ver B = —3 y B = —b.

Proposicién 17 Sea Exzpr la exponencial formal asociada a un grupo formal F /R. Entonces

Ezxpr es serie impar <= BS =0 neN.

Dem. Considerando Definicién (7) podemos notar que Expr es una serie impar si y sélo si
o0
i I am: : BE in 2z e G e
Fapp(p S UNa serie par. Esto iltimo es equivalente a ) , =%t" es serie par, es decir BS;,_; =0

n=0

todo n natural. ]

El siguiente resultado muestra que podemos conocer ds directamente del F' asociado a F
sin tener que calcular su exponencial formal.

Proposicién 18 Sea F(z,y) = =z + y + zyg(z,y) la regla de asignacion de un grupo formal
donde g(z,y) € R[[z,y]]. Entonces ds es el término constante de g.

Dem. Llamemos w al diferencial invariante normalizado del grupo formal. Entonces
w(t) = p(t)dt = (1 + c1t + cot® + 3t + -+ )dt
donde p(t) € R[[t]], entonces

w(F(t,s)) = w(t)
p(F(t, 8))Fu(t,s) = plt).

Notar Fy(t,s) =1+ s[g(t, s) +t<Lg(t,s)]. Al usar ¢ = 0 en la tltima igualdad tenemos

p(s) (1+s9(0,5)) = p(0)
(L1+cis+cos®+-+-) (L+s9(0,5)) = 1.

Al comparar el coeficiente de s en esta dltima ecuacién tenemos c¢; + g(0,s) = 0. Por otro

rn+1

R

oo (e ¢]
lado, como Expr(t) = > dn% es la inversa del logaritmo formal Logp(t) =t + > ¢,
n=1 n=1

4En Proposicién 23 demostraremos que esta serie estd en Z[[z, y]].
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tiene dy = —¢; concluyendo la proposicion. 0

Para terminar esta seccion reformularemos el Lema 4 para que sea més facil de usar en la
Seccion 5.4.

Definicién 8 Sea R un anillo libre de torsion y {A,}nen € R. Definimos la serie formal
generadora asociada a {A,}nen como

o0

A
ft) = z —Tﬁt“ donde Ay = 1.

n=0
Claramente f(t) € (R @, Q)[[t]]-

Lema 5 Sea R un anillo libre de torsién (conmutativo con unidad) y { A, }nexw € R. Entonces
existe un grupo formal F/(R @, Q) tal que BY = A, para todon € N,

Ademds Expp(t) = f_zﬁ € (R®,Q)[[t]] donde f es la serie formal generadora de {A,}nen.

Dem. Consideremos f la serie formal generadora asociada a {A,},cy v definamos E(t) :=
%. Por Lema 2 E(t) € (R@zQ)[[t]]. Por Lema 4 existe un grupo formal /(R ®,Q)
tal que Expr(t) = E(t) y luego por Lema 1 Logp(t) € (R, Q)[[t]. Siendo F la regla de
asignacion de F sabemos por Proposicién 2 que ella cumple F(z,y) = Expp(Logr z+ Logr )

luego F(z,y) € (R, Q)[[z,y]]. Mediante las igualdades

= BS t LA,
w g =) =Y 2o
g n! Expp(t) HZZ; n!
concluimos BS = A,, todo n € N. 0
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. rl - - .
0. EJemplos de numeros y polmomlos universales de
Bernoulli

En esta seccién consideraremos grupos formales explicitos y calcularemos sus nimeros v
polinomios universales de Bernoulli. En algunos ejemplos comentaremos propiedades particu-
lares. Comenzaremos con tres grupos formales cldsicos donde uno de ellos tiene relacién con
los nimeros y polinomios de Bernoulli, luego consideraremos la férmula para las velocidades
relativas y veremos que ella define un grupo formal. En otro ejemplo consideraremos un grupo
formal que tiene relacién con las integrales elipticas y veremos que sus ntimeros universales de
Bernoulli son valores especiales de la serie de Eisenstein. Finalizaremos la seccién aplicando

el Lema 5 para mostrar que algunas familias de nimeros clasicos son niimeros universales de
Bernoulli .

5.1. Ejemplos clasicos
5.1.1. Grupo aditivo

En este ejemplo mostraremos que las potencias de la variable z son polinomios universales
de Bernoulli.

El grupo formal aditivo sobre Z se denota G, v se define mediante G,(z,y) = = + v.
Su nombre se debe a que la operacién del grupo asociado® a G,/R es precisamente la suma
del anillo, es decir z ¢, y = Go(z,y) =z + .

Mediante la igualdad -+ G,(0,t) = 1 tenemos que el diferencial invariante normalizado es
g dx
w(t)=1dt

integrando lo anterior tenemos el logaritmo formal

Eoge = f wt) = ¢

luego la exponencial formal es
Ezpg,(t) =t.

Si denotamos por Expp a tal exponencial formal tenemos

te** L o=t
_— = e..”.: = 2,;:"1-_
Ezpr(t) Z n!

y al comparar esto con la definicién (7) concluimos que los polinomios universales de Bernoulli
son las potencias mencionadas mas arriba, es decir

BS(z)=z", neN,.

Sver observacién (2)
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Ya que BG BG 0) los nimeros universales de Bernoulli son
q

Bf: 1 s%n=0.
0 sinelN

5.1.2. Grupo formal multiplicativo

Este ejemplo muestra que los niimeros y polinomios de Bernoulli son un caso especial de
lo que en este trabajo llamamos nimeros y polinomios universales de Bernoulli.

El grupo formal muliplicativo sobre R se denota G,, y se define mediante G,(z,y) =
r+y+ay = (14+2)(1+y)— 1. Sunombre se debe al considerar un anillo local y completo R
con ideal maximal M, pues entonces (M, &g, ) = (1 + M, ) donde - es el producto del anillo
R (ver observacion (2)).

[e.0]
Mediante la igualdad £ G,,(0,¢) = 1+t, Proposicién 1 Y a3 Z( 1)*™ € Z[[t]] tenemos

que el diferencial invariante normalizado es
w(t) =Y (=1)"" dt
n=>0

que al integrar nos da la serie del logaritmo formal

Logen ()= [wi) =Y = e g

n=1

Notemos que Logg,, (t) es la serie de In(t + 1). Ocupando la identidad Logr o Ezpp(t) =t
para todo F' grupo formal deducimos

o0

Ezpg,(t) =€ - 1= Z it” € Q[[t]l.

n= 1

Al ver Definicién 5 y Definicién 7 deducimos que para este grupo formal los polinomios y
nimeros universales de Bernoulli coinciden con los polinomios y niimeros clésicos de Bernoulli.
En otras palabras

BS(z) = Ba(2)
B¢ = B,

[

para todo n € N,.

5.1.3. Grupo formal multiplicativo generalizado

F(z,y) = 4y + pzy es un grupo formal sobre el anillo Z[x] donde 1 es un elemento que
satisface nu # 0 para todo n € Z.
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1+-pt

Ya que F,(0,f) = 1+ ut tenemos ?2—(10—5 = L = Y (—p)™" € Z[y|[[t]. Entonces el
! n=0

diferencial invariante normalizado es

w(t) =Y (—p)"t" dt.

n=0

Integrando la serie anterior obtenemos el logaritmo formal

oge(t) = [ =3 < QU

n=1
Ocupando la serie de In(1 + t) podemos escribir el logaritmo formal anterior en términos

o0 i
de una funcién conocida. Sabemos In(l+1t) = > (;lgf—lt” entonces  In(l + ut) =

n=1
o0 n—1
u Z_:l %t” = pLogp(t), concluimos

1
Logp(t) = ;ln(l + pt).

Ocupando la identidad Logg o Expr(t) = t deducimos

1 % n-1
Bupp(t) = o(e —1) = Y5t € QUull]
n=1 '
Consideremos ahora N
te pte™  ptes M

Expp(t) et —1 eut—1
Recordando la Definicién 5 tenemos

ptest & AN . BN P
eml—ZBH(;)—“n! =2 WB. () o

n=0

Usando estas igualdades y Definicién 7 obtenemos
G n -
B (z) =u" B, (E) n € N,.

Notar que esta ignaldad muestra que BS(z) es un polinomio homogéneo en las variables z y
i de grado n.

Considerando la tltima igualdad y BS = B¢(0) concluimos

BS = "B, néeN,.

Observacién 4 Podemos ver que BS, +1 = 0 para todo n € N por Proposicién 16. Notar
ds = p por Proposicion 18.
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9.2.  Grupo formal asociado a la composicion de velocidades

En el contexto de la teorfa de la relatividad existe una férmula para calcular la composicién
de velocidades. En esta seccién mostraremos que tal expresion es un grupo formal, calculare-
Mos sus numeros y polinomios universales de Bernoulli y comentaremos algunas propiedades
particulares. Primero veremos un caso especial (¢ = 1) en més detalle v luego diremos algo
mas sobre el caso general.

La composicién de velocidades es el cambio en la velocidad de un cuerpo al ser medida en
diferentes sistemas de referencia inerciales.
La férmula para calcular la composicién de velocidades en la relatividad especial es

b=~ (9)

donde ¢ es la velocidad del cuerpo con respecto al sistema S.  la velocidad con la que el
sistema S’ se aleja del sistema "en reposo” S, v es la velocidad del cuerpo medida en S y ¢ es
la velocidad de la luz (ver [9]).

Proposicién 19

La serie de potencias Fx,y) = 13:_:-1; define un grupo formal sobre 7.
Ty
Dem.
Debemos probar
a) Fla,y) € Zl[z,y]).
b) Flz,y) =z +y+ Y c;a'y.
i,jEN
e) FF{za)2)=Flz.F(4,2).
d) F(z,y) = F(y, ).
Primero escribimos F como serie formal
ol z+ = & : 7, n
Flry)= =2 = @+9) > (o) = (@ +1) Y (~1)"a"y
+ .’L’lj n=0 n=0

con lo cual se prueba a), b) y d).

Por otro lado recordamos que la funcién trigonométrica hiperbélica tanh se define como

g8 ; tanh z+tanh 1
tanh(z) = Z=2-. Sabemos que satisface tanh(z + y) = et Luego tenemos las

siguientes expresiones equivalentes

F(tanhz,tanhy) = tanh(z +y)
F(z,y) tanh(artanh z + artanh y) (10)
artanh F'(x,y) = artanhz + artanhy. i)
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Ocupando las ecuaciones (10) y (11) tenemos

F(F(z,y),z) = tanh(artanh F(z,y) + artanh z)
= tanh(artanh z + artanh y + artanh z)
= tanh(artanh z + artanh F'(y, z))

= F(z,F(y,z))

Esto prueba c) terminando la demostracion. B

Proposicion 20
Logr(t) = artanh(t)

Ezpp(t) = tanh(t).

o0

Dem. Considerando la ecuacién (11) y la serie de artanh(t) = Zo st " por Proposicitn
n=|

4 tenemos que el logaritmo formal es artanh y su inversa tanh es la exponencial formal. [

Notar que calculando el diferencial invariante normalizado obtenemos, obviamente, el mis-
oo

mo resultado. Considerando F,(0,t) = 1 — ¢* tenemos o (0 o5 = =z = o t°". Esto muestra
n=0

o0
que el diferencial invariante normalizado es w(t) = 3 t*" dt que al integrar nos da el logaritmo

n=0
formal

1
Logr(t) = / Zfz”d‘t (2 s 1)t2"+l = artanh(t),

luego Expr = tanh. O

n=0

Corolario 4 Denotemos Logg,, el logaritmo formal de G, /Z, el grupo multiplicativo visto
anteriormente. Entonces

Logr(t) = 5 (Loga(t) ~ Loga (~1)).

Dem. Se sabe que

2 1 =1
Ocupando este resultado y recordando Logg,, (t) = In(1+t) y Loggp(t) = artanh(t) tenemos

artanh(t) = lln (l—ﬂ) B

Logp(t) = artanh(t)

- 1l Yoot
= 2 m\T

g 5(111(1 +1t)—1In(1 —1))

= 5 (Loga(t) ~ Logan(~1))

1 14¢
€Una forma de probar esta igualdad es primero mostrar £ 4 artanh(t) = 3 jx In (1 = 1‘) entonces artanh(t) =

1 1
= In ( T . :) + a donde a una constante. Al evaluar ¢t = 0 se concluye a = 0.
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Antes de continuar nuestro estudio con los polinomios universales damos una aplicacién
de lo anterior mostrando un resultado de teorfa de mimeros que se obtiene facilmente de la
teorfa de los grupos formales en este caso particular.

Corolario 5 Sea n € N. Entonces

H p dividea 27" —1.

p—1|2n
p#2

pprimo
Dem. Consideremos la serie formal de tanh

t2n—1

Ezxpp(t) = tanh(t) = Z i 11;2 " Bon =11

n=0
Ocupando la Proposicién 3 obtenemos

(22n _ 1)2271,—1 an
n

€z

lo que implica
(2% — 1)22"1B,, € Z.
Por otro lado, por Teorema 4 sabemos que el denominador de By, es [[ p . Entonces

p—1|2n
P primo

ocupando lo anterior tenemos

H P divide a (22 — 1)22%!

p—1|2n
pprimo

Il » dividea 2-1.-

p—1|2n
p#2
pprimo

O

Volvamos ahora al grupo formal definido en Proposicién 19. En las siguientes proposiciones
calculamos los nimeros y polinomios universales de Bernoulli asociados a este grupo formal.

Proposiciéon 21 Los nimeros universales de Bernoulli asociados a este grupo formal son

RO — 0 n impar
" 2"B, n par.
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Dem. Ya que Ezpp es funcién impar, por Proposicién 17 tenemos Bs,_; = 0 para todo
n € N.
Para probar By, = 2°" By, consideremos las igualdades

t coth(t) = LI i 55, g (12)
tanh(t)  Ezpp(t) — (2n)l"

La tltima igualdad es exactamente la definicién de los nimeros universales de Bernoulli.

Ahora bien, la serie formal de coth es

0

coth(t Z BQ" gl

por lo que las igualdades de la ecuacién (12) implican

2 Bzﬂ Q'rz_ = Bgn 2n
Z (2n)! _Z(gn)]t :

n=0 n=0

Comparando los coeficientes de ambas series concluimos B, = 22"B,,, para todon € N,. U

 Los primeros ntimeros universales de Bernoulli para este grupo formal son

32 1415168
By =1 By =31 b= 35
2 —128 . 57344
Bi=3 B-—wg B
-8 2560 118521856
£ L 10 255

Proposicién 22 Para este grupo formal, los polinomios universales de Bernoulli satisfacen
%
BS(z) =2"B, (5) +nz™!  todon €N,.

Dem. Por Proposicién 21 y Proposicién 8 se concluye BY = 2"B,, para todo n € (N, \ {1}).
En el caso n = 1 tenemos BY = 0. Ocupando la Proposicién 10 se tiene

B(z) = f:(Dkan-k

k=0
N k) ok 2 '
k=0

Ahora haremos el cambio de variable x por £ en la ecuacién anterior y, usando Proposicién 7
nuevamente, obtenemos

n xn*l

@ = (s BT gt
Bn (5) = X, (k)Wzn—k T gonl
i, "L /n .
= — BZz"F — ng"!
(5 (0) )

(BS(z) — na").

1
271

Esta ultima igualdad es equivalente a lo propéléesto.
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Volviendo al caso general de la ecuacién (9), es decir ¢ € R* cualquiera, se tienen los
siguientes resultados

a) F. es un grupo formal sobre R definido por F.(z,y) = -t +a,% :
1+ -
@
1 t2n
b) wlt)=—35 =3 Hnadt
- n=0

c) Llogpc(t) = c artanh(%).
d) Ezpr,(t) = c tanh(%).

0 n impar
e) BS = "
) By { (23)" B, npar

c

n =
f) BS(z) = (2)" Ba(2) + 2o" 2.
Todas estas identidades se obtienen de una manera similar a lo hecho en el caso ¢ = 1 descrito

en detalle més arriba.

Un caso particular interesante es ¢ = i donde i es la unidad imaginaria. El grupo formal
obtenido tiene relacién con las identidades trigonémetricas

tan(a + ) = 1tintzlj_;f;nﬁﬁ arctan x + arctan y = arctan lmjxif (13)
Los elementos asociados a este grupo formal son
a) Fi(z,y)= lxjxi;
b) wlt) = —— dt = 3> (=1)"2n dt.
1+12 —=h

¢) Logr,(t) = arctan(t).
d) Ezpr(t) = tan(t).
¢) B — 0 | n impar
(24)"B, n par.
Notar que las identidades trigonométricas de la ecuacion (13) son el equivalente a

Ezpp(z +vy) = F(Ezpr z, Expr y) LogrF(z,y) = Logr = + Logr .

Una particularidad del caso ¢ = i es que sus niimeros universales de Bernoulli son no positivos

excepto BY = 1. Esto puede deducirse de la expresién ¢) anterior y de la ecuacién (6) del
Teorema (5).
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5.3. Grupo formal asociado a la integral eliptica

Las integrales elipticas aparecen al calcular la longitud de arco de una elipse. Los primeros
estudios fueron hechos por los matematicos Fagnano y Euler.

En este ejemplo consideraremos una férmula de adicién de las integrales elipticas y mos-
traremos que dicha férmula define un grupo formal. El logaritmo formal correspondiente es
la integral eliptica incompleta del primer tipo, y su exponencial formal es la funcién eliptica
jacobiana sn; de esta forma exhibiremos expansiones en serie de potencias de un tipo de in-
tegral eliptica y de la funcién sn. Ademas calcularemos sus niimeros universales de Bernoulli
y mostraremos que son valores especiales de cierta forma modular bastante conocida llamada
serie de Eisenstein.

- Definicién 9 Sea k € (0,1) la excentricidad de una elipse y 6 € [0,%] el dngulo que la
parametriza. Definimos la integral eliptica incompleta del primer tipo (tipo Legendre)

E(@ k) _ /~9 dz B /Sinﬂ dt
ll 0 1 —Fk2sin’z 0o V1-—12/1— k22

Sean 0,¢ € [0, %] y k € (0,1) fijo. La regla de adicién de las integrales elipticas incompletas
del primer tipo es

E(6,k) + E(¢,k) = E(¢, k)
donde

i) = sin@ cos ¢ A(p) + sin¢ cosd A(6) y A6) = VI— oo

1 — k2sin®fsin? ¢

(ver por ejemplo [10], capitulo 19.11).

En otras palabras, si sustituimos sin# por z y sin ¢ por y, tenemos’ la siguiente propiedad

dt

z y dt Fr.(z.y) dt
/D V1—12/1 — k22 fg VI-82V1-k  Jo V1 —12/1 — k%2 (14)

donde

zy/1—y2/1 — k22 + yv/1 — 223/1 — k222

Fk(may)z 1_k2$2,ug

(15)

Proposicién 23 F, define un grupo formal sobre Z |3, k] .

Dem. Probaremos
a) Fi(z,y) € Z[3, k*][[z,y]].
b) Fk(ﬂi, y) =+ Y + Z ijafiyj.
i,jeN

C) F(F(z,y),2) :F(JS,F(y,Z)).
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d) F(z,y) = F(y,2).
Primero probaremos /1 — z € Z [3] [[z]]. Consideremos la serie formal de /T — =

a1 )

l—z=

gL

=
i
o

donde (), es el simbolo de Polchhamer que se define como

1 sin=0
, = n—1 .
Mo =T (m+4) sineN
7=0
- 11 Mm —3 N
Para nuestro caso, con n # 0, tenemos (7)& =33 _g_ n2 - 22752(7;3@ —
luego el coeficiente de z™ en la serie formal de /1 —  es () _ (2n)!
g : . R e 12

Gracias a las siguientes igualdades
2n) (200 o [(2n—2 2n — 2
n2(2n-1) 2n-1  n n—1 n—2

2! ] tero, lue € Z[z]
———— es un nlimero entero 0 = — .
nl?(2n — 1) ) HUREY nl2 220 (2n — 1) 2

De esta forma concluimos que la serie formal de /1 — = pertenece a Z [%] [[])-

-1
2n)!
deducimos que (F)n (2n) 1

De esto tltimo se deduce que las series formales de /1 — 22 y de v/1 — k?2? pertenecen al

anillo Z [%, k?] [[z]]. Afiadiendo la igualdad formal T g = Zﬂ knz?hy® e Z[k?[[z, y]]

es claro que

Fk(muy) =

:.c\/l—yz\/l — k22 + g1 — 224/1 — k222 - Z[

1
1 — k2x%y2 9 kz} ([, y]l.

Esto prueba a).

/1= P1= R /1= V1 — a2
1— k2$2y2 1— kQ‘TQyQ

Multiplicando las series formales que representan a

se obtienen los primeros términos de F}

41l o, K41, (k=172 , (kK®-1)

Fy(z,y) = z+y——5—zy R e R e T R R T
kS Ktk — S+ E k-1 K2+ 1 1, .

esto prueba b).
Para ver la propiedad asociativa de F consideremos la serie formal de /1 — #2 1\/ 1— k2% e

Z |3, k] [[t]]. Como su término constante es 1 por Lema 2 tenemos

=
V1 —12y/1 — k22
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¢ ” . " &0
1, k%] [[t]] ¥ su término constante tambien es 1. Llamamos 3 a,t?" 1= !

1
5 = €
. ) VI— 2V - k22

Z [5, k%] [[t]] con ag = 1 y definimos '

# dt
Iz = .
(@) /U V1—t2/1 — k22
1
V1—12V1 — k22

L es la integracién término a término de la serie

entonces la serie de L(z)

tiene la forma

By n 1
i) = Z an_}_ 1:1:2 *ocon as, € Z [5 kz] v oao = 1.

n=0

Notar L(z) € Z [£,k*] ®,Q

[]]. Luego por Lema 3 sabemos que existe e(z) € Z [3, k*] @ Q [[z]]
tal que eo L(z) = Loe(x

x, ademas

'527'1.+l

e(z) = — (2n+1)!

T

; 1
£+ con bopnst1 €EZ {2, kg} v b = 1.

Por otro lado, la ecuacién (14) es equivalente a

L(z) + L{y) = L(Fy(z, )

v aplicando la serie e a esta dltima ecuacién obtenemos
e(L(z) + L(y)) = Felz,y),

de esta forma tenemos que

F(Fy(e,),2) = e(L{Fula,y)) + L(2))
— e(L(z) + L(y) + L(2))
— e(L{x) + L(Fily, 2)))

= Fk(m, Fk(yﬂz))'
Esto prueba c). De la ecuacién (15) es claro d). O

Ahora mostraremos la forma de la expansiéon en serie de potencias de la integral eliptica -
incompleta de primer tipo. Para esto definiremos una integral eliptica incompleta del primer
tipo similar a la definida anteriormente.

Definicion 10 Sea k € (0, 1) la excentricidad de una elipse y x € [0, 1]. Definimos la integral
eliptica incompleta del primer tipo (tipo Jacobi)

& dt
Elz; k) = :
(3 k) fg V1 —12y/1 — k22
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Observacién 5 Notar que la relacién entre ambas integrales elipticas incompletas del primer
tipo (Legendre y Jacobi) es E(0; k) = E(arcsin6, k) para 0 y k tal como en Definicion (9).

Proposicién 24 El logaritmo formal es la integral eliptica incompleta del primer tipo (tipo
Jacobi), es decir

Logr, (t) = E(t; k).

oo

I a—‘ 2
A(iemas.Long ()= Z Tiﬁltmﬂ donde o, € Z Bj fcg} yag=1.
=0

Dem. Notar E(t; k) = L(t). En la demostracién de Proposicién 23 mostramos

1
_en i1 o2l o
2 2n+1 conagnEZ{z,k} yag=1

y que L cumple la relacién L(Fi(z,y)) = L(z) + L(y). Luego, por Proposicién 4 deducimos
Logr,(t) = L{t) = E(t; k). 0

Por completitud mostramos acé que también se puede escribir el logaritmo formal en
funcién de los polinomios de Legendre. Comenzamos con una definicién.

Definicién 11 Los polinomios de Legendre {Py(x)}nen, se definen via la iqualdad

)
VT =2zt + 1 2%

Proposicion 25

= k" B2+ 1N
LOQF’*@)“Z2T?.+1P”< 2 )g "
n=0

donde P, es el n-ésimo polinomio de Legendre.
Ademds, siendo w el diferencial invariante normalizado de F[Z [%, k%], se tiene

Zm (k * 1) 2" d.

Dem.

d
Para demostrar la segunda ecuacién de la proposicién observamos que %Fk (0,1) = 1 —2y/1 —

1 1
luego . Entonces
5 %Fk(o,t) VI =21 = k22

di dt B dt

th = = =
Q V1—12y/1 — k2t2 \/k2t4 - B2+ D2 +1 \/(kt2)2 _ 2(5%)(;\3752) a7

= k24_1 2yn = n A +1 2n
_Zp,( = )(At) dt ="k Pn< = )t dt.

n=0 n=0

Ya que Logp es la integral de w concluimos

> k" P41y
Logn(t)= 3 gieba (S50t ) e
3

=
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O

Ahora caleularemos explicitamente los coeficientes de la serie del logaritmo formal, esto
lo haremos calculando la serie del diferencial invariante normalizado y luego integraremos
término a término. Usando la serie formal de la ecuacién 16 tenemos

1 1
\/1—t2\/1—k2t2_ 00 n (_—_1)(;1) k2 .
D N R
n=0 \ j=0
Entonces buscamos la serie Y a,t*" € Z[L, k?][[#] tal que
n=0
V1— t2\/1 — k%2 ;

Sean n, j € N,, j <n. Definimos I, ; € Z[3, k?] como

(), By ¥
IR

ln,j =

De la igualdad

iagnth i (zn: ‘Zn,j) t2n =1

n=0 n=0
(5 (B -
n=0 \j=0

y ocupando lyo = 1 concluimos

1 sin=0
= n—1 n—j ) 18
o o B (sz > Zn-—j,m) sineN (18)
Jj=0 m=0

o0
». . . 2
Los primeros coeficientes de la serie >~ ag,t*" son
n=0

a0=1

| +1
oy = (CL(_}ZM;) = B
1
= e +2R‘3 Sk™+ 28743
as = Z(Q)JZZQ —im )

m=0

2 3—
ag = _Z(azjz'l% jm

J

5A6+3A4+3k +5
16

m=0
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oC
2 i .
Como w(t) = 3 agy, " dt tenemos finalmente la serie del logaritmo formal
n=0

oo

LW&@)/&mJZEZQ?;fMHe@M]MLa%ez[gkﬂ (19)

donde los coeficientes ag, se calculan mediante la ecuacién (18).

Claramente los primeros sumandos del logaritmo formal son

E2+1 SE* -+ 2k 43 5k + 5k +3k2+5
6t'°’+ P oy 5 &4

Ahora vamos en busca de la serie de la exponencial formal asociada a este grupo formal,
para eso primero definimos un tipo de funcién eliptica jacobiana.

Logg, (t) =t +

Definicion 12 La funcion eliptica jacobiana sn se define como la inversa de la integral elipti-
ca incompleta del primer tipo (tipo Jacobi). En otras palobras, si

dx
V1 — 221 — k222

entonces la funcién eliptica jacobiana sn es tal que

= E(0; k),

snu=40.

La siguiente proposicién muestra la forma de la expansién en serie de potencias de la
funcién eliptica jacobiana sn.

Proposicién 26 La exponencial formal es la funcidn eliptica jacobiana sn.
FEs decir

Expp, (t) = sn(t).

Ademds Expg, (1) = X:U (Zf;fll)!tg”‘“ donde bopi1 € Z |3, K] y by =1

Dem. Ocupando la definicién (12) sn(u) es la funcién inversa de E(u; k), que a su vez es
igual a Logg, (u), por lo tanto Expr, (u) = snu). O

Ahora calcularemos explicitamente los coeficientes de la serie de la exponencial formal,
para esto ocuparemos el teorema de la inversién de Lagrange (conocido también como la
férmula Biirmann-Lagrange). Para esto primero definiremos algunas notaciones sobre series.
Definimos el operador [t"] como aquel que extrae el coeficiente que acompana a t™ en una

serie de potencias en ¢, es decir [t"] Z ant™ = ay, luego para af Z ant™ definimos

n=0 n=0
ap, = [tm]a(t)".
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Lema 6 La exponencial formal de Fy,/Z [, k*] es
T _ — P 2nt1
zpr, (t) = HZ::I M1
donde
¢ = 1 nelN
Bt = 3 (@n+1)j —m) by iTh, imm e N 20

t
y bo; son los coeficientes de la serie ¢(t) € Q[E?][[t]] tal que Logp, (1) = ok
Dem.
Primero calcularemos la serie ¢ tal que
-
o)

De la ecuacién anterior y ocupando Proposicion 24 tenemos

LOQFK (IL) =

i

ot) = =—

Z et

n=

" Por la misma Proposicién 24 sabemos Logr, (t) € Q[&?*][[t]] con ag = 1 y ocupando Lema 2
conclufmos ¢(t) € Q[k?)[[#]]. Ademéas sabemos que Logp, es una serie impar, luego ¢ es una
serie par de la forma

8t) = 3 font, (22)

n=0
De la ecuacién (21) tenemos
oo a
§ n § 2n 2 —
“ Gant e 271 + l =1

Aoy —2 n
Z (Z@Jzn 22;11) =1

v va que ag = 1 podemos resumir el valor de ¢o,

1 n=>0

(/5271 = haj Grn—27 (23)
Z e ;;ﬁ n € N.

Claramente los primeros coeficientes de la serie ¢ son
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$o = 1

k2+1
Py = - g
—17k* + 2k% — 17
Py = =
360
" —367k% + 15k* 4 15k2 — 367
g = 2

15120
De esta forma terminamos con el cdlculo de la serie ¢.

Ocupando el teorema de la inversion de Lagrange sabemos que los coeficientes de la expo-
nencial formal estdn completamente determinados por los coeficientes de ¢, a saber

1
t"|Ezpr, (t) = ="' ¢(t)® todon € N,. (24)
n
De Proposicién 26 sabemos que Expp, es una serie impar, por otro lado la ecuacién (21)

muestra que la serie ¢ es par, entonces los coeficientes no nulos de la ecuacién (24) son

1

[t*™(o(t)*™*1)  todo n € N,. [25)

En vista de la ecuacién anterior nos interesa calcular [t27]¢ ().

Sea ag € R*, sabemos (ver [6], pag. 17)

T

o0 -n o0 ' 1
P = stV dondecg=a; v op= +1)j —m) a; Cp_y. 26
(Sut) -Sadamea=a v cm it S0 -mao,. oo

Recordando las definiciones anteriores al lema definimos @7, := [t™]¢(t)™, esta notacion es
compatible con los coeficientes ¢, de la ecuacién (22) via ¢, = ¢;,. Por la identidad de la
ecuacién (26) resulta

En particular

2m
1 5 | o
qﬁgm = 2_ Z((n_i— 1)7 - 2m> Py é‘szj
m
1 {
= % Z((?’J i 1)3‘ - m) Pa; Pomn—2;
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Resumiendo

¢ =1 ,neN

1 & : -
= =@+ 1)j —m) ¢y g3ty inmeN. o
=1
Concluyendo
5 ’ — P! g2n+1
prk()“ZQnH
v ¢35t se calcula recursivamente con la férmula (27). Esto termina el célculo de la exponencial

formal para Fj. 0

Observacion 6 Con respecto a los coeficientes del numerador de la exponencial formal por
Proposicidn 8 se tiene (2n)lg5n " € Z [3,k?].

Considerando los calculos

kK +1
3 — —
¢2 - 2
5(k% 4+ 1)
¢y = ——
¥2 6
5 = k* 4+ 14K% + 1
* 24
> T(k*+1
¢y = ——( 6 )
o = 7(13k* + 62k* + 13)
5 360
o = _ KO+ 135k* + 135k + 1
o 720

claramente los primeros sumandos de la exponencial formal son

B4+1, Kk +14k%+1, K+135k*+135k+1 ,
t°+ i — 4+
3! 5! 7!
Ahora calcularemos los nimeros universales de Bernoulli en este caso.
Ya que Ezpp, es funcién impar por Proposicién 17 deducimos B§ | =0 para todon € N.

Ezpp (t) =t — (28)

La funcién reciproca de sn se denota ns, es decir ns(t, k) = . En nuestro estudio £

1
sn(t, k)
es constante entonces escribiremos sn(t) en vez de sn(t, k) vy escribiremos ns(t) en vez de
ns(t, k). Con respecto a los nimeros de indice par notamos que conocerlos es equivalente a
conocer la serie de potencias de ns ya que

B0 t2'rt

t
n8lt) = 5 = o) =2 Bty (29)

=0
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Sea z € C. En [10], capitulo 22.11, se muestra que la funcién ns(z) puede escribirse de la
siguiente manera

i

ns(z) = 5% esc(() +

2 o @2 sin((2n + 1)¢)
f 1= q2n+1

n=0

(30)

donde ¢ numero complejo tal que gell < 1y

B e /1 dt
Ty VI-BYI =R

Felw
2K

iy = Vlip
/] dt
o V1—t2y/1— k3t?

—7w Ko
q = ¢ K

Ky, =

Para nuestro caso k es fijo entonces ko, K, Ky y ¢ son constantes. De la ecuacion (30)
vemos que conocer la serie de potencias de z ns(z) se reduce a conocer la serie de potencia

ds sl i ¢ sin((2n + 1))

_ A2n+1
n=0 1 g
Lema 7
o0 2nt+l o o oo on1 _1ym Bl
q SIH((Q"Q + l)C) q ( 1) 2m+1 ( T ) i 2m+1
= n+1 | — z 31
= 1 — q2n+J, mz_—_og T q2n+1 (Zm—l— 1>|( n + ) 9K y ( )

para ||z|| < 2Ks.

Dem.

Considerando la expansién en serie de potencias de la funcién trigonométrica sin escribiremos
una serie de potencias de la serie que estd a la izquierda de la ecuacion (31) con respecto
a la variable z. En la ecuacién (30) notar que la condicién ge!¥Ol < 1 es equivalente a
S(¢)| < T£2 1o que a su vez es equivalente a |3(2)| < 2K5. La constante g cumple 0 < g <1
y como k € (0,1) se tiene 5 < K, Ky < co. Para més informacion ver [10], capitulo 19.

Al reemplazar la serie de potencias de la funcién sin en la serie de la izquierda de la ecuacion
(31) tenemos

o0 qzn-{—l sin((2n+ l)C) _ i q2n+l oo (71)m
1

TN 2m+l
- q2n+l — q2n+1 S (Zm + 1) )

1 2 2m+
N(QTL = 1) T (E&: Z ‘ 1. (32)

n=0

Ahora mostraremos que en esta serie doble podemos intercambiar el orden de las sumas
para todo complejo z tal que ||z|| < 2K,. Para demostrarlo ocuparemos Teorema 1.
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Definimos ¢ := 53, demostraremos primero que para cada n € N la serie

o0 q‘2n+1 (*1)m(2n 4 1)Qm+l C2m+l bl

_ (33)
_ 2n+4l |
pomr St (2m + 1)!
converge para todos los valores complejos de z en C. Luego demostraremos que la serie
i - q2n+1 (_1)m(2n + l)2m+lc2m+1 Z?m.+l (34)
— g2n |

converge uniformemente para los valores de z € C tal que ||z|| < 2K,.

Para demostrar que la serie de la ecuacién (33) converge consideramos el criterio del
cuociente de los coeficientes para series de potencias. Tenemos

_1ym+1 2m+3 2m+3
(-1) (2n+1) ¢

@m+3)! _ (Zna1)3
COTGPmAenit| ™~ (om +3)(2m +2)

v esta 1ltima expresién converge a cero cuando m crece indefinidamente. Es decir el radio de
convergencia de la serie es infinito.

Por otro lado recordemos que

para todo z en C, entonces
. q2n+1 ] ) 1 )
q‘Zn-rl SiIl(C(ZR s 1)3) - = [Eac(2n+l)z - 6#16(271.+1)zj| - _2_1 [(ez.czq)2n+1 . (e—ic_-zq)Qﬂ-f-l:l '

Por lo anterior y recordando la serie de potencias de sin, se tiene

i gt (=1)"(2n+ 1)2m+152m+1 2m+1
— 2n z
£t ] g (2m +1)!
2n+1
= 1_*‘;’271:1— sin(c(2n -+ 1)2)
1 1 : —icz \2n+1
T Ity [(e!cz‘?)%ﬂ —(e™g)™ ] '

Ahora mostraremos que la serie de la ecuacién (34) converge uniformemente ocupando el
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i . L par en N,. Tenemos
Teorema 2. Ya que 0 < g < 1 se tiene =¥t < 1 para todo n en N,

SIS

n=0 |{{m=0
oo 1 1 i ont1 _ (,—icz 2”*‘1}
= 2\\1—__‘?—2;@5 K(E “q) (e7q)
n=0
s Zmi\\(eczq)2n+l_ (8 i Cj') \
n=0 q

7N

(eicz q)‘2n+1 _ (e—z‘czq) Zn+1

2(11-—q)n§0\ |

1 = icz  2ntl = —jez ||2n+1
< — > ? +3 |le™*q :
- 2(1 == Q) (n=0 ”6 q ‘ n=0 ll \ )

Sea 2 nimero complejo tal que ||z|| < 2K, entonces |3(2)| < 2K, y consideramos ahora las
estimaciones

: : — K () —nK li=] 7 (1] 2| —
He:{:mzqu _ qne:i:acz“ - qe:FcS}(z) — 8_7&716}_51\’(— < e%e% — eg_r_(”“” 2K2).

Entonces tenemos que las dos series anteriores son acotadas por la serie geométrica
i (e (2K 201,
n=0

Como ||z|| < 2K tenemos que 7 (J|z]| — 2K2) < 0 luego ez (I121-2K2) < 1 y entonces esta
serie geométrica es convergente. Por Teorema 2 conclufmos que la serie de la ecuacion (34)
converge uniformemente.

Por teorema 1 podemos conmutar el orden de las sumas en el lado derecho de la ecuacion
(32) y obtener

£o q2n+1 o (F )m

1 5 T 2m+1
‘ o 4 1)2m ) (__) 2m+1
e ey T GR)
T - (35)
oC o0 m i
_ Z Z G’Qn:l (1) (2n + 1)+ (_7_"_)2 H ,2m+1
_ g2n+l ~
e 1 — g2ntl (2m + 1)! 2K
para ||z|| < 2K>. O

Consideremos ahora la serie de potencias de csc (ver [10] capitulo 4.19)

& 1ym+li92m _ 3
CSC(C) == Z ( 1) ((22771)! 2)B~m Q'Zm—l

(eC,0<|¢] <m

m=0

Notar que la condicién 0 < |||l < 7 es equivalente a 0 < llz|| < 2K. Ocupando la ecuacion
(30) y recordando la ecuacién (35), obtenemos una serie de potencias para la funcién zns(z).
Si z es un nimero complejo tal que ||z|| < min{2K,2K>} obtenemos
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ens(z) = ( 5y qmiﬂsm((zn+1)c)) (36)

oK CSC 1
n=0
00 (*l)mH (22m e 2)52171 (i)zm—l zzm 5
T 2K (2m)! 2K
m=0

S (m1)™ m R am4+1 | ,2mt2
= (m ) XigmCnr™):
m=0 ’ n=0

X (=1\Ymtl(92m _ 9\ R 2m—1
o 14K (=177 (2 )zm(i) m
2K (2m)! 2K
m=1
o e | (=1 ¢ o yomt — ¢! om—-1 | ,2m
— el [ —(2 1 z
K 21 ((2m~ D)1 (2}{) Z 1—q2”+1( B+ 1)
m=
— (=)™t ¢ 1 \2m om q2n+1 2m-1| ,2m
m=1
De esta manera vemos que los ntimeros buscados estdn relacionados con los valores de la
serie
oo q2n+1 .
n=>0

donde m es un nimero natural impar y 0 < ¢ < 1. Primero notemos que dicha serie es

convergente. En efecto, como 0 < g < 1 entonces g < 4 para todo n € N,, luego

Zcf

1 0
Tqm(Zn + ].)m S T—_q Z q2"+1(2n + 1)m

n=0 n=0

y esta 1iltima serie numérica es convergente por el criterio de la razoén.

Mostraremos que la serie de la ecuacién (37) es un valor especial de la serie de Eisenstein
normalizada. Comenzamos definiendo dicha serie.

Definicion 13 Sea j un entero par mayor que 2. Para z € H definimos la serie de Eisenstein

G;i(z 38

3( Z (TLN il m ( )
n,mez

donde la ’ sobre ¥ significa que la suma es sobre todos los enteros n,m ambos no nulos

simultdneamente.

Esta funcidn es una forma modular de peso j sobre el grupo SLo(Z). A partir de esta funcicn
podemos definir la serie de Eisenstein normalizada

By(2) = o552, (39)

donde ¢ denota la funcidn Zeta de Riemann.
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Proposicién 27 Sea a > 3 natural impar y 0 < ¢ < 1. Entonces

Z q%z;l (2n+1)¢ = Z va(n)g" —2° Z oa(n)g™ (40)
- Z(Barl) [1 = Eaya(n) = 2* (1 = Eana(2))] (41)

donde n = f—fgz og(n) =3 d* es la suma de las a potencias de los divisores den y Eqtq s la
din
serie de Fisenstein normelizada.

Dem. Primero demostraremos la identidad

> T =D _oa(n)z" (42)

donde z es un ndmero complejo con norma menor que 1 y a es un entero positivo. Esta serie
es un caso particular de las series de Lambert (ver [2] capitulo 1, ejercicio 14 o también ver
[10], capitulo 27.7). Consideremos

Z Y a2, (43)

n=1 djn

Esta serie es absolutamente convergente ya que

Z Zda n <zna+1”$”n

din

y el cuociente

(n+ 1)ot||z|™H (n. + 1)“’+1
= |l

R z

converge a ||z|]| < 1 cuando n crece indefinidamente. De esta forma concluimos que la serie
(43) converge absolutamente y podemos reordenar sus términos. En particular tenemos la

igualdad
Z D d'a" = Z ) "
ar o

o0
Como |[z9]] < 1, podemos usar la igualdad  z9* =
n=1

Zga(n)m szan Zdazm _Zdazxdn:i a ¢
n=1 n=1 djn ’:i|>0 n=1 =1 1= $d

Esto termina la demostracién de la identidad (42).
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Ahora bien,

> 2 q2n+1 o q.Zn
1 a
Z Zl 2n+1 2n+1) +Zlmq (2n)
=1 n=0 ne=]
y ecuacién (42) implican
i 2n+1 o0 a 1 el CL 2n
q a __ n{q a a

Zl 2n+1 2n+1) _Zl—q“_2 Z 271 ZU“ qu -2 ZO—“(H
.n=0 n=1 n=1

lo que demuestra la igualdad (40).

Por otro lado, un resultado standard de la teorfa de formas modulares muestra que la serie
de Eisenstein normalizada tiene la siguiente expansién (ver por ejemplo [§], capitulo 3.2)

) =1= 23 0,1 (n)a" (14)

donde z = €*™* y B; es el j-ésimo niimero de Bernoulli clésico.
Ahora escribiremos las dos sumas en el lado derecho de (40) en funcién de la serie de

Eisenstein normalizada. Primero notamos que a + 1 es par y mayor o igual a 4 por hipétesis.
L)

Tomando 1 = sz € H, resulta que €™ = ¢~k =g, y por la ecuacién (44) tenemos

= Ba+1
gt = — (1 — Ea ;
- B
2n a+l
y = (1~ B, (20).
2 oamd™ = (1= B ()
Reemplazando esto en (40) tenemos
20 2n+1
g ‘ ; a __ Ba.+l a
nz_; T 2n+1)"= Na+1) (1= Eapa(n) — 2% (1 — Eopa(21))) .
Esto termina la demostracién de la proposicion. 0

El siguiente corolario muestra una expansién en serie de sn donde los coeficientes son
valores especiales de la serie de Eisenstein normalizada.

Corolario 6

)'erl

1 , Boy, _ 1-5m 2m—1
ns(z, k) = +Z( ) G e (20) = 247 B ()] 2

2

donde = £2i y 0 < ||z|| < min{2K, 2K5}.
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Dem.

De las ecuaciones (28) y (29) se deduce que los dos primeros sumandos de la serie ns(z, k) son
2 . % . ~ . rn,—

% y k—ﬁﬂz De la ecuacién (36) vemos que el coeficiente que acompana a la potencia z?m~1

con m > 2, en la expansién de ns(z, k) es

2n+1

(_1)m+1 i )Zm 9 = q Y1
o 2™ —2)Bom +8m Y | —1—(9n + 1)1 |
(2m)! (QK ( 2)Bom + mnzol—q%ﬂ( )

En lo que sigue usamos Proposicién 27 para escribir este coeficiente en término de valores
especiales de la serie de Eisenstein normalizada,

(=)™ /7 \2m 2m B g 2m—1
R (2—1{) (22™ — 2) By, + 8m ZO T g (n+1)
n—i

(=)™* ( 7.-

)m [(22"‘ —2)Bom + 8m‘z—;?- [1— By (n) — grm=ly — B (2n) )]J

(2m)l \2K
_ %”;_ (3%) " Bom 22" = 24-2(1 = Bun(m)) - 227(1 = Eyn(o))]
. %T_l (5%)% Bom, [2°™ Eym(2n) = 2Eom(n)]
_ (_;_21;%“ ( %)m Bom [Eom(27) = 212" By, ()]
De esta forma se obtiene la férmula deseada para ns(z, k). =

Corolario 7

1 sin=20
Bg = { ¥4 sin=1. (45)
(=1)"* (£)™ Bon|Ean(2n) — 2By (m)] sin > 2

donde n = 5‘%1’.

Dem. Si amplificamos por z la serie de ns(z, k) demostrada en Corolario 6 tenemos

2 X\ 2m (—1)ymtl - o »
Z'n,s(z?k)z1—|—'lﬁ ;122+Z(_}?) u()zmTBz[E?m(%)_z 2" B (M)] 22™. (46)

m=2

Al comparar esta serie de potencias con la ecuacién (29) se obtiene lo propuesto en la ecuacién
(45). O

Observacion 7 Para n > 2 se tiene

2n)! i
B, = Zorei(Gn(20) — 5, (1) (4"
donde n = f—fgz
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Dem. Recordando que G, estd dada en ecuacién (39) v notando que la ecuacién (6) del
Teorema 5 es equivalente a

(—1)"nB,,  (2n)!
g‘(zn) - 2271‘—1’

y finalmente reemplazando en la ecuacion (45) obtenemos

BS, = (-1)"'By () [Bon(2n) - 2 By ()

~ Zoay G (20) 27 G,
O
Observacién 8 La ecuacién
Bay, = (—1)““@ lim Gan(2)

(271’) 2N 4 i

muestra que los nimeros de Bernoulli cldsicos se obtienen como el valor de la serie de Ei-
senstein en el infinito. De forma similar lo ecuacion

G (2”)

n = (QK on [GER( ) - 21_2“0211 (ﬁ)]* donde n=

Ko
QK
muestra que los nimeros universales de Bernoulli para este ejemplo se obtienen como valores

de la serie de Eisenstein cuando el argumento es cualquier complejo sobre el eje imaginario
posilivo.

Considerando los primeros sumandos de la serie de ns

1 K +1, Tk*—22k247
ns(t, k) = I+ 5 4 360
31k°% — 15k* — 15K2 + 315 " 127k® — 248k° + 186k* — 284k% + 127
15120 604800

podemos calcular los primeros niimeros

B = 1
E2+1
B = MF
3_
Th* — 22k 4+ 7
B¢ = 7
15
- 31k5 — 15k* — 15k% + 31
B = 21
56 _ 127k% — 248k° + 186k* — 284k2 + 127
5 - g

15
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Bf(z) = 1
B (z) i
5 ) k2
Bf(z) = 2%+ ;
B§(z) = 2®+ (K + 1)z
Th*—22K2 +7
Bf(z) = z*+2(k*+1)2°+ = iA
5, L Th* — 22k% + 7

Bf(x) = ID+—£(J€Q+1):&3+ . £al/W

: 31k — 15k* — 15k% + 31
B§(z) = 2°+5(k* + 1)zt + (7k* — 22k + T)” + - 5k +3

‘ 53 31k° — 15k* — 15k2 + 31

g . o8 14 4
B(z) = z®+ ?(kz +1)z® + 3(7%;4 — 22k + Tz* + g(311& — 18%* — 15k* 312"

+127k8 — 248Kk0 + 186K* — 284k% + 127
15 |

Para finalizar estudiaremos en més detalle los niimeros y polinomios universales de Ber-
noulli que resultan al considerar el grupo formal Fj cuando el pardmetro k asume los valores
extremos 0y 1. Recordar que k es la excentricidad de la elipse y por lo tanto k € (0, 1) en los
argumentos anteriores.

Tty
14+ xy

Ejemplo 4 Para el caso k = 1 tenemos Fi(z,y) = c Zl|z,yl] el grupo formal estu-

diado en el ejemplo anterior.

Ejemplo 5 Para el caso k =0, se tiene

1
Filzyy) = 1‘\/1 — 2 +yv/1 — % es grupo formal sobre Z [ﬂ [z, ¥])

Yodx .
Logr,(t) = /D\/—l;f—:;:arcsm(t):
Ezpr(t) = sin(t).

La expresion Expp(z +y) = F(Ezprz,Ezppy) de la Proposicion 2 es equivalente a la
identidad cldsica

sin{w + 3) = sinacos f +sin fcosa = sinay/ 1 — sin? 8+ sin V' 1 —sin® & = F(sin @, sin §).

Para conocer los nimeros de Bernoulli asociados a este caso consideramnos las igualdades:

t t = 25
() = D = Ezpnd > B (2n)]

n=0
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Por otro lado ocupando la serie formal de csc

o $2n-1

ese(t) = Y _(—1)"H (2™ z)an R

Tenemos entonces
o0

*® LLE‘.n
—1)" (2% — 2)Byy—— = Y By ——

De lo cual se concluye

a_ )0 n npar
" (2-2")(-1)2B, npar

Observacién 9 Notar que se obtiene el mismo resultado anterior tomando el limite en el
caso descrito en el Corolario 7. Cuando k — 07 los valores de las constantes K, Ky y 1
tienden a

T

KQ - X
n — 100.

Ya que lim Ean(n) = 1, al reemplazar estos valores en Corolario 7 se tiene
n—+i00

G
B2

n

= (=1)" By, 2% lfm [Enn(2n) — 272" En(n))]
T[—)’?;DO

— (_1)ﬂ,+1B2n22’n [1 o 21*‘27?,}
= (=1)"Byg[2 — 2%

Esta dltima igualdad termina la observacion.

Por otro lado, considerando las igualdades

7! E;r;pFO (t)  sin(¢) Tl _ it g2t 1 g2t —

Z Bi(2) e te™ 2te™  2utel= Vi 2jtel 5T i (255
n=0

los polinomios universales que se obtienen del grupo formal Fy estan relacionados con los
polinomios cldsicos de Bernoulli, a saber

11—z

BY(z) = (2)"Bn ( ) para todo n € N,.

5.4. Otros ntimeros y polinomios clasicos

El Lema 5 nos sirve para mostrar que si tenemos una coleccién cualquiera de elementos
definidos sobre un anillo libre de torsién (conmutativo con unidad) entonces son numeros
universales de Bernoulli. En esta seccién, y a modo de ejemplo, aplicaremos dicho lema a los
numeros y polinomios de Euler.
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5.4.1. Ntmeros y polinomios de Euler

Los ntimeros de Euler tambien son llamados nimeros secante ya que aparecen en los
coeficientes de las series de potencias de las funciones sec y sech. El primero que trabajé con
la serie sec fue Gregory en 1671. Estos coeficientes fueron estudiados por Euler (1755) v luego
fueron llamados nimeros de Euler por Raabe en 1851.

Definicién 14 El n-ésimo polinomio de Euler, denotado E,(z), se define

y el nésimo numero de Fuler £, = En(%) Equivalentemente, los niimeros de FEuler se definen
mediante la serie generadora

1 g — &
= = —t". 4
cosh(t) et +et Z n! 5,

n=0
Proposicién 28 Eriste un grupo formal F/Q tal que BS = E,,, BS(z) = Z“En(xTH)

Dem. Utilizando la serie de potencias de e’ en la ecuacién (48) se puede probar { E, }nen C Z.
Entonces, por Lema (5), existe grupo formal F/Q tal que BS = E, todo n € N. Nuevamente
por Definicién 14 es claro que la serie formal generadora asociada a los nimeros de Euler es
f(t) = sech(t), luego Expr(t) = tcosh(t) y considerando las igualdades

SE@, et et e wFr Srme),
= n Expr(t) cosh(t) e*+1 e*+1 <<  nl
concluimos

z+1

B ()= 2"E, ( ) para todo n € N,.
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