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Resumen

Hasta ahora, los grupos ordenables han sido mayormente estudiados usan-
do métodos puramente algebraicos. Sin embargo, una parte substancial de la
teoria deberia tener una contraparte dindmica natural. En este trabajo hace-
mos un estudio en paralelo de la teoria de los grupos ordenables, en el cual
confrontamos la estructura algebraica cldsica de esta teoria con un andlisis
dindmico de la misma. En particular, estudiaremos detalladamente los grupos
C-ordenables; demostraremos que si =< es un C-orden en un grupo entonces
se tiene que fg* = g para todo f > id y g = id en el grupo. Este resul-
tado aparentemente inofensivo tiene una contraparte topolégica interesante:
el espacio de los C-6rdenes de un grupo, provisto de una topologia natural,
es compacto. Esta compacidad fue usada en [12] para dar una demostracién
simplificada de un teorema profundo debido a Brodsky e independientemente
a Rhemtulla y Rolfsen: todo grupo localmente indicable es C-ordenable.

v




Summary

Until now, orderable groups have mostly been studied using purely alge-
braic methods. Nevertheless, the whole theory should have a natural dynam-
ical counterpart. In this work, we confront the classical algebraic structure
of the theory of orderable groups with a dynamical analysis of it. In partic-
ular, we study in detail the concept of C-orderable group. Our main result
is the following: if < is a C-order in a group then fg? = ¢ for all f > id
and g > id in the group. This apparently innocuous result has an interesting
topological counterpart: the space of C-orderings of a group is compact when
endowed with a natural topology. This compactness was used in [12] for giv-
ing a simplified proof of a deep theorem due, independently, to Brodsky, and
to Rhemtulla and Rolfsen: every locally indicable group is C-orderable.




Introduccion

La teoria de grupos ordenables (es decir, grupos que admiten una relacién
de orden total invariante a izquierda) es una rama bastante desarrollada
del dlgebra contempordnea. Esta teoria estd naturalmente conectada con la
teoria de grupos abstracta y con la teoria de sistemas algebraicos ordena-
dos. Su punto de inicio corresponde a trabajos de Dedekind y Holder, los
cuales datan de fines del siglo XIX e inicio del siglo XX respectivamente.
Dedekind formalizé el concepto de niimero real mediante cortaduras (hoy en
dia conocidas como cortaduras de Dedekind). De esta manera, el conjunto
de nimeros reales quedo caracterizado como un cuerpo completo dotado de
un orden bi-invariante (relacién de orden total invariante a izquierda y a
derecha simultdneamente) y arquimediano (ver seccién 1.1). En 1901 Holder
utilizé dichas cortaduras para probar que todo grupo que admite un orden
del tipo anterior es isomorfo a un subgrupo de R.

En la década de los 40, ITwasawa y Malce'v hicieron importantes contribu-
ciones, obteniendo independientemente una descripcién de la estructura de
grupos bi-ordenados (es decir, grupos dotados de un orden bi-invariante) en
términos de sus subgrupos convexos. También en la misma década, Malce'v y
B. H. Neumann probaron paralelamente que todo grupo bi-ordenado puede
incrustarse en un anillo de divisién ordenado. Desde entonces el tema ha
recibido una mayor atencién, y se han estudiado nuevas clases de grupos
definidos sobre la base de propiedades de ordenabilidad.

En los anos 50, la teorfa de grupos ordenables (al igual que la teoria de
grupos admitiendo una relacién de orden parcial) fue enormemente estudia-
da por diversas escuelas de matemadticas. Entre los pertenecientes la escuela
estado-unidense, cabe sefialar que los trabajos de Paul Conrad sobre valua-
ciones y grupos totalmente (y parcialmente) ordenados representan el inicio
del estudio de estas dreas. Ademds, los textos (2] de R. Botto Mura y A.
Remthulla, y [10] escrito por V. Kopytov y N. Medveded (pertenecientes a
la escuela rusa) son ampliamente conocidos en la literatura.
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Debemos precisar que, en general, la teoria de grupos ordenables es vista
como un tema particular dentro de la teoria de [-grupos (“lattice orderable
groups”), la cual se encuentra ampliamente desarrollada en [9] .

En los iltimos afios, la posibilidad de dotar de un orden a una amplia
variedad de grupos, ademds de saber qué clase de grupos pueden ser or-
denados, ha despertado el interés de diversos matemdticos especialistas en
geometria, topologia, dlgebra universal, teoria de rigidez, foliaciones y légica
matematica.

Hasta ahora, los grupos ordenables han sido mayormente estudiados usan-
do métodos puramente algebraicos. Sin embargo, una parte substancial de
la teoria deberia tener una contraparte dindmica natural. De hecho, un ar-
gumento bastante conocido (y no muy explotado) muestra que todo grupo
ordenable numerable admite una accién fiel (o efectiva) por homeomorfismos
de la recta que preservan orientacién. Mds ain, su reciproco es cierto incluso
sin la hipétesis de numerabilidad.

Tal como su nombre lo dice, este trabajo representa un estudio en para-
lelo de la teoria de los grupos ordenables, siendo nuestro principal objetivo
el confrontar la estructura algebraica cldsica de esta teorfa con un anélisis
dindmico de la misma. Los pdrrafos siguientes describen los principales temas
a tratar en este trabajo.

Comenzamos nuestro estudio mostrando algunos de los teoremas y méto-
dos clésicos de la teoria de grupos ordenables. Entre ellos, el (bastante cono-
cido) teorema de Hoélder juega un papel fundamental. Este teorema serd pri-
meramente estudiado de la manera algebraica cldsica, para posteriormente
ser analizado en profundidad desde un punto de vista dindmico.

Ademsds, con el objetivo de complementar el estudio de los métodos
~ clésicos de esta teoria, analizaremos diversas caracterizaciones algebraicas
para los grupos ordenables, bi-ordenables y C-ordenables. Basdndonos en
[12], analizaremos desde un punto de vista dindmico la nocién de bi-invariancia
de una relacién de orden total, exponiendo una reciente caracterizacion para
dichas relaciones de orden. Por otra parte, diremos que una relacién de orden
invariante a izquierda = es recurrente a derecha si para todo par de elemen-
tos f,h en G tales que f > id existe n € N satisfaciendo fh" = k™. También
trabajaremos dindmicamente esta nocién de recurrencia a derecha.

En este trabajo, el articulo cldsico [4] debido a Conrad serd profunda-
mente estudiado. En particular, estudiaremos detalladamente los grupos C-
ordenables. Estos corresponden a grupos admitiendo una relacién de orden
total invariante a izquierda < que posee la propiedad (llamada propiedad de
Conrad) consistente en que para todo par de elementos f > id y g > id en
el grupo, existe un entero positivo n cumpliendo que fg" > g. Diremos que
un orden = con esta propiedad es un C-orden. En el aspecto algebraico de
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este estudio probaremos que, si la propiedad de Conrad se verifica para =,
entonces se tiene que fg? > g para todo f = id y g > id en el grupo. Esta
afirmacién aparentemente inocua nos permitird dar una demostracién sim-
plificada de un teorema profundo debido a Brodsky e independientemente a
Rhemtulla y Rolfsen, a saber, si un grupo es localmente indicable, entonces
es C-ordenable (notemos que la reciproca, debida a Conrad, también es vali-
da, pero su demostracién es notablemente mads sencilla). Por otra parte, en
el aspecto dindmico analizaremos principalmente:

- la nocién de nimero de traslacidn,
- el concepto de elementos entrecruzados, y

- los subgrupos convezos de un grupo admitiendo un orden que posee la
propiedad de Conrad.

Una nueva perspectiva a la teorfa de los grupos ordenables ha sido re-
cientemente propuesta por Ghys y Sikora. Esta consiste en asociar, a cada
grupo ordenable G, el espacio Ord(G) de todas sus relaciones de orden to-
tales e invariantes a izquierda, y ha sido explotada fructiferamente por Witte
en [19] y Navas en [12]. El capitulo 3 corresponde a una breve introduc-
cién a este tépico. En particular, dotaremos a este espacio de una topologia
natural, y probaremos que el subconjunto de los C-érdenes es cerrado (no
necesariamente no vacio).

A continuacién expondremos a grandes rasgos la pauta que vamos a seguir
en cada una de los tres capitulos de este trabajo.

En el capitulo 1, mostraremos con detalle y apoyada con una buena can-
tidad de ejemplos (parte de) la teoria algebraica clésica de los grupos orden-
ables. En particular, la seccién 1.3 tratard sobre 6rdenes Conrad: la Proposi-
cién 1.3.1 corresponde a nuestra caracterizacién “n=2" de dichos érdenes,
mientras que la demostraciéon de la Proposicién 1.3.15 corresponde a una
prueba, simplificada del hecho que los grupos localmente indicables son C-
ordenables.

En el capitulo 2, analizaremos desde un punto de vista dindmico los prin-
cipales resultados obtenidos en el capitulo 1 de este trabajo.

Finalmente, en el capitulo 3 estudiaremos las propiedades del espacio
Ord(G), y la accién del grupo G sobre dicho espacio.



Capitulo 1

La teoria algebraica

1.1. . Definiciones generales

Comenzaremos este trabajo recordando las definiciones de conjuntos par-
cialmente y totalmente ordenados.

Definicién 1.1.1. Un conjunto M se dice parcialmente ordenado si una
relacién binaria € (llamada una relacién de orden parcial o simplemente
un orden parcial) estd definida sobre M de tal manera que se cumplan las
siguientes propiedades:

1. (Reflexividad) x < x.

2. (Antisimetria) Siz <y ey < z, entonces =Y.

3. (Transitividad) Siz <y e y < z, entonces z < z.

La definicién que sigue nos entrega la nocién de extensién de un orden
parcial. Esta serd utilizada en la seccién 1.2 de este trabajo.

Definicién 1.1.2. Sean < y <’ dos relaciones de orden parcial definidas
sobre un conjunto M. Si z <’ y para todo =,y en M tal que x < y, entonces
<’ se llama una extensidn de <.

Decimos que dos elementos z,y en M son comparables si & < y 0 bien
y<z
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Definicién 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado M se dice totalmente
ordenado si dos elementos cualesquiera de M son comparables. En este caso,
diremos que M admite una relacién de orden total.

En lo que sigue, y salvo mencién. de lo contrario, la palabra “orden”
serd utilizada como una abreviacién de “relacién de orden total”.

Al igual que para una relacién de orden parcial, diremos que un orden =
en un grupo G es:

» tnvariante a izquierda si para todo g,h en G tales que g < h se tiene
fg = fh para todo f en G,

» invariante a derecha si para todo g,h en G tales que g < h se tiene
gf = hf para todo f en G;

» bi-invariante si es invariante a izquierda y derecha simutdneamente.

Diremos que un grupo G es ordenable (respectivamente bi-ordenable)
si admite un orden invariante a izquierda (respectivamente bi-invariante).
Debido.a que un grupo puede admitir muchos érdenes, diremos que G es un
grupo ordenado (respectivamente bi-ordenado) cuando se haya escogido un
orden invariante a izquierda (respectivamente bi-invariante) en él.

Si < es un orden en GG diremos que g es un elemento positivo respecto a
= si g >~ td. Diremos que g estd entre f y hsi f<g<h6oh<g=<f.

La proposicién siguiente corresponde a una caracterizacién de un grupo
que admite un orden invariante a izquierda.

Proposicién 1.1.4. Un grupe G admite un orden invariante a izquierda si
y solo si contiene un subsemigrupo G4 de modo que G es la union de G con
el subsemigrupo G_ = {g:¢97' € G+}, y G+ NG_ = {id}.

Demostracién. Supongamos que G admita un orden invariante a izquierda
<. Definimos G4 = {g € G : id X g}. Si g y h estédn en G, entonces
id < h < hg (respectivamente id <X g < gh) lo que implica que hg € G4
(respectivamente gh € G4 ). Luego, G es un subsemigrupo. Andlogamente,
(_ es un subsemigrupo, y la relacién G NG_ = {id} se desprende del hecho
que =< es una relacién de orden total. Sea ahora g € GG. Si g € GG, entonces
obviamente g € G4+ U G_. Si por el contrario g ¢ G, entonces ¢ <X id, por
lo que id = g~'g = g7, es decir g7! € G4, lo que implica que g € G_. Por
lo tanto, G es la unidn de G y G_.
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Supongamos ahora que G contenga un subsemigrupo G4+ de modo que
si g € G\{id}, entonces ¢ € G_ 0 g € G+. Podemos definir g < h si
g 'h € G,.. Claramente < es una relacién de orden total. Ademds como
(fg) " fh =g tf~'fh = g7 'h, se tiene que si g =< h entonces fg < fh para
todo f € G5, por lo que = es invariante a izquierda. 0O

Un grupo G admite una relacién de orden parcial invariante a izquierda
(respectivamente bi-invariante) si y sélo si existe un subsemigrupo G, de G
tal que G4 NG_ = {id} (respectivamente G; NG_ = {id} y g7'G,9 =G,
para todo g € ), donde G es el semigrupo de elementos positivos de G, el
cual se conoce como cono positivo. Algunas veces se escribird (abusando de
la notacién) que G es un orden parcial invariante a izquierda para G.

Observacién 1.1.5. Sea < un orden invariante por la izquierda para un
grupo G. Si definimos

f<gsifgteGy,

entonces < es un orden invariante por la derecha. En efecto, claramente <«
es una relacién de orden total. Para verificar que si f < g entonces fh < gh
para todo f,g y h en G, notemos que, como fg~! = idy

fhigh)™ = fhh~lg~! = fg7!,

obtenemos que fh(gh)™! € G, es decir fh < gh.

Resumiendo, si G es un grupo admitiendo un orden invariante por la
izquierda, entonces G admite un orden invariante por la derecha. Recipro-
camente, si G es un grupo admitiendo un orden invariante por la derecha,
entonces G admite un orden invariante por la izquierda.

Observacién 1.1.6. Si G admite un orden < invariante a izquierda, entonces
G es un grupo libre de torsién.

En efecto, si id < g entonces id < g < g*> < ..., y si g < id entonces
=g <g=id.

Observacion 1.1.7. Si G es un grupo abeliano, entonces todo orden invari-
ante a izquierda de G es bi-invariante. Asimismo, si G es un grupo abeliano,
entonces (7 es ordenable si y sélo si es libre de torsién (vea el ejemplo 1.1.13).
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Una caracterizaci6n para la bi-invariancia de un orden invariante a izquier-
da es la siguiente.

Proposicién 1.1.8. Un orden =< invariante por la izquierda en un grupo G
es bi-invariante si y sélo si para todo f. > id en G y pera todo g € G se tiene
que fg > g

Demostracién. Supongamos que = es bi-invariante. Si f > idy g € G,
entonces usando la invariancia a derecha de = se obtiene fg = g.
Rec{procamente, supongamos que para todo f > id en G y para todo
g € G se tiene que fg > g. Queremos demostrar que =< es invariante a
derecha. Si hy > ha, entonces hy 1h, > 1d. Luego, hy'hig = g, para todo
g € G, y de esta forma hig > hag, para todo g € G. 0

Proposicién 1.1.9. Un grupo G admite un orden total bi-invariante si y
sélo si existe un subsemigrupo normal G4 de G tal que G es la unidon entre

G+ Y Gg, Y GJ,.nt = {‘Ld}

Demostracién. El resultado es inmendiato de la proposicién 1.1.4 y la
proposicién 1.1.8. ' 0O

1.1.1. Ejemplos

A continuacién se presenta una lista de ejemplos, extraidos principalmente
de [9].

Ejemplo 1.1.10. Los grupos aditivos de nimeros enteros Z, racionales Q y
reales R son grupos bi-ordenados bajo el orden natural.

Ejemplo 1.1.11. Si H es un subgrupo de un grupo ordenable G (respectiva-
mente bi-ordenable), entonces H también es (respectivamente bi-ordenable)
bajo el orden inducido por G.

Ejemplo 1.1.12. Sea V un espacio vectorial racional con base {b; : i € I}.
Supongamos que [ es un conjunto totalmente ordenado. Sean v,w en V con
v # w; digamos
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v= ZiEID gibi y w= Zi@u r;:b;,

donde I es un subconjunto finito de I, ¢; € Q y r; € Q para todo i € I.
Definimos

v < wsiy sélosig; <y,

donde j es el menor elemento i € [ tal que g; # r;. Probaremos que < es un
orden bi-invariante en V.

1. < es una relacién de orden parcial. Claramente < es reflejo y anti-
simétrico, por lo que demostraremos que < es transitivo.

Sean v, w, z elementos distintos de V. Si v < w y w < z entonces

jesel menori€ Iptal que ¢; # 1y, y
k es el menor i € Iy tal que r; # p;.

Consideraremos los siguientes tres casos posibles:

(1)
(i)
(i)

Si j > k entonces g, = 1 # pe. Por tanto, tenemos que k es el
menor i € Iy tal que g; # p;, y de esta forma obtenemos que v < z.

Si j < k entonces p; = r; # g;. Por tanto, tenemos que j es el
menor ¢ € I tal que ¢; # p;, y de esta forma obtenemos que v < z.

Si j = k entonces gr_; = rr—; = pr—; para todo [ € N. 5i g # py,
entonces j es el menor elemento ¢ € I tal que ¢; # p;, por lo que
obtendriamos que v < z. Si no, es decir g = px, entonces a lo
menos para i = k + 1 se tiene que ¢; # p;, por lo que nuevamente
obtendriamos que v < z. Si grs1 = Pga1, entonces j + 2 seria el
menor elemento i € Iy para el cual se podria tener que g; # p;,
por lo que ontendriamos que v < z. Este proceso termina, pues si
no tendriamos que ¢; = p; para todo ¢ € Iy, lo cual es absurdo.
Concluimos que v < z.

2. Los elementos de V son comparables (es decir < es una relacién de
orden total). Sean v y w elementos de V. Si v < w entonces no hay
nada que demostrar. Si no, existe (al menos un) j € I tal que g; >
r;. Por lo tanto, considerando el menor de los elemntos j (si j no es
tinico) obtenemos que v > w. De esta manera, los elementos de V son
comparables.

3. < es bi-invariante. Sean v,w en V tales que v < w. Si j e el menor
elemento i € Iy cumpliendo que ¢; < 7; entonces
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pr + q; < px + 7; para todo £k € I,.

De esta manera, obtenemos que z + v < z + w, y por consiguiente

= es invariante a izquierda. Como V es abeliano, tenemos que < es
bi-invariante.

Ejemplo 1.1.13. Todo grupo abeliano libre de torsién G puede incrustarse
en un espacio vectorial racional V. Debido al ejemplo anterior, V es un grupo
bi-ordenado. Por lo tanto, considerando el orden inducido por < (definido en
el ejemplo 1.1.13) en G, obtenemos que G es bi-ordenado. De esta manera,

todo grupo abelicno libre de torsién admite un orden bi-invariante.

Ejemp]o 1.1.14. El grupo aditivo Z"™ mirado como subconjunto de R dotado
del orden usual es bi-ordenado. Para incrustar Z™ en R podemos considerar
el homomorfismo inyectivo f : Z" — (R,+) definido por f(ay,...,an) =
a) + apm + azm? + ...incrustar + a,w"L.

Ademds tenemos que Z" es bi-ordenado con el orden lexicogrdfico < de-
bido a que es abeliano libre de torsién. Este orden lexicografico (directo) se
asemeja mucho a aquél del ejemplo 1.1.17.

Ejemplo 1.1.15. Recordaremos la definicién de la serie central superior
de un grupo G. Denotemos por Z(G) al centro de GG, que es el conjunto
de elementos de G que conmutan con todo elemento de G. Definimos por
induccién los subgrupos Z,(G) haciendo

Z(C) = {id)
Zui(@))Za(@) = Z(G/Za(G)).

Un grupo G se dice nilpotente de clase ¢ si Z.(G) = G. De esta manera,
un grupo abeliano es nilpotente de clase 1. Si G es nilpotente y libre de
torsién, entonces cada Z,4+1(G)/Z,(G) es un grupo abeliano libre de torsién.
Por lo tanto, en este caso Z,+1(G)/Z,(G) admite un orden bi-invariante, al
cual denotaremos por <.

Afirmacién. Si G es nilpotente y g # id en G, entonces existe un tinicon € N
tal que g € Z,11(G) \ Zn(G).
Eristencia: Si G es nilpotente de clase ¢ y g € G\ {id}, entonces g €

Z.(G). Si g ¢ Z.—1(G) entonces g € Z.(G) \ Z.-1(G). En caso contrario, es
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decir si g € Z._1(G), entonces nuevamente si g € Z._»(G) nuestro problema
de existencia estd resuelto. Ahora bien, si ¢ € Z,_»(G) procedemos como
antes hasta encontrar un valor apropiado para n, lo cual es posible ya que
si g € Z.—1(G) para todo ¢ € N entonces g = id, lo cual contradice nuestra
suposicién inicial. _

Unicidad: Supongamos que existe m # n en N tal que ¢ € Z11(G)\ Zn(G).

Sin > m tenemos que
Zp41(G) D Z,(G) D Zns1(G) D Zn(G),

y como g € Zy,11(G) \ Z,,(G) obtenemos que g € Z,, lo cual es imposible.
De esta manera, definimos g > id si gZ,(G) > Z,(G). Por tanto, el orden
(total) < es bi-invariante en G. De esta forma,

todo grupo nilpotente libre de torsién admite un orden bi-invariante.

Ejemplo 1.1.16. Recordemos la definicién de un conmutador en un grupo
G. Dados g, h en G, se define [g,h] = g~*h~!gh. Si H y K son subgrupos de
G entonces definimos [H, K| como el subgrupo de G generado por el conjunto
{(hK:he HkeK}.

Definimos G* inductivamente como sigue:

G =G
Gt = [G™G].

La sucesién G, G, ... es conocida como la serie central inferior.

Sea F = Fx el grupo libre sobre el conjunto X de generadores libres. En
lo que sigue, examinaremos su serie central inferior.
Afirmacién 1. El grupo cociente F*/F™*! es abeliano libre de torsién (y por
tanto admite un orden bi-invariante, al cual denotaremos por <).

Claramente, el cociente anterior es abeliano. De esta manera, sélo nos
resta probar que F™/F™*! es un grupo libre de torsién. Comenzaremos de-
mostrando que F'//F"! es abeliano libre de torsién. Para probar esto, usaremos
la propiedad universal de grupos libres. Esta dice lo siguiente: dado un grupo
G, un conjunto X y una funcién conjunto ¢ : X — G, tenemos que existe
un tnico homomorfismo de grupos ¢ : F' — G tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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inclusion
_f\f F
N
@
G
Figura 1

De esta manera, existe un homomorfismo de grupos ¢ (denotado igual
que en el diagrama) entre F y el producto []Z con tantas copias de Z co-
mo elementos tenga X. Note que si F = (g1, ..., gk, ..., entonces podemos
definir este homomorfismo tal que g; es enviado en el vector e; en [[ Z. De-
mostraremos que ¢ induce un homomorfismo inyectivo entre F/F Ly TlZ.
Afirmacién 2. ker(¢) = F!

El hecho que ker(¢) D F! es claro. En lo que sigue, probaremos la
contencién contraria, es decir que ker(¢) C F'. Consideremos una palabra
W (g, -, gr) en ker(¢), es decir

W(g(a1), .- 6(gr)) = (W (g1, -, 9x)) = 0.
Es claro que podemos escribir
W gla sgk Hgl . :gc.;:i'»
donde i € {1,...,1} para cierto | € N. De esta manera,

S(W (g1, s 96) = O s,y 3 _wi) = (0,...,0)

Por lo tanto, necesariamente

Zai: =Zwi=0.

Demostraremos usando doble induccién -en funcién del nimero de gener-
adores (valor dado por el pardmetro k) y el nimero de blogues (valor dado
por el pardmetro 1)- que W(g1,...,gx) € F".
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1. Fijemos k& = 2, es decir consideraremos W (g1, g2) (el caso k = 1 es
evidente). Haremos induccién sobre | comenzando con | = 2 ya que el
caso [ = 1 es claro. Para este caso, podemos escribir

W(g1,92) = 995" 97 ™ 9™ € F,
ya que como vimos antes los exponentes de cada generador deben sumar
cero. Supongamos que el resultado vale para [ = r, es decir que
W(a1,2) = 9" 08 g0l .. 07 g0 gy =% g; 2P € FY,
dondei € {1,...,r—1}.

Queremos probar que éste es vélido para | = r + 1. Consideremos la
siguiente palabra

W(g1,92) = 9595952 05" - 93" 95" g1 =92 =" € F,

donde i € {1,..,r}. Usando la hipdtesis inductiva, y recordando la
igualdad ab = ba[a, b] (*), tenemos que para este caso (vea item 3.)

ay B

W(gi,02) = 95 05 0T 05 92705 . 9" 08 97 =% g; TP Wy € P,
donde i € {2,...,7}, y Wy es un producto de conmutadores obtenido de
(*).

2. Fijemos k = r y supongamos (hipdtesis inductiva) que para este valor

de k y para todo valor de [, la palabra W(gi, ..., g») pertenece a F1.

3. Sea W(gi, ..., gr+1) una palabra en ker(¢). Si [ = 2, obtenemos usando
el resultado del item anterior y la igualdad (*) que

a1 Bl

W(g, . gre1) = 6105 ...gﬂlgl—mg;ﬂ‘...g;ﬂ

9 g5 gt 9T 0y g WA
8 o —_ - —

g?1921___gr1glmgzmmgr LW,

donde W, esun producto de conmutadores obtenido de (*). Esta iltima
expresién para W (g, ..., gr+1) estd en F', ya que hemos escrito esta
palabra en términos de r generadores.

De esta manera, hemos probado que existe un homomorfismo inyectivo
de F/F! en [[Z. Por tanto, hemos probado la afirmacién 1, es decir, el
cociente F/F*! es libre de torsién. Debido a que todo subgrupo de un grupo
libre es libre (este resultado es debido a Scheier, ver [6] para una referencia),
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probar que F"/F™*! es libre de torsién es completamente andlogo a probar
que F/F" lo es. De esta forma, obtenemos que F”/F"*! es abeliano libre de
torsién para todo n € N.

Afirmacién . Si g € F entonces g = id o existe un tnico n € N tal que
g & Fn \ Fn+1.

Para probar esto procedemos de manera andloga a la prueba de unicidad
en el ejemplo anterior. Para la existencia usamos el hecho que ({F": n €
N} = {id} (resultado debido a Magnus).

Por lo tanto, podemos definir g > id si gF™*! > F™*! Con respecto a
este orden, el grupo F' es bi-ordenado. Concluimos entonces que

todo grupo libre es bi-ordenable.

Ejemplo 1.1.17. Sea G = Z x Z. Definimos
(9,:h) + (¢, 1) = (g + ¢, M(=1)7 + 1)

y hacemos G4 = {(g,h) : g >00(g=0y h > 0)}.
Afirmacién. El orden < es invariante a izquierda, pero no bi-nvariante.

Es claro que G\ {id} puede escribirse como la unién de G, y G_. Ademds,
es claro que la interseccién de ambos semigrupos es trivial.

Consideremos (g, h) y (¢', h’) elementos positivos de G. Probaremos que
G+ es un semigrupo. Para esto consideraremos los siguientes 4 casos:

« Sig >0y g > 0entonces g+g > 0,y por lo tanto (g, h)+(¢’,h') € G4.
» Sig >0y g = 0entonces g+g' > 0, y por lo tanto (g, h)+(g¢',h’) € G.

» Sig=0y ¢ =0entonces h > 0y A’ > 0, y por lo tanto, tenemos que
(9,8) + (¢, /) = (O,h + /') € G,
» Sig=0yg >0entonces g+g' > 0y por lo tanto (g, h)+(g', k') € G,.

Por lo tanto, el orden < es invariante a izquierda. Con respecto a este orden,
el elemento (0,1) € G4, pero al conjugarlo por (1,0) obtenemos:

—(1,0)+ (0,1) +(1,0) = —(1,0)+(1,-1)
(Ov_l)
—(0,1).

Por consiguiente, (0, 1) tiene como conjugado a un elemento de G_. De esta
manera, el orden < no puede ser bi-invariante (ver proposicién 1.1.9).
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1.2. Otras caracterizaciones de la ordenabili-

dad

En lo que sigue, denotaremos por Sg(M) al subsemigrupo de G generado
por el subconjunto M. Si Ay, ..., M} son subconjuntos o elementos de G,
escribiremos Sg (M, ..., M) para denotar al subsemigrupo generado por la
reunion de los M,.

El resultado que se presenta a continuacién es debido a Kopytov-Medvedev.
Una demostracién alternativa (usando el axioma de eleccién) aparece en [10].

Lema 1.2.1. Un orden parcial invariante a izquierda G, sobre un grupo G
puede extenderse a un orden totel invariante a izquierda sobre G si y sélo si
satisface la siguiente condicidn:

(C1) para cada conjunto finito gi,...,gn de elementos en G \ {id} existen
enteros ey, ...,e, en {—1,1} tales que id & Sg(G4 \ {id}, g7, ..., g").

Demostracién. Si un orden total G'1 es la extensién de G, entonces, dados
{g1, .. ,gn} en G\{id}, paracadai € {1 .,n} escojemos e; en {—1, 1} de mo-
do que g;* > id, es decir, e; = 1 (reSpectnamente e; = —1)sig; € G4 (respec-
tivamente g; ' € G). Entonces todos los elementos {gf*, ..., g } pertenecen
a G\ {id} . De esta forma, obtenemos que id ¢ Sg(G4+ \ {id}, g', ..., g5*).

Reciprocamente, supongamos que la condicién (C;) es satisfecha por el
orden G;. Afirmamos que para cada g € G\ {id} existe e € {—1, 1} tal que
Sa(G+ \ {id}, g°) satisface (C;). En efecto, supongamos por contradiccién
que Sg(G+\{id},g) v Sc(G .\ {id}, g7") no satisfacen (C,), es decir, existen
hi,...,hpen G\ {id} y f1,..., fm en G\ {id} tales que

id € Sa(G1 \ {id}, g, hS', .., by') v id € Sa(Gy \ {id}, g7, f1*s s £,
para toda eleccién de €;,6; en {—1,1} con i€ {l,.,l} yje({l,..m}. Se
tiene entonces que ‘

i &850, \ )05 0 o B B s TN

para toda eleccién de e,¢; y §; en {—1,1}. Sin embargo, esto contradice la
condicién (C;). Por consiguiente, para cada ¢ € G podemos escoger e en
{—1,1} tal que Sg(G+ \ {id}, ¢°) satisface (C,).

Sea G un orden invariante a izquierda maximal que extiende a Gy y
que satisface la condicién (C;). Tal orden maximal existe porque (C;) es
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satisfecha por la unidn de una cadena ascendente de érdenes parciales invari-
antes a izquierda satisfaciendo (C;). Claramente dicha unién no es G, pues
las potencias negativas de todo elemento perteneciente a la unién no estd en
ella.

Si G} no fuera total, entonces existiria ¢ € G tal que g ¢ G} UG™L. Por
otro lado, existe un entero e en {-1,1} tal que Sg(G. \ {id}, g°) satisface
(Cy). Al mismo tiempo, G} C Sg(GL \ {id},g%) Uid, lo cual contradice la
eleccion de G1. O

Como aplicacién del lema anterior, mencionamos (sin demostracién) un
resultado obtenido por Rhemtulla (ver [2], p. 149-152):

Si G es un grupo nilpotente libre de torsidén, entonces todo orden parcial
tnvariante a izquierda en G puede ser extendido a un orden en G.

El siguiente teorema debido a Conrad-Onishi (ver [4] o [14]) entrega condi-

clones necesarias y suficientes para que un grupo admita un orden invariante
a izquierda.

Teorema 1.2.2. Si G es un grupo, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) G admite un orden invariante por la izquierda,

(2) si{g1,...,gn} €s un subconjunto finito de G que no contiene al elemento
neutro, entonces eriste una eleccion de exponentes e; € {—1,1} para
i € {1,..,n} tal que id no pertenece al subsemigrupo de G generado
por {1, -, 95"},

(3) existe un conjunto ¢ de subsemigrupos de G tal que id = Nsec S y para
cada g€ G yS € ocurre quege Sog ' €8.

Demostracién. Si G es ordenable, entonces existe un subsemigrupo G de
G que satisface que

sige G'\ {id} entonces se tiene que g € G4 0 g7* € G4.

Si consideramos ¢ = {G4+,G_} obtenemos que (1) implica (3). Suponemos
ahora que G cumple con la afirmacién (3). Ordenemos completamente de
manera arbitraria los elementos de ¢ con un buen orden S; -1 S5 - .... Para
cada g # id en G, denotemos por a(g) el primer S; que no contiene a g (el
cual existe por la hipétesis id = Nge S). Si a(g) = a(g™?), entonces para
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¢ = a(g) se tiene que g y g‘1 no pertenecen a ¢;, lo cual contradice nuestra
hipétesis. Por lo tanto, a(g) # a(g™") para todo g # id en (. Consideremos

P={geG:g#idyalg) 1alg ™}

Claramente si g # id en G, entonces'g € P ¢ g~' € P. Ademds, P es un
semigrupo tal que P N P = 0. Por tanto, (3) implica (1).

Considerando G, = {id} en el lema 1.2.1 obtenemos la equivalencia entre
las afirmaciones (1) y (2). 0

Note que la equivalencia entre las afirmaciones (1) y (2) del teorema ante-
rior implica lo siguiente: G es ordenable si y s6lo si todo subgrupo finitamente
generado de G es ordenable.

A continuacién se presenta (sin demostracién) un resultado debido a
Onishi y Lo$ similar al dado por el teorema precedente para un orden bi-
invariante, el cual implica que todo subgrupo finitamente generado de G ad-
mite un orden bi-invariante si y sélo si G admite un orden bi-invariante. Una
reciente demostracién (topolégica) de éste se encuentra en [12].

Teorema 1.2.3. G admite un orden bi-invariante si y sdlo si para todo
conjunto finito {gi,...,gn} en G\ {id} ezisten ei,...,en €n {—1,1} tales que
id no pertenece al menor subsemigrupo H de G satisfaciendo

(i) g;' € H,

(i) si h € H entonces ghg™' € H para todo g € G.

Diremos que un grupo G es localmente indicable si para todo subgrupo no
trivial finitamente generado H de G existe un homomorfismo no trivial ¢ :
H —-.7Z. La proposicién que sigue es debida a Burns y Hale. La demostracién
que se presenta en este trabajo se obtuvo de [2].

Proposicién 1.2.4. Todo grupo localmente indicable es ordenable.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que G es localmente indica-
ble no ordenable. Debido a (2) del teorema 1.2.2 existen gi, ..., gn € G\ {id}
tales que para toda eleccién de e; € {—1,1} con i € {1,...,n}, tenemos que
id € Sg(g®, ..., g5). Elijamos los elementos g; de manera que 7 es el menor
posible y consideremos G1 = (g1, .-, gn). Como G es localmente indicable,
tenemos que existe un subgrupo normal K en G, tal que GG}/ K es ordenable
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no trivial, pues Z lo es. Por lo tanto, existe al menos un g; en K, y no todos
los g; estan en K. Tras reordenamiento, podemos suponer que g; ¢ K para
todo ¢ € {1,....,7}, ¥ {¢r+1,.-,9n} C K, donde 0 < r < n. Consideremos
6; € {~1,1} para todo i € {1,...,7} tal que Sg(g®, ..., g%) N K = @. Debido

a la minimalidad de n también podemos elegir d,41,...,0, en {—1,1} tal que
id & Sc(gffﬁ‘, ..., gor). De esta manera, podemos escribir

. . ?Tl.lé'i(l) mgﬁi(_.)

W=gi) G

donde m; € Z*, 1 < i(j) < n, y al menos un i(j) < r. Se deduce entonces
que

- by msbis) 1
K=g K- gy K

lo cual contradice que Sg(g, ..., g% )N K = 0. 0O

El reciproco del resultado anterior es falso. A continuacién se presentan
dos ejemplos de este hecho.

(i) Bergman [1], Thurston [18]: El grupo G = (f,g,h: fP=¢*=h" =
fgh) contenido en el grupo PSL(2,R) formado por los levantamientos
a'la recta de las transformaciones de Moébius del circulo.

(ii) Dehornoy [5], Remthulla-Rolfsen [2]: El grupo de trenzas B, paran > 5.

Las tres definiciones que se presentan a continuacion representan tres
propiedades de un orden invariante a izquierda sobre un grupo. Estas poseen
respectivos equivalentes dindmicos, los cuales serén presentados en el capitulo
2 de este trabajo.

Definicién 1.2.5. Un orden =< invariante a izquierda en un grupo G posee
la propiedad arquimediana si para todo f,g en G, con g # id, existe n € Z
tal que g™ > f.

Definicién 1.2.6. Un orden < invariante a izquierda en un grupo G posee
la propiedad de Conrad si para todo par de elementos positivos f,g en G,
existe n € N tal que fg™ > g.

Definicién 1.2.7. Un orden = invariante a izquierda en un grupo G posee
la propiedad de recurrencia a derecha si para todo par de elementos f,g en
G tales que f > id existe n € N tal que fg" = g™
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Observacién 1.2.8. Sea < un orden en el grupo G.

(i) Si = es bi-invariante, entonces < es un C-orden.

Si f = id y g es cualquier elemento del grupo G, entonces fg > g.
Luego, la propiedad de Conrad se verifica para n = 1.

(if) Si = es recurrente, entonces = es un C-orden.

Si f = id y g > id, entonces existe un entero positivo n cumpliendo
que fg" = g", y como g es un elemento positivo en G, esto implica que
fg" =g

En lo que sigue, mencionamos una lista de ejemplos que muestran que los
reciprocos de las implicancias anteriores no son vélidos.

1. D. Witte en el ejemplo 4.6 de [19] prueba que si F' es un subgrupo libre
de indice finito en SL(2,Z), entonces el producto semidirecto natural
G = F x Z? es C-ordenable, pero no admite érdenes recurrentes. Por
lo tanto, GG es un grupo C-ordenable que no posee érdenes recurrentes.

2. El grupo G de presentacién (f,g : fgf™' = g~') admite érdenes re-
cuirrentes a derecha, pero no admite 6rdenes bi-invariantes (de hecho,
todo orden en este grupo es recurrente a derecha), pues G admite sélo
un numero finito de érdenes: ver teorema 3.2.4. Observe que G es el
grupo fundamental de la botella de Klein.

En lo que sigue de esta tesis, y salvo mencién de lo contrario, los drdenes
admitidos por un grupo serdn supuestos invariantes a izquierda.

Proposicién 1.2.9. Sea G un grupo dotado de un orden <. §i g y h son
dos elementos positivos en G tales que g < h™ para algin entero positivo n,
entonces g~ hg € G.

Demostracién. Sean el menor entero positivo tal que g < h™. Si g *hg < id,

entonces hg < g < k™, por lo que g < h""1, lo cual contradice la definicién
de n. 0

Proposicién 1.2.10. Sean G un grupo ordenado, g € G, h€ G y f € G+.
Si g < h y existe un entero positivo n tal que f < (g7 h)", entonces gf < hf.

Demostracién. Por la proposicién anterior, id < f~*(g7*h)f = (9f)~*(hf),
de donde se deduce que gf < hf.
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O

El siguiente lema sobre sucesiones “casi subaditivas” es bastante conocido.
Una demostracién de éste, puede encontrarse en {12, lema 2.2.1, p. 34].

Lema 1.2.11. Sea (an)nez una sucesion de niumeros reales. Suponga que
existe una constante C' € R tal que

lam+n — Qi — anl S C

para todo m,n en Z. Entonces existe un tnico p € R tal que la sucesidn
(lan — np|)nez €s acotada. Ademds p coincide con el limite de la sucesion
(an/n) cuando n tiende a oo (en particular, dicho limite eziste).

La siguiente proposicién es debida a Conrad [4].

Proposicién 1.2.12. Si G es un grupo ordenado con un orden = arquime-
diano, entonces < es bi-invariante.

Demostracién. Sea h € (. un elemento arbitrario. Debemos probar que
g 'hg € G4 para todo g € G. Si g € G esto resulta de la proposicién 1.2.9.
Supongamos que g € G_ es tal que g~thg € G_. Entonces g7'h7'g € G,.
Como ¢! € G, por el caso anterior se tiene g(g~*h g)g™* € G4. Por lo
tanto, h™! € G, lo cual es una contradiccién. O

El siguiente teorema, debido también a Holder (ver [13]), representa el
resultado més importante de esta seccién. Una demostracién alternativa a la
que daremos aparece en (3, teo. 1, p. 45].

Teorema 1.2.13. Si G admite un orden arquimediano, entonces G es iso-
morfo a un subgrupo de (R, +).

Demostracién. Por la proposicién 1.2.12, si < es arquimediano entonces
=< es bi-invariante. Fijemos un elemento positivo f en G. Como =< posee la
propiedad arquimediana, para cada ¢ € G y cada p € N existe un unico
entero g = q(p) tal que f? < g < fIT.

» El siguiente limite existe.

lfm {g 1< gP < f‘?“} . (1.1)

p—oo | P
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En efecto, si

fq(px) < gP < fq(p1)+1 (1.2)

fate2) < gP? < falptL (1.3)
entonces multiplicando a derecha por f42) en (1.2), obtenemos que
%

fq(m) fq(pz} < g7 fq(pz) = fc;(pl)-+q(pz)+2_

Multiplicando a izquierda en (1.3) por g™, se tiene que
gqu(pz) < gPigP? < g™ fq(Dz)-H.

Multiplicando la desigualdad g”* < f®)+1 (debida a (1.2)) a derecha
por faP2)+1 ohtenemos g7 faP+1 < falP+am)+2 Por Io tanto,

fq(p1)+q(p2) < giﬂri-pz - fq(p1)+q(m)+2’

de donde se obtiene que g(p1) + q(p2) < q(p1 +p2) < q(p1) + q(p2) + 1.
La afirmacidén resulta entonces del lema 1.2.11.

Denotaremos ¢(g) al limite dado por la expresién (1.1). Observe
que el valor de ¢(g) es finito. En efecto, para g € G existe n € Z tal
que f* < g < ™. Luego,

™ =< gP < f(n+1);v}
de donde se concluye que

ljp—1
p—co p p—cs

=n-+1.

» La aplicacién ¢ : G — (R, +) es un homomorfismo.
~ Sean g, g» elementos arbitrarios de G. Si f# < gP < fa+ly fo <
g5 < f#*! entonces por la bi-invariancia de < tenemos
fqrhn =< 9?9; =< fq1+q2+2
fcn-{»qz = gggf ~ fq1+qz+2.

Se verifica fcilmente por induccién que gfg% < (9192)? < ghg?, o bien
3597 = (9261)" = gl gh. Por lo tanto,
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ffn+q2 =< (ngz)p j fcn+q2+2,

por lo que

8(g) +d(g2) = lim L4 1im B
: p—oo P p—oa P
lim q1+ g2
p—oo D
p—00 D

= ¢(9192)-

= Fl homomorfismo ¢ es inyectivo.

Observe que ¢ preserva orden, es decir, si g; < g, entonces ¢(g;) <
#(g2). Note ademds que ¢(f) = 1. Sea h un elemento de G tal que
@(h) = 0. Supongamos que h # id. Existe entonces un entero n tal que
h™ = f. De lo anterior se concluye que 0 = n¢(h) = ¢(h™) > o(f) = 1,
lo cual es absurdo. Luegpo, si ¢(h) = 0 entonces h = id, lo cual prueba

que ¢ es inyectiva. O

A modo de observacién referente al enunciado del teorema anterior, es
importante decir que Hoélder supuso una hipdtesis més fuerte (que la que se
utiliza en estas notas) para el orden < en G: él supone a priori que < es
bi-invariante (ademds de asumir que éste posee la propiedad arquimediana).
El teorema en toda su generalidad fue demostrado por Conrad.

1.3. La propiedad de Conrad

Recordemos que un grupo G admitiendo un orden = tiene la propiedad
de Conrad si para todo par de elementos positivos h, g en G, existe n € N
tal que hg™ > g. Los grupos que satisfacen esta propiedad son llamados
C-ordenables, y el orden correspondiente < es llamado un C-orden.

Elresultado que se presenta a continuacién posee una demostracion dindmi-
ca, la cual serd expuesta en el segundo capitulo de este trabajo. La de-
mostracion algebraica propuesta aqui es debida a la tesista.
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Proposicién 1.3.1. Si X es un C-orden en un grupo G entonces para todo
f=id yh = id se tiene fh* = h.

Demostracién. Sea = un orden para el cual existen f = idy g > iden G
tales que fg? < g. Tenemos entonces que id < g < g~ *f~'g = (fg)~'g, por
lo que '

Fa* < (fg9)"'g=(fo)"*fg’
2 (fa)" %= (fo)"*fd°
= (fo)" %9 = (fo)" *fq’
3 fq°
< g

Por lo tanto, (fg)" < g para todo n € N, por lo que f(fg)" < fg para
todo n € N. Luego, si escribimos h = fg, concluimos que existen f > id y
h > id en G tales que fh™ < h para todo n € N, lo cual implica que < no es
un C-orden. 0

Observacién 1.3.2. En la siguiente seccién probaremos que si < es un C-
orden entonces fg"™! > g" para todo n € N, condicién que es equivalente a
g "fg"* = id para todo n € N.

La proposicién a continuacién nos entrega condiciones necesarias y sufi-
cientes para que un orden en un grupo G posea la propiedad de Conrad.

Proposicién 1.3.3. Si G es un grupo admitiendo un orden <, entonces las
tres propiedades siguientes son equivalentes:

(i) Para todo g y h elementos positivos en G existe un entero positivo n
tal que (hg)"™ > gh;

(ii) para todo id < g < h eziste un entero positivo n tal que g th"g = h;

(iii) para todo par de elementos positivos g, h en G eziste un entero positivo
n tal que hg™ > g.
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Demostracién. Si g < h, entonces g~'h » id. Luego si admitimos (i),
entonces existe n € N tal que

g h'g = (g7'hg)" >~ g9~ h = h.

Asi (i) implica (ii). Si id < g, entonces h < hg. Luego si aceptamos (ii),
entonces existe n tal que (gh)™ = h=1(hg)"h = hg. De esta manera obtenemos
que (ii) implica (i). Si (i) es falsa, entonces

h(gh)" < h(gh)"g = (hg)""" < gh

para todo n € N, por lo que (iii) es falsa. Luego (iii) implica (i). Si g < A,
entonces g = h < hg; luego con n = 1 obtenemos (iii). Si g > h > id, entonces
g = hf, donde f = h~!g > id. Si admitimos (i) entonces (hf)" > fh para
algin entero positivo n. De este modo,

hg™ = h(hf)" > hfh = gh > g.
Luego (i) implica (iii). 0
La siguiente caracterizacién de un orden Conrad tiene como consecuencia

que todo subgrupo finitamente generado de un grupo G es C-ordenable si y
s6lo si G es C-ordenable. Para una demostracién ver [12].

Proposicién 1.3.4. Sea G un grupo. G es C-ordenable si y sdlo si para todo
subconjunto finito {g1,...,gr} de G \ {id} eziste una eleccion de exponentes
€1, ..., e, en {—1,1} tal que id no pertenece al menor semigrupo {{g;*, ..., g5"))
que satisface simultdneamente las siguientes dos propiedades:

(i) éste contiene todos los elementos de la forma g;*,

(ii) para todo par de elementos g, h en el semigrupo, el elemento g~'hg®
también pertenece a él

1.3.1. Subgrupos convexos

Sean < un orden en un grupo G y H un subgrupo de G. Diremos que H
es convexo en (G (respecto a =) si para todo g€ G, hy € Hy ho € H,

hy = g = hy implica que g € H.
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Equivalentemente, podemos decir que H es convexo en G si para todo
geGyheH,

id < g = h implica que g € H.

Note que G y {1} son subgrupos convexos en G. A los restantes subgrupos
convexos en (& se le denominara no triviales o propios.

Ejemplo 1.3.5. Si consideramos el orden lexicografico en G = Z& Z, el cual
es bi-invariante (ver el ejemplo 1.1.14), entonces el conjunto {(0,m) : m € Z}
es el unico subgrupo convexo propio de G.

Para probar esto, escribamos H = {(0,m) : m € Z}. Claramente H es un
subgrupo propio de G.

Si (0,0) < (ny,nz) < (0,m) entonces n; =0y 0 < ny < m. Por lo tanto,
tenemos que (ny,n2) € H, y por consiguiente H es convexo.

Sea ahora H' un subgrupo convexo conteniendo estrictamente a H. Si
(my,mg) € H'\ H entonces m; # 0. Como (0, my) pertenece a H, tenemos
que (my,0) estd en H', y por convexidad H' contiene a {(m,0) : m € Z}.
Luego, H' = Z2.

Como primera propiedad a mencionar, tenemos que el conjunto de to-
dos los subgrupos convexos de un grupo G es (totalmente) ordenado por
inclusién. Para demostrar esto consideremos dos subgrupos convexos H y H'
de G, y supongamos que h' € H'\H. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que k' € G, (en caso contrario h'~! € G;.). Tomemos h € HNG,.
Entonces id < h < k', porque H es convexo y h' ¢ H. De este modo h € H’
y HN G, C H'. Pero como H' es un grupo, concluimos que H C H'. Asi,
el conjunto de todos los subgrupos convexos de un grupo es (totalmente)
ordenado por inclusién.

Como consecuencia de lo anterior se deduce que tanto uniones como in-

tersecciones arbitrarias de subgrupos convexos de GG son subgrupos convexos
de G.

Proposicién 1.3.6. Si H es un subgrupo convezo de G y g € (G\ H)NG,,
entonces Hg C (G \ H) N G4.

Demostracién. Si h € H entonces h™' < g, pues de lo contrario id < g =
k=1, lo cual implicarfa que g € H. Por lo tanto, id = hh™! < hg. O

Note que cambiando h por ! en la demostracién anterior, también se
tiene que gH C (G \ H) NG (esto es importante de remarcar, pues H no
es necesariamente normal).
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Los tres lemas que se presentan a continuacién son de gran utilidad para
demostrar el teorema 1.3.13, el cual representa un importante resultado en
este trabajo.

Lema 1.3.7. Supongamos que G satisface las propiedades de la proposicion
1.3.8 Sean g € G y f,h en G4. St g < f™ y h < f" para ciertos enteros
positivos m y m, entonces eriste un entero positivo | tal que gh < f*.

Demostracién. Supondremos sin pérdida de generalidad que m = n. De la
hipétesis o < f™ obtenemos que gh < gf™. Debido a esto, si demostramos
que existe un entero positivo r tal que f* < g1 f7, entonces gf™ < fT, por
lo que gh < f7. Supongamos por contradiccién que g=' f” = f™ para todo r.
Entonces g~! f**! < f™ para todo | > 0. Pero g < f™, por lo que f'g < f**
y g flg < g7l f"H < f* para todo [ > 0. De esta manera obtenemos que
g~ (f™)g < f™ para todo I > 0. Sin embargo, esto contradice la propiedad
(i1) del lema 1.3.3. 0

Antes de enunciar el segundo lema, es importante introducir el concepto
de cubrimiento para subgrupos convexos. Si H y H' son dos subgrupos con-
vexos de G, diremos que H’' cubre a H si no existe subgrupo convexo T' de
H' talque HCT C H' y H# T s H'. Si H cubre a H, entonces el par
(H, H') es llamado salto convezo (ver [2]).

Lema 1.3.8. Asumamos que G satisface las propiedades de la proposicién
1.3.3. Si H y H' son subgrupos convezros de G tales que H' cubre a H y si
f, h pertenecen a (H'\ H) NG, entonces existe un entero positivo n tal que
f™ = h. En particular, si G no contiene subgrupos convexos propios, entonces
G es isomorfo a un subgrupo del grupo aditivo de los mimeros reales.

Demostracién. Supongamos via contradiccién que f™ < h para todo entero
positivo n (obseve que si f* = h, entonces f** = hf" > h). Sea § = {9 €
G :id < g < f™ para algtin n}. Claramente S es un subconjunto convexo, y
por el lema anterior S es un semigrupo dentro de G. Consideremos F = S U
S~1U{id}, donde S = {g€ G : g7* € S }. Vamos a demostrar que F es un
subgrupo de G. Lo primero que afirmamos es que si g es un elemento de F,
entonces g~! € F, pues si g € F, entonces g =id, g € S 0 g € S™*. Luego,
tenemos que g~ = id, g7' € S7! 0 g € S. De esta manera, obtenemos que
glePF.
Supongamos ahora que g; y g2 son elementos de F.
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» Si una de las tres igualdades g; = id, go = id 0 g1g2 = id es satisfecha,
entonces ¢,g2 € F. Ahora si g1, g, pertenecen a S, entonces debido a
que S es un semigrupo tenemos que g1g2 € F. Por ultimo, si g1,92
pertenecen a S”!, entonces g3'g7! = (g192)"" € S. Luego, (q192) €
S'CF yasigigz€F.

» SigieSypcE S~!, entonces g1g> < 1.

(i) Si id < g19a, entonces id < gig2 < g1. De esta manera, como g, €
S, obtenemos que g,92 € S, y por consiguiente en F.

(i) Si id > 192, entonces id < (g1g2)™" = g7 gr*. Como g7' < id
tenemos que g; g7 < g5 . Concluimos que (g192)"! € S, ya que [ =
S. De esta forma, obtenemos que (g1g2)"" € Sy, por lo tanto, gig» €
F.

= Supongamoé ahora que g € Sy g1 € S7.

(i) Si 9192 ¥ 9291 pertenecen al cono positivo G+ de G, entonces debido
a la afirmacién (i) del lema 1.3.3 obtenemos que

go = g2g197" < (g7'9201)" = g7 'g5 g para algin n € N.

De esto concluimos que id < g1g2 < 591 < g5,y asi g192 € F.

(ii) Si g1g2 ¥ g2g1 pertenecen a G, entonces (9192)"" v (g291)" son
elementos de G.. Por lo que cambiando g1 por g7'y g2 por g5 en (i),
obtenemos que g1g2 € F.

(iii) Si g192 € G+ ¥ 9291 € G-, entonces g7lg;* € G4 Luego, debido
a la afirmacién (iii) del lema 1.3.3, tenemos que gz < (9795 ") g5 para

algin n € N. Luego, id < g192 < @' yasi g € F.

Hemos obtenido que F es un subgrupo de G. Ademas, debido a que S es
convexo, tenemos que F es un subgrupo convexo de G.

Si g € HNGy, entonces g < f ya que en el caso contrario id = f < g con
g € H y asi f seria un elemento de H. De esta forma H NGy C F, y como
F es un grupo, esto implica que H C F. Notemos que H # F, pues f es un
elemento de F que no esta en H. Si g € F NG, entonces de id = g < Vi
con f* € H' se concluye que g es un elemento de H'. Por lo tanto, F C H".
Ahora, como h es un elemento de H’, el cual no estd en F, obtenemos que
F # H'. Podemos concluir entonces que H C Fc H yH#F#H. Sin
embargo, esto contradice el hecho que H’ cubre a H, lo cual completa la
prueba de la primera afirmacién del lema.
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Ahora, si G no posee subgrupos convexos propios (es decir sélo 0 y G
son subgrupos convexos de ), entonces de la primera parte se deduce que
=< es un orden arquimediano para (. Por el teorema 1.2.14, (7 es isomorfo a

Corolario 1.3.9. Supongamos que G satisface las condiciones de la proposi-
cion 1.3.3. Entonces el orden < es arquimediano si y sélo si G no contiene
subgrupos convexos propios.

Lema 1.3.10. Supongamos que GG satisface las condiciones de la proposicion
1.8.8. §i H y H' son subgrupos converos de G tales que H' cubre a H,
entonces H es normal en H'.

Demostracién. Consideremos g=! € (H'\ H)NG-. Demostraremos primero
que g~ 'hg < g~!, para todo h € H.

Por la proposicién 1.3.5, h~1¢g7' € (H'\ H) N G.. Asi debido al lema
anterior (R"'g™!)" = g~!, para algin n € N. Entonces si usamos la proposi-
cién 1.2.1, obtenemos que g~'(h™*g™!)g = id y de esta forma g 'hg < g™
Consideremos ahora h € H y supongamos que g~*hg € H'\ H. Si g"'hg €
(H'\ H)N G, entonces por el lema anterior existe n € N tal que

g thmg = (g7 hg)" > g7,

pero h* € H, asi g~'h™g < g~'. En caso contrario, si (g7 hg)™! = g7*h7g
es un elemento de (H'\ H) N G4, entonces

g g = (g7 hTlg)m - g7

pero k™" € H, asi g"'h ™™g < g~*. Luego g"'Hg C H.

Para demostrar la contencién contraria, es decir que H C g~'Hg, usare-
mos el hecho que para cada h € (H'\ H)NG, existe n € N tal que h™ > g~ .
Si asumimos la condicién (ii) del teorema 1.3.3, entonces existe m € N tal
que (g~ th"g)™ > h™. Luego, ' '

(97 hg)"™ € (H'\ H) NGy,
y por lo tanto
g thg € (H'\ H)NGy,

de lo cual se concluye que
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g {(H'\H)NGy]gc (H'\ H)NGCy,

g~H(H'\ H)g C (H'\ H),

luego g~'Hg C H y de esta manera concluimos para este caso que H es
normal en H', es decir g7 'Hg=H.

Ahora, si consideramos g=!' € (H'\ H) N G_ y definimos n(h) = g™ 'hg
para todo h € H, entonces usando (debido a lo anterior) que n(H) = H,
obtenemos que 7} (n(H)) = 7~1(H), lo cual implica que =~ }(H) = H.

El teorema que se presenta a continuacién nos proporciona una condicién
necesaria y suficiente para que un orden en un grupo GG posea la propiedad
de Conrad en términos de sus subgrupos convexos.

Teorema 1.3.11. Las siguientes propiedades de un grupo ordenado G ad-
mitiendo un orden < son equivalentes:

(1) para cada par de elementos g,h en G, ezxiste un entero positivo n tal
que (hg)"™ > gh,

(i1) st H y H' son subgrupos converos de G tales que H' cubre a H, entonces
H es normal en H' y H'/H es isomorfo a un subgrupo de (R, +).

Demostracién. El hecho que (i) implica (ii) resulta inmediatamente de los
tres lemas anteriores.

Reciprocamente, supongamos que (& satisface (ii), y consideremos dos
elementos g y h en G. Primero asumamos que 2 = g. Sean G la interseccidn
de todos los subgrupos convexos de G que contienen a g y G, la unién de
todos los subgrupos convexos de GG que no contienen a g. Entonces, debido a
lo mencionado al comienzo de esta seccidn, G¢ y G4 son subgrupos convexos
de G, y claramente GY cubre a G. De esta manera, G?/G|, es isomorfo a un
subgrupo del grupo aditivo de los niimeros reales. Usando las propiedades de
(R, +), obtenemos que existe un entero positivo n tal que

(hg)"Gq = [(hG,)(gG)I" > (9G4)(hG,) = gh(Gy)
Por lo tanto, (gh) !(hg)"G, es positivo en G9/Gy. Esto implica que (hg)™ >
gh. El caso en que g < h es andlogo. O

Note que el iltimo paso de la demostracién es vélido para n = 2, lo cual
estd directamente relacionado con la validez de la proposicién 1.3.1.
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Proposicién 1.3.12. Sea G un grupo edmitiendo un C-orden <. Consider-
emos una palabra W(f,g) = f™g™ ... fMeg™ tal que Y ,m; >0y Y n; > 0.
Si f=idyg>idenG, entonces W(f,g)~id en G.

Demostracién. Debido a que el conjunto de subgrupos convexos de un

grupo (G es totalmente ordenado, tenemos que analizar los siguientes tres
casos:

Caso 1. Si G, C Gy, entonces g € Gy ya que G, es (por definicién) el mayor
subgrupo convexo de G que no contiene a g. Para todo h € G/ deno-
taremos su clase en G/ /G por [h]. Consideraremos < en G/ /Gy. De
esta manera, [g] = i¢d y [f] > id. Por lo tanto,

W(f9] = [f™g™.. fmg™]
= [f™lg™). [F™]lg™]
= [f=™]
= [f]zmx‘
> 0

Se concluye que W(f,g) > id.

Caso 2. Si Gy C Gy, entonces f € G4. Cambiando f por g en la demostracién
anterior, se obtiene (para este caso) que W(f,g) > id.

Caso 3. Si G, = G; = Gy, entonces G = G9 = G?, y por consiguiente ni f ni
g pertenecen a Gy. Debido al teorema 1.3.11, G°/G) es isomorfo a un
subgrupo no trivial de R. De esta manera, el orden = es arquimediano
en G°/G), y entonces G°/G es abeliano. Por lo tanto,

W(f,9)] [P gy TR
[F™ (g™ ] [F™*)g™]
= [fE™|[g="]

= - [f]&="[g]=™

> 0.

I

Il

Concluimos que W(f,g) > id.
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1.3.2. Indicabilidad local

El teorema a continuacién es debido a Conrad.

Teorema 1.3.13. Sea G un grupo finitamente generado. Si < es un C-orden
en G, entonces existe un homomorfismo no trivial ¢ : G — (R, +).

Demostracién. Sea < un C-orden en (. Debido al teorema 1.3.10, si H
y H' son subgrupos convexos de G tales que H' cubre a H, entonces H es
normal en H' y H'/H es isomorfo a un subgrupo (no trivial) de (R, +).

Si G no posee subgrupos convexos propios, entonces (G es isomorfo a
un subgrupo de (R,+). En caso contrario, es decir, si existe (al menos) un
subgrupo convexo propio de ¢, razonamos como sigue.

Sea F' = {f1,..., fr} un conjunto generador de G, formado por elementos
dos a dos distintos y positivos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
f1 es el mayor elemento relativo a <. Sea C la unién de todos los subgrupos
convexos de G que no contienen a fj.

Afirmacién. G cubre a C.

Supongamos que C’ es un subgrupo convexo de G tal que C ¢ C' C G.
Entonces existe (al menos) un elemento en C’ que no pertenece a C. Por
la manera en la que fue definido C, tenemos que f; € C’. Luego, podemos
concluir que F € C'. De esta manera, como I genera G, obtenemos que C’
=G

De esta forma, G cubre a C y G/C es isomorfo a un subgrupo no trivial de
(R, +) debido al teorema 1.3.11. Llamemos 1 al isomorfismo correspondiente.
Consideremos la aplicacién ¢ : G — (R, +) tal que ¢ =1 op, donde p es la
proyeccién candnica, la cual envia g en su clase g en G/C.
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¢
G (R,+)
p
Y
G/C
Figura 2

La aplicacién ¢ es un homomorfismo, pues ella es la composicién de dos
homomorfismos. Ademds, ¢ es no trivial, pues si lo fuera se tendria que
1(g) = 0 para todo g € G/ C, lo cual es absurdo ya que la imagen de ¢ es
no trivial. 0

El siguiente resultado es debido a Conrad. La demostracién que se pre-
senta en este trabajo fue extraida de [15].

Proposicién 1.3.14. Si G es un grupo C-ordenable entonces es localmente
tndicable.

Demostracién. Si H es un subgrupo no trivial finitamente generado de G,
entonces H es C-ordenable con el C-orden inducido por G. Debido al teorema
1.3.13, existe un homomorfismo no trivial de H en Z". De esta manera,
componiendo este homomorfismo con la proyeccién de Z" en Z, obtenemos
un homomorfismo epiyectivo ¢ : H — Z. O

El reciproco de la proposicién anterior es debido a Brodskii ([3]) y Remthulla-
Rolfsen ([15]). La demostracién que se presenta a continuacién, la cual se
apoya sobre la proposicién 1.3.1, ha sido tomada de [12].

Proposicién 1.3.15. Todo grupo localmente indicable es C-ordenable.
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Demostraciéon. Necesitamos verificar que todo grupo localmente indica-
ble G satisface la condicién en la proposicién 1.3.4. Sea {g,...,gr} una fa-
milia finita de elementos en G \ {id}. Por hipétesis, existe un homomor-
fismo no trivial ¢, : (g1,...,gx) — (R, +). Sean 1iy,...,7x los indices tales
que ¢1(g;;) = 0. Otra vez por hipétesis, existe un homomorfismo no trivial
©2 1 (Giy5 - Gip,) — (R, +). Consideremos i}, ..., 7} los indices en {iy, ..., i/}
para los cuales qég(gi;) = 0. Podemos continuar el proceso y elegir un ho-
momorfismo no trivial ¢3 : (gu, .., g9¢,) — (R, +)... Note que este proceso
deberfa finalizar en un nimero finito de pasos (de hecho, éste para en a lo
més k pasos). Ahora, para cada i € {1,...,k} elegimos el tinico indice j(z) tal
que ¢j;(;) estd definido sobre g; y ¢;4)(g:) # 0. Consideremos

ni € {-1,1} tal que ¢;i;(g/") > 0.

Afirmamos que esta eleccién de exponentes es “compatible”. De hecho, para
cada fndice j y cada f, ¢ para los cuales ¢; estdn definidas se tiene que

o;(f 7 af?) = &;5(f) + ¢5(9).

De esta manera, tenemos que ¢;(g) > 0 para todo g € ({(g7",..., g7*)). Mds
aln, si ¢;(g) = 0 entonces g € ((g?l”,...,g?:f’)). En este caso, el mismo

argumento anterior muestra que ¢,(g) > 0, obteniendo la igualdad si y

g
Prtt

, ; i 5 :
sélamente si g € ((g, ', ..., g,*"))... Continuando con este razonamiento, con-
1

cluimos que ¢;(g) debe serkestrictamente positivo para algin indice j. De
esta manera, tenemos que ¢;(f g f?) > 0 para todo par de elementos f, g en
(1", ...,g{*)), y por lo tanto, el elemento f~'gf? no puede ser igual a la iden-
tidad. De esta forma, concluimos que id ¢ {(g7', ..., g/*)), y por consiguiente

que G es C-ordenable. 0



Capitulo 2

La teoria dinamica

2.1. Acciones por homeomorfismos de la rec-
ta

En lo que sigue, hablaremos de accién sobre la recta pensando en una
accién sobre la recta por homeomorfismos que preservan orientacion. El sigu-
iente teorema representa el punto de partida en nuestro estudio de la dindmica
de grupos ordenables.

Teorema 2.1.1. Un grupo infinito numerable G actia de manera efectiva

sobre la recta por homeomorfismos que preservan orientacion si y sélo si es
ordenable.

Demostracién. Supongamos que G actia de manera efectiva sobre la recta
por homeomorfismos que preservan orientacién. Consideremos una sucesion
(z,) densa en R y definamos g < h si ¢ = h o si el menor indice n para el
cual g(z,) # h(z,) es tal que g(z,) < h(z,). Claramente < es un orden.

Reciprocamente, supongamos que < es un orden en . Escojamos una
numeracién (g;) de G, hagamos t(gy) = 0, y supongamos que t(go), ..., £(g:) ya
han sido definidos. Si g;;1 es mayor que gy, ..., g; (respectivamente menor), en-
tonces definimos t(gi1) = max{t(go), ..., t{g:) }+1 (resp. min{t(go), ..., t(gs) } —
1). Finalmente, si g < gi+1 < gn para ciertos m,n en {0,...,i}, y si g; no
estd entre ¢, v ¢g» para ningin 0 < j < i, entonces definimos #(gi+1) =
(t(gm) + t(gn))/2. De esta manera, hemos obtenido una accién de G sobre
t(G) por g(t(g:)) = t(9g:)-

Afirmamos que esta accién se extiende continuamente a la clausura de
t(G). En efecto, si a estd en la clausura de t(G), entonces existe una sucesién

33
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(hs) en G tal que a = lim,,_o, t(h,). Afirmamos que lim,_.; g(t(h,)) existe.
Para probar esto, dado & € N diremos que fi, f> en GG estan k-cercanos si
la posicién relativa de ambos respecto a go, g1, ..., gx €s “casi” la misma. De
manera mds precisa, si gi,, gi,, ---, gi, €S €l reordenamiento de gq, g1, ..., gx de
acuerdo a <, y 8i g;; < f1 < gi,.,, entonces gi._, < fa < gi;,,-

Resulta directamente de la construccién lo siguiente: dados e >0y M >
0, existe k = k(e, M) € N tal que

si ¢(f1) v t(f2) pertenecen a [—AZ, M|, entonces dist(¢(f1),t(f2)) <esiy
sélo si f; v fo estdn k-cercanos.

Observe que si € — 0y M — oc, entonces k — 00.

Teniendo esto en mente, probaremos que la sucesién g(t(hy,)) = (t(ghn))
es de Cauchy. Fijemos M > 0 tal que todos los puntos t(h,) y t(gh,) estdn
en [—M, M| (se verifica fécilmente la existencia de un tal M). Dado € > 0,
tomemos €' > 0 tal que

{g_;QO:-"rg_lgks} C {901'"19-’@‘} (*)

Como t(h,) converge al punto a € R, existe N € N tal que, siny > Ny
ng = N, entonces dist(t(hy, ), t(hn,))< €. Esto implica que hp, ¥ hn, estdn
E(er ary-préximos. Por (*), hn, ¥ hyn, casi tienen la misma posocién relativa
a {g7'90,---,67 " gx. }, lo cual implica que gh,, y ghn, casi tienen la misma
posicién relativa a {gq, ..., g, }- Por lo tanto, dist(t(ghs, ), t(ghn,))< €, lo cual
prueba que (#(gh,)) es de Cauchy.

Podemos definir entonces que

g(a) = lim g(t(h’n)) = lim g(t(hn))
n—oco n—oo

Por un argumento estdndar de concatenacién, el limite no depende de la
sucesién (h,) escogida verificando t(h,) — a. Ademds, la extensién obtenida
es necesarimente continua.

Finalmente, extendemos la accién a toda la recta de modo que cada apli-
cacién g sea afin sobre cada intervalo del complemento de la clausura de
t(G). La accién asi obtenida es efectiva, pues para cada g # id se tiene

g(t(id)) = t(g) # t(id). O

Observacién 2.1.2. Fijado un orden < ademds de una numeracién (g,) de
un grupo numerable G, llamamos realizacién dindmica a la accién construi-
da en la demostracién del teorema precedente. Daremos a continuacién dos
interesantes propiedades de dicha realizacién.
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(i) Si G es un grupo no trivial, entonces ninguna realizacién dindmica
asociada a G admite puntos fijos globales.

€(f) 90 t(g)

Figura 3

En efecto, si G es no trivial entonces de la construccién de la real-
izacién dindmica se deduce facilmente que para cada n € N ezisten f, g
en G tales que {(f) = —n y t(g) = n. Si x5 € R y n es suficientemente
grande, esto implica que t(f) < x5 < t(g). Para h = gf~! obtenemos
entonces h(zp) > zo, ya que

t(f) <o < (g),

implica que
h(t(f)) < h{zo) < h(t(g)),
por lo que
zo < t(g) < h(zo).

Por tanto, tenemos que zy no es un punto fijo de h. De esta man-
era, obtenemos que ninguna realizacién dindmica asociada a G admite
puntos fijos globales.

(ii) Si f es un elemento de G cuya realizacién dindmica admite dos puntos
fijos @ < b (que pueden ser iguales a £00) de modo que ]a, b[ no contiene
puntos fijos de f, entonces existe g € G tal que t(g) €]a, b[.

Supongamos por contradiccién que |a, b[ no contiene puntos de la
forma t(g). Entonces f en ]a,b| debe extenderse (por construccion)
de manera affn al intervalo [a,b], por lo que f = Id en ]a,b[, lo cual
contradice el hecho que f no tenga puntos fijos en este intervalo.

La propiedad anterior estd representada, por ejemplo, en la siguiente figu-
ra:
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a t(g) b

Figura 4

En el teorema anterior vimos que el hecho que un grupo (numerable)
admita un orden es equivalente a que este 8rupo actue efectivamente sobre
la recta. Los dos lemas siguientes dicen que el hecho que G actie libremente
sobre R estg estrechamente relacionado con la posiblidad que G posea un
orden arquimedeano.

Lema 2.1.3. $i G es un grupo que actia libremente por homeomorfismos de
la recta, entonces G admite un orden tota] bi-invariante Y arquimediano.

la cual g < h si 9(z) < h(z) para algin z € R (equivalentemente, para todo
T € R, pues debido a que la accidn es libre, si g € Homeo, (R) cumple que
9(x) > z para algin z € R (respectivamente 9(%) < z), entonces el grafico de
g stempre esté por sobre la, diagonal (respectivamente e] grafico de g siempre
estd por debajo de la diagonal)). Claramente esta relacién de orden es total.

Demostremos que el orden < es bi-invariante. La invariancia a izquierda
es clara, pues G actia por homeomorfismos que preservan orientacién sobre
R. La invariancia a derecha, es decir, quegf <hfsig<h para todo f € G,
resulta del hecho que g < himplica g(z) < h(z) para algin z. Como Ia accién
es libre, tenemos que g(z) < h{z) para todo z Y en particular, se obtiene que
9f(z) < hf(a).

Nos falta probar la arquimedianidad de <. Es decir, queremos probar que
para todo f,g en G, con g # id, existe n € Z ta] que g"(z) > f(z) para
algin z € R, Supongamos sin pérdida de generalidad que g > id, es decir
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que g(x) > z para todo x € R. La sucesién (g"(x)) es entonces decreciente.
Afirmamos que ella es no acotada. En efecto, si lo fuese entonces tendria un
limite a = lim,_, ¢"(2), lo cual implicaria que

g(a) = g(lim,_.o g™(x)) = lim,_., g"*}(z) = q,

contradiciendo la hipotesis de libertad. Por lo tanto, existe n € N tal que
g"(z) > h(z), lo cual implica que g" > h. a

2.2. Version dinamica del teorema de Holder

Recordemos que si G admite un orden arquimediano entonces G es iso-
morfo a un subgrupo de (R, +).

Sabemos ademés (de la demostracién del teorema 1.2.13) que si fijamos
un elemento positivo f en (, entonces para cada g € G y para cada p € N
existe un nico entero q = q(p) tal que f¢ < ¢ < f9*!. La aplicacién ¢
definida de manera tal que '

#(g) = lim {% : f"jg"<f"+1},

p—co

es un isomorfismo ordenado (es decir, preserva orden) GG y un subgrupo de

(R, +).

Como consecuencia de lo anterior y del lema 2.1.3 se tiene que los tinicos

grupos que pueden actuar libremente por homeomorfismos de la recta son los
subgrupos de (R, +).

Supongamos que GG es un grupo que actia libremente sobre la recta.
Debido al lema 2.1.3, G admite un orden bi-invariante y arquimedeano = tal
que si g,h € G, entonces g < h si g(z) es menor a h(z) para algin z € R.
Este orden permite construir un isomorfismo ¢ entre G y un subgrupo de
(R,+). A continuacién demostraremos la siguiente afirmacién: la accién de
G sobre R por Homeo,(R) es semiconjugada a la accién por traslaciones
correspondiente.
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Definicién 2.2.1. Dos acciones ¢; y ¢2 de un grupo G por homeomorfismos
que preservan orientacién de R son topoldgicamente semiconjugadas si existe
¢ : R — R continua y no decreciente tal que po,(g) = ¢2(g)p para todo
g € (. Si existe ¢ € Homeo, (R) verificando lo anterior, entonces se dice que
@1 y @2 son dos acciones topoldgicamente conjugadas.

Si ¢(G) es isomorfo a (Z,+), entonces la accién de (G es conjugada a la
accion por traslaciones enteras de la recta. Si estamos en el caso contrario,
entonces el grupo ¢(G) es denso en (R, +). Para cada punto z de la recta

definimos
o(z) = sup{é(h) € R : h(0) < z}
=  es una funcién no decreciente, pues si r < y entonces
{heG:h(0) <z} C{heG:h(0) <y}
por lo que
' (z) = sup{h € G : h(0) < 7} < sup{h € G+ h(0) < 4} = oly).

= Se tiene p(h(z)) = ¢(z) + ¢(h) para todo z € R y todo h € G.

En efecto, si escribimos h(z) =y € R, entonces

p(h(z)) = ¢(y) = sup{s(g):g(0) <y}

= sup{¢(hg) : hg(0) < h(z)}
sup{@(h) + #(g) : g(0) < z}

sup{é(g) : 9(0) < x} + @(h)

= p(a) + ¢(h).

I

» @ es una funcidn continua, pues si no lo fuera entonces R \ ¢(R) (es
decir, el conjunto Salt(y) de los saltos de la funcioén ) seria abierto, no
vacio e invariante por traslaciones de ¢(G), lo cual es imposible porque
#(G) es denso en R.

Para demostrar la invariancia de Salt (i) escribamos Salt(y) = R\p(R).
claramente, éste es abierto y no vacio. Ademads, como



CAPITULO 2. LA TEORIA DINAMICA 39

Tog)(Salt(p)) = Tu(R\ o(R)
= R\ Ty (e(R))
= R\ p(g(R))
= R\ ¢(R))
‘= Salt(y),

Salt(y) es invariante por traslaciones de elementos en ¢(G).

2.3. Version dinamica de la bi-invariancia

Siguiendo [12], diremos que la accién de un grupo G por homeomorfismos
de la recta que preservan orientacién es esencialmente libre si para todo
elemento g € G se tiene de manera excluyente que g(z) < z para todo
z € R o bien g(z) > z para todo x € R. La proposicién a continuacién,
debida esencialmente a Ghys [8], entrega una contraparte algebraica para
esta nocidn. -

Proposicién 2.3.1. Un grupo numerable G admite una accién esencial-
mente libre sobre la recta si y sélo si es bi-ordenable.

Demostracién. Si G es bi-ordenable entonces la accidn sobre la recta de
la realizacién dindmica asociada a cualquier numeracién de éste es esencial-
mente libre. En efecto, si g = id entonces gg; > g¢; para todo g; € G, ¥
entonces g(t(g;)) = t(gg:) > t(g;). Debido a la construccién de la realizacion
dindmica, tenemos que g(z) > z para todo * € R. Andlogamente, tenemos
que si g < id entonces g(z) < x para todo = € R. De esta manera, obtenemos
que la accién es esencialmente libre.

Reciprocamente, sea G' un grupo de homeomorfismos de la recta cuya
accién es esencialmente libre. Queremos probar que el orden = asociado a
cualquier sucesién de puntos de la recta (x,) es bi-invariante. De hecho, si
f = id entonces el grifico de f no tiene puntos bajo la diagonal. Por otro
lado, si g es cualquier elemento de G entonces lo mismo es verdad para el
grafico de gfg*. Por lo tanto, tenemos que gfg~" > id.

De esta forma hemos probado que < es bi-invariante. O

El siguiente resultado entrega una demostracion dindmica de la proposi-
cién 1.2.12.
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Proposicién 2.3.2. Todo orden arquimediano en un grupo es bi-invariante.

Demostracién. Sean =< un orden arquimediano en un grupo G v {f1, ..., fi}
una familia finita de elementos en él. Consideremos alguna numeracién (h,)
del grupo generada por ellos, asi como su correspondiente realizacién dindmi-
ca. Probaremos que esta accién es libre. De hecho, si no lo fuera, existiria
h € (fi,..., fx) y un intervalo |a, b[ (el cual no es toda la recta) tal que h fija
a y b, y no tiene puntos fijos en |a, b[. Debido a los comentarios inmediata-
mente posteriores al teorema 2.1.1, tenemos que el intervalo |a, b[ puede ser
considerado de manera tal que b # co. Mas aiin, existe alglin punto de la
forma t(h;) en |a, b, y conjugando por h; si es necesario, podemos asumir que
t(id) pertenece a ]a,b[. Ahora, debido a que las realizaciones dindmicas de
grupos ordenables (no triviales) no poseen puntos fijos globales, tenemos que
deberia existir b’ € (fi, ..., fx) tal que A'(¢t(id)) > b. De esta manera, tenemos
que R'(t(id)) > b > h™(t(id)) para todo n € Z. Esto implica que h® < R’
para todo n € Z, lo cual viola el hecho que el orden = posea la propiedad
arquimediana.

Ahora, consideremos f < g y h tres elementos en (. Debido a que la re-
alizacién dindmica asociada al grupo generado por ellos es libre y f(t(id)) <
g(t(id)), obtenemos que f(t(h)) < g(t(h)), que es t(fh) < t(gh). Por con-
struccién esto implica que fh < gh. Como f, g y h son elementos arbitrarios
de G, tenemos que = es un orden invariante a derecha. O

2.4. Versién dindmica de la propiedad de Coun-
rad

2.4.1. Elementos entrecruzados, medidas invariantes y
nimero de traslacion

Al comenzar esta seccién, es importante recordar que una medida definida
sobre los conjuntos borelianos de un espacio topolégico que es finita sobre
sus compactos se denomina medida de Radon.

Para cada medida de Radon no trivial v sobre los borelianos de la rec-
ta consideraremos el grupo G, de los homeomorfismos que (preservan ori-
entacién y) fijan v. Para cada g € G, definimos el nimero de traslacion de g
respecto a v por
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r(a) = v([z, g(z)]) sig(z) >z,
(0 ={ e maze

Lo primero que veremos es que dicho valor no depende de la eleccién de
x € R. Para esto tomemos y € R tal que y # z. Si y < g(y) (el caso en que
g(y) < y es andlogo), tenemos los siguientes 3 casos:

» Siy < g(z) < g(y), entonces

vy, 9(w)) = v(ly, 9(@)) +v(lg(z), 9()D
= v([y, 9(=))) +v([z,y)
= v([z, g(z)])-

» St g(z) <y < g(y), entonces

v(ly, 9)) = v(lg(z),9(y)D) — v((g(z), ¥
v([z, y[) — v({g(2), y))
= v([z, g(z)])-

I

» Siy < g(y) < g(z), entonces

(v, 9w)) = vy, 9(=)]) — v(lg(¥), 9(z)])
v([y, g(x)[) — v([y, z[)
= v([z,9(2)]-

Una propiedad importante del ntiimero de traslacién es que la aplicacién
7, : G, — R es un homomorfismo de G, sobre (R, +), es decir, si g € G, ¥y
h € G,, entonces T,(gh) = 7,(g) + 7,(h). Esto tltimo se obtiene basicamente
de la siguiente propiedad de v:

v([z, gh(z)]) = v([z, h(z)]) + v([h(z), g(h(2))])-
Ademads, para g € G, se cumple

7(g) = 0 si y s6lo si g posee al menos un punto fijo.

En efecto, si g posee un punto fijo z entonces 7,(g9) = v([z,g(z)) =
v([z,z[) = 0. Reciprocamente, si Fix(g) = @, entonces la érbita por g de
cada punto z de la recta es no acotada en ambas direcciones. Fijemos z € R
y supongamos que g(z) > z (en caso contrario reemplazamos g por g~'). El



CAPITULO 2. LA TEORIA DINAMICA 49

hecho que 7,(g) = 0 implica que Y772 v([g'(2), ¢"+(z)]) = no([z, g(z)]) = 0

para todo n € N. Andlogamente v([g~™"(z), z[) = 0. Luego, si hacemos tender
n al infinito obtenemos v([—o00,00[) = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
7,(g) # 0 si Fix(g) = 0.

Una propiedad mas fuerte que la anterior para el niimero de traslacion es
la siguiente:

si Fix(g) # @ entonces el soporte de v estd contenido en Fix(g).

En efecto, si suponemos que existe un boreliano A disjunto de Fix(g) tal
que v(A) > 0y ANg(A) = @, y que la sucesién de conjuntos (§"(A))nen
es acotada (cambiando g por g~! si fuese necesario), entonces v(Uneng™(A))
debiese ser finita. Sin embargo, esta medida es igual a ) _, v(g"(A)) = oo.

Definicién 2.4.1. Decimos que dos homeomorfismos de la recta estdn en-
trecruzados sobre un intervalo ]a,b[ si uno de ellos fija |a,b] pero no tiene
puntos fijos en el interior, mientras que el otro envia a o b dentro de |a, b[.

Recalquemos que, en la definicién anterior, a (respectivamente ) puede
ser igual a —oo (respectivamente +00).

Veremos en lo que sigue que la existencia de medida de Radon invariante
estd estrechamente relacionada con el concepto de elementos entrecruzados.

Teorema 2.4.2. Sea G un grupo finitamente generado de homeomorfismos
de la recta. Si G no posee elementos entrecruzados, entonces G preserva una
medida de Radon sobre los borelianos de R.

Demostracion. Si G admite puntos fijos globales entonces la afirmacidn
es obvia: la medida de Dirac soportada en cualquiera de estos puntos es
invariante por la accién.

Supongamos en lo que sigue que no hay puntos fijos globales para la
accién, y fijemos un sistema finito de generadores {fi, fo,..., fx} para G.
Comenzamos afirmando que al menos uno de estos generadores no posee
punto fijo. '

Para verificar lo anterior razonamos por contradiccién suponiendo que
cada uno de los f; posee puntos fijos. Sea z; € ]0,1[ un punto fijo de fi.
Si fo fija z; entonces haciendo z = z; tenemos que x, es fijado tanto por
f1 como por f,. En caso contrario, escojamos un punto fijo x; para f, de
modo que f; no posea ninglin otro punto fijo entre z; y zo. Como f; y f2
no se entrecruzan sobre ningiin intervalo, f; debe también fijar f,. Si f; fija
2 hacemos x3 = z5; si no, consideramos un punto z3 que sea fijado por
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f3 de modo que f3 no posea ningln punto fijo entre z; y xs. El argumento
usado anteriormente permite nuevamente probar que fi, fo v f;3 fijan x3.
Continuando de esta manera podemos hallar un punto fijo comun para todos
los generadores f;, es decir un punto fijo global para la realizacién de G, lo
cual es absurdo. De esta manera obtenemos que al menos un f; no posee
punto fijo.

Afirmamos ahora que existe un conjunto cerrado no vacio invariante y
minimal para la accién de G. Para probar esto consideremos un generador
f = fi sin puntos fijos, fijemos un punto arbitrario =, de la recta, y denotemos
por I al intervalo [zg, f(zo)] si f(zg) > xo (respectivamente [f(zo), o] si
flzg) < zp). En la familia F de conjuntos cerrados no vacios e invariantes por
(i consideremos la relacién de orden < definida por Ay = As si AyNT C AN 1.
Como f no tiene puntos fijos, toda érbita de G debe intersectar al intervalo
I, por lo que AN es un compacto no vacio para todo A € F. Podemos
asi aplicar el lema de Zorn, el cual nos brinda un elemento maximal para el
orden =; dicho elemento maximal no es otra cosa que la interseccién con /
de un conjunto G-invariante cerrado no vacio y minimal <.

Observe ahora que tanto la frontera A de A como el conjunto A’ de
los puntos de acumulacién de A son también cerrados e invariantes por G.
Debido a la minimalidad de A, sélo tres casos pueden presentarse.

(i) A'=0.
En este caso A es discreto, es decir A coincide con el conjunto de los
puntos de una sucesién (y,).en satisfaciendo y, < yn+1 para todon y
que carece de puntos de acumulacién. De esta manera, la medida de
Radon v =), .5y, es invariante por G.

(ii) 8A = 0.

En este caso A coincide con toda la recta. Afirmamos que la accién de G
es libre. En efecto, si este no fuera el caso entonces existirfa un elemento
g € G y un intervalo ]a, b| estrictamente contenido en la recta de modo
que g fija ]a, b[, pero no posee punto fijo en su interior. Como la accién
es minimal, debe existir un elemento h € G que envia a o b dentro de
Ja,b[; sin embargo, esto implica que g y h se entrecruzan en |a, b[, lo
cual viola nustra hipétesis. Ahora bien, como la accién de G sobre la
recta es libre, el teorema de Holder implica que G es topolégicamente
conjugado a un grupo de traslacién. La preimagen de la medida de
Lebesgue por la conjugacién resulta ser entonces una medida de Radon
invariante por la accién.

(i) A=A = A.
En este caso A es “localmente” un conjunto de Cantor. Colapsando



CAPITULO 2. LA TEQRIA DINAMICA 44

a un punto la clausura de cada una de las componentes conexas del
complemento de A, obtenemos un nueva recta topoldgica con una G-
accién inducida por semiconjugacién. Como en el caso (ii), se verifica
que esta nueva accién es libre, y por lo tanto preserva una medida de
Radon. La preimagen de esta medida por la semiconjugacion resulta

ser entonces una medida de Radon invariante por la accién original de
G.
]

Observacién. La hipétesis de generacion finita es necesaria para el teore-
ma 2.4.2 anterior (ver [13], ejemplo 2.2.47). Sin embargo, a lo largo de la
demostracién dicha hipdtesis fue utilizada sélo para hallar un elemento sin
puntos fijos. Por lo tanto, si esta tiltima condicién es asumida como hipdtesis
entonces el teorema continda siendo vélido (ver 2.2.46 en [13]).

El teorema a continuacién nos da una condicién suficiente para que exista
un homomorfismo de grupos no trivial de G en (R, +).

Teorema 2.4.3. Si G es un grupo finitamente generado de homeomorfismos
de la recta admitiendo un orden = bi-invariante, entonces existe un homo-
morfismo de grupos no trivial de G en (R, +).

Demostracién. Sabemos que si G es finitamente generado y < es un or-
den bi-invariante, entonces G admite una realizacion dinamica sin elementos
entrecruzados. Debido a este tltimo resultado, GG satisface las hipdtesis del
teorema 2.4.2, y de esta manera G preserva una medida de Radon sobre los
borelianos de R, a la cual denotaremos v. Luego, 7, : G — R es un homo-
morfismo entre los grupos G y (R, +). Ademds, tenemos que T, es no trivial,
pues de lo contrario, es decir, si 7, = 0 entonces todo elemento de G fija el
soporte de v, lo cual es imposible para una realizacién dindmica. 0

En la seccidn siguiente probaremos que lo anterior se extiende a C-érdenes.

2.4.2. FElementos entrecruzados y propiedad de Con-
rad

El resultado que se presenta a continuacién es realmente importante, pues
con él nos acercamos a la demostracién del siguiente hecho: un grupo (nu-
merable) G es C-ordenable si y sélo si existe una realizacién dindmica para
G sin elementos entrecruzados.
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Teorema 2.4.4. S5i G es un grupo numerable que admite un C-orden =, y
(gn)nen €s cualquier numeracién de G, entonces la realizacién dindmica de
G asociada a esta numeracién es un subgrupo de Homeo, (R) sin elementos
entrecruzados.

Demostracién. Procederemos por contradiccidn, asi que supondremos que
la realizacién dindmica de G es un subgrupo de Homeo(R), que posee ele-
mentos entrecruzados en un intervalo [a, b].

Asumiremos en lo que sigue que G es infinito, pues si G es trivial la
afirmacion es obvia. Debido a la propiedad (ii) vista en la Observacién 2.1.2,
existe g; € G tal que ¢(g;) esté en |a,b|, el cual sin pérdida de generalidad
podemos considerar igual a t(go) = t(id) = t, ya que si conjugamos f y g por
gog; ' obtenemos que

gogi "t(g:) = t(gog; ' 9:) = t(g0) = t(id).

Esta situacién se ilustra en la figura 5 (donde g’ = gog; ').

9 g9’
g7 (c)
g ' fg
g (a) t(id) g (c) g (b)
Figura 5

Sean g y f un par de elementos entrecruzados en [a, b]. Cambiando f por
su inversa si es necesario, podemos suponer que f(z) < z para todo z € [a, }]
y g(a) €]a,b| (el caso en que g(b) pertenece a |a, b[ es andlogo). Observe que,
para todo n € N, gf*(a) = g(a) = c. Ademas, f*(d) — a cuando n tiende
al infinito, por lo que gf™(d) — g(a) = ¢. También

¢ < gf*(d) para todo n € N (ver Figura 6).
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Figura 6

Escribamos h, = ¢f". Para n € N suficientemente grande se tiene que
hn(a) > a'y hn(d) < d. Asi, debido al teorema del valor intermedio, gf"

posee (al menos un) punto fijo en Ja,d|. Definimos las sucesiones (¢,) v (c;,)
tales que

" Fix(hn) N ]a,df C [en, ] C le,hn(d)[ v {en,cr} C Fix(hn).

Necesariamente (c,) y (c,) convergen a c por la derecha (ver la figura 7 a
continuacién). Observamos que cada hy, satisfaciendo las propiedades prece-
dentes es un elemento positivo de G, pues

ha(t(g0)) > hn(a) = ¢ > t(go),

de lo cual se concluye que t(hy) > t(id) y por construccién de la realizacion
dindmica esto implica que h, > id.

Fijemos m > n suficientemente grandes de modo que las propiedades
anteriotes se verifiquen para hy, y h, y se cumpla ademas que [em, &) Clesenl:
Fijemos k € N suficientemente grande de manera tal que RE(a) > hm(cn), ¥
definamos h = hE . Para todo i € N se tiene que h*(t(go)) € Jhm(cn)s Cal, ¥
por lo tanto '

hamhi(t(g0)) < hm(cn) < R(a) < h(t(g0))-

Luego, hmh' < h para todo i € N. Sin embargo, esto viola la propiedad de
Conrad.
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a t(g[)) ¢ Cm C’m Cn C!n d b
Figura 7

De esta manera, hemos probado que si < posee la propiedad de Conrad,
entonces la realizacién dindmica de G (asociada al orden =< y la numeracién
escogida) no admite elementos entrecruzados. Ol

Como “reciproco” del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.5. Sea (z,) una sucesién densa y numerable de puntos de la
recta. Si G es un subgrupo de Homeo,(R) sin elementos entrecruzados, en-
tonces la relacidn de orden inducida por (x,) y construida en la demostracion
del teorema 2.1.1 satisface la propiedad de Conrad.

Demostracién. Sea < la relacién de orden inducida por (z,) y construida
en la demostracién del teorema 2.1.1. Dados f > id y g > id en G, queremos
probar que existe & € N tal que fg* > g.
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Consideremos el subgrupo (f, g) de G generado por los elementos f y g.
Debido a que f y g son elementos positivos de G, existen n € Ny m € N
tales que

(i) n es el menor indice para el cual f(x,) # 7, con f(xn) > Tn, ¥

(ii) m es el menor indice para el cual g(,,) # 2 cOn g(Tm) > Tm.

Escojamos a € RU{—o0} y b € RU{+oc} que sean puntos fijos globales
para (f,g) y de manera tal que en |a, b[ no existan puntos fijos globales para
(f,9)- Como (f,g) no posee elementos entrecruzados, existe una v medida
de Radon v invariante en ]e,b[. De esta forma, 7, : (f,9) — (R,+) es no
trivial, ya que al menos un elemento de {f, g) no posee puntos fijos en |a, b
(vea la demostracién del teorema 2.4.2).

Tenemos tres casos posibless m >n, m=ny m < n.

Caso 1. Sim > n, entonces g(z,) = x,. Debido a esto, para todon € N tenemos
F(g* (@) = f(2n) > Za,

y como f(¢*(z;)) = z; = g(z;) para todo i € {1,...,n — 1}, concluimos
que fg* > g para todo k € N.

Caso 2. Si m = n, entonces de g(x,) > x, se concluye que g*(z,) > g(z,). Si
f(zn) > g*(z,) entonces fg* = g. Si f(g*(zn)) = g*(zn), entonces
F(g*(xa)) > g(an), ast fg* > g. Por dltimo, si f(g*(z.)) < g*(zn),
entonces debido a que f(z,) > x,, obtenemos que Fix(f) N |a,b[ # 0,
es decir que f posee (al menos) un punto fijo en el intervalo Ja,b[, lo
cual implica que 7,(f) = 0. Sin embargo, 7,(g) > 0, ya que g(z,) > z,.
Como 7,(g~' fg?) = m,(g) > 0, tenemos que g~*fg*(t) > t para todo
t €]a,b[. Luego para t = x,, obtenemos que

g () B
Fi () > ol

y de esta forma fg* > g.

Caso 3. Sim < n, 9(Tm) > Tm, por lo que g*(zm) > g(Zm). De esta manera,
si fg*(zm) = Tm entonces fg? > g. Ahora, si f(g*(zm)) < §*(Tm),
entonces 7,(f) = 0, ya que f(z,) > z,. Por otro lado, 7,(g) > 0 ya que
g traslada z,, a la derecha. De manera anéloga al caso 2 y considerando
t = &, concluimos que fg? > g.

d
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Como hemos visto, la propiedad de Conrad para un orden invariante
a izquierda posee una consecuencia dindmica bastante 1til. Usaremos esto
para dar una demostracién alternativa (extraida de [12]) a la entregada en
el capitulo 1 de la proposicién 1.3.1.

Proposicién 2.4.6. Si < es un C-orden en G, entonces fh® > h para todo
f=idyh>=idengG.

Demostracién. Sean f y g elementos positivos en GG. Consideremos el grupo
(f, g) enumerado de manera tal que el primer elemento sea la identidad. Por el
teorema 2.4.4 la realizacién dindmica de (f, g) es un subgrupo de Homeo, (R)
sin elementos entrecruzados. Por lo tanto, (f,g) preserva una medida de
Radon v sobre los borelianos de la recta. Para cada elemento h € (f,g)
definimos el nimero de traslacién de h respecto a v, el cual denotaremos por
Tth): |
Afirmacién. Si 7,(h) > 0, entonces h > id.

Si 7,(h) > 0, entonces h mueve todos los puntos de la recta hacia la
derecha, pues de lo contrario Fix(h) # @ y 7.(h) = 0. En particular, si
consideramos ¢(id) € R,

t(h) = t(h o id) = h(t(id)) > t(id).

De esta forma t(h) > t(id) y h > id.

Como {f, g) no posee puntos fijos globales debido a la observacién 2.1.2, el
homomorfismo 7, : {f, g} — (R, +) es no trivial. Debemos analizar entonces
los siguientes tres casos:

(i) (f) >0y nlg) >0,
(ii) Tv(f) >0y Tu(g) =0,
(iil) m(f) =0y 7(g) > 0.

No obstante, para cualquiera de éstos,

(97 )

(g7 + 7(f) + 7(g?)
= —7(g) +n(f) + 27,(9)
= Tv(f) -} Tv(g)

> 0.
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Por lo tanto, ¢! fg? > id, lo cual implica que fg? = g. 0

Observacién. Bajo las mismas hipdtesis de la proposicién anterior se puede
concluir (andlogamente) que fg™*!' >~ ¢" para todo n € N y todo par de
elementos positivos f, g en ;. De manera mds general, se puede ademds dar
una demostracion alternativa de la proposicién 1.3.12.

A continuacidn se presenta una demostracién dindmica del teorema 1.3.11.

Teorema 2.4.7. Si G es un grupo finitamente generado que admite un C-
orden =, entonces eriste un homomorfismo no trivial ¢ : G — (R, +).

Demostracién. Debido al teorema 2.4.4, G admite una realizacién dinamica
(asociada al orden =< y a la numeracién (g,)) sin elementos entrecruzados.
Luego, G deja invariante una medida de Radon v, y de esta manera podemos
definir el homomorfismo 7, : G — (R, +), el cual es claramente no trivial
(ver demostracién del teorema 2.4.2). 0

A continuacién estudiaremos la relacién entre elementos entrecruzados y
semigrupos libres para un grupo de homeomorfismos de la recta.

Definicién 2.4.8. Dos elementos f, g de un grupo G generan un semigrupo
libre si los elementos de la forma f7g™ f"r...g™ f™g™, con n; y m; enteros
positivos, m > 0 y n > 0, son dos a dos distintos para elecciones diferentes
de los exponentes.

El siguiente criterio para encontrar semigrupos libres a dos generadores
dentro de grupos de homeomorfismos de variedades unidimensionales es bas-
tante conocido.

Lema 2.4.9. Todo subgrupo G de Homeoy(R) que posee dos elementos en-
trecruzados contiene un semigrupo libre a dos generadores. '

Demostracién. Supongamos que f y g se entrecruzan en un intervalo [a, b].
Entonces Fix(f) N [a,bd] = {a,b} y g(a) €]a, [ (el caso en que g(b) €]a,b| es
andlogo). Cambiando f por su inversa si es necesario, podemos suponer que
f(z) < z para todo = €]a, b. Definamos ¢ = g(a) en ]a, b] y fijemos un punto
d' en |c,b[. Como gf™(a) = ¢ para todo n € N y como gf"(d') converge a
¢ cuando n tiende al infinito, tenemos que para n suficientemente grande la
aplicacién gf™ posee un punto fijo sobre Ja,d’[. Fijemos un tal n € N y sea
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d > c el infimo de los puntos fijos de gf™ en |a, b[. Para m € N suficientemente
grande tenemos f™(d) < ¢, por lo que el lema del ping-pong positivo (ver
[13]) aplicado a las restricciones de f™ y gf" a [a, b] prueba que el semigrupo
generado por tales elementos es libre. O

Usando el teorema 2.4.7 y el lema 2.4.9, se obtiene inmediatamente el
siguiente resultado.

Teorema 2.4.10. Sea G un grupo ordenable finitamente generado. Si G no
contiene semigrupos libres a dos generadores, entonces existe un homomor-
fismo de grupos no trivial entre G y (R,+).

2.4.3. Una visién dindmica de los subgrupos convexos

Recordemos que dado g € G\ {id} definimos GY (respectivamente G,)
como la interseccién (respectivamente la unién) de todos los subgrupos con-
vexos de G que contienen (respectivamente que no contienen) a g.

Ademds, si p es una medida de Radon G-invariante entonces definimos el
homomorfismo 7, : G — (R, +), el cual preserva orden (es decir, si g < h
entonces 7,(g) < 7.(h)).

Proposicién 2.4.11. Si G es un grupo finitamente generado C-ordenable
no trivial y p es una medida de radon G-invariante para una realizacidén
dindmica de G, entonces existe g € G\ {id} tal que G, = ker(r,).

Demostracién. Supongamos que G est4 generado por el conjunto {g1, ..., gk }
de elementos positivos de G. Sin pérdida de generalidad, asumamos que g,
es el mayor de estos generadores respecto al C-orden <. Considerando una
realizacién dindmica cualquiera de G, debido a los teoremas 2.4.2 y 2.4.4
existe una medida de Radon p sobre la recta invariante por G.
Afirmacién: G,, = ker(7,).

Dividiremos la prueba de la afirmacién en las siguientes tres partes:

(i) ker(r,) es convezo. Sean f € ker(r,), h € ker(r,) y g € G tales que
f < g = h. Como el homomorfismo 7, preserva orden tenemos que
7.(f) € 7.(g) € 7u(h). Concluimos que 7,(g) = 0, y de esta manera
g € ker(7,).
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(ii) g1 € ker(r,). En efecto, en caso contrario 0 < 7,(¢;) < 7.(g1) para todo
i € {2,...,k}, y por consiguiente 7, seria trivial, lo cual es imposible
debido a que G no posee puntos fijos globales.

(ili) G cubre a ker(r,). Supongamos que existe un subgrupo convexo G’
de G (pues G es no trivial) tal que ker(r,) € G' € G. Sea h un
elemento de G’ que no pertenece a ker(7,). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que h > id, y por lo tanto 7,(h) > id. De esta forma
h(z) > z para todo = € R, y por consiguiente existe n € N tal que
h™(0) > ¢1(0) > 0. Obtenemos entonces que h"™ > g; > id, y como G’
es convexo tenemos que g; € G'. Debido a que g; > g; para todo i € N,
obtenemos que g; € G’ para todo i € N, por lo que G = G'.

d

Teorema 2.4.12. Sean G un grupo admitiendo un orden Conrad X yg € G.
Si G9 es un subgrupo numerable de G y p es una medida de Radon invariante
por la realizacion dindmica de G9, entonces Gy = ker(7,).

Demostracién. Observaremos la realizacion dindmica de GY (ver Figura 7).

8%

a g9(0)

Figura 8

o

Probaremos que el conjunto de puntos fijos de g es vacio. Supongamos
por contradiccién que a < 0 y b > 0 pertenecen al conjunto (de puntos fijos
de g) Fiz(g), por lo tanto, g pertenece al estabilizador Est([a,b]) C G del
intervalo [a,b]. De esta manera obtenemos que Est([a,b]) es convexo en G?
(y por tanto convexo en (), ya que si h; € Est([a,b]) para todo i € {1,2}
tal que h; < h < hy, entonces

a < hy(0) < h(0) < ha(0) < b.

Por lo tanto, a < h(0) < b. A partir de g (que fija a y b) y h construimos
elementos entrecruzados (ver Figura 9), lo cual contradice el hecho que <
posea la propiedad de Conrad. De esta manera, concluimos que Fiz(g) = (.
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Figura 9

Recordando la demostracién del teorema 2.4.2 podemos concluir que ex-
iste una medida de Radon invariante p para G9. De esta forma, podemos
definir el homomorfismo 7, : G¢ — (R, 4).

Afirmacién. ker(7,) = G,.

Primero probamos que g ¢ ker(r,), pues como Fiz(g) = 0 y g preserva
orientacién, entonces 7,(g) > 0. Ademds, ker(7,) es el mayor subgrupo con-
vexo contenido en GY (ver la demostracién de (ii) y (iii) de la proposicién
anterior). 0O



Capitulo 3

El espacio de 6rdenes de un
grupo

3.1. Definiciones y hechos generales

Ya vimos que un grupo (ordenable) puede admitir muchos érdenes. En
este capitulo presentaremos una idea de Ghys y Sikora [16], la cual consiste
en estudiar el espacio de d6rdenes de un grupo ordenable. En particular, es-
tudiaremos la accién de un grupo sobre el espacio de todos sus érdenes. A
continuacién expondremos esto de manera mds precisa.

Si G es un grupo ordenable, denotaremos por Ord(G) al conjunto de todos
los 6rdenes en G (este espacio, al igual que la definicién a continuacién,
se pueden introducir para semigrupos arbitrarios). La siguiente definicién
muestra que dicho conjunto posee una topologia natural.

Definicién 3.1.1. Un conjunto es abierto en Ord(() si y sdlo si es unién de
conjuntos abiertos bésicos de la forma

Ufh'--:fn = {—-—<- f]. j fg —.j j f'n};

donde {f1, ..., f»} es una familia finita de elementos de G.
Para simplificar, supongamos en lo que sigue que G es finitamente gen-
erado. Fijemos un sistema finito y simétrico de elementos G = {g1,..., 9m }

(recuerde que el vocablo simétrico significa que si g € G entonces g7! € G).
Para cada ¢ € G definimos la longitud de g como el nimero minimo de

o4
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elementos (no necesariamente distintos) de G que son necesarios para repre-
sentar g. En términos més precisos,

long(g) =min{n €N:g=g; gi_, - Gi1» 9i; € G}-

LLamamos bola de radio n respecto a'G al conjunto Bg(n) de los elementos
de GG de longitud menor o igual a n, y denotamos por Lg(n) su cardinalidad.

De esta manera, si fijamos un sistema finito y simétrico de generadores §
de G, entonces podemos definir una distancia entre dos elementos distintos
<y =< de Ord(G) haciendo

dist(£,X)=¢e"",

donde n es el maximo entero no negativo tal que los érdenes < y < coinciden
sobre la bola Bg(n) de radio n en G. En otras palabras, n es el mayor entero
no negativo tal que para todo g,k en Bg(n) se tiene que g < h si y sélo
si g = h. Haciendo dist(=,=<) = 0 para todo orden =<, obtenemos que la
funcion dist recién definida es una métrica. De hecho, el espacio resultante
verifica la propiedad ultramétrica.

El grupo G actiia sobre Ord(() por conjugacién (o equivalentemente,
por multiplicacién a derecha): dados un orden < con cono positivo G4 y un
elemento f € G, la imagen de = bajo f es el orden = § cuyo cono positivo es
el conjugado fG,f~! de G, por f. En otras palabras, se tiene que

g=shsiysdlosigf™* X hf™L

Claramente, tenemos que si < es un orden, entonces <; también lo es.
Ademds, tenemos que <f,= (=s),. Por consiguiente, hemos definido una
accién de (G sobre el espacio de todos sus érdenes.

Recordemos que un espacio es totalmente disconezo si para cada par de
puntos distintos z, y existen abiertos disjuntos V, y V;, que cubren el espacio
y tales'que = € U, e y € U,. El lema que sigue fue observado independiente-
mente por Ghys y Sikora. La demostracién de la afirmacién (i) fue obtenida
de [16], mientras que la de (ii) fue extraida de [19].

Lema 3.1.2. Para todo grupo finitamente generado G tenemos lo siguiente:
(i) El espacio Ord(G) es compacto totalmente disconezo, y

(i) G actia sobre Ord(G) por homeomorfismos.
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Demostraciéon. Para todo par de dérdenes distintos <;, <, en Ord(G) exis-
ten g, h en G tales que < € Ugp y <2€ Uy, ya que de lo contario <; v <3
coinciden. Como Uy UUpy = Ord(G) y Ugp NUpg = @ tenemos que Ord(G)
es totalmente disconexo. Ahora probaremos que Ord(() es compacto. Sea p
la métrica en Ord(G) asociada a un sistema de generadores G. Necesitamos
probar que toda sucesién infinita <, <,,... en Ord(G) tiene un subsucesién
convergente. Construiremos ésta de la siguiente manera: Debido a que existe
una cantidad finita de érdenes sobre Bg(1), tenemos que existe una subsuce-
si6n infinita <}, <1 ... de <y, <, ... cuyos elementos inducen el mismo orden
en Bg(1). Luego, extraemos una subsucesién infinita 521’, <2, ... de ésta, cuyos
elementos coinciden sobre Bg(2). Continuando este proceso, consideremos la
sucesién <!, <?, ... construida haciendo corresponder el n-ésimo término de
ella con la n-ésima sucesién contruida antes para n € {1,2,...}.

Afirmacién. La secuencia <!,<?,... converge hacia el orden <, definido
como sigue:

a <® bsiysdlosia <™ b para casi todo n.

Si g y h son elementos de Bg(r) entonces a <* b para ¢ > 0 bien b <'a
para i > r. De esta manera, tenemos que <* es un orden para G. Como
p(<™, <) < X, obtenemos que la sucesién <',<? ... converge a <™. De
esta forma hemos probado la afirmacién, y por consiguiente, hemos probado
(1).

Para probar (2) notamos que, por definicién, la accién de G sobre Ord(G)
es una accién por biyecciones. Ademds, la imagen del conjunto abierto Uy, . f,
bajo un elemento f de G es el abierto Uy, 5,7, por lo que la accién de G
es por homeomorfismos. O

Observacién 3.1.3. La compacidad de Ord(G) vale también para grupos no
finitamente generados: ver [12].

3.2. Ordenes Conrad en Ord(G)

En el capitulo 1, vimos que un orden =< sobre un grupo G posee la
propiedad de recurrencia a derecha si para todo par de elementos positivos
f,g en G existe n € N tal que gf™ > f". Ademds, probamos que tal orden
< posee la propiedad de Conrad (es decir, es un C-orden). De acuerdo a
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la definicién dada en la seccién anterior, observamos que el conjunto de los
C-érdenes y el conjunto de los érdenes recurrentes a derecha son invariantes
bajo la accién de G por conjugacion.

En lo que sigue, miraremos algunas propiedades de un orden bi-invariante,
Conrad y recurrente a derecha, desde un punto de vista topolégico. Para esto,
notemos primero que el conjunto de érdenes bi-invariantes sobre ¢ es cerrado
(siempre que no sea vacio) en el espacio Ord((), de acuerdo a la siguiente
proposicién debida a Sikora [16].

Proposicién 3.2.1. El conjunto de drdenes bi-invariantes es cerrado en

Ord(G).

Demostracién. Sea (=,,) una sucesién de érdenes bi-invariantes convergien-
do a = en Ord(G). Si f y g son elementos de G tales que f < g, entonces
f = g para n suficientemente grande. De esta manera, para cada h € G
tenemos fh =, gh para n suficientemente grande. Luego, pasando al limite
de esta iltima desigualdad tenemos que fh < gh para todo h € G. Por lo
tanto, el orden < es bi-invariante. 0

De manera andloga se tiene la siguiente proposicién extraida de [12].

Proposicién 3.2.2. El conjunto de los C-drdenes es cerrado en Ord(G).

Demostracién. Sea (=<,) una sucesién de C-érdenes convergiendo a < en
Ord{G). Si f y g son elementos estrictamente positivos (respecto a <) de
(7, entonces para n suficientemente grande se tiene que id <, f y id <, g.
Como cada orden < n posee la propiedad de Conrad, debido a la proposicién
1.3.1 tenemos fg® >, g para n suficientemente grande. Pasando al limite
obtenemos fg? > g, lo cual muestra que < también verifica la propiedad de
Conr&d. 0

La propiedad de recurrencia a derecha no es tan clara como la propiedad
de Conrad o la de bi-invariancia. De hecho, como el siguiente ejemplo mues-
tra, no existe andlogo de las proposiciones 1.3.1 y 3.2.1 para érdenes recur-
rentes a derecha.

Ejemplo 3.2.3. Sea f la traslacién z + z + 1 y sea g cualquier homeomor-
fismo que preserva orientacién del intervalo unitario tal que g(x) > z para
todo z €]0, 1[. Fijemos una sucesién creciente (n;) de enteros no negativos
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tales que ng = 0 y ngr.1 — na tiende a infinito cuando & lo hace. Extendemos
g a un homeomorfismo de la recta definiendo, paran € Z y x € [n,n + 1],

frgf~™(x)  sin=ng,
g(z) = frg7 f™(x) sin=ngs,
2 en otro caso.

No es dificil verificar que el grupo G generado por f y g es isomorfo al grupo
(Z,4+)1(Z,+). Para cada k, sea =, el orden sobre G definido por h; <} hs si
y s6lo si el minimo entero i > nyy para el cual by (i +1/2) # ha(i+1/2) es tal
que hy(i+1/2) < ha(i+ 1/2). Es claro que =< es recurrente a derecha (note
que = coincide con la imagen de <, por f~"2*). Ademds ningin punto de
adherencia < de la sucesién dedérdenes =<, es recurrente a derecha. De hecho,
los elementos f y g son positivos para todos los érdenes <j. Por otro lado,
tenemos que gf™ <; f" para todo n € {1,...,mak4+1 — N2k}, y pasando al
limite obtenemos que gf™ < f™ para todo n € N.

Saber cudles son todos los grupos que admiten sélo érdenes recurrentes
constituye un problema abierto. El siguiente resultado se relaciona de algiin
modo a este problema.

Lema 3.2.4. Si un grupo ordenable G admite sélo una cantidad finita de
drdenes, entonces cada elemento de Ord(G) es recurrente a derecha.

Demostracién. Como Ord(G) es finito, entonces todos sus puntos son periédi-
cos por la accidn de cualquier elemento de G. De esta manera, cada orden
en Ord(G) es recurrente a derecha. 0

A continuacién, se presenta un importante resultado de Tararin [17] (ver
[10] para una demostracién detallada). Este dice relacién con los grupos
admitiendo una cantidad finita de érdenes. Para establecer este resultado,
recordemos que el rango de un grupo abeliano libre de torsién es la menor
dimensién del espacio vectorial sobre @ en el cual el grupo es enviado. Una
serie racional para un grupo G es una sucesion finita de subgrupos

{id}=G*cGF1c..cG’=G,

la cual es subnormal (que es, cada G* es normal en G*71), y tal que cada
cociente G*1/G* es abeliano libre de torsién de rango 1. Note que cada
grupo que admite una serie racional es ordenable.
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Teorema 3.2.5. Si G es un grupo que admite una serie racional
g
{id} =G*cGF'c..cG’=aG,

entonces su espacio de drdenes Ord(G) es finito si y sélo si los subgrupos G*
son normales en G, y el cociente G2 /G es bi-ordenable. Si éste es el caso,
entonces G admite una nica serie racional, y para cada orden sobre G los
subgrupos convezos son precisamente G°,G*, ..., G*.

De hecho, el miimero de érdenes sobre un grupo que satisfacen las propiedades
anteriores es igual a 2%. M4s aiin, si elegimos g; € G\ G'"!, tenemos que
cada uno de tales érdenes estd tnicamente determinado por la coleccién de
signos de los elementos g;.
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