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RESUMEN

Para f, g € C[z] polinomios en p variables, definimos la serie zeta asociada a f y a g

((s:1.0) =3 gW)F (R (Re(s) > 0),

kenNE

donde f cumple ciertas hipétesis de no nulidad y crecimiento en (0, 00)?, y Ny := NU{0}.
Uno de los objetivos de este trabajo es probar para N > 0 entero la formula de valores
especiales para productos

deg(fi - f2)C(=Ni f1+ f2,9) = deg(f1)C(=N; fi,92") + deg(f2)C(=N; fa, 9 /7).

Para probar este resultado primero lo mostraremos para un analogo integral de la serie zeta
que denotaremos por Z(s; fi f>, g). Luego, mediante la Férmula de Raabe, lo obtendremos
para las series.

El segundo objetivo es mostrar una relacién entre los ceros de un polinomio f en una
variable y Z(—N; f, g), donde N es un entero no negativo.

El tercer objetivo es demostrar que ciertas integrales de series zeta son nulas.

ABSTRACT

For f, g € Clz] polynomials in p variables, we define the zeta series asociated to f and
g as

C(s:1,9) =Y 9B, (Re(s) >0),

keNg

where f satisfies certain non-vanishing and growth assumptions on (0, 00)?, and Ny :=
N U {0}. Our first objective is to prove for any integer N > 0 the special value formula
for products

deg(fy - f2)C(=N; fi - fo, 9) = deg(fi)C(=N; f1,9f3) + deg(f2){(=N; fa, g1T)-

To prove this, first we will prove a similar formula for an integral analogue Z(s; fif2,g)
of C(s; f1f2,9). Then, using Raabe’s Formula, we will deduce the result for ((s; fif2, g).
Our second objective will be to show a relation between the zeros of a polynomial f
in one variable and Z(—N; [, g), where N is a nonnegative integer.
Our third objective is to prove that certain integrals of zeta series vanish.



Introduccion

A mediado de los anos 70, motivado por ciertos problemas de teoria de nimeros, T.
Shintani [8] estudié una funcién zeta multidimensional ((s,.#,x) con .# una matriz de
tamano p x m

M = {ai}, 1=1,-5p J=1 0 ym,

con coeficientes positivos, € RY = (0,00)?, y

{{s ) i ﬁ (Z T; + ki)a?-j) . Re(s) > p/m. (0.1)
e kp=0 =1 1

Para m = 1 esta funcién zeta es la funcién zeta miiltiple de Barnes [1]. T. Shintani
obtuvo férmulas explicitas para el valor de la continuacion analitica de la funcién (0.1)
en los enteros no negativos s =0, -1, —2,---.

En 2004 E. Friedman y S. Ruusenaarq [5] mostraron que el trabajo de Shintani sobre
funciones zeta multiples podia simplificarse y extenderse por medio de ecuaciones en
diferencia. Utilizaron una funcién zeta ligeramente mds general que (0.1),

Com(s,w | @y, -+, ap) == Z H(w +Zmu) . Re(s) >p/m. (0.2)

wkp=0 j=1
Aqui los a; y w son elementos de C™ cuyas coordenadas son a;; y w;, respectivamente, y
sus partes reales se asumen positivas. Esta funcién es una generalizacion de (0.1) ya que
b
L(8y M x) = Cpmils, W(E) | @i, o0 Jap), Wiz)=W(z|ay,: - ,ap) = _S_ T;a;.
(0.3)

La ventaja de (0.2) es que satisface ecuaciones en diferencia del tipo
Gm(S,wtap|ar, - ,8p) — Gm(s,w|a, - ,8p) = —Go1m(s,w | a, ++ ,ap-1), (0.4)
con Gy m(s,w) 1= T}, vy
El principal objetivo de esta tesis es estudiar funciones zeta asociadas a polinomios

mads generales que las de (0.2). Obtenemos tres resultados, inicialmente relacionados con
la integral zeta

Zsif.9) =25 0) = [ [ a@i@)dm o da,  (Re(s) >0),

donde f(z) y g(z) son polinomios en p variables que satisfacen ciertas hipdtesis (ver



INTRODUCCION 2

Hipé6tesis de Mahler §1.1). Luego aplicamos estos resultados a la serie zeta

(it =3 S glbn o ) f (ko k)™ (Re(s) > 0).
k1=0  kp=0

En la practica resulta mas facil trabajar con las integrales zetas que con la series
zetas. Sin embargo, gracias a la Férmula de Raabe (ver Proposicién 1.13) obtendremos
los resultados esperados para las series ((s; f, g) a partir de los obtenidos para las integrales
Z(s; f,g)- Para f1, f2, g € Clz] polinomios en p variables, con f; y fa bajo ciertas hipétesis,
obtenemos

deg(fif2) - Z(—=N; fifz,9) = deg(f1) - Z(=N; f1,gfév) + deg(f2) - Z(—N; fQ,fov): (0.5)

donde N > 0 es un entero. Por medio de la Formula de Raabe deducimos

deg(f1f2) - C(= N fifa,g) = deg(f1) - ((=N; f1,95) + deg(f2) - C(=N; f2, 91). (0.6)

Cabe mencionar que E. Friedman y A. Pereira [4] concluyen lo mismo para el caso N = 0. -
Los resultados (0.5) y (0.6) se deducen facilmente de [4], pero nos parece importante
explicitarlos. En particular, explican por qué el caso N = 0 es bastante mas sencillo que
N> 0.

En el Capitulo 2 obtenemos la relacion

1
Z(—N; f,g) = deelF) ; Fn(z),

f(z)=0

entre los ceros de un polinomio f de una variable y Z(—N; f, g). Aqui N > 0 es un entero,
Fy es el polinomio tal que su derivada Fy, = gf" v Fx(0) = 0, y la suma (finita) es sobre
los ceros de f. Seria interesante extender esta [érmula a mas variables, pero no hemos
encontrado una férmula elegante en este caso.

En el Capitulo 3, obtenemos

K C(s: Fy, g:)dt = 0 (s ER, s < 0), 0.7)
F_>fl:op [D,I]T’

donde Fy(w) := F(t + ), fiop €s la parte homogénea de grado maximo de f y F = {F;}
es una sucesion de polinomios que tienden a fi,, y satisfacen la Hipétesis de Mahler. El
resultado de la ecuacién (0.7) es andlogo al que obtienen E.Friedman y S.Ruijsenaars en

[4]

oy o W(@)de =0 (Re(s) < p/m). (0.8)

El resultado (0.8) es la principal herramienta que utilizan para demostrar que las ecua-
ciones en diferencia del tipo (0.4) determinan los valores especiales (, (s, W(z)) en

5 = 0,—-1,-2,---. Es de suponer que nuestro resultado (0.7) podria ser utilizado de
la misma manera para estudiar los valores especiales de ((s; f, g).



Capitulo 1

Producto en las series e integrales
zeta

1.1. Series e integrales zeta

Sean f y g polinomios en p variables con coeficientes complejos. Definimos la serie de
Dirichlet, para f conveniente,

s.0]

(shg= S gl k) ) (Rels) > 0). (1)
Ky hop=
m p
Si tomamos g{z) =1, f(z) = H (wj + Z llji(l»ij), obtenemos la funcién ¢, de (0.2). Es
j=1 i=1
decir,
m B
C(" H (wj + Zm‘iaii): 1) = Cp,m('S?w ‘ ap, =G’P)' (1'2)
j=1 i=1

Sea la integral zeta

Z(s; f,9) = /o% . '/Ooog(m-l,--- Ep) F(@1,0 0y @p) " - - dizy (Re(s) > O).

(1.3)
Definicién 1.1 Para P(z) = Pz, -+ ,%p) € Clzy, -+ .zp| en p variables, su parte
homogénea de grado j, con j < deg(P), es la suma de monomios de P(z) en los
cuales la suma de los exponentes de T1,+ -+ ,Tp €8 igual a j. La denotaremos como Py(z).

Escribiremos la parte homogénea de grado mdximo, es decir, para j = deg(P), como
Frop()-

Definicién 1.2 Para h € Clz] = Clzy, -+ .z y @ = (a1, ,ay) € RP, definimos
ha(z) == hiz + a).

Para la convergencia de la serie en (1.1) y de la integral en (1.3) asumiremos que f
cumple con la siguiente hipétesis dada por Mahler [6, pag. 385].

Hipétesis 1.3 (Mahler) El polinomio f(z1,-- - ,&p) € Clay, - .zp] no es constante y
no se anula en ningin punto del octante cerrado R? .= [0,00)". Ademds su parte ho-
mogénea de grado mdzimo fup(x) no se anula en ningin punto de R\ {0}.

3



CAPITULO 1. PRODUCTO EN LAS SERIES E INTEGRALES ZETA 1

Notamos que en la Hlpotesm de Mahler la suposicién de que f no se anule en R% no es
fundamental, pues si es que sucediese podemos reemplazar [ por f, para algin a € RY,
conveniente, teniendo en cuenta ademas que (fa),,,(T) = fiop(). La necesidad esencial es

que fiop DO se anule.

En adelante en esta tesis asumiremos la hipétesis de Mahler para f. Esta hipotesis
nos asegura la existencia de una rama analitica del logaritmo log f(z) para x € R (linica
salvo sumar un miiltiplo entero de 27). Si fi,- -+, f,, satisfacen esta hipétesis, existe una
rama analitica del logaritmo log f;(z) para cada j = 1,---,n. Definimos la rama del
logaritmo para el producto mediante

tog [ [ () Zlo fi(e),
Jj=1
lo que asegura que |
(I15@)  =I15H@"
i=1 =l

Definicién 1.4 Sea
M= My, ={f €Clay, -+ ,z,] | deg(f)=m, [ satisface la Hipdtesis de Mahler } .

Lema 1.5 ([4, pag. 701]) M,,, de la Definicion 1.4 es un congunto abierto no vacio en
el espacio vectorial finito-dimensional de coeficientes de todos los polinomios en Clzy,- -+
de grado < m.

Corolario 1.6 ([2, pag. 6]) Si f € M,,,, entonces existe una vecindad U de 0, tal que
flatt) € Mumyp para todo a € U, t € R Mds aiin, se puede elegir una rama continua de
log fra+t)(z) para t,z e R} ya e U.

1.2. Continuacion meromorfa de la integral zeta

Para expresar la continuacién meromorfa de la integral Z(s; f,g) de (1.3), es conve-
niente hacer un cambio de coordenadas desde las coordenadas cartesianas x = (1, , Zp)
a las coordenadas ctibicas (p, o),

T
p=pla) = max{|z,|, |zaf,- - |mpl}, o =0o(z):= @ (x#0).  (14)
Denotamos por dC% al subconjunto del hipercubo unitario C? = [0, 1]?, donde al menos

una coordenada es 1

9C? = {a € RY | plz) = 1}. (1.5)
Para f € C[zx ]Pohnomlo con p variables que satisface la hipétesis de Mahler. con m =
deg(f) y « € RS, = # 0, escribimos
f(l') '— ftop(l')

(@ (1.6)

() = rlz) 1=

por lo que

f(@) = fiop(@) (1 + 7(2)) = p" frop(a)(L +(po))  (z #0). (1.7)



CAPITULO 1. PRODUCTO EN LAS SERIES E INTEGRALES ZETA

Notamos que para p > 0y o € 9CY,
o _ Jm(0) | fm-n(o) L Jw(o) fo 18
o) =100 = T @ T P @ T @) )

Siguiendo a Mahler [6] y considerando (1.7), escogemos una rama del logaritmo de log f
de modo que

log f(x) = log f(po) = mlog p + log fiop(o) +1og(1 + r(po)), (1.9)

donde log p es un niimero real, log fiop(0) es cualquier eleccién continua de log fiop sobre
AC? y log(1+7) es la tinica rama continua que para p lo suficientemente grande esta dado
por el valor principal

og A
log(1 + ) Z O tewtg), 5 B
A=1

En (1.9) se utilizé la HipStesis de Mahler para asegurar que 1 +7 # 0y fiop(o) # 0.
Ahora citamos el resultado principal de Mahler [6] acerca de la continuacién meromorfa

de ¢(s; . 9) y de Z(s; f, g).

Teorema 1.7 (Mahler [6]) Sean f,g polinomios en p variables con wcfir:ientcs en C
tales que [ satisface la Hipdtesis de Mahler. Entonces la integral Z(s; f,g) de (1.3) y
la serie ((s; f,g) de (1.1) convergen absolutamente en el semiplano Re(s) > (deg(g)
p)/ deg(f) y se ezizendcn a funciones meromorfas en C con a lo mds polos simples en los
numeros racionales contenidos en

+ deg(g) — ¢
= PB(f.q) = seC] _PTCED T (1=0,1,2,-), s £0,—1,
T=3(9) i~ { — ( ) s #
(1.10)
Ademds las series ((s; f,g) y las integrales Z(s; f,g) son regulares en los enteros no po-
sitivos s =0, —1,-2,---, y fuera del conjunto dc polos P son funciones analiticas en s y

localmente analdticas en los coeficientes de f y de g cuando la rama de log f(x) se elige
continua en x € RY y en los coeficientes de f.

Notamos que ‘B de (1.10) no depende de los coeficientes de f ni de g, solamente de sus
grados.

A continuacién exponemos la continuacién analitica de Z(s; f, g) en enteros no posi-
tivos s = —N (ver [4] y[6]).

Teorema 1.8 [4, pag. 710] Sean f, g € Clz| polinomios en p variables tal que f satisface
la Hipdtesis de Mahler, v sea N > 0 un entero. Entonces el valor de la continuacién
analitica de la integral zeta de (1.3) en s = —N es

1 g+p+Nm (_1))\4\; A i, L
Z&N;f,g):a Z W(N) ./aeaci Con () frop(@)" do, (1.11)

A=N+[p/m]

donde m = deg(f), q = deg(g), [p/m] es el menor entero > p/m, C\n(c) es el coe-
ficiente de p™»=™N en la expansion de Laurent de la funcién racional g(po)rs(po), con

re(po) como en (1.8), y (;}) es el coeficiente binomial W—IN)'

De esta continuacién analitica Castillo [2] obtuvo
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Proposicién 1.9 [2, pag 24] Sean f,g € Clz] polinomios en p variables tales que f
satisface la Hipotesis de Mahler, y sea N > 0 un entero. Entonces

2(~N:f,9) = - Coefl» ( [ a0 g () da) 1

top

donde m = deg(f) vy log es la rama principal del logaritmo para p > 0.

En el Apéndice damos una prueba distinta de la de Castillo.

1.3. Productos

En esta seccién mostraremos cémo se relaciona una integral Z(—N; f, g) definida por
(1.3) cuando f = [] f; es un producto de polinomios, con las integrales Z (—N; f;,9)
correspondientes a cada f;. De forma andloga veremos lo mismo para las series. Para las
integrales zetas usaremos los siguientes lemas.

Lema 1.10 Sean f, g € C[z] polinomios en p variables tales que f satisface la Hipdtesis
de Mahler, y sea N un entero no negativo. Entonces

Z(-N; f,9) = Z(0; f,af"), (1.12)
eon N (z) = flz)V.

Demostracién. Tenemos por la Proposicion 1.9, aplicada a los polinomios f y g, con

m = deg(f)

f top

- - Leoes, ( / g 9160) 1og(.,.-f: - (PU))d") :

Por otro lado, debido a la Proposicién 1.9 aplicada a los polinomios f y g, tenemos
que la parte derecha de la tiltima ecuacién es igual a Z(0; f, gf™).

Z(-N; f,9)=- %Coeﬁpﬂ (feacp glpo) f(po)™ log( / (pa))da)

O

Lema 1.11 [4, pag 712] Sean fy, fo, - - , fn € Clx] polinomios en p variables que satis-
facen la Hipétesis de Mahler, y sea g € Clz] un polinomio en p variables. Entonces

deg(f) - Z(0; f,9) = Zdeg(fj) - Z(0; f;,9) (1.13)

n
con f=1Ti_, fi-
Ahora mostraremos la relacién que nos interesa.

Teorema 1.12 Sean fi, fao, -, fn € Clz] polinomios en p variables que satisfacen la
Hipdtesis de Mahler, sea g € Clz] un polinomio en p variables y sea N un entero no
negativo. Entonces

deg(f)- Z(=N: f,g) = 3 deg(f;) - Z(0; 3, 0f") = D_ dea(f;) - Z(=N: f;,0f) (1.14)

Jj=1
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n

con £ =114y v fy =T

= i
Demostracién. Usando el Lema 1.10, tenemos
deg(f) - Z(=N; f,g) = deg(f) - Z(0; f, g /™).
Del Lema 1.11 para los polinomios f = H}Ll f; v gf" obtenemos
deg(f)- Z(=N; f,q) = ) _ deg(f;) - Z(0: [;, 9f™).
=1

Para concluir, del Lema 1.10 nuevamente obtenemos

Z(0; fj,ng) = Z(0; f; gfj’\’f;fv) = Z(-N; fj,ngJN).

O

A continuacién demostraremos el resultado anédlogo para la serie zeta de la ecuacién
(1.1). Para esto necesitaremos enunciar la Férmula de Raabe [4], que nos ayudard a

obtener resultados para las series zetas a partir de las integrales zetas.

Proposicién 1.13 [4, pag. 704] Supongamos que f y g son polinomios en p variables,

y asumamos que | salisface la Hipdtesis de Mahler. Entonces

(1) (Férmula de Raabe) Para s fuera del conjunto de polos de Z(s; f,g) dado en el

Teorema 1.7, tenemos

Z(s; f,9) = [g{o i ((s; fi, g )dt,

donde dt es la medida de Lebesgue sobre RP,

(2) Para N un entero no negativo, las funciones a = ((—N; f,,9.) ya —

(1.15)

Z(=N; fo, 82)

son polinomios en a = (a,--- ,a,) € RP> 0 de grado a lo mds Ndeg(f)+deg(g)+p.

(3) St escribimos el polinomio Z(—Nj; f,, g.) como suma de monomios

D
Z(=N; farga) = ) cra® (a*r‘ =] e, cc=cu(N; f.9) € C) ,
L i=1

entonces

C(—N. j-g) = Z CLBLa
L

donde By, :=[[._, B, es un producto de niimeros de Bernoulli. Mds generalmente,

para a € RY ;) tenemos

Q(—Na fﬂ.-. gﬂ.) = Z CLBL (a),
L

donde By (a) := [[5_, Br,(a:) es un producto de polinomios de Bernoulli.

Ademas necesitaremos dos lemas, al igual como en el caso de las integrales.

(1.16)
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Lema 1.14 Sean f, g € Clz] polinomios en p variables tales que f satisface la Hipdtesis
de Mahler, y sea N un entero no negativo. Entonces

C(=N; f.9) = C(0; f9f™), (1.17)
éan fN¥(z) == F{@)Y.

Demostracién. Utilizando el resultado del item (3) de la Proposicién 1.13, escribiremos
primero Z(—N; fa,g,) como suma de monomios,

P
—N; fa 9a) Zcm (af‘ =T o, er=cu(Nifg) € C) . (1)

=1
obteniendo
~Nif,9) = FeLbi (1.19)

Por otro lado, para a € RE,, f, satisface la Hlpote51s de Mabhler, pues f lo hace, asi por

el Lema 1.10 N
—N; fa.;ga) = Z(O~ fas (gf )a—)- (120)
Por lo tanto, de (1.18) y (1.20) tenemos

Z(0; far (9 ™)a) = Y cra”.
P
Entonces, por el resultado del item (3) de la Proposicion 1.13 obtenemos
¢(0; f,9f™) =ZCLBL- (1.21)
L

Finalmente, podemos igualar las ecuaciones (1.19) y (1.21)
C(=N; f.9) = (05 f, g f™).
O

Lema 1.15 [4, pag. 701] Sean fi, fa,- -+, fn € Clz] polinomios en p variables que sa-
tisfacen la Hipétesis de Mahler, y sea g € Clz] un polinomio en p variables. Entonces

deg(f) - ¢ (0;£.9) =) _ deg(f;) - C(0; f;, 9), (1.22)

j=1

con f =TI} f;.

Ahora mostraremos la relacién mencionada en la Introduccion.

Teorema 1.16 Sean fi, fo, -, fn € Clz] polinomios en p variables que satisfacen la

Hipdtesis de Mahler, sea g € Clz] un polinomio en p variables y sea N un entero no
negativo. Fintonces

deg(f) - ¢(=N; f,9) = Zdeg i) - €0; £5,9fN) =) deg(f;) - C(=N; fi,af)Y)  (1.23)

j=1
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con f = Hf_r‘ g fy = Hfi-
i=1 i=1
i#]
Demostracion. Usando el Lema 1.14, tenemos
Utilizamos el Lema 1.15 para los polinomios f = 7_, f; y g™
deg(f) - ((=N; f.g) =Y _ deg(f;) - C(0s f. 9f™).
j=1

El Lema 1.14 nuevamente nos permite escribir

C(0; £, 9F™) = C(0; £, 9N FN) = C(=N; £, 96 M).



Capitulo 2

Relacidn con los ceros de un
polinomio en una variable

En este capitulo tendremos una relacién entre los ceros de un polinomio f en una
variable y Z(—N; f, g). Antes de enunciarlo damos unos resultados preliminares.

Lema 2.1 Sean f,g € Clz] polinomios en p variables, tales que [ satisface la Hipdtesis
de Mahler, y sea s € C un punto de analiticidad de Z(s; f, g). Entonces Z(s; f, g) es lineal
en g.

Demostracién. Para Re(s) > 0y g = ag1 + bga, donde a,b € C, g1, g0 € Clz]

Tl . 5 + B = / (ag:(2) + boal(2))f (&) *de

»
JRY

=o [ a@)f(e)de+t [, #@ () s

Luego, por continuacién analitica, (2.1) se cumple para todo s € C en que Z(s; f,g) sea
analitica.

d

Corolario 2.2 Sean f, g € Clz| polinomios en una variable, tal que f satisface la Hipote-
sis de Mahler, y sea N un entero no negativo. Entonces

deg(g)

Z(=Nif,9) =Y Coeff,i(g(x))Z(—N; f,27). (2.2)

=0

Lema 2.3 Sean f,g € Clz] polinomios en p variables, asumamos que [ satisface la
Hipotesis de Mahler, a € C — {0} y sea s € C un punto de analiticidad de Z(s; f,q).

Entonces
Z(S’ af‘ g) = UJQSZ(.S‘; fQ)

eligiendo las ramas del logaritmo de modo que a™* f(z)™* = (af(z)) .

Demostracién. Para Re(s) > 0, de (1.3) tenemos claramente Z(s;af,g) = a *Z(s; f,g).
Luego por continuacién analitica se obtiene el lema.

10
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|

Lema 2.4 Paraa,beC cona#0y k €Ny =NU/{0} tenemos

1 b k+1

Demostracién. Por la Proposicién 1.9, tenemos para p > |bf|a|

Z(0; az + b; 2%) =Coeff ,1 ( — tlog (Gpa—;— b))
Z(0;ax + b; 55'"') :CO@HP~1—]¢ ( —log (1 Nt a%))

Luego

2o (=1 BN® 1 by
Z(U;ax—!—b,:rk)=Coeﬂ‘p41-k(z( TZ) (a) P ﬂ) Zm (—&-) .

A continuacién demostramos el resultado que mencionamos al comienzo del capitulo.

Teorema 2.5 Sea f € C[z] polinomio en una variable que satisface la Hipdtesis de Mah-
ler, sea g € Clz], y sea N un entero no negativo. Entonces

Z(-N;f,g9)= Z Fn(z (2.4)
Flz)=0

donde Fx es la antiderivada (primitiva) de gf” que satisface Fx(0) = 0.

Demostracién. Fijamos m = deg(f) v escribimos f(z) =a [, )cona € C\ {0}
y z; los ceros de f(x). Entonces

Z(-N: f,9) =2(0; [,91") = 2(0;0 ] [ (= = ), g/™) = Z(0s H z—2),9f")

=-—ZZ(O;IL’ - zj,ng),

j=1
donde usamos el Lema 2.3 y el Teorema 1.12. Escribimos ahora

mN+deg(g

2(~N;f,9) = %i 2(0a-5 3 o),

donde C; x := Coeff,i(gf"(x)). Luego del Corolario 2.2 obtenemos

m mN+deg(g m mN-+deg(g)

Z(—N; f,9) = Z Z C,NZ( )_ Z Z icif\;z;+l,
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mN-+deg(g) C'N .
donde utilizamos el Lema 2.4. Sea Fy(y) := Z i—;—ly” "1 que cumple claramente
i=0

Fh=g ¥ v Fy(0) = 0. Usando este nuevo polinomio obtenemos

Z(-N;f,9) = %ZFN (25) -

Por 1iltimo, como 21, - , 2y, son todas las raices de f, tenemos
il
Z(-N;f,9)=— Fn(z).
m K
f(z)=0

O

Corolario 2.6 Sea f € Clz] polinomio en una variable de grado m > 0, que satisface la
Hipdotesis de Mahler. Tenemos

1 Qim—1

Z(0; f,1) = S

Qi
donde f(z) = ama™ + am_1 2™ 1+ -+ + a1z + ao.

Demostracion. Utilizamos el Teorema 2.5
1

0:7.1) = — oz

20:£,1) = 3 Fo2),

L z
F(z)=0

donde Fj =1, Fy(0) =0, es decir, Fo(z) = . Luego

Z(O;_f,,l)z% N

z

f(z)=0

De f(z) = amz™ + Gne1Z™ Y v o = Gy H (x — z), tenemos

f(z)=0

. 1l @
Z(0: f,1) = ——- %

a’m
d
Usando la funcién r que viene de la ecuacién (1.8), podemos escribir para f(x) =
™ + - 4+ ayx + ag € Clz] polinomio en una variable
1 m
r= T(P) = ;— Z Tm—j p~. (25)
m 4

Lema 2.7 Sea r como en la ecuacion (2.5). Si h € N, tenemos que Coeff ,—; (r(p)") no
depende de m—(j+1)s dm—(§42), " * : A0-



CAPITULO 2. RELACION CON LOS CEROS DE UN POLINOMIO EN UNA VARIABLEI13

Notemos que este resultado es trivial si deg(f) —1 < j.

Demostracién. Seal € {j +1,j+2,--+ ,m}. Debemos verificar que Coeff ,; (r(p)") no
depende de a,,_;. Para eso, basta notar en la ecuacién (2.5) que am,—; va acompanado de
p~!. por lo que en r(p)" los términos que contengan a,,—; no pueden ir acompanados de
p~7. En conclusién, Coeff,; (r(p)") no depende de am, ;.

(]
Generalizando el Corolario 2.6, podemos obtener el siguiente resultado.

Lema 2.8 Sea f € Cz] un polinomio en una variable que satisface la Hipdlesis de Mah-
ler, de modo que f(z) = apa™ + -+ + a1z + ap. Sea k un entero no negativo. Entonces
Z(0; f.z*) depende solamente de am, m-1,* » Gm—(k+1)

Demostracion. Usamos la Proposicién 1.9,

Z(0: 1, Jf“) = _%Coeﬁ'p—l (pk log (jf (p))) - A-T%Coeffp—(u-k; (IOg (ff (P))) ‘
top top

Utilizamos la relaciéon de la ecuacién (1.7)

: 1
2(0; £,2*) = ——Coeff - (Tog(1 + 7(p)) ).

Luego, para p lo suficientemente grande tenemos |r(p)| < 1, asi

Z(0; f,z*) = — iC()eﬂ'p_(Hk) (_ i M)

m
h=1

Ll G :
ZE; 5 Coeﬁp_uﬂ-)(r(p)’),

suma de hecho finita. Gracias a la ecuacién (2.5), tenemos que Coeff -+ (7(p)") = 0 si

h¢{1,2--- k+1}. Es decir,

1 k+1 (_1).'?,
200129 = 252 0 oo )
" h=1

Utilizando el Lema 2.7 para j = k+ 1, tenemos que Z(0; f, z*) depende solamente de a,,,
Am—1,""" 5 Am—(k+1)-
O

Para finalizar el capitulo, extenderemos el Lema 2.8 a p variables. Sin embargo, cita-
remos primero una observacién que aparece en [3. pag 211].
Observacién. Para todo s fuera del conjunto de polos posibles, del Teorema 1.7, tenemos

Zi& 1.5 = / Z(3; fr, §rp)do, (2.6)

. UEBCI;_

donde f,(p) == f(po), gop(p) := p*"g(po) son polinomios en una variable.
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Teorema 2.9 Sea f € Clz] un polinomio en p variables que satisface la hipdtesis de
Mahler. Al escribir f en partes homogéneas

Flpo) =Y P (o), 2.7)
=0
tenemos que Z(0; f, 1) depende solamente de fiop = fim)s fim—1):"""  fim—p)-

Notemos que este resultado es trivial si deg(f) < p.
Demostracién. Usamos la ecnacién (2.6)

y el Lema 2.8. Asi Z(0; f,,2P~') depende solamente de fiop = fim)s fim=1):"* " » fim-p)
para todo o € OC% . Esto implica lo que desedbamos mostrar.

O

Teorema 2.10 Sea f € Clz] un polinomio en p variables que satisface la hipdtesis de
Mahler. Al escribir [ en partes homogéneas

f(po) ﬁzpjffj)(ﬁ)

tenemos que ((0; f,1) depende solamente de fiop = fim)s Fim-1)s""" s Fim—-p)-

Demostracion. Escribimos Z(0; f,, 1,) = Z(0; f,, 1) como suma de monomios

Z(0: f5:1) = ZcLaL,
E
donde a¥ = D af", cr, = c(f). Luego, c;, depende solamente de fiop = fim), fim—1)" ",
fim—p)- De la parte (3) de la Proposicién 1.13 tenemos

C(O,f,l) = ZCLBL.

L

Por lo tanto, {(0; f,1) depende solamente de fiop = fim), fim-1)s* s fim—p)-



Capitulo 3

Integrales nulas

En este capitulo obtendremos que ciertas integrales son nulas. Estas integrales son
analogas a las que obtuvieron Friedman y Ruijsenaars [5, pag 380]. Antes de enunciar cl
resultado, debemos ver cual serfa la analogia para el caso que queremos. Recordemos de
la ecuacién (1.2)

Cp,m(sa w ' ay, - 1a'p) = C(S:- f7 1) (f(’l:‘) = H (wj # Z"r‘iaﬂ))'
i=1

i=1

Para W (t) := Y7_, tia; = (Wi(t), -~ ,Wn(t)) € C™ como en (0.3) y t = (t1,--- ,tp) €

i=1
R%, en [5] se obtuvo

'/[;J-llf’ Cpm(s, W(t))dt =0 (RE(S) < p/m).

Tenemos
Cpm{s, W(t)) = C(8; (fespfis 1) (3.1)
ya que |
fmp(.’l-') = H (Z (Iijil.'i) = HH/}(T)
i=1 =1 j=1
y asi
(ron)e(@) = fuap(z +1) = [T (Wi(5) + 3 ayms).
j=1 i=1

Teniendo ya la ecuacién (3.1), la idea de nuestra nueva integral nula es como la de la
ecuacién (0.8) pero en vez de (pm(s, W(t)) irfa ((s;(fiop)t, gt). Sin embargo, surge el
problema que (fiop): no satisface la Hipotesis de Mahler para t = 0. Esto hace que la
convergencia de la integral

C(s5 (frop)ts ge)dt

te[0,1]7

no sea evidente.! Para remediar esto, consideramos fi,, como limite de funciones F; que
satisfacen la Hipétesis de Mahler. Ademas nos restringiremos a s € Ry s <0.

! De hecho, nos parece probable que esta integral converja para Re(s) < p/deg(f), pero no hemos
podido demostrar esto.
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Sea f € M, y consideremos para T > 0 el polinomio en & = (z;,-- - , ;) dado por

hr(z) = T f(z/T) = fiop(®) + T fim-13(2) + T2 fim—2)() + - - + T™ f(0)-

Dado que (A7 )top = frop, ¥ que by no se anula en [0, c0)” puesto que f no lo hace, tenemos

que hy € My, ¥

1im+ hr = fiop (convergencia de coeficientes).
T—0

De esta manera si tomamos una sucesién T; — 0 y ponemos Fj(x) = hy;(z), tenemos que

Fj‘ e Mm.'p) H].’Il F}n = ‘ftops (-ij)t()p = ftop- (32)

j—roo

En adelante cuando escribimos F — fi,p se asumira que serd para I que satisfacen (8.2).
Sin embargo, nuestros resultados no dependeran de la sucesion F; elegida.
A continuacién enunciamos el resultado analogo a la integral nula de la ecuacién (0.8).

Proposicién 3.1 Sean f,g € Clx| polinomios en p variables, tales que [ salisface la
Hipétesis de Mahler. Para s real y s <0, s ¢ B (ver (1.10)), tenemos

lim ((s; Fy,g;)dt =0 (seR, s<0). (3.3)
F=rfrop J10,1)P

Para demostrar esto, veremos unos lemas. Para w 3> 0, g := deg(g), m :=deg(f), N € N,
8> —N,y F=F; = fip, poOngamos

L F(z) — Fup(z) _ F(x) — frop(z)
Ra)= =@~ @

— N 0 e 1 (1-—f)k—1
Ny = Ne(s, w) = jacﬁ | fenlo 7000 (RN | = preyerdidede.

(3.4)
Notamos que R — 0 cuando F — fiop, lo que nos serd itil en el Lema 3.2. Entonces [4,
pags. 708-709] tenemos,

k-1
—3 —8
Z(s;F,qg) = Zl+k.( " )Nk+,\g=0 ( \ )M’,\ (Re(s) =N, k= Nm+q+p+1), (3.5)

donde -
Z=tswiFg)i= [ o[ glpo)F(po)dodp (3.6)
p=0 UEGCi
vy My = M,(s,w) esta dado por

g+(m—1)A wq—l—ji—ms-)\—h

= Y e | Comtlaniaalpo) (R o) e (31)

h=0

que tiene a lo més polos simples en puntos racionales de la forma s = &—m(’\—@- donde
0 < h < g+ (m— 1)\ Por la Férmula de Raabe (1.15), tenemos [, ((s; Ft, ge)dt =

Z(s; F,g). Por lo tanto, para demostrar la Proposicién 3.1. estudiamos qué sucede con
Z(s; F, g) cuando F tiende a fiqp -
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Lema 3.2 Para Z;, como en la ecuacién (3.6), My como en la ecuacion (3.7) y s ¢ B
(ver (1.10)) con s < 0, tenemos

lim Zi(s,w; F,g) = —Mp(s, w).

F— fiop

Ademds limp_, ., Ni(s,w) =0 con k como en (3.5) y w > 0.

Demostracién. Para demostrar la primera parte del lema, de la definicién (3.6) obtene-
mos

lim Z(s,w;F,g)= lim / / " g(po)F(po)~*dodp. (3.8)
acr

F— feop F— frop

Lo que haremos serd acotar la funcién |pP~1g(p)F(po)~*| por H = H(s,w) que no de-
pende de los F; — fiop, para asi utilizar el Teorema de Convergencia Dominada y poder

intercambiar el limite con las dos integrales. Tenemos que pP ' g(po) es continua sobre el
conjunto compacto [0, w] x ACY, por lo que

|P" " g(po)| < K, (3.9)
donde K > 0. Para acotar F'(po)™*, escribimos F' en partes homogéneas,
F(po) = p™ fuop(0) + p™  Fim—1)(@) + - + pFy(0) + Fo).
Luego,
|F(po)| =|p™ frop(0) + ™ Fny(0) - +F(0)|
<[p™ frop(@)| + [ Fm1y(@)] - - + | Fioy |-

Para p € [0,w] v k> 0, tenemos que p* < (1 + w)*. Entonces,

F(po) £ (14+w)™| fiop(0)| + (1 +w)" | Fnery(0)] - - - + (1 +w) | Fay (0)| + | Fioy |- (3.10)

Por otro lado, F' — fip, por lo que Fi,,—p(c) — 0 uniformemente para todo ¢ €
{1,2,--- ,m}, o € 8C%. Por lo tanto, tenemos |Fi,,—¢(po)| < by, con by € Ryg, £ €
{1,2,--- ,m}, o € C%. Con esto y la desigualdad (3.10) concluimos que

|F(po)| < (14 w)™|Fyp(o)| + (1 +w)™ by + -+ + (L +w)bp1 + by < C, (3.11)
para algin C = C(w). Para s € R tenemos
|F(pe)™°) =‘e—510g(F(ﬂf’))\ — o~ Re(log(F(pa)))
108 F(p0) (3.12)

De (3.11), tenemos
log| F'(po)| < logC.
Recordemos que suponemos s < (), entonces
—slog|F(po)| < —slogC

Esto implica que
e—slogiF(pﬂN -31030 = (18, (3.13)
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Con H(s,w) := C™K, de la ecuacién (3.12) y de las desigualdades (3.9)y (3.13) tenemos
0" 9(po) F(po)~| < &,

lim Z,(s,w) = im " g(p0)\F o) " *dod
Frl Zi(s,w) /0 /aoﬂ;F“*ff-ﬂpp 9(po) F(por) o

W
= / / ﬂ”‘“msg(m)ﬂ@(ﬁ)Hsdffdp-
0 Jacr

Escribimos g en sus partes homogéneas 9(po) = pa - p‘“g(q_h) (o), asi
W q
lim 7, (s, w) :=/ / prtP=1-me Zp‘hg(q‘h) (o) Jeop(0) ~*dodp
ainc 0 Jocy h=0

—*Jtop
9  Lw
:__Z/ pa+p-ms-.fz.—]dp/ pg(q‘,z)(o')ft;S(O')dO'
h=0 0 ¥

aC
g wItp—ms—j
——— —s |
= _ _
Z ms+h—q—p /acp 9iq h)(o-)ftop(g)((r
h=0 &1
— - A’IG(S; lU)

lo que concluye Ia demostracién de la primers parte del lema,
Pasando a 15 segunda parte de] lema, de 14 ecuacion (3.4) tenemog

e 1 — k=1
lim N, = im -/BC”L ﬁ;op(a)_sppﬁlﬁmg(pa')(R(po))k/ﬂ h‘_%-ﬁ%ﬁ;gdtdpda

F‘)fmp Fﬁftop

Aqui al igual que en ¢ lema anterior, deseamos que se intercambie o] limite con las
integrales, Y Para eso usaremos ] Teorema de Convergencia Dominada. Dado Po > 0,

lg(po)] < Cyp7 Vp > py,
Y existe una constante C, de modo que para todo o ¢ oCy, p> Po se tiene
[B(po)] < Cyp1, [8(po)| < 1/2.
Tenemos agf

1 _ V=1
fnop(or-w-m-*g(m)(R(pa»“/D (T%fe(%mdt < Kppimesa-h

donde K eg ina constante, [,5 funcién de 5 derecha es integrable sobre [w, o] ya que
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s > —N y la definicién de k dan p — ms + g — k < 0. Luego, tomando w = py,

N He's) 1 J\E—1
Z ’ -8 p—1l-ms k (1 - i) d
= tdpd
i M= [ [l fene) 7o) Rl || e e
00 1
[ [ S g(00) 0. f (1 - £y 1dtdpdo =0,

act Jw 0

ya que limp_, 5, R(po) = 0 como comentdramos después de la ecuacion (3.4).

Il

Lema 3.3 Para M, como en la ecuacion (3.7) con A # 0, tenemos

lim M, (s,w) = 0.

F— frop

Demostracién. De la ccuacion (3.7), con Ay x(0) := Coeff ,.-x-(g(po) (R(po))*) tenemos

g+(m—1)A ,qurpams—)\—h
lim M, = lim Axnlo o) *do
F— fiop 8 F— frop g ms + A+ h— q—p 301; )“h( )ftop( )
g+(m—1)A

,wq-{rpﬁmsf)\—h

— lim Asnlo o) %da,
; F—>fmp ms + )\ + h — q — P 301 A’h( )ftt)p( ) ’

siempre que demostremos que cstos limites existen. Como Ay, depende de F = F; (re-
cordemos que limp_, . significa imp, ,,.), tenemos que R depende de j. Por definicion,
Ayn(o) es el coeficiente de p?~ 2" en la expansién de g(po)(R(po)*), donde

_ En-n(0) | Fmal0) . Fo
pliop(@) p* frop(0) p™ frop(0)

El hecho fiop(c) # 0 sobre el conjunto compacto C% y el teorema multinomial nos per-
mite concluir que |A, ,(o)] < C para alguna constante C, ya que F(,,_¢ — 0. Recordamos
que A es un entero positivo por hipétesis. Entonces tenemos por Convergencia Dominada
que

R(po)

g+H(m—1)x wItp—ms—A—h

lim My = - “*de = 0.
P © Z ms+A+h—qg—p _/aci 0: frop(0)dor =0

h=0

O

Demostracién Proposicién 3.1. Sea s ¢ ‘R (ver Teorema 1.7), tal que s < 0. Usamos
la ecuacién (3.5) y el Lema 3.2 para obtener

k-1
Fl)lg}p Z(s;, F; g) = Fl—{rﬁop (Zl(s, w, F,g) +k (_AS) Ni(s,w) + ; (_)\8) M, (s, w))
k-1

B F].;l)l}r-lnp ( = AJA(S! w)) - 01

S

por el Lema 3.3.
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O

A continuacién enunciaremos otra de las integrales que se anulan mencionadas al
comienzo del capitulo.

R 2
Proposicién 3.4 Para todo operador 8”7 := .. 5 de orden |J| := Z J;, donde J =
t1 " Yy i=1
(J1, -+, Jp) € NB, para todo [, g € Clz] polinomios en p variables tales que f satisface la
Hipdtesis de Mahler, para s € R, s ¢ ‘B (ver Teorema 1.7), s < —|J|, tenemos
lim f ¢ (s; Fy, gy)dt = 0. (3.14)
F=fiop J[0,1]p

Notamos que si |J| = 0, obtenemos la Proposicién 3.1.
Requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.5 Bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.1, tenemos que la funcion s — 87((s; Fy, g;)
es meromorfa en C. Sus polos som simples y estan contenidos en el conjunto

_ _ o p+deglg) —|J| - ¢
P1=2Eg.J) = { deg(F) }ﬁ=0,l,2--- . (3.15)

Ademds la funcion es reqular en s =0,—1,-2,---.

Demostracién. Sean F,g € C[z] polinomiog en p variables tales que F satisface la
Hipétesis de Mahler, fijamos m := deg(F), g := deg(g). Demostraremos el lema por
induccién sobre |J|. Primero para |J| = 0, notamos que F; satisface la Hipdtesis de
Mabhler y deg(F) = deg(F3), deg(g) = deg(g:), entonces

PB(F, gt) = B(F9), P, 0, J) = P(F,g,J).

Por lo tanto, del Teorema 1.7, obtenemos lo deseado para |J| = 0.

A continuacién suponemos cierto el lema para |.J|, y lo probaremos para |J| + 1. Sea
J' € Nj con |J'| = |J|+1, escribimos para k € {1,2,--- ,p} tal que la coordenada k-ésima
de J' sea distinta de cero, J' = Jy + e, con e, Jy € N, donde e tiene un 1 en su k-
ésima coordenada y ceros en la demds, y |Jp| = |J|. Consideremos s € C con Re(s) > 0.
Tenemos de la definicién de ¢ en la ecuacién (1.1)

J! : —_ 5do : ig_ .l . oF
8" ¢C(:F, q) = g(s,Ft,(atk)t) s-9%¢ [ s+1; B, (ga—tk)t . (3.16)

Analizando los dos sumandos de la derecha de la ecuacién (3.16), tenemos primero por

hipétesis inductiva que 870¢ ( s: F}, (22 tiene continuacion meromorfa en C, donde los
Oty " ’

posibles polos son simples y pertenecen a &2 (Fg, (%) , Jg) C P (F,g,J"). Ademas es
t

ke
regular para s =0, -1,-2,---

Notemos que s & P (F,,g;,J') = s+ 1 & P(F,, (g%—i) ,Jo). Nuevamente, por in-
wSt
duccién obtenemos la continuacién meromorfa en C de 8%¢ (s +1; F;, (ggtﬁk) ), con po-
B
sibles polos simples en 42 (Ft, (ggf;) ,Jo). Ademés la funcién es regular para s + 1 =
i

0,—1,-2,---, es decir, para s = —1,—2,-3,--.. Como los polos son a lo més simples



CAPITULO 3. INTEGRALES NULAS 21

obtenemos que s - 8¢ (s +1; F, (9% ),) es regular también para s = 0. Concluimos que

97'((s; F;, g:) tiene una continuacién meromorfa en C cuyos polos son simples y estan

pta—|J|-¢
m

contenidos en el conjunto Z(F}, g;,J") = { } . Ademas la funcion
£=0,1,2,-

es regularen s =0,—1,-2,---.

(]

Demostracion Proposicion 3.4. Por el lema anterior, la integral en (3.14) tiene sentido.
Para calcular su limite cuando F' — fio,, nuevamente usaremos induccién sobre [J|. Si
|J| = 0, basta con usar la Proposicién 3.1. Luego suponemos nuestra hipétesis inductiva
para |J| y lo mostraremos para |J| + 1. Sea s ¢ B, s < —(|J| +1). Sea J' € Nf con
|J'| = |J| + 1, escribimos para k € {1,2,---,p} tal que la coordenada k-ésima de J’
sea distinta de cero J' = Jy + e, con ex, Jy € N donde e, tiene un 1 en su k-ésima
coordenada y ceros en las demads, y |Jy| = |J|. Consideramos la misma ecuacién (3.16) y
hacemos tender el limite cuando F — f,, junto con integrar sobre [0, 1]7

’ ag
Yien / 8¢5 Fy, )t = Hm / §% (s;F,(,——))di 3.17
F*}fmp‘ [0‘1]1, g( f gt) F-%fmp [0:11;0 ( K dtk i ( )

4

] oF
—s- If 3 B, (g=—) ) dt.
9 F—?}:up ,/[0‘1];1 8 g (S . l b (gatk)t) t

Como P(F, £2) C P(Fg), v s ¢ B(Frg), s < (1| +1) < =|J| = —|], por la
hipétesis inductiva el primer limite de la parte derecha de (3.17) es nulo. Para evaluar el
segundo limite, notemos que deg(gT’;) = deg(F') — K, con k > 1. Por lo tanto, s & P(F, g)

implica s +1 ¢ %(F,g%). Como por hipétesis s < —|J| — 1, tenemos s + 1 < —|.Jy|.
Por hipétesis inductiva (aplicada a s + 1 y a F, gg—{:_), concluimos que el segundo limite
en (3.17) también es cero.

O



Apéndice A
Una demostracién alternativa

En este apéndice damos una nueva demostracion de la siguiente férmula de V. Castillo
2]

Proposicién A.1 Sean f,g € Clz] polinomios en p variables tales que f satisface la
Hipétesis de Mahler, y sea N > 0 un entero no negativo. Entonces

Z(_-N§ frg) = _%Coeﬁ‘p‘?’ (./.EBC” g(pg)(f(pa))"v log (ftf) (.00)) dO’) ’

donde m = deg(f) y log es la rama principal del logaritmo.

Antes de demostrar la proposicién, veremos los siguientes lemas.
Lema A.2 Sea R € C con |R| < 1. Para N > 0 un entero no negalivo, tenemos

1)*-1" B o _d+ R

Z ,\(,\—1 O—N) N

A=N41

log(1+ R) + 2(1+ R), (A1)

con z(x) € Q[z] de grado < N.
Demostracion. Por induccion sobre N. Para N = 0, tenemos que

A+1RA

Z 1) L Z = —log(1 + R).

A=1 A=1

Por lo tanto, satisface (A.1) con z = 0. Ahora supondremos cierto (A.1) para N > 0 un
entero no negativo, y lo demostraremos para N + 1. Es decir demostraremos que

A— (N+1)RA 14+ RYNV+L
Z 0 _1 L) g2+ R) log(1+ R) +w(1 + R), (A.2)

A - rI) § | D

con w(z) € Q[z] de grado menor o igual a N + 1. Si derivamos el sumando del lado
izquierdo con respecto a R obtenemos

( 1) N+1) pA ’_ ( 1) N+1) pa-1
(A(/\l)---(z\*(NH))) TO-DO=-2)- =N - (N+1))’
B

1

22
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para todo A. Luego sumamos ambas expresiones de A = N + 2 hasta infinito

© (ﬁl)f\—(NfH)R/\ ’4 % (~1))‘_(N+”R"“‘1
X, (A(;\‘l)---(/\—(Nﬂ—l))) = X, A—1(A=2)---A—N)A-(N+1)

A=N42 A=N42

Haciendo un cambio de variable 1 = A — 1 en el lado derecho, tenemos

o0 (_I)A—(N-l-l)R;\ k a 0o (—l)llkNR'u
I e ) R Wi e, e

A=N+2 p=N+1

Luego por hipotesis de induccion

00 (_I)Aﬁ(Nﬁ-l)R)\ ! ~ (1+R)N
,\zzmg()\(/\—l)---(/\—(N+1))> =——p7 los(l+ R)+z(1+R),

con z(x) € Q[z] de grado N. Integramos ambos lados y obtenemos

[5G S2mtm) )or= [ (S5 et

A=N-+2

Como la suma converge absolutamente, se pueden intercambiar la integral con la suma-
toria. Es decir

Z/ .((Nil)(i;Jrl)))’dr:fOR( (1;~) log(1+1) + #(1+ 1) Jdr.

A=N+2

Luego, integrando por partes,

)\ig)\()\ —(1)1.).A._((;T)(1§+ 1)) === ]OR & }T)N log(1 + r)dr + /(;R z2(14r)dr
%%ilog t+) / (N+11(;\)fi 1)|d""+f0R z(1+r)dr
bge?vi? . L (;i,i}f)év ; it fo " 81+ ). Entonees wi(d) & Q] & da grade

O

Lema A.3 SiN+1< A< N+([p/m], o sig+p+mN < X, conm = deg(f), g = deg(g)
y r(po) como en (1.8), tenemos que Coeff ,—p—mn { g(po)r(po) ) =1
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Demostracion. Notemos que
9(po) =p* (9(0)(0) + P gig-1)(0) + - + p79(0) ,
A
m— a =1J M= U - =
T(pa))‘ =P—z\ (f( 1)( )+P lf( 2)( )++P (m-1) f(()) )) )

ftop(o-) ftop(a) ftop(g
Luego
g+(m—1)A
glpo)r(po) = p> D" Aplo)p™", (A3)
h=0

con A} () una funcién racional sin polos en 8C%. Entonces

Coeff y—p-mn (9(po)r(po)) = Ay pimn-2(0).
Notemos que el exponente de p en g(po)r(po)* estd entre —mA v ¢ — A. Entonces,

e para q—&-;}—o—mN < A, tenemos que g+p+mN — A < 0, de donde g— A < —p—mN.
Luego Az, N NG ) es un coeficiente de una potencia de p mayor a la que aparece

en (A.3). Por lo tanto, A}, ..ny_x(c) = 0.

e para N+ 1< A < N+ [p/m], tenemos mA < p+mN, de donde —p—mN < —mA.
Luego Ay, . n_5(0) es un coeficiente de una potencia de p menor a la que aparece
en (A.3). Por lo tanto, A}, ,.n_s(0) = 0.

En cualquiera de los dos casos, obtenemos que Coeff -p-mx (g(po)r(pa)?) = 0.

Demostraciéon Proposicién A.1. De (1.11) tenemos que

gtptNm .\ N =1
2-viro)= S S (n) [, ot (0o (p)) fun(o)”

A=N+[p/m]
q+p+Nm (_1)/\_‘,\, X =1
=f ; Z W(N) Coeff,-p-mx (9(po)r(po)*) frop(o)™do
oedCy AN ]

Usando el Lema A.3 obtenemos que

mzNifg = [ 5 G (N) Coelty v (g(a)r(60)) fnlo) o

€8CY \=N+1
N (CDAMV AN A
= C()e—ﬁ —p—mN (g(po‘)_f (J) = = ( ) T‘ O' )dO'
faeacf;_ ! o A:,\Z,H A-N \N (po)
Luego, un cilculo sencillo da

z\N

7N f9) = /gcaCT Coefl-s-ni (9(60) fp( Z /\()\—1) om o) )dor

A=N+1
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Usando el Lema A.2 con R = r(po), notando que para p > 0 tenemos que |r(po)| < 1,
asi

. N
%Z(—N; f.9)= ./eacf’ Coeff j-p-mn (g(pa)ftop(a)m'(—(—li—%(—?q)—)-— log(l—l—ﬁ"(pa))—l-z))da!

con z := z(1 +r(po)) y z(z) € Qz] de grado < N. Notemos que

Coeffﬁ,mp‘m:v (Q(PU).f‘cop(J){VZ(ﬂ* UJ) = O’

pues las potencias de p de la expresién g(po) fiop(0)V2(1 + 7(po)) se encuentran en
{—=mN,-mN +1,-.- q}. Luego

FANto = [ N (I (-5 og(147(p0))) ) do.
Como 1+ r(po) = f{(’z;—; ] = fnf (po), obtenemos
mZ(-N; f,g) = — / oy COCMTmm (g(pa)_fmp(o')N(f{ (pg))Nlog( ftf (pcr)))dcr

=— .[;eac_i; Coeff ,-p-mn (g(pg) f,(o'(::\?N Iog(fip (pa)))dcr

(pa)))dcr

T /geaczi Coeff,» (g(p0)f (o)™ 10g(ff

top

/ (pa))dcr) .

~Coeff, (— / ey 10 00" g

top
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