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RESUIVIEN

Para /,9 e C[r] polinomios en 7i variables, definirnos la serie zeta ast¡ciada a f y a g

corno

4G;.f ,il:: ! o(k)/(fr)-'
k€NB

(n"1r¡ >> o),

donde / cunrple ciertas hipótesis de no nulidacl y crecimiento en (0, oo)e, y N0 :: NU{0}.
Uno de los objetivos de este trabajo es probar para il ) 0 entero Ia fórmula de valores
especiales para productos

cles(f ./r)((-¡/; fi. h,s): deg(/r)C(-¡¿; h,sÍ{) + des(/r[(-N; h,sf{).
Para probar este resultado primero lo mostrarernos para un análogo integral de la serie zeta
que denotaremos por Z(s; J1.f2, g). Luego, mediante la Fórm,ula d,e R.aabe,lo obtendremos
para Ias series.

El segundo objetivo es mostrar una relación entre Ios ce¡os de un polinomio / en una
rariable v Z(-N; f,S), donde 1{ es un entero no negativo.

El tercer objetivo es demostrar que ciertas integrales de series zeta son nulas.

ABSTRACT

For /, g € C[z] polynomials in p variables, rvo clefinc thc zcta series asociated to / and
.g as

ii!;f ,d:: ! o(r)/(k) ', (n"1,t>, o),
k€N6

where / satisfies certain non-vanishing and grou'th assumptions on (0, oo)e, and N6 ::
N U {0}. Our first objective is to prove for any integer lr' > 0 the spécial value formula
for products

dee(/l . /zX(-N h. h, d: des(ñ)((-¡/; h, sf{) + deg(/r)((-¡r; f,, sfn.
To prove this, first we will prove a similar formula for an integral analogue Z(s;.ñ.lz,g)
of ((s; f1f2,g). Then, using Ro,abe's Fo'rmu,lo, we will deducc tlie result fór eG; hfz,g).

Our second obiective will be to show a relation between the zeros of a pólynomial /
in one variablc and Z(-N; f,g), rvhere ly' is a nonnegative integer.

Our third objective is to prove that certain integrals of zeta series vanish.



Introducción

A mediado de 1os años 70, motivado por ciertos problemas de teoría de nítmeros, T.
Shintani [8] estudió una función zeta multidimen siond. ((s,.//,r) con.ú una matriz de
tamaño p x rn

,// :- {ao¡}, i.:7,... ,p, j :1,.. . ,m,
con coeficientes positivos, r € 1R!- :: (0, -)', y

((s, -ú,x) :: \-
,U 

(Éa,* r,1,,,) , Re(s) > ptm- (0 1)

Para m : 1 esta función zeta es la función zeta múltiple de Barnes [1]. T. Shintani
obtuvo fórmulas explícitas para eI valor de l¿r continuación analítica de la función (0.1)
en los enteros no negativos s : 0, -1, -2,....

En 2004 E. Friedman y S. Ruijsenaars [5] mostraron que el trabajo de Shintani sobre
funci<.¡nes zeta mú1tiples podía simplificarse y extenderse por medio de ecuaciones en
diferencia. Utilizaron una función zeta, ligerarnente más general que (0,1),

er,-(",. I a1,"' ,a) ::
kr,'

»
.,kp:0 É (-,- á 

*,",)-' , Rn(s) > ptm. (0.2)

Aquí los d¿ f ro son elementos de C- cuyas coordenadas son ¿ij y ?rj, respectivamente, y
sus partcs rcales se imurrren positivirs. Esta fu¡rción cs una gencralización de (0.1) ya qut:

p

((s, -//, r) : (*,G,W (r) I at,. . ., ap), W (r) -- W (r 1 ar,. . ., a) :: D rnou.
i:l

(0.3)
La ventaja de (0.2) es que satisface ecuaciones en diferencia del tipo

Co,*(s,w*arla1, '.a) (r,^(",u)or,' ' ,o): -Q-y.,.(s,w I at, ",o'p r), (o.a)

con (6,-(s, u) ::fli:rut'.
El principal objetivo de esta tesis es estudiar funciones zeta asociadas a polinomios

más generales que las de (0.2). Obtenemos tres resultados, inicialmente relacionados con
la integral zeta

Zlsi.[.s):- Z¡s;f.s),: [* ..[* sQ)¡vf'd.r'¡ ..clr, (nu1r1 ¡-,s).Jo Ja "' \ /

donde /(z) y g(r) son polinomios en p varia,bles que satisfa,cen ciertas hipótesis (ver
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Hipótesis de Mahler §1.1). Luego aplicamos estos resultados a 1a serie zeta

,.(";.f.g),: t ir,u. .kp),/(/rr. .Á',)-" (n.f'trro).
kr:O k1,=0

En la práctica resulta más fáci1 trabajar con las integralcs zetas que con la series
zetas. Sin embargo, gracias a la Eórmula de Raabe (ver Proposición 1.13) obtendremos
los resultados esperados para las series ((s; /,9) a partir de los obtenidos para las integrales
Z(s; f, g).Para ft fz, g € C[r] polinomios en p variables, co¡ ft v fz bajo ciertas hipótesis,
obtenemos

dce(fi"fr) .z(-N;hf,,d:dee(/r) .z(-N;Í,,sf{)+des(¿) .z(-Nif,,sÍ{), (0.5')

donde 11 2 0 es un entero. Por medio de Ia Fórmula de R.aabe deducimos

des(/,-/r)' ((- N ; fi fz, d : aee(/r)' ee u ; f ,' s Í» + deg(/r)' ((-¡¿; /r, e#). (0.6)

Cabe mencionar que E. Friedman y A. Pereira [4] concluyen lo mismo para el caso N : 0.
Los resultados (0.S) V (0.6) se deducen fácilmente de [4], pero nos parece importante
explicitarlos. En particular, explican por quó cl casc¡.|y':0 es bastantc más sencillo que
¡\r > 0.

En el Capítulo 2 obtenemos la relación

z(_N;f,!t):rh ! +1,),
"'"' 

¡i59"

entre los ceros de un polinomio / de una variable y Z(-N; f ,, g). Aquí N > 0 es un entero,
F¡ es el polinomio tai que su derivada Fk: Sf 

* y .FN(0) : 0, y la sr.rma (finita) es sobre
los ceros de /. Sería intercsante oxtcnder esta lórrnula a más variables, pero no hcmos' .,
encontrado una fórmula elegante en este caso.

En el Capítulo 3, obtenemos

(0 7)

donde F,(¡l := F(l - r). /..o e. la parte ht-,mogénea de grado máximo de / y f : { {}
es una sucesión de polinomios que tienden a /.o, y satisfacen Ia Hipótesis de Mahler. El
resultado de la ecuación (0.7) es análogo aJ que obtienen E.Friedman y S.Ruijsenaars en
[4]

1,u,,,,C''*("tv1r))dz 
: o (ne1'¡ < Pl^)' (0.8)

El resultado (0.8) es la principal herramienta que utilizan para demostrar que las ecua-
ciones en diferencia del tipo (0.4) determinan los valores especiales (r,-(r, I4¡(¿)) e"
s : 0,-1,-2..... Es de suponer que nuestro resultado (0.7) podría ser utilizado de
la misma manera para estudiar los valores especiales de ((s;/,9).

.{?-, ,{.,u, 
($; F¿' s¡)crt : o (' e m' s < o) 

'



Capítulo 1

Producto en las series e integrales
zeta

1.1. Series e integrales zeta

Scan ,/ r'9 polinc»nios en /r \:¿ujat)l{)s iron i'ocficricntcs rtollplcios Dcfinimos l¿r scrie de

Dirichlct. par':i .f crrrn'orieute,

é (t(kt. ' ,1;,)f (d;f ii') ' (n"r 't >- 'r) 
(1 1)((-r.l.rr) :- L

¡,. .ar:o

Si tornamos q(:f ) : 1.1(rr.) : fl (,r, - f '''.,'ir)' obtenenos 1a finción (r"" de (0 2) Es

l=1 i:1

decir.

,(' 
n 

(,,., * f ,,u,,). r) - {,.,,,(','' I o, 'o,)'

Sea la integriil zet:i

r' t , 'Z¡.:Jo:-- | I 'j/r'/r. .'t''Il'r ' ''¡I ''lr " d',' (R"l'l "0J'
.tt .tn (1 3)

Definición L.l Paro, P(;r) : p¡....'..,,) e C1,.. ...'r,] en7, t'oriuÜlcs.,'1 Par,te

h.r,mogén.ea tle grad,t ., . ''on 
j J'3' P"ó lo suñtt d¡ ¡¡o' n¡ntL)- ttt flt) tn tos

rt,ttl,.- l,¡.,tu,0 rl, l¡,.-'.tf)nt ltlt 'i , r'r '' i'¡'tol tj Lo d' ttol'tre't'o' 'ooto P'lt\'

Escril¡i,rer¡.tos la paTte i,ornogénea ile grod,, m,á:r.i,mo, es deci,r. porrt.j : rleg(P)' cor¡¿o

P,.o (:r ) .

Definición 7.2 Prtro' lr e Cl''] : CI'' r" "',) u tt : (ot" tt'") € R"l" deftn'imos

li" (;r) :- ñ(r - o).

P¿rr.a l¿r c,onr.ergorici¿r cle la serie ct (1.1) r'.de la.irltegra,l en (13) asurnilenos quc ,f

,"ñri;;;i,l;-.igiI.rt" ttil";t"tis clar1a 1.'or iriahhr f6 p'ig 3851

Hipótesis I'3 (Mahlor) Et pol "at"'n It'," ','€ C 'r ¡ " '),n" '' cun'l';,n|', :t

,,.i -, ,,,,,,1,, tn tttnqttn ¡tt¡'ta rl'l''tot't' "¡r'7d" Rl' :0 ''1"' .l'len'i',c't lqltt l''t-

;,r;,¡r;rt ,t" gra,l o 't:t át'irito f,,.,'(:Li) tt,o se a rL'ulo' e'rt' nirtgún' p'unto dr: Rot \ {0}

(1.2)
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CAPÍTULO 1. PRODUCTO E¡\T ¿AS SERIES D INTEGRALES ZETA

Notamos que en Ia Hipótesis de N{a}ler Ia suposición de que / no se anule en lRe* no es

funda.rnentaJ, pues si es que sttcediese podemos reemplazar,f po. á para algún o € Re*

conveniente, teniendo erl cuenta además que (/.),,o(r) : /,.0(r;. La necesidad esencial es

qrLe /¿oo no sc anule.- 
En'adelante en esta tesis asumiremos Ia hipótesis de Mahler para /. Esta },lipótesis

nos asegura 1a existencia cie una rama analítica del logaritmo 1og /(z) para r e Re* (única

salvo sumar un mriltipkr entero de 2tri). Si f1, " , /, satisfacen esta hipótesis, cxiste trna
rama analítica de1 logaritmo log fi(r) para cada i : 1," ' , n. Definimos la rama del
logaritmo para el producto mediante

tog l[ 7i(z) :: ! 1og ¿(z),
j=1 j:1

n

(f{r,t,l) ': fIr,(")-"
j:l j=\

Definición L.4 Sea

M: M,*,p;: i/ e C[2r,...,rr]l deg(/) :m, f satisface lu Hi,pótcsis de Mah,ler].

Lema 1.5 ([4, pág. 7OL]) M*,e de La D e.fin,ici,ón, 1.1 cs un, conjun,to o,bierto no tacío en
el espac'io aectorial fini,to-dimensional d,e coefi,c'ientes d,e tod,os los polinomi,os en Cla1, . . . 

, rrl
d,e grad,o 1 m.

Corolario 1.6 ([2, páS. 6]) Si f € M-,,e, entonces erisLe una aectndad, U de 0, taL que

f6+t¡ € M^* para tod,o a e U, t €W*. Más aún. se puede elEir una rama cont'inua d,e

1og fl.+4 (z) parat,re R3, y ae U.

L.2. Continuación meromorfa de la integral zeta
Para expresar la continuación meromor-fa de la integral Z(s; f,d de (1.3), es conve-

niente hacer un cambio de coordenadas desde las coordenadas cartesianas e : (r1, . . . , rr)
a las coordenadas cribicas (p, a),

p: p(r):: max{l¿rl, 1"r1,... ,l"A}, o : o(r) ,= * (r *O).

Denotamos por 0C! al subconjunto del hipercubo unitario Cp : [0, 1]r, donde al menos
una coordenada es 1,

0C!:: {r € iRe>o I p(r) : 1}. (1.5)

(1 4)

Para / € C[c] polinomio con p variables que sat isfacc la hipótesis de Mahler. con m =
dcs(,f) y r € Rp>.. .r f 0, esrribimos

Ib) - L.o@)
t \r ) - t f \r ) .- -----í--;---i- I- 

'itoPlr,
(1.6)

por lo que

/(r) :/,"o(r)(1 +r(r)) : p*[*o@)Q+r(po)) (, l0). (1 7)
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Notarnos que para p>0y o e)Cl,

,/t* - I r (o) ,fr--zr (o ) "Irrl(a) Io,r\po): rl\pot: pJ,"rlrJ . orI*rA 
* "' r 

U-t¡*oqo) 
, p^.t^Jr) (1.8)

Siguiendo a, Mahler [6] y considerando (1.7), escogemos una rama del loga.ritmo de 1og /
de modo qte

1og/(r) : logf (po): r¿losp-rlog"/t.r(o) +log(1 + r(po)),, (1.9)

donde logp es un número real, 1og /¡oo(o) es cualquier elección continua de log /¡o, sobre
áCf y log(1+r) es la única rama continua quc para p lo suficicntemente grande está dado
por el valor principal

.\
log(1 +r): §-(-I)" (r:r(oo), p>>o).' 

^:u,, 
) ''

En (1.9) se utilizó la Hipótesis de Mahler paxa asegurar que 1 * r l0 y f6o@) 10.
Ahora cit¡rrrros el resrrltado print:ipal de Mahhr [6] at:crm dt: la ct»rtiltta<:ión mcromorfa

de ((s; /,e) y de Z(s1 f,s).
Teorema 1.7 (Mahler 16l) Sean J.g poli,nomzos en p uariablcs con coeficientes ert C
tales que J satisJace la Hi,pótesi,s de Mahler. Ento'nces la in,tegral Z(";.f ,, S) tle (1.3) y
la serie ((s;f,g) de (1.t) conrergen absolulamente en el semiplano Re(s) > (deg(g) +
d I degff) 1¡ se ertienden a func'iones meromorfas en C con a lo más polos simples en los
números rac'ionales contenid,o s en

F:FU,s),:{,.c1,: (1:0.1.2,...), "#0.-1.-2. 
. ].'t
(1.10)

p+deg(s)-t

Ademtís las seri.es ((s; J,g) y las i.ntegrales Z("; f ,S) son rEulares en los enteros no po-
sitíuos s:0,-1, -2,.., , y fuera rlel conjunto rle polosS son func'iones an,alíticas en s y
localmente analíticas en los coeficien,tes de f y de g cuando la rama de logf (x) se eli,ge
continua e¿ ¿ € lRt y en los coe,fictentes d,e f.
Notamos que p de (1.10) no depende de los coeficientes de / ni de g, solamente de sus
grados.

A continuación cxponernos l¿r, continuación analítica dc Z(s; f,g) en enteros no posi-
tivos s : -N (ver t¿l v[0]).

Teorema 1.8 [4, pág.7LO] Sean f ,g e Cf:rl poli.nomi,os enp uariables tal que f satisface
la Hipótesis d,e Mahler, y sea N / 0 un entero. Entonces el ualor d,e la conti,nuaci,ón
analítica de la integral zeta d,e (7.3) en s: -N es

zt w;f ,s): * »

donde m: dce(,f), s : dec(g), lplmJ es el menor entero Z plm, C¡,¡¡(o) es el coe-

f,c'iente de p-p-¡nN en la erpan,si,ón, de Laurent d,e la funci,ón racional g(po)r ¡(po)\ , con
r¡(po) como en (1.8), y (,i) ,, el c.oefi,ci,e,nte binomtal fi#Tn
De csta ct¡ntinuación analítica Castillo [2] obtuvo
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Proposición 1.9 [2. pág 24! Sean .t . g e Clrl polinomios en p tariables Lales que f
so,tis.face- la Hipóteiis de Mahler, g sea N ¿ 0 un entero. Entonces

1/\
zl-N; t,g) - --Co.n"-, ( | s(po)(Í(po))N r.g (!ip";) a"'1 ,m \J,.aci \Jt"p / )

dond,e m: deg("f ) y log es la rama pri.nci,pal del logaritmo para p >> 0.

En el Apóndir:e damos una pmeba distinta de la de Castillo.

1-.3. Productos
En esta sección mostraremos cómo se relaciona una integral Z(-N1, Í,ll) definida por

(1.3) cuando .f : Tl f¡ cs un producto de polinomios, con las integrales Z(-N;f¡,g)
correspondientes a cádá f . De forma análoga veremos lo mismo para las series. Para las
integrales zetas usaremos los siguientes lemas.

Lema 1.10 Sean, f ,g e Clr] poli,nom,i,os en 72 uanables tales que f satisface la Hipótesis
de Ma,hler, y sea N un entero no negati,oo. Entonces

z(-N f ,s) : z (o; J,sfN), (1.12)

con fN (r) ,: ,f(r)'
Demostración. Tenemr¡s por la Proposición 1.9, aplicada a los polinomios / y g, con
m: des(.f)

1 / " \
Zt-N:l,s) :- |c"a,,( f -s(po)llpo)Nr"g(frpor)a")\J.eacl 'Jt"P ' /

:-!"""u,,( [ (glN\tpo\r"g(1-rp,r)a,).
m \Jacacl './iop /

Por otro lado. debido a Ia Proposición 1.9 aplicada a los polinomios f y f*5, tenemos
que la parte derecha de la última ecuación es igual a Z(0; Í, Sf*).

!
Lema 1.11 la, pág 7L2l S"an fi..f2,... .f" c C.lrl poli.nomios en p uariables que satis-
Jaten la lltpótesi,s dc ll[ahlar, g sca g € Clrl un poli,no mio en p uari,ables. Entonces

des(f) . z (0; f , o) : f a"g17r¡ . z(o; f¡,s)
j=1

con f ::ll?:rf¡
Ahora mostraremos la relación que nos interesa.

Teorema t.L2 Sean f ,, h,. . . 
, f" e Clxl polinomios en p uariables que

Hipótesis d,e Mahler, sed g e C,[x:] un poli,nomi,o en p uari,ables y sea N

(1.13)

satisfo,cen la
ttr¡ enlero no

negati,uo. Entonces

des(f). z(-N; f,a) : !aeg1¡r) . z(o; f ¡,sÍ*): D dus(/¡) . z(-N; f ¡,si{) (1.14)
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nn
conf,:f[f,yi,,:fI¿.

j:1 i:I
1+J

Demostración. Usando el Lema 1.10, tenemos

des(f) z(-N; f,s) : des(/)' z(o¡ f ,sfN)'

Del Lema 1.11 para los polinomios f :l|:=rÍ, y g/N obtencmos

des|) . z(-N; f, a) : ! a"g1.¡, )' z(o; Í¡,gfN).
j:r

Para concluir, del Lema 1.10 nuevamente obtcnemos

z(o; f ¡, ltÍN) : z(o; f ¡, sfl .il) : z(-N; f ¡, sii).

A continuación demostraremos el ¡esultado análogo para la serie zeta de la ecuación
(1.1). Para esto neccsitarcmos enunciar la Fórmula dc Raabc [4]. quc nos a¡rudará a
obtener resultados para las series zetas a partir de las integraJes zetas.

Proposición 1.13 [4, pág, 7O4] Supongamos qzte f y g son pol'inomios en p uariables,
A asulnz,mos que J sat'isface lu Hipól,csi,s d,a fuIahler. Entonces

(1) (Fór'nula rle Raabe) Para s Juera del conjunto d,e polos de Z(s;f,g) dado en el
Teorema 1.7, tenemos

t
Z(s: f.s\ = | e(s:I.g')dt. (1.15)

J ¿€[0.11',

d,onde dt es la med,zda d"e Lebesgue soáre IR.p.

(2) Para N un entero no negat'iuo, las funci,ones a-+ ((-N;f",9") ya-+ Z(-N;f",g,)
son poli,nom'ios ena: (a-,.,.. ,a) e lRz) 0 de grad,o alo mrís lldeg(/) +deC(g)+p.

(3) Si escri,bim,os el poli,nomi.o Z(-N; f.,5") com,o suma de monomi.os

7t A¡. 4 ^ 1 . / r' \
L\-.,.ro,eot- L",.o' Irt,:flo!'. cL=cLrN,1.g) eCl.t\:1 /

enlonces
((-¡¿;/,.s) :D",e",

L

d,ond,e 87 ,: fll:,, Br,, es un ¡.trod,ucto de números d.e Bernoulli,. Más generalmente,
para a e R!,,o tcne'rnos

eFN;f*g"):luB/a), (1.16)
L

donde B¡(a) 3lll , B¡,(a¡) es un prod,ucto de poh,nomios d,e Bernoulli.

Además rrecesitaremos dos lemas, al igual como en el caso de las integrales.



c.qpÍru¡,o 1. pRoDUCTo EN ¡As SERTBS E INTEGRALES ZETA

Lema 1.14 Sean .f ,g e cl,-l polinomios en p aariables Lales que f satisJace la Hipótesi.s

d,e Mahler, y sea N un enl,ero no negaliuo. Entonces

eeN;f ,d: ((o;/,s/N), (1.17)

con fN (t:) ,: l(r)N .

Demostración. utiliz¿ndo el resultado del itcm (3) de la Proposición 1.13, escribiremr.rs
primero Z(--ll; /., g,) como suma de monomios,

/p\
Z(- N:1..s^) =L"ro' (r' ,:fl o!'. rr:r¿1N:/.er e C).

¿ \ ,=r /
obteniendo

((-,v;/,s) :fuBr..
L

(1.18)

(1.1e)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

que satisfacen La

N un e,nLero no

Por otro lado, para a e lR!., /o satisface la Hipótesis de Llahler, pues / 1o hace, así por
el Lema 1.10

z(-N; f", ñ : z(o; f ", 
(s/').)'

Por 1o tanto, de (1.18) y (1.20) tenemos

z(o; f", (s ÍN)") : l,¡aL.
L

Entonces, por el resul.tad<.: del item (3) de la Proposición 1.13 obtenemos

eQ;f ,gfN):\uBt
L

Finalmente, podemos igualar las ecuaciones (1.19) y (1.2t)

((-N;/,s) :e@;f,sf*).

n

Lema 1.I5 14, pág. TOll Sean f, Íz -.. ./, e C[rl poLinomtos en p uariables que s*
ttsfacen la Hipótesis de Máhler. y sea g e Clrl un polinomi.o en p uari.ables. Entonces

des(/)' ( (o;.f, g) : I dee(4)' CQ; Í¡, d,
j=1

con J:ll\-r¡'.
Ahora mostraremos la relación mencionada en la Introducción.

Teorema l.16 Senn fu fr,.. . , ñ e C[r] poli.nomi,os en p uariables
Hi,pótesis d,e Mahler, sea g e Clxl u'n poli,n.omio en p uariables y sea
negatiuo. Entonces

deg(/). ((-N; /,e) : !a"g11,) ((o; /¡,g/r) : É¿"s(¡r) . e-N; h,si» O.23)
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con f ::flti u ii,: f["r..
l:l i.=\

tf)

Demostración. Usando eI Lema 1.14, tenemos

deg(/) ((-N;/, g) : d"g(./) . ((o;/, g/N).

Utilizamos el Lema 1.15 para 1os polinomios Í :ll?=ri¡ V SÍ*

deg(/).((-N;/,a) : f a"g1. f¡).a;Q; f¡,gf').
j:1

trl Lema 1.14 nuevamente nos permite escribir

e@; f¡,sfN): eO; f¡,sfl i{): C?w;.f,,sifl.
tr



Capítulo 2

Relación con los ceros de un
polinomio en una variable

En esto ca,pítukr tcndrcrnos una relación entre lc¡s t:c«¡s de un polinornio / en una
variable y Z(-N; f,S) Antes de enunciarlo damos unos resrütados preliminares.

Lema 2.1 Sean f , g e Clxl polinomios en p uari.ables, tales que f sati,s.face la .Hi,pótesis
d,e Mahler, y sea s €C un Tiunto d,e anrL.li.ticidad tle Z(s;f ,g). Entonces Z(t;f 

'S) 
es lineal

en 9.

Demostración. Para Re(s) >> 0 y g: aqlbg2, donde o,á e C, g,92 e Cla]

z (s; f ' as'v + an) : f *r( as1( r') + bsz( r ) ) f lr)- " d'r

tl:o I sl¡)l\¡)-"dr-ó I gz?)l(t)-"dt
,,/ IR4 J RI

- az1i, f .ot) -bZls: l.s2). 12.1)

Luego, p<rr continuarión analítica, (2.1) se cumple para todo s € C en qte Z(s1 f ,g) sea
analítica.

il

Corolario 2.2 Sean f , g e Alx] poli.nomios en u'na uari,able, tal que J satis.fa,rc la Hi,póte-
si,s d,e Mahler, y sea N un entero no negati,uo. Entonces

dce(s)

z(-N;f ,d: ! coetr,i(o@Dz(-N;f ,d). 12.2)
j:0

Lerna 2.3 Sean f , g e Clr] poli,nomios en p uariables, asurnarnos que f satisface la
Hi,pótesi,sdeMa,hler,o€C-{0)yseas€Cun,puntodeanaliti,cid.ad,d,eZ(s;f,g).
Entonces

Z(s; af, s) : a-" Z(s; i, S),

eli,gi.end.o las ramas tlel logaritmo de modo qtte a-" f (a)-" : (of (r))-"

Demostración. Para Re(s) >> 0, de (1.3) tenemos claramente Z (s; af , g) : a'" Z (s; Í , S).
Luego por continuación analítica se obtiene el lema.

10



CAPÍTULO 2. RELACTÓN CO¡\T LOS CEROS DE T/N POLJ¡\TOT\{IO EN* UNA VARIABLE||

Ler,a 2'4 Para a,b €c conu'l0 u k € N6 = §¡ {0} Lenemos

,rA,L
Z(o;ar *ó, rk) : -l ( -9 ) (2.3)

F+i \ r¿l

Demostración. Por la Proposición 1.9, tonemos para p > lóllal

Z(o;at +b;rk):Coeffp '( - no tos ('#»

Z(O;ar *b;rn; :go"gr-, '( -'o* 1' * -l))
Luego

z(0:ar+ó.2É¡= 6o"6,., -(I+ 
G)' ,,) # (-:)-.

n

A continuación demostramos el resultado que mencionamos a.l comienzo del capítulo.

Teorema 2.5 Sea,f e C[¿] polinomio en una aariable que satisJace la Hipótesi,s d'e Mah-
ler, sea g e Cful, y sea N un entero no negatiuo. Entonces

z(-N;f ,s): # I r,(,), (2.4)

ik)=o

d,onde FN es la antideriuada (primi.ti,ua) de gfN que satisface -Fr(0) :0.

Demostración. Fijamos m -- deg(f) y escribimos f (r) : aflir@ - z,) con ¿ € A \ {0}
y zj los ceros de /(z). Entonces

z(-N; f ,d :z(o; f ,sf N) : z(o;,,ff(r - ,),sfN) : zQ;fl@ - ,),sfM)
jj

:' I Zlo:r_ r,glN),
m L-)j:1

donde usa.mos el Lema 2.3 y el Teorema 1.12. Escribimos ahora

- m mN+dls(e)

Zr-N:f .g): *»z(o,r -,,, t C,.,r').
j=1 i:0

donde C¿,¡:: Coeff,, (g"fN (r)). Luego del Corolario 2.2 obtenemos

. ,n mN +dcg(r) . ¡¡ mN-deg1g) ^z(-Ntt.d-*L » c,.¡Z(o:r-.i.,'):;» t 11,*r.;
j- I ,=0 J:l ,=0
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r¡]N ldes(g) a -

donde ur,ilizamos el Lema 2.4. Sca F,v(y) :: t i;'i r'*' que crtmple claramente
i=o

Fk -- sf * v ¡¡¡¿(o) : 0. Usa¡do este nuevo polinomio obtenemos

tñ
Zt-N: t.ol = a \-.F¡.¡ (:;).m4- ' "'

Por último, como 21r.. . , zm son todas las raíces de /, tenemos

z(-N;l,s): t )- .r(.).m -=-
r(á:o

!

Corolario 2.6 Sea / e Clr] poh,nomi.o en una uariable de grado m > 0, qtte so,ti,sface la
Hi,pótesis d,e Mahler. Tenemos

Z(o; f ,1) : -1 
o^-' 

,rfL d-

donde J(x): anr^ * a,n-1x*-r I "*a1tIao

Demostración. Utilizamos el Teorema 2.5

z(o;f,t):*» ,,tr,
f@:o

donde tri: 1, ¡'0(0) :0, es decir, f,o(r) : r. Luego

z(0;f,r):*»,
fk):0

Dc /(r) : a^r^ + a^-1x*-'+...+ o,o: o* fI (r - z), tenemos

iG):o

1 a^-,¿\u,l,t) mañ
tr

Usanrlo la función r que viene de 1a ecuación (1.8), podemos escribir per,ra /(z) :
a^rm *..'-l ap * a6 e C[r] polinomio en nna lariable

t2
r - rld : -:- ) .o--, ,-:. (2.5)

"^ j=,

Letna 2.7 Sea r com,o en la ecuaci.ón (2.5) . Si h € N, fenernos que Coeff o-i (r(p)h) no
d,epende de am-(j-t\, am-(j+2),. . . ,ao.



CAPÍTULO 2. RELACIÓN CON LOS CEROS DE T]N POLINONIIO E¡ü UT{A VARIABLELs

Notemos que este resultado es trivia.l si deg(/) - 1< j.
Demostración. Sea I e {.j + 1,.i + 2,- - . ,m}. Debemos verificar que Coeflr-i (r(p)a) no

depende de ¿--¡. Para eso, basta notar en la ecuación (2.5) que am-¡ va acompañado de
p-¿, por lo que en r(p)h los términos que contengan ¿,¿-¿ ro pueden ir acompañados de

p-j. En conclusión, Coefir-,, (r(p)¿) no depende de a^-¡.

tr

Generalizando e1 Corolario 2.6, podemos obtener el siguiente resultado.

Lema 2.8 Sea J e Clrl u'n pol'inomio e'n 'urut uariuble q'ue sa,ti,sface la Hipótesi,s d,e Mah-
ler, de mod,o que f(r) : anlÍm I ... I alr + ao. Seo, k un entero no negat'iuo. Entonces
Z(0;J,rk) d,epend,e solamente dea*,a^'1,... , o,m-(k+r)

Demostración, Usamos Ia Proposición 1.0,

Z(0; r, tL) : -!cu"no, (ro ro* (frtd¡) : -!co"n, ,,*0,

Utilizamos la relación de la ecuación (1.7)

z(o; f ,rh): -1c,"ffr-,,*^, (1og(t + 
"(p))).

Luego, para p 1o suficientemente grande tenemos lr(p)l < 1, así

z(o: !,rk): - 1Cu"ff,-,,*-, (- É 
C#)r)

:; » #"oeff, r,*., (r(p)A),

suma de hecho finita. Gracias a la ecuación (2.5), tenemos que Coefi, <.ro(r(p)¿) :0 si
h é {1,2... ,/r + 1}. Es decir,

, *+t , .,-

Z(o:Í.tk): i»!Ic,"n,. , ,,(,(p)')
¡t

ñ=l

Utilizando el Lema 2.7 para j : fr + 1, tenemos qlre Z (0; J, rk) depende solamente de o-,
dm-7t"' , añ-G+t).

tr
Para finalizar el capítulo, extenderemos eI Lema 2.8 a p variables. Sin embargo, cita-

remos primcro una observación que aparcce cn [3. pág 211].
Observación. Para totl,o s Juera del conjunto dé polos posibles, del Teorema 1.7, tenemos

(,*1frr,r;)

z(r;f,s\: [ - Z(s:f,,g,)do,
r oe1ci

d,ond,e l"(p):: .f (po), S",r(p) :: fP-'Sb") son polinornios en una aar,iable.

é"oot\
? aE¡jóE¡¡ ó< _ 

.*¡,..i rtsUA _" §tlI84t á

{pur^ü

(2 6)
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Teorema 2.9 Sea / e A[c] un poli,nom'io en p uari,o,bles qu,e sati,sface Io, hipótesi,s d,e

Mahler. Al, escribir J en parles hom,ogéneas

Í(po) :i¿ ¡t¡t l,

tenernos que Z(0; f ,1) d,epend.e sola'men.te de f¡p: f@), f¡"-t),.. , fO-el.

Notemos que este resultado es trivial si deg(./) < p
Demostración. Usamos Ia ecuación (2.6)

z(s: f ,t) : I z@; J,,rP t)do,
J oeac!

y el Lema 2.8. Así Z(0;J,,rr-1) depende solamente de /r.o : f@\, f@-r¡,"' ,f O-pl
para todo o e ACe+. Esto implica lo que deseábamos mostrar.

!

Teorema 2.lO Sea I € A[r] un poli.nomi,o en p 'uari,ablcs tlue sat'isface la, hi,ytótesis de
MahLer. Al escri,bir f en partes h,omogé,neas

r(po):itn:r")
j=a

tenemos que ((0; J,7) d,epend,e solamente de ft"p: f W¡, f O-r1,.. . , f O"-p¡.

Demostración. Escribimos Z(0; f ",t") 
: Z(0; f * 1) como suma de monomios

z(o; !",t) :\ctaL,
L

donde a¿ : llou:root', ct: ct(f). Luego, c¿ depende solamente de /¡"p :,ftm), Ífu-¡,... ,

"f1--e¡. De la parte (3) de la Proposición 1.13 tenemos

((0;/, r) :\crBr..
L

Por lo tanto, ((0; /, t) depende solamente de /r.o : ff*¡, ff,"-'r1,... , ff^-pl.

(2.7)



Capítulo 3

Integrales nulas

En este capÍtulo obtendremos que ciertas integrales son nulas. Estas integrales son
análogas a las que obtuvieron Friedman y Ruijsenaars [5. pág 380]. Antes de enqnciar cl
resultádo, debemos ver cual sería Ia analogía para el caso que qlreremos' Recordemos de
Ia ecuación (1.2)

,!¿
cp.*(s.ur la¡.---.ao) =((s; /. 1) (ftrl:fl(r;-f r,o'r))

j=l í.=\

Paru W(t) :: leo-rt¡a.i : (W(ü, ..,W.,(t)) € C- como en (0.3) y t : (h,"',tr) e
Re*, en [5] se obtuvo

lro,r, 
e'"'1"' *'4 )d¿ : o (n"1,¡ . p7-).

Tenemos

ya que

y así

Cr,,^G,w(t)): ((s; (./,.,),, 1),

mpñ

fap(x): lI (I,,,",) :lItu,t,),

(3 1)

l/,.0),(.r') - .[,op(r-, ,l - fr (w,tl -É r,rr,)
j:r i:1

Teniendo v¿ la ecuar'ión (3.1). la id"a dc nuest¡a nue'ue integral nula es como la de la
ecuarión (0.8) pero en vez de er,^(s,W (t)) iría ((s; (f,.")r,gr).Sin embargo, surge el
problema 9ue ("ft.p)¿ no satisfa.<,e la Hipótesis rle Mal cr para ú: 0. Esto hace que la
convergencia de Ia integral

I e4,(f"p)¡, g¿)d¿
Ji€[0,1]¡

no sea evidcnte.l Para remediar es1,o, consideramos /¡oo como límite de funciones { que
satisf¿r,cen la Hipírtcsis de Mahler- Aclcmás nos restringirernos a s € IR. y s < 0.

1 De hecho, nos parece probable que esiia integral converja para Re(s) < p/deg(/), pero no hemos
podido dernostra,r' esto.

15
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Sea f e M,^py consideremos para ? > 0 el polinomio er r : (or, "',cr) dado por

h1,(x) : T^ f (r I T) - /,"p (z) + T f ¡--¡(r) + T2 f w-zt@) +''' + T* f p¡.

Daclo que (ñz)iop : .ft.p, Y 9ue ár no se anula en [0, oo)p puesto que / no lo hace, tenemos
qre hr e M,",o y

lír4. h,7: /¡6p (convergercia de coeficientes).
?-+01-

De esta manera si tomamos una sucesión T¡ -+ O y ponemos F¡(r) : h7,(x) ' 
tenemos que

16

En adelanrc cuando escribimos F -+ /*o se asunrirá qut 
"c',-á 

para f que satisfacen (3.2)

Sin emhargo, nLtestros rcstll¡ados no rlopondcriin dc la srllosión -f elegida.
A cr-¡ntinu¿ción entuciamos el resultarlo análogo a ltr integral nula de la ecuación (0.8)'

Proposición 3.1 Senn /,9 e C[r] poli'n,om'io s en p uariables, tales que f sati,sface la
Hi,pStesi,s d,e Mah,l,cr. Po,ra s real y s < 0, s ($ (uer (t.70)), tenemos

Iim / ((s;¡,, s,)at - o
¡*/-n./lo,rl,

(3.2)

(3.3)

N€N,

(3.5)

(3.6)

ls e R.. s < 0).

Pa¡a demostrar esto, veremos r.mos lemas. Para tu ) 0, q :: deg(g), m ': deg("f),
s > -¡1, y F : F¡ -' /top, pongamos

*1";,:IEffi r,(o) - /¡"o(r)
,ñ.o(")

f lú . ,l1 tl-llk-l
Nr -,v*(s, *),: J^., J,,, f,"rt"1-"¡-' '"s\po)lRlpo))r 

Jo d/Rá)"úd/dpd".' (3.4)
Notamos que It -+ 0 cuando F -+ .fap,lo que nos será útil en el Lema 3 2. Entonces [4,
págs. 708-709] tenemos,

/-(\ k-1 /- "\Zts;F,g): z,+k\-; )¡¿*-I (l)r^ (n"t'¡> -rv.

dondc

Y ¡'1^ : ,1'1¡(s, tu) está daclo Por

zt : zr(s,w; F, , ,: l;rn l,,uo*n{oo)rloo)-"d,od'p,

tr'Is :-

que tiene a lo m¿ís polos simples en puntos racionales de la forma 5 : q+p--(¡+¡¿) 
¿or¿a

0 < h < s+ (m- 1)). Por la Fórmula de Raabe (1.15), tenemos Í¡n,rp CG; Fr, Or)dt :
Z(s;F,g). Por lo tantt:, para demostrar la Proposit:itin 3.1, r:studiarnt>s qtré sttccde con
Z(s; F, g) cuando F tiende a /¡", .

c+\m-

»
1)) ..¿+,-rrs-,\-h t-',' , I Coefion ^-^bko)(R(po))))¿"p(a)-'do, 

(3.7)
ms + ) + h - q - p J ar.o

k::.¡lm+q+p+1),



CAPÍTULO 3. INTEGRALES ¡\TU¿AS 1.7

Lema 3.2 Para 21 cotno en la ecuac'ión (3 6), ,440 como en la ecuac'ión (3.7) U s 4 F
(uer (1.10) ) con s ! 0, tenemos

lim Z1ls, w: F, g) : -'Afo (s. 1rr)'
F."r,.¡

Ad,em,ds límp.¡""" Ir'r(s,u) :0 conk como en (3.5) yTu>>0.

Demostración. Para demostrar la primera parte del 1ema, de la clefinición (3.6) obtene-

,\ff", Z,('''';n e) : .{'i:, l,' l r", f-1 s( po) F ( po) " d'od'p' (3.8)

Lo que h.arcmos será ar:otar la fünción lÉ 'Sb)F(p")-"1 por II : H(s'w) que no de-
pende de los .$ -+./top, para así utilizar el Teorema de Convergencia Dominada y poder
intercambia¡ el 1írrite con las dos integrales. Tenemos qtte pe lg(po) es continua sobre el
conjunto compacto l),wl x ACe*, por lo que

lf-'sb")|3 K,

donde K > 0. Para acotar F(po)-", escribimos F en partes homogéneas,

(3.e)

Luego,

F (p") : p^ fa,(o) + p^-1 F¡*-¡(o) + . . . + p\rr (a) + ¡'rol.

lF(pdl :lp^ h"o@) + p^-t F6 
'¡(") 

. . . + 40) l.

!lp^ f"*@)l + lo^-' F¡.-t¡(o) I''' + l4.r l.

Para p € [0, u,] y k )) 0, tenemos que pr 5 (t + tr,')k. Entonces,

F(po)1(1+?r)-l/t.p(,,)l+1r+r;--'14--r¡(o)1...+(1+u)lE1;(a)l+140)1. (a.ro)

Por otro lado, I -r "ñ.r, por lo que F1--z¡(o) -+ 0 uniformemente páxa todo I e
{1,2,... ,m}, o e )Ce*. Pot lo tanto, tenemos lF@-t\ko)l 1 b¿, con ár € lR>o, I €
{1,2,... ,m}, o e )Ce*. Cor esto y 1a desigualdad (3.10) concluimos que

lrb")l l(1+u)-i4.o(o)i +(t+ w)^-'b,+...+(1 +u)b*-y+b^ < C, (3.11)

para algún C : C(u). Para s € lR tenemos

lF (po)- " | :le-s roc(F(/'o)) 
I 
: c-sRe(ros(¡'(/'')))

:e-§ loclF(Po)l

De (3.11), tenemos
loglF,(pa)l < log C.

Recordemos que suponemos s I 0, entonces

s loglr.(pa)l ( -s log C

"-sloglF(pa)f 
I 

"-stoec 
: g-s .

(3.12)

Esto implica que
(3.13)
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Con H(s,w) ::= C-s K lde Ia ecuación (S.12) y de las desiguatdades

18

(:.0) y (s. t3) tenemos
lÉ-1s(po)F(po)-"¡ < u.

q5§ 
u"to"ut el Teo¡ema de la convergencia Dominada y obtenemos .e la

,1\y", z, {",,¡ : I- /*r,\n, d - t 
s ( po 

) F ( po )- " do d. p

= I /r", f -' t'" g(po t Í,"p( o )-'dodt,.
Esc¡ibimos g eD sus partes homogén 

"u" 
g(ro) : p, D,l,:o p_hgto_n;(o), ssi

,1!¡¡",2,t"-,, ==tl,;, pa*p-r-." (t 
"r-nn,, 

,,,,"t) .r,",ta_"a,a,

Fn /o'' o"'-^" o 
'ap I-, gtq- t,tk )Í*" ro)do"-u o ¿ acl

: frrffi / u". n,no,(o) Í;;(o)ao

io qne contru'e ra der¡osrr 
Mo(s'w)'

pasando ; ilü;d,;;1i":"d:i,3*ul: 
::l|"",1? 

,rili 
,",".""

^"{r",'- 

: ,r:y",I., f* f*,{,)-"f-1--"s(po)(R(po))r 
l, ffffiarara".

$;fÉ;¿: 
jl[i*t"H;l#ffi 

.":i?"?"*T?ffi:,ffi _."?ljr#,1T,;]5Tár#i,B:
v existe una consranre ,, o" *!10!"1,|"=rl;{i"oy,ruo;o, 

p ) po se riene

Tenemos así 
lR(po)l < grr_t, 

!R(po)l < 1/2.

lf^, {,;- " ¿-, --" s ( po) ( R(po))k f' ;ffi,*_ arl . r, ¿_, 
_^"*,t *,

donde '1r es una constante La función de la derecha es integrabre sobre [..,, oo] ya que

Podenros
ecuaciól
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s > -¡y' y la definición de k dan pt - ms * q'k < 0. Luego, tomando tr'' ) p6,

19

.[T," & : 
.1,", l] "r:y,",f*o(o)-" 

f-1-^" sbo)(R(po))* .1,' ffffiU'u'o'
r t'.r) ¡1

-l I Í,.o@)-"p, t-*"q(po\.0. / tr- r)r-ldrdpdo = 0.
J oci J* "ro

ya que lím¡-r¿"0 R(po):0 como «rmentáramos después de Ia ecuación (3'4)'

!

Lema 3,3 Para M¡ com,o en la, eatación (3.7) con \ f 0, tenemos

¡[}.,'r)(s'u) 
: o'

Demostración. Dclaccuación (3.7), conAl,¡(a) :: Coeffr,-.r-n (g(po)(R(po))^) tenemos

gFlal-l)) ..o n.ms-).-h

Iím ,41r = lím \- tD" I A¡,¡lo) J¡"rlo)-" dorlJ,.n'-^ ¡,-Á, k msr).*h-Q nJac,.

q-l (m_ ¡)l .,,q1.p _ms 
^_h 

r: t tim j.__. 

- 

I A¡¡(o\J,"p(o\-"do.1r ¡,7"rms- 
^-h 

. e- p Jac,
n=0

sicmpre rtrue demostremos que ostos lílnites t:xistt¡n. Como ,4¡,7, depende ¿s ¡ : 4 (re-

cordámoJque lím¡--n¡.o significa 1ímrr-+¡"o), terremos que R depende de j. Por definición,

A¡,¡,(o) es el ccreficiente de po-'r t' enla expansión de g(po)(R(po)^), donde

tL!(") - F,^-r¡(o) 
"...* 

{0,R(po\:¡i¡¡+ {,rl*rb\ 
¡" + 

n"¡."r(o).

El hecho f*o@) l0 sobre el conjunto compacto 0Ü* y el teorema multinomial nos per-

mite concluii que 1,4¡,¡(a)l < C para alguna constante C, ya que \* q + 0. Record¿mos
que ) cs ur, 

"nt"ro 
positivo por' hipótesis. Entonces tencrllos por Convcrgencia Dominada

que

línr M':
s+¡tu-

»
l)) .,,q+p-ms- 

^ 
h I

--:. . / o¡"01o1-'a":g'
,¿s + l + h - q - p .laci

tr

Demostración Proposición 3.1. Sea s ( p (ver Teorema 1.7), ta1 que s 10. Usamos
la ecuación (3.5) y el Lema 3.2 para obtener

tím Z(s:F.o) . lim (2,(r,r',r,ql -rl ,')¡votr,rl +H I .')r.rtr.rl)r;J"* r;1,"n\' \k/ " fi\¡l .t

k1

= .lll^^ (I r^,,. ,t) - o.

por el Lema 3.3.



Proposición 3.4 Para Lodo operu.d,r 0r ,: -!! - tle trden,,/l ,: É J¡. d,ondo ,l :' ai,' ' ai: i :1

(Jr,. . . ,Je) € N6, para totlo l,g e A[n] poli,nomi,os enp uari,ables tales que.f satisface la
Hi.pótesis de Mahler, püraseR, r Éts (uer Teorema 17), s I -lJl, tenemos

.13-" Í,,,, 
ar(('§: 4' st')c.l¿ : o'

g, : e(F s¡ = {z:tffi;l:}, 
",,,,

(3.14)

Notamos que si lJl : 0, obtenemos la Proposición 3.1.
Requeriremos eI siguiente lema.

Lema 3.5 Bajo las hipótesi,s d,e la Proposi,ci,ó'n, 3.1, tenemos que la función s r+ 0J ((s; F¿, gr)
es meromorfa en C. Su.s polos son, s'i,'mplcs y¡ estrí,rt rtvn,tcn,i,d,os e.n, e.l r:on,j'unto

CAPITULO 3. IATTEGRALES TYU¡AS

A cc.¡ntinuación enunciaremos r¡tra de las
comienzo clel capítulo.
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¡

integrales que se anulan mencir.¡nadas al

(3.15)

(3.16)

Ademds la funcrón es 'regu,Lar en s : 0, -1, -2,. . . .

Demostración. Sean .F, 9 e C[z] polinomios en p v¿riables tales que F satisface la
Hipótesis de Nlahler, fij amos m,: d"g(F'), q:: deg(g). Demostraremos ei lema por
inducción sobre lJl. Primero para l./l :0, notamos que -fl satisface la Hipótesis de
trlahlor y dog(F) : d"e(4) deg(g) = deg(g,). enronccs

F@*il:Fe,s), 9(F,,g,,J): 9(p,g,J).
Por lo tanto, del Teorema 1.7, obtenemos lo deseado para lJl : ¡

A continuación suponemos cierto el lema para l-l1, y lo probaremos para l,/l + 1. Sea
J' e Nfi con lJ'l : lJl+1, escribimos para A' € {1,2,- . . ,p} tal que la coordenada k-ósima
de J'sea disl inla dc ccro, J'= J0 + pk. con e¡,J6 e Nf,, donde e¡ tiene un I en su k-
ósima coc,r'denada y ccrus en la demás. 5' ,J6, : lJ¡. Considcremo' s € C con Re(s) >> 0.
Tenemos de la definición de ( en la ecuación (1.1)

0''cG;F,,si): r'.( (,,¿, (#),) - s.aro( (,*,,",, Gffi),)
Analizando los dos sumandos clc la dcrecha dc la ecuación (3.16). tenemos primcro por

hil,[1ps1, inc]uttiva 9ue 0Jo4 (t, f, (*\ ) tiene continuación meromor'[a cn C, dondc los- \ \ak'/t)
posibles polos son simples y pertenecen 

^. 
.q ( p,. (en\ .tr) c I (F¡,g¿,J'). Además es

regular para s - 0, - l, -2,. ' . 
\ @t /t '

Notnmos que s / 9|Ft,9,. J') =+ s ' r / g(n. (gffi),. lr,. Nuevamenre. por in-

ducción obtenemos Ia continuación meromorfa en C de 0/o / ' / ^¡ \ \( 
\s 

+ i: r,. (e#;rrl. con po-

sibles polos simplos en O (f,. (sff),.J0) . ad"m;s lr funcit,n os rcgular p¿ra s + 1 =

0,-1,-2,..., es decir, párá. s: 7,-2,-3,.... Como Ios polos son a k¡ mrás simples
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obtenemos que ,s.Aro( (s + 1;fl¿, (0ffi)r) 
"r 

regular también p¿rra. s : 0. Concluimos que

0J'eG;Fr,S) tiene una continuación meromorfa en C cuyos polos son simples y están

conrenirlos en el conjunto 9(F,. g¡. L'l : {n-:5141 },=o ,,r, 
. Adcmás Ia función

es regular en s : 0. -1. -2.. . . .

tr

Demostración Proposición 3.4. Por el lcma a¡terior. la integra.l en (3.Ia) tiene senl.ido.
Para calcular su limite cuaudo F -r /¿oo. nnevamenrc usaremos inducción sobre lJl. Si

lJl : 0, basta con usar Ia Propc.rsición 3.1. Luego suponemos nuestra hipótesis inductiva
para lJl y lo mostrarcmos para lJl -l.SearÉT.sS-(lJl - l). Sea J' e Nfi c¡¡
lJ'l: lJl * 1, escribimos para k € {t,2. ,p} tal que la coordenada k-ésima de J'
sea distinta de cero ,./' : Jo * et, con €¿, Je € Nfi donde eh tiene un 1 en su k-ésima
coordenada y ceros en las demás, y l./ol : l"/1. Consideramos la misma ecuación (3.16) y
hacemos tender el límite cuando F -+ f-p junto con integrar sobre [0, 1]r

,':T", l,r,,o 
u'', ( s ; Ft' g t) dt = 

"'iT * / ro.u, 

u" c ("; n' (H),) " (3.17)

- ' ' .'jf*.1. r"a'"c 
(' + r' a (sff),) a'

Como p(fl ff) c f{r,d, v s ( *(F,d, s I -(lJl+1) < -lJl : -lJsl, por la
hipótesis inductiv¿ el primer límite de la parte derecha de (3.17) es nulo. Para evaluar el
segundo límite, notemos que deg(ffi) : deg(¡) - K, con rc ) 1. Por lo tanto, 

" 
(F@,5)

implica s +t $$@,gffi). Como por hipótesis s I -lJl -1,tenemoss+1< -l-161.
Por hipótesis inductiva (aplicada a s + 1 y a F,g#), concluimos que el segundo límite
en (3.17) también es cero.
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Apéndice A

IJna demostración alternativa

En este apéndice damos una nueva demostración de la siguiente fórmula de V. Castillo
t2l

Proposición A.l Sean f ,g e Clx) poli,nomios en y2 uari.ables tales qu,e .f satisJace la
Hi,pótesi,s d,e Mah,ler, y sea N ) 0 un entero no negat'iuo. Entonces

z(-N;.t,s) = -!"*0" -( [ seo)(f (po))N r"g (lp,l) a,) .m " \J".aci" "\/""0' / /
dond,e m: ¿es("f ) y log es la rama principal d,el logari'tmo.

Antes de demostrar la proposición, veremos los siguientes lemas.

Lema A.2 Sea R € C, con lRl < 7. Para N ) 0 un entero no negaliao, tenemos

É ¡ r r)-N
\- \-tl ¡,\ -Z- s¡S - l)...1) - N) ''l:^J+r \

-q# rog(1+ 1?) + z(1 + r?), (A.1)

con z(r) e Q[¡r:] d¿ grado <1 N.

Demostración. Por indur:cirin sobrc.ly'. Para N:0, tcnemos que

1 ..\ D,\ ñ , r ,.1+l o.l
\- r-'l n _ -\- r-,r 11 _ _rog{ l+ Rt./-.\/-)'
.\:1 .\:1

Por lo tarrto, satisface (A.1) con z:0. Ahora supondremos cierto (A.1) para Iy' ) 0 rn
entcro no negativo, v lo demostraremos para ly' + 1. Es decir demostraremos que

S (-rl^-,u,,,n (r. f)N't,^_,
,+.,rA-r)-(\-(/v[)) 

log(l +r?)r¿u(l¡R) lA'2)

con tr(t) e Qlr] de grado menor o igual a ¡/ + 1. Si derivamos el sumando del lado
izqrtierdo con rcsl)eclo ir l9 ol,tonpmos

I \-t)^ '|^ LR\ \'_ (- l)\ 'N,r'B\ I

\.tl,l 1r...{) -(N r l))/ - tr-rlr,l 2)...{)-.\t(.\- r.ry, t)l'

I I

(-1)) (N+r)R.\ 1
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Sea ¿,(1 + fi) ::
<N+1.

para todo ,\. Luego sumamos ambas expresiones de ) : N + 2 hasta infinito

€ ¡ ( _1)r (N, r)R.\ \' \.a ( _1)\- ,N r)8.\-r

^ft,\r^- 
tl...(r -,ru*r»/ - ^*,6

Haciendo un cambio de variable p - ), - 1 en e1 lado derecho, tenemos

s / (-r)^-,r-,,R, \': s (-1)¡- vF"

^f , \.rt.l 1) () - (/v - r) ) ,,kuytu- r)...(r, - N) '

Luego por hipótesis de inducción

i / (-,,)^ ,n",,,T1 
,,,)'=_tr..,_R,, tog(1 _.R) _z(r_r?).

,frr\.lr.l- 1) ..() -(N-,-l))/ - ,,v!

con z(r) e Q[r] de grado N. Integramos ambos lados y obtenemos

/;" (^*, (mf#t=i+¡¡)') *: /" 1 
t';iP rog(r+r)+z(r+r))dr

Como la suma converge absolutamente, se pueden intercambiar Ia integral con la suma-
toria. Es decir

s /'¡ (-t)'-t'-''" t'
^*_,lo 

\st» 1) .()-{N+r))/

Luego, integrando por partes,

o,: 
lo" (-q#f rog(1+r)+'(r+r))dr.

^-f,rnJ#ffi:-l't';i'' 
rog(1+r)dr + 

luo "(t+üa'
(l - r){'I. rR /'R (I - r)l a, _ [*:11 , r)dr= (,r -1¡ toci r-/')to ¿ !r. D(r-,Io'- Jn '

//1 , D\N'l (l-R)N.r- I lR= ffilog(]-r'R)*nffi+/ ztl', r)dr'

(r+B¡r'+t-, + 
lr" 

,tt* r)dr. Entonces u(r) e Q[r] es de grado(N+1)(N+1)! /o

D

Lema A.3,9i ¡/+ 1 <,\ < N+ lp I *), o si q*p* mN < ),, con m : deef), q : deeb )
y r(po\ como en (J.8). [enemos qze Cucff, ,- -, (l( f,o\r(nol^) = O.
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Demostración. Notemos que

sb,r) :p, (gta@) + p-'sto-rl(o) + .. .+ p-qgro¡) ,

*, - -,r x ( Ít^-,.,ld - ^-1.[tn, 
-z,(o) -... _ ^-r.-r¡ fol \)rtlo)':P \T,1of +P - /."(") +"''P 

7-,@)
Luego 

¡?+(m'-1))

s(po)r(po)^ - pa-» » Al"(")p-n, (A.3)
h:0

con ,4)(o) una función racional sin polos en 0C!. Entonces

Coeflr,--,u (9(p o)r (po)^) - Al*r*^* -^(o).

Notemos que el exponente de p en g(po)r(po)^ cstá entre -1n^ y q - ). Entonces,

. pata q+p+mlú < ), tenemos qre q+p+mN - ) < 0, de donde q- ) < -p-mN.
Luego A]*r*-r_r(a) es un coeficiente de una potencia de p mayor a la que aparece
en (4.3). Por lo tanto, Ai*,*" ¡(a) : O.

o para N+1<.\ < ¡r/ + fp/rnl, tenemos m\ < p*mN, de donde -p-rnN ( -rn).
Ltego A)*r*^* -1(o) es un coeflciente de una potencia de p menor a Ia que aparece
en (A.3). Por 1o tanto, ,4)*r*_¡_¡(o) : 0.

En cualquiera de los dos casos, obtenemos que Coeff,,-n-- * (oQ")rQ")^) :0.
tr

Demostración Proposición A.1. De (1.11) tenemos que

qf p+_Nm I l))_N/)\-t fmZ(-N:.f.g): » +--( l,) | - c,,etro-,--N (sqpo)r(po)\)"L"o(o)Ndo

^:N 
+lplmt " \" '/ J o -D("i

r q.p,!* f_l)) N /.\\ r

: 
l,,urr..-,T,,-, ;:T- (;) cr''cff' 

"- -tu (slpo)rlpo)^)/'oo(a)Ndo'

Usando el Lema A.3 obtenemos que

m z ( - N ; f , s ) : / *u"r,É, 5§1 (,i,) 
-' 

"""u,, ^* (o ko)r (oo)^) /,.o {o),ao

- l*u"rc<'"no 
,-^' (ob,)¿*(,)',á, !# (i) ' ,6o1^)ao

Luego, un c¡ílculo sencillo da

!,, z¡- N : J,s) - /.ou"rcoefio-, 
-, (s(oo).t,^o@)'^_I *l#Ihn refl^)do.
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Usando el Lema A.2 con .B: r(po), notando que para p ) 0 tenemos que lr(po)l < 1,
así

ffizeN: t, o) : L.rrrcoefi,-,--, (sb')f,*(d* (- 
(t + Iyo))N log(r+r(po))+z))do,

con z :: z(1 + r(po)) y z(x) e Q[z] de grado ! /y'. Notemos que

Coeflr-o--,, (sbo)f*o@)* "{o,rl) 
: o,

pues 1as potencias de p de la expresión g(po)f¡"o@)N z(1 + r(po)) se encuentran en
{-mN,-mN + 1,... ,g}. Luego

#r.rf-*,¡,A: I,*.rcoefro-,-^'(o(er)lt"(,)'(-(r+r(pa))N rog(r+r1po))))do.

como 1+ ,1po1 = J9!).:, J-too\.obrenemos' J"op\po) l,oo '

m Z (- N : f , o\ : - I 
" 
*rrco.r o-,- ^* (s b"l¿* f "), (* tr"l )',"* (* 6,;) ) 

a,

= - l"*,,c.en, "--r' (sroaff#r"s(frtr"r))a'

= - /.**coeno-"(oroo)Irn,rN r"g(fl1 o't))ao

:coeffp' (- l..,.r s(po)f(po)N'*(*r-l)*)

tr
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