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Resumen

En este trabajo estudiamos el problema de Albert sobre la solubilidad de las
nildlgebras conmutativas y asociativas en las potencias de dimension finita. Es-
pecificamente, estudiamos el problema en dimensién siete, dimensién ocho y nilindice
cuatro v algunos casos de dimensién nueve con nilindice cuatro. Nuestro principal
resultado es que todas estas dlgebras son solubles.
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Abstract

In this work we study the Albert’s Problem on solvability of commutative finite
dimensional power associative nilalgebras. Specificaly, we study the problem in di-
mension seven, dimension eigth and nilindex four and some cases of dimension nine
and nilindex four. Our main result is that all these algebras are solvable.



Introduccion

En 1843 Hamilton consiguié construir una estructura algebraica que satisfacia
todos los axiomas de cuerpo, excepto la conmutatividad. Este sistema de nimeros
llamados Cuaterniones, fue el primer ejemplo de “cuerpo no conmutativo”. Es asi
que en 1847, se estaba forjando una teoria matematica que merecia ser estudiada con
més atencién, la de las dlgebras no conmutativas. Dos meses después de descubierto
los Cuaterniones, Graves presenté los Octonios, definiendo una multiplicacién en RS
Este sistema de ntimeros fué descubierto en forma independiente por Cayley en 1845.
Por esta razén son llamados también los nimeros de Cayley. Esta estructura también
es no conmutativa pero ademés no satisface la asociatividad. Asi comienza una nueva
teoria, la de las dlgebras no asociativas.

La historia de la teoria de las algebras asociativas y no asociativas estan entre-
lazadas, pues hay una influencia reciproca. A partir de 1930, la investigacion de las
dlgebras no asociativas avanzé velézmente en muchas direcciones. Por ejemplo, éstas
aparecen de manera natural en algunos modelos matematicos sobre el comportamien-
to reproductivo de poblaciones en genética, siendo Y. I. Lyubich uno de los padres de
esta drea de la matemética llamada dlgebras genéticas (ver por ejemplo Structures in
Population Genetics[21]). Las dlgebras no asociativas aparecen también en el mode-
lamiento del comportamiento de los llamados observables en mecdnica cuantica. Esta
interpretacién llevé a la construccién de las llamadas dlgebras de Jordan, en el trabajo
de Jordan, von Neumann y Wigner[19] en 1934. A pesar ( y afortunadamente!) de los
esfuerzos de los hombres de ciencia, existen muchos problemas abiertos en algebras
no asociativas.

Un problema ya cldsico en dlgebras no asociativas, es el basado en una conjetura
planteada por Albert en 1948, a saber,

i Es toda nildlgebra conmutativa, asociativa en las potencias y dimensidn finita
nilpotente?.

D. Suttles[25] construye en 1972 un contraejemplo a esta conjetura. Sin embargo,
el dlgebra construida por Suttles, si bien no es nilpotente, satisface una condicién un
poco més débil, a saber, es soluble. A raiz de esto, se formulé el siguiente problema,
el cual atin permanece abierto, conocido como el Problema de Albert:

;. Es toda-nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de dimension finita,
soluble 7

Los estudios acerca de este problema han sido satisfactorios solamente para al-



gunos tipos especiales de dlgebras, pero la respuesta global ain representa un enigma
para los matemadticos. En el intento de solucionar el problema de Albert, se tienen
como consecuencia muchos resultados interesantes que aportan de manera particular
a la solucion de dicho problema. En esta direccidon tenemos el resultado de Gersten-
haber y Myung[14]. Ellos prueban que toda nildlgebra conmutativa y asociativa en
las potencias de dimensién cuatro sobre un cuerpo de caracteristica distinta de dos
es nilpotente, de aqui soluble. Correa y Suazo obtuvieron en [3] una generalizacién
del resultado de Gerstenhaber y Myung probando que toda nildlgebra conmutativa y
asociativa en las potencias de nilindice n con dimensién n es nilpotente de indice n.
De aqui, tenemos que estas algebras son también solubles. Estos resultados requieren
que la caracteristica del cuerpo sea distinta de 2 y de 3. El caso no conmutativo fué
considerado por Correa y Hentzel en [4]. Ellos probaron que si A es una nildlgebra
no conmutativa y asociativa en las potencias de dimensién n con nilindice n sobre
un cuerpo de caracteristica distinta de 2,3 entonces A es soluble y A? es nilpotente.
Correa y Peresi probaron en [5] que toda nildlgebra conmutativa y asociativa en
las potencias de dimensién cinco es soluble de indice menor o igual que 3. Estos
resultados requieren que la caracteristica del cuerpo sea distinta de 2 y de 3. Recien-
temente J. C. Gutiérrez, en un trabajo atn no publicado, probd que toda nilalgebra
conmutativa de dimensién menor o igual a seis es soluble, quitando la hipotesis de
asociatividad en las potencias. Ademéds probd que si la dimension es n y el nilindice
esn — 1 6 n— 2, entonces el algebra es soluble. Todos estos resultados requieren
ciertas restricciones minimas sobre la caracteristica del cuerpo subyacente.

A través de los trabajos existentes, relacionados al problema de Albert, se puede
inferir una fuerte e importante relacién entre la nilpotencia o solubilidad de las
dlgebras y las nilpotencias de ciertos operadores lineales llamados operadores multi-
plicacién. Un estudio de la nilpotencia de estos operadores fué hecho por M. Ger-
stenhaber en una serie de articulos llamados “On nilalgebras and linear varieties of
nilpotente matrices”, I, IT y IT1, respectivamente entre 1958 y 1960 (ver Referencias
[15, 16, 17]). Gerstenhaber en [16] prueba que bajo ciertas restricciones minimas a
la caracteristica del cuerpo, toda dlgebra conmutativa de dimensién finita que satis-
face una ecuacién del tipo ((...((zz)z)...)z)z = 0 satisface una ecunacién de la forma

Originalmente el problema de esta Tesis consistié en estudiar el problema de
Albert en dimensién siete. Hemos logrado resolver este problema y ademaés solu-
cionar parcialmente el caso de dimensién ocho. Aplicamos un método que consiste
en estudiar las posibles bases de las dlgebras usando las representaciones matri-
ciales canédnicas de Jordan de los operadores multiplicacién para ciertos elementos
del dlgebra. Se puede eventualmente aplicar el mismo método para el estudio de di-
mensiones mayores, estudio que se ve un tanto dificultado por la falta de identidades
polinomiales de grados bajos.

En el Capitulo 1 enunciamos algunos resultados conocidos y que seran usados en
los siguientes capitulos. Ademds probamos algunos resultados de dlgebra lineal que
seran fundamentales en las técnicas usadas en las demostraciones de los Capitulos 2, 3



y 4. Algunos de estos resultados fueron obtenidos en colaboracién con los Profesores
Ivan Correa, Irvin Hentzel y Luiz Antonio Peresi y se encuentran contenidos en el
articulo [10] de las Referencias.

En el Capitulo 2 resolvemos el problema de Albert para dimensién siete para
dlgebras sobre un cuerpo de caracteristica cero o mayor que siete. Los métodos
utilizados son una extension de los usados para dimensién seis en el articulo [6] de
las Referencias.

En el Capitulo 3 resolvemos el problema de Albert para dimensién ocho y nilindice
cuatro. Cabe agregar que en este capitulo los métodos sufren una modificacién al
utilizar un reciente resultado sobre solubilidad obtenido por Correa y Hentzel en [11].
Como consecuencia de este resultado reducimos la cantidad de casos a estudiar. Los
resultados de este capitulo fueron anunciados en el LXXV Encuentro de la Sociedad
de Matemética de Chile, realizado en Octubre del 2003. Los mismos resultados
fueron presentados de manera independiente y paralela por A. Suazo en el mismo
Encuentro. Sin embargo el método utilizado por A. Suazo no permite una extension
a casos de dimensiones mayores que ocho. Esto debido a que las identidades utilizadas
en dimensién menor que nueve no se cumplen para dimensiones mayores, lo cual el
autor prueba con un ejemplo. Finalmente, en el Capitulo 4, presentamos algunos
avances del problema para dimensién nueve.
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que me brindd, sin la cual no hubiese prosperado este trabajo. También agradezco al
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Profesor Rolando Pomareda, primeramente por la confianza que tuvo en mi persona
al ayudarme en la aceptacién en la Escuela de Postgrado y ademds, por su sugeren-
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este medio el trabajo se habria retardado més de lo deseado. Agradezco también a
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Notacién y Simbologia

e I,, R, son los operadores multiplicacién a la izquierda y derecha respectiva-
mente.

e < aj,..,an >x es el espacio vectorial generado sobre el cuerpo K por los
elementos a1, ..., Gn.

e J(iy,...,1,) representa a la matriz n X n compuesta por s bloques de Jordan
Jiyy -y Ji,, donde cada bloque J;, es una matriz 7, % i) de la forma

00 ... 000
10 .. 000
01 ..00°¢0

conts < ... i1y D opq e ="

e A™ representa la n-ésima potencia principal de A definida por:
Al = A, A" =S 72 AFA* paran > 1.

e A™ representa la n-ésima potencia plena de A definida por
AW = A AM = (A2 paran > 1.

e Las letras o, 3,7, ... etc., siempre denotaran elementos escalares de algin cuer-

po K.



Capitulo 1

Definiciones y Resultados Preliminares

En este capitulo presentamos algunas definiciones bésicas, resultados conocidos
v los primeros resultados de la Tesis que serviran como herramienta para solucionar
nuestro problema principal.

1.1 Definiciones Basicas
Una &lgebra A sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A sobre K dotado de
una operaciéon multiplicacién, es decir una aplicacién

tAx A— A, (a,b) = ab

satisfaciendo las siguientes relaciones:

i) (a +b)c = ac+ be, para todo a,b,c € A.
ii) a(b+ ¢) = ab+ ac, para todo a,b,c € A.
iii) (aa)b = a(ab) = a(ab), para todo a,b € A, para todo a € K.
Si el producto satisface ab = ba, para todo a,b € A diremos que A es una dlgebra

conmutativa. Si el producto satisface (ab)e = a(be), para todo a,b,c € A, entonces
diremos que A es una dlgebra asociativa.

Ejemplos:

1) K[z] el anillo de polinomios sobre un cuerpo K es una élgebra sobre K con la
suma y el producto usual de polinomios.

2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, con dimgV > 2. Entonces el
conjunto End xV es una dlgebra asociativa y no conmutativa con el producto definido
por la composicién de funciones.

(o) ]



3) Un cuerpo K es una algebra asociativa y conmutativa sobre K.

4) El espacio vectorial M,(K) de las matrices n X n con coeficientes en K es una
algebra sobre K con el producto usual de matrices.

Sean A y B dlgebras sobre un cuerpo K. Una transformacién lineal
Ww:A— B
se dice que es un homomorfismo de dlgebras si
P(ab) = p(a)yp(b),
para todo a, b € A. El kernel de 9 es el conjunto

Ker($) = {a € A| 9(a)=0}.

Si 70 es una biyeccién, diremos que 1) es un isomorfismo de dlgebras.

Un ideal a la izquierda (derecha) de una dlgebra A es un subespacio vectorial J
de Atal que al CI (Ia CI), para todo a € A. Cuando I es a la vez un ideal a
la izquierda y derecha, diremos que [ es un ideal de A.

Sea A una 4algebra sobre un cuerpo K con I un ideal de A. Definimos en A
la relacion ¢ = b si a—b € I. Esta relacion es de equivalencia. La clase de
equivalencia de un elemento a es

d=a+I={a+beA / abel }
El algebra cociente de A por I es el espacio
A/lI={a | acA }

con las operaciones

a+b=a+b,
aa = aa,
ab = ab,
para todoa € K y a,b € A.
La aplicaciéon
m:A— A/l

definida por 7(a) = a es un homomorfismo de dlgebras denominado homomorfismo
canonico.

Definimos las potencias de cualquier elemento a del dlgebra A, como sigue:



1 —

a=a y a

n

= a""!a, para todo n > 2.

Una algebra A se dice que es asociativa en las potencias si cada uno de sus elementos
genera una subdlgebra asociativa. Esta condicién es equivalente a que a‘a? = a'*7,
para todo a € A. Sea A una algebra asociativa en las potencias. Se dice que un
elemento a € A es nilpotente si existe un entero positivo n tal que a™ = 0. Cuando
todos los elementos de A son nilpotentes se dice que A es una nildlgebra.

Sea A una algebra arbitraria. Para cada elemento a € A podemos definir las
funciones lineales

Ry L,:A— A

definidas por xR, = za,y xL, = az, para todo xz € A. Estas funciones son llamadas
multiplicacion a la derecha por a y a la izquierda por a respectivamente.

En el caso de que el dlgebra sea conmutativa entonces L, = R, usaremos L, para
escribir esta funcién.

Denotamos por M(A) el dlgebra generada por {L, | # € A}. Llamaremos a la
dlgebra asociativa M(A), el dlgebra de multiplicacidn de A.

Si S es un subconjunto no vacio de A entonces denotaremos por S* la algebra
generada por el conjunto {L;, R, € M(A) | s € S}.

1.2 Identidades Polinomiales y Linealizacién

Sea A una &lgebra sobre un cuerpo K. Una identided en A es un polinomio
p(z1, To, ..., z,) del dlgebra libre tal que p(a;, as, ...,a,) = 0, para todo a; € A, ¢ =
1,2,...,n (también diremos que p(x1, s, ...,7,) = 0 es una identidad).

Ejemplos

1) Una dlgebra conmutativa es una algebra que satisface la identidad zy — yz = 0.
2) Una dlgebra asociativa es una algebra que satisface la identidad (zy)z — z(yz) = 0.

3) Una dlgebra de Jordan es una élgebra que satisface las identidades zy —yz =0y
(r?y)z = x%(yx). La tltima identidad es llamada identidad de Jordan.

4) Una dlgebra de Lie es una algebra que satisface las identidades: z2 =0y (zy)z +
(yz)x 4+ (2z)y = 0. Esta ltima identidad es llamada identidad de Jacobi.

5) Una dlgebra alternativa es una élgebra que satisface las identidades 2%y = z(zy) y
yz? = (yr)z.

1.2.1 Linealizacion La linealizacién es una de las herramientas mas importantes en
el estudio de las dlgebras.



Sea
f(xla ---,37-,1) =0

una identidad e y una indeterminada diferente de las z;. Si sustituimos z; por
z; + vy, obtenemos

[T+ y, o Ta) = quc(:ﬂl, vovy Ty oves Wine Wi
k>0

donde f; es la suma de todos los términos que tienen grado k& en la indeterminada
y. Definimos el operador 6(y) actuando sobre la identidad f como

f(mla ,3"11:1'11)55(3/) = fik(:rl? ey Ty "',mnay)'

Observamos que 6 = 1. Si k>0, el operador §F sustituye cada monomio por la
suma de los monomios que son obtenidos al sustituir una cantidad k& de los z; por
y. Observamos ademsds de esto, que este operador satisface

(of + B9)6f (y) = alf6E(y)] + Blgsk (v)),

para todo par de identidades f,g v «,8 € K.

Sea f una identidad e y una indeterminada diferente de =z, 29,...,7,, k& >
1, y supongamos que el grado de z; > k en algin monomio de f, entonces
f(x1, 29, ...,2,)85(y) se dice una linealizacién simple de f. Una identidad que puede
ser obtenida de f como una secuencia de una o mas linealizaciones simples de f se
dice una linealizacion de f. Una linealizacién en la que cada monomio no aparecen
variables con grado > 1 se dice una linealizacion completa (ver Osborn|[22]).

Ejemplos:

1) Consideremos el polinomio p(z,y) = (z®y)z. La primera linealizacién es:
((z2)y)z + ((22)y)z + ((=*)y)=.

La segunda linealizacién es:

(@2)y)t + (t2)y)z + (=) + (z)y)t + ((@t)y)z + ((ta)y)=.

Esta es también su linealizacion completa.
2) Linealicemos completamente la identidad polinomial p(z) = 2* en una &lgebra

conmutativa A. La primera linealizacion es:

z?y + 2(zy)z.



La segunda linealizacién de 23 es
2(zy)z + 2(y2)x + 2(zz)y.

Esta es también la linealizaciéon completa

1.3 Solubilidad y Nilpotencia de Algebras

Sea A una algebra no asociativa. Definimos inductivamente las siguientes poten-
cias de A:

Al=A, Ar =Sl AFA* paran > 1.
A® = A AM = (A"-1)2 paran > 1.

Diremos que A es nilpotente si existe un entero positivo k tal que A* = 0. Cuando
A es nilpotente, el menor entero positivo k tal que A* = 0 se llama el indice de
nilpotencia de A.

Diremos que A es soluble si existe un entero positivo & tal que A®) = 0. Cuando A
es soluble, el menor entero positivo k tal que A®) = 0 se llama el indice de solubilidad
de A.

Si A es nilpotente entonces es soluble. Pero si una élgebra es soluble no nece-
sariamente es nilpotente, como lo muestran los siguientes ejemplos:

Ejemplos

1) Sea el dlgebra A sobre un cuerpo K con base {z,y}, z,y € A. Definamos una
multiplicacién en A, de la siguiente forma:

2 =y*=0, TY=yr=1y.

Se demuestra que el dlgebra A con la multiplicacién asi definida, es Soluble pero no
nilpotente.

2) (Suttles[25]) Sea A una nildlgebra conmutativa con base ey, ez, €3, €4, €5 y productos
no nulos definidos por:

€1€2 = €264 = —€1€65 = €3, €1€3 = €4, E€2€3 = €5.

A es una nildlgebra de nilindice cuatro, asociativa en las potencias que no es nilpotente
ya que A3 = A2, A es soluble pues A®) = 0.

3) (Zhevlakov{26]) Sea X = {z1,72,..., Tm, ...} un conjunto numerable de sfmbolos
z;. Una palabra u = z;,2;,...z;, es llamada regularsi s > 1y i; <is < .. <1, Sea P

8



el conjunto de las palabras regulares y N =< P > el espacio lineal generado por P
sobre un cuerpo K con caracteristica # 2,3. La multiplicacién se define en N de la
siguiente forma:

Sigyz; e X yuvelP:

1. ;> z; = x;x; para it < J,
2. uxv=0sil uy v tienen al menos dos letras,
3. uxx; =0s1s>2y17 <1 ozx; aparece en u,

4, u*xx; = (—1)".1?1-13:,-2...:171-...37,-5 si s> 2 y 1> 11,

donde o es la permutacion tal que ux; es una palabra regular.

El algebra NN satisface la identidad de Jacobi
(uxv)*w+ (vrw)xu+ (w*u)*v =0,

y ademés se tiene que N®) = 0. N no es nilpotente, puesto que para todo n > 1 se
tiene que

(o((mq % 32) * T3) *...) * Ty = T1T2...T, # 0.

Sea A una algebra asociativa en las potencias. Un elemento z de A se dice que
es nilpotente si existe un entero positivo n tal que 2™ = 0. El indice de nilpotencia
para un elemento nilpotente = de A, es el menor entero positivo m tal que z™ = 0.
Una 4lgebra asociativa en las potencias es llamada una nildlgebra si todo elemento es
nilpotente. Si el conjunto de los indices de nilpotencias de todos los elementos de A
estd acotado por un cierto niimero entero positivo entonces el menor niimero entero
positivo s tal que z° = 0, para todo = en A se denomina el nilindice de A. Si A es
una nildlgebra asociativa en las potencias de dimensién n, entonces el nilindice de A
es menor o igual a n+ 1.

A continuacién enunciamos algunos resultados generales sobre solubilidad y nilpo-
tencia sobre dlgebras que se pueden encontrar en las Referencias.

Proposicién 1.1 (Schafer [24], Proposicién 2.2, p. 18) Si una dlgebra A contiene
un ideal soluble S, y si A/S es soluble, entonces A es soluble.

Proposicién 1.2 (Schafer [24], Teorema 2.4 p. 18) Un ideal B de una dlgebra A es
nilpotente si y solo si la subdlgebra asociativa B* de M(A) es nilpotente.

10



Proposicién 1.3 (Correa [2]) Sea N una dlgebra conmutativa no asociativa fini-

tamente generada sobre un cuerpo de caracteristica # 2 satisfaciendo la identidad
x® = 0. Entonces N es nilpotente.

1.4 Problema de Albert

Albert conjeturd que toda nilalgebra conmutativa que es asociativa en las poten-
cias, conmutativa y de dimensién finita es nilpotente. Suttles[25] presenté en 1972
un contraejemplo de dimensién cinco (ver Ejemplo 1).

El siguiente problema, conocido como problema de Albert, es un problema abierto.

¢ Es toda nildlgebra conmutativa, asociativa en las potencias y de dimension finita
soluble ?

Este problema ha tenido respuestas parciales desde la aparicién del trabajo de
Suttles. La respuesta es positiva en todos los casos hasta ahora estudiados. En la
siguiente seccién presentamos un resumen de todos los resultados conocidos hasta
ahora, ademaés de algunos resultados que nos serdn de gran utilidad en el siguiente
capitulo.

1.5 Resultados Preliminares

Los siguientes son resultados conocidos sobre nilpotencia y solubilidad de algebras
asociativas en las potencias.

Teorema 1.4 (Albert, [1]) Toda nildlgebra de Jordan de dimensién finita sobre un
cuerpo de caracteristica # 2 es nilpotente.

Teorema 1.5 (Gerstenhaber - Myung[14]) Toda nildlgebra conmutativa asociativa en
las potencias de dimension 4 y nilindice 4 sobre un cuerpo de caracteristica # 2 es
nilpotente.

En [3] Correa y Suazo generalizan el Teorema 1.5 a dlgebras de dimensién finita
n. Mas precisamente, en [3] se prueba el siguiente Teorema:

Teorema 1.6 (Correa - Suazo[3]) Toda nildlgebra conmutativa asociativa en las po-
tencias de nilindice n y de dimension n es nilpotente de indice n.

Ademss en [3] se determinan las condiciones necesarias y suficientes para que una
algebra que satisface esas condiciones sea una élgebra de Jordan. En tal caso, se

11



encuentran todas las clases de isomorfismos. Estos resultados requieren que el cuerpo
tenga caracteristica # 2, 3.

Correa y Hentzel extienden el resultado anterior al caso no conmutativo, probando
el siguiente resultado:

Teorema 1.7 (Correa - Hentzel[4]) Sea A una nildlgebra no conmutativa asociativa
en las potencias de dimension n y nilindice n sobre un cuerpo de caracteristica # 2, 3.
Entonces A es soluble y A? es nilpotente.

Ademds, en [4] se presentan dos ejemplos de nilalgebras no conmutativas, asocia-
tivas en las potencias de dimensién 7 que no son nilpotentes. El primer ejemplo tiene
nilindice n y el segundo tiene nilindice n — 1 y no es soluble.

Teorema 1.8 (Correa - Peresi[15]) Toda nildlgebra conmutativa, asociativa en las
potencias, de dimensidn cinco sobre un cuerpo de caracteristica # 2,3 es soluble.

Teorema 1.9 (Correa - Hentzel - Peresi[6]) Sea A es una nildlgebra conmutativa,
asociativa en las potencias de dimensién 6 sobre un cuerpo de caracteristica # 2,3, 5.
Entonces A es soluble.

El problema de Albert es ya interesante si lo consideramos para un nilindice
fijo y dimensién finita arbitraria. Por ejemplo, si el nilindice es igual a tres, el
dlgebra es de Jordan y luego es nilpotente (Teorema 1.4). Para nilindice fijo igual a
cuatro, es posible considerar tres grandes casos. El dlgebra satisfacerd estrictamente
una de las siguientes tres identidades: i) ((yz)z)z = 0, i) ({((yx)x)x)z = 0,
iii) ((((yz)z)z)z)r = 0. En [11] Correa y Hentzel solucionan el problema cuando el
4lgebra satisface la identidad i). El resultado es el siguiente:

Teorema 1.10 Sea A una dlgebra conmutativa finitamente generada sobre un cuerpo
de caracteristica # 2 satisfaciendo la identidad ((yx)x)x = 0. Entonces A es soluble.

La nilpotencia de los operadores L, juega un papel fundamental en la demostracion
de la solubilidad o nilpotencia de &lgebras. Este problema fué estudiado por M. Ger-
stenhaber en una serie de articulos (ver [15, 16, 17 ] y [14]). Enunciamos ahora un
resultado que es una de las bases de nuestro trabajo.

Teorema 1.11 (Gerstenhaber [16]) Si A es una nildlgebra conmutativa y asociativa
en las potencias de dimensidn finita n de nilindice t, sobre un cuerpo K de carac-
teristica cero o mayor que n. Entonces, para todo a € A, L, es nilpotente de indice
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Para alcanzar nuestro objetivo, a saber, probar que efectivamente las nilalgebras
conmutativas de dimension siete son solubles, obtuvimos una serie de resultados pre-
liminares que serdn muy usados en la demostracién de los teoremas en los capitulos
siguientes.

Proposicién 1.12 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias
de dimension n y caracteristica cero o mayor que n. Sea B una subdlgebra (n-1)-
dimensional de A. Entonces B es un ideal de A.

Demostracion. Debemos probar que BA C B. Sea
W={te A|tB C B}.

Puesto que B es una subélgebra de A se sigue que B C W. El espacio vectorial
cuociente A/B tiene dimensién 1. Es facil probar que todo operador nilpotente
sobre un espacio vectorial de dimensién uno es identicamente cero. De esta manera,
(A/B)L,; = 0, para cada t € W, es decir, AW C B. Como B C W, se sigue que
BA C B. Esto prueba la Proposicién.

Lema 1.13 Sea V un espacio vectorial de dimensién 2 sobre un cuerpo K y Sea )
un subespacio vectorial de L(V). Asumamos que R es nilpotente para todo R € €.
Entonces, si R y S son dos elementos arbitrarios en {2, tenemos que RS = 0.

Demostracién. Sea R es un elemento no cero en ). Podemos asumir que la matriz
[R] asociada a R esta en su forma canénica de Jordan. Sea S cualquier otro elemento

de Q. Tenemos:
m=(54) vi=(25)

Puesto que T'= uR + S es nilpotente para toda eleccién del escalar u, la traza y
el determinante de [T] deben ser ceros. Es decir,

a+d=0 y a®—bc—uc=0.

Puesto que esta tltima ecuacién se tiene para todo v en K, tenemos que ¢ = 0. En
consecuencia, tenemos también que a = 0. Se sigue que d = 0. As{ [S] es estrictamente
triangular superior. Esto significa que todo elemento de §2 estd representado por una
matriz 2 x 2 estrictamente triangular superior. El producto de cualquier par de
matrices estrictamente triangular superior es cero. Se sigue que 7'S = (.

Proposiciéon 1.14 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias
de dimension n sobre un cuerpo de caracteristica cero 6 mayor que n. Si exriste una
subdlgebra soluble B de A de dimensién n — 2, entonces A es soluble.
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Demostraciéon. Sea
W={a€A|aB C B}

h 4
Q={L,|a € W}

Cada L, € Q induce un operador lineal
L,: A/B— A/B,

definido por
(r+ B)L, = za + B.

Puesto que Dim(A/B) = 2, el conjunto de estos operadores satisfacen las hipétesis
del Lema 1.13. En consecuencia tenemos que

(AWYW C B.

Dado que B C W, se sigue que
AW C W.

Esto implica que W es un ideal de A y B es un ideal de W. Por consiguiente los
espacios cuocientes A/W y W/B son nilalgebras conmutativas y asociativas en las
potencias de dimensiones < 2, y de aqui que, son solubles. Puesto que B es soluble,
de la Proposicién 1.1 se sigue que W es soluble y que A es soluble.

Teorema 1.15 (Correa-Hentzel-Julca-Peresi[10]) Sea A una nildlgebra conmutativa
asociativa en las potencias de dimension finita n y nilindice n — 1 sobre un cuerpo de
caracteristica cero o mayor que n. Entonces A es soluble.

Teorema 1.16 (Correa-Hentzel-Julca-Peresi[10]) Sea A una nildlgebra conmutativa
asociativa en las potencias de dimensién finita n y nilindice n — 2 sobre un cuerpo de
caracteristica cero o mayor que n. Entonces A es soluble.

Es facil probar que si A es una nildlgebra de dimension n y nilindice n+1 entonces

A es nilpotente, luego es soluble. Si A tiene nilindice dos, entonces satisface la
identidad

1
y = 5((z+9)* - 2" - v?).

De aqui, A2 = 0, es decir, A es soluble.

Ademads, si el nilindice es 3, por la Proposicion 1.3 se deduce que es nilpotente
luego es soluble. Por lo tanto podemos resumir todos los resultados anteriores en el
siguiente Teorema

Teorema 1.17 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de
dimensién n sobre un cuerpo K de caracteristica cero o mayor que n con nilindice k.
Sik=1,2,3,n—2n—1,ndn+1, entonces A es soluble.
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Capitulo 2

Solucidén del Problema de Albert en
Dimension Siete

En este capitulo estudiamos el problema de Albert en dimension siete cuando el
nilindice es cuatro. Nuestro principal resultado es el siguiente:

Teorema 2.1 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de
dimensidn siete sobre un cuerpo de caracteristica cero o mayor que siete. Entonces
A es soluble.

En todo este capitulo A denotard una nildlgebra conmutativa y asociativa en las
potencias de dimensién siete sobre un cuerpo K de caracteristica # 2,3, 5y7. Por
el Teorema 1.17, A es soluble cuando su nilindice es 1,2,3,5,6,7 y 8. De aqui sélo
necesitaremos probar el Teorema 2.1 para el caso cuando A tiene nilindice cuatro.

Lema 2.2 Toda nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de nilindice
cuatro sobre un cuerpo de caracteristica # 2 satisface las siguientes identidades:

2((ym)w)e + (a%y) + oy = 0, 2.1)
(yz)a? =0, (2.2)
2(y)(22) + (yz)a® =0, (2.3)
2((ym)m)a) + 2 (ya) = 0, (2.4)
(yz*)z* =0, (2.5)



(yz*)z? = 0. (2.6)

Demostracién. Linealizando z* = 0 se obtiene (2.1). Linealizando z2z2 = 0, se
obtiene (2.2) y (2.3). Reemplazando y por yz en (2.1) y usando (2.2) se obtiene

(2.4). Reemplazando = por 2% y z por z en (2.3) se obtiene (2.5). Reemplazando z
por % en (2.3) se obtiene (2.6).

Lema 2.3 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de dimen-
sién 7 con nilindice 4 sobre un cuerpo de caracteristica # 2. Entonces A satisface las
siguientes identidades y relaciones:

(yz)z3 = 0, (2.7)

2(yz) = —(227)(yz) — 2((z2)) (yz), (2.8)
(y*)e? = 0, (2.9)

A%2? = (Az)?, (2.10)

A%2? C ((A%n)z)(Az) + (Az)®. (2.11)

Demostracién. La identidad (2.7) se tiene si 2> = 0. Seaz € Acon2® # 0y
X = < z,2%, 2% >. Sea y un elemento arbitrario de A. Sea A/X el espacio vectorial
cuociente de A por X. Puesto que

Xl E X,

la funcién lineal
By § A/X — A/X,

definida por .
(y+ X)Lz =yL. + X,

estd bien definida. Por [5, Lema 2], se tiene que L? = 0, para todo = € A, de aqui
se deduce que (Lz)° = 0. Puesto que A/X tiene dimensién cuatro tenemos que
(L.)* = 0. Esto implica que yL% € X. Asi,

yli=ax+ 2> +6 2
para ciertos o, 8,6 € K. Dado que L3 = 0 obtenemos que

az® + Br® = yLS =0

16



y entonces @ = 0y § = 0. Se sigue que yL* = 6x3. Por consiguiente de (2.4) se tiene
que

(yz)z® = —2yLs.
Reemplazando convenientemente, se tiene que
(yx)x® = —26 =°.
Dado que Lgm = (), se deduce que
9565 2% = 43L5, = 0.

Por consiguiente § = 0 y luego, obtenemos que (yx)z® = 0.

Linecalizando (2.7) obtenemos (2.8). Reemplazando z por z° en (2.3) y usando
(2.7) se obtiene (2.9). De (2.3) obtenemos (2.10). Considerando z € A% ye Aen
(2.8) y usando (2.10) obtenemos (2.11).

2

Linealizando completamente la identidad (2.2) obtenemos

(zy)(2w) + (z2)(wy) + (zw)(yz) = 0.

Usando esta identidad, con w = 22 y escribiendo (yz)(z%z) = (yz)z*, obtenemos

—(y2)a® = (y2*)(zx) + (yz)(z”2). (2.12)
Sumando (2.8) con (2.12) obtenemos
(42) (2) = 2ya)((z)a). (2.13)

Intercambiando 4 con z en esta 1ltima ecuacién obtenemos
(2% (yz) = 2(za)((ye)a). (2.14)
Sumando estas dos tltimas identidades y usando (2.12) obtenemos
—(y2)a® = 2(yz)((27)2) + 2(2x)((y7)2). (2.15)

De (2.15) se sigue que:
A%® C ((Az)z)(Az). (2.16)

Para la demostracién del Teorema 2.1, y las contenidas en los capitulos que siguen,
introducimos la siguiente notacién. Dado un operador lineal nilpotente sobre un es-
pacio vectorial V' de dimensién n sobre un cuerpo K, representaremos por FI01 35005 )
la matriz que representa a T en su forma candnica de Jordan, la cual se compone
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de s bloques de Jordan J;,, ..., Ji,, donde cada bloque J;_ es una matriz i; x i de la

forma
/ 00 0
£ 0
0 1 0
Ji, =
00 .. 1
00 .. 0

con iy < ... <4 ¥ gy ik = 1.

o O

=

o

De ahora en adelante asumiremos que z es un elemento de A tal que 2° # 0 y
X =<z 2% 23> Asi, L, #0,L2 # 0. Usando (2.7) y (2.4) obtenemos L% = 0. Por
consiguiente el polinomio minimal de L, es ¢4 o0 #*. Las posibles formas candnicas de

Jordan de L, son:

a) J(4,3), b) J(
c) J(4,1,1,1), d) J
e) J(3,,2,2), f) J(
g) J(3,1,1,1,1)

Las bases de A correspondientes a cada una de estas matrices son:

a) {y, yz, (yz)z, ((yz)r)z, 0, az, (az)z},
con (((yz)zr)x)r = ((az)x)z = 0.
b) {y, yz, (yz)z, ((yx)T)z, @, az, b},
con (((yr)z)x)z = (ax)z = bz = 0.
) {y yz, (y2)z, ((yx)2)z, @, b, c},
cofi. ((gx)zlzlg=de =t =cp=10.
d) {y, (yz), (y7)z, @, az, (ax)z, b},
con ((yz)z)r = ((ax)z)z = bz = 0.
e) {y, yz, (yz)z, a, az, b, bx},
con ((yz)r)z = (az)x = (bx)z = 0.
£ Ay, yz, (yz)z, a, az, b, ¢},

gori {({yx)e)E = (ax)E = bz = cr =1
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g) Ay yz, (vz)z, 0, b, ¢, d},
con ((yr)r)r=azx=br=cr=dz=0.

Ahora probaremos la solubilidad de A considerando cada una de las  bases
anteriores.

Base a): Sea
T = oy + ooy + az(yz)z + ay((yz)z)z + asa + agax + az{ax)z, a; € K.

Aplicando L3 a x obtenemos que o = 0. De aqui a5 # 0, pues si a5 = 0 se tiene que
x € Az, lo cual es una contradiccién. Aplicando L,2 a x y usando (2.2) obtenemos
r® = a5 az?, de aqui que az? = a;'z®. Por consiguiente (ax?)z = 0 y entonces por
(2.1) tenemos

ria = =2 ((az)z)z — (a2?)2z = 0.

Luego a € Ker(L,s).

Si yz® = 0 entonces Az® = 0 por (2.7). Por consiguiente < z° > es un ideal
soluble de A. Dado que A/ < x*® > es una nildlgebra de dimensién < 6, es soluble.
Por consiguiente A es soluble por Proposicién 1.1.

Asumamos ahora que yz* # 0. Entonces, usando (2.7) es facil probar que

3

Ker(Ly3) =< yz, (yzx)z, ((yr)z)z, a, oz, (ax)z > .

Probaremos ahora que Ker(L,3) es un ideal de A. Por la Proposicién 1.12 es suficiente
probar que Ker(L,s) es una subdlgebra de A.

Como es un subespacio sélo tenemos que probar que ¢z € Ker(L,s) paratodot, z €
Ker(L,3). Reemplazando y por ¢ en (2.8) obtenemos

(t2)z® = —(22*)(tx) — 2 ((22)x)(tz).

Para z = (yz)z 6 ((yz)z)z 6 ax 6 (ar)z, obtenemos que (22%)(tx) = 0 por (2.2), para
todo t € A. Para z = (yz)z 6 (yz)z)z, obtenemos ((zz)z)(tz) = 0, para todo t € A,
puesto que (((yzx)z)z)z = 0. Para z = az 6 (az)z, obtenemos ((zz)z)(tz) = 0, para
todo t € A, dado que ((az)z)z = 0. Por consiguiente (tz)z® = 0 para z = (yz)z 6
((yz)z)xr 6 ax & (az)x, y para cualquier t € A. En lo que sigue probaremos que

(¥2)pz), (y)o, a2 € Ker(Lys).
Tenemos por (2.12) y (2.2) que:
(y2)(y))a® = —2((yw)2?)((y)z) = 0

Entonces (yr)(yx) € Ker(L,s). Usando nuevamente (2.12), se tiene que

(o)a)a® = — () ((ya)a) — (a)((y)a?).
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Como ar? = a7 'z®, reemplazando en la tiltima ecuacién se tiene que

((yr)a)a® = —(a5'2®)((ya)z) — (az)((y)a?).

De aqui que por (2.2) y (2.7), se tiene que ((yz)a)z? = 0, es decir (yz)a € Ker(L.s).
Para probar que a? € Ker(L,2) usamos (2.12) con y = a,z = a y (2.7), obteniendo
que

a’r® = —2(az?)(az) = —2(05'2%)(az) = 0.

Por consiguiente Ker(L,s) es una subélgebra de A. Puesto que Ker(L,s) y A/Ker(L,s)
son nildlgebras de dimensién < 6, son solubles. Por consiguiente A es soluble por
Proposicion 1.1.

Base b): Sea
T = oy + aoyr + az(yz)r + au((yz)x)T + asa + agar + azd.
Multiplicando por z esta ecuacion, resulta
7% = oYz + an(yz)z + as3((yz)z)T + asaz.

Multiplicando nuevamente por = queda,

¥ = oy (yz)7 + o((yz)T).

Multiplicando otra vez por z, queda que

oy ((yz)z)z = 0.

De aqui se deduce que a; = 0. Luego

7% = ay((yr)z)2.

Como z* # 0, se deduce que ay # 0. Luego
g

((yz)r)z = a5z,

Tenemos dos posibilidades para as, a saber, as = 0 6 as # 0. En cada uno de los dos
casos probaremos, que el algebra es soluble. En efecto:
Supongamos que a5 = 0. Luego tenemos que,

2? = ay(yr)z + as((yz)z)z,

y de aqui que
(yz)z = a5 '2® — agay?x®.

Luego, para probar la solubilidad del dlgebra A, es suficiente probar que ((Az)z)(Az) =
0, en virtud de la identidad (2.16). Como ay # 0, podemos considerar la nueva base
de A dada por el conjunto

{y, =z, 2*, 2% o, az, b}
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con
(ax)x = bz = 0.

Entonces vemos que

Az =<yx, 2%, 2°, ax> y (Az)z=<(yr)z, 2°>.

Por otro lado tenemos que:

(yz)z = og'2® — agoy 2a’.

Luego, podemos escribir

(Az)z =< 2°, 23 >.

En virtud de las identidades (2.2) y (2.7), tenemos que
((Az)z)(Az) = 0.

Luego por (2.16), se concluye que A?r® = 0. De donde X? =< 23 > es un ideal

soluble de A%. Dado que A?/X3 es una nildlgebra de dimensién menor o igual que
seis, es soluble. En consecuencia, por Proposicién 1.1, se deduce que A? es soluble.
Por tanto A es soluble. Queda por ver el caso cuando oy # 0. En virtud de esto,
podemos considerar la siguiente base de A :

{y, yr, (yr)z, =z, 2*, =% b}
con
(((ye)e)s)r =0 = [,
Entonces para probar la solubilidad del dlgebra A, es suficiente ver que ((Az)z)(Az) =
0, en virtud de la identidad (2.16). En efecto:

Ar=<yxr, (yz)z, 2%, 2> y (Az=<(yz)z, z°>.

Como

(22 ((2)0) = —5(()(g2))s? = P2 =,

por las identidades (2.3) y (2.9). Usando las identidades (2.2) y (2.7), se tiene que

(Az)e) (Ax) =< (y) (y)a) >
Si (yz)((yx)z) = 0, tenemos que

((Az)z)(Az) =0,

y de aqui, por (2.16), concluimos que A?z® = 0. De aqui X3 =< 23 > es un ideal
soluble de A%. Puesto que A%?/X? es una nildlgebra de dimensién menor o igual que
seis, luego se sigue que es soluble. En consecuencia, por Proposicién 1.1, se deduce
que A? es soluble y de aquf que A es soluble.

Si (yz)((yz)x) # 0, entonces para ver la solubilidad en este caso, consideramos el
operador compuesto por los operadores L,2 y L, es decir,
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LyLyy: A— A,

definido por z(L.2L,.) = (z2?)(yz), para todo z € A. Usando la identidad (2.8) para
z =y, tenemos que

'z’ = —(y2*)(yz) — 2((yz)z)(ya).
Por la identidad (2.12) con z = y, se tiene que

'z = -2(ya®)(yx).

Igualando ambas ecuaciones tenemos

(y2*)(yz) = 2((yz)z)(yz).

Como ((yz)x)(yz) # 0, y en virtud de las identidades (2.2), (2.7) y (2.13), se tiene
que

Kec(LisLy.) =<y, (yx)o, o, 2% 2% 5.

Observamos que Ker(L,2L,;) tiene dimensién seis. Usando las identidades (2.3), (2.9)
y (2.7), se prueba facilmente que Ker(L,2L,,), es una subélgebra que tiene dimensién

seis. En efecto,

1
() = _§(y2m2)cﬂ2 =10,

por las identidades (2.3) y (2.9). Luego
((y2)*z*)(yzx) = 0.

De forma andloga se ve en los deméas restantes productos. Por consiguiente, por
Proposicién 1.12, se tiene que Ker(L,2L,,), es un ideal de A y como tiene dimensién
seis, es soluble por Teorema 1.9. Luego se concluye que el algebra A es soluble por
Proposiciéon 1.1.

Base c): Luego =z se puede escribir en la forma
T =y + oy + az(yz)r + au((yz)z)x + asa + agh + aze.
Multiplicando esta ecuacién por & obtenemos:
1% = aqyr + aa(yz)T + as((yz)x)z.
Multiplicando esta ecuacion por 2 obtenemos
3

T = o1 (yz)z + ao((yz)x)z.

Multiplicando otra vez por z, queda 0 = a;((yz)z)z. De donde se deduce que
a1 = 0. Luego
r® = ay((yz)z)z.
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omo T , de deduce que ay . Luego
C 320, de ded #0. L

((yz)z)z = 0y 'a®.

Por consiguiente, podemos cambiar la base del algebra por,
fy, = =% =, a, b <cp

En virtud de la identidad (2.16), para probar la solubilidad del algebra A, es suficiente
probar que

((Az)z)(Az) = 0.
Esto se cumple. En efecto:
Az =< yx, 2%, 2°>
(Az)r =< (yz)z, 2°>.

Por otro lado tenemos

2% = a(yz)z + a3((yz)x)T.

Como as # 0y ((yr)z)r = oy 'z®, podemos escribir

1.2 2.3

(yz)z = a3 'z° — ago; “z°,

de donde
3

(Ax)z =< 22, 23>,
En virtud de las identidades (2.2) v (2.7), tenemos que
((Az)z)(Az) = 0.
Luego, por (2.16), se concluye que

A%z® = 0.

Se sigue que X° =< 2® > es un ideal soluble de A*. Dado que A?/X?® es una
nildlgebra de dimensién menor o igual que seis, es soluble. En consecuencia, por
Proposicién 1.1, se deduce que A? es soluble, y de aqui se sigue que A es soluble.

Base d): Aqui = se puede escribir en la forma
T = oqy + ooy + as(yz)r + ayua + asar + ag(az)z + ab.
Multiplicando por z a esta ecuacidn, resulta

2?2 = oqyzr + aa(yz)T + ez + as(ax)z.
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Multiplicando nuevamente por z, queda
3 = ay(yz)r + aylaz)z,

Como z° # 0, de deduce que (a1, as) # (0,0). Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que oy # 0. Por tanto podemos considerar la siguiente base de A :

{z, 2%, 2% a, az, (ax)z, B},

con

((azx)r)z =0, bx=0.

Para probar la solubilidad de A, es suficiente probar que ((Az)z)(Az) = 0, en virtud
de la identidad (2.16). En efecto:

Ar =< 12, 28, az, (ax)z > vy (Az)r =<2?, (az)z > .

Usando las identidades (2.2), (2.7), (2.3) y (2.9) se tiene que
((Az)z)(Az) =< (az)((az)z) > .

Si (ax)((az)z) = 0, tenemos que ((Az)z)(Az) = 0. Luego, por (2.16), se concluye que
A% = 0, de aqui X® =< 2® > es un ideal soluble de A%. Dado que A?/X? es una
nildlgebra de dimensién menor o igual que seis, es soluble. Luego por Proposicidon
1.1 se tiene que A? es soluble y de aquf que A es soluble. Queda ver el caso cuando
(az)((az)z) # 0. Para probar la solubilidad en este caso, consideramos el operador
compuesto por los operadores L,2 ¥ Lag, es decir,

LoaLgs : A — A,

definido por y(Lg2Les) = (yx?)(ax), para todo y € A. En virtud de las identidades
(2.13), (2.7), (2.2) y (2.14), se tiene que

Ker(Ly2Lop) =< x, 22, 2°, az, (az)z, b> .

Observamos que Ker(Ly2Le,) tiene dimensién seis. Usando las identidades (2.2),
(2.7), (2.3) v (2.9), es fdcil ver que Ker(Lzz2Las), es una subdlgebra que tiene dimensién
seis. Luego por Proposicién 1.12, se concluye que Ker(L;2L,,) es un ideal de A de
dimensién seis y, por Teorema 1.9 es soluble. Luego se concluye que el dlgebra A es
soluble por Proposicién 1.1.

Base €): En este caso escribimos x en la forma
T = a1y + ayx + as(yzr)r + ase + asax + agh + arbr.
Multiplicando por  esta ecuacion, resulta que

z? = aqyz + aa(yz)T + agar + aghz.

24



Multiplicando por x nuevamente, se obtiene que
7° = ay(yx)z.

Como 22 # 0, de deduce que oy # 0. Luego

(yz)z = oy lad.

Por consiguiente, podemos considerar esta nueva base de A, dada por el conjunto:

con
(az)z =0y (bn)z = 0.

En virtud de la identidad (2.16), para probar la solubilidad del dlgebra A, es suficiente
probar que ((Az)z)(Az) = 0. Como

Ar=<z? 2% ax, bzx>

(Az)z =< 2® > .

Usando la identidad (2.7), se tiene que
((Ax)z)( Az} =0.
Luego por (2.16), se concluye que
A%’ = 0.

De aqui, X* =< 2* > es un ideal soluble de A2. Dado que A2?/X?3 es una nildlgebra de
dimensién menor o igual que seis, luego es soluble. En consecuencia, por la Proposi-
cién 1.1, se deduce que A? es soluble. Por tanto A es soluble.

Base f): En este caso escribimos z en la forma
T = o1y + ayx + a3(yr)x + aa + asazr + agh + ard.
Multiplicando por z a la ecuacién anterior, resulta
7 = myr + as(yz)z + ouaz.
Multiplicando otra vez por x se obtiene que ° = a;(yz)z. Como 2 # 0 se deduce

que o) # 0 y de aqui

(yz)x = ay'z®.
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Luego podemos considerar la siguiente base de A :
{z, =, 2°, a, az, b d},
con
(ax)z =0, br=0, dz="20.
En virtud de (2.16) es suficiente probar

((Az)z)(Azx) = 0.

En efecto, Az =< 2%, 2% az > y (Az)r =< 2> . Por (2.7), se concluye
que ((Az)z)(Az) = 0. De aqui tenemos, por (2.16), que A%z° = 0. Por consiguiente
X% =< 2% > es un ideal soluble de A% Dado que A?/X® es una nildlgebra de
dimensiéon menor o igual que seis. Luego es soluble. En consecuencia por Proposicion
1.1 se deduce que A? es soluble, de donde se deduce que A es soluble.

Base g): En este caso escribimos z en la forma
T = oy + ayz + a3(yr)T + aga + asb + age + ad.
Multiplicando por x esta ecuacién, obtenemos
z? = oqyz + ag(yx)z.

Multiplicando por z nuevamente se obtiene:

7% = oy (yz)z.

De aqui, que a; #0 vy (yz)z = o7'z®. Por consiguiente, podemos considerar la
siguiente base de A :
g 3
B =5 2% & b o g5

con
ar =br =cx =dzr =0.
Para probar la solubilidad del dlgebra, basta ver que: ((Az)z){Az) = 0. Tenemos que
Ar=<z?, 2*> y (Az)z=<2%>.
5 =15 = 0. Luego

((Az)z)(Az) = 0.

Como z* = 0 se tiene que «

De aqui, por (2.16), tenemos que A%23 = 0 y asf X3 =< 23 > es un ideal soluble
de A2%. Dado que A?/X® es una nildlgebra de dimensién menor o igual que seis, es
soluble. En consecuencia por Proposicién 1.1, se deduce que A? es soluble, de donde
se deduce que A es soluble.

Esto completa la demostracién del Teorema 2.1.
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Capitulo 3

Solucion del Problema de Albert en
Dimensién Ocho y Nilindice Cuatro

En este capitulo estudiamos el Problema de Albert en dimensién ocho cuando el
nilindice es cuatro. Nuestro principal resultado es el siguiente:

Teorema 3.1 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de
dimensién ocho con nilindice 4 sobre un cuerpo K de caracteristica cero o mayor que
siete. Entonces A es soluble.

Lema 3.2 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de dimen-
sidn ocho con nilindice 4 sobre un cuerpo K de caracteristica # 2. Entonces L} =
para todo x en A.

Demostracién. Se tiene de [5, Lema 2] que L% = 0, para todo z € A. Asumamos
que existe un z en A tal que L} # 0. Entonces las posibles representaciones matri-
ciales de Jordan de L, son:

8y 105 Ll L)
b) J(5,3),
6} J(5;:24.1)
Las bases correspondientes son:

a) {y, yLz, yL2, yLi, yL3, a, b, c},
con, plY = aly =B, =el, =1,
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b) {yﬂ 'HL::? yLE;) ULi: 'ny:J w, u’,LI: 1UL2}1
con yLS = wL3 =0
y

c) {y, yL=, yLZ, yL3, yL3, w, wl, b},
¢on 43 = wil2 = bL, = 0,
respectivamente.

Asumamos que A tiene una base del tipo a) 6 ¢): Escribiendo z como combinacion
lineal de la base y aplicando L2 y luego L2 obtenemos que z* y y L1 son linealmente
dependientes. Usando (2.4) se deduce que z* y (zy)z® son linealmente dependientes.
Se sigue, de la nilpotencia del operador L., que (zy)z® = 0. Por consigniente de
(2.4) obtenemos que yL% = 0, lo cual es una contradiccién.

Asumamos ahora que el dlgebra A tiene una base del tipo b). Escribiendo x como
combinacién lineal de esta base tenemos:

T = a1y + ayr + az(yr)r + as((yx)z)r + as(((yz)z)z)z
+ogw + crwe + ag(wz)e.
Multiplicando la anterior ecuacién por x, se obtiene:
7% = ayyr + as(yr)z + s ((yz) )z + ag(((yx)2)7)T + agwz + ar{wr)z.
Multiplicando otra vez por z, se obtiene:
2% = oy (yz)x + oo((yz)7)z + a(((yz)z) )2 4 g ().

Multiplicando ahora z* por z, obtenemos:

0 = ax((ye)a)z + o ((ya))a).

De aqui que, a; = s = 0. Luego x tiene la forma:

z = az(yr)z + ay((yz)z)z + as(((yz)z)z)z + asw + crwz + ag(wz)z.
Luego, z esta en el subespacio vectorial S generado por el conjunto:
{yL., yL2, yL3, yLi, w, wl,, wL2}.
Ademés 7 tiene la forma:
z? = a3 (((yz)z)z)7 + 0 (wr)z.

De aqui que z° est4 en el subespacio vectorial generado por yLL y wl2. Si o = 0
se sigue que z estd en Ax lo cual es una contradiccién. Asumamos que o # 0.
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Entonces, aplicando L,z a z se obtiene que z° = agwz?. Definamos el operador

Ly @ A/S — AJS, de la forma siguiente, zL,» = 2zz?. El operador as{ dado estd
bien definido. Como L,z es un operador nilpotente entonces el operador L,2 también
es nilpotente. De aqui que, como la Dim (4/S) = 1, se sigue que yz” estd en S.
Escribiendo yz? como combinacién lineal de los generadores de S obtenemos que
(yx?)x? = ywz? para algin v en K. Usando (2.12) con z = z y reemplazando wx?,
obtenemos que —2ag(yx)z® = yz®. La nilpotencia de L. implica que v = 0, de aqui
que (yz)z® = 0. De (2.4) obtenemos que yLj = 0, lo cual es una contradiccién. Por
consiguiente, A no puede tener una base de este tipo. Esto prueba el Lema.

Una consecuencia inmediata del Lema 3.2 y de la identidad (2.4) es la identidad
(yz)z® = 0.

De aqui se deducen las identidades: (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14),
(2.15) v (2.16).

Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de dimensién 8 con
nilindice 4 sobre un cuerpo de caracteristica cero o mayor que siete. De la Proposicién

1.1 se deduce que para probar que A es soluble, es suficiente encontrar un ideal soluble
no trivial de A.

Si L2 = 0 para todo z en A, entonces del Teorema 1.10, se tiene que A es soluble.
Asumamos que existe z en A con L3 # 0. Del Lema 3.2 el polinomio minimal de L,

es X*. Por consiguiente, las posibles formas matriciales canénicas de Jordan de L,
son:

Las bases respectivas de A asociadas a cada una de estas matrices son:

a‘) {yJ yL$7 yL:?"? ng’;? w’ wL:r’ wLi? wLi}’
con yLi = wLi = 0.
b) {y, yLe, yL3, yL3, w, wls, wl, 2},

con gLt = k= gl =0,
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o) {y, yLs, L, yL3, w, wl,, z, 2L},

goft ylt = wl2 = zI.2 =1,

d) {y, yLe, yL2, yL3, w, wls, a, b},

con yLt = wL2 = gLy = bLy; =0.

e) {y, yLs, yL3, yL3, o, b, ¢, d},

gon YLt = aLy =0l = elg = dLs: = 0.

Observamos de (2.1), que si 22 = 0 entonces L2 = 0, lo cual es una contradiccion.
Luego z? # 0. Por consiguiente, para cada base necesitamos considerar los casos
respectivos, #° = 0y z3 # 0.

Base a): Esta base no es posible. En efecto, si escribimos x como una combinacion

lineal de esta base y aplicamos L} a esta combinacion lineal, obtenemos que z estd
en Az lo cual es una contradiccion.

Base b): Sea
T = aqy + oyt + aa(yr)T + ag((yz)2) 2 + asw + agwr + ar(wr)T + agz.

Aplicando L2 obtenemos que a; = 0.

Asumamos primero que z° = 0. Se sigue que ay = a5 = 0 y entonces necesaria-
mente ag # 0. Aplicando L,2 a x obtenemos que zz? = 0. De aqui que

{yz, (yz)z, ((yr)r)z, wr, (WE)T, 2} C Ker(L,e).

Puesto que ((yz)z)z # 0, de (2.1) y z° = 0 obtenemos que yz* # 0. Si wz® # 0,
entonces usando (2.1) y que ((wz)z)z = 0 obtenemos que yz* y wz? son linealmente
independientes. Por consiguiente Dim(Im(L,2)) = 2 y ademads,

Ker(L,2) =< yz, (yz)z, ((yz)z)r, we, (wa)z, 2z > .

Usando (2.3) y (2.9) es facil probar que
[Ker(L,2)]*r? = 0.

De aqui que Ker(L,2) es una subdlgebra de dimensién 6 de A y por la Proposicion
1.14 se tiene que A es soluble. Si wz? = 0 entonces

Ker(Lg,:) =< yz, (yx)z, ((yz)z)z, w, we, (we)z, z > .
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Luego para probar que Ker(L,2) es una subélgebra probaremos que los productos
(yz)w y w? estdn en Ker(L,2). Si
(yr)w = 7y + v2yr + yyr)r + v ((yz)2)2 + y5w + yewz + vo(wz)z + sz,

entonces, usando (2.2) se tiene que ((yz)w)z? = yyz% De (2.3) y (2.8) obtenemos
que:

(ymyw)e? = =2((ya)e) (ws) = (o) (a0) = mys
De aqui que -; es un valor propio del operador nilpotente L., luego v1» = 0. Por

consiguiente (yz)w estd en Ker(L,2). Ahora probaremos que w? € Ker(L,2), para
esto usamos la segunda linealizacién de (2.1) de donde obtenemos que

2((ye)whw + 2wy + 2(yw)w)s + 2(ws)y)w
+w?y)z + 2((wa)w)y + (wie)y = 0.
Reemplazando y por z? y usando (2.2), y que wz? = 0 obtenemos que
(wiz?)z = —2((wr)w)r? = 4((wz)z) (wr) = —2(wr?)(wz) = 0.
Se sigue que (w?z?)z = 0. Sea
w? = iy + Boyx + Ba(yz)z + Pa((yz)z)z + Bsw + Gswz + By (wz)x + Bez.

Entonces,
0 = (w?2?)z = By (yz?)z.

De aqui que por (2.1) y del hecho que z® = 0, se sigue que 3; = 0 y entonces

2

obtenemos que w?z? = 0. De esto es facil probar que todos los otros productos de

elementos de Ker(L,2) estdn en el Ker(L,2). De aqui que Ker{L,2) es una subalgebra
de dimensién siete de A. Se sigue de la Proposicién 1.12 que Ker(L,2) es soluble, y
por la Proposicién 1.1 se concluye que A es soluble.

Asumamos ahora que z° # 0. Tenemos

23 = ap((y2)2) 2 + as(we)x.

Si a5 = 0 entonces as # 0 y necesariamente ag 7 0. Ademas, el conjunto
{y, z, %, 2°, w, wz, (wr)z, 2}

es una base de A. Multiplicando x por z° or 22 obtenemos respectivamente que
p P YP p a

22 =0y 22?2 = ozl

Probaremos que ({wz)z)(wz) =0 o A es soluble.

Si (wz)w = 0, entonces ((wz)z)(wz) = 0. Asumamos (wz)w # 0. Sea
(w2)w = 1y + 727 + 12 + 7142”4+ V5w + Yewz + yr(wr)z + Y52,

Si ~y; # 0, entonces el conjunto
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{(wr)w, =, %, 23, w, wz, (wz)z, 2} es una base de A

{(wx)w, z, 72, 23, wz, (wr)z, 2} C Ker(Lya).
Si w3 = 0 entonces Azx® = 0 y as{ A es soluble. Si wx? # 0, entonces
Ker(L,s) =< (wz)w, =, 22, 2%, wz, (wx)z, 2> .

Es f4cil probar en virtud de las identidades (2.3), (2.9), (2.5), (2.2), (2.8), (2.7) vy
(2.15) que el Ker(L,3) es una subdlgebra de A. Luego se sigue de las Proposiciones
1.1, 1.12 y del Teorema 2.1 que A es soluble. Asumamos ahora que v; = 0. Entonces

(wz)w = o1 + Y3z° + 142 4 Ysw + ygwz + 7 (wr)z + Y82

Si 75 # 0 entonces el conjunto

2, 2, (wr)w, wz, (w)z, 2}

{n, &, &
es una base de Ay
{z, 22, 2°, (wz)w, wz, (wr)z, 2} € Ker(Lys).
Si 923 = 0 entonces Az® = 0y as{ A es soluble. Siyz? # 0, entonces
Ker(Ly) =< =, 22, 7°, (wz)w, wz, (wr)z, 2 > .

Como en el caso en que 1 # 0, Ker(L,s) es una subdlgebra de A. Asumamos ahora
~vs = 0. Entonces

(wa)w = o1 + y37° + 1122 4 Yewz + yr(wx)T + Y82.

Multiplicando (w=z)w por z* y usando (2.2) y (2.3) obtenemos

—2((wx)z) (wr) = Yor® + yg22>.

Puesto que zz? = ag 123, obtenemos que
—2((wx)z)(wz) = 72 + ysa5 2.

Por otra parte, usando (2.15) tenemos ((wz)z)(wz) = —1/4w?z®, reemplazando
en la ecuacién anterior y luego por la nilpotencia del operador L,: se sigue que
((wz)z)(wz) = 0. Entonces hemos probado que A es soluble o ((wz)z)(wz) = 0.
Luego para probar que A es soluble cuando ((wz)r)(wz) = 0, asumamos primero
que (wz?)z = 0. De (2.1) tenemos que wz® = 0. Por consiguiente

{z,2? 2%, w,wz, (wz)z, 2} C Ker(Lya).
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Si y2® = 0 entonces Az® = 0 y asf A es soluble. Si yz? # 0, entonces
Ker(L,s) =< z, 72, 2%, w, we, (wx)z, z>.

Puesto que {(wz)z)(wz) = 0, y usando las identidades (2.7), (2.5), (2.15) y (2.3), es
facil probar que el Ker(L,3) es una subélgebra de dimensién 7. Asi A es soluble.
Consideremos ahora (wz?)z s 0. De (2.1), usando que ((yx)x)z = az'z®, se sigue
que (yz?)z # 0. Entonces (wz?)z e (yz*)z son linealmente independientes. En efecto,
sea
a(wr)z + Blyz*)x = 0.

Usando (2.1) tenemos que

awz® + B2((yx)z)z + yz*] = 0.
De aqui que

awr® + B(205 2 + y2®) = 0

¥
—(ow + By)z® = 2Ba3'z".

Luego por la nilpotencia del operador Lquy. gy, se sigue que 8 = 0 y entonces a = 0.
Por consiguiente Dim(Im(L,2L,)) = 2 y asi
Ker(L,2L,) =< x, 7%, 3, wz, (we)z, 2 > .

En virtud de las identidades (2.2), (2.3) y (2.9) se prueba inmediatamente que en
este caso Ker(L,2L,) es una subdlgebra de A. Se sigue que A es soluble.

Asumamos ahora as # 0. Entonces el conjunto
{y,yz, (y2)z, (y2)7)z, 7, 2°, 2%, 2}
es una base de A. Ademas,

2at e

Ker{L3) =< g, (ymie, ((yz )00
De (2.1) podemos escribir
Ker(L2) =Ker(Ly2 L, + Ly3).
Es inmediato probar que Ker(L3) es una subdlgebra de A. De aqui que A es soluble.
Base c): Sea
T = oy + ooyz + as(yz)r + ay((yr)z)z + asw + aswz + azz + g2z

Aplicando L2 a esta ecuacién obtenemos oy = 0. Esto implica que necesariamente
(a5, a7) # (0,0). Asumimos sin pérdida de generalidad que ajz # 0.

Asumamos primero que 3 = 0. Entonces ay = 0. En este caso el conjunto

(v, ya, (yo)a, (y2)2)z, 2,0%, 2, 22}

es una base de A. Tenemos por (2.2) que
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{yz, (yx)z, ((yz)x)Z, 7, 2%, 22} C Ker(Ly2).

Por consiguiente Dim(Ker(Lz2)) > 6. Consideremos dos casos: Si zz® = 0 entonces
Dim(Ker(Lzz)) = 7. En la misma forma que en el caso b) es posible probar que
(222%)2 = 0. De aqui, se sigue ficilmente que Ker(L,») es una subalgebra de dimensién
siete v que que A es soluble. Si zz? # 0, se tiene que ya? y za?
independientes y estdn en la Im(L,2). De aqui que,

son linealmente

Ker(L,e) =< yz, (yx)z, ((yz)2)z, 2,22, 200 > .

Por las identidades (2.2), (2.9), (2.3), es fécil probar que Ker(L,2) es una subélgebra
de dimensién 6, de aqui que por la Proposicién 1.14 se sigue que A es soluble.

Asumamos z° # 0. Entonces ((yz)z)z = o5 2%, Puesto que a5 # 0, podemos
tomar la base de A dada por el conjunto

{y,yz, (y2)2,7,2°%,7°, 2, 27}

Observamos que
{yz, (yz)z,z, 2%, 0°, zz} C Ker(Lp2L.).
Si (z22)x # 0 entonces (yz?)z y (222)x son linealmente independientes. En efecto, si
a(yz®)z + Blzz)z = 0,
entonces usando (2.1), obtenemos que
a(2((yx)z)z + y2*) + fza® = 0.

De aqui que, obtenemos

a(205 2 + y2*) + Bzz® = 0.

Por lo tanto

(ay + f2)2% = 2005 '2°,

Luego por la nilpotencia del operador Lgyya:, se sigue que o = 0 y de aqui § = 0.
En consecuencia el

KeilT .2 Ly) =<, o s et v »

En forma andloga a los casos anteriores es facil probar que en este caso Ker(L,2L,) es
una subdlgebra de A. De aqui se concluye por la Proposicién 1.14, que A es soluble.
Si (zz2)x = 0 entonces de (2.1) tenemos que zx® = 0. Por consiguiente

Ker(Ly:) =<yz, (yr)z, 2%, 52,25 >
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De (2.15) tenemos que z*

¥

7? = —4((zz)z)(22) = 0

(2(ym))2® = —2((z2)a) ((y)z) — 2ze) ((ye)e)s) = O

dado que ({zz)z) = 0y ((yz)z)z = a5 'z3. De aqui que, es facil probar que el Ker(L,a)
es una subdlgebra de A. Se sigue que A es soluble.

Base d): Sea
T = my + ayr + az(yz)r + au((yz)r)2 + asw + aswr 4 aza + asb.

Aplicando L? a x obtenemos que o; = 0 y ademas que

22 = ap(yz)T + as((yz) )T + Cswe.

Asumamos primero 7° = (. Entonces as = 0. Por consiguiente

2?2 = o3((yx)7)T + aswz.

De aqui que
(5% = aa((ym))2)? = od(wa)” = 0.

Luego a5 = 0 o (wx)? = 0. Si (wz)? = 0, entonces de (2.3) tenemos que w?z® = 0.
Consideremos el conjunto Ker(L,2L,). Este conjunto contiene al conjunto

{yz, (yz)z, ((y7)7)2, w, W, 0, b}.
Usando la identidad (2.1), se obtiene que
Ker(L,:L,) =< yz, (yz)z, ((yr)z)z, w, wz,0,b > .

Por otro lado, usando (2.3),(2.8) y (2.14) obtenemos también que ((yz)w)z* = 0. Es
f4cil de aquf concluir que A es soluble. Asumamos as = 0. Por consiguiente oy # 0,
luego

(yo))z = a3'a?.

Luego, el conjunto
{y,yz, 2%, o,

es una base de A. Ahora probaremos que,

w,wz,a, b}

Ker(Ly2Ly) =< yz,z, 22, w,wx,a,b >,
7

es una subdlgebra. Para esto es suficiente probar que w? € Ker(L,2L,), puesto que
los demds productos es facil de probar que estén en el Ker(Lj2L;). Sea

w? = fiy + Boyz + Ba(yz)z + Bul(yz)x)r + Bsw + Bewz + Bra + Fsb.

Aplicando L,2L, a esta ecuacién obtenemos (w?z?)z = f1(yz*)x de aquf que

(wPa?)z)u? = By((ya?)a)w?
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De (2.1) obtenemos que (yz?)z = —2({yz)z)x y por lo tanto
(yeH)z)w? = =2(((yx)z)x)w® = =205 '2°w? = do7 ' (zw)®.
Hemos obtenido que
(w?z?)z)w? = 48103 (zw)?.

Por otro lado, usando (2.3) v luego reemplazando y por 2 y = por w en (2.1) obten-
emos:
(wPz)z)w? = —2((ws?)w)(zw) = 4((z*w)w)w + 2z’w’) (zw)

— a(((ewhww)(ew) + 2 (aw).
Usando (2.8) en ({(z%w)w)w)(zw) con z = z?w, & = w,y = = obtenemos:
((*w)w)w)(zw) = —1/2(w*((*w)z) — ((z°w)w?)(zw)) = 0.
De (2.1) se sigue que (z?w)x = 0, y de (2.2) se tiene que (2
usando (2.8) y entonces (2.15) tenemos que

w)w? = 0. Finalmente,

(z%0®)(zw) = —2((wz)z)(zw) = 2(w'z)((wz)z) = 0

dado que (wz)z = 0. Por consiguiente, B3 (wz)? = 0. Se sigue que §; = 0 o
(wz)? = 0. En cualquier caso obtenemos que w? estd en el Ker(L;2L,). Luego el

Ker(Ly:L;) =< yz, (yx)z, ((yx)z)r, w,wr,a,b >,

es una subélgebra. De aqui que A es soluble. Asumamos ahora que z # 0. En
este caso 7° = as((yr)z)z v de aqui que oy # 0. Asumamos primero a5 # 0. Luego
podemos tomar la base de A dada por el conjunto
{y7 ym! (ym)x7 "L‘i 3:27 "1:31 a) b}‘
Por consiguiente;
(Az)2)(Az) =< ((y))(y=) > .

Si ((yx)z)(yz) = 0 entonces A es soluble por (2.16). Si ((yz)x)(yx) # 0, consideremos
el operador L,2L,,. Por (2.13) se tiene que yL,2L,, # 0 y en consecuencia

Ker(Lo2Lys) =< yz, (yx)z, z, 2%,2%,0,0 >

En forma andloga a las dem4s bases y casos anteriores se prueba que el Ker(Ly2L,,)
es una subdlgebra de A. De aqui que A es soluble. Asumamos ahora oz = 0. Puesto
que as # 0, obtenemos que

(yz)z = ay'z? — oy agz®.

De aqui que, podemos tomar una nueva base de A dado por el conjunto

3

{y,r,2* 2% w,wz,a,b}.
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Entonces
2
Az =< yz, 2%, 2%, wr >

¥
(Ax)z =< 2, 2% > .

En virtud de (2.2) y (2.7) se sigue que ((Az)x)(Az) = 0. Luego en consecuencia de
(2.16) se tiene que A es soluble.

Base e): Sea
T = oqy + ayr + as(yr)z + ag((yr)z)T + asa + agb 4+ agc + agd.
Aplicando L3 a z obtenemos que o = 0. Se sigue que

z? = ap(yz)r + as((yz)z)e

y 23 = oo((yz)z)z Asumamos primero que z° = 0. Entonces cp = 0 y 2% =

as((yz)z)r, de aqui que o = 0. De (2.1) obtenemos que
(az?)z = (bxD)z = (cz?)z = (dz?)z = 0.
Puesto que (yz?)x = —2((yz)z)z # 0, se sigue que
Ker(Ly2Ly) =< yLg,yL2,yL3,0,b,¢,d > .

Haciendo calculos directos, usando (2.3) y (2.9) probamos que Ker(L,2L,) es una
subdlgebra de A, de donde se sigue, igual que en las demds bases anteriores, que A
es soluble.

Asumamos ahora z3 # 0. De aqui que ap # 0y ((yz)z)z = a5 'z®. Entonces

podemos tomar una nueva base de A dado por el conjunto
[y,zox® 2, 0, byeyd}.
Luego
(Ar)x =< (yz)z,2% > y Az =< yz,2%,2° >,

pero (yx)z = ag’z? + azas’r®, y de aqui que (Ar)r =< x2, 2% > . Usando las
identidades (2.2) y (2.7) se tiene que,

((Az)z)(Az) =< 22 23 >< yx,2? 2® >=0.

Se sigue como consecuencia de (2.16) que A es soluble.
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Capitulo 4

Avances en el Problema de Albert en
Dimensién Nueve y Nilindice Cuatro

Es posible extender nuestros resultados al caso en que la dimension es nueve.
En este caso no contamos con la identidad (zy)z® = 0, que ha cumplido un papel
fundamental en la demostracién de la solubilidad hasta dimensién ocho.

Lema 4.1 Si A es una nildlgebra conmutativa, asociativa en las potencias de nilindice
cuatro y dimensidn menor o tgual que ocho, entonces (zy)x® = 0 es una identidad en

A.

La demostracién de este Lema no es mas que la recopilacién de los resultados
obtenidos en el Capitulo 2. Este resultado no es cierto para dimensién nueve, como
veremos mas adelante. Sin embargo, estamos en condiciones de enunciar el siguiente
resultado:

Teorema 4.2 Sea A una nildlgebra conmutativa, asociativa en las potencias de
nilindice cuatro y dimensidén nueve sobre un cuerpo K de caracteristica cero o mayor
que siete. Entonces A es soluble o satisface la identidad (zy)x3 = 0.

Demostracién. Si L3 = 0 para todo z en A, entonces por Teorema 1.10, A es soluble.
Si existe algin elemento x en A con L3 # 0, entonces tenemos dos posibilidades:
LY = 0 para todo z en A o, existe z en A con L # 0. En el primer caso, por la
identidad (2.4), A satisface la identidad

(zy)z® = 0.

Sea z en A tal que L4 # 0. Se deduce del Teorema 1.11 que LS = 0. Luego el polinomio
minimal de L, es X5. De esta forma las posibles representaciones candnicas de Jordan
de L. son:
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Ahora analizaremos las bases correpondientes.

Base a): Escribiendo = como combinacién lineal de la base respectiva en a) se
obtiene que x estd en Az lo que contradice la nilpotencia del operador multiplicacion
L. Luego este caso no existe.

Base b): En este caso A tiene una base de la forma

(w92, (), ()2, (yo)a)a)e, 2, 22, (z0)e, w),
Observamos que

Ker(L}) =< yx, (yz)z, (y2)2)z, ((y2)T)2)T, 2, 22, (2, 00 >,

Ker(L}) = Ker LyL,s =Ker(L2;).
Es fécil comprobar, usando estas igualdades, que
[Ker(L1)?L: = 0.

Se concluye que Ker(L?) es una subélgebra de dimensién ocho de A. De aqui, por la
Proposicién 1.12 se deduce que Ker(LZ%) es un ideal de dimensién 8 de A. Entonces
de la Proposicién 1.1 concluimos que A es soluble.

Utilizando los mismos métodos que en el Lema 3.2, en los casos c), d) y e),
escribimos z como combinacién lineal de la base respectiva y aplicamos L3 para

obtener que

2 = a(((ya)x)r)a

para cierto a en K. Por la identidad (2.4) obtenemos que

e = —~2-cx_1 (zy)x>.

De aqui se deduce que necesariamente a = 0. Esto implica que 2% = 0. De aqui, desde
la identidad (2.4) concluimos que (((yz)z)r)z = 0 lo que es una contradiccién pues
(((yz)x)z)z es parte de la base de A. Luego estos casos no ocurren. Esto prueba el
Teorema.
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Usando los mismos argumentos anteriores es posible demostrar el siguiente resul-
tado:

Lema 4.3 Sea A una nildlgebra conmutativa y asociativa en las potencias de nilindice
de dimensidn finita n sobre un cuerpo de caracteristica cero o mayor que n. Si existe

x en A con L # 0 y la representacidn candnica de Jordan de L, es J(5,1,,...,15)
entonces 1o > 3.

A continuacién veremos algunos casos de dimension nueve en que se cumple la
identidad (zy)z® y el dlgebra es soluble.

Seazen Acon L2 #0y Li=0.

Las posibles formas matriciales de Jordan son:

a)J(4,4,1), 5)J(4,3,2), )J(4,3,1,1),  d)JI(4,2,2,1),
e)J(4,2,1,1,1), 411,111, 9)J(3,33),  h)J(3,3.2,1),
i)3(3,3,1,1,1), 713(3,2,2,2), k)J(3,2,2,1,1), 1J(3,2,1,1,1,1),

m)J(3,1,1,1,1,1,1).
Proposicién 4.4 Siexiste z en A con 2% # 0 y tal que L, tiene una representacién
canonica de Jordan del tipo a), e) 6 f), entonces A es soluble.

Demostracién. En el caso ) A tiene una base de la forma

{v,yz, (y2)z, ((yr)2)z,0,b, C, d, €}
con (((yx)z)x)z =gxr =br=ex=dr=cr=10,
Escribiendo 2 como combinacién lineal de la base concluimos que el conjunto

2 .3
{y, =, =%, 2°, a, b, ¢, d, e}
es base de A y que
Kar(Laals) =< oy2* o 0.bed2 5 .

Andlogamente a los casos vistos en dimensién ocho es facil probar que Ker(Ly2Lyy)
es una subdlgebra de A. Como esta subdlgebra tiene dimensiéon ocho de nilindice 4
entonces por el Teorema 3.1 se deduce que es soluble. Ademas por la Proposicién
1.12 es un ideal, luego usando la Proposicién 1.1 obtenemos que A es soluble.

En el caso e) A tiene una base de la forma

{u, ye. (yeiz, (y) ey wawe b e}

Ses,

T = a1y + anyx + az(yx)z + ey ((yz)x)r + asw + aswe + aza + agh + age.
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Usando que % # 0 concluimos que el conjunto

2 .3 .
{ gy = 2% o, m, we, b e}

es una base de A y que:
Si a5 # 0, entonces:

((Azx)z)(Az) =< ((yz)z)(yz) > .

Si ((yz)z)(yx) = 0 entonces A es soluble.
Si ((yz)z)(yx) # 0 entonces

Rer(LwaLey) =< o, 0% 2% jwpwmia, e 5

Ademaés se prueba fécilmente que Ker(L,2L,,) es una subdlgebra de A de donde
concluimos que A es soluble.
Si evs = 0 entonces

((Ar)x)(Ax) = 0.

De aqui, A es soluble.
Usando el mismo tipo de argumentos se concluye finalmente que en el caso a), A
también es una algebra soluble.

Conclusiones finales Es posible continuar el estudio de nuestro problema en di-
mensiones bajas usando el método desarrollado hasta ahora. Lo interesante seria
obtener un algoritmo que nos permitiera, por ejemplo, obtener resultados sobre las
representaciones de Jordan al menos en el caso de nilindice cuatro.

Nuestro trabajo en el futuro inmediato serd completar el estudio al menos hasta
dimension nueve.

41



Bibliografia

1.

10.

il.
12.

13.

14.

A. A. Albert, On power-associative rings, Trans. Amer. Math. Soc. 64 (1948),
552-593.

. L. Correa, Finitely generated Bernstein algebras, Algebras Groups and Geome-

tries 1996, 13, 380-383.

I. Correa, A. Suazo, On a class of Commutative power-associative nilalgebras,
Journal of Algebra 215 (1999), 412-417.

I. Correa and 1. R. Hentzel, On Solvability of Noncommutative Power-Associative
Nilalgebras, Journal of Algebra 240 (2001), 98-102.

. 1. Correa, L. A. Peresi, On the solvability of the power-associative nilalgebras

of dimension five, Results in Mathematics 39 (2001), 23-27.

I. Correa, I. R. Hentzel, L. A. Peresi, On the solvability of the commutative
power-associative nilalgebras of dimension six, Linear Alg. Appl. 369 (2003),
185-192.

I. Correa, I. R. Hentzel, A. Labra, On the Nilpotence of Right Multiplication
Operator in Right NilAlgebras, Communications in Algebra 30 (7) (2002),
3473-3488.

I. Correa, 1. R. Hentzel, L. A. Peresi, On the Nilpotence of the Commutative
Right Nilalgebras of Maximum Right Nilindex, por aparecer en International
Journal of Mathematics, Game Theory and Algebra.

. 1. Correa, I. R. Hentzel, A. Labra, On Solvability of Right Nilalgebras of Low

Dimension, por aparecer en International Journal of Mathematics, Game The-
ory and Algebra.

I. Correa, I. R. Hentzel, P. P. Julca, L. A. Peresi, Nilpotent linear transforma-
tions and the Albert’s problem, preprint.

I. Correa, I. R. Hentzel, Commutative algebras with ((yx)x)x=0, preprint.
I. Correa, P. P. Julca, On the Albert’s Problem in Dimension Eight, Preprint.

L. Elgueta, A. Suazo, Solubilidad de las Nildlgebras Conmutativas de Potencias
Asociativas de Nilindice 4 y Dimensién < 8, Actas LXXV Encuentro de la
Sociedad de Matemaética de Chile, La Serena, Octubre del 2003.

M. Gerstenhaber, H. C. Myung, On commutative power-associative nilalgebras

of low dimension, Proc. Amer. Math. Soc. 48 (1975), 29-32.

42



16.

L7.

18.
18.

20.

21.

23.

24.

25.

26.

. M. Gerstenhaber, On nilalgebras and linear varieties of nilpotent matrices I

]

Amer. J. Math. 80 (1958), 614-622.

M. Gerstenhaber, On nilalgebras and linear varieties of nilpotent matrices 11,

Duke Math. J. 27 (1960), 21-31.

M. Gerstenhaber, On nilalgebras and linear varieties of nilpotent matrices I1I,
Ann. Math. 70 (1959), 167-205.

J. C. Gutiérrez Fernandez, On commutative power-associative nilalgebras, preprint.

P. Jordan, J. von Neumann, E. Wigner, On an algebraic generalization of the
Quantum Mechanical Formalism, Ann. Math., IT 35 (1934), 29-64.

P. P. Julca, Sobre Operadores Nilpotentes y el Problema de Albert, Actas
LXXV Encuentro de la Sociedad de Matematica de Chile, La Serena, Qctubre
del 2003.

Y. I. Lyubich, Mathematical Structures in Population Genetics, Biomathemat-
ics Volume 22,Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1992.

. J. M. Osborn, Varieties of Algebras, Adv. Math. 8 (1972), 163-3609.

L. A. Peresi, ” Algebras nao-associativas”, Cursillo X Congreso de Mateméticas
Capricornio COMCA, La Serena 2000.

R. D. Schafer, ” An Introduction to Nonassociative Algebras”, Academic Press,
New York, London, 1966.

D. Suttles, A counterexample to a conjecture of Albert, Notices Amer. Math.
Soc. 19 (1972), A-566.

Zhevlakov, K. A.; Slin’ko A. M.; Shestakov, I. P.; Shirshov, A. I.; Rings that
are nearly associative, Academic Press, New York, 1982.

43









