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Resulrlox

En esta tósis se consldera la ecuación diferencial escala¡ lineal

3

y " tf',,1t; - o¡)Y'i) - 0

i=O

Se estudia el comportamiento asintótico dc las soluciones bajo dos

conrlicioncs fundamentales. En primer lugar sc suponc que Re)1 >

Rc): ) Rc)¿ > Re)a, dondc )¿, i. - 7,2,3,4, son las raices del

polinomio

P( \) : )4 r aj'Ar - ozA2 * atl'l ao

Adcmás sc asumo que r¡ -+ A, cuando I -+ co1 ?'i € U ó r¡
corrdicionalmentc integrables, para cada i : 7.2,3' 4

Las técnicas usadas en cste trabajo permiten obtener por otra

vía los resultados dc Poincaré y Perron, con una clara mejora para

la fórmula asintótica. Así mismo facilitan la deducción dc teo¡cmas

asintóticos, tipo Levinson y Hartman-Wintncr e inclusile sc ohticne

un tcorema mas gcneral que el sugerido por Harris y Lutz'



AssrR¡,cr

This thcsis is concerned with the asymptotic behavior of the
follo'wing differential equation

s{r) +!(r,(t) *a¿)s(r) - O.

i=0

We present several results, under technical assumptions on the
coefficients and perturbations and applying an appropiate change

of variables. We consider Re,\1 > Re)2 > Re)s > Rel¿, where

^i, 
'i :7,2,3,4, are the roots of

P()) = 14 + as\3 + az)2 + a1) + ao

with r¿ -+ 0, when t -| oo, ri e I? or r¡ € L!"" and obtain
comprehensive proofs of the results by Poincarc [9] and Perron [7].
In addition, 'rve get the asymptotic theo¡cms of Lcvinson y Hartman-
Witner and a generalization of result of Harris and Lutz [6].
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fntroducción

Considerando la ecuación lineal esca.lar homogenea de orden r¿

,(") +... + aaz(a) 1 a3i3) ¡ ara\2') + a1Í(1) + a6Í : 0, (1)

donde los coeficientes ai sorr constantes, se define su perturbación como

¿-1

u(")+!{r,{i) +ai}vu) + ir6(ú) + a¡}y : 0, (2)
.;=1

donde la^s funciones ri, dependientes de l, z : 1, ...,n-L, son las perturbacioncs dc
los coeficientes de Ia ecuaciól (1).

A finales del siglo XIX (1885), Poincaré 19], estableció la existencia de una solu-

ción para la ecuación (2), tal clue el cociente y(1)/y converge cuando f * oo. Pa¡a
la obtención de sus result¿rdos supuso que todas las raíces )i, i : 1,...,2 de la
ecuaciórr

)"+a,., 1)"-1 +...+a2^2 +0r)+ao : 0 (3)

tienen parte real distinta y además que los ri - 0 cuando ¿ --- co, para cada
'Í:1,...,n-1".

Posteriormente, a principios del siglo XX, Perron l7j mcjoró rrotablemente los

resultados dc Poincaró [9], ascgurando, bajo Ias mismas hipóiesis, Ia existencia de ¿
soluciones y¡,'i :1,. . . , n de la ecuación (2), tales qr,e a!t) ly¡ converge a ),, cuan.Io

I ' co, l¡a¡¿ cada i:1,...,z.
An.rbos trabajos, el dc Poincaré l9] y el de Perron 17] tienen la clesventaja de

presentar demostraciones muy complicadas y no establecer fórmulas precisas para
el comport:r.urierrto ¿isintótico de las soluciones de la ccuacion (2), Io que impide
ol¡tcnel rrn rnavor aprovccliarnicnto de estos resultados. Ilste punto es el que motiva el

presente estudio, es decir, la busqueda cle demostraciones alternativas a los ¡esultados
previamente menciolados y la precisión detallada dci comportamiento ¿isintótico.

La rnanera n.rás naturai de estudiar el comportamicnto asin¡ótico de Ia ecuaciórr
(2), cs transforrnándola, mecliante un cambio de variable, a uu sistcma dc ecuaciones
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diferenciales de la forma z0) : A(t)2, donde ,4 es una matriz r¿ x r¿ de funciones
de [0,m[ en C y z es un vector columna de r¿ coordenadas. Luego, aJ sistema
resultante, se aplican los conocidos teoremas de Levinson [3], de Hartman-Wintner

[4] (ver teorema i.6.1) y de Eastham [4]. Sin embargo, una clara desventaja de

la aplicación directa de los teoremas aparece del hecho que los resultados no son

válidos pa,ra perturbaciones que tiendan a cero. Superar esta dificultad ha motivado
variados enfoques (ver [t, 6, 8]).

En 16] Harris y Lutz logra.n extender y unifica¡ los trabajos de Levinson (ver l3])
y Hartman-Wintner (ver [4]). EI tipo de sistemas co¡rsiderados en [3] y [4] son los

asintoticamente diagonales, es decir, de de la forma:

zG) : (D(t) + R(t))z (4)

donde D(ú) : diae()r (¿); )z (t); . . . ;,tr{"-tl1¿¡¡ es una matdz diagonal y -R es una
matriz de orden (n,-1) x (n-1). Los teoremas obtenidos en [3] y [4] asumen distintas
condiciones de tricotomia sobre D y suponen que las entrada,s de E estén en -L?,con

? : 1 para el caso de Levinson (ver [3]) y p €]1,2] para el caso de Hartman-Wintner
(ver [ ]). La extensión dada en 16], parte considerando las mismas condiciones sobre

D, pero modi-fica 1as hipótesis de integrabilidad de las entra.das de fl a p > 1. La
idea principal en 16] es Ia demostración de la existencia de un sistema fundamental
de soluciones z¡,i:7,2,...,n tales que:

rt-
z,¡t) : ctpt- 

/., 
A;rstd.:) , e,. cuando / - m

es decir:

(5)

tt-
z,rt) - tc¡ * ort)texpt 

Jt.),(s)drJ 
cuando I ..- oo (6)

donde ffi : t()r(4, n(¿)) y ei es un vector de la base canonica de -R" y posteri-

ormente iterar sobre potencias 2P.

Se debe tarrbién melcionar un tcorcma inportaDte ,debido a Eastham(ver' [4])
(5.teor.1.6.1),en el cual asuure que

,]
{--:. }n .0cuando / -oc y ({-.-l 

- }P)") pprtpnecp a L1 .i /j.{ \r - ,\,) tA) - /\t)
Pcro cono en este caso, los ¡, (Z : 1, . . . , n) en la fórmula (4), son los valorcs propios

dc la matriz , +.8, los cr¿les en la mayoria cle los casos son dificiles dc caicular,
iripide aprovechar al rláxinro este resultado.

Una desventaja de usar esta teoria, pala cstudiar la ccuación (2), es qr:c al Ilcvarla
a un sistema. se debe diagonaiizar la matriz involucrada, err €ste p¡oceso se alteran



ÍNotcp GEATER-,IL

todos los términos cie las natrices originales, segÍrn el nirmero de trasformaciones y
las ma.trices resultantes son rli{iciles c1e calcular.

Existe otra manera de cstudiar ia ccuación (2), sin trasiormarla a un sisterna.

mediante un can.rbio de variabies, poco conocido para ordenes altos, cl cual consiste

elr porrer z: (A\r) lA) - ), con ) alguna raíz de Ia ecuación (3) (ver ,cap 6). A partir
dr: csto lleg:rmos a una ecuación tipo Riccati de orden n - 1. Para usar este mótodo
cs ncccsario conocer las raíces caracte¡Ísticas de Ia parte lineal, Ias cuales pucden

s, r(-irlcrrlaJas de mirrrpra algebraica.

P¿rra r¿ : 2. Beilman en [2] (i,er Cap. 6), usando e] cambio de variabic propuesto
anter-iormente, nuestra va,rios resultados, para 1a ecuación

yQ) +(t+ ó(t))y:0. (7)

El estudio, para el caso con signo positivo, lo hace usando perturbaciones con condi-
cioncs integrables v para el caso con signo negativo, usa perturbaciones que tiendan
a cero, pidienclo ademiis que la función { pcrtenezca a -L2. Esto le permite obtener
resrrltados mas precisos. Además considcra la hipótesis que @(1) perienezca a L1 ,1o
que cle alguna nranera se relaciona con el teorcma de Eastham. Para z : 3, Bell¡lan

[2], usa el catüio de variables tipo fuccati, pero como no conoce ias raíces carac-
terísticas de Ia parte lineai, no obtiene resultados y practicamente solo piantea el
probiena.

En [4]. existcn resultados completos para la ecuación

(ú(ry(1))(1) rp(t)a:o, (s)

estableciando rura equivalcncia entre (7) v (8), para declucir estos resultados se aplica
ei tcorcnra dc Lcvinson.

Resultados tipo: Poincare, Levinson y Hartman-Wininer, para los casos n :
2.3 son obteridos por Pablo Figueroa ([5]), dando una fórmula explícrta para las

soluciones fundarnentaies de la ecuacion (2).

En este trabajo, se estudia el caso dado por Poincare y Perron, o sea , 1a ecuacion
(2), para n : 4. Usando una ecuación tipo fuccati se obtiene una fórrnula mas

explícita y precisa para el comportamiento asiltótico de ]as soluciones (así como

tatubiél para sus dos primeras derivadas), de la ccuacióu (2).
Para el caso n : 4, se colsideran como hipótcsis que Re(), - 

^t) 
+ 0,Vi + i,

dondc los )j. i : 1,2,3,4 son las raÍces caracatcrÍsticas de la ecuación (2). trs dccir
se tierre que para cada i, el conjunto Ar(i) : { 1,2,3, a} - {i}, sc cscribe como ulióu
clisjunta dc 2 subconjuntos ü(¿) V Nz(¿) tales que

Re(.\, -)¡) >0. si j € A¡1(?) y Re(), -,\') <0, si :eAr(r),
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iunto con estas condicioncs, cstan lm distintos coniportamicntos dc las perturba-
cioncs: r¡ - 0 cuando ¿ r oo,,'¿ € LP or¡ scan condicionaimente integrables para
i : 01,2,3,4.

Se sabe que cuando las raíces de la ecuación (3), son todas disthltas, cntonccs la
ecuación (1) tiene un sistema fund¿r.mental de soluciones de la forma

rt-
yr(f) : crz(/" 

^,(s)ds)

donde Il: Ii(.f,, n) con -R: {r¿} desde i : 0,...,n. Dependiendo d.e la condición
que satisfagan Ios r¡, i : 1, . . ., n, se puede conocer de manera basta¡te precisa, el

compoñamiento asitrtótico de los [. En este trabajo, por ejemplo se obtiene una
fórmula explícita, para e1 caso q perteneciente a Lp, para cualquier p ) 1, mejorando
significativamente el meÍodo indicado por Harris y Lutz.

EI trabajo esta estructura.do en dos capitulos. En un prirner capitulo, se muestran
Ios resultados obtenidos paxa la ecuación de orden cuatro, es decir pa.ra la ecuación

(2), con n: 4, usando una ecuación tipo Riccati, que se obtiene con el cambio de
",(1)

variables: z : !- - ¡, con ,\ alguna raíz de la ecuación (3), paxa r? : 4, considerando
a

solamente el caso

Re()¡-)i) I 0, vi+j.

Finalmente. en un segundo capitulo, se mLlestran ejemplos. err Ios quc queda de

rrraniliesto la ventaja de Ia técnica expuesta en este trabajo.

(e)



Capítulo 1-

Teoremas para el comportamiento
asintótico en una EDO de orden
cuatro

1.1 Ecuación Diferencial Escalar de Orden cuatro
Considerando 1a ccuación difcrencial escalar homogónea de o¡den 4

¡(a) ¡ ¿ra(s) + a2r(2) ¡ a¡a1) + a¡x :0, (1. 1)

donde o¡ < lR ó C, i : 0,7,2,3, cuyo polinomio característico viene dado por

P(r) : )a+a3,\3 *a2\2*a1\+a(),

en el presente estudio nos abocamos a investigar la siguiente perturbación

9(¿)+[r3(t) * a3]g(:) + lr2g) + a2ly(z) * [r1(ü) + or]g(1) + [r¡(t) + o6]9 : 0 (1.2)

bajo diversas condiciones de comportamiento de r¡, j : 0,7,2,3. Por ejemplo se

asumirá 17 -+ 0 cuando Í -+ co, rj e I], p ) 1 o que los r¡ sean funciones
localmente integrables.

Acontinuación se enuncian y demuestran unos lemas preliminares.

Lerna 1.1.1 Dada la ecuación (1.2) A suponiendo que las raíces características d,e

la ecuación (1.1), denotadas por \¡, i,.= 7,2,3,4, son d,istintas d,os a d,os, se tiene
un si,stema fund,amental d,e soluciones d,e la Jonna

vo¡1 : "ro1 l'"¡si + zi(s))ds) i : 1,2'3,4, (1.3)



1.1 Ecuación Difercncia.l Escalar de Orden cuatto

rlond, , odo '-,. .-oti';[ocen lo.. rruor,'on"<

€2,:0, i :7,2,3,4. (1.1)

dond,e

tz, - z[3) + f4)i + o3]z(2) + 16)?+3o3); +o2lr,(1)+14^:+ 3Ala3!2)ia2t a¡)z¡

+42.') + l3)¿r3(t) +rr(t)lzj1)+ l3)fr3(t) + 2^ir2(t) + r{t))z¡ + )fr3(t)
+)lrr(i) +.\¿r1(t) + r¡(t) + 4";"1') + [12)j + 3¿3 + 313(t)]z¡;,(1) + 6zl z!')

+3lzl1)]'+ 16.\f +:);{¿3 + a:¿ + 3);r:(/) + rr(t)')z? + I4)i +13(¿)]zg + z4

Demostración. Se debe verificar que cada y¡, i : 7,2,3,4 satisface la ecuación

(1 2)

Por convcnicncia rotaciona.l se defiue

ft
y(l) : e.¡p( / [^ +:(s)lds)

Ju

^,1 
- y@ + [r3(t) + o3]'y(3) -F [r2ft) + a2]y(2) + []"r (¿) + o,ly(') -r [r(t) +as]g,

T :(3 4(\ r ¿/¿"-6r.\-:r2z'll-31:t)12-(,\-z)r
+(r3(l) + a3)(z(2) + 3(^ + z)z(L) + () + z)3) + (rr(t) + a2)(zo) + (,\+ z)'?)

+(r1(¿) + o1)() + z) + r¡(t) +a¡

dondc ) es una raíz característica de (1.1). Lucgo, se ticne quc

ft
s" \t t - \+¿(/)],.rpr I l), ¿ts)]ds)-[l l:{1)]yfl)

J tt

a\2rft) : f()+z(¿))'? + zo)(t))y(t)

y(3)(¿) : 
f 
() + z(ú))3 + 3() + z(¿))z(1) (t) + z(z)(t)ly(t)

ya) p1 : [(.\ -r- ;(ú))4 + 6(^ + z(¿))'?2(1)1t; + e¡z{1) 1r¡1'? + 1() + z(¿))z('?) (¿)

+r(3) (¿)lv(¿).

M: lz(:t)ft)+4(^+ z(q)22 +6(,\+z(¿))'?;(1)(¿) + 3lz(1)1'? + () +:(ú))l4y(¿)

+(?'3(¿) +o3)[z{'?)(r) + 3(l + z(¿))?(1) + (l + z(¿))'z]y(¿) +(r,(r) +o,,)

[z(t)(¿) + (.\ + z(¿))'z]v(¿) + (r1(t) + o1)(.\ + z(t))y(t) + (ro(¿) +¿o)y(¿)
: ¡;(3) + 4() + ;)z('?)l + 6() + ;)'?2(1) + 3[z(1)12 + () + z)¿

-F(r3(¿) + o,)[z(2) ¡ 3() + z)z(1) + (rz(t) + az)

I;(1)(¿) + (.\ +;(¿))'?] + (r1(¿) + a,)(.\ +;) + ro(¿)aolE(¿).

7



1.1 Eatación Diferencial Escala¡ de Orden cuatro

Par¿r cleruostrar qrLe ios y¡ verifican la ecuaciór (1.2) es suflcielte probar.. que

T - A, b cual se sigue por Ia ccuación (1.a) y la lotación introducicl:r,

T : zi3) + 4.\;(2) + 4zz(2) + 6),22(.r) + 12):;(1) + 6z2z(r') + 3[z(t)]2 + )¿
+'4)32 -t- 6)2 z2 + 4),23 + z't + hQ) z(2) + 3,\r3(ú);(1)+ 3)r3(t)zz(1)

')3r¡(t) + 3)a322 +:3 +rr1t¡;(1) + )2rr(t) + 2)r2ft.)z + r2(t)22 + ar¿l\)

l\2 a,2 ¡ 2)azz + u.¿22 + )rr(¿) + rr(t)z +,\or + atz +ro(L) + aa

: ;(3)(¿) +14^+ a'jzQ) + [6^'?+3a3,\ +o2jz(t) + [4)3 + 3\2a3+2).a2+ ay)z

tr3z(2) ¡ [3)r3(l) +rr(ú)]z(t) + l3^2.:(¿) + 2\r2(t)

+11(¿)l¿ + )3r3(t) + )'?ri(l) + )11(t) -r 16[f) + 4¿-'12]+ 112) + 3a3 + 3r3(l)]

2_(t) 4_ 672 2(t) + 3lz(L)1: .t [6^' + 3)a: + az + 3)r3(f) + r2(t))22

+[4)+13(¿)]23+z'1
:0.

Por Io tanto y, cs solución cle Ia ecuación (1.2). cono tod¿s las r¿íces carac-

terístic¿s son distintas se tienen cuatro ecrtaciones para z, es decir cuat¡o soluciones

.--, Paf¿r i :1.2,3.4 I

Observación 1.1.1

1. El Lema 1.1.1 muestra d,e otra manera el catnbin d,e uariuiles , : { - ¡,

cuan,d.o l,as raíces características d,e la ecuación (1.1) son torl.as d,istintl,s.

2. Si se conocen las soluciones de (1.4), es decir, las raíces caracter'ístt cas de la

cctL,ación.

z(3)t [.1) *a3];(2) a 16.\2 + 3a3 ! alz(t) -¡ 1,1)3 +3)2a. *2)azi- a1]z : 0, (1.5)

se ol¡tienen, Las soluciones de la ecuación (1.2).

El siguiente lern¿r nos proporciona iufomraciól sob¡e Itr raíccs c¿rractc¡Ístic¿rs de

ia ecuación (1.5).

Lema 1.1.2 Si las raíces )i del pol'inomio característico P de la ecuactón (1.1), son

todas di.stintos. Entonces las diJerencias )r - )i. i f j sotist'acen l,a ecuactón.

)3 - 1,1)r + o3].\2 + [6)?+3o3)i +¿¿2])+¿,li + s,r?¿¡ ¡2)ia2:- ar : 0



1.2 Soluciones de la ecuaciót (1.,1)

ynll, tn,do, i : 7, 2, 3, 4,

Demostración. Sea,n )¡ v )¡ dos raíces arbitrarias del polinomio P entonces

)j + ar)j + u2\l l- a1,\, t as : o (1 6)

)l + 43)f + a,)2r + ¿r,\r * r¿o :0 (1 7)

Restanclo (1.7) de (1.6), y dividicndo por ), -,\; l0 sc obtiene

(,\j3+^l)r+^r)i +.lf) +a3()] +.\r)1 + )l) + or(), + )i) +.,1 :0.

Obserr.ando que

^j3+);,\r.+ 
rjl:+)l : ()r - ),)3 + 4)i()r - )r)'?+6X()j - )r) +u:

,:¿3()j-l- 
^rl, 

+ 
^:) 

: o3(), - )¡)2 * 3o3)1(), - t') + 3¿3):

a2(), * )i) : uz(\s - )i) +2)¡az

se siclue que

(), - ),)' + 4)r(.\r - )i)'?+ 6):()r - )r) +.1):*o3(.\,-)¡)2+3a3A;(),-);)
+3a)l + a2(), - )¡) * 2)i¿z + al :0

o ecluir alclternente que

(tr - )r)t + [4), + a3](); - );)'z + [s.l] * 3)¡a3 * arl(), - );) +a)i + 3)i¿:

t2)io2fa¡:Q'

lo cual conciuve Ia prueba. I

7.2. Soluciones de la ecuación (1.a)

Como se observó cn Ia secciórr (1.1) (vel observación 1.4.1-2) las soluciorres de

la ec¡:¿rciór (1.2) viencn determinadas por las raíces caractcrísticas de 1¿r ecu¿rciól

(1.1) 1,por l¿rs soluciones dc 1a ecu¡lciól (1.4). Es por eso que rcsLrlta trascedeutal

r:sturli¿r¡ la ecuacrón (1.4).

Par¿r resolver la ecuación (1.4) se ocupa cl sigLricnte lema

Lema 1.2.1 Dados los parámetros p,l{s > 0 y La t'r.nción 1f :]0, 1l -]0,m1 fal qze

Iür .lf (,11) : 0.



1.2 S¡¡ltu'it»u's tk'ln ututcitin (1.4)

(nlorlc?s rtislan tt¡ttsltu¡lt's ,4/. A'1. /t-2 > 0 r¡tl sttisfarn..

^, 
I 

^'(^/)^'3 
t I\'(trl)t) < I '1

/(r I ,/l/i(z I lrl((^/)/(:r t I\l li(ltl)¡t - lrl

I)er¡tostrnt:i1»l, Ohsttttttnlo qu l f p :- ll .r¡ r,tt rirlud dr las \nt4ñ.cdo.dl's de lo. fim-
rttit li, sr tslr¡t Al . tl tlr t¡tt t¡ qu lt. lt(/.l\. ll:ll lt 

^'rrl((ir) 
. l/il. l)r

asle nLodo sc l.itttr qur: {) < p/i(,4/) I A';¡^ (^/) <'21:l -- l.
Ahor¿ se pu«le escoqt lQ d.e nt.odo qrc 0 < Ir'2 < I - [pl{(Al) + It'3l{(df)]. es

rlecir Ii2 t plí(i'l) t 1(j,/((¡/) < L
Fit¡.alt¡t.tul r, d t'.ti.tti tt t rlo

Iil : ¡¡ -V(,^t ) AIplt'(ttt) -t /(3^'(¡/)¡./l > 0

se kx¡u untthir la it¡tosltttt ttin. I
Definición 1.2.1 ([10]) I)alo, Lo. c¡'u,acilin, tl.iferen.cial escalar h,om,ogéne«.

.¡(3) I ¿)2 ¡'(2) t ü¡:r'(r) I fr¡r:: ¡¡, (1 8)

t.e¡tietulo en (ltar¡tl, al. si1n.o da Ilen. i = I,'2.11 lo. ccu,u.ción (1.8) tcn.rh á kts sigu.-

ic¡¿les ft¡nciones <lc Glccn

l,'rando llcl¡. Iir'l,:. Ilclr > 0 :

I (13 - lz)r''(' '' , (l' - 1;r)c.t:(t-"¡ F (12 -'7,)¿"l3(t-')
L:é

o(f,s) : I (r¿- lr)(t:r - rz )lrr -l¡)
It 0 , si. t/s.

(/uando ll.e1¡,llr'"¡2, Ilol,¡ < 0 :

I (r, I rr),1ir¡- ") - (l¡ I )r).'1',¡r',-*)

I ('1, - rr)(rr - 1r)(1x -'vr) 
si f 2 s

tItt,."/ - 
)
I (l' - L')"-'"'-..' - §?: ¿<s'( (r, - rr)(rr - r,)(tr - ?r)

Orando llr:"¡1, Ro72 > 0 y lic13 < 0:

( (tz-: tt)e'"(--\ sz r ) s
I lt, - 1r )(tr - 12)(13 - tr)

9(/,s) = (
I (" 

' 
.'"¡"'""-'r - (]3 I 1'¡"'rr-'rr-( (rz - rr )(rr - rz)( r.r - r ¡)
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,n,,, = 
{

Cuandn R.e^¡,Re72, R.e13 < 0 :

0

(ls- 12)¿tt(t-") * (11 - h)st,U-i +(-tz- 11)¿'rt(t's)
(tz- tr)(te- tz)(x- t,)

La simbología 1,12,1a es utiLizad,a para denotar las raíces característi,cas de la ecua-

ción ( 1.8).

Observación 7.2.L . A la luz del lema 1.1.2, las funciones de Green g(t,s) pueden

ser reescritas en términos de las d,iJerencias de las raíces del polinomio característico
de la ecuación ( 1.1).

Definición L.2.2 Los operadores G y L se definen por

c(F)(a : 
| Í: 'n,s)r(s)dsl 

+l l* ffa,ar(,)d,l* | l* ffia,arav,l
¿(F)(o - [,* lnn,,¡ - ff1t.,¡¡ *t#a,aitF(s)lds,

Jto ,

d,ond,e g es la Junciín de Green de la ecuación (1.8).
Con ayuda del lema 1.2.1, las definiciones y la observación 1.2.1 probaremos el

siguiente teorema:

Teorema 1.2.1 Sean 1.'lz, 1z las raíces del ytoLinomi,o

Qh) : t'+wt *ór?*á0, (1.e)

tlond,e b¡, i : 0,t,2 son constantes; a, F1, F2 son Junciones d,efinid.as en lt6, +oo[.
Se i,ntroduce la ecuaci,ón d,iferencial escalar

2Q) ¡6r2Q) *\zo) ¡b¡z : a(t)+ i't(t,2)+ Fz(t,2)+ p(2), (1.10)

donde F¡(t, Z) = Ft(t) 2(t), i. = 7,2, 2 = (2,20\,7@) y p, la t'unciín rescalamiento.

Suponiendo que K y M son como en las hipótesis d,el lema 1.2.1 y ademds que

1. Las Junciones i1 y F2 satisfacen

lF](t, 2,) - pt(t, 2)l < lr1(¿)lll11 - 2'llo

no, zr) - p2(t, 2)J 3 K (M)lF,(t)lll2, - 2,llo

)t Q,) - t Q)) 3 K(M)llh - 22llo, ll¡,1lo < M,

dondell2ll¡: sup¿>¿o{ z(t))+ zo)(t)l+lzp)(t)l}, K(M) K(M) d'epend.e d'e M
y lim K(M):0.

M ¿o+

si. t) s



f.2 SolLtciones de la ecuación (1.,1)

2. Ro^¡1 f Re12 I Re73,

3. C(a') -' 0, L(F). L(Fr) son acotacJ.t¡s y L(F1) adecu'ad'amente peqtrcño; cLt,ando

f - oc.

En,l¡nt¡:cs t:tisten soluciones z d,e l,r.L e.cu,o,ción ( 1 . 10 ) , tat,e,s Et,e z, zlr) , 2lz) , 0 csLo,nd,o

¿ . oc.

I)crnostración. Sin pér-dida de generalidad se ¿rsLlne que lt € lR k : 1.2,3 se

sabc, por variación dc parámetros, Ia ecuación (1.10), es equivalcntc a la ccuación
irrt:cglal

--(/) : I s(t.s¡fa(s) +fl1(s,:(s)) -¡rr(s,;(s)) +¡r(:(s))lds,
Ju

cloucle g rlelota una lunciór clc Grecl (ver 1.2.1).

Notese que

¿(1) < 3*;i+3 (1.11)
', 11 l2l /J !

COII

1,, : ñllr,l+ rzllli + lr'l+ lr'l'1,

1o, : ñllr,l+ ^i3lll1 + ii¡ + lr:l'?], y

1o. : á[r,l+lr:]l[t+ r:l+]r,rl'?l,

clonde I : (1, * lr)hz - 'tz)(^t.¡ - ^¡). Por cjcmplo para el primer caso, es decir,

cuanclo los ll.e-'r¿ > 0. se tiene

r! 1r )2"Lttt' - I lit,,,."t -tfftr.,r 'fitr."tit.-J,n ot

. l{-.,-r, 11 i,., -., ,l /"e1 {r-s¡ds.'rr-.¡llla -.r'+.212]- ,i t ' ".1,"

[' "'- ' 
'' a' - ^tz - '.t .t - ^,1 - .^,r 1 [- ""'-"']J,J," 1," )

cle clonde se sigue c¡ue

_ 1 . i 
. , I - . , ) I I - . , 

) - - ¡ 2 ) l{lt -.rtr1l r'.r - lir12)L, ': fil - '; il
Ir-. -.,,'l-'r-l'¡2
a, , 

t
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es decir, sc satisface (1.11). Los otros casos se dcclucen dc manera análoga.

Introclrrciendo e1 espacio

Cil, : tr:lr0,col-, tllfz,z(t).2(2) e Co v z,z(t).2Q) - 0 cu¿nclo t ' cc]),

el cuai es un espacio de Banach cor l¿r uorma

ij Jn : ".,p{ 
z(r)l+ lz{t)(r) + i;('?)(¿)l}.

¡2 ¿o

Se clefirre el operador T : Cl - Cn2 ; con

I:(r) : / e(i,.)la(s) +Fr(s,r(s)) +,a:(s,r(s)) + ¡t(2(s)))ds.
J tn

Aclcuás. rclaciontr.clo a 7. se introdnce la notaciól
,. f- 0oI('):(t) = / i¡t,s)[o(s) + ¡L(s,;(s)) -¡ Irr(s,.:(s)) +p(.;(s))]ds

Jh (tt
¡ñ.2

Tr2:(/) : / {j1r,s)la(s) +Fr(s,.:(s)) 1F,(s,z(s)) +p(2(s))lrls.Ju 0t'
Escogicndo l'I,I{t v I{z como en el lema 1.2.1, con

(lt 0' a.
p _ , ____: | ____: :. c(/r¿) s /(¡..t .¿ l1i

Así nisnro cscogicrcio f¡ tal cluc lc(.)l < I{1, L(.Ft) ! 1í2, para iodo I } Íe.

define B : lJl0, ,'I/] y se toma z € B. Pot la hipótesis 2. se tierre quc

, /! t f-
lt(.t ) : l/ 3¡,t...)aq..7d,l , / l9(/.s7 F¡,»..:q»77,r/s

I Jtn Jt"

+ | lJtt.s) F2tó.: sl ¿/¡ - | ,gtt.s)l¡t'zto. ds
J a J¡.,

< G(a) + ilrll.¿* le(r,.s)l F1(s)lds +

x(¡.r) 1: 1, /- t(r,,) l4(s)lrls + n(,u) lz o f 1r(¿, s)lds.

Arrhlogaurente

r(')"(¿)l S

lT(2) z(t)l <

.fl l*n, n,,',asl + t;tt, l* lff {,',)t n{,)la,

+1í(,1r)1., , lJ *U,ntr,(s)lrrs + 1r(¡1)lt:ll0/- tffU,.,|,t"

J ll #o,n^')as]+ ll:1¡o/- tffo,tt t',r4 a,

+1((¡1) , ,, ll #U,'nr,(s)ds+1i(¡1) tr¡.1- #A,qA'.

6*''9,:.k:



1.2 Soluciones de la ccuación (1.4) 74

jIz(¿)l+ 17'{1)z(t)l+ lI('?)z(¿)l < G(o.) + ll:lln¿(¡')
+Ir(¡.1) l: ln¿(&)+ 1r(M)ll, o¿(1),

lo cual irnplica que

l't'rlo 3 G(a) + xtK2+ K(¡f)ttK3+ K(LI)tr'Ip.

Err virtud dcl lc¡ra 1.2.1 existc rU > 0 tal qr"re 7: B - E y aclenlás cnando

t - x,'t z -- 0. Luego 7 está biér definido de C] et Cl
Por otro lado, por Ia h\rótesis (iten'i 7), L)^ra zr, 22 € -8, se tiene clue

IT; tt .T:¿.t) -_ 
J," 

lg(t."\l [1.,(,.:,1r.\ - Frl,. jz(¡))

+l rz(s, :r(s)) - F2(s, 2r(s))l + lp(rr (s) ) - p1 ¡(s)) l],ls

: / lrr." lFr{sr T /!( 1/' F2{sr -,trrr ]..;¡ - i2il¡,1»
J,n

Sin.riiarmente se cleduce que

l'1'(1);r (ú) - T(') z2(t) )

r /- l* , ,,ll ., ,, - .¿({-\./ )lr2(stl - 1((-\1)] l:, - j,, nd" )- Jh tdt'
t71z) 

"r1¡¡ - fl2) zr(t)l
f- 820t I fi,,.,, [ir,,.rl- /i. \/r'r:r,) - ¡r1.rrr]ll:, - irll,,d,..

Lnego ll?:1 -Tzzlo<lz¡- z2 ¡lK2 + K(¡.1)113 +1((ff)p].
Finalmente por eL lena 1.2.1 se iiene que l(2 * I((lú)K3+ Ii(itl)p < 1, v por

cnde 7 : B - ts es u¡.a corrtracción cn cl conjunto ccrrado -8, por consiguiente el

tcorenra cLel punto fijo de Banach impiica la cxistcncia clc un irlico z e B C C3, ra.l

queZ;: z. I
Urr¿r coirsecuelcia clcl tcorc¡r¿r 1.2.1. es ei siguiente corolario, el cual servirá para

r-esolr'er 1¿r ecuación (1.,1).

Corolario l.2.L Considerando La eatnci,ón dife,re.ncial e,scalar

-(3) - bz,(2) + órz(1) + b¡; : a(t1+ b(t); + /(t):{t) + h(t);ir)

*p(t)z;(r) + q(t)z2 + r(¿)23 + Cr [;(1)]'?

*C227-(r) + C¡;: + Cnz z(2't ¡ g"z2 iir)

tC6z3 i Clza. (1.12)
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r|,on,d,e, tt1 j - 0.1,2 A Ck, k:1..2,3,.1,5.6.7 son, cortstan,tes. S'i ^it,'iz ll ^¡ sott. la,s

raíct:s del pol,inomio dado en (1.12). Rq¡r l fi"elr I Rel: y adetnás qrLe G(a),L(b),
C( f) , t(n) . f@ ; L(q) y L(r) + 0 utando l, --- cx:. Entonces eristen soLucior¿es z,

d.e La ccua,ción, (1 .12). tales que z, 2(t) . ,(z't --- 0 cuando t -- x:.
Derlostración. Sil pcrdcr generalidad se supone que C¡ ) 0, ft : 1.2.3,4,5,6.7.
Ponicldo

11(¿. r(¿)) = ü(¿)z(¿) + -I(t¡'ttl + ir(¿);('?)(¿)

ir(t, 2(t)) : ¡,(t)z(t)z{t) 1¡1 + qQ)22(t)+ r(¿)zs(¿) y

tt(r(t)) : c¡z(t) ft))2 + czz(,t)ztt) o + c3z(t)z\2) ft)
+ c 4 z2 (t) + c s z2 (.t ) ;(t) ft) + c 6 z3 (.t) + c 7 z4 (t),

sc dccluce que ¿(F:). ¿(Fr) ,G(a) "- 0 cuando I -, rc. Luego se satisface la hipótesis

I ciel teo¡erna 1.2.1.

Por otro lado, por construcción se tiene que

ilrl(¿, rr(¿)) - 
^(t, 

2,(t)) : iá(¿)[;,(¿) - ;,(r)] + /(¿)l:11)(¿) -,l',)(¿)l
+i¿(¿)l:Í'?)(¿) - rl') (¿)lI

< ib(r)l z,(r) - z2Q)) + l/(r)llz11)(r) -,1')(¿)i
+ih(r) I;|'z) (¿) - zj'?)(¿)

< llr, - r, lollb(¿) + /(¿)l+ h(r)Ll,

+ r(¿) Lzi (¿ ) -;;(ú)l
< | i, - ,ril0[2¡llp(¿)] + 2lrlq(t)l + 3,41'z r(r)1,

r,(2.t(t)) - p(}r(t)) < c,1lzl1)1r¡1'? - l4')(ül' + c2lzlzo - z2zf,i)1

+c3)zrz\2') - rrr\') + C,¡lzl - zl + G :i :Ít) - :l ¿l' ) 
I

+c6 zl - -) + c¡lzl - zti

"v

ip(:r(s)) -p(rlt)(r)) < ll;, - 22 {)12tr1(.cti-cz1-cz*c¿)
):\.12(cs + c6) + 4¡I3c?].

Entonces tonando

¡i(l/) - máx{lf ,211, 3r.r2,2ltl (Ct i Cz i C.¡ + 4) + ¡¡r'?(G + ú'6) +4¡13C71,

sc satisfacc Ia hipótesis I clel teorena 1.2.1.

Por 1o tanto existcn sohrciones ; de Ia ecuación (1.12) tales que z. z(1), z(2) -* g

cuanclc-, ú- cc. I



1.3 ( )ont¡;or L atniettto clc: las soluciones de

1.3. Comportamiento de las soluciones de (1.12)

EI corolario 1.2.1 nos garaltiza una solución : de la ecu¿rciólt (1.12), tal que
z, z(1).7Q) -+ 0. En est¿ sección. se prccisará e1 comportamiento asiltótico dc .2.

Partirnos prcsentando una deflnición.

Defi¡rición 7.3.1 Dadas rlos Juncioncs f y 9 , [ü,, cn[- IR, sc defi,nen, O(t)) y o(!j)
deL siqui,e-nte m.od,o

i) I : O(g) st y solo,mente silc> 0 tal, que l(f I g)(t)l < c para tod.o t / t¡.

i,i ) f : a(g) si u sola¡ten.te .s¡ l(f Is)(t)) .,0 cuando t--+ rx.

Dependiendo de Las condiciones sob¡e los 1,; i : 1, 2, 3, se tienel cuatro rcsultados
para el comportauiento asintótico de z, Ios cuales son presentados cn los corolarios
que se presentan a contiuración.

Corolario L.3.1 Scu,n S : uráx{ Rei1l, ]Re7rl, Rci,3 }, ,4 : rnáx{ 65, 6,9r, 65-3 },
¿) : n]írr{-Rc1r, -Re?2, -Re ¡} . l,l tal que

(Ct + C2 + q + C4)]Í + (.C5 + C6)M2 + C7t.I3 < af2A

con.Cii:1,2.3,.1,5.6,7|,ascc¡nstantesdelcorolariol.2.lyFelsiqu.ienteconjurtto
tlc: .frnc'iones

r: {x. ftn,cof - nl 
l'""-a-aa-")111s¡ 

as+ l,* "t^-ota-o 1(s)lds < 1t,v¿ > ¿0}.

Asurn,tcndo uál.idus Lus ltzpótcsis d,el corolarío 1.2.1, tomando 3 e)0, al2] tal que para
algún I( > 0

K< , (1.13)

¡1 cscogienclo las .fu.n.cioncs b, f ,h,p,q y r en F. se obtiene Err la soLuciórt z d,e la
ectL.ttción, ( 1. 1 2) satist'ace

: / '. : r/.. -- 
2 {1r t( [ "-" '' ' t,,rs,'4..).

' Jrn

Dernostración. Sil pérdicia de gclcralidad se supone clue C; > 0 para todo I :
1.2.3,,1. 5,6,7 y que ?1,?2,?3 € JR. Ademris, es sabido que existe ula solucióu de
(1.12) quc satisface 1a ecuaciór integral

fx
.(t) - I 

^t,t)la(s) 
+ á(.s); + /(s):{1) 1ñ(.s);{2) + p(s)::(t)

/, L

+r7(s);2 + r(s):3 + CL [;11)12 +C].;z(t) +C]322

!Caz;Q) i C5z2;(t) + ú!;3 + Crz]las

(1 11)

(1.15)

(1.16)

A(a-.il)(3+2lI+M2)

16



1.3 Comportantiento de las so.lucjo¡res dc (1.12)

con l]zl ¡ I M y S 1a función de Green

I (-r, - 7r).",('-") + (?, - ^13)c12(L-s) I (12- 1r)¿tt1-") , 1) s
.t

, (¿, s) : I
I o , r(s.

El factor i : 6, -.yr).y?., + 0., - lit| + hr - l)l? ha sido obviado por comodidad

computacional y notacional.
Tomando la succsión: z¡ - 0,2n1.1 = Tzn,Yn ) 0. dondc 7 es el operador del

tcorema 1.2.1 v utilizando la contracción de T se cleduce qluc zn -+ z cuando n -+ co.

Lucgo, para obtencr I¿s conclusiortcs del corolario es suficientc probar que

.- r'
,,,(t)1, ¿1,1)(¿) ,lrf'O) <N I e-Éa s)1.¿(s)Lds para iodof ) fo (1.17)

./ tu

doncle

¡/ < (1 +3,4N + 2NIíN + M2kN

..[(' -C? -et-Ct)'v -(G-G)¡¡: -C7LI3) 
^..'.

Para clcmostrar (1.17), proccdemos por inducción sobre n. Para n:0, 1 (1.17) sc

satisface por constnicción dc la sucesión 2,,. Luego suponienclo que se cumple para

n ! A, queda por demostrar que (1.17) se cumpic para rl : ,t + 1. Antes de proccdcr

a rlernostrar csto, se obscrva que ia función de Green g cumple

a!,r. 
", 

.1Ü¡, .s) ( ;le-o(i-,r ( I . t8;l.q(t..) .láJtr. sr ,l¿z (I, st. < re

y quc, si se definc,

r' f"
lz(r): | ,-""-'t r(rll / " 

0t"-')¡a(r)drds,
.11. J ta

por Fubbini para X € .F se tiene que

rt r" ft IL
R,rl - ,-* I I e\o B)'eB' 

.o\, )'\(s) drds:, "' I / "(n-B)''a(r) 1(s) drds- J,nJr6 JrnJr

: u* 
Í:""*yo,¡¡ l,' "a 

r)'¡(s)ldsdr s I{e...,' 
l'"",'lo¡,71",-uuo,

< x l'""-ua-")1r1s¡1a, (1.1e)
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R(r) < + ft "-',r-;1a1s1lds.a _ p Jh
(1.20)

Aclemás, se dcmucstra quc

N > A(a- 0)
-ó

donde

,D : (a - fr) + A(P-o)(3+ 2NI + lÍ2)k--4[(c, + cz-t cz+ cq)M

+(Cs+Ca)xt2 +C7M3l.

Eu cl"ccto. |or'l;r hipdrosis sc Lion('qnc

¡¡{(" * É) + A(P - d)(3+2^|t + NI2)k - Al(Ct + Cz+ Q-t Ca)t4

+(Cs + Ca) \,12 + C7 Lf3l\ > A(" - ll)

lo que ir:rplica

rv(a-É) > A(o- 9) + A(a-P)(3+ 2l[ + ]uI2)kN

+.4[(C1 + Cz -t Ct -t Ca)]uI + ((C5 + CiM2 + CzMs),

cs dccir,

¡/ > .4(1 +3frv+ 2I(LIN + M2 I{N

",1(c, + cz -t cz -t cl)L,Í + (c5 + c6)1,f2 + c7M3l

"-s
Ahora mostrcmos que ly' > 0, para lo cual es suficiente verificar quc

l" -,8) - Al(C, + C: + Cz + C t) M + (Cs + Cs) lt[2 + Cz M31
tJ/ 1\ <

Se sabe, por lcrna 1.2.1, quc

(Kt +2-\tt{"-2Mlct+ c2ct-c.:) -3\12K,- 3M2(cs- G) - 4M3c7) < I.
\"' -'''-'P "' ')

cntonccs

(C1 +C2+Cz+Ct)M -f (Cs-l ca)M2 +CzM3

. (rC, + 2 )I I( p + 2 AI (ct + c2c3 + c a) + 3 M2 K, + 3 r[2 (c 5 + c 6) + 4]vf 3 c?)

< 1.
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Ahora, se elige .44 > 0 tal que

AI(C, + cr* Czt C¿)ttt r (Cs+ Ca)M2 + CIMB) . | = "_ A

lo que implica

(a - 0) > AI(CI + Cz + e + ciM + (cs + ca)]vl2 + cta,r3l.

Luego lIf > 0 recluerido,
Ahora, se procede a la demostración del paso inductivo. por Ia hipótesis inducti_

va, las relaciones (1.18), (1.19), (1.20), la hipótesis q:e b, f,h,t,q,r € f y la forma
de .ly', se tiene que

)zk+r(t)l : lTzk(t)l

s f'"Wt, Ol{V(s) | + lü(s)llz6(s)l + l/(s)l lz[,)(s)l

+lñ,(s) | lzl'?) (s) | + ]p(s)llz[1) (s) I lz¡ (s) | + ]q(s)l lz[,) (s) 
|

+lr(s)llz[3)(s)l + Cr)4,)1, + c2lz¡l)z[t)l

+Qlz¡12 + calz¡llz[') | + Cslzklrlt)l+ c6lz¡13 + ctlz¡la] as

s e{ 
f',e:<*")¡a1s¡las 

+ f e-^r,-ola(s)ilz¡(s)las

+ l'" e-'{'- ü 
y ¡ 1,¡ I lzf ) (s) ¡as * l'. u- 

^n 
n 

1t q") 
I l,Í,) (s) 

I 
¿s

+ M 
l'" "-"a 

- o 6(s) | lz¡ (s) lds + w 
l'" 

e- <u o 
1n(s) | lz¡ (s) lrts

¡ ¡42 lt "-'rt-o 1r(s) | lz¡ (s) lds + + C J,t 
lL" 

e-,(t-o ¡z[r) qs¡ las

+Cz u 
l'" e*t'-') lz¡ (s) lds + C" M lt" e-,a-") 

| 
z¡ (s) lds

+c n u f 
t, 

e*a- ") lz¡ (s) lds + cs M2 l', e-,{r-,) lz¡ (s) lds

+ Ca lvt2 f 
to 

e-,tt -,) 
| 
z¡ (s) lds + Ct tú 

lt" 
e- "a- olz¡ (s) las )

s a{ 
l',r<'"r¡a1s¡¡as

+¡/[7?(ü) +R(f) + MR(h) + 
^,rR(p) 

+ tyrR(q) + NrrRk)]
+(Q 1- Cz-t Cz * Ct + C|NI + C6tvt + Czl,t2)xtNR(1))



de las soluciones ¡fc

s á (1 r 3&rv + 2Á¡1r\¡ + ,t,u'?rv +

s r(/ 
"-,rr,-") 

a(s) r/s).

En forura análoga. se obtiene qt-lc

,l?,(¿)1, l,l'1,(¿)l <,^,,,(r['.-or,-"r1,1,;¡a,),

lo cual conclul.e la prueba cle Ia tesis incluctiva.
Fi.ahnerite, la prueba clel corol¿lrio se concluyc por paso al limite e, la sucesió.

de los:,.. f
Corolario )-.3,2 Sean, S : m¿i-x{Retr, Reir. Re13}, _4 : ma-r{6S, 6.92, 6"93 },
o : niín{ R.ei¡r, Rc72. Re1,3 }. LI tal t¡ue

(Ct'f Cz + C3 + Cl)M + (Ct + Ca)ll2 + C,-irl3 < al2A

con C¡ i : 1,2,3,4.5.6, 7 Las constantes d"el corolario 1.2.1 y f como en el enurrciad,o
de.L coroLario 1.3.1.

Asumiend,o uáh,das las hipótesis d,eL corolario 1.p.1, tornando p €)0,al2l taL qtrr:
puru algú.n. Ii satist'ace (1.13) y escogicndo las lunciones b,f,h,p,q y r en f, se
obl.terLc: qu.c: La solución z de la eatación (1.12) sattsface

:'/./.:'r (/,. .'''l! ) -- o( [' ,tr-"' o(")l¿/.').\J, /

La dcmostlación dcl corolario 1.3.2 es análoga a l¿r del co¡olario 1.3.1, pol Io cual
se orrritirá.

El siguierltc corolario rclaciona los dos últinios corolarios.

Corolario 1.3.3 ,9e¿n ,9 = má-x{]Reii . lRei2 , Re73 }, _A = m¿ix{6S. 6.92,6^S3},
a : rníri{Rc?r, -11e72, -Re13}, }\I tal c,y.t c

(Ct + C2 + q + Ct)i\..t +(Cs+C6)itI2 1- C|tt.t3 < a/2A

con C, i : 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7 las constantcs del carolario 1.2. I y f como er¡, eL enunc.iatl,o
cl,r:L corolario 1.3. 1.

Asumzendo r:á|.¡.das las hipótesís d.el corolario 1.2.1, tc.tnnttdo.B <1,0,af2) taL que
parrL al,gú,rt, I{ > 0 satist'aciend"o

A(a - B')Q + 611.r + 3¡,r2)
(1..21)I{<



Conportanlento de -la,:- .so.lucjo¡cs r.ie

y c.,scogiendo las .frtnciones b, f ,h.,p,q 11 r en F. sc t¡btiene quc La solución z d,e

Ln r:rtar:i,ó n, (1.12) satist'ace

:(r), z{r)(r). z{2)1¿ ) : o( 
[,,,.t(t-")ir¿(s)lds 

+ l,- "aa'"t 
a(s)ias)

Denrostración. Sin perdida de generalidad sc supone que C¡ > 0, ,( : )..2,3,4,5,6,7,
l que i1,ir, i/3 € fi. Adcmás, es sabido que existe una solución de (1.12) que satis-
f¡rce la ecuación iliegral (1.16) con ]: e < 11. y 1a funclón de Green

[ (lr +:z]er'l-") - (rr.:o)er'(¿-'l - si f ) s
|'''-' t'13-''' - i:)lj - r'r- -r)'l^'

,(i,,5) : (
I

| . - 
(rt -r'¡)el'('- ") . - si t(s.\ ,1., - .r,-,3 -, ,. - 1iJlj - r-,., - -.2t',1

Bajo 1a"s misrn:rs argunentos cic la rlcmost,raciólr clel corolario 1.2.1 se ha orlitido cl
Iactor

t.i,(t, * ^t,) + ri(r, - i:) + i?(i¡ - r:)
Lo que resta de Ia clemostración se har¿i eD trcs pasos: En e1 priner pa,so se

plucba la cxistcrci¿1 de N > 0 satisfacienclo

¡/ > Á(" -,')_A (1.22)

donde

A : (o - A)¡ A(13 -a)(9+ 6tr +3M2)K 3/[(C1 + Cz*Cs-tC,!)¡:t
+(C5 + Ca) l\t2 + C7¡131 ,

Ert el segundo pa.so se introducc una notación apropiarla y sc detnuestran unos
lesultados úti1es. El el terccr paso sc coustru]'e Lura sucesión, por ilduccióu y con
argunrertos c.lc tipo punlo lijo cle Banach se conclul'e la lrrueba.
Paso 1 Utilizando las hipótesis sobre .t'\.1 y p sc corrsigrre la. siguiente clesigualclacl

3Af(cr + c2+ c3+ c.)t\t + (cr+ ciM2 +ci|r3) . X, " - A

que irrpLicii

(" *,3) > 3,'ll(c1 + cz i cz't c.)rv + (G + c6)tf2 + cTlt¿).
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. Í,- Í:"-"tt-n1r1s)leÉ('-')la(r)idsdr

3 "-* l' "a'P¡11f 
e@-Pblx(s)ldsdr

* l,* "-u' 
lo{')l /' e-"«-o"É'lxt')ld'd'

, "l " I: "' 1"q,¡1,1" "'-'"1'' 
+ !, "- 

et \a(t)\ l' oe-"' "t'+ 
e)' lxls)ld'd'

, o 
L:^"-'t'-'1,1";1" 

*o Í,* eÉ(¿-s)lo(s)ids

nte) = "*o L l" "-""1v1'11"-É(s-r)\a(r)\drd's

= *,1 I: l,* "-*lxQ)1"-P("-")lo(r)ldsdr

. f f '-o'f i')1e-o("-')l¿(r)ldsd?]

- t l,-'a{r-$ 
1x(5)le-É{s 

-')la(r)\d'sd'r

*"" l, !* "-""1v1'1¡"-ÉG-") 
lo(r)ldsdr

: l' "o'¡o1'11 lL* 
?"(t "\e-P"lx!)ld,

-i", 

L* "-o'1a(r)l l,* """"P'1Y1'11dta'

s I'";:l"o)l l,* "-i:*'"\*',1')lds+e'¿ L* ""o'"' l* "*"1v¡41a'a'

, i' "' 1'n¡1o"-a' d¡ + 1,"*'^vt'11""-' 
a'

, n ¡' "-^'-') 
lo(s)lds * n 

lr* 
eÉ(¿-'lo(s)ld§

Rt(x) : ""' 
j,* 

"-'"1*lr)1 l"* "e""-B'1o1'11a'd'

- "* l, r[- "rr-"1'lx{')l 
e-P'la(r)ldrds

: 
"", l, l,* "ro-"t'"-a"v(r)llx(s) 

ldsdr

___---É
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Adem¡ás

7¿,(x) :

¡-zQ) :

I

"-zQ) 
:

I

"" l,* "-.e'lolr)l l,* "@ 
"»l¡(s)ldsar

N l,* "ur,-"t1o¡r¡1ar.

l' l" "-^*,t "- 
p(, n b?)ldr (ts : 

l^ l,' 
u"* u e- PG.i la(r)ld,rds

"-* l' "u,1oqr¡¡ l,' "t 
-avar*, , -\ Í' "-^L-4la(s)lds,

l' l"* ,-^ur"pb n@o)ldrds

[' l" "-"r*a 
Al-n@ft)ldsdr + l,* l' "-"t*o "Bl-nfuQ)ldsdr

l'"-^nu l' "-N"-,t1oqr¡ld.sd,r+e-'t f, e-Prla(r)l l' eo*o)"d*dr

f' "-,tu,t l'" "- ^,-n ¡o¡r¡lara, l' l'" "- 
"(t- 

s) e,,l-'r) la(r)lds(tr

* "-"t - [* e- a'@ft)le@+a\L ¿y
d - lJ Jt

"-* l' "a"p¡¡1r!Uuo-e»a, 
*;\ l,* éu-s)lo(s)lds

,!U¡ l' "-or'-') ]a1s¡ ¡as * /- "r-'1o1';¡a']'

l,* 1", "a'-a "-BG') laQ)ldrds

f' l,* "^uo"-,il 
ib¡)1dsdr+ 

l,* l,* ""r'-u"-P(s-r)la?)ldsd,

"* l',é,lo1il l,* "-t 
+o)"drdr+ 

l,* e"tt-"t l,* "-x"-o1o1r¡¡ara,

*", tep,la(r)1e-G+ 
td.,+e*'l,* 

"-P"1"?)l Í, "@-a)s)¿,¿,

,!U f' 
" 

"- 
o t'- ") ¡ 

a1s¡ 
1 
as + * l,* u * r(ile«, -')L dt

' [* pÉ(¿-o lo(s) lds.a-Al,



1.3 ConlportaryEnt'e 9e las' solggfig

a,(x) = [* [* ",t-"te§G-r)la(r)ldrds 
= l,* L* 

e"('-')eÉG-")la(r)ldsdr

t"1,, 

l,' "-*\o,r)l l,* "(P-")'a,a, 
r;4;[- 'ot'-ol'[')Ia''

Entonces

n\x) I at[/' "-rt'-olo1";la' 
+ /- 'rtr-oia($ldsl'

r¿rk) I *U:e-P(r-')io(s)lds* /*"'t'01o1'¡1a')'

Por otro lado, Para Y € f ' se deduce que

\ /- s(t, r)x('la't = ! / ftr' + 12)e13(¿-' - (?' + ?s)e"('-')lx(s)ds

' rro 
* 

l'* 
?"- .l'¡er' t¿-") x(s)dsi

I (1ry'l + lr'l) /""t-')lx(s)lds 
+ (lrrl + l'v¡l)

t;l' e"r'-')lx(')lds) + (ir:i + tr'l)(/- ¿r{r-olx(s)lds) 
.

< zs( I' V"t,l + e'r'?(¿-.)llr(s)l* * l- "r'tr-")¡x(s)lds)

< zs I i' tn'r*É) + e,.(¿-,ll lx(s) V' + l,* "r' 
{t-o lx(s) lds)

, 
^, ¡:'-ort-s)¡x1s)lds 

+2s l,* 'atr-alx(s)lds'

y análogamente que

i f"- ff t'' 
o't'l*l t o ( I e-a(¿-') lx(s)lds + ;t- 

e"r*"r lx(s) las) '

\'ll $n'n"'d'l I o('' I^'-"" 
d1¡1s¡1a' + /- '"0-")lx(")la')

Paso 3 Construyendo la sucesión : zo : O' z.o+1 = Tzn'Yn 2 0' con ? el operador

definido en la demostración;; l "*ao 
tu constracción de ? se tiene que

zn -+ z crsan.do n -) 6'



1.3 Conportatniento de las soluciones cle (1 D) 26

Luego debemos probar que para todo 
' 

> ¿o se cumple

lz,(¿)l,lzÍ1)(0l,lzf,(,)l<N(/,"-É{t-s)lo(s)lds * l,* "'u-'1o1")lds) 
(1'23)

donde n € .[ú
La demostración de (1.23) se harce por inducción' para r¿ : 0'1 se verifican

fácilmente por la construcción de Ia sucesión de los 2,.. Suponiendo que es válido

para n ! k se va ha demostra¡ que también Io cs para n: k*l' por lo demostrado

en Ios pasos 1 Y 2 se tiene que

l,r*,(¿)l I o( I'"u^*'Vtila" 
+ l,* "4'-')¡ai'¡¡a' 

+ 
,['"-"r'-o¡01"¡¡¡'u1a'

l,* uan a pq,¡11ro4, + !' "-"rno 1/(s) | l,[') las

* 
/-.*,-,,¡¡1r)llz[1)(s)las 

+ /' "-"0-o¡r,1r)l1zf'?)las

+ /* r-"0-o I i,{s) | lz['?) las * /' .-""-o ¡ri,) | lz[1) las

* /- r*., 1r1r; I lz¡ | lz[1) | 
as * /' r-''*' 1n1r¡ ¡ 14 ¡ 

a,

+ 
7l- 

r"{'-'r¡q1r)llzil¿s + /- r-"r'-o¡"1r¡¡¡r;¡a,

+ /- e"t¿-'r 1r1s)l¡zllas

+c,( 
l',"-ú*n¡,[1)¡'zas 

+ /- e«-"r1'or¡'a')

+c, ( l' 
" 

"- 
a' - 4lz¡ 

| lz[1) las + /- "'t'-'r ¡,0 ¡ 1,f 
I 
1a.)

c,( l' "-<*o1,xl' 
d, + l, ""t'-olzrl'a')

+c n( l' 
" 
"-a* 

ol,¡ 
| l,['1) las + /- "<*"r ¡'o ¡ 1'['r 1a')

+ c, ( l' 
" 

"- 
<' - "t 1 

"!1¡ f.) ¡ 
a s * l,* "^* 

o 
1 4¡'1" p')

*r,( 
l:"e-"c-")l4lds 

+ /- "<'-"r¡'f ¡a')

+cr( l'"r:a*nlzf las + /- e"t'-o¡zf ¡as)



Z¡D D§}
1)- 't
§ ep,r;s;;ze
"* l-s-=j!! i..

G.*,l
7.3 Comportamiento de las soluciones de (1.12)

' ol 
Í:"'-a'i 

")'¿(s) o' ' Í,* 
eo(i-") o{s) ds

+¡/l7¿(o + 7¿(/) + R(h) + xrfu(r)) + Mk(q) + M'zRo))

+[A(1) [r1¡r(C1 -t Cz -t C s + C 4) + M2 N (C b+ C6) + M3¡{C?]l)

< a(r + 3r¡/ + 3r¡ú+ 3r{lv + 3rrMN + SKMN

3r{ Nf2 N* ly{r", .t cz * cs+ c.l + 44{
C!-J ct- LJ

(cs - Gr - Y_'I") ( l'",-u,u",'oru 
o' - l"* 

púri ",¡a(s) ris)

< e(r+rN(e+ 6M +3^t'))*;$ttc, icz*cz+c4)M

tc.. - cct!tt2 -c,M'l) ( Í:". ^' ') o(s),ds , l,* "uu 'r o(s)lds) .

. N( ['. 6,, .";lrf 
"] 

a, - [*.r,,-", of 
")ldr).\/," l, " )

Análogamcntc se prueba quc

:rr-,(i ) r , ( [' e-8" '' o{"7.rlr ' [* "uu ") o1") ds)_ \J," ., 
Jt

,i' ,1,) . ,,t ( [r 3(' " o(")rds - [* ruu '' o(s)ds).-¡ l\'',r \J,o J, /

Finalmentc, se deduce quc

z(t), z{\ 1¡,. "\2) Q) : o ( f' 
" 

"- 
ur- " a( s) rls + r[- rot'-"r ¡r1r¡ 1ar),

en virtucl de los pasos 1,2 y 3 y el teorema del punto fijo de Banach. I

Corolario 1..3.4 Sean ,9 : max{Re7r, Re72, Re73}, ,4 - ma-x{6,S,652,6,53},

a : min{Rc7r, Re72, -Rc13}, tuI tal que

(Ct + Cz + Cz + CiL:t + (Cs + Ca)M2 't C7M3 < af 2A

c.onCii"-1,,2,3,4.5,6,7 las constantes tlel coroLario 1.2.I y f como en el enuncirt d o

de,l coroLctri,c.' 1 .3.1.

Asumiendo uálidas las hipótesis del corolario 1.2.1, tomantlo B e)0,a12) tal que

para algtin K sat'isJace (1.13) g escogiendo las t'unci'ones b,Í,h,p,q y r en ?, se

obtiene quc la sohLción z de la ecuación (1.12) salisfacc

z(t),2t1)(t),2t2)g) - o( l'"" 
il'.'1o1.11a, + / .rt'-'l ,1r¡ ¿r).
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Demostración. Similar a la dcl corolario 1.3.3.

L.4 Una Generalización del Teorema de Poincaré

Poincaré [9] estudió la ecuación (1.2), para el caso de sistemas, suponiendo que

los r¡ + 0 cuando f -+ oo. Sin embargo, si tomamos ro(t) : s1r(fz;' r1(t) = ];
r2(t) = +¡; rs(t) : i para ¿ € 11, m[ no se puede usar el teorema de Poincaré para

resolver la ecuación (1.2) , ya eue r¡ 74 0 cuando ü -+ m. M¡ís aún ni siquiera pueden

usarse los resultados de Levinson y de Hartman-Wintner ya eue r¡ / -Lr para todo
p> L.

El siguiente teorcma permitirá resolver Ia ecuación (1.2), bajo condiciones miís

débiles que los asumidos por Poincaré.

Teorema !.4.1, Dada la ecuaci,ón (1.2) y se asume udlidas

1. Rc)1 > Re.\z > Rels > Re)a, con'n: \t- \r, ''lt: )¡ - )r, 7a = )¿ - )r,
?q: )s- \2, ^h: \a- Á2, Js = )¿ - ):, d,ond,e )¡, i = 7,2.,3,4 son las

raíces características de la ecuación (1.12).

2. G(r¡), L¡(ri) --+ 0 cuand,o t -) a, para cad,a le -- 7,2 y cad,a j :0,1,2,3
donde

Lr61 = lt e-ttt-,)¡y1s)lds, ,rlt-") /(s)lds

con 1 : min{-''lt, -"1¿' -"la}'

Entonces la ecuación (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones E¿, i -
1,2,3,4 tales que

li- YÍt)(¿) 
- ) "(2tt ¡\ ''(3)li)

t-+a y;tt) '' ,[*ffi = X' ,';gffi: rl' O'24)

Demostración. Es conocido que la ecuación (1.2) tiene un sistema fundamental de

soluciones dc la forma

r,ril: l,

,rr) : ""o(l:l)¿+2,(s)lds), Yi :1,2,3,4,

clonrlc cada z, s¿tisf;rcc Ia ccuación (1.4). Entonces ylt)(¿) : y¿(r)[l¿ + ru(l)], es dccir,

(1.25)

z;(t) : sÍ']g)-),,' 
U¡lt )
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a)f + 3)fa3 ¡ 2)¡a2l a1,

6)?+3)¿r¡:+az,
4.\; * a3,

-()ir3(t) + Álr2(t) + .\;r1(t) + ro(4),

-(3)fr3(t) + 2Á¡2(t) + rr(¿)),

-(3)rr:r(¿) + rz(t)),

-r:(¿); p(¿) - -3r3(¿); q(¿) : -(3)ir3(¿) + 
"r(¿)),

-r:(¿), Ct: -3, C2: -(12^i+3a3),
-1olf') + 3)id3 + ¿2), C,t: -4, G : -6, Cc: -4\;, Y

doncle

4(¿,:) : -[(,llr¿t¿) + 
^?rz(t) 

+)¡rr(t) + r¡(t)) + (3)¡r3(t) + D¡rz(t)t"""
+r1(t))z + (3)¿r3(r) + r2(ü)zo) + ry(t)z(2) +3r3(t)zz(t)

+(3)ir3(¿) + r2(t))zQ) +13(t))23 + 3[z{t)12 + (12.\i+ 3a3)22(L)

+(6X t 3^io4 + a2) 22 + AzzQ) + ry(t) z! + 622 z(1) + +),z3 + za)

90

..(2),,,u' ','' ll¡ -:¡rl1]'?+ .,")lt). y
y,l¡/
l.i ) , .,,r :! = f.\, + z,(1)13 + 21.\; -¡ z¡1o1,|) ¡t1+ [); + z¿(t)]z¿(r) + z.¡(z)(t).
u,(t)

Luego, la dcmostración sc reduce a probar que para cada z = 1,2,3,4 existe z¿

tal que z;, ,(t) ,r(2) -+ o cuanrlo ú -+ m.
Usando las hipótesis ,l y 2se ticne que para cada i = 1, 2, 3,4 se satisfacen ias

hipótesis dci corolario 1.2.1 con

¡.u1 -
Lrz

o(r) -

h(ü =
r(,) :

Ademas, 1as

-1
ecuaciones para z¿, ¿ = 1,2,3,4 son

f* o,(t, r)rn{r,,{4)ar,

(1.26)

(1.27)

, si s e fi¡,t]

si s I [f¡,f]

st(t, s) I-I

I

1

^h - h)e11(t-s) + (1t - ^h)e12(L 
s) + (12 - ^/1)eTO-s)

0r-t)\r-rr)(r¡-lr)
0

^i + ^i4)e1s\t-s) - (1t * f)et^(t-') si s € [fo, ,]

si s ( [f¡,f]

(ry. - r,)("r, + ?4)(?1 +?5)

(7s - 1ie-"n1-E
- "ti(lt + tr)ht + ts)

s2(t, s)
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h(.t,s):

Aclcrnás.

L(b)(t') :

^lz - 74)e16(t-9
(ru + r,,)(r, + t6)(12 - 11)

(iz -t r)c r'r(¿ ') - (rri + %)c 1(¿ 
'

(^ru - ^lr)(rr + 13)(f6 + 13)

0

si s € l¿0,¿]

si s ( [/¡,t]

94(¿, §) :
(.i,3 - ^/5)e-r6(¡-§) + (76 - 73)e-lslr-.,) + (15 - ?6)€-?3(¿-s)

,1*, .; .J" f.-.,
Entonces cler.iotando por

P()r, -B) : [.\]r3(s) + )]rr(s) * )111(s) + r¡(s) y

x : 2lir'l*lr, + r. +hrlh3 +l¡lt,)i-h,lh3lllhi73l
+lr?rrl+ ^r3t, + itt + l"¡.'ri + hár,ll,

por la dcfinición de G para z1 sc ticne que

c,u1,t1 /- qrt,r1r1.,7J"' t- '¡" t rx 't2't
r,o l - L/" ;r' "'nr")d"l l J," *"' rta{st'1sl

t t [',= ¡)"-.¡,lr- -j-,J 
-",l\/.t' 

"- i2t'

*(1,1 , .¡,)612(t-") I (12 - 1)¡t{.t-"1¡¡f 11,, _a¡¡as

t [1 -

l/"t-. .. .2,,'rrr''r- 'rzrrr -r,,), '"-"'

-r.r{1._ - 1,r, 1 i . 
] pt)1. Rrjr/..

lt
I / l-tÍt-.3 -'2,t'"-5 .- -r'(r, --,"7¡'. r-''I J tn

+i(t, - 7r)c%(¿-')llP()r, R)ldsl)

-6 

, ./'o-,,-",11,,¡), .fir1,1,f'J - lz)(tr - .,)113 -.,)l J,,

[ \?l¿1(r3) + ,\1]/11(rr) .r- ¿r(r1)l + G(r6).
l\ 13 - )2/\ /2 - /r/\ t3 - Irl

análogalt.ente,

t-- , ,)o A2

1," (u, -, .'#" ', , ^9-!rr.",l)lürst,1s

sis€[¿0.¿]

si s ( [t¡,t]
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1 r- .
: ----- -. : 

- 

/ ( , .. - 1., ), ' , (' '' I,1, -rr;r'-'t-s),\-t¡ _ -'z)t- ¿ _1r){1r_.1}J,o '

1- (^¡2 - 1r)e^tt\L ") r,(.r) (-, - ^/,)€r,(¿-'') - r:(s)(ir ?3)c1r(¡-")

-r¡(")(t, - ?r)e^r.(t-"1, + i??(")l(1, - ^,r)6-rr(t-") +?r2(s)(fr - ,r)er:l/-..,, . . \,
- :j/.r11 ., * ¡), n '-' ) (3 \í -r rr(¡) 2\r¡u fs) - r'¡(sl 

),/..ur-
l_J - 1? ' lz - 1t l,lr -'r) J,,

+l11(s) ld.s

e ?(r ')[3.\ii? 1 13(s) + 2)1]rr(s)

- ^l¡1 

- 

r.J)r rCr \t -2L2 trt- Lt rttti.
L('¡ - l,)ll: - ^tt)\ 'r - tl

En consecuencia C(a). L(b) - 0 cuanclo ¿ + co ]' utilizando los mismos argu-
nertos se prueb¿ que L(l), L(lt). L(p), L(q), L(r) - g, cuando I -, co.

Finalmcnte corno zr satisfacc las hipótcsis del corolario 7.2.7. z1 - 0 cuando
t * m. Así rllismo, con la misma estratcgia se r,erifica q\Le 22, zJ, za crimpien las

hipótesis de1 coroiario 1.2.1. por 1o tanto existe;,, para cada l: i.2.3,4, tal que

",. "!') , "!') - o c,anclo f -- m. r
Observación 1.4.1

Una a,finnalión, que se lm hech,o pero (lue no se ha clemostrado es clue los y1, i:
1.2,3,4. formcnt u,n sistc:rna Jr,n,d,a,ma,n,to,l rLe, sctluc'ir:r¡,es. Esto cs u,na cotLsecuetLc?a

de Lo. tttpótesi,s quc )¡ f 
^r, 

Yi + j. y del lrccho que el lVronskiano para, los y, es

o.stntó ticantctttc et¡ui.ualerúe a:

(1.1 - )1)()3 - lr)(^: - ),)()'¡ - )r)()¿ - )r)()4 - )3)

1.5. Perturbaciones que tienden a cero, Teorema
de Poincaré

En csla scccióll se present¿r rur resultaclo para cl ca,so dado por Poiucaré.

Teorer¡ra 7.5.L Dad,a la ccuactón (1.2) y se asutne uólidas Las relaciones

7. Re.\1 > lle)z > Re): ) R.e)a, coz?-r:)z-)r, ?::):-)r, 1¡:)¿-)r,
l.r: \: - )r, 7s : )¿ - )2, ?o : )r - ):, donde \¡, i:7,2,3,4 sor¿ las
raíces caractcrísttcas de la ecuttción (1.1).

2. rt - ¡ cuando t + cx,, para cada j :0.1-2,3.
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Entotu:es, la r:r:r,aci rln, (1.2) ti,enc ttn.si.str-¡n,0.,t'Ltntlonterial de so¿uci.on.es yir ?atu
i : 1,2,3..1 s0ti,s.fa(:?erl(10 (1 21, y

l-11 , \

l¡,,, '4 ).r, poro "uJo 1.2..\.4. (1.28)

-4rLcntás, paro, j € {1,. . . ,4}, se ti,ene qu,e

,' rrr f.\'' or lt]rr r 'ta..ttt(- fl ,t, -.r,, ' / f,r.'..tn,) \).21 ,

/...^.\.r J t¡

rlond"e N(i) : {t,2,3,a} - tL} y

¿./^ +\ l,,s-,.,a¡\D,,/ - -[\^?¡3r,/. )frr(r) +)irr(¿) +r¡(r)) + (31,13(¿) +2)irr(¿)

+rL(¿))z + (3)ir3(t) +7'r(¿));(L) + "1,ft)zQ) +3r3(r)z;(r)
(3),r,(f) +rr(f))^('?) +13(ú)'(3) + 3lz{t)12 + (i2)r + 3a)zltt
(6^: + 3.\i¿3 + a2) z2 +.1r'P) ¡ 6-z -(t) + +)i:3 + .'] ,

L.Or),

,,(4,.'1')(¿).,1')(t) : o( [' "-at-'t1r¡\,, R(s))lds),. J¡n

,2lL),ztt)(ü,;t'?)(t) : o( [' "-'" ', p( \r.n(s)) rls

/:(
* J, ," r(Ir nrs) r¡,1,).

zr¡t¡, 
"!') ¡t¡, f') ¡ü : o ( /' .-'"-"' ¡ri,t., Rir;; 1a", 

J¿o

+ [- ," ') Pr^,.Rrs),r,1-).J, " /
z4(¿),;1t)(¿), z.Í'?)( t) : o( 

.1,' 
,0,'-" p(.ra, R(s))lrls) , (1.30)

para P(\,.fr(r)) - ,\ir¡(s) -¡,\frr(s) +.\1r¡(s) + i¡(s), ,, el0,i/zl u 1 :
rnin{-^¡1, -i.1, -io }.
Demostlacióu. Es sabiclo quc 

^C¡ 
(I) - 0 cuando ¿ * co, si .l¡ - oo cuando

I -- oo, para los opcradores L¡. k : 7,2 dci teo¡ema (1.4.1). Luego sc cumplen las
hipótesis de diclio tcorema, y por ende existen soluciones y, para cada i : 1, 2, 3,4
qric satisiircerr I¿» ccuaciones (i.2a) v (1.25). donrie cada "r,rl),,f) 

,0 cuanclo
I , co i : 1,2,3,,1, Ademrís ias ;1 satisfacen (1.27)
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T,uego

l'""''"'0" 
:

l'" !"" s'(t' tr'(r' z)rlrrls

(-, - -,)(,,+- ,*. - .,r {T ll:"'' 'r'tr¡(s z)r/s

- l'"r,1,,4a,f 
.ryf/'.,,t''r41,, 4a, - l'"r,1r,¿a,)]

+(1'o -.¡¡, - r¡',, - ¡)(-#;
(l:*^' ")n(s,z)ds - l'"r,{",4a,)

* Í:"F 
(s z)ds - (* ;r,J-;r*5)

( Í,,l,# r 
"'- 

4 + \-3 e"tt- + f2-ll e''(¿-')I ,n1 (s, z) ds)

' I -F1(s,2)ds+o(1)
'lt-12^t3 .lt..

(), - )1)()3 - )1)()4 - )1)
-1

l,"oU',2)ds 
+ o(r).

U," ["r, 't 1a)¿ts(s ') F2ft, z)rlrtls

- 1," f )"'' t ^¡5)¿ta(s ') F2ft' z)drds

- .t" ["rr' - 1a)e-t'1" ') r,Q, z)aras)

| Í," ["n' ¡ 1n)et'G-') F2ft' z)rlsrtr

- 
1," Í )"r, + ^t5)e14("-i F2('r' z)ds(tr

- I" 1,"r,' - 1r)e-t't" ' F2(r' z)tJsctr

- .[,- Í),r' - ^,^¡1" t't"-n F,i, z))d'sd.r)

1

.l',oi)a' 
:

(tt - tn)(^t, + 14) (71 + 75)
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.l'""g)a' 
:

,, tl ,^, L ^,(l I l^ --. 
".,-1r-. 

_ ir - ls"",,i .rl nrs,:),/s\ L./in L ^t," ^1.1

roo ^
- I J!----JJr'"tt ')7; fs.: lds I

.l , -tt '' ' l

r f@ -, -a._ I 
/r _ ¡p_,r(io_srF2t.s. zlds

t.t1o 11

_f _1r+t.r+tL-r15_ts-rql /' ¡rrr,rlar,lrl 
.)

| )s 1a Jt tJ,n )/
-1 ft- (), -  r.,\, \rI,\, -\, J,"""' ¿)ds- o( l)+ /(r'

" ['''
{:z r roJn- -.tr)r^¿ - -,.,,1J," J,"i12 - ?r)P1ú'"- ;Fri,z)drrl»

* 
J," J" ,',, - 

r"re-'rr"-rr¡ 1r. ztJr,ls

tt f «:'

- 
J 

" 
J" , r* J,./" "" ')Ftlr,ztdrds)

. '[','
(',, - ",¡-tu -")(1, - 1,) , J," .l ,h' - ^'')6'6('-'rF3(r':)J'r1r

* J, I ,",., -.u,e-'"'-'rFr(r,:)dsJr

- t' t' -{Jc-, ^a)p-)'?(s-') F31r. z)dsdr
.16 Jh
t,, fl

- J I ", 
.- i4,. "(§ ')fiyt,z1Jsdtf

I [, (-, 
_ -, 

"-"ri 
.,F"(s, 

¿)ds
.'.: -F.c)llr ¡ .r)(',2 - r.,) LJ," \ 'tc

_ [* 
."a^r, , r¿,, sr _ rc ?r.-r,rr-"r)1,(s.z)r/.r

Jt -' t -1-

_ [* 
', - '1, ..,,-.:¡.i" 

. ,)d, - [* ]6 + .a 
e).((o 

.)_Fi1s. 
z;ds

J," 't J'o -12

(-',,-"0 --t'.2- 
l.) 

n 
'',,--^rr) 

[' frtr,rfi,],
, l, 1a '¡2 / Jq I

1lt
,rr rrü, Jj)ü. -)r)/,. ^'''¿rt/sro( 

lr* h-:'



1.5 Perturbaciones cllrc tienden a cero, Teorena de Poincaré 35

v

l" l. tf'f-
I za¡"1,ls = ,-- - -i 

-l 

/ / (r, - Tr)e-rcts ') Fop.zld,rLs
.lto (lu-1s)(ir- -.¡)(¡o - )t) | JtoJs

tt r*.
- J," J. u' - ') t)e-1i'¡-') F- ( r' z)dt ds

11 f*
- I I 

';,, 
inJe "'" "Fa1r.z)drdsl'1"'1"' 

I

- r[t r-___ _ _1 I / (r, - r.)" rc(" .)4ir. z;dsdr
(^;a -'s)(1¡ - 1t)t'¡' - 1tt t J'n J tn

* [* [' ¡r* 1s)e )6(s-,]F¡( r, z)dsdr'J, J^''
rt ft

- 
J " I .(ro - ?¡)" '4"-") FoÍ, z)dsdr

r,x. fL
_ l^ | (ic _ i¡)r )s\s.?.q(r. ¿)dsdrl' J, J,"'"
_ [' ['t r_ ie)r_r.¡(s 

,)Falr. z¡dsdr
J,n Ju
r* rt

- l,- J,",. - 
',6;e-)'(s 'rFn(r. z),i',rrl

[ /- f r.-_.1"--,6(,-s] + 16 - ?3

(zo -rr)(r. -^tz)(^rc--'¡)t.J, \ ?u 1s

. 's\'-') -r "+" '3{! '))F4(s,z)r/s

_ /_ 
., _ -..r_".r/o_sr&(s.:)ds

l¡ 'la
¡oo ^l-- 16 - 1:

- I 
lL--3.-' "o "rFr(s.:),/s - 

J : "#ar¡tio 
srFo(s. ¿)r7s

[*| )]_ia, _l"n _ r¡) (t:_1c\ f,-, .,,.,1
J"\- - * n * 

" 'l -/,o 
t'("'''o'.'

: -.-,,--"--. . :-r.--------- [' pnlr, r)dr+ o(1) + r{3.
()r - )4)()2 - 

^4)(^3 
- )o)./io -'

Estas cstimacioncs concluyen la prueba dc (1.29), dado quc por )as hipótesis J y 2 y

las conclusioncs c1e los co¡olarios 1.3.1, 1.3.2. 1.3 3 y 1.3.4, (1.30) rcsulta scr válida'

Por otro lado, como ,¡, rl') : o(1) sc tiene que

riÍ')(r) : [)i+z¡]y¡



de ]as soluciones cle la ecuación

|.1 +D,nzo+ z! + zll)ly¡ft)

[)r * o(1)]¿],(t-'t0,*r(- 
,IL,(^r - 

)¡)-' f' rdr,"lar), y
l€N(i)

([r, + rn{t)i' + 2(li + q) 
"Í'\ + (Á; + a) z¡ + r[\) y,(ü

[)l + o(1)]e],(¿-h,,,r( - 
_.{r(^o 

- r,)-, l'"rnlr,r)ar),

con N(á) : {1,2,3,4} - {i}. Luego, de la ecuación (1.4) y la hipóresis J se deduce
qu" ,f') -+ 0 cuando ¿ -+ oo y por lo tanto

,,* # 
: 2¡r"\2) ¡ 2"\1) x0) ¡ 27 z(2

es decir se satisface (1.28).

a[4(t) =

,13t1r¡ =

: h + o(t¡1e^ft-tdery(- 
*Ir,r* - 

s,)-' I' ni,dar),

+ zj3) + 3(l¡ + z)2r!'\ + (.\; 1 z¡)a : ¡4,

1.6 Integrabilidad de las soluciones de la ecuación

Usando variación de pariimctros se sabe que (1.12) es equivalcnte a la ecuación
integral (1.16). Luego la integrabilidad de z depende de la integrabilidad del las

funciones a,b, f,h,p,q,r y esta dcpendencia es mostrada en el siguiente lema, don-
de adcmás de deducir la integrabilidad ¿s 2Í), ¿(2) se obtienen una fórmula para

describir z, z0), zQ).

Lema 1.6.1 Si se consid,era la ecuaciín (1.10), las hipótesis del corolario 1.2.1 y

se asun-¿e que a,b, f ,h,p,q,r < Ultn,al con p / l. Entonces

1. z,z(1),2Q) e fp[ú¡, oo] pl,ra p > 1, dond,e z es la solución obtenida por el

coroLario 1.2.1.

2. Si p e)1,21, z,zQ),xQ) se puede escribir como

z(t) : 0(t) + 4'^(t), r{i)@ : eut(t¡ + 9§t1t7 ¡ = t,z

con0,00),6Q) € I?[f6,oo[ y O^,rl'*\,rt!1) e tr1fto,m[.

Jl)



1.6 Integrabilidad de las soluciones de la ecuación

3. Si p e)m,m -l 1) con m € n{ - \7} , z, z0) ,2(2) pueden estzbir.se como

f;.-l m-l

,(¿) : » 01ft) +,b^O), ,b)¡t1: IaÍ,)frl +,tg)O, r =\,2,

,on er,0l') ,Af) e Lplt,),cx1, para k :1.,. ..,m-| y',/,^,rlrt),rl,S) . Ur/*lto,u:1.

Demostración. [item-1] (Ver l5l), Se sabe que si o, ó, /, á,p,q,r e Ult6, al
entonces para todo e ) 0

r. fc,.

/ . ', "r ots) d". I e,t "t a(s)lds. e ¿eli 0. cof
Jtn J.

dc dondc sc pucdc cscojcr f¡ de manera que se cumplan las hipótesis dc los corolario
1.2.1, 1.3.1, 1.3.2. 1.3.3, 1, 1.3.4, es decir se tiene que

:(1,1. z(|'(I;..'''(¿) - O( [* Wt, s) a(s) ¿/s) (].3i), \,J to I ,

y como consecuencia

3as={'1',:l ;::
cuanclo R.e11, R.ef2, R.e?3 < 0

. 1"3'' :i tls
lBU.s) _ 

1 .r,, ., si ¡ i,
cuanrlo Re11 > 0, Re72. R.e73 < 0 cuando Re71 > 0, Re72 > 0, Re73 < 0

llttÍ "' 
I o ' si r)s

' - \ "'"-'t . si ¿<s

cuarrdo R.e7r, R.e14Re h > 0 con p e)0, 1 12).

Ahora como

It gsl'. s) a¡s)'ds c tP[l¡. m[,
J,n

cle (1.31) se concluyc quc z,z(1). z0 e Lplto. cx:[.

[Itern2] Sip e]i,21 su cxponent,e conjugado q: plp - 1e [2,co[, es dccir g ) p

clltonces z. z\1). z\2) € B]0, 1lc l/, sc sigue que

bz.l z t - lt z'2 . p: z'1 .q22. rzsllt.l?.2:\)). ¿2. z¿t2). rzr(1), z3.za e ZI[t6.cc¡.
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Entonces, tomando A e Ult¡,cn[ y ú € [¿0. ccl talque d(1), ú(r) € ¿p[¿0, oal y
ri(1). t,(2) e 11p¡. m[. de Ia siguiente forma

tt
e'tt - | 9.t..'t,t],t,t.'. y

Jta
f..

, , tt, - f t,,,,(t, Iz,t'* t,:r' t,...' ,t,,
Jta

+r:3 + Cr¡:(t)¡: I C27.;11) + C3z2 + Cazzl2) ¡ g.72 7lt)

Cc:' cr:').i..

Sc observa q"" ¿,1*), .r,f ) e Il p¡. m | ¡' aclemás , quc ;, z(I) . ;(z) se puecle, escribir er.r

la fo¡ni¿r

;(t) : á(r) + qr-(¿), d € ¿P[ú0. cc[, r',- e lllfo, ool

-o)(.t) - 6r:'t¡¡1 ¡ ¡11)ft), 6{r ¿ ¡t'lLs.crl, qijj) e I'[16. oo[, j - 1,2

[IternJ] Sea p €]m,, m + 1], (m e N.m > 2). Se hará la clemostración en dos
pa-.os. Plimeramente se.lemlrestra para ¡7¿:2 y luego p¿rra /7¿ > 2 Paso 1 P¿rr¿r

¡n - 2. llor IJül,lPr .P rrone Llue

l:2, I zlt),¡2(2t ,lz\r))2 , z2 , z:(r) . zzl2) e LI'/2U|)..r1

pzz(L) . c1z2 , z2 2(r) , 23 e Lpl3lta,cnl

'r 23, 14 e ¡'t/alt¡' a:'1.

Ahora como ytzzlr) , qz2 , z2 z{r) . z3 . qz3 , z't , son acotada.s entonces se tiene que pzz(1).

r7z2 , z2 zlr) . z3 . r1z3 . ,t u ¡,r'/zlt¡, ocl. Lucgo es posible escribir r. r(1),;(2) corr.io

:(¿) : d,(¿) + u,(r),;0)(¿) : a!)1r; + ri.,li){t).

c'londe

a.,O¡ : l* s(f ,,s)a(s)ds,

t2lt): /-91r,.¡(4. +/;(1)a ¡¡-12) ¡ rlr"(L) + qzl2) ¡7'-(3) +Cl[z(1)]2
J,"

iC2z /t) * C 322 ! C az zQ) ¡ C-" z2 z\\ ¡ C6z3 + C7 za) ds.

Se obserr.a Or.Ot¡'),A\') e l?po,ml y aclcnrás qt" ú2,¿11),{,1') e 1l'l'[t¡,mf. e"

decir, para rn:2 sc cumple ci resultado ¡rara
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Paso 2 Para m. > 2. Recmplazando z,zlr),212) en ias respcctivtn ecuaciones

irri.cgrilles. se lielic que

z$) : l,¡(t,¡-l- / e(t,u1*1dsl / e1t.)q3rlsJ" 

- 

J' 

-
a¡ {z

¿(-f,/ - l;i'tt¡ [ *ri."r*i-
J kr UL'

cromre 
ott) 1':')

o, : lto,+ /a{1) + hol2) + Cio(t))2

+c2oú\1)+caal') +a1ol')], y

Q : [1,1, 
-f.r,r,!') 'ir*'rl'?) +p1s¡1o1ul') + 0,ál')

+1urált) + ¿,úl')) +q(s)(o? +2a\ú2+t)3)

+r(s)(di +30?ú2+sÉp3+ LL,8) + ct(20\t)',i,t') + I1/,r')l')

+ c 2@ 1 p!¡t) + úrdft) +,,,r¿rl') ) + qQ| l)2 + út2) )

+c4(eúi)t2) ¡ r¡rt)\') + .,i,r.,1,1'j) + crp{r't g1Lt + alri,\') + 29¡120t!

2e ,t *tr, 2o1u2ulrt ,lt lal') -,'!')tr
+c6@13) + 301')ü, + ze1r1\2) +,tl) + cr@\'¡ + 4al3)¡,,,

" Calu,2' - ra "j - ' jr]
Luego cs 1;osible escribir z,;(1),;(2) como

zo: r-](t) + 0:(¿) -:- u:(f). -u)(f) = álr)(r)+ al')1t; + rli)(¿) .i: 1.2 (1.32)

Lis¿u.rrlo llólciel se ticne r¡te cad¿r ul.to cle los sumandos de u:2 e Ill2lt¡, x:f v que cada

uno dc Ios surnarclos dc (3 e tr?/3[f¡. cc! io qr.re iniplica q.," gr, gl'). f,f,') e u/'¡tu,a:¡

-v que p:, ?lL), ¡\2) e u/slt¡, ocl.

Alrr:r:r sustituycnilo las fórr¡mlas 2..(1),212) dada.s cn (1.32) en la.s ecttaciones

ilLtegralcs de z,;(r).;(2), se tiene

z(t) : 0¡(t) + A2\t) + /- eir, ,1*.,r, * [ ,L(.|e,a,
Jrn J ¡'\-?.--l\-v..-./

o¡ ,"¡

39
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donde

ua(t) : (be,+ ÍeL') +nol2) +pe,o\t) +qe?+c,f,uPu[!r+c,foue[lrr É:I &=1
22

+csl r,,Lr-o + c nL e re[')o + crole\t) + cuel) ds v
&=t k=1

<, : lWr¡ ¡!.'lt) +hgf) +p(lr,/,p + erl\') +,hr,blD) +q(0? +20rrb,+ú3)

+r (01 + 3e?ú2 + 30 d)3 + l)» + c 1 (zo\'),¡l') + I,rl') l, )
+ c 2(0 r1btl) + l;zr.\t) + rttrrltL') ) + qee fl , + ú22)

+c4@¡¡['z) +,1,,0\') +,t ,0!?) + cs@?llt) + e?,b[') + 20d'20Í1\

+20 {b21btt) + oZ@\1) + 1151) ))

+Co(pÍ + 30?rt, + 30t 

'Z 

+ 1t)3) + C?(01 + 40?ú,

-ar,? wZ - 40 r,p\ - rt'á))

con da € p/aft¡,nly fu e lf/3lt¡,a[ es decir,

z(t):0{t) +02(t)+fu(t) +ttta(t), 0x e Lplk,k: r,2,J, tbs € ü/a
(1.33)

Análogamente también se tiene que

zat (q = 0Y) (t) + op qt1 + o!) ¡t1 +,biy) e), 0i¡), ¡n/ k, k : t, 2, J,

,¡u) 6 Y/a, pam j : 7,2. (1.34)

Suponiendo que se puede escribir z,z(t),2(2) como

,t

z(t) = pk(t) + ,l'*+t(t) con p¡(t) : Lt,t»
I=1

,t

,ti)(fl : ,pft(t)+,tflr@ "o, ,pf;)1r¡ :Ia,o,frl
l=l

donde

e,$) : l* s(r,s)a(s)ds, o\"O: l:ffO,ioldo,,
¡ca .r2 -

aÍ"tt) - I l4(t,"to(s)¿",
Jh ot'
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o|U(,): l: ffQ,io,tdo",

aL')Q) : fl unfuu,ur,uro,,

e,(t) : l* s(ú,s)r,,(s)ds,

o[\G) : [ #u,nruro',
e,O : l* sA,s)r3(s)ds,

ov)a) : ll #u,ro*ro',

uOl : l) st¿,s)rr(s)ds, ,t"t): l).ff{,,")r,{dl,,

u[" r,t : lJ ff {,,,)R{,)0,,

4(f(ftcon

Ft(ü : b(t)0,+ f(t)0\1) +np¡o\') +ci0\')12
+C2e re\l) + c3ol + C no rel2)

2

FzQ) : b(t)02+ Ig)0[1) +p(t)7fi\l) +q(t)o?+c,\e[')o[!r
k:L

222
+ cr\ e ¡o[!r + co\ o *o r- o + c nl o ro[') r

&:1 &=1 A=r

+C5ola\t) + Cuol
t-2 (t-2\

¡t(r) : b(t)0Á + ¡1t)ojl\ + r(r) ! e ¡r.l!,-u + q(fl | o¡o¿-,-¡
t=l t=l

I-l l-1
+r(¿) » 0i0j0,n+c,laf)e[!r+c,»0k0;!k

i+j+rr=l-r t=l li= I
l-t ¿-r

+cr»rkr.t-k+ c^\oaf?o+ cs I o,o,e$t
Á=1 &=r i+j+ñ:L

+4 » oioio^+c? » oiojo^g.
i+j+nt=l i+j+m=l

a.dem¿ísk <m.-7,0,,0['),Ot') ell/t[ts,,x[, l:t,2,...,kytbt+r,l¿[']r,r¡[?, e
¡S/(r+r)lto,6¡l, sustituyendo z,z0),zQ), en la ecuación integral.

z(t) -- 01(t)+ [" g(t,q,oar+ [ s(t,s)(¡dsJ¡ Jrn



de la.s soluciones de la ecuación

2011 - e:" * f: ffQ,0,*a,+ f^* ffa,,)r,a,
y también

z@(ü : ef,,a) * f) ffa,o,r* l* ffa,aero"
donde

,r : 
furo + fe? + np!!) +ppu,bÍ",)

+qe|+ pt* + crlrl,Ír)], + Cr,p*,pf) + Ct,p?

+C rp *ef) + CrpipL\ + c6el + Cref]

',' = l: XQ,gfoe¡+ fet) + ¡vf) +ppr,tÍ,)

*opar) * e|+ cr[eÍ\], + c24or¡,lr) + crva*)
+C ¿p *va*) + c u*o\rl,Ír) + Cupf;) + C, vil

-{" : l: #Q,tlbe¡+ t,bÍ') + t pf) +ppr,tÍ,)

*opf) n rl,l + crlet\1, + crp*pÍt) + crpf)
+Cnpo,ltf;) + Cuq\rl,Ír) + Cupf) + Crvil

Co = lb,bo*, + ¡,¡[!, + nEl!, + p(eo,tÍ)], +,b**,pt)
+ rb r* rrl,Íl ) + q (2p *r/, *+t + úl +r)
+rQgf,tlr*, + 3,ptl;2r*r.+ lti*) + Cteet)4)Í1), + t,/i,l,lr)
+C,(po,bÍll, +,t'**,vl), +,1,rn,,bÍ)1,,) * i¡rrn ¡*, *,¡,iu¡
+Cn(porl,f]., * rl,**rpf;) 

.+ 
r/,t*rrtÍ?¡ + Cr(ú;Íi, + 2p*th*+pf)

+zpor!,n.,r1,Í!, + ,ü nrpt) + ,l,Z ,rr/,lr]r)
+c6Qpf) 4t¡*, + Bp*!i+t + rpfl*r) + cr ¡n1ru
+ a vi,!Í?, + 4 p *,1,i +t +,1Í il

ef' : /: Xe, dF,bu*, + ¡El)1, + n ¡l!, + p@*,/,Íll, + ,t x+pt)
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+,lo*rúÍ,'?,) + q(2q trlt xt, + r!|+t)

+r(3piúkr,r + 3pt"rl,l*r+ úi+.,) + cr(z,p(i)rl,L!r+ l,il?,f )

+ c r(,p *,l,tJ, + ú**, plt) +',/.,**,,111, ) + c t (2 p t"rl, x + t +,!7+ )
+ca@r,ltf], +,1,*u,qf) + {¡*,4121t1 + cr(e|,l,l\, + 29*,1'xn,vp

+2,porJro+rrlt|'], + ,¡,|,*rp(rt) + ,l;urú['], )

+c6(39Qn) r¡¡n, ¡ 3p¡{'¡¡1 + )bi,.J + c7 (4,?3k

+ a v'otlr(i], + 49 ¡,¡i + t +llÍ*, ) l

(;'' : [* *v,'l [ü,/**, + /qjl'?, + n4,f], + p@¡,1,1'l' + úo',,pf),Á, Jh Ap,, L

+,1**r,r/',1'], ) + sQ P xrl, *+, +,/,?+)

+rQef,l;r*, + 3p¡,,!1+t+ úÍ+,) + cr(z,pt)tt]r+ tÚl'l,l')
+ C r(,p *,1,L'], + rl+ + r,p(|) +,/',r*, úÍ'], ) + C 3 (2 p kú k + t + ú? + )
+C'(,pr,!fJ, +,!**rpf) + ',/,¡*r,i\?,) + Cs@fu¡;fl, + 2'po,!**',pt)

+2qt hü k+)11)l:]t +,1t|*¡pf) + rp?*rrpÍ'lr)

+Cs(3,pf) 4, **t + 3pxtl,?+t ¡ r¡f*r) + Ct (awl

+eef;¡,1!, ¡ +q¡t!f;¡r+ {,Í*,)l

Por ot¡o lado

t,po + fpt) + np? : t)at + b02 + ¡a\1) + fr,L') + ne\') + nÉ'f)

+ !lüdr+: + ¡aff, + nl!]r.+ ten + ¡r"f) + sef).
I=7

t-3 l+1 k 1

r,pkpt) : te,o\') +el)L,o,e!)1, n+e\o,of)o
I:1 i=1 i=l

*, \- a-ái').
í+j> k+7

2 k-3 l+1

se? -- qe\q +qlr,,e"-;+ollr,¡r.'*,-,
i=1 I=1 i=1

k-1

-l>aa'o' '-t I e'o'
i=t t+j>,.+l

*1
, o..rt : .á1.) _ , \- I- 0i0j0^' 't- k ' 12 /--/

L=l i+j+m=I+2



de las soiuciones rle la ecuación

»
i+ j+rn=k+

Ai1¡0^ + r 0¡0¡0*.

i+j+rn>k+1

t
i+j+m¿li+

2 k-3 I+2

c,[ef)j, : c,[áÍ')F +c,!oi')a!!' +c,!!al')ef|,-,
k

+c,ÉaÍ')Bl'],*, + c' E -aÍ')oi')'i Lj>*+l

2 k-x l+2

¡-,^.,"\,) = C"0,0\\+ CrIA,aS'], + Crl\e¡[')r-,vz\rrYk 
-i=t ¡, I i -1

k

+c,fr,,rll),*,+ c, I r,'rl')'

i=1 i+j>l+1
2 k-3 L+2

c¡e2r = q01 +q»0$3-,+c.I!goá'ns4
¡= I i=r

k

+qr/.ir,k-'+'+c" I ooo''

i=1 i+j>t+r
2 k-3 l+2

coprat? - c40t0\2) +c,lr,,ef),+ af !e'el1),-'

k

+cnferef;),*',+ c, I enea,)'

i=1 i+ j>k+\
t-3

cue'ret) = c".¡l?,o\')+Gt | -É.'etr'ltl=1 íi+m=l+3

¿-c. t o;i.¡r/* - c5 » o'orog) '
L¿

i+j+m=h+l
k-3

Cael = car,sr+cr» » o.ojo^

t-7 i+i+m=t+3

*ca t
i+j+r¿=*+1

0¿0¡0^*Ca » 0i0¡0^'
i+j+m>*+1

t-3
c,,pi = c,7 t r,ír,ir,^on T, ,,,eneto^e"

-É1 ii+ttt+rt=l+3 i+i+ñ+n=k+l

*cz t o¡0¡0^on'

¿+j+rn+r¡>¡+1
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Sea

A - t,{.t, - Íp,rt, + hp'Ít - pp^p'r', - Qp?,,, ?1- c,lp["]'
¡ (-, ) ¡ )ti' I C t )2t - C, p * p'f ' + C r plp'l\ - C6 p3u + c rpi

lucgo

k3

t o,o,afi) + c6 » o¡o¡o^+ cz » aiajo^o*
i+j+m=k+r ;+j+m=*+l i+j+m+n=*+1

A : lz*ás+»á¿+e *0*+ttp L É.neÍ'\ +q » 0§j
L=r i+j>k+t i+ j>k+l

+r » oiojr.^+c, \ ol')e!'t +c, \ o,el't
i-rj+rn>k+l i+j>¡'11 i+j>k+t

+a » a¡o¡-tca I o"o\') +c' » oioja*)
t+j>*+1 i+i>t+1 i+i+m>,t+1

*ce t o,o¡o^ * c7 » oio ja^0,,
t+.7+m>[+f i+j ltn+n>*+l

k-7

0*+t : blt"+ irll +nrlp +n\r,nrlf!,+, I 0¡0i0*+c1 !ej')a['ln*,
i=1 i+j+m=k i= 1

kkk
+c,\e$l!"*,+ cs»lilk +, + cofopf!¿+t* cs

i=\ i=\ i=1

Por oiro lado 0t el(t+1) € Lt+1/e para todo 7 <t < k y como lü]e/(¿+1) € ¿l+1,

cntonces por Hó]der b\tlpl@r) €.L¿para todo 1( I ( 't lucgo b0¿ e L?l(L+1)' para

todol<l<,Á:.
Análogamente se prueba quc /áÍ'), ¡g(2) ¿ ytlL+t para tocio 1 < I < A Con

argumentos similares sc prueba qi.e p0;01!r,qAfiL-i e I]/(t+I) para 1 < i < I -7 y

2<l<k

r0¿A¡0^€-L!/¿ cuando'i+ j +rn=l-7, 7 <i,j,m< I -3
4<¿</í+1

0i0 j0,,, ei7j7*) , € Lplt cuartdr¡ i+ j +m:1, 1<i. j,m<L-2
3<l<tu+1

0i0j0^0,, € trpll cuando i+ j+m+n-1, 7<i,j'm,n<l-3
4<L<k+7



de .las so.lucio¿es de la ecuaciót

al')0!!o*r,0n0;;*r,0¿0Í!i+r,0,gÍ!n*, e Lp/l+t con 7 <i<1, 7 <t< k

Por otro lado si

i+j>k+1 + i+ j> k+2+i> k+2_ j
t l<r#-+0ieLe(k+2-i)

del mismo modo se tiene que 0¡ € l?/x+z-t de donde l1rlolx+z , Lk+2/k+2-i entonces
por Hólder l|r?t1tl*+z € Zl,luego 0¿0¡ I Ut/x+z para todo i+j > h+7; análogamente
se prueba que

ene!'),ane!\,e[')e!l) e ü/k+2 para todo i+ j > k+l
Ahora como á¿á3 es acotado v *¡ S J- * 0¡0¡ € l]/k+l pararodoi+j >
k + 1 luego lliLr1t/x+z ¿ tr{t +t¡i1frÍ1 , "lio'yr1r,r*, 

€ .Lk+2, entonces por Hólder
q0¡0¡ e I?/k+2, análogamente se prueba que p0¡0j1) q yt/k+z para todo i+ j > k + 1.

Con argumentos similares se prueba qrc 0;0¡0*, 0¡0 ¡0,) e ü,/k+2 pata todo i * j >
k + 7, r0i0j0^ e Lp/k+2 para todo i+ j+m >ft+1,0i0j0*0^el;p/k+2 para todo
i+j+m+n>k+1.

Para el tercer sumando en la sustitución de z, z0) , xQ\ se tiene que

[* (¡¡r 
' '1o'n "1(k-2)/tk- 

1) rco

J,o \ t at = J," ll.l'**'l'/rt 
rds < oo

+ lrb**rlo/r+' e L$+2)/(h+1)

y coño lb)elk+2 € L(k+2), entonces por Hólder bi)k+t € I?/k+2.
Análogamente se prueba que /ú[']r, hr¡f!, e Ulx+t, aho¡a como pe es acotada

ya que z lo es, entonces

/- (lr{,lroir)l'nt*+zt)k+20, a ,' I: Ip(s)leds./fo \

rcomo]¿ffrlrlt+2 € Lk+2)l\+t) entonces por Hólder pq¡gf,|) e ü,lk+21análogamente

ppL')ltx+t,qq*,.1¡+t,rg7ú*+t,e*eprltr*r,rbovPr/tÍ'l,p\rl,o*r,vf;rl,n+1 e Lplk+2

y también

prlt **,,,!tÍtr, q\l, o+,")2, r V *rlt?+r, rlt|*r,s"\rt l!r,p? rlti+t € Lp/*+z

f* trt'{4P0" . *
IVO) f/k+2 e Lk+2

ahora como

f) (trt'ur''r*')o*' d, :
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v corno l'qlf1], 
rzr' +2 € Lk+2/k+l , cntonces por Hóld".9f),¿[!, € Lp/k+2 

' 
análogamentc

se p.rcba .1u" 9r¡,¡l'],, 9l')'4, x+r, e*úx+.t, prrlrflr, pf) rl,r*r"p*rt,f,1r,gf,',¡,¡alr' g¡'J'f;*, e

¿rlt+2 por últirno

ll lor.,alr'r*')o*',1" : f* bi'r*,tilPrls < m

,+ lt¡tf,l) rYtx+z , 
"x+z

aclcnrás se tienc quc t,4;f,!,rin tx rz € L&+2)/(k+1), cntonces por Hóider l¡-¡1, Ú[']r €

Zplt+2 análogamente se prucba qu" [,/l']r]', ,p|*u ,/,'r*rrl,l'-)rr, ,!**rrl,l?r, ,l,i+,

4)f,.+1 e LP / k+2 
.

Lo anterior permite agrupar en un solo término, Ios clementos del segundo y

tcrcer sumando que pertcnccen a Illk+2, el cual será denotado como l¡12(f), luego

se puctic escribir z,z(1),2(2) como

.,qt¡ : ,p(|) (t¡ | g¡¡2(t)

zu)O) : pf )(r) + ú(i],Ol t:t,z
donde 0¡, 0l'), 0l') q y /i, z : 7, 2,. . ., k + 1 s' rlro*r, rl,LtJr, rt fJ, e I] / k+2.

Ahora es posible iterar el proceso hasta llega,r a k: rn - 1; obteniendose.

1'n-l

z(r) : »lr(t)+ú^(t)
I=1
rn- 1

¿,; (i ) : !ojj rr) +4,t,:)qt1 ¡ - t.z
L=1

clonde d¿, e!'), a[\ e I?/t t : t,2,. . ., m - 1 y rp*, rl,E), ri,#) e ut-.

Observación 1.6.1 ,S¿ se i'terara una uez más el proceso deL lema 1.6-1, es deci,r

reetnplazando

m-l
2(t) : ) Htlt) + l/,,n(fl

l=t
ñ-1

.'jr1l) - L.e','r1l+ qlt^ttr1 ¡ -t,z
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cn. Lo.s rcspecttuas ecttaciones integrales se ltuetl,e encontnTr 0,,,.8Í]). ,-;-r, ulji,
j - 7,2 don.d.e

can

m-)
F,"(t) - b(.r)o,,. \(,1) + f (ü1'|i) ft) + h(.ül:?)_Jt) + 1'u)»rk(t)0::)_p,a)

t=1
m-2 ¡nl rnl

+q(¿) I e^ft)a""-1-k(t) I c, Ia[')1r;ofjl.1r¡ ¡c,L0k(t)e:l_k(t)
i:= 1 i=1 k=l

n-l rn-1,

+.'3I0k(¿)d.-¡!t) +ca!o*1t¡oflolr; +c » li¡)lre)llt)(t)
t=1 l"-1 t i J ¡/r=nr

-rC, )] 0,\uarlt)0t,(L)+c? I 0,(t)0)(L)0k(.ü01(t).
¡Ijtk=rn iljl-¡+l=m

.4sí r:s posible (.sc' íf)'Lr z. zlr). z{2') coma

z(L) : »0Át) +L¡-+r(¿)
l=l

-:'J'rlr - f r,,1, 'lt , tir..Ltt ¡ -l )1-'L
/=1

tlotttle,

.18

0^(t) : 
J,",t(t.s)F,"(s)ds

,. t* 00a; t\ - J," ¡t, )r^t,)4"

a;,t, - ['!,, .',0^*,,"
J L' Ut'

a,(t) : l* !t(r,s)ru(s)ds tf,tq: l:fft,,il.@a,

ul"a¡: [ *tr,s)n(s)rrs

o-- \', ' [' *u r7a("),/.
J ta Ut'

l,;1t) : l- g(r,.s)r,(s)rr,s

,, f- i)2 o
0,- tt) / r(i 

")[,(,)4.,.J tñ UL'



de las soluciones de la ecuación

h(t) = l* t(t,trtta, aá')(,) = l) HA,Oruro'

aÍ')(r) = Íl Hn,nr*ro,
¿>3,

con

4(¿) = ü(r)á1(r) + /(04{') + nft)e\') (t)+ c,¡a{1)1r¡1'z

+c20'(t)0\') (t) + c3l0lt)12 + cn0,(t)0\') (t).

e[')qt! -
qL(t) =

ef'9t1t¡ :

l) ffr',a'x'to'

/- a(t, s)r.(s)as

l) #n'"uno"

i+j+m=l-1
,-1

¿-1

+q» 0 k(t)a F kp¡ + c nl e o6¡r[! r1t1 + c » r.nlt¡r, p¡rl§t 6¡
i=1 k=l i+j+rn=t

+c. » 0lt)0j(t)0^(7) + c? » 0lt)0 j(t)0^(.t)e*(t),
i*jlm=l i+j+t +r=l

y e¡,0!') ,e[4 e ultlto,cxrf, l:1,2,.. .,* y ,lt^*r,rlt*\r, ,t*\, e ¿r[¿0, oo[.

Fze) = b(t)02(t) + ¡ @/,L\ (t) + p(t)01(t)0\1) O) + qft)el') Q) + c,íel AV[lrAl
222

+ c, D e r O) eL! k (t) + q» 0 k (t) h - k e) + c n L, e o (ü e!,? o ft)
,t= I *=1 &:1

+cso?O)rll\ (t) + c6o1&).
L_2

F3(ú) = b(t)Lt-l(t) + f G)0Í!,@ + holÍ?ft) + e$)»0ko)0[!,-ho)
't=1

(L-2)

+s(¿) I |kft)|L,'-kft) +r(t) » 0i1)0j(t)0^(t)

¿-1

+c, !a[')14e,$ p¡ + c,lr,r67r.[!rqt¡



1.7 Perturbadones U fórmul as as int ó Li cas p am

L.7 Perturbaciones //, fórmulas asintóticas para
las soluciones de la ecuación (L.2)

En la sección 1.5, se obtuvo un teorema para perturbaciones rj -+ 0 cuando
I -r oo para j = 0, 1, 2, 3.

La forma de cscrlbir z, z(r), z(2) obtenida en la observación de la sección 5 permite
demostrar un teorema tipo Levinson, es decir, cuando las perturbaciones r¡ € .L1
paraj = 0, 1, 2, 3.

Para perturbaciones r¡ € U para j = 0, 1,2,3 y p e)1,21, es posible obtener un
resultado tipo Hartman-Wintner para 1a ecuación (1.2) y tambien un resultado para
perturbaciones rj€U pañ j = 0,1,2,3 y p 6-lm,rn+ 1] conn€/V-{0}.

En todos estos resultados se obtienen fórmulas asintóticas para z, z1l ,2(2) .

Ahora, se presenta el teorema tipo Levinson.

Teorema L.7.L Dada la ecuación (1.2). Si se supone que

l. Re)1 ) Re.\2 ¡ Rs), > Re)a, T: \z- \t, 1t: )¡-lr, ?s: )¿ -)r,
1a = )a- \2, ^ls = )t- Á2, ?e = )¿- \3, donde )¡, i:7,2,3,4 son las
raíces características d,e la ecuación (1.1).

2. r¡ e LP, j =0,7,2,3

Enlonces la ecuaci,ón (1.2) tlene un sisterna fundamental de soluci,ones g;, i =
'1.,2,3,4, tales que satisJacen (6) y más aún se tiene que

j-1)(¿): 
[]/-t + o1t¡1rr'rr-,.1, para cad.a i : t,2,3,4 y 7 < j <4.

Demostración. Se sabe que L*(f) + 0 cuando ¿ -+ oo, si I e L|, donde ,C¿

son los operadores del teorema 1.4.1 para k : 7,2. Luego se satisfacen las hipótesis
del teo¡ema 1.4.1, entonces existe un sistema fundamental de soluciones g¡, i :
1, 2, 3,4 que satisfacen la ecuación (6). Además se tiene que

v¡t¡ -- u*p 
ltTlr + zr(s)lds para i = 7,2'3,4,

con zi satisfaciendo la ecuación (1.4), con

\(s, z(s))d,s.0t-"rr)0,-tt)(tz-t,)
?rz- y)el(t-d + (11 - 1)¿tz1-nrL

zt1) = 
J,"
f!

22ft'1 : I
Jto

(1i + %)e1slt '3) - (7, a -¡.)ezr(t-")r

ffilrz(s'z(s))ds
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- -(.\fr3(t) + )!r2(t) + ),?'1(r) + r"0(¿))

: -(3)f13(t) + 2);rr(t) + 11(t))

- - (3.\113 (f) + rz(f))

(L-
s))ds

ds
^l.t

") 
.¡

-F"t"

q(¿) : -(3)i13(l) + "r(4)
: - (12.\i + 3a3)

Cs = -4, Cs = -6, Ca: -4\¡,

r'1(s, z (s))ds.

(s, z (s))ds.

- %)e-'r"(t-

z(

;)),

(L-.

, (r,

z(s

;f
:¿-"

(?.

s

't_
- lz\
))

1(.s,,

%)e
:-^/t
e-'t5(t
:rJ(

f7¡

-l ¡
,)l
zl
)o,
r¡),
1s-

1']3 (
l

* 1e

1z-
t)e

-

5)

F
1r
6,
rs)^/s

')(

(r,

+,
1a

-1r

"tn
tr)

?h
s)

- ^t.t

,(¿ ¡

n
¿sl

,)(
,)_

o,

^12

r(

ft) e

r*

"ta(,dl1e
-tc(

- ^lt
(r,
,n) 

".+1
e-12

'/5 *

ñ.
-1¿
^i2 )

Y,r)e

1s

14

?i'
^t.t

(

1z

á
+

^li -
0'

1-'t¿

^/a )

t_
L(r

r;+

t(r
?6

"t

(r

l,*

,|t
Í,*
- lt

I

_ 
J,

["1

Í,

Í,

4(t) :

z\(t) =

Dondc

F¡(t, z(t)')

a(r)

ó (f)

/(f)
h(ü

r (¿)

(lu + ln

- ^/5)e16(L-s

: -fll:rrlrl + 
^?r2(t) 

+ )i11(¿) +ro(¿)) + (3.\¡r3(f) + 2^"r2(t)

+rr(¿))z¿(¿) + (3);r3(t) +rr(t))zn(')(t¡ +13(t;zi'?)1t¡ + 3r3(')zi(¿)zÍi)(r)

+(3)¿13(t) + rz(tfizl4 $) + r[rf')ir¡1' + (12.\i + 3aizt(üzlt) (t)

+(o.tf') + 3\¡a3 + a2)zl(t) + tz¡(t)zl\ (t) + h(t)z:(t) + 62?A)zlt) (t)

+4^rzl(t) + z:(ü)

para cacia i - 7,2.3,4.
usanrlo la^s hipótesis (r) y (z) sc satisfacen las condiciones dcl corolario 1.3.3 y

del lerna 1.6.1 para la ccuación (1.4) con p = 1,

: -r3(f); p(¿) : -3r"3(f);
: -r3 (t), Ct - -3, Cz

C3 = - (6)Í'z) * 3)¡a3 -l a2),

entonces existc z¿ tolqr" rr,rj'), ,l') n o cuando t -+ oo para cada i :
además z; E -L1 lucgo

rt

.1,"r^tr,rt - k+o(1) Para i:7'2,3,4'

Ahora si se escoge zr de manera clue ¿/"0 "(")a' = 1 + o(1) cle donde

C7: -7

7,2.3,4 y

+ (ru
- zs)

u¿(¿) : [1 +o(l)]e]',(¿-h) para i:1,2,3,4
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además como

si')(¿) : Ui+zi(¿)lsi(¿)

! z¿ 1 0 cuando f -) co, cntonces zi = o(1); se tiere

sj')(t) = [),+o(1)]ui(r) = [)¡ + o(l)]lr + o(1)le)i(¿-¿")

al') O) : [.\i + o(1)]e)r(¿-h)

para cada i:1,,2,3,4.
Ahora usando el hecho que z[1),zo -+ 0 cuando r -+ m se tiene que

o!2t 1t1 = [)f + o1r¡1rr'«t-'ol

uÍ')(r) : [)f + o1t;¡¿r'tt-tol

para i = 7,2,3,4.
Por Io tanto

y(i-1)(f) = [)f-' + o1r;1¿r,1,-¿o) para cada z= t,2,J,4 y 1<j<4

Ahora véase un resultado tipo Hartman-Wintner para la ecuación (1.2)

Teorema L.7.2 Dada la ecuación (1 2). S'i se supone que

-f. Re)1 > Re.\2 > Re.l3 ) Re)a, 'h: Az- \t, ''tz: )a-lr,.¡,s = )¿ - )r,
't¿: \s- Át, 1s: )¿- \z' 7e = )¿ - \, donde ),¡, i' = 1,2,3,4 son las
raíces características de la ecuaciótu (1.1).

2. r¡ e U, j =0,1,2,3 u p el1,2l

Entonces la ecuaciín (1.2) tiene un sistema Jundamental de soluci,ones y¡, i :
7,2,3,4, tales que sotist'acen (6) y mds oún se tiene que

s(i -t) U) -[)i-, + o1r¡¡¿r,t, - to) erp(- fJ (,r* - .i,;-, /' r1.r,, a1"¡¡ar¡,
t€ N(i) J to

donde i: 1,2,3,4 N(i) : {t,2,3,t} - {t} y

P()¡, l?(s))ds) : )lr¡(t) + )?rz?) + )irr(f) + ro(¿)

para i = 1,,2.,3,4.

Demostración. Se sabe que la ecuación (1.2) tiene soluciones de la forma (3), donde
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cada z; satisface 1a ecuación (1.4) para i:1,2,3,4. Además note que se satisfacen

Ias hipótesis del corolario 1.2.1 y del lema 1.6.1 para Ia ecuación (i.a) con p e]1,2]

¿,0 : 4)l +3\?az+2)¡a2lat
b, : 6)?+34,r);, bz:4)¡*as

a(t) : -()fr3(t) +.\frr(t) + )¿r1(l) + 16(f))

b(t) = -Q),1r3(¿) +2.\irr(¿) +rr(¿))

.f (0 : -(¡.1¿rz(t) + r2(t))

ñ(r) : -r3(r). p(f) : -3r3(¿); q(f) : -(3)¿r3(t) + rr(0)
r(t) - -rr1¿;, Ct = -3, C2 = -(12)¡ r 3a3)

C3 : -(6.\? -F 3)ia: * az), C¿: -4, G = -6, Ce : *4\¡, Cz : *1

para cada 'i - 7,2,3,4, enlonces existe z; tal que z;,zj'), ,-l') -+ 0 cuando I -+ oo,

acle-ás r¿,zjt), z[2) e Lnlt¡, <nl puclienciosc escribir z¡,2j1), rj') .o-o

zi(t) = lt(t) +,i,i(t)

"Íj) O) : ej;r p; + .l|j)(r) j : 1,2.

0;lt) - / o,rr. s)Pt \,. nt,/s.

a,r ¡r1 = [ ltt.strtt,.Rt,]s.J¡ dt

a,'\¡r, : [* I!,r,r.s)P(),, n),/s.Ju dt'

con gi,O!'), 012) e Lplts, c.l y ,!,0, úlo) 4;12) e t'fto, rx.,l y .si la función dc Green para

cada z¡, ¿ : 1,2,3,4, cs decir,

91(i, s) :
, t(s

, l)s

I

I

, f )s

, ú(s(lt - 1s)e-l'(-")

0t-t)6r-tt)(tz-tt)

rtz(t, s)

(rr - rn)(r, + 14)(?1 + 7s)

donde
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h(t, s) I

I

blz - tu)etu(t-')
0u+ti?,+ta)(tz-tt)

1,1, - ¡11.i, - .rr)(), - )r)

, ¿>s

, t(s

P()r, l?)ds + o(t) + kr.

Lrrego sc ti
rt ll
/ z,lstds : I 0t("1a" - C,+o1l).
J'r, J'o

Proccdicndo co1'no cn la demostración del teorema (1.5 1) se tiene que

['g,,uo" - ['¡'tr-"rr.,,, ,,. ]L--",.).),i-.r -L 
-/2 - )r rr"rr-,rl ¡1A,, /?1rl,

./,^ ""'" J," L .,( 'lz( r¡( 'l

-t r'-- --= =- I P()r, R)/s
(I" - ,\r)(l:r - )r)[),r - ,\,] Ji,

con ( - (?3 - lz)(^tz- rr)(rys - ?r). Luego

r' -l 
- , [' ro,. R)ds + a(t).

l,""tt"t .,,, ,,r),\- 
^r)r\1 -^rr./,n

análogamente sc tiene

.['"',¡'1u' 
:

Ademas

l'""¡40' 
:

y también

l'"u^1,¡0" -

1

-1 P()3, R)ds + o(1) +A:,
()1 - )3)()' - )3)()4 - )3)

-1

t>

t<
{

ene

(^¡: - 15)¿-rc(t-s) i (16 - 1)¿-'t"(t ") + (ts - 76)e-r:(r-s)
(ru - rs)(r, - z,r)(ro - r:)

()1 - )4)(.\' - )4)(.\3 - .\4)
P()a, R)ds + o(1) + e:.

(12 + %)e-1^(t-, - 6e * "f )e tlt-"¡
nc+f¡)(1:-ro)(r,-ro)
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Por lo ¡anto

[",1'1d' = - ||
'J to *€A'(i)

con lú(í) : {1,2,3,4} - {z}, para cada z : 1,2,3,4.

Por 1o tanto

yr(¿) - 11 + o(1)le)'(¿-¿o)¿¿p(- fl
*€N(i)

rtondc i : 1, 2, 3,4 con N(r) = {1,2,3,4} - {¿} v por otro lado

sÍ')(l) : l^t+ zí(t)lvt(t)

yj')(¿) : lÁl +»;2,(t) + z?(t) + zl1)lai(t)

a:') (il - ll + »lz1(t)+ 3)r2,'?(¿) + z!(t) +s.inrj')1t¡

+z,1t¡rl') 1t1 + z!') ¡t¡ + 2z¿(t))y¡(t)

adentás se i,ienc que ,o, r(;') , "l') 
: o(1), de donde

vÍ')(0 = l¡i+o(1)lvi(¿) - [)¿+o(l)](,
a!') ft) : [)f + o(t)]y¡(r) : l.r? + o(t)l{
yj')(¿) = [)f + o(r)]y¡(i) : f.rf +o(t)l{,

(lo - )n)-' ['"nq»n,a¡"1ar+4+ 
o(r)

()o - )r)' l'"r¡s,, n¡4¡ar1,

()* - ),)-' l',"r^,, 
*{r11orr.€ : €),(¿ '.)e¿p(- II

*€N(,

Por Io tanto

,t(t-1)1t¡ :l)j-1 + o(1)le),(¿'to)exp(-_.{r,^* - 
^,)-' Í:P()¡, 

re(s))ds),

con N(i) :7,2,3,4 y P(.\r, n(¿)) : )lr¡(¿) + )lrr(t) + )¡r1(f) + r¡(t).
Sc pueclc gcneralizar la idca ant'crior para pcrturbacioncs en 1/,p ) 1'

Teorema !.7.3 Datl,a la ecuaci'ón (1 2) Si se slrpone que

l. R.e)r > Re)z > Rc): > Re)a, ^h: )z )t, 1z: ):-)r, 1¡: )'r - )r,

1¿ = )a- )2, 1¡= )¿- )2, ^la: )¿ - )s, donde )¡, i:7,2,3'4 son Las

raíccs características de la ecuación (1-1).
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2. ri € Le, j:0,1 ,,2,3 yp €)m,m't7) con m € nV- {1}

Entonces la ecu,ación (1.2) tiene un sistema fundamental de solttciones y¡, i =
7,2,3,4, tales rlue sati,sJacen (6) y en parii'cular se tiene que

¡l
oli-1) ¡q : l)i-1 + o(1)lc\'(r 'o1"rr'( J,orp-,;(s)ds), 

i,i - 7,2,3,4

c0n

'p^,¡(t) = Io,,'(¿)
¿=1

donde

_t
g¡(t, s)o2ds

s¡(t, s)qds

g¡(t, s)o¡ds

lt,i(t) : - l* s"{r,4o,a,

02,i(t) =

%,i(t) =

oL,i(t) =

donde

o1 : [3)fr3(s) +)]rz(s) +]¿r1(s) +r¡(s)l

¿, - [3)fr3(s) ¡ 2)¡r2(s) + 11(s)]d1,¿ + [3)¡r3(s) +,,(,)]BÍl] +rr(s)áÍ'?J + 3ta{']1'?

+C2a \,t01f; + c se?,, + qe,,¡g\2)

a3 = [3)]13(s) +2)i12(s) + ¡(s))02,¿+ 13)¡13(s) + tr(r)lál',] + 13(s)Oi'?,)

2

+3r3 (s)ú1,idl1l + 13.\¡r3 (s) + r2(s))01,n+ 3 t ál']dá!É,r + 112.\i + 3o.l
¡=1

222

leo,ue[!n,n+ [6^? + 3)¿a: * ¿z] Llr,nlr-u,, + 4»0¡r0f)ui+ 601,i0\1)

+4^í01,t

o¿ : l3)lr3(s) + 2)¿r2(s) + 11(s)lÚ¿ 1,¡ + l3)¡r3(s) + 
'r(s)lái|,,0 

+ 
'.(s)df1),,n
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l-2 t-2
+3r3(s) » dÉ,iáÍlf,¡ + [3)¿,,(s) + r2(s))10f;,,0,_r_r,n

*r3(s) »
i+m+n=l*r

l-1

&=1
l-1

o¡,;o^,io4r+ a ! a[']a,t)*,' + [12.\, + B¿a]

't=1
l-1 ¿-1

Dlo,ne[!n,,+ [6)? + z)¡a3 + a2]10n,,0,-*,n + 4D0un0?r,,

+o
,t= I *=l

| 0¡¡.0,.,;el,)+»; » 0¡,¡0^,;0n,;+ » 0¡,;0^,i0n,;0q,;
j+m+í-L j+ñ+n+q=t

Demostración. Se sabe que la ecuación (1.2) tiene soluciones de la forma (3),
donde cada zi satisface la ecuación (1.4) para i - 7,2,8,4, note que se satisfacen las
hipótesis del corolario 1, lema (1.6.1) y del teorema (1.4.1) para la ecuación (L.4)
conp€]m,m+1]

¿o = 4)l+3\?as+2\¡az*at
b, : ü? * 3a3)¿, bz : 4\¡ * at

¿(¿) = -():r3(t) + )lr2(t)+.\irl(¿) + r0(¿))

b(t) : -(U!rs(t) + 2^ir2(t) + rt(t))
/(f) = -(3.\¡r3(ú) +12(f))
h(t) : -,r1¡¡. p(t) - -3ry(t); q(t) = -(B^fi(t) + r2(t))
r(t) = -rt1¿¡, Ct: -3, C2: -(t2^i + }ax)
q = -6^?*3\¡a3*a2), C,t:-4, G:-6, Ce=-4\¡, Cz:-7.

Entonces por lema (1.6.1) exisie z; tal que zi,zlr), zQ\ -r 0 cuando ü -+ oo i:
1,2,3,4. Ahora como ,r,r!'), ,(') son acotadas, entonces ,r, zl')., r!') e Ult¡,,x],
Vt, > p.Luego por la obsenación que sigue el lema (1.6.1) es posible escribir z¡
como

donde

z¡(t) = g^,¡(t)+(¡^¡,¡(t)

v^.r : lr.¡;1t¡,
l=l

v

0r,;(t) : - l'"s,{r,s¡{l.lfr,1s¡ 
+)fr,(s) *)¡r1(s) +rs(s)l}as
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02,¡(t.) : - l,',t,tt,4{Pxfr3(s) 
+2),r,(s) +11(s)lá1,¡+ [3);13(s) +r:(s)]álr]

+r¡(s)01':] + 3lrlll'? + 112)i + 3o3lgr,10l1,)+

16)] + 3)¡a3 + rt2)01,, ++e,,,0f,,)rls
¡l

a,,\tt : -.f ,,,t,tt.tl\lz 
tf,.3(s) + 2.\;12(s) +11(s)lá2,1 + [3)113(s) + rr(s)]0j1,)

+r3 (s)di'?] + 3r3 (s)Pr,i0|] + [3)113(s) + rz(s)]01,,
22

+: ! af']ol!0, + 112,\' + :u,1 ! a¡,,41!*,,
k=l li= I

f a, a, r ¿ i a, Bl.'', , 6,;1 .a,1.. 4^,t),,,;': .\d,LIU ; + J \Lor + J2 L, .. .. z_ .- .-,.. ,- ,- )
,h= I fr=l

tt ,
dt ,tt. - | 1,,'.",\ 13.\:,r1"¡ 2) r2t¡¡ , r..stld¡-¡, [3.\,,3ror ,¡r,.rla,rl,,,

Jto \

I-2 L-2

+'3(s)0f1\; -r-3r3(,s) ! á¡,¡dl|.,, + l¡,t,..(,) + rr(s)l f a¡,u¡-^.,
l:= 1 l-:1

l-1 l-1

L7 L-I

5B

+r3(s) » 01.fi,n,i0n,i+a!al.']af|-,, + 112)'+sar¡!a*,af|u,,
j+ñ+ñ=L-l ,t= 1 a=1

t=l t=l j+m+n=L L

+4^i t a¡,ig,n,il,.it t 0t,0^,i0,,,0q,,\. 4<11m.
j +1¡t+¡r=L-l J+,n+n rq=l 1

Con á¿,; € LP/I,1.:1,2,.,m.y fi,,+r,i E 11, crrtonces

f' tt
I z 'rl» - / ,,,. "',/" -.',.,,t). ,1.2.3.1.

.t., J,o

AsÍ

y,(¿) : 11 + o(1)]el'(r-l"rerpi /'p-,rr1d,1 parar : 1.2.3,4.

Como

+16): + 3)i{¿3 + a2l Iú¡,¡d¿-¡,1 + +f e¡tej])u,, + O » e¡.,e,",,r;),),

u:'',(t) : l),+4(¿)ly,(¿)
y:') O : [)] + 2),;,(t) + 'f1r; +,j')1r;1y,1t;
yj')(¿) : [)i +3):2,(¿) +a),:f(r) + zf(r)

+3.\,zlt ) (¿) + z, (r) ;f l) (r) + rj') 1i¡ + 2 2,(t)ly 1(t)
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,,^-(r)r2r 

-

r .i\ ¿t ' 
1 ¿i , : o(1), entonces

u!') Q) == [), + o(1)]€r,(¿-¿¡ ) e*p( f 
" 
e^,¡(s)d.s)

a!') Q) - [.t¡2 + ,1r¡1rr,r,-a ) exp( f' e^,¿(s)ds)

v{') (t) : [Al + o¡t11"t,t -,") 
"*p(I' p^,r(")¿r).

: ¡lÚ-u + o(1)Jer,(¿-,0)exp {f^' ,^,,G)ar) para i = 
.t.,2,s,4.

Por lo tanto

s9-') (t)

I



Capítulo 2

Ejemplos de aplicación

En 1os ejemplos se usará el siguiente lema.

Lema 2.0.1 Dad,os e > 0 y una Juncáón / : [t6, ool-+ IR, localmente integrable; si
ad,emás eri,ste ó(e ) > 0 tal que se sati.sface

lt*e/ l/(s)lds < á(r), V¿ > ¿0.
J,.

Entonces se cumple que

tt
I e-att-s)lfb)lds < á(e)(1 _ r-")-,, v¿ > ro

Jh

[*."v-o1¡1s¡1as < á(e)(1 - e-.o).1, vr >¿0
Ja

Demostración, El intervalo [t¡, t] puede ser particionado en subintervalos de lon-
gitud e > 0, luego

l'""-^,-n1¡¡"¡10' = Í: " 
o(¿-s)l/(s)lds + 

lh*"" "-"ruo1¡qr¡1a,
fto-3¿ rt

* 
l,o*r, "-",'-"rl/(s)lds+...* J ,o*,,"-",'-")l/(s) 

t¿s

- .¿o+E fk.+2é: u*1, J,. e'"lJ(s)lds + / *. e"'l/(s)lds

rlo ¡ 3E ¡to+n
+ 

J,"*r, 
e"'lf b)lds + ...* 

l.*,,_,,. ""'i./{r)ld,
ft ',t

- /"** c""l/(s)ldsl.



bI

Integrando por partcs se tiene

| """ fts) ds : e"" I flr),dr 
' 

- I oc"s I tl(r) ¿rds
J," J,o J/o J,o J'a

= eo(¿0+6) ['o*' ¡¡¡ryur',- f'o*' ['o*'e^"lf(r)lad,srJr.lu .lto J,

: , ^,/0..r ['o-' ,¡¡r1¡, - (eo,io,rr - "^,, ['"" ¡tr),r1,
J," Jto

- ,"' ['" ! ¡r) ,1r < ó(c),"' ( á(61eo(ro-'r I ó(e)¿olio-rt
J,o

entonces

['"'' I"'rl' ! ó(e ¡eo{ro*rr'
J¡

Análogarnente sc tiene que

Por otro lado

l'"*^'e"" fG) a"

v

/r""1/(s)lds <

Por ot¡o lado

e"" l/(s) ds I ó(e)e"(to+:l

e"" .f(s)1ds I á(e)e"(to+n)

:

e"" l/ (s)lds < á(e)e"(¿o+").

- -o(fo+l) .. -d(t-t)

rt rl,'I .¡qr)l,t r<r'' I l/(r) ,1;
J to+n€ J ¿o+nE

,"rl)+(D+L)E

,' I lf U\ dr < 6(e te"t '

to+2<t

"a(Lo+2)
e"(¿o+3)

á(s) 
[e"¿ 

+ ea(¿o+l) + 
"a(ta+2) 

¡. -. a.a(io+")l

ea(L-2)

ea(L-3) etc.

y arlemás
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Ahora sc etige f de modo que t ) to I 2n''con rL e ¡ú =+ eo(¿o+r) < eo(t-'L) '

Luego

¡t¡
/ ¿orlf(s)lds I ó(e) le"¿ + ed(h-1) ¡ ealto'2)+ ' ' + ea(h-(¿-l)) .',r- 

'o(t-nl]
Jr. L

< ó(e)fe"{t-r)
i=0

De donde
|'tn@

f e"'l/(s)lds < ó(e)!e"{t-r) < 61'¡!ta(t-;)
I t" i=o ,=o

y entonces
oo

e-.(¿-41/(s)lds < ó(e)!e-"i-
i=0

Pero

- 
1 

=(1 - e-o\-l5-("-")2..2' (1 - e-c¡
i=0

v
¡t
/' ,-ott-,i 1¡ (s) lds I á(e)(r - "-")-'.lr"

Análogamente se Prueba que

/- e"('-")l/(")lds < á(e)e"'ie-o(¿+i) - 6(e) ie-"c
J ' i=o i=o

Por 1o tanto

/- r"('-')lJ(r)lds I 6(e)(r - t-o¡-1 Vr ) ro'

Jt

Como resultado se tiene el siguiente corolado'

Corolario 2.O.! Sean a,ts ) 0, p>L' Eñtonces

ft 
"-o1,- 

,) ,ln rr¿r, /- .otr-') sin seds -+ 0, cuando t -+ a
.r,o" Ju

Ahora en cI siguiente ejemplo se verá la utilidad de1 teorema (1'2'1)'

tr



2.1 \jemplo 1 o.,

2.1 Ejemplo 1

Considere la ecuación diferencia.l escala¡

ln* "in{t\at 
: 

lo sin(t\at+ l, sin1t2¡at

* l/-.;,t'atl . -

u$) - 5r{z) + Jsin (f2) + 4ly : g

Sea /(t) : sin (f2), clara¡nente J 74 0 cua.ndo f -+ co- Por otro lado

r' ^ f" sin ¡ir f" I
Jn 

sin(r')dt : Jo ñ,0* 3 .lo ;,,,0,u:,
* l/',r, (t\atl< a

Por otro lado

[* ,¡n€)¿t- r;- / *sin(¿'?)z¿a¡,
.1, s-rd. J€ zL

integrando por partes se ticne

foo ^ ¡cost2t"r I Iócos¿2I sin(t2\dL = Iim {-"^-'ll =/ 
---dL

I - 
'oo \ 2t J./ 2J,

cos s2
v lorno lim """- - 0. cntonccs sc riene- s+co s

lf ry"l < l,*t!\Ít')'</-1"'-

Por lo tanto | 1o-.i"t'atl < m. Luego / es condicionalmente integrable' Se puede

probar que i'l UlO,a),'Vp ) 1, acotando inferiormente por una serie divergente'

Se observa eue /(t) g ¿1[0,co], entonces no se puede usar los teoremas 1'5'1, 1'7'1

y 1.7.2, ta.mpoco se puede usa¡ el teorema de Eastha¡n. Sin embargo se satisfacen

las condiciones del teorema 2, con .\1 :2,\z:1,,\3 : -1, ¡n = -z,r(t) : r{t):
r3(ú) : 0; r0(¿) : sint] y por el corolario del lema anterior se tiene que G(rs) -+ 0

cuando Í -+ co Entonces se tiene un sistema fundamental de soluciones

r¡(¿) : [1 + o(1)]e"erp( - * /'Ut,,,' - (ri(r))' + 1ez?(s) + 8zi(.,) + zf (s)las)
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*, -,*rn-'-(lÍJ 'i(s)+zj(s)las)

ys(¿) : [1 + o(1)]e '*r(-;r['l,,o r'- (.](,))'+ .l{,) - az!(s) +,,'(,)ld,)

y.t(t) - lt + o(t¡)e-2te.,p(* f'f.t" 
r'- i,n'{s))'+ 1ez;(s) - 8zl(s) + zf(s)lds)

Pero couro 
| ,f.-.irir';arl < oo, entonces

yt(t) - lt + o(t)le"erp(- i /'t-,.1,,,)'? 
+ ls¿?(s) + 8zi(§) + zf(s)las)

uz(t) : lt + o(t))etete(l l,'?f"i¡»' + zl(l + az|(s) + zi$\as)

ye(¿) : [r + o(l)]e-¿erp(- l/'f-frl,r,,'+ ;.,'1s; - 42Í(s) + z1(s)las)

y t(t) : Ll + o(1))e-2t e.ap( i /' t-,,;, r,.¡ 
2 + ts zll s1- szf (s) + zi (s)lrJs)

clonde

,, (¿), ,Í') (¿)

,,1t1, zl') 1t1 , zl') 1t¡

,r(t), z\') ¡t)

tr

EI siguicnte ejemplo mucstra una función / ,para un p dado,con;p ) 1; tal que

/ -+ 0 cuanclo ¿ -) co, / ( I? Y con,f (') e ¿'

2.2 trjemplo 2
Considere la ccuaciórl difercncial cscalar

,(a) ¡2yo) +13e(') - r¿E(') + [r,r,^É; +a +zr]u:0, p > 1, \=3P.

Hagamos

/(¿) = ¡7,+d(¿)+2, re{r,ml

o( 
lo' "-o«-": 

sin(.s'?)lds)

o( l,' "-,l«.ai"in(s'?)lds 
+ ,[- ero o1si,,1s';1as)

o(1,* 
"ua-':¡"in(6') 

ds), co, 0 < P <112.



2.2 Ejemplo 2

claramente 6e tiene que / -+ 0 cuando "f -+ -.Por oiro lado para un p dado con

p>1,yVú)lsetiene

f/tl-t)<1 + 0"'-l-.- t tpltq+ L)

y como

bin(¿)l _ n
t_ :_ ,1zrlrD6n(r) +zl,

Iuego

sin(¿) .( '1 \o
t - \¿rl(p_,)lsjn(¿) +21l

Por lo tanto f / ült,+al Vp > 1 En lo que sigue se ve que ,f(1) e ¿'ll, +m[ En

efecto

Por otro Iado

Entonces se tiene que

r coslf) / 7 \/ 1 \'la(r,/¡\ .- _ - I --------------_--i-i- -.r, I 

- 

ll 

- 

IJ \'/ - '/L¿1l(p*r)[sin(ú)-.r2]2 ' \p+ 1/ \¿rl(p+r) r'[sin(t) +2]/J

f- lsin(t) + 2l ,, I
Sc sabe Que / ffidt< oo, ya Que --1; * 1 ) 1

Por lo tanto

/- *___-]_=__l . ""lJ, ¿ll(p. sin(r)-2t+ I )+r 
I sin(t.¡ +Zl l-*

lcos(¿)l - 1

¿vGl,i¡hGGtTz¡z > ¡76+1)+Ihi(r) +a,

1 l,* s*-,*fi67adtl < co * l/- tr#ff#r. a,arl 
< m,

es decir se ha mostrado que /(1) € ¿1[1, +co[y i * ü11.,+@l Vp > 1 ;sin embargo

se satisfacen las condiciones del teorema 3, con )1 = 3,)z: 1,.\3 = -2,,\n =
-4. rr(t) : ¡r1¡¡ = rs(r) : 0; r¡(l) , entonces se tiene un

sistema fundamental de soluciones



+122i(s) * ,Íf'l]d,)

az(t) : [1 + o(7)let-1eq(*1' t¡r¡r¡.lfuf-Á + elGD' + 2sz](s)

++zl(s) + z$@)as)

uaft) : [t +o1t¡1e-rr'-rr *o(- * "[,' f,*-É,.*z]+ (231(s)), +2521(s)

-sz!(s) + zjls¡]as)

at(t) = [1 + o1r¡1¿-«'-rr *r(* l, t¡-dG,*zi + (z](s)), + sszli)

-r6z3ng) * rltrlldl,

donde

zr¡t¡, z\') ¡t1

22ft),41) ft), z[1\(t)

zn¡\,zt)e)

Sean

o(/'ffiffia,)
o1f,',,ffirya'*1,*Hd,)
o(1,* -#I!-,-a'), con o<B<1

fL e-a(-s)n
J,7^*id'
f* ea«-")n .

J, ;rG+r) d's

4(r) + A2(t)

Integrando por partes, se tiene

A.(t\ = ne.Él-e),t ¡t "-o?-nBr,rt 'i),- O6* J, ;6:;iTid'
.4, (t\ = ---!- -7e-au-t) -+ Il IL -e-Ftt-")Btt/v-t) p n p@Jl|J,¡;»rt*,tdt

del mismo modo

A,(t): il^-ffif,*ffir*,

At(t)

Az(t)

A"(t\
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finalmente

¡ /,\ 2r¡ n ft e-P«-s) q l* ¿B(t- s)
á3(¿) : pú6fn + pb+ D J, trr*rvo*» - g@+l J, sbt2y@üds'

Por otro lado
,1

lsin(s) *21 >1 + ¡:;r:=' (1
I sin(s) + 2l -

entonces

ft c-Plt-s)n ft e-B(t s)

/, srrtrullsinls¡ az¡ot u' J, slll+ids'

También

f _ 4,-"¡n 16 el(t-r)
J, "ri,"Dhr,ólZo' 

3, J, ¡¡¡,¡¡4"
entonces se tiene que

l,' "?{,)0,, l,'?:,,{")1,0" 
: o( 

Í,' #r*)
l,'"?G)a, = o(1,#r")

l,',i@a, = o(1,¡*L,,*)

Luego con la técnica de este trabajo,se tienen formula.s asintóticas para las soluciones
de la ecuación dada.
En lo que sigue se verá la ventaja de la técnica escalar, con respecto a sistemas,
específicamente comparando con el teorema de Eastham.

Sea la ecuación diferencial

y(n)+ [o¡ + r3(t)]st3) +la2+ r2(üly(2) +[¿1 +11(¿)]u(1)+[a¡+ro(t)]s:¡

considerando

y(1) = u(1)

(si 
(1))(1) = s(2)

(a@)(2\ : aQ\

(s(3))(1) = -[¿3 + 13(f)]s(3) - [a, + rr(t)lalq - [o1 +r,p¡1g(t) -l¿o+ro(¿)]s.
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Escribienclo matricialmentc

y(1):lA+B(¿)ly

donrle Y = ly U(1) U('?) y(3)]r,

[o I o ol [o o o ol
, lo o I nl lo o o ol
'1:l ; ; o ; I 'B('):l ó o o o 

I

L -ro -n. -o2 -o3 I L -ro -rr -r2 -rt )

Los valorcs propios dc la maN¡i2,4, son 1as raíccs del polinomio característico dc

1a ecuación (1), esto pcrmite diagonalizar la matriz A, ya quc todas las tuí"tt 'o"
distintas. Sca 7 la matriz dada Por

f r r 11.l

':lliililill
L^l ^l 

): )1.1

con

lT = (), - )¡)(), - ):)(),- ),)(): -)r)()r - )1)(), - )1)'

Sca

\t :TX + ?X(1) : Y(1) : I,4 + B(¿)]Y

T x(1) = lA + B(t))T x .

Luego sc tienc el nuevo sistema

r,(1) : [?-1A? + ,t-t B(t)r)x

con

all = (),)3)i +.\r)3)4 + )r.\3.\:) - ()r)3)4 +,\i)3), + ):)3);)

a2, = ()1.\l)a +.\1)i)1 +.\?)3)i) - ()1)3X + X,\i.\4 + )?)3)?)

f a¡ o,, or¡ or'r I

' ' : ll'"""""::::: ::: l' dondc

I oq ott fla3 0la I
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03r

o'11

atz

422

azz

442

o,13

423

d33

o,43

474

d2,t

0,34

r]41

(.\i);)l +.\?)r.\4 + )?),)?) - (.li)3)¿ + ),¡3)? +.\?.\,)l)
()?.\3): +.\1)3.\; +.\?),)3) - ()1);)3 + X)8.\s + )i),)3)
)3)?(.\3 .\4) + );)?()4 - rr) + );X().¿ - )3)

.\3X()4 - )3) + x)?()1 - )4)+ x)3()3 - )l)
tr;(), - )1) + )?)?()4 - )l) + X¡;(.\, - .\1)

);x()3 -.\,) + x)3(.\1 - ,\3) + x)3()1 - )')
)3)4(X -,\3) + )r,\¿(X - .rl) + )z):()l - )3)

)3)4(X - X) + )1)4()? - .\l) + ),.\.(.\l -.\l)
)r,\,(X - )!) + )1),'()f - )1) + )1)r(,U - X)

^2\03-.\3) 
+ '\,)3(.\3 - '\?)+ )1)'(x - );)

.\3,\4()3 - )4) + )r)4()4 -,\:) + )z)s()z -.\s)
)3)4()4 -.\3) + )1)a()1 - )4) + )r)3()3 -.\1)
)r)4(.\2 - )¿) + )r).r(.\a - .\1) +.\r)2()r - )2)

)r.\3(.\3 - )z) l.\r)¡()r - )3) + )1)2(), - )r)

^ T 1.,-¡\¿ : ¿ f1l

.\r 0

0)z
00
00

r-1q(t)T : (r¿i(t)) :n(t),

00
00
):0
0)¿

Además

donde

'1J \Ú l , \ < i,i < 4

usanrl0 el tcoremá de Eastham se tiene ün sistema fundamcntal dc soluciones de Ia

forma

X¿(l) - le¡ + o(1)le'rp( / p,(s)ds) i -- 7'2'3'4

r1oncle los ¡r,;(s) son los valores propios cle I¿ matriz Q+R(l),que para nucstro ejcmplo

vienc darla por

3 - 30r¡(ú) -3016(t) -30r"0(¿) -30r¡(t)
1Or¡(t) 1 + 70ro(0 70r¡(t) 70r6(t)

-70r¡(t) -7Ara(t) -2 - 70r¡(t) -7016(i)
30r¡(t) 3010(¿) 30r6(t) -4 + 30,"0(¿)

-o¿[r¡(t) +)j¿1(¿) + \]rr(t) +)r13(¿)l

0+¿(ú) :



Con polinornio caractcristico

l'()1 : ¡{ 2^3 - 13113-280r¡(r)l +.\[38-5s0r¡(t)] -124+420ra(t)l'

cntonccs el sistema original ti.ene un sistema fundamental de soluciones de la forma

Yt(t) : 11 + o(t))ern¡ l', ¡r;(s)ds) ¿ = 1,2,3, 4

Notósc que a pes¿lr que en e} ejcmplo r1(t) = r2(t) : ,r(t) ,0 encontrar los valorcs

propios ¡r.¿ de la mairiz 0 + n(¿), es deci¡ encontrar las raices dcl polinonrio P, es

muy complicado. Estc irecho ponc de manifiesto Ia verrtaja del método expucsto en

este trabaio.
El siguientc ejemplo, muestra una función /,que para un p <lado,con p ) 1,

l4L'y ¡(t)/Ll.

2.3 Ejemplo 3

Considcre la ecuación difercncial

,(a) a 169(a) t 35y(2) -p 50y(1) + 
[ tog(t)lcos(f) + 2l

+ zt)a :0, 'y > 0

donde

entonces sc ticne quc
.'--- .,

3log(/.1 - log(i, cosli J¿21

1

scuabequc ffi ePp,:ol p> 1, porlo tanto r0 É Ul2'cxl Vp ) 1, v se tienc

quc

,ll,sin(t)lra' = -r l{;gOpicos(¿) +2i - logrrl["oli )r 2]rl

y colllo

l l- aofr»"I '-

"o(0 
:

log(f)lcos(t) + 2l

1 l,-

entonces se tiene qtte

I (los(r))'l cos(¿) + 2l l'-'
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Por otro lado

lsin(t)l . lsin(¿)l
elos(4 = loc(¿mosGFzP

pero /(r) : ffi$ I Lpl2,u:l vp > 1, de aooa" /- iqrlffiEpdi diverge.

Por lo tanto ,[') 4. t'¡2,*¡; Iuego no puede usarse e] resultado de Eastham, tampoco
los teoremas de Levinson, Hartman-Witne¡. Sin embargo se satisfacen las condiciones

del teo¡ema 3 con )1 : -7,^2: -2,\: -3,Aa: -4, r+1(¿): r2(t):r3(t):
O, .- --.=f 

-. 

entonces se tiene un sistema fundamental de soluciones' log(f)[cos(f) + 2] '

ar(t) -- [r + oir¡1e-{r-zr¿ ,o( -\ [' I --=Z-_ - (ri(s))'+ 11zi(s)""\ 6 /, [log(s)[cos(¿) + 2j

-azl(s) +,f 1,¡la').

Ez$) : [1 + o1r¡1e-z{r-a *r(i Í, t]CG)dGF ,f - (4GD' - 2zl(s)

-szl(s)+ ,tAl]a').

ate) : [r +o1r¡]e-:rr-a ,,rG; l,' - (z](s))2 - z!(s)

-i2z!(s)*,3tr)]dl.

E¿(t) : [r + o1r¡1e-arr-a *r(l l,' - QIG))' +1121(s)

-162i(s)+ zfls¡]as),

donde

zr1t1,zl1)1t7: o(1,
log(s)l cos(s) + 2l

1e- Blt-")
,r)

;;;ffi;ed')log(s)l cos(s) + 2l
^¡¿§(L-s)

221q, z|)(t¡. z31t), zi1)1r¡ - o( l,' ffia" + l,* 6ffiffi#E
zol),zl')ft) : o(f,* i*ffi***q, con 0< p <1/2.

Otra situación interesante, se presenta, cuando para un p dado, con p > 1,

J I Ln ,pero existe un q > p tal que / e trq,el siguiente ejemplo aborda tal situación
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2.4 Ejemplo 4
Considere la ecuación diferencial

,y(a) -5rtz). [(:)t +a)u=o

.. /7\r/P
dondc r0(¿) : (-J , claramente rrr ( U12., +cxl., para un cierto p dado, con p ) 1

sin embargo existe q > p tal que ro e Lql2, +cr,l. Si p € [1, 2[, se tiene que q e [2, oo[;
entonces por teorema 1.7.2, existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

at(t) = [t + o(7)]e2(r-\ e*(- i L' (1) "'")
az(t) = [1 +ó(1)]e(¿-1)áp(á1' (i)'^*)
as(t) = [i + o(i)]e-(¿-l)e *(-l L' (])"'*)
a4ft\ = [r+o1r¡1e-zt,-rtr,r( ! [' f])"' '' \I211 \s/ dt)

Ahorasip e 12,oo[, q <]m,m+71, nz e (ff -{t}); entonces se tiene las fórmulas
dadas por el teo¡ema 1.7.3. Calculcmos estas fórmulas para un cierto p

( 
^ f f' 54"-'t"-t1) + 64e '4(ÉP) 12r-k-r4 . ,^ \ 2\3\J,Vu*au)

-24( [" -18e-31' 
'Y) - 76e-4(a- I]) + 2e-o' it) . ,- \

\Jz 6 

- 

P"'dP )
fr 54e' 3(1 - p) + 64e-4(" - p) + 2e-('-u) ..,rr,..\
z 6 

-P'-dll)

l)r,)

11/2 d,r

(s

l1

Or,r(s) + Oz,r

s-T) + ze-G-t

- "-(s-r).,--l

,r*rl 
J, I

-,) + !6e-q(--6

- 2e-aG-r)

6

o(1-))e2(t-

- 18e-3(s

3e-3(r-')

Sip=2
w(t) = [t +

e,,rlr) : / [

or,r(r) = 1 [

7qe-3("-p) * 16e-a("-¡) I 2"-?-t)
,'l'd*)'+19

*n¡f.," -78"-'('-ñ +rcrnk-u) +2"-¡-'¡ ,,,ror,
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q ! r' 
162 ea(' '') + zse e: nl" - » + 2 " 

o - a 
r' P.,l l) d'

sz(t) : Or,:(s) + Or,z(s

6

(
Í:[r + o(l)irt'-t)ezp(

donde

A",(r) =

Ahora

u:(¿)

donde

or,e (s) :

^ /\ -rcr2,3 \s, _

¡s , _g"-zrs-r) * n"-t("-r) 1_t ¡z s-
or.,(s) = J,l:---z-r' "'

^s-f
' I -!--rtlz¿,' l" 6

fs r4e-zls-i) - 3 -:lr-r)'
oz,z(s) = J," l* 

''" 'i"' 
lt,-'.-¡)ar 

+

/,oo ^(s-")I '.- ,t,,,¡14,
Js

t fr r -l6e'2? 
-p)+27e 

3\'-ñf 16 ^r-tt '- \2

3( / l----;-,t"t'du+ J, i'*o'¡
"', 'r, 

-g"-2\r-L') +ge-3(,-ú ,rtz¿r¡ Ír* 
-1' rrnOr)*12(/, --- 6- :

, ¡'',a,-rt"-rt 
-zl,-tt,-rt t,t,d,t,+ l,* #rr,,or)

r,t 
¡, -g"-zqr-ti *nr-rn-u, urt2dlt+ l,* 

-1-' ,r,r¡u7'
"\J, ----- u- 

.'"r' 
,, -U"-rn -u) + 9e-3(r' P) f@ -e"-P ' rn ' \

+41 I 
--- 

6 
-tt'/'d't"+ 

J, --u-u''-or)

, )i'-rzuro t) +g6e-3(r-ti_urtrdtr+ 
l, 

-{-u ,rtz¿r\.
lJ, -----u 

-
: [i + o(l)]e-(t-'') "rp( Í. (o,'.(') + o§(s))ds)

"¡ ,- rs- t) foo r-3e-3(s-') + 4e2('-') 1¡¡, s-
¡ 

e'- rti2dr+ | l-_,-A 
-)' 

-'

' 
l,' 

-)r:,;-"' o,."¡)"a", + ["* lyy+fyle,,,1'¡a'

con



Po¡ ú]timo

A''a(') = 

:,',{ ,fT"'o'* /* 
E!:\!eYu"'dp)'

-"([ +r'¡,oul -e"tr'-,t l¿e,G-p) .,^ ,
/ f, .*(r-,\ ----T--=.="=-Pt/2dp\

\ J, lu'"¿p+ [* 82 - Be2t -t.) . ,'
,-i ¡'":r,-,t l" 

^- 
-_--i.-.-.-....-.--t"/'dt').Ui-f ,'0,i" ¡* -'"*'!', *i.'-,,''1 o ''' l -==Ép,/rdt,\,

+<( 
/' 

e-t'.-'t 
ut",/,du; [* -s"rt,lut + 4.r(,-u, ')

, ¡*'"t"-i ^^!, -_--¡-.-...-.'------_u'/'au¡
( /* .!-' ,,,,r,. ¡:'_ze:_ú_;ri,,',irS

u4(t) -= 
[1 + o(t)]r-r«_,t, , t,

or,.(s) = ¡- o*"-,, * uir,!!:,t: 
".,'"1),),,oz"G))a),

donde

or,n(r) = _ 
/6 

Ber("-,) - 2é«-.r _ 
""_, Az,a(r)dr, conAz,o(r) =. ,( I* 

,rur,.-u, _ ,r:u"_,, _ 
",,_,,,, ,,,0,1r""\J" ----l..-------:---ur,r,U)

-z<( /* 
-g"'t"-,t * ,r-or,-,) n 

"G- 
r) .

¡ ¡;''í'*n-'' - r,"','7 
,,*'ou)\ J? _--¡--______.=.- 

1,,/,d,,\ *
'ts( 

/* 
--9"'?-ut + B"or,-u, * ur,-,, 

u,,r, 
jrr.,\J" ---¡--------:-:.--.p,/rd¿ )

+<( 
/* 

-g"to-ut * t",,,-r, * 
"n-r) ,,^' 

/,,

I i:' - u' ^'' *'*)ii,'',',,',,04,
€n 

-e]-siguiente ejemplo, se aprecia corno usar estim¿cjones previas, para u¡ caso
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2.5 Ejemplo 5

Considere la ecuación diferencial

,(r) - 5r(z) * [('"('] 
* 

') 't' + t)u : o

sea

r'(t): (sin(Q+1)r/e
sin(¿) + 1 sin(f) li r-f+lr, - ------:--: -I:-., 70\¿./ _ t ___l- 

t

de donde r¡ Q Lel7,cnl, para un p dado, con p 2 1 sin embargo, r¡ e trq[1, oo[ para

algún q > p. Si p e 11,2[, entonces q e [2, ool, luego puede usarse el teorema 1.7.2, es

decir, existe un sistema fundamental de soluciones de la ecuación diferencial dada,

de la forma

atft) = [i + o(1)]e2(¿-1)e *(- i/' lllfo {)'/'a,)

a,Q) = 17 + o(7)leo-1)erp(1 /' (slGl1])',/'d,

ae|) = lr +o1r¡]e-c-r)¿ *(-; Í,' f 
i'(') + 1)'/'a,).

u,t(t) = lr + o(r )le-2('-1) *r(i l, ("n('l 
* 

')"'r,).
Por otro lado si p e [2, co[, entonces q e]m, n'L * 1], para algún rn € (¡i/ - {1}),

Iuego. Se puede usar el teorema 1.7.3, es decir existe un sistema fundamental de

sohrciones de la forma

donde

6,,,(¿) : l,' lVl:-YJ1_:/_31 f 
in(sl+ t)'/'a,

ar(t) = [1 + o(1)]e2(¿-1)e,r(/'f O,,'1,;a,)

6,,rú) : [' f.-l!]l: ]u!!i): "-!1J, | 6

rs(o,., (s))'? + a6,,,611] f';] a,

63,,1t¡ : f,' ¡3"-'t'-"s 
-2" -nr'-"¡ - "-«-'t 

1 ¡s¡ollllr¡o5!-,,f,1

] lrtdl]tOl' + z¿6,,, (s)6Íll (s)

75
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+24 » or,r (s)o!'lr,,(') + ts I 6¡,' (s)o¡-r,r (s)

,¡;= I h=\
2

+4 »6*,,(,)6!1*,,1s¡ + oo],,is)6ll)i') * aOi,,t't]1,
,t=1

ftt3(._\.t-.. _.2c 1\t ..) . L (_st 

]l¡i6il1fr,oll*,,,1{J/.r(/) = l, l---6 r L 7L -

I-7 L-l

+za!6*,,(s)oll)-,,(r) n tsI6¡,'(s)or ¡,r(s)

donde

¡t ¡'1, z''' - 3e 3' 
")'1 ¡sin¡".1 r I l rrr ,617i¡ : J,l-,-¡7 l(--) /s

¡a "tt-s) ¿sin(s) ¡ )¡t/r,-J' 12 l' ' ' 
"

Sean

A=1 ¡=1
¿-1

-,rfo¡,¡sto,1¡.,,", -c f Q.,r,lo-.,r.loÍ,',lrrl
k=7 j+m'l',=L

8 » 6i,1(s)O-,,(,)O,,,(,)

- t ó;,,rO-,.(,rO,.,.{s)Oo,r1')],1s

A2.2(s) : 316l'](,)j'+ 126,,,(,)Oll](,1 + 61',]t,l + ¿6,,,(s)Ol'?](s)1.

22
A¡,,(s) : ¡IOl']l,16l'1,,,(s) + rz!6*,,1,;6!'J*,,1,;

h=1 k=1

'¿2

- f 6^.,t"¡6., k,?(sr r 4 ! O*,f '161'lo,rltt
,t= i /i=1

^xrZ. , ,xiL,, (31 ' .
.0O,-á (s)O r,á(¡ I - 4g r,; (s).

¿-1 I-1

A,,,(") : ¡ i ol'l f ,loÍl)-,,(s) + rz | 6n,,(r)6Í1)0,, (r)
*=1 *=1
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l-1 j-1

+ »o¡,r(s)o¿ ¡,r(s) + 4»or,r(s)6Í?n,r(s)

. :rll
-6 >_ O;zr."ro-,(,)Ol.lls)

+4 I 6J,(r)o-,2(s)6",2(s)

f o,.u ts)o- r(s)6,..r(s)Or.,{s)'

Lur:go

También,

donde

Sean

6r,11t¡ :

6r,r¡t; -

6,,r(¿) :

ft t4p 2lt-s) - 1. 3(r-s)l

Jl-- " l'a'7''¿(')rs
rcc -(r s)

+ l 
'--- Azz{s)ds.

/, tr, __ll"-__-1.r3,'1,,as
J. t 12 .l -'"

* J, 
: ;r 3,r 1" 1d..

/' [r'--l-j' 1-] ;,,,1,;,r,
J,[ i2 ] ''"

*l ' _¡l¡,t{t/r. .l <i (m.
J, 12

r¡(¿) : 11 + o(1)lc

¡i , -(i -' ¡sin(.:) - 1 1 r,r ,o,.,(,) _ -J, rz \ . ) ,t
/co t3ca,,-sr _ lp2,i c)l Tsil(s) r l¡rh ,-l ' n | ' 'l ü''

:1,,¡(s) - ¡16l'l(,)l' - r26,,,(,)Glll(,) +61'l(,) + 40, 3(ro1'l(s)l
22

.4r.¡rs) - 3f c,i.'rt"lU,.^ rt'l tzf 6¡,,1"rO1. *.rr..t
k=l k=l
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+ » 6¿r (s)o=3-6(s) + < ! oa31s;ol'10,, 1,¡
k=l k=1

+6ol;(s)o),j(s) - aol"j(s)
l-7 ¡-1

.4¿,3(s) = 3»61'l(')6ÍL-,,(s) - 12!6¡¡(s)ol'10,,(,)
,t=1 *=1
j_1 t_I

+ »6ar(s)63 ¿,r(s) + a !6¡,.1r¡O!'l*,ris¡
k=7 t=1

-6 » 6¡,:(")o_,r{sr6lll(,)
j+m+rl:l

-4 » Q,s(s)6,..:(s)o,,e(s)
j*m*n:t

» Q,,1s¡o-.,1s)o,,¡(.s)6,.¡(s)
j+r71+n+q:t

ft é (t-s)
Or.3(¿) = I -" "':-:--Az s)d.sJ, t2

foo r3e3(r-s) _ 4e2(t s)¡
* J' L rz I'4'7'3(s)ds
ft e (¡_r)

O3.3(/) = / -: ,43,3(s)ds
Jt L¿

fL t3e3(t- s) _ 4e2(t ")t+ll n ].43,3(s)dsJl .
¡t ^_(L_s)

6¿,u1r¡ = / -1---a,,r¡r1a"
J t rz

f* r 3es(t s) _ 4c2(¿-5).l*J, L rz .l 
A'¡(s)as 4<t<m'

Fi¡ralmente

a¿Q) : [r +o1r¡1ez-(r-rr*r(/'ÉO,.frl¿{,

dontle

6,,,(D : - l,* ¡3"'o-") 
-z':'*' - "«-']("'('] *')"'r,

. r* r3c3(t_s) _ .,pa(¡_s) _ eft_s)116,,,(t)-_J,LT][,toÍj]r,;l,_z¿6,,.(,)6Í]]r,)
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-19(6¡,a(s))? + a6r,.o!'?1 1r;] ¿"

ro. ..1-3(¿-s) - 
ñ ¿//-r' //-.1 2

' Jt t 0 ,,ti "' '

22
-2a I O¡,a(s)Oi'l*,.(s) + 19 L Or,¡(s)Os-*,q(s)

l¡=7 É=1

2

+a f oo,, 1,;6!?o,n (s) + oo-f,n 1s¡o-{') 14 - sol,., 14] a.
.t= 1

o¡n1t1 : - /- l3d-=fj51r [riol']r,lol'l*,,r,1Jt L 6 )t ii "'"'
¿-t ¿1

-24 | O¡,a(s)Oi'l*,.(s) + 19 | O¡,a(s)03 ¡,a(s)

l-1
+afO¡,a(s)OlJo,n(s)+6 | O¡,a(s)O-,,(s)O),i(s)

k=1 i+Ít+n=I

-8 D 6r,.(')O-,n(r)o",0(')
i'tm+n=I

+ » Q,n1r¡6-,n1r¡6,,,(,)Q,,(s)]ds
i+ñ+n+q=L

4<11m.

Seaa>0,entonccs

/'"-"tr-olt.E4']l'''d" . 2ttt IL 
"o1t-¡r1tt/nJ, | .s | - Jt (;,) ds'

y también

/- ."1r-,; ¡ 
sin (s) +il',od, . 2rtr [* r.,1t-"1 

rl..ttt
Jt I s I - Jt (;,) ds'

de donde para p : 2 se tiene

/\
O¡,;(s)=O(O,,;fs)l) para j=1'2 y i=1,...,4,

donde 1os O¿,¡ son ios mismos del ejemplo 4. Entonces se tienc que

y t 0) = lt + o1t11e2{,- 
r) 

"*e 
( 
l,' ¡rc ¡¡o,,,¡s) | ) + o ( 

| 
or,1 (ó.) 

I )lds) .
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li + o(1)le(ú-1)er o( fr'g{lo,,,tr)i) + oflo:,:(s)l)lds).

11 + o(1)le-('-1)e ,r( 
l,'Vlor,rls)l) 

+ o¡oz,a(s))llds) .

[1 + o(1)]e-'?(¿-l) ,"r( 
lr'¡o¡lo,,n(s)l) 

+ 12(lor,a(s)l)las).

u"( l\

a3(t)

Yn(t)
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