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RESUMEN

En esta tésis se considera la ecuacién diferencial escalar lineal
3
gD+ (@) +a)y® = 0
=0

Se estudia el comportamiento asintético de las soluciones bajo dos
condiciones fundamentales. En primer lugar se supone que ReA; >
Re); > Reds > Rely, donde );, 7 = 1,2,3,4, son las raices del
polinomio

PO) =X+ a2+ a X + )+ ag

Ademds se asume que 7; — 0, cuando t — oo, 13 € L 61y
condicionalmente integrables, para cada i=1,2,3,4

Las técnicas usadas en este trabajo permiten obtener por otra
via los resultados de Poincaré y Perron, con una clara mejora para
la férmula asintética. Asf{ mismo facilitan la deduccién de teoremas
asintéticos, tipo Levinson y Hartman-Wintner e inclusive se obtiene
un teorema mas general que el sugerido por Harris y Lutz.



ABSTRACT

This thesis is concerned with the asymptotic behavior of the
following differential equation

y“”—l—Z ) +a)y? = 0.
i=0

We present several results, under technical assumptions on the
coefficients and perturbations and applying an appropiate change
of variables. We consider ReA; > Rel; > Rel; > Rely, where
Ai, 1=1,2,3,4, are the roots of

P(A) = X+ a3\ + az)® + a1 + ao

with r; — 0, when t — oo, r; € L? or r; € L} and obtain
comprehensive proofs of the results by Poincare [9] and Perron [7].
In addition, we get the asymptotic theorems of Levinson y Hartman-
Witner and a generalization of result of Harris and Lutz [6].
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Introduccion

Considerando la ecuacién lineal escalar homogenea de orden n
™ 4+ .+ a2 + a35® + agz@ + a1z + apr = 0, (1)

donde los coeficientes a; son constantes, se define su perturbacién como

n—1
v+ 3t + ady + {ro(t) + aoky = 0, @)
]
donde las funciones r;, dependientes de ¢, ¢ = 1,...,n— 1, son las perturbaciones de

los coeficientes de la ecuacién (1).

A finales del siglo XIX (1885), Poincaré [9], establecié la existencia de una solu-
cién para la ecuacién (2), tal que el cociente ym/ y converge cuando { — oo. Para
la obtencién de sus resultados supuso que todas las raices A;, i1 = 1,...,n de la
ecuacién

)\n + CLn,]_An_l “+ ...+ ag)\2 + G‘l/\ -+ dg = 0 (3)

tienen parte real distinta y ademds que los v; — 0 cuando t — o0, para cada
f=T,0 cgm =1,

Posteriormente, a principios del siglo XX, Perron [7] mejoré notablemente los
resultados de Poincaré |9], asegurando, bajo las mismas hipétesis, la existencia de n
soluciones y;, 1 = 1,...,n de la ecuacién (2), tales que yfl)/ y; converge a );, cuando
t— oo, paracadai=1,...,n.

Ambos trabajos, el de Poincaré [9] y el de Perron [7] tienen la desventaja de
presentar demostraciones muy complicadas y no establecer férmulas precisas para
el comportamiento asintdtico de las soluciones de la ecuacion (2), lo que impide
obtener un mayor aprovechamiento de estos resultados. Este punto es el que motiva el
presente estudio, es decir, la busqueda de demostraciones alternativas a los resultados
previamente mencionados y la precisién detallada del comportamiento asintético.

La manera mas natural de estudiar el comportamiento asintético de la ecuacién
(2), es transformdndola, mediante un cambio de variable, a un sistema de ecuaciones
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diferenciales de la forma z{!) = A(t)z, donde A es una matriz n x n de funciones
de [0,00] en C y z es un vector columna de n coordenadas. Luego, al sistema
resultante, se aplican los conocidos teoremas de Levinson [3], de Hartman-Wintner
[4] (ver teorema 1.6.1) y de Eastham [4]. Sin embargo, una clara desventaja de
la aplicacién directa de los teoremas aparece del hecho que los resultados no son
validos para perturbaciones que tiendan a cero. Superar esta dificultad ha motivado
variados enfoques (ver [1, 6, 8]).

En [6] Harris y Lutz logran extender y unificar los trabajos de Levinson (ver [3])
y Hartman-Wintner (ver [4]). El tipo de sistemas considerados en [3] y [4] son los
asintoticamente diagonales, es decir, de de la forma:

20 = (D@t)+ R(t)z (4)

donde D(t) = diag(A1(t); Xa();...; A" 1(¢2)) es una matriz diagonal y R es una
matriz de orden (n—1) x (n—1). Los teoremas obtenidos en (3] y [4] asumen distintas
condiciones de tricotomia sobre D y suponen que las entradas de R estén en LP,con
p = 1 para el caso de Levinson (ver [3]) y p €]1,2] para el caso de Hartman-Wintner
(ver [4]). La extensién dada en [6], parte considerando las mismas condiciones sobre
D, pero modifica las hipétesis de integrabilidad de las entradas de B a p > 1. La
idea principal en [6] es la demostracién de la existencia de un sistema fundamental
de soluciones z;, 1 = 1,2,...,n tales que:

zi(t) = exp(— ft Ai(s)ds) — e;, cuando t— oo (5)
es decir:
z(t) = (e + o(l))exfp(/tmds) cuando t— o0 (6)

donde A () = X(Ai(t), R(2)) v e; es un vector de la base canonica de R™ y posteri-
ormente iterar sobre potencias 2.
Se debe también mencionar un teorema importante ,debido a Eastham(ver [4])

(5.teor.1.6.1),en el cual asume que
1

{(—— . S
(A — M) _ (A7 — M)
Pero como en este caso, los A, (1 = 1,...,n) en la férmula (4), son los valores propios
de la matriz D + R, los cuales en la mayoria de los casos son dificiles de calcular,

}R — 0 cuando t — o0 y ({ }R)® pertenece a L', 7 # j.

impide aprovechar al maximo este resultado.
Una desventaja de usar esta teoria, para estudiar la ecuacién (2), es que al llevarla
a un sistema, se debe diagonalizar la matriz involucrada, en este proceso se alteran
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todos los términos de las matrices originales, segiin el niimero de trasformaciones y
las maftrices resultantes son dificiles de calcular.

Existe otra manera de estudiar la ecuacién (2), sin trasformarla a un sistema,
mediante un cambio de variables, poco conocido para ordenes altos, el cual consiste
en poner z = (yM /y) — A, con X alguna raiz de la ecuacién (3) (ver ,cap 6). A partir
de esto llegamos a una ecuacién tipo Riccati de orden n — 1. Para usar este método
es necesario conocer las raices caracteristicas de la parte lineal, las cuales pueden
ser calculadas de manera algebraica.

Para n = 2, Bellman en [2] (ver Cap. 6), usando el cambio de variable propuesto
anteriormente, muestra varios resultados, para la ecuacién

Y £ (14 1))y = 0. (7)

El estudio, para el caso con signo positivo, lo hace usando perturbaciones con condi-
ciones integrables y para el caso con signo negativo, usa perturbaciones que tiendan
a cero, pidiendo ademds que la funcién ¢ pertenezca a L?. Esto le permite obtener
resultados mas precisos. Ademds considera la hipdtesis que ¢{1) pertenezca a L!, lo
que de alguna manera se relaciona con el teorema de Eastham. Para n = 3, Bellman
[2], usa el cambio de variables tipo Riccati, pero como no conoce las raices carac-
teristicas de la parte lineal, no obtiene resultados y practicamente solo plantea el
problema.
En [4], existen resultados completos para la ecuacién

WYY £ o)y =0, (8)

estableciando una equivalencia entre (7) y (8), para deducir estos resultados se aplica
el teorema de Levinson.

Resultados tipo: Poincare, Levinson y Hartman-Wintner, para los casos n =
2,3 son obtenidos por Pablo Figueroa ([5]), dando una férmula explicita para las
soluciones fundamentales de la ecuacion (2).

En este trabajo, se estudia el caso dado por Poincare y Perron, o sea , la ecuacion
(2), para n = 4. Usando una ecuacién tipo Riccati se obtiene una férmula mas
explicita y precisa para el comportamiento asintético de las soluciones (asi como
también para sus dos primeras derivadas), de la ecuacién (2).

Para el caso n = 4, se consideran como hipétesis que Re(A; — A;) # 0, Vi # j,
donde los A;, ¢ = 1,2, 3, 4 son las raices caracateristicas de la ecuacién (2). Es decir
se tiene que para cada %, el conjunto N(i) = {1,2,3,4} — {z}, se escribe como unién
disjunta de 2 subconjuntos Ny() y Na(7) tales que

Re(/\-—Ai)>U, si jENl(l) Yy RE(/\'H;\;‘)(U, sl jEIVQ(i),
J J
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junto con estas condiciones, estan las distintos comportamientos de las perturba-
ciones: ; — 0 cuando t — oo, r; € L? o r; sean condicionalmente integrables para
i=01,2,3,4.

Se sabe que cuando las raices de la ecuacién (3), son todas distintas, entonces la
ecuacion (1) tiene un sistema fundamental de soluciones de la forma

uilt) = exp( /ﬂ Ai(s)ds) (9)

donde A; = A;(\;, R) con R = {r;} desde i = 0,...,n. Dependiendo de la condicién
que satisfagan los r;, 1 = 1,...,n, se puede conocer de manera bastante precisa, el
comportamiento asintético de los );. En este trabajo, por ejemplo se obtiene una
formula explicita, para el caso r; perteneciente a P, para cualquier p > 1, mejorando
significativamente el metodo indicado por Harris y Lutz.

El trabajo esta estructurado en dos capitulos. En un primer capitulo, se muestran
los resultados obtenidos para la ecuacién de orden cuatro, es decir para la ecuacién
(2), con n = 4, usando una ecuacién tipo Riccati, que se obtiene con el cambio de

; 1 ; o .
variables: z = .. A, con A alguna raiz de la ecuacidn (3), para n = 4, considerando

solamente el caso
Re(A; —N) # 0, Vi#j

Finalmente, en un segundo capitulo, se muestran ejemplos, en los que queda de
manifiesto la ventaja de la técnica expuesta en este trabajo.



Capitulo 1

Teoremas para el comportamiento
asintotico en una EDO de orden
cuatro

1.1 Ecuacién Diferencial Escalar de Orden cuatro
Considerando la ecuacién diferencial escalar homogénea de orden 4
2D 4+ 4320 + 4,2 + g2 + a9z = 0, (1.1)
donde a; € R 6 C, 1 =0,1,2, 3, cuyo polinomio caracteristico viene dado por
P(A) = M+a3A’ + @A’ + 1) + aq,
en el presente estudio nos abocamos a investigar la siguiente perturbacién
YD + [ra(t) + az)y® + [ra(t) + azly® + [r1(t) + a)y® + [ro(t) + aJy=0 (1.2)

bajo diversas condiciones de comportamiento de r;, 7 = 0,1,2,3. Por ejemplo se
asumird r; — 0 cuando t — oo, r; € LP, p > 1 o que los r; sean funciones
localmente integrables.

Acontinuacién se enuncian y demuestran unos lemas preliminares.

Lema 1.1.1 Dada la ecuacién (1.2) y suponiendo que las raices caracteristicas de
la ecuacidn (1.1), denotadas por X;, i.= 1,2,3,4, son distintas dos a dos, se tiene
un sistema fundamental de soluciones de la forma

vi(t) = exp(ft[Ai + zi(s)]ds) 1=1,2,3,4, (1.3)

to

6
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donde cada z;, sotisfacen las ecuaciones
£2,=0, i=1,23,4, (1.4)
donde

€2, = 29+ [4)\ + ag]el® + [6A2 + 3aa); + aglzl + [4A3 + 3AZas + 2z + ar]a
sz + BAirs(t) + ra )]z + [BAPrs(t) + 2Xima(t) + r1(8)] 2 + Adrs(2)
M2y (t) + Ny (8) + o) + 421;21-(2) + [12)\; + 3az + 3r3(t )}zzg( )4 ngz(l)
4320 + [622 + 3Aias + g + 3NiTa(t) + 7a(8)] 27 + [4X; + ra(t)] 2 + 22
Demostracién. Se debe verificar que cada 3;, 1 = 1,2, 3,4 satisface la ecuacidn
(1.2).
Por conveniencia notacional se define

ye) = emp( [ [ 2(s)lds)

to

M=y 4 [ra(t) + agly® + [r2(t) + aaly® + [r1(8) + ar]y® + [ro(t) + aoy,

T = 29 4400+ 2)2® + 6\ + 2)220 + 32012+ (A + 2)*
+(r3(t) + a3) (2@ + 32+ 2)21 + (A + 2)%) + (ra(t) + ax) 2 + (A + 2)?)
+(ri(t) + a1)(A+ z) +1o(t) + ao

donde A es una raiz caracteristica de (1.1). Luego, se tiene que

9 = D a(0lenn( | Dot 2(9)lds) = [+ 2()]y(®)
D) = [+ =6+ LWy
@) = [+ ) + 30+ 2200 + 2D O(0)
(4)(1,) (A 2N+ 6(A + 2(£))220(t) + 3[2V (1)) + 4(A + 2(1) 22 (£)
+29(8)]y(t).

M = [290) + 403 + 2(£) 2% + 6(A + 2(2))22(t) + [V + (A + 2(8))] ()

+(r: ()+aa)[z M(t) + 30+ 2() 2 + (A + 2(8))*y () + (r2(t) + az)
[2(8) + (A + 2())°]y(t) + (r1(t) + a) (A + 2(8))y(t) + (rolt) + ao)y(?)
= [® +4()\+z) @] 4+ 6() + 2)220 + 3[zW]2 + (A + 2)*

+(ra(t) + 0.3)[3(2 +3(M+ z)z(l) + (r2(t) + aa)
2O + A+ 2(0)Y + (r1(8) + a)) () + 2) + ro(t)ao)y(t).
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Para demostrar que los y; verifican la ecuacién (1.2) es suficiente probar que
T =0, lo cual se sigue por la ecuacién (1.4) y la notacién introducida,

T = 20+ 002® + 4229 + 60220 4 120220 4 62220 4 3[z0]2 4 \*

—5—4)\32: 4 62222 4+ 402 + 2 + 13 ()2 4+ 3Ara(£)2Y + 3Arg(t) 22
+2373() + 3haz2® + 23 + ()21 4+ A%y () 4+ 22 (B) 2 + ra(8) 2% + a2V
+A%a5 + 2Xa22 + a22° + Ay (t) + 1(t)z + Aar + arz + ro(t) + ag

= 2O0) + [4X + ag)z® + [BX2 + 3azh + ag)z™M + [4A3 + 307y + 2Xaz + a2
41322 4 [3Ara(t) + 72 (£)] 2D + [3X273(t) + 2Xry(2)
1 ()2 + ABra(t) + Noro(t) + Ara(t) + rolt) + 422@ + [12X + 3az + 3r3(¢))]
220 4 622200 4 3[2W]2 + [6A% 4 3Xag + az + 3Ars(t) + ra(t)] 42
+[4X + ra(t)] 22 + 2

= 0.

Por lo tanto y; es solucién de la ecuacién (1.2). como todas las raices carac-

teristicas son distintas se tienen cuatro ecuaciones para z, es decir cuatro soluciones
ziparai=1,2,3,4 E

Observacion 1.1.1

1. Bl lema 1.1.1 muestra de otra manera el cambio de variables z = ¥ A,

y
cuando las raices caracteristicas de la ecuacidn (1.1) son todas distintas.
2. 5i se conocen las soluciones de (1.4), es decir, las raices caracteristicas de la
ecuacion.
23 4+ 14X + a3]2@ + [6A2 + 3a3 + ag]2'V + [4X3 + 3X%az 4+ 2Xaz + 4]z =0, (1.5)
se obtienen las soluciones de la ecuacion (1.2).

El siguiente lema nos proporciona informacion sobre la raices caracteristicas de
la ecuacion (1.5).

Lema 1.1.2 Silas raices \; del polinomio caracteristico P de la ecuacion (1.1), son
todas distintas. Entonces las diferencias A; — A, @ # J satisfacen la ecuacién

M (AN 4 ag] A [6A2 4 3agh; + ag)h + 4MF + 83X ag + 2ag +a; = 0
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pare cadae 1 =1,2,3,4.
Demostracion. Sean A; y A; dos raices arbitrarias del polinomio P entonces

/\; + a;;)\? -+ ag)\? 2 ay\j +ap = 0 (16)
)\f+a3)\f+a2)\?+a1/\i +ag = 0 (17)

Restando (1.7) de (1.6), y dividiendo por A; — A; # 0 se obtiene
(}‘? + )\g}‘z + )\])\f + )\?) + US(A? <t )\j/\«, + A?) + ag()\j + /\z) +a; = 0.
Observando que

AN+ NAZHAT = (= AP H4AN0G — AP+ 6AR(, — ) + 4N
a3{/\? + )\j)‘i + )\22) = ag()\j — A;’)z = 30.3/\1'()\3' = A;) S 3(1,3)\:-2
ag()\j + )\;) = ag(,\j - )\z) + 2X\aq

se sique que

(A5 = A%+ aX( — A2+ 682200 — A) + 403+ ag(Nj — M) + Bazhi (N — N)
J J i J
+3a3}\? + 32()\;[ —_ /\;) +2MNa0+a; =190

o equivalentemente que

A= )% 4 [+ as](h — X))+ [62 + 3\as + o) (A — ) +4X7 + 3N as
J 7 7 i i
+2)\1‘(L2+01:O,

lo cual concluye la prueba. |

1.2. Soluciones de la ecuacién (1.4)

Como se observé en la seccidon (1.1) (ver observacion 1.4.1-2) las soluciones de
la ecuacién (1.2) vienen determinadas por las raices caracteristicas de la ecuacién
(1.1) y por las soluciones de la ecuacién (1.4). Es por eso que resulta trascedental
estudiar la ecuacion (1.4).

Para resolver la ecuacion (1.4) se ocupa el siguiente lema

Lema 1.2.1 Dados los pardmetros p, K3 > 0 y la funcién K :]0,1] —]0, 00[ tal que

lim K (M) = 0.
M—0+
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entonces existen constantes M, Ky, Ky > 0 que satisfacen.

Ko | WAV 0 W(AD)p < 1y
Ny VMK, 0 MMy« ME(M)p = M.
Demostracion. Observando que 1 /p >0y en vivtud de las propiedades de la fun-
ciin W, se escoge AL~ O de modo que 0« K(M) < 1 [3p y KyK (M) < 1/3. De
este modo se tiene gue O < pld (M) 1IN (A) < 2/3 < L.
Ahora se puede escoger IC; de modo que 00 < Ky < 1= [pK(M) + K3K(M)], es
decir I 4 pIC(M) 1 ICGI (M) < L.

Finalmente, definiendo
Ky = M= [IGM A MpK (M) 4 K3IC(M)M] >0
se logra concluir ln demostracion. 5]
Definicién 1.2.1 ([10]) Dada la ccuacién diferencial escalar homogénea
@ 4 by ® 4 b2 4 byz =0, (1.8)
teniendo en cuenta el signo de Rey;, 1 = 1,2,3 la ecuacidn (1.8) tendrd las sigu-

ientes funciones de Green

Cuando Rey,, Reya, Reyy > 0

(73 = 12)e? " 4 (71 = 13)e™ Y 4 (g — 7y )emE-D

; st <8
o(ts) = (92— 1)l3a— Ta)l7s — )
0 , st t > s,
Cuando Revyy, Reys, Reyy < 0
(31 1 92)en 0 — (g | y)emt=9) sit>s
(72 = 1)(93 = 1) (93 = m) ! -
g(t,s) =
(72 — ya)en =9 <
, s1 < s.
(v2 = 1) (73 = )13 = M)
Cuando Rey,, Reyy > 0 y Revyy < 0
(== o Jarmt=e) 5
g EY) > 8
(v2 = ) (13 — 12)(v3 — M)
g(t,s) =
- Yo (t—8) _ ’ y2(t—3)
(2 +73)e (3 + m)e s 555,

(v2 =) (v — 1) (s — ™)



1.2 Soluciones de la ecuacién (1.4) 11

Cuando Revy:, Reyy, Reys < 0:
0 5 st t>s

965 = (g = )] 4 (= 7p)emO) + (35 = )=
(1— )1 — 1) (0 —n)

La simbologia 1, ¥2, 773 €s utilizada para denotar las raices caracteristicas de la ecua-

cidn (1.8).

. st t<s.

Observacién 1.2.1 . A la luz del lema 1.1.2, las funciones de Green g(t, s) pueden
ser reescritas en térmeinos de las diferencias de las raices del polinomio caracteristico
de la ecuacidn (1.1).

Definicién 1.2.2 Los operadores G y L se deﬁnen por

GIF)() = Uﬁ (t,5)F dsM ) ts)F(s)ds‘—i—‘ VF(s)ds

8t2

to

s = [ [\gts>|+t--ts)|+|at2( )] 1P (s)lds,

to
donde g es la funcién de Green de la ecuacidn (1.8).
Con ayuda del lema 1.2.1, las definiciones y la observacién 1.2.1 probaremos el
siguiente teorema:

Teorema 1.2.1 Sean 1, 7s, 3 las raices del polinomio

QM) = 7467 + by + bo, (1.9)

donde bj, 7 = 0,1,2 son constantes; a, Fy, Fy son funciones definidas en [ty, +00l.
Se introduce la ecuacidn diferencial escalar

23 o byz® 4020+ bgz = alt) + Fy(t,2) + Fa(t, 2) + u(3), (1.10)
donde Fy(t,3) = Fy(t)2(t), i = 1,2, 2 = (2,20,29) y u la funcién rescalamiento.
Suponiendo que K y M son como en las hipdtesis del lema 1.2.1 y ademds que

1. Las funciones 7] Y £ satisfacen
1Bty 1) — Fu(t, 22)] < [F@)I2 = 2allo
B2t 21) — Ba(8,22)] < K(M)|Fa(8)ll|2 — 22l
lu(21) — u(z2)| < K(M)||2 l|Zillo < M,

donde ||2]jo = supes, {12(1)] + 20 ()| + |22 (1)}, K (M) K (M) depende de M
Yy A}ir%+ K(M)=0.
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2. Rey, # Reys # Reys,

3. G(a) — 0, L(F), L(F2) son acotados y L{F) adecuadamente pequerio; cuando
i — o0,

Entonces ezisten soluciones z de la ecuacidn (1.10), tales que z, 2V, 22 — 0 cuando
i — oo.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad se asume que 1. € IR k= 1,2,3 se
sabe, por variacién de pardmetros, la ecuacién (1.10), es equivalente a la ecuacién
integral

a(t) = [mg(t,S)[a(S) + Fi(s, 2(s)) + Fa(s, 2(s)) + p(2(s))]ds,

donde g denota una funcién de Green (ver 1.2.1).
Notese que

ay 5 a3
. o a4 1.11
W < Crt Mt Tl i
con
1 2
a = Tfﬂ“"/ﬂ‘*‘|72H[1+|71[+|71!]’
1
@ = lnl+ sl + el + bl y
1
a = r=lll + b+ bl + P,

donde ¥ = (72 — 711)(v3 — 72)(va — m1). Por ejemplo para el primer caso, es decir,
cuando los Rev; > 0, se tiene

= g &g
[ lote.s)1+ 1569 + 155 e o)l

tg

L(1)(t)

Il

1 2t
% W{l’m — %[l + ||+ nl?] / e =) ds + |y — {1 + |7e| + |72]?)
Jig

o> o>
f e”=9ds + |y, — ml[L + |yl + [[?] f en(=9 bds
t to

0

de donde se sigue que

L)) < L(i"falJrml)(1+h'11+\'m2)+L(I%I+\731)(1+|721+|,),212)
o i 7 =
+__1.._(|'}’1|+|”f2|)(l+|”f3|+|73|2)

7] 171
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es decir, se satisface (1.11). Los otros casos se deducen de manera anéloga.
Introduciendo el espacio

{2 : [to, co[— R/z, 2" ) 2B ey 2,20 2@ 0 cuando t — ool},
el cual es un espacic de Banach con la norma
Zllo = f;ltp{IZ(t)l +1210(8)] + |2 ()]},
=0

Se define el operador T : C§ — C¢ ; con

To(t) = / " g(t, 8)[als)+ Fi(s, 5(5)) + Fals, (s)) + w(2(s))]ds.

lo

Ademas, relacionado a T, se introduce la notacién

g
T5(0) 21, 9)lals) + Fils, 2(5)) + Bals, 2(s)) + p(2(s)))ds
?fu
82
7@ = 6—;’@, s)a(s) + Fi(s, 2(s)) + Fa(s, 2(s)) + p((s))]ds.
to ¢
Escogiendo M, K; v K, como en el lema 1.2.1, con
s e <4 ﬁ' y .C(Fz) S Kg.

il el sl
Asi mismo escogiendo tg tal que |G(a)| € Ky, L(F}) < Ky, para todo { > tp. Se
define B = B0, M] y se toma z € B. Por la hipétesis 2, se tiene que

< | [ otepatedas| + [ o, 1A (el
2 / 9(t, )| Fas, 2(5))lds + f " o0t )l(a(s)lds

< 6@+ 3l / "ot 8)I|Fu(s)lds +
K2, / "0l ) | Fas)lds + K(M)21 [t 9as

Andlogamente .0
70:0)] < | [ |Gt + 1l [ ISR
% g 22
FKODIEl / SNl + KDl [ 15k
750 2Lt s)ats)as] + el [ 15200 )l
ik / e ms + KLzl [ 1550 as
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Luego
IT2(8)] + [TW2(t)| + TP ()] < Gla) + ||2]L(F)

K(M)||2l0L(F) + K (M)||3]loL

(1),
lo cual implica que
ITzllo < Gla)+ MK;+ K(M)MK;+ K(M)Mp.

En virtud del lema 1.2.1 existe M > 0 tal que T : B — B y ademas cuando
t — oo, Tz — 0. Luego T estd bién definido de CZ en C3.
Por otro lado, por la hipdtesis (item 1), para z;, 2, € B, se tiene que

T2 = T < [ lott o) [IFao 2(6) = Pl (o)

to

+|Fa(s, 21(s)) = Fals, Z2(s))| + |u(Z(s)) - u(fz(b“))[] ds

< [ lott N [1Fs)l + KODIFx(s)| + KOs = Zalds:

to

Similarmente se deduce que
[Tz (8) — TW 2(t))|
ag . .
< [ 2t,9)| |17 (5)] + K| Fa(s)] + K (M) I121 = Ballods

to

IT(Z)Zl(iJ) _ 7 z(t )|
2
< fm 22 s [IR(s) + KODIFs(s)] + K ()] 1~ allods.

Luego ||T'z1 — T'z||o < ||21 — 22l|o[ K2 + K (M) K3 + K(M)p].

Finalmente por el lema 1.2.1 se tiene que Ky + K(M)K3 + K(M)p < 1, y por
ende T : B — B es una contraccién en el conjunto cerrado B, por consiguiente el
teorema del punto fijo de Banach implica la existencia de un tnico z € B C C? tal
que Tz = z. |

Una consecuencia del teorema 1.2.1, es el siguiente corolario, el cual servira para

resolver la ecuacion (1.4).

Corolario 1.2.1 Considerando la ecuacion diferencial escalar

23 £ b2® 48,20 + bz = aft) + ()~ ()~<U+h()~<2>
+p(t)zzM +q(t)2* + r(2)2* + Ci [z
4+ Cyza 4 Ch2? 4 Cppa® 4 i
+Cg2” + Cr2t, (1.12)



1.2 Soluciones de la ecuacidn (1.4) 15

donde b;, j =0,1,2 y Cy, k=1,2,3,4,5,6,7 son constantes. Si 1,72 y v3 son las
raices del polinomio dado en (1.12), Rey; # Revys # Revys v ademds que G(a), L(b),
L(fy, L(h), L(p); L(q) y L(r) — 0 cuando t — co. Entonces ezisten soluciones z
de la ecuacion (1.12), tales que z, 2%, 23 — 0 cuando t — co.

Demostracion. Sin perder generalidad se supone que Cy > 0, k =1,2,3,4,5,6,7.
Poniendo

Fi(t,2(t) = b(t)z(t) + f(1)z" + h(t)2(t)
By, 2) = p)z()2V(t) + q(t)22(t) + r()2*()

30
)
wz@®) = GlEY@P + Caalt)z (1)( t) + Ca2(2)21%(2)
+Cy22(8) + Cs2 ()21 (8) + G2 () + Crz* (1),
se deduce que L(Fy), L(F}),G(a) — 0 cuando t — co. Luego se satisface la hipétesis

2 del teorema 1.2.1.
Por otro lado, por construccion se tiene que

1E1(t, 21(8) — Fa(t, )] = [b(6)[aa(t) = 22(8)] + (B[ (8) ~ A7 (1))
+h(O[P () - 22 ()]
< BOlale) = 28)] + 1F @110 () - 208
HAE)P ) - 2P ()]
< & = Zllollb(6)] + £+ [RE]),

Bt (1) — Fa(t, 22(8)] < o) s (82 () = 22028 ()] + la()]123(t) — 22(1)]
r(t)||23() - 23(t)|
< 12— Zlo2MIp(2)] + 2Mg(t)] + 3M|r(t)],

u(a () - wam)] < GO - [BYOP + Colaz® - 22"
+C’3|zlz§2) — 222?(_2)‘ + Cyl|2} - z§| + C’Lr,lzfz{l) — zgzél)!
+Cel2} — 73] + Crlzi — 73]

(21(s)) = u(E ()] < 15— 2 2M(Cy + Ca + Cs + Ca)
-I-SMZ(C}, -+ Cﬁ) -+ 4]\4’307}.
Entonces tomando
K(M) = méax{M,2M,3M?* 2M(C) + Cy + Cs + Cy) + 3M*(Cs + Cs) + 4M3C4],

se satisface la hipotesis 1 del teorema 1.2.1.
Por lo tanto existen soluciones z de la ecuacién (1.12) tales que 2,21, 2 — 0
cuando t — oo. 5]
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1.3. Comportamiento de las soluciones de (1.12)

El corolario 1.2.1 nos garantiza una solucién z de la ecuacién (1.12), tal que
7,2,z — 0. En esta seccién, se precisard el comportamiento asintético de .
Partimos presentando una definicién.

Definicién 1.3.1 Dadas dos funciones [ y g : [to,00[— IR, se definen O(g) y o(g)
del siguiente modo

i) [ =0(g) st y solamente si 3c > 0 tal que |(f/g)(t)| < c para todo t > t,.

i) f =o(g) sty solamente si |(f/g)(t)] — 0 cuando t — co.

Dependiendo de las condiciones sobre los ; i = 1, 2, 3, se tienen cuatro resultados
para el comportamiento asintético de z, los cuales son presentados en los corolarios
que se presentan a continuacién.

Corolario 1.3.1 Sean S = max{|Revi|, |Reya|, |[Reys|}, A = mdx{65,65% 65%},
a = min{—Rev;, —~Reye, —Reys}, M tal que

(Ci+ Ca+ Cy+ C)M + (Cs + Co)M? + C7 M < /24

con C;t=1,2,3,4,5,6,7 las constantes del corolario 1.2.1 y F el siguiente conjunto
de funciones »

t oo
F={x:[to,00[— R/ | e @P=3)|y(s)|ds —i—f ele=Blt=9) |y (s)|ds < K,Vt > o}
to t

Asumiendo vdlidas las hipdtesis del corolario 1.2.1, tomando 3 €0, o/2] tal que para

algin K > 0

(@ —B) = A[(C1 4 Cy + C3 + Ci)M + (Cs + Cs) M2 + C7M?)
Ala—B)(3+2M + M?)

y escogiendo las funciones b, f,h,p,q y 7 en F, se obtiene que la solucion z de la

ecuacion (1.12) satisface

2(1), 201, 28(1) = 0(/te"5(t"s)|a.(s)lds).

to

K

(1.13)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad se supone que C; > 0 para todo i =
1,2,3,4, 5,6,7 y que v1, 72, v3 € IR. Ademds, es sabido que existe una solucién de
(1.12) que satisface la ecuacién integral

gll) = /00 g(t, s){a(s) +b(s)z + f(5)2™ + h(s)2? + p(s)zzM  (1.14)

to

+q(5)2% +1(5)2% + C[zV]? + o2zt + Cy2? (1.15)
3022 + O W 1 ¢ + Cyzé}ds (1.16)
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con [|z|lo £ M y g la funcién de Green

(13 = 72)em ) + (41 — 7)€ + (o —m)e™E™) , 125
g(t,s) =
0 , t<s.

El factor % = (vo —¥1)v2 + (71 — Ya)74 + (73 — ¥2)7; ha sido obviado por comodidad
computacional y notacional.

Tomando la sucesién: zy = 0, znp1 = T2y, Vn > 0, donde T es el operador del
teorema 1.2.1 y utilizando la contraccién de T se deduce que 2, — z cuando n — co.
Luego, para obtener las conclusiones del corolario es suficiente probar que

t
lza(8)], 1280 @)], |22 @) < N [ e Pt 9|a(s)|ds para todo t > 1 (1.17)

to

donde

N < (1+3kN +2MkN + M?EN
[(Cl + O+ Oy + G4)M =t (05 + Cﬁ}Mz =+ C?MEI]
a—f

Para demostrar (1.17), procedemos por induccién sobre n. Para n = 0,1 (1.17) se

A

+N

satisface por construccién de la sucesién z,. Luego suponiendo que se cumple para
n < k, queda por demostrar que (1.17) se curnple para n = k+1. Antes de proceder
a demostrar esto, se observa que la funcién de Green g cumple

8 8 s
90, )} 15268, 9)] [ 2 (8, 9)] < Ae™e(=? (118)

v que, si se define,

t K]
Rx) = / &=y (s)| [ e~P0=7)|g(r)drds,
tp

lo

por Fubbini para x € F se tiene que
t ps topt

Rix) = e'at/ f el BB a(7)|x(s)|drds =e_°‘t/ f el@ B\ g () |x(s)|dTds
tog vto g v T

t t t
= e“’“/ eﬁria(ﬂ')/ el | (s)|dsdr < Ke“’ft-/ P la(r) el Pltdr
to T

to

[A

K / t e~ P9 |q(s)|ds (1.19)

to
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1 t

Rl |

e P9 a(5)|ds. (1.20)

Ademas, se demuestra que

Ala - B)
N 2z ==

donde

d = (a—B)+AB—-a)B+2M+ Mk - A[(C1+Ca +Cs +Cy)M
+(Cs + Cs) M*? + C7 M.

En efecto, por la hipdtesis se tiene que

N{(a~ B)+ A(f — a)(3+2M + M*)k — A[(C, + Cy + C3 + Cy) M
+(C5 -+ Cﬁ)ﬂ/fg -+ C7M3]} > A(CE — ﬁ)

lo que implica

Na-p8) > Ala—pB)+Ale—B)(3+2M + M*)kN
+A[(01 +Cy+C3+ C4)M + ((05 + OG)MZ -+ O7M3],

es decir,

N > A(1+3KN+2KMN + M*KN
+N[(Cl +Cy+ Cs +C)M + (Cs + Co) M? + CTM3]_
o= ff

Ahora mostremos que N > 0, para lo cual es suficiente verificar que

0 < ¢ < @=8) = AlCi1+Co+ T+ C)M + (Cs + Co) M? + CrM?]
=8 Ala — B)(3+2M + M?)

Se sabe, por lema 1.2.1, que
(K,, + 2MK, + 2M(Cy + CaCs + Cy) + 3M?K, + 3M?(Cs + Ce) + 4M307) < 1,
entonces

(Ci+Co+ Cs+ Cy)M + (Cs + Cs) M? + C:M?
< (I{b + 21?1!pr + QM(C;L + CyC5 + 04) + BMEK,- + 3M2(C5 + Cﬁ) + 4MSC7)
< 1.
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Ahora, se elige M > 0 tal que

Al(C1+ Co + Cs + C)M + (Cs + Co)M? + G MY < -;3 <a-8

lo que implica

(a—

ﬁ) L A[(C] +Co+Cqy + Cy)M + (Cs + Cﬁ)ﬁ/f2 + 071’\{[3].

Luego 3K > 0 requerido.

Ahora, se procede a la demostracién del paso inductivo. Por la hipétesis inducti-
va, las relaciones (1.18), (1.19), (1.20), la hipétesis que b, f,h,t,q,7 € F y la forma
de N, se tiene que

| 2541 (2)]

=

IA

IA

[Tz (2)]

t

19(t,)| {la()] + 6(s)2e(5)] + 1 (s) 1= o)

HRE2 ()] + [p(s)]128 (5124 (5)] + la()]122 (s)]
+Hr(s) |2 (5)] + Culo{P P + Colzi ]2

+Calzel + Calzel|2®) + Cslanl?2| + Colzif® + Crla|* b ds

A{ /te"““‘s)|a(s)[ds - /t e =) b(s)] |2k (s) |ds

to to

¢ t
+/ e 1 (s)]1(s)lds + / e =)|h(s)]22 (s)ds

to to

+M/ 8"”“S)IP(S)sz(S)!dSJert e™=g(s)||z4(s)|ds

t t
+M"’f e““(‘"s)lr(s)[{zk(s)[ds—l-+C'1Mf e~ (5)|ds

to to

t £
+CoM f e~ 9|2, (s)|ds + CsM / e~ |z (s)|ds
to

to

t t
+C4!L*[f e"’“_s)lzk(s)lds+Cﬁ_412f e~ 2, (5)|ds
t

0 to

t t
+CeM? f e~ =9 2 (s)|ds + C7 M3 f e-a(*-ﬂgzk(s)[ds}

to to

A{ /t e~*=9)a(s)|ds
+N[7€(b) + R(f) + MR(h) + MR(p) + MR(q) + M*R(q)]

+(C1 + Cy + Cs + Cy + CsM + CeM + C7M2)MNR(1)}
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< A(l 4 3kN + 2kMN + kM2N +

N[(C1+ Co + C3 + C)M + M*(Cs + Ce) + CTMB]) t e"?=)[a(s)ds
(@=5) o

< N(/t e‘ﬁ“"‘*)\a(sﬂds).

to

En forma analoga, se obtiene que

t
2@ 1ol < f e=¢=a(s)lds),

to
lo cual concluye la prueba de la tesis inductiva.

Finalmente, la prueba del corolario se concluye por paso al limite en la sucesién
de los z,. =

Corolario 1.3.2 Sean S = méx{Rey;, Reys,Reys}, A = méx{6S,652,65%},
a = min{Rev;, Reys, Reys}, M tal que

(C1 + Ca+ Cs 4+ Co)M + (Cs + Ce)M* + CrM® < «/24

conCi1=1,2,3,4,5,6,7 las constantes del corolario 1.2.1 y F como en el enunciado
del corolario 1.3.1.

Asumiendo vdlidas las hipétesis del corolario 1.2.1, tomando 3 €]0, /2] tal que
para algin K satisface (1.13) y escogiendo las funciones b, f,h,p,q y r en F, se
obtiene que la solucidn z de la ecuacion (1.12) satisface

2(t), 21 (t), 22() = o( / meﬁ“-s)\a(.s)[ds).

La demostracién del corolario 1.3.2 es andloga a la del corolario 1.3.1, por lo cual
se omitira.
El siguiente corolario relaciona los dos ltimos corolarios.

Corolario 1.3.3 Sean § = max{[Revi|, |[Rev|,|Revs|}, 4 = max{65,652,653%},
a = min{Rey;, ~Reve, —Revz}, M tal que

(Gl +Co+ Oy + 04)1\5[ + (05 —+ Cﬁ)ﬂ[z e C-;ﬁrfa < Q/QA

conCit=1,2,3,4,5,6,7 las constantes del corolario 1.2.1 y F como en el enunciado
del corolario 1.5.1.

Asumiendo vdlidas las hipdtesis del corolario 1.2.1, tomando 8 €)0, a/2] tal que
para algin K > 0 satisfaciendo

(Qf — 18) — 3/—1[(01 + Cy+ Cy -+ C(;)ﬁf +Cs + C'G)J‘l"fz + C‘{A[S}

[.V
v Al — B)(9 + 6M + 302)

(1.21)
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y escogiendo las funciones b, f,h,p,q y r en F, se obtiene que la solucién z de
la ecuacidn (1.12) satisface

t o0
2(t), 20, 220 = O( / e~Pt=9)a(s)|ds +/ eﬁ(t‘s)|a(s)ids).
Jio t
Demostracidn. Sin perdida de generalidad se supone que Cx > 0,k =1,2,3,4,5,6,7
¥ que 71, Y2, ¥3 € IR. Ademds, es sabido que existe una solucién de (1.12) que satis-
face la ecuacién integral (1.16) con [|z]|p < M, y la funcién de Green

3

(r};l ,{_. A{z)e’}ﬂ(t—s) —_ ("}/1 + A[ra)e-m(t_s)
(o —1)W + (1 = )V + (3 = v2)8

g(t,s) =
(v2 — qg)ew(t—s)
(2 =)V + (= )V + (1 — 7))

Bajo las mismas argumentos de la demostracién del corolario 1.2.1 se ha omitido el
factor

V(Y2 = 1) + 1(n — 73) + V(13 ~ 72)

Lo que resta de la demostracidn se hard en tres pasos: En el primer paso se
prueba la existencia de NV > 0 satisfaciendo

Ala = 5)
N > —Qx (1.22)
donde

A = (@a=pB)+AB—-a)(9+6M+3IMI)K —3A[(C1+ Cy+ Cs + COM
+(Cs + Cﬁ)ﬂﬁfz + Ofﬂ/fa].

En el segundo paso se introduce una notacién apropiada y se demuestran unos
resultados tiles. En el tercer paso se construye una sucesién, por induccidén y con
argumentos de tipo punto fijo de Banach se concluye la prueba.

Paso 1 Utilizando las hipétesis sobre M y (3 se consigue la siguiente desigualdad

3A[(C + Ca + C3 + C)M + (Cs + C)M? + G M3 < % <a-p
que implica

(Oﬁ — )6) > 3/‘1[(01 + Cy+C3+ C4)l‘vf wfe (Ca + Cﬁ)ﬁ/fz -+ C—,-Md]
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+ [N [t e"“{t"s)lx(s)leB(a—T)\a(T)]dsdT
Jiv Jw
e~ [t e la(7)) [T ele=B)3 |y (s)|dsdT

Q

IA

- ];00 e P la(r)| [tt o~ olt=5) P3| x(s)|dsdT

IA

t o0 1
e—‘”f eﬁ'rla('r)lI{e(°"3)th+f e_&!a(r)lf et el tB)s |y (s)|dsdT
t i to

0

IA

i oC
K | Pt 9a(s)lds + K f P9 a(s)|ds
i

I

to
Ra0) = ® [ [ ol latrtdrds
- e"“{[m];me'“slx(s)le'ﬁ(s”ﬂla(f)[dsd'r
=35 & —as —B(s—7) dsdr
+ [ [ emixle la(r)dsdr]
= .[j ea('"s)\x(s)le"ﬂ(s_ﬂla('r)ldsd'r
to Jt
+e* foo /oo e""”\x(s)le”ﬁ(s‘ﬂla(f)\dsd'r
[ orate [ et s
to t o
4-6(“]L e’ﬁTla(T)l[ e® P x(s)|dsdT
gy © _ertor(o)lds et | & ® paly(s)|dsdr
[ e () [ e el e [ e )] [ o

ft e’gT\a(T)\Ke’ﬁTdT + t eﬁ"\a(’r)iKe_ﬁTd'r
to to

IA

IA

IA

1A

t (s.]
K] e~Bl=3)\a(s)|ds + K/ P9 \a(s)|ds
L i

0

R0 = ¢ ® eeixts)l [ ™ seH7|a(r)|drds

= e oofme(ﬁ"’)slx(s)ie'ﬁ"\a(*r)]dfrds

t

_ ft > f % (8- =87|a(7)||x(5) dsdT
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Ademas

Ri(x)

Ra(x)

IA

IA

IA

IA

IA

et [ et latr) [ eB-) |5 (s)|dsdr
: T

K_/ P9 |a(s)|ds.
i

f / ~a(t=8) =B~ | (1) |drds = f f olt=9)g=8=7a(r)|drds

1
e_at/ e’sTia(T)lf @Bl dsdr < e~ P79 |a(s)|ds,
to % - ]B to

]

oo
f e~e(=9/ =7 a(r)|drds
5

t pT o pt
/ f 6‘““‘”&“3‘”|a(f)|dsd7+f f e8| g(r) | dsdr
b o 1 t to

t T o0 t
/ e_“(‘“s)f e‘ﬁ(’"?)la('z‘)|dsd’r+e_°‘f e_ﬁ"]a('r)| e(@tP)s dsdr
to L

to

L t T
/ e—alt—s) fT e‘ﬁ(s“")]a(f)idsdrf / e—a(t—s)eﬁ(s—-r)la(q—)[dsd’r
Jis to to v o

e o0
4 e~#|a(7) |l P dr

- &y
e~ teﬂT\a('r)|—i-e(““a)th TR fw ’("a(s)lds
. a—p a8

0

1 g -
[/ e“f’“")la(s)ldS—%/ e’s“ﬁ“’}la(s)!ds]’
a_ﬁ to t
00 ps
[ [ eeeseiatrards
i to
PR 0 poo
/ / a(;_s)e—ﬁ(s-r)la(,r)}dsdq,_‘_/ f ea(t—s)e"ﬁ(s—f)'a(‘r)|deT
to v1I
io ¥ =

o0
! e“*f eﬂfla(f)le‘(“+ﬁ)‘dr+e°‘/ B_BTIG(T)|f e#= ) dsdr
o — 6 to i o
t at co
L[ P9 a(s)|ds + —— f eP"|a(r)[e#~dr
i a-pJ

1 00
/ ePt=9|a(s)|ds.
t

™

Q

™

Q
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o0 (o9]
Rib) = f [ (o(t=9) P67\ g(r) drds = f f (o(t5) 8= ()| dsdlr
= e t/ e P7|a(r) |] eB-sdsdr < ! f ePt=9|a(s)!ds.
¢ -B L
Entonces

R(x) < Bk[f e~ Pt=9|a(s)|ds + ftm eﬁ(*_s)\a(s)\dsl,

to

rigo < —S5( [ |  o0-9a(s)lds).

Por otro lado, para X € F, se deduce que
oo L
| [ sl = | [t e = 15)emEIx(s)ds
to to
+ [ n- e Ix(s)ds|
t

IA

(Il + 1n2l) [m =9y (s)ds + (1] + )

( f (=9 |x(s)ds) + (172l + ml)(ftw e =9)|x(s)|ds)

IN

25‘(/;[8"’3(‘"5) + et F(s)|ds + ];00 e"““'ﬂlx(s)lds)
2S(/L[e"’3("s) + (=) x(s)|ds + fw e’““"’s)]x(s)lds)

oo o0
< 45 | e |x(s)lds + 2Sf =3 x(s)|ds,
t

to

IA

y analogamente que
ooag ft o [e's] 3
t,5)x(s)ds| < A g~ olt=s) sds—%-f calt=8) |y (5)|ds ),
\[ at( 0 \ ([ el | [x(s)1ds)

Py, aioas] < A([ e [ M)
ot t

to
Paso 3 Construyendo la sucesién: zo = 0, Zn41 = Tz, ¥n > 0, con T ¢l operador

definido en la demostracién de 1.2.1 ¥ usando la constraccion de T se tiene que
Zn —Y 2 cuando n — 0.
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Luego debemos probar que para todo t > tg se cumple

OO0 N [ e#lalolds+ [ e alslas). (129
to t

donde n € IN

La demostracién de (1.23) se hace por induccién. para n = 0,1 se verifican

facilmente por la construccién de la sucesién de los z,. Suponiendo que es vélido

para n < k se va ha demostrar que también lo es paran = k+ 1, por lo demostrado
en los pasos 1 y 2 se tiene que

t o] t
|z ()] < A([ e~2t=9)|a(s)|ds +/ e*t=9)|a(s)|ds + [ e~ 2= |b(s)||zx|ds
to t ¢

0

/ " e fadds + | "eatt=9)] 1 (s)] 2] ds

o0 14
o 7 ote0) () 120 5)lds + / e==2)1(5)] |22 ds

to

g

t
+ | e In(s)||27|ds + f == p(s)| |2 |ds

to
o0

t

b [ e Ip(liadiz0lds + [ o la(slizElds
to

oo

+

e S S —

e -lg(s)|ds + [ eIl lds
¢

0
oo

+ [ e Ir(s)l|lds

t 00
to t
+

t o
Co [ ezl lds + f 2=z, | 2{"|ds)
t t

t oo
03(/ e‘“(*"s)]zklzds—l—/ e"(“”]zklgds)
to i

t = o)
4Oy je-“<t-s>|zknz,?)lds+ f e““‘s}lzkl\2£2)\ds)
1 1
0: -
+Cs [ et ||z ds + f =21 ds )
t t

t o]
f e=o=9)| 23|ds + / e"("‘)lz§|ds)
¢ ¢

t o0
+C fe'“(t‘s)lzﬁids-l-/ e“(‘”s){zﬁids)
t

to

—

L=l
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1.3 Comportamiento de las soluciones de (1.12)

VAN

t [s's)
A(f e~ q(s)|ds + / e*t=9|a(s)|ds
to t
+N[R(b) + R(f) + R(h) + MR (p) + MR(q) + M*R(r)]
+[R(1)[MN(01 +Cy+Cs+ 04) + MQN(OE, + Oe) + M3N07]])
A (1 L 3KN +3KN +3KN +3KMN +3KMN
2

3KM?N + §M+N(Cl +Cy+Cy + Cy) + o

G— a—pf

3MB3N

(Cs +Co) + = ﬁO7) ( / e 809 a(5) ds + / h "= |as)|ds)

to 5

IA

IA

N
A(l + KN(9+6M + 3M*) + a?)_—ﬁ[(cl +Cy+Cy+Cy)M

(Cs + Cs) M? + o,.MB]) ( f " e B0-9|0(5)|ds + / ” eﬁ“ﬁwa(snds).

to

t oQ

& N(/ e_ﬁ(i‘s)la(sﬂds%—/ eﬁ“_s)la(s)[ds).
tg i

Andlogamente se prueba que

N( / e B-9) g5 |ds + f ” eﬁ(i—sna(snds)

i

2001 < N [ e atolds+ [T als)ias).

to

IA

i,
120, (1))

Finalmente, se deduce que

z(), 210 (@), 22 (t) = C’)(/ e_ﬂ(t_s){a(sﬂds—i—/meﬁ(*‘s)m(s)[ds),

to £

&

en virtud de los pasos 1, 2 y 3 y el teorema del punto fijo de Banach. [ |

Corolario 1.3.4 Sean S = max{Rey;, Rey, Reys}, A = max{65,65% 65%},
a = min{Rey;, Reye, —Reys}, M tal que

(C + Co + Cs + Ci)M + (Cs + Cs) M? + Cr M® < /24

con C;i=1,2,3,4,5,6,7 las constantes del corolario 1.2.1 y F como en el enunciado
del corolario 1.3.1.

Asumiendo vdlidas las hipdtesis del corolario 1.2.1, tomando  €]0,a/2] tal que
para algin K satisface (1.18) y escogiendo las funciones b, f,h,p,q y v en F, se
obtiene que la solucidn z de la ecuacidn (1.12) satisface

2(t), 20 1), 28(t) = 0( / tefﬁ““”!a(snm f meﬁ“-s)\a(s)lds)-

to
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Demostracion. Similar a la del corolario 1.3.3. [ |

1.4 Una Generalizacion del Teorema de Poincaré

Poincaré [9] estudié la ecuacién (1.2), para el caso de sistemas, suponiendo que
los r; = 0 cuando t — oo. Sin embargo, si tomamos ro(¢) = sin(t?); ri(t) = };
ro(t) = @; 73(t) = & para t € [1,00[ no se puede usar el teorema de Poincaré para
resolver la ecuacién (1.2), ya que 79 # 0 cuando t — co. Més atn ni siquiera pueden
usarse los resultados de Levinson y de Hartman-Wintner ya que ry ¢ L? para todo
z 2 1.

El siguiente teorema permitird resolver la ecuacién (1.2), bajo condiciones mas
débiles que los asumidos por Poincaré.

Teorema 1.4.1 Dada la ecuacion (1.2) y se asume vdlidas

1. ReA; > ReXy > ReAsz > Rely, con "= Ay — )\1, Y2 = /\3 = )\1, Y3 = Ay — )\],
Y4 = )\3 - )\2, Vs = )\4 - /\2, Yo = )\4 - As, donde At‘.j 1= 1,2,3,4 son las
raices caracteristicas de la ecuacidn (1.12).

2. G(rg), Li(r;) = 0 cuando t — oo, para cada k = 1,2 y cada j = 0,1,2,3
donde

£if) = [ e INseds, L) = f " 19| ()| ds

to
con ¥ = min{—y1, —V4, =6 }-

Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, ¢ =
1,2,3,4 tales que

M @) 3)
Yi (t) = lim y1. (t) lim Y; (t)

- _ X
s =% 0 vi(t)

- = A3 1.24
t—r00 y,(t) * t—1}00 11-(t) : ( )

Demostracidn. Es conocido que la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de
soluciones de la forma

yi(t) = e:rp( ft[A,- - zi-(s)]ds), Yi=12 3,4, (1.25)

to
donde cada z; satisface la ecuacién (1.4). Entonces 31" () = y:(t)[\i + z:(t)], es decir,
uo®)
yi(?) v

2 (t)
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(2)

%,TS) = i+a@P+24"0), v

(3)

i?(g‘) = Dotz + 200 + 201" @) + D + 2 0]a(0) + 2(2)0).

Luego, la demaostracién se reduce a probar que para cada i = 1,2, 3,4 existe z
tal que z;, 251),z§2) — 0 cuando t — oco.

Usando las hipdtesis 1 y 2 se tiene que para cada i = 1,2, 3,4 se satisfacen las
hipétesis del corolario 1.2.1 con

bg = 4)\13 -+ 3/\3@3 S E 2)\;‘&2 + s,
by = 6)\12 + 3\;a3 + ag,
by = 4X -+ aa,
a(t) = —(Nrs(t) + Mra(t) + Airi(t) + ro(2)),
b(t) = —=(3XMra(t) + 2\ira(t) + ri(t)),
(1.26)
f@) = =(Bhrs(t) + ra(t)),
R(t) = —ra(t); plt)=-3rs(t); qt) = —(BNira(t) + m2(2)),
T(f) = —Tg(t), C1 = —3, Og = —(12)\1' =} 3&3),
03 = —(6/\52) -+ 3)\1'043 + ag), 04 = —4, 05 = —6, CG = —4A1', Y
C; = -1
Ademds, las ecuaciones para z;, ©=1,2,3,4 son
. o0
a) = [ 0t Fsx(e)ds. (1.27)
to
donde
F,‘,(fj Z) = - {(/\?7‘3@.’) -+ )\?T‘Z(t) + /‘\,'T‘l(t) -+ To(t)) -+ (3/\,~T3(t) + 2/\@7‘2(1&)
+r1(8)z + (BNrs(t) + Tg(t))z(l) + rg(t)z(z) -+ 373 (t)zz(l)
+(3Air3(t) + 72(1))2® + r3(8))2® + 3[2M)2 + (12X + 3az)zz™
+(6X7 + 3Xha3 + az)2” + 4229 4 ry()23 + 62220 4+ 42 + z4]
’ _ 71(t—$) _ 2 (t—3) - ~Ya(t—s)
Y3 — Ya)e : + (’Yl)( ’Ysze - + E’Y?) 7)€ | sise o]
alt,s) = < Ys— V)2 =)\~
-~ 'Y5(t"5) —_ ~ 74(5_5)
71+ Ya)e (71 + ¥s)e si s € [to, 1]
(15 = 74) (71 + 7)) (1 +7s)
gg(t, 3) = (
(s —Apgye B4 :
- si s & |to,t
: (vs — 70) (1 + va) (72 + ) o,
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( 72— Ya)eno si s € [to, t]
(Y6 + v4) (72 + ¥6) (72 — Y4) o
93(t: '5) =
ntede 200 = D+ 9de 70 g
\ (e — ¥5){vs + v3)(v6 + 73) k o
( 0 si s € [to, 1]
-94@’ S) = —76(t—s) —75(t—s) —73(t—s)
(3 =) + (6 — y3)e” + (75 — Y8)e™ ™ .
e si s & [to, t]
\ (fﬁ— fs)(/s" fs)(m—%)

Entonces denotando por

P(\,R) = [)\:1‘7‘3(3) + A%’!’g(é‘) + Mri(s) +79(s) ¥
ko= 2ml =+ P2l + vl + [nllvsl + [nllve] + ellvalvis)
+ V2] + [vami] + Y2 ys] + |34 I,

por la definicién de G para z; se tiene que

t 5) ds‘ + }/ a(s)ds

(t—s)

Bal) = U (.l d3l+

- — e’h
[(vs — ”fz)(’Yz - 71) (73 = 71l ( . [ Ta — o)
+m = v3)e? 0 4 (yy — 1)e™[P(A, R)]ds

+; /;[—”/L(% — 7o) €M) oy () — g )72
0
—v3(y2 — 1)e™ = [P(\, R)]ds
| fr T = 1)) 4 3y = ng)e =2
a
72 (72 — m)e” I [P(Ay, R)]ds‘)

e F(t—s
= I(’Y:s—’fz)(%”’h )3 = m) |/ ‘ [P l/\IE ‘RI]

KAl
H(va = y2)(v2 — 1) (vs — M)

3

|[|/\f|£1(r3) + Ml Lilre) + L1(r1)] + Glro).

Ademas, andlogamente,

2

) = [ (a9 + 1509+ 1505 bs)las
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1 /m
< V3 — enlt=s) + — e12{t=s)
(13 = v2) (72 — 1) (73 — 71) Jeo (‘( ’ 2) ™ )
+(72 = 7)€ I ()| (v — 12)e™ ) = ya(s) (71 — )¢
—73(8) (72 — )€™ + |73 (5)] (73 — 72)e ) + 2 (s)(my = ya)e?2 ()
+v2(8)(ya — 7_1)673(‘"‘9)0 (3|/\§ + r3(8) + 2A1m2(8) + 'rl(s)ods
K oo
< e TE13AL 12 + |ra(s)] + |22 |ra(s
T (v = 72) (2 — ) (va — M)l /:‘U [3M] Irs(s) + 2] ra(s)]
+|ri(s)|]ds
H’|)\1[ 2
= (13Ai*La(rs) + 2Lo(r2) + Ly(r1)1)-

|(7s = 72) (72 — 1) (s — 1)l

En consecuencia G(a), £(b) — 0 cuando ¢ — co y utilizando los mismos argu-
mentos se prueba que L(f), L(h), L(p), L(q), £(r) — 0, cuando ¢ — oo.
Finalmente como z; satisface las hipdtesis del corolario 1.2.1, z; — 0 cuando
t — oo. Asi mismo, con la misma estrategia se verifica que zs, 23, 24 cumplen las
hipé(t?SiS( c)lel corolario 1.2.1, por lo tanto existe z;, para cada ¢ = 1,2, 3,4, tal que
1) (2
=

Ziy 2

; — 0 cuando t — co. N

Observacion 1.4.1

Una afirmacidn que se ha hecho pero que no se ha demostrado es que los y;, i =
1,2,3,4, forman un sistema fundemental de soluciones. FEsto es una consecuencia
de la hipdtesis que A; # Aj, Vi # j, y del hecho que el Wronskiano para los y; es
asintéticamente equivalente a:

(Ag = A)(As = A (2 = A1) (As = A2) (Mg = Aa) (A — Ag)

1.5. Perturbaciones que tienden a cero, Teorema
de Poincaré

En esta seccion se presenta un resultado para el caso dadoe por Poincaré.

Teorema 1.5.1 Dada la ecuacion (1.2) y se asume vdlidas las relaciones

1. Re)\l > 118/\2 > RB/‘\3 > R,E!/\4J con vy = /\2 — /\1, o = /\3 = /\1} Y3 = )\4 = )\],
Y4 = )\3 - AQJ Y5 = /\4 - Az, Y = )\4 5= Ag, donde )\ia = 1,2,3,4 son las
raices caracteristicas de la ecuacion (1.1).

2. T — 0 cuando ¢ — oo, para cada j =0,1,2,3.
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Entonces, la ecuacion (1.2) tiene un sisterna fundemental de soluciones y;, para
1=1,2,3,4 satisfaciendo (1.24), y

i (t)
e M, para cada i=1,2,3,4. (1.28)
Ademds, para j € {1,.--,4}, se tiene que

Y @) = A 4 (1)) Ml to)exp( = H (Al — M) /t Fi(.s‘,z)ds) (1.29)

kEN() o
donde N(i) = {1,2,3,4} — {i} y
Fi(s,t) = — [(A?rs(t) + AfT2(8) + Nira(8) + ro(t)) + (BAira(t) + 2hira(t)

+r1(t))z + (3Aira(t) + m2(2)) 2™ + r3(t) 2@ + 3r3() 22V
(3)\1'?"3@) o '."2(15))2(2) -+ T'g( )2(3 + 3[2“ ] (12A1 + 3(1,3)22(1)
(62 4 3)as + ag)z® + 4z2® 4 6220 4 4P + z‘*],

comn

a(8),20(), 220 = o

—

Bt 9| P(A, R(s ))lds),

o

(
(.

+/ P9 P( Ay, R(s ))}ds),
(), 271, 57@) = O [ ePIP(g, R(s))lds

+ [ eI1P O, RsIas),
z4(8), 20 (1), 28 o(ftef“ )| P( /\4,R(s))|ds) (1.30)

2(1), 270,21 = o e~PE=9)| P( Ny, R(s))|ds

2 85‘

8.5*

para  P(X, R(s)) = Alrs(s) + Mra(s) + Mri(s) +ro(s), B €)0,v/2] vy v =
A —1;—~%4—"Y6 }

Demostracion. Es sabido que Li(F) — 0 cuando t — oo, si ¥ — oo cuando
{ — 00, para los operadores Li, & = 1,2 del teorema (1.4.1). Luego se cumplen las
hipotesis de dicho teorema, y por ende existen soluciones y; para cada ¢ = 1,2, 3,4
que satisfacen las ecuaciones (1.24) y (1.25), donde cada zi,ziw, z§2) — 0 cuando
t—oo0i=1,23,4. Ademds las z; satisfacen (1.27)
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Luego

[

¢
/ zo(s)ds
Jig

/ f g1(t, 8) Fy(r, z)drds
[f =3y (s, 2)ds

{’Ys Y2
(7a — ”/2)(72 ~Hlg =9k o

—/t Fl(s,z)ds] n 72% [f e"f“’“‘s)Fl(s,z)ds—ftFl(s,z)ds}}

to to

1 2— N
+((’Ys — 72) (72 —’Yl)(’ra—’h)) (7 717 )

¢ t
(f e“"’(t_s)Fl(s, z)ds—/ Fi(s, z)ds)
to to

-1 t 1
Y23 / Fils, 2)ds + ((73 —72)(v2 — ) (13 — 71))

([ [73 B pten) (BB ey o B0 e““‘ﬂﬂ(s,z)ds)
to T Y2 T3

-1
Y1Y2Y3

/t Fi(s,2)ds + o(1)

%
(A2 = M) (A3 = A1) (da — A1)

/t Fi(s, z)ds + o(1),

to

1

t 5
- f/(ﬂ/l—i—%)e"s{sT)Fg('r,z)d'rds
to

(5 — va) (71 + 7a) (11 +7s)

—/ f Y+ Ys) 67"‘(3 1 Fz('r z)drds
to
—/ (’y‘) Y4)€ —mils— ")Fg('r z)d’rds]
to
1

fonca T =+ 74)675(5_7).(:'-‘2(‘7', Z)deT
(vs — 1) (v +714) (71 + 75) fzo fto

f/ Y+ vs) e”“(s ”’)Fg('r z)dsdr
to

f / Y5 — Ya)€ ~nl=T) By (7, 2)dsdr

to v ip

_/ /(“/5—“f4)(e_71(5‘7)Fg(7‘,z))dsdr}
Ji to

(vs — ¥a) (71 + va) (71 +¥5)
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t & i
([ [ [Mevs(t—sj _ Mew—s)] B(s, )i
Jig s T4

P =
/ el By (s, z)ds]

+[/00 74_75 _71(50 S)F( )dS

to

i £
-I—[ L 71 T+ + L %] f Fy(s, z)dsdTD
T4 ! to

~1
= Py =) = Xg)q — g

t 1 t S
d _ Y6(s—7)  2)drd
. wlstas m+wm+%mrmﬂﬁﬁﬁzmﬁ 3(7, 2)drds

0
t poo
+/ / (Y2 + ¥6)e~ T Fy(r, 2)drds
g ¥ 8
t oQ
- / / (96 + 7a) e Fy(, Z)d'rds]
- 1 f f Yo — 7)€"~ Fy (7, 2)dsdT
(v2 + ¥6) (va + ve) (72 — va) Ly Jr
/ / V2 + ve)e " Fy(7, 2)dsdr
to
N T ———
Jig

oo i
- / f (6 + va)e D Fy(r, z)dsd’r]
5 to

1 t —
= [/ (% T g1e(t=3) Fy (s, 2)ds
e+ (n+v) (-1 b 7

N /“" Y26 paft-s) _ me—vza—s)) Fy(s, 2)ds
L

] /t Iy (s, 2)ds + o(1) + K1,

—Y4 -2
- (e 0]
+f 72-*“7684%(5_5)1;‘3(3,2)553‘}‘/ Me’ﬁ(tﬂ"s)}?s(s,z)ds
to T4 to i
_ s < Y6 + k
+(_ T2 (72 + %) + 18 74)/ F(s, z)ds},
Yo Y4 T2 ta
-1 ¢

T = )02 = Aa) (= A) Fy(s,2)ds + o(1) + Ko.




1.5 Perturbaciones que tienden a cero, Teorema de Poincaré 35

4 1 '/‘i/*oo
z4(8)ds = — v5)e” 1 Fy (1, 2)drds
Jaos = g L ) e (r2)
t o0
lo

L]

[ f (vs — ve)e —1a(s=7) (r; z)d’rds]
to
= f / (va —ys)e” o (s 1r)F‘;(fr z)dsdr
(Y6 — ¥5) (75 — ’Ya)(”/s ¥3) to
+/ / (75 = v5)e D Fy(r, 2)dsdr
3 io
t T
+f / (%6 — ya)e PO Fy(7, 2)dsdr
to

Jto

o0 t
-l-/ f (6 — "fg,)e‘“(s”")ﬂ(*r, z)dsdr}
i to

t T
—i—/ / (75—76)8'"’3(3”)5‘4(7, z)dsdr
to

f / vs — v6)e”BETT By (T, z)dsd'r]
Te — 73

_ [f (’Ya Vs e 1e(t=3) |
(’Ys = 75) ("Yf - 73)(76 - ’Ys) Y6 Vs

e—1s(t=9) Y — e e—alt- S))F4(S z)ds
Y3

+/w Y3 — s oo (to— s)F (S z)ds
to ’Yﬁ
+/oo 6 — 73 ~s(to-s) (5 z)d5+f Vs — V6 (o~ S Fy(s, 2)ds
¢ Y5 to 3
0 - " _ _ — ¢
+f (_'YS oy (76 73)+ (5 %)/ Fh(s,z)ds]
to e s ie L
—1

YR WPV WIOPEPY / Pl daiil] 2

Estas estimaciones concluyen la prueba de (1.29), dado que por las hipétesis 1y 2y
las conclusiones de los corolarios 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4, (1.30) resulta ser vélida.

Por otro lado, como z;, zl(-l) = o(1) se tiene que

yO@) = i+ aly
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- [,\i-i—o(l)}e)“(“‘“)e:r:p( (Ax — M / Fi(s,2) ds
kEN(':)
v = D242z + 22 + 2Mw()
t
= [)\i+o(1)]ek‘(“‘°)e$p(— H (Ak—)\,-)'l/ Fi(s, z)ds), y
kEN (i) to

y20 = (Di+a@OF +20u + 2)2f + i+ 2)7 + 20 ui(t)

= D2+ ol Deap( ~ T O3 [ Rls,2ds),

kEN(:) to

con N(i) = {1,2,3,4} — {i}. Luego, de la ecuacién (1.4) y la hipétesis I se deduce
que zf ) — 0 cuando ¢t —+ co y por lo tanto

()
) g,

D4+ 22020 + 222 + 2 + 300 + 2)%20 + (N + z)t = N,
t=o0 yt(t)

es decir se satisface (1.28).

1.6 Integrabilidad de las soluciones de la ecuacion

Usando variacion de pardmetros se sabe que (1.12) es equivalente a la ecuacién
integral (1.16). Luego la integrabilidad de z depende de la integrabilidad del las
funciones a, b, f, h,p, q, 7 y esta dependencia es mostrada en el siguiente lema, don-
de ademds de deducir la integrabilidad de z(*), 2(2) se obtienen una férmula para
describir z, (M), 2(2).

Lema 1.6.1 Si se considera la ecuacién (1.10), las hipdtesis del corolario 1.2.1 y
se asume que a,b, f, h,p,q,7 € LP[ty,00[ con p > 1. Entonces

1. 2,29 23 € [P[ty,00] para p > 1, donde z es la solucidn obtenida por el
corolario 1.2.1.

2. Sip€ll,2], z,20,2? se puede escribir como
2(t) = 0(t) + Ym(t), 20(t) =09() + 9 () j=1,2

con 0,000,602 € LPltg,00] ¥ Pm ¥, Y& € L[to, 00l.
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3. Sip€lm,m+1] conm € IN = {1}, 2,2, 2 pueden escribirse como

m—1 m—1

(1) +m), 200 =D 00w +9Pt), =12

i=1 =1

con 9;5,9;(:1),9,&2) € LP[tg, 00, parak = 1,...,m—1 y i, ,(,}),q/;ﬁ?,) € LPI™[ty, ool.

Demostracion. [itemI] (Ver [5]), Se sabe que si a,b, f,h,p,q,7 € LP[ty, 00[
entonces para todo £ > ()

y o
/ e~ a(s)|ds, f e*~")[a(s)|ds, € L[to, oo

tg

de donde se puede escojer ¢ de manera que se cumplan las hipétesis de los corolario
1.2.1, 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, y¥ 1.3.4, es decir se tiene que

2(1), 20 (1), 20() = o( f

to

e 0]

ga(t, 5)la(s) ds (1.31)

Y como consecuencia

e Bl=9) 5 t>s
wits) = | :

cuando Revyi, Reys, Reys <0
oy = e Blt=s) g t>s
a5 = =) &5 t<s
cuando Revy; > 0,Revyy, Reys < 0 cuando Rey; > 0,Rey, > 0,Reys < 0

(t,s) = 0 , 81 t>s
WS = -9 | s t<s

cuando Revy;, Revy, Reys > 0 con f§ €]0,v/2].
Ahora como

/ " g5 8)la(s)lds € LP[ty, oo,

de (1.31) se concluye que z, 2%, 20 e LP[tg, o0l
[Ttem?Z] Si p €]1,2] su exponente conjugado ¢ = p/p—1 € [2, 00[, es decir ¢ > p
entonces z, 2\, 2 € BJ0,1[C LP, se sigue que

bz, f20 bz pzzW g2% 723202, 220, 22, 223, 220 28 2% € L'[ty, o0l
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Entonces tomando 6 € LP[tg,00[ v % € [to, o0[ talque 6, 62 € LP[tg, 00 y
Y, ¥ g Lty oo, de la siguiente forma

D
—

=
~—

/t g(t,s)a(s)ds, vy

to

o0
/ g(t,s) (bz + f2D 4 2@ popaa(D g2

to

+r2 + C1 2] + Caza™ + G322 + Cuz2® + Cs52220)
Jeler £l ) s

ASS
3
_—
o~
e
il

Se observa que ¥, ¥i2 € Ltg, 00| y ademds , que z, 2", 22 se pueden escribir en
la forma

2(t) = 0(t) +Ym(t), 6¢€ LPlto,00[, ¥m € L'[to, 00|
A = 90 +P(), 6V € LPlto, o0, ¥%) € L'[ty, 00, 7=1,2

ItemJ] Sea p €]m,m+ 1], (m € IN,m > 2). Se hard la demostracién en dos
pasos. Primeramente se demuestra para m = 2 y luego para m > 2 Paso 1 Para
m = 2. Por Hélder se tiene que

bz, f20 hz?) [z(l)]g,zz,zz(”, z22® ¢ Lp/Q[tD, 00|
pzzM g2%, 2220 23 € [Pty oo
2%, 24 € LP/4[ty, ool

4

Ahora como pzzV, gz?, 2221, 23, 2%, 2% | son acotadas entonces se tiene que pzz(,

g22, 2220 23, q23 2% € LP/?[ty, 00, Luego es posible escribir z, 21, 22 como

2(t) = 01(t) + ¥a(2), 29(t) = 69 (1) + w5 (1),

donde
a(®) = [ oltsats)ds,
to
a(t) = f g(t, .s)(bz, + f20 4+ hz® 4 pzaW 4 2@ 2@ 4 0[]
to

HChaa M flla? 40z 4 Ce? W Blerd C’Tz4>ds.

Se observa, 8, 6(1) 9(2 € LP[tg, 00 y ademds que T}’Jg,'l,uz ),?,L’u € LP[lg, 00|, es
decir, para m = 2 se cumple el resultado para
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2

Paso 2 Para m > 2. Reemplazando z,2"), 2 en las respectivas ecuaciones

integrales, se tiene que

2(t) = 61(t) + /DO g(t, s)wods + /w g(t, 8)(zds

Ltr) \tg
P Va
o 5 ® g
® = g /-Et wads / DIt 8)Cads
: Ot [ pploshonds + | S0 9)ads
05" uf

o0 azg o0 82g
@y = 9(%)+/ —=(t, s)w -+-/ =2 (¢, 8)(ads
4 3 2 ) 3 ’
! w Oy OF )
o e

donde

Wy = [b(ﬁ'l = fggl) + ]1952) + Cl[ﬁgl)}z
120,00 + 36 + 9199], y
G = [bat ful” + e +p(s)(6:05 + 067

0 + o) + a(s) (62 + 20192 + ¥3)
+r(s)(63 + 3624 + 30192 + ) + Cr (209 + [wiP]?)
+Co(0:195" + a8 + 9oV) + Cs (2619 + ¥17)
+Ca (0 + 120 + apd?) + C(8768 + 02 + 28, 9,65
+20,95" + 20195057 + {7 (60 + )
+C5(057) + 365 + 301957 + ¥3) + G (6" + 46
16070 + 40,3 + ).
Luego es posible escribir z, 2t 22 como
2(1) = 61(8) + 6a(t) + (1), 290 =6D() + (1) +u(1) j=1,2 (132)
Usando Hélder se tiene que cada uno de los sumandos de wy € LP/2[to, 0o[ y que cada
uno de los sumandos de (3 € LP/3[ty, oo[ lo que implica que 62, Bg]), 9&2) € LP?[ty, o0]
y que 1, 37, ¥i € LPP[tg, oof.
Ahora sustituyendo las férmulas z, 21, 2% dadas en (1.32) en las ecuaciones
integrales de z, zm, 2(2), se tiene

2(t) = 6:1(t) + () + /‘00 g(t, s)wads + /"90 g(t, s)Cuds

& to to

s

-

03 Y4



1.6 Integrabilidad de las soluciones de la ecuacidén 40

donde

ws(t)

Ca

2
(beg + 165 + hoY + ppi6t) + 082 + €1 > 6080, + Z 6,6
k=1 k=1

2 2
+Cs Y Ouba—s + Ca 3 0485 + Co626(" + Cot? ) ds
k=1 k=1

(b2 + 157 + h? + (O + 616 + D) + (6 + 201305 + ud)
+7(63 + 3034 + 36193 + 93) + C1(265" vV + [¥i)?)

+Co (0,98 + 128 + vnplV) + C3(20,92 + 12)

+c4(elw§2) + 1962 + a?) + C(6260 + 6295V + 20,9p,68V
+200929" + (68 + 9i))

+Co(03 + 30702 + 36103 + ¥3) + C7(67 + 4634,

+6623 + 40105 + )]

con ¥y € LP4[tg, 00 y 03 € LP3[ty, oo es decir,

z(t)

= 01(t) + Oa(t) + 03(t) + Yu(t), O LP* k=1,2,3, 1€ LP/"

(1.33)

Andlogamente también se tiene que

w{J ELP/“, para j = 1,2. (1.34)

Suponiendo que se puede escribir z, 2z, 2 como

donde

k
z(t) = @i(t) + Yrsa(t) con ‘Pk(t)=231(£)

k

29 = m(t) +1,ZJ,E‘2,( t) con cpg)(t) = ZB}j}(t)

=1
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6o(t) = /m (t, 5)F (s)ds / 20 (1, 9)F(5)d

to

820 = [ SR

(t,5)Fa(s)ds, 6(t) = / (1,5 Fa(s)ds,

/ D
6P = / = (t,5)Fa(s)ds,

/e

| %

(t,5)Fs(s)ds, 67(t) f (t,s)Fy(s)ds,
S 3 ds Dat 3

o) = (t,s)F3(s)ds,

8t2

to

4 <[ <k con

Fi(t) = b(t)6+ f()8" + h(t)6 + Cy 6]
+Ca0,:8 + C362 + C46,6%

2
Fy(t) = b(t)2+ f(£)05" +p(t)0:60" + ()62 + C1 Y 6650,
k=1

2 2 2
+Cy Z g;,ﬂ:(;_)k + 4 Z G.05_y + Cy Z gkgg?_)k
k=1 k=1 k=1

+C5626 + Ce6?
(1-2)

Fy(t) = b(t)0i1 + F(OO + plt nggi(lk+q nggllk

=1

+T‘(t) Z 9583'9"; 4 cl Z 9(1 + Cy Z Hkg

i+j+m=I-1 k=1
-1

+0329k91 k+0428k9, e +Cs Y 6:6;65)

i+j+m=l

Z 6:0,0,, + Cr Z 8,0;0m0,

i+j4+m=l i+j+m=l
ademas £k < m — 1, 8;,81(1),91(2) € LP/I[tD,oo[, l=1,2,....k v Ype1, £14~)11 ,(i)l €

LPI6 [t oo, sustituyendo z, 21, 2(2)| en la ecuacién mtegral.

2(t) = 61(t)+ fmg(t, s)wyds + /w g(t, s)Cds

to to
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y también

donde

W

Ck

A(1)
k

() = 6 + / -—(t 8)wyds + f %(tm)ﬁsds

- > 5% 52,
29 = 67 (t) + 572 =1, 8w+ . o (t 5)Crds

to

= [bsok + foll + hwf) + prapt!
20k + 6} + Cilu"L + Capro® + Cy?
+Cyppp® + Cspzpl) + Copp + C?‘Pi]

- / ot (Z,s) [bsok + fol) + hp® + o)
0
+3¢ + o} + 1P + Coptpy) + Cypl®
+Od§9k€0k + Csﬁoklf)k + 0690(3) + C?‘Pf;]

oo a2

= ézgg(t! 5) [b‘Pk + f%b;{c + h‘P(2) +'P(Pk7.b/£1)

to

06 + 4] + Gl + CongD + G2
+Cd‘pk7/);(¢2) =t 05?92%[‘;9) -+ 06‘;9(3) + C?‘Pk]

= [War + 10 + hu2, + Dot + s

+¢k+1¢k+1) + 2(20k%k 41 + ¥7,,)

+7 (303 er1 + 3<Pk¢k+1 + Y1) + G (2‘P(1)¢k+1 [wi{cl-gl] )
+02(99A.'¢’k+1 + ¢k+1<Pk + H"ﬁ;hq) + Cs (2050447 + Yei1)
+C4(50k¢k.+1 =k "abic+1(Pk + ¢k+1¢k+1) + Cs( (Pkfl)k“ * 290k’¢k+190( )
+290k¢k+1¢k+1 + Y00 + ¢k+1¢£21
+CG(390}; Ve + 30k, + Viyr) + Cr(4}

+6<Pk¢k+1 + 4ol + ¢k+1)J

/ BT (t 5) b¢k+1 + f¢k+] + h¢k+1 +p(§0k¢k+1 g 7,54'c+1(a‘9(lJ
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Poar otro lado

+T/)k+1V§cl-21) + q(201tr41 + Y1)
+r(30ithrer + 3<Pk1/)k+1 + i) + C1 (20} )wk+1 [’Gbk+11 )
Jrcz(tpkwku + %H(Pk + WHMH) + Ca(20xthrr1 + '¢k+1)
+C4(%9k¢k+1 + ¢k+190 ) 4 1/)k+1¢k+1) i C&s(ﬁokiﬁkﬂ + 2@k¢k+190k Y
+2¢Pk'¢k+1’¢k+1 +wk+1§9 +¢k+1¢k+1)
+Cs (3%; P41 + 3‘Pk?/)k+1 o ’tﬁbk+1) + Cr (49}
+6<pi¢§f31 + i + w:uﬂ
© 5%

T
+1f)k+1¢k+1) + q(20p k41 + wﬁﬂ)
+T(3@k¢k+1 + 3(Pk1/)k#1 + wk-&—l) + 01(2‘9(1) 1&21 P [¢k+1]2
+Cz(<Pk¢k+1 + ¢k+150 + ¢k+1¢k+1) + C3 (201 + 7Pk+1)
+Calpeh), + Y1l + ¢k+1¢k+1) + Cs(depll + Yot i10h
+2<Pk¢k+1?f)k+1 o ¢k+1<ﬁk1) + ¢k+1"f}k+1)
+Cs(390k Wk + 350k'€bk+1 “+ ¢k+1) + Gy (4¢}
+6‘Pk¢k+1 + 4‘Pk1/)i+1 4 Tw[).é+1):|

(t s) [b";karl 2 fT/)kH + f‘ﬂ/)kﬂ * p(fﬂkﬂbﬁl + Preirpl)

b + Fol + ho® = b0y + bl + £61) + fO5 + hOLD + hOS?

k-3
+ 3 [bbisa + SO, + D] + b0 + F6 + 96,7
=1
k—3 I4+1

pol? = o) 423 042 2005

=1 =5l

(1
i+j>.‘€+l
k-3 41

gp) = q92)+q2993 ,+q22991+2 -4

=1 i=1

+q299k_1+q S 6

i+i>k+1

rel = a~9§3)+frz ST 6:86m

=1 i+j+m=I+2
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wr Y GfifmtT ST 6i6m.

it+jtm=k+1 i+j+mzk+l
y 2 k-3 142
Cle? = GBI+ S aED + €YY
i=1 1=1 i=1
+Cy 29 g +C S 6060
i=1 i+i>k41
k-3 1+2
Caprpl) = Caff] +cg§:993 4GS 66
i=1 =1 i=1
+czj_ja 60 +C Y 6.
i=1 i+i>k+1

k—3 142

2
Cypl = Csbi+Cs Z 0;05—; + C3 }: Z 06143

i=1 =1 i=1

k
+Cs Y 08111 +Cs Y 605
i=1 i+i>k+1
k=3 142

Coppe® = Cibrb? +c4299 4D 08

=1 i=1

+C4ZB 0. +Ce Y, 6;6%%.

i=1 iti>k+1

k—3
Csptel) = Cs200 +Cs Yy, D 0:0,0
i=1 ij+m=I+3

+Cs Z 6,‘9_-;9,(.;) + Cs Z 9,‘93;91(,71).

i+j+m=k+1 i+j+m>k+1

k-3
Cogt = Cob2+Csy ST 6:6i8m

=1 i+j+m=1+3

G S 0bin+Ce D Bbilnm

i+j+m=k+1 i+j+m>k+1
k-3
4
C;r(pk = C’z E E 8i9j9m9n+c? E 9i6j9m9n
=1 ij+m+n=1+3 i+j+mtn=k+1

+Cr Y, 0:0i0mbn.

i+j+m+n>k+l
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Sea
A = Wm+fw +h¢”+pwm?+Q%+4wﬁ+G[“W
+Cappy) + Caiph + Capep? + Csplol) + Coph + Criog
luego
£-3
A = 8,+04 +291+3 +9k+1 +p Z Q-iggl} + q Z 919;;
=1 i+ >kt i+i>k+1
S 08+ C Y 8N+ C S 6
i+jrmzk+1 ikl ikl
S o+ C Y, 687 +Cs Y 6:6;67
i+j>k+1 i k+1 i+j+m>k+1
+Cs . Bifm+Cr > 0:0;6m6n
i+j+m>k+1 i+j+mtn>k+1
donde

Opp1 = bgk+f9k”+h9(2 —f—pZBB(U +r Z Bﬂﬂm—!—ClZB(l ,“H

i=1 1+j+m k

k k
+Cy Z 91‘9',(:_);4_1 + Cy Z B;6,_iy1 + C. Z 9595;1—21'-&—1 +Cs

i=1 i=1 1=1

S 0060 +Cs > 686+ Cr D Oiifmbn

i+i+m=k+1 i+i+m=k+1 i+j+mtn=£k+1

Por otro lado |§,///¢+D) € LHY/? para todo 1 < 1 < k y como [p[P/#+) € LT,
entonces por Holder |b8;|P/(+1) € L} para todo 1 < I < k luego b, € Lpf(”l), para
todo 1 <[ <k.

Andlogamente se prueba que f@, (1) hﬂ(g) LI para todo 1 < 1 < k. Con
argumentos similares se prueba que pH 91 1001 € P para 1 <i<l—-1y
2<1 <k

80,0, € [P* cuando i+j+m=1-1, 1<ijim<I-3

4<I<k+1
0:0,0m, 0:0;,00, € LP/* cuando i+j+m=1 1<ijm<Il-2
3<i<k+1

QinHmHHELP” cuando i+j+m+n=1I 1<ijmn<li-3
4<I<k+1
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0060, 081-i11, 08,1, 06 € TP con 1<i<l, 1<I<k
Por otro lado si

i+J>k+1 = i+j>2k+2=3i>k+2—-3
P P k+2—7)
=< ——— =0; € [P+
1 k+2—37 !
del mismo modo se tiene que 8; € L?/*+?~ de donde |6;[P/¥+2 € [¥+2/k+2-3 entonces
por Hélder |6;8;|P/¥+? € L!, luego 0:0; € LP/¥+2 para todo 147 > k+1; andlogamente
se prueba que

0:65",6:6, 016" € 172 para todo i+j > k+1

3 73

k+ 1 luego [6:;6;[P/¥+2 ¢ L6+2/(+1) y como |qP/*+2 € I*+2, entonces por Hélder
q6;6; € LP/*+2 anilogamente se prueba que pB,-BJ(-U € LP*+2 para todo i+j > k+1.
Con argumentos similares se prueba que 0;60m; Hiﬂjﬁfﬁ) € LP/¥+2 para todo i + j >
k+1, 70,00, € LP/**2 para todo i+ 7 +m > k+ 1, 0;0;0mm0, € LP/*+2 para todo
t+j+m+n>k+1.

Para el tercer sumando en la sustitucién de z, 21, 2) se tiene que

o0 (k+2)/(k+1) 0
f (|¢k+1lp/k+2) dy = / e [P¥Hds < o0

to to

= £¢k+1|p/k+2 & L{k+2)/{k+1)

y como [b|P/*+2 € LE+2) entonces por Holder by, € LP/k+2,
Andlogamente se prueba que f‘l,b.,(:_el, hwﬁl € LP/¥+2 ahora como ¢y es acotada
ya que z lo es, entonces

| (bt %) as < e [7 p)pas

to to

Ahora como 6;6; es acotado y

y como lzb,(cljllpf k+2 ¢ L(+2)/(k+1) entonces por Hélder pgokq[),(cl) € L?/*¥*+2 anilogamente
PPk Pt QPR 1, TR k1, P Wi, Yr oV, B, Gt € LPIHH2
y también
PV, AWe1) T OV, T, PO W € DP/FH

ahora como

o0 k+2 2
[ (Prw) s = [T s)pas <o
to

to

_- I(p’(cl)lp/k—{Q € LF+2
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¥ como WJU hanc L’““/‘”"1 entonces por Holder <pmw(l) g Lpikt2, anzilogamente

se prueba que gy tﬁkﬂ,@k Pr+1, PEVr415 %d)m,sﬂk ¢k+1,wkwk+1, wkwkﬂ PrPig €
LP/E+2 por dltimo

foo (|¢k+1(8)\”fk+2) k+2ds = /OO s1(8)[Pds < oo

to to
(1) |p/k+2 k+2
= |¢k+1|p/ +2 o [k+

ademas se tiene que |}, [P/¥2 € L=+2/E+D) | entonces por Holder ¢k+1, P, €
(1) 12,

LP/+2 anidlogamente se prueba que [t/

Yy € LP/EFR,

Lo anterior permite agrupar en un solo término, los elementos del segundo y
tercer sumando que pertenecen a LP/¥+2 el cual serd denotado como ¥x42(t), luego
se puede escribir z, 29, 2 como

(pk.;.]_x ’(‘[)k+1,l’bk+l, wk+1¢k+1: T|bic+‘1 ’

2(t) = o) + dra(t)
D@ = o) +vd,0) =12

donde 6;, 087,60 € L7/ i = 1,2, ..,k + 17 4o, zpk+2,¢f+)2 €.LpiE,
Ahora es posible iterar el proceso hasta llegar a k = m — 1; obteniendose.

-1

#H = th ) + Y (t)

=

() = ZB}” )+ j=1,2
=1

donde 8, 000,62 € I 1=1,2,...,m =1 ¥ Y, ¥, P2 € LPI™.

Observacién 1.6.1 Si se iterara una vez mds el proceso del lema 1.6.1, es decir
reemplazando

m~—1

2t) = Y 6() +Yalt)
=1

) = D000+ =12

=1
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en las respectivas ecuaciones integrales se puede encontrar G, 9,(,{),. Unt1, ?f’f{&l

7=1,2 donde
onlt) = [ gt 9)Em(s)ds
to
*®3
oD () = / 2914, 5) Fr(s)ds
W Ot
(2) = 9%
gt} = . o (t 8)Fn(s)ds
con
m—2
Fu(t) = b(t)8m-1(8) + FIO0L1(2) + R(E)Z, (2) 0 (£)053) 1, ()
k=l
m—2 m—1 m—1
t)zgk(t)gmﬂl .’\, CIZQ +CQZQk
k=1

m—1

+c32ak(t)am_k(t)+G4Zek(t)9gflk(t)+cs IR AGIAGLS
k=1 k=1

t+j+k=m

+Cs Y GMGO0L +Cr DY 608 (1)8(t)Ai(L).

i+j+k=m i+j+k+i=m

Ast es posible eseribir z, 21, 2 como
2(t) = Zﬁz(t) + Y1 (L)
2 = ZG“ J+uda) =12

donde

6i(t) = f Coltsals)ds 60 =

to tp

870) = | Gt sals)ds

u(t) = ftmg(t,sws)ds 8520 = [ R
) = [ 2L 9Rs)ds

to

(1)
9111 k
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0s(t) = ft“g@,s)ﬂ(s)ds o) = | "1, 9)Fy(s)ds
: ;tj' (t, 5)Fa(s)ds.

(1) = / mg(t,s)Fa(s)ds oM (1) = [m%(t,s)ﬁg(s)ds

to to
o0 92

69 (t) = : atf(t s)Fy(s)ds, 1> 3,
0

6 (1)

con

Fi(t) = b&)oi() + f)85 + h()6 (1) + Culol” @)
+Cof1 ()81 (£) + Ca[61 (2)]? + C161 ()62 (1).

2
Fy(t) = b®)6a(t) + F(£)65° (1) + p@)0i ()0 (1) + a(1)0 (2) + C1 Y 05 (£)652, (1)

k=1
+0229k LA +0329k t)@skt)+0426k )62, (1)
k=1 k=1 k=1
+Cs62 ()85 (£) + Cob3 (2).
-2
Fy(t) = b)0ia(t) + FRO @) + RO (&) +p(t) Y 02, i (2)
k=1
(1-2)
+q(t) Y 001k +7(t) Y. G()8;()0m ()
k=1 i+j+m=l-1

=T Ze” ()6, t)+0229k t)giH

+O329k(t )0k (t +C'429k(t W2 +Cs S ai()8; (160 @)

i+j+m=l

Z 6t N+Cr > 0:(8)0(6)0m(£)0n(t),

i+j+m=l i+j+m+n=l

2
y 0,600,602 € LPMtg,00[, 1 =1,2,...,m ¥ Ymir, ¥ihp, &, € L[to, o).
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1.7 Perturbaciones L, férmulas asintéticas para
las soluciones de la ecuacién (1.2)

En la seccién 1.5, se obtuvo un teorema para perturbaciones r; — 0 cuando
t— oo para j=0,1,2,3.

La forma de escribir z, 2("), 2(» obtenida en la observacién de la seccién 5 permite
demostrar un teorema tipo Levinson, es decir, cuando las perturbaciones r; € L
para 7 =0,1,2,3.

Para perturbaciones r; € L? para j = 0,1,2,3 y p €]1, 2], es posible obtener un
resultado tipo Hartman-Wintner para la ecuacién (1.2) y tambien un resultado para
perturbaciones r; € L? para j = 0,1,2,3 y p €]m,m + 1] con n € IN — {0}.

En todos estos resultados se obtienen férmulas asintéticas para z, 21, 2.

Ahora, se presenta el teorema tipo Levinson.

Teorema 1.7.1 Dada la ecuacidn (1.2). Si se supone que

1. Red; > ReXs > Re)\s = RB)\4, Y = Ay — Al, Y2 = Az — Aq, Y3 = AL — AL,
Y4 = )\3 == )\2, Y5 = }\4 — )\2, Yo = )\4 — )\3, donde /\,', 5= 1,2,3,4 son las
raices caracteristicas de la ecuacidn (1.1).

2. r;€LlP, j=0,1,2,3

Entonces la ecuacidn (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones v;, i =
1,2,3,4, tales que satisfacen (6) y mds ain se tiene que

ygj_l)(t) =[N+ 0(1)]eMt %) para cadai=1,2,3,4y1<j<4.

Demostracion. Se sabe que Li(f) — 0 cuando t — oo, si f € L!, donde L;
son los operadores del teorema 1.4.1 para k£ = 1, 2. Luego se satisfacen las hipdtesis
del teorema 1.4.1, entonces existe un sistema fundamental de soluciones y;, i =
1,2, 3,4 que satisfacen la ecuacién (6). Ademds se tiene que

L
yi(t) = expf [A\i + 2(s)]ds parai=1,2,3,4,
tp

con z; satisfaciendo la ecuacién (1.4), con

(s = 72)en ) 4 (g — p)em(t=)
21(t) = /;0 [ s =) =) (78 i po ]F& (s, z(s))ds.
T+ 1)eB) — (o 4 g)el)
e fto [ (95 = 1) (11 + 74) (m + %) ]F2(S* 2%))08
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_ j:)o [( (75 — Ya)e~M¢—2) )}Fz(s, z(s))ds.

vs — Ya) (71 +va) (1 + %

~ i (,Y? _ ,Y‘i)e')‘s(t*s)
z3(t) - /t;; [(”{'6 + 74)(72 + 76)(72 - 74)

© (s +71)e 2 — (2 + g )e M)
“ft [ Hﬁ“‘%)("/z-i-%)(%—%) }F?’(S’Z(S))ds-

]Fg(S, z(s))ds

(s = s)e ) £ (s — e + (95 — ¢

audi) = ~/t [ (vs — ¥5) (75 — ¥3) (Y6 — 73) ]Fl(s’ i) e
Donde

Ei(t,2(t) = - [()\??"3(73) + A2ry(t) 4 Niri () + ro(2)) + (BNira(2) + 2him2(2)

L) a() + (B () + (@)1 (1) + ra()A7 () + 3ra(D)z: (D)2 (1)
+(3hrs(t) +ra() 22 1) + 3D (] + (120 + Baa)m(8)2 (1)
+(6)\§2) + 3\as + GQ)Z.? (f) + 4zi(t)z§2) (t) + 73 (t)zf (t) + sz (t)zfl) (f)
A () + 2 ()]

para cada 1=1,2,3,4.

Usando las hipétesis (1) y (2) se satisfacen las condiciones del corolario 1.3.3 y
del lema 1.6.1 para la ecuacién (1.4) con p =1,

a(t) —(Ndra(t) + Mro(t) + Nire () + 7ro(t))
b(t) = —(3AIrs(t) +2Mra(t) + mi(2))
ft) = —(BNra(t) +ra(t))
ht) = —ra(t); p(t) =-3ra(t); q(t) = —(Bhirs(t) + ro(t))
rt) = —r(t), Ci=-3, Ca=-(12M+ 3a3)
Cy = —(607 +3\az+ag), Ci=-4, Cs=-6, Co=—4x, Cr=-1

entonces existe z; talque zi,z(l) 22 5 0 cuando t — oo para cada i = 1,2,3,4y

: ¥

ademds z; € L' luego

i
/zz-(s)ds = k+o(l) para i=1,2,3,4.
to

t .
Ahora si se escoge z; de manera que el #8195 = 1 4 o(1) de donde

w) = [1+o(1)]e}t) para i=1,2,3,4
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ademads como
W) = i+ z®)]u
vi () = [+ z)]u)
v 2; = 0 cuando t — oo, entonces z; = o(1); se tiene

y§1)(t) = [N+ o(L)]u(t) = [Mi + o(1)][1 + o(1)]erilt=t)
y @) = A+ o(1)]ett)

_—

para cada 1 =1, 2,3, 4.
Ahora usando el hecho que zfl), zfz) — 0 cuando t =+ oo se tiene que

y2(t) = [\ +o(1)]eMtt)
(@) = [N+ o(1))et)

para it =1, 2,3,4.
Por lo tanto

g9 = [N +o0(1))et ) paracada i=1,2,3,4 y 1<;j<4
Ahora véase un resultado tipo Hartman-Wintner para la ecuacién (1.2)

Teorema 1.7.2 Dada la ecuacion (1.2). Si se supone que

1. ReA; > ReX; > Reds > Redy, m = do — AL, 72 = A3 — Ay, Y3 = Ay — Aq,
Y4 = A3 = )\2, Y5 = )\4 — )\2, Y6 = /\4 — )\3, donde )\i; R 1,2,3,4 son las
raices caracteristicas de la ecuacidn (1.1).

2.r;el?, 7=0,1,2,3 yp€]l,2|
Entonces la ecuacidn (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1 =
1,2,3,4, tales que satisfacen (6) y mds ain se tiene que
. ) i
yI0(@t) = [N + o(1))eMC %) ezp(— H (e =A)7? / P(\i, R(s))ds),
kEN (i) to
dondei=1,2,3,4 N(i) = {1,2,3,4} — {i} y
P(;\,’, R(S))dS) = /\f‘rg,(t) -4 /\frg(t) + /\,‘,T](t) e To(t)

para 1 =1,2,3,4.
Demostracién. Se sabe que la ecuacién (1.2) tiene soluciones de la forma (3), donde
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cada z; satisface la ecuacién (1.4) para i = 1,2, 3,4. Ademds note que se satisfacen
las hipétesis del corolario 1.2.1 y del lema 1.6.1 para la ecuacién (1.4) con p €]1,2]

by = 4X} 4 3Alaz + 2Maz + a1
by = 6A743a3)i, ba=4)+a;
(@) = —(Ara(t) + Afra(t) + Airi () + ro(t)
() = —(3Xira(t) +2Xir2(2) +71(t))
f(t) = —(@Bhira(t) +ra(t)
(t) = —ra(t); p(t)==3rs(t); q(t) = —(3Ara(t) +72(2))
() = -r3(t), Cir=-3, Cy=—(12);+ 3a3)
Cy = —(602+3\as+ag), Ci=-4, Cs=-6, Co=—-4), Cr=-1

para cada i = 1,2, 3,4, entonces existe z; tal que z;, z-(l), 2?5 0 cuando t — o0,

1 1
; 1) (2 : i 1 (2
ademids z;, 2P 8 e LP[t, oof pudiendose escribir z;, 2; ), 2% como

z(t) = 60;(t) +i(t)
D) = 90 +¢P0) j=12

donde
0
Hz(t) = / gi(t,s)P(Ai,R)ds,
to
o) = %(t,s)P()\i,R)ds,

to

0P ) = ]m O g; (t,s)P(N;, R)ds
i - " atQ H 13 3

con 6;, E)El), 9§2) € LP[tg, 0] y ¥, QJJF) ¢§2) € L'[ty, 00| y g: la funcién de Green para
cada z;, 1=1,2,3,4, es decir,

[ 0 ; T8
. =
9] =1 (g = 9)en )+ (1 = 30)eE) 4 (1 = i)

\ (73 — 12) (v2 — 1) (vs — 1)

( (1 +7)e™ ) — (1 + y5)eml
(75 = va) (1 + v (71 + 75)

t>s

b —

92(t,5) = <
(s — y5)e~m(=9)
\ (vs — 7a) (11 + 714) (71 +75)
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— Ye{t—s)
(12 — ma)e i3>
(6 + va) (72 + ¥6) (72 — 74)
a3 (t': ‘S) =
(72 + 76)e ™= — (76 + ya)e m(79) ¢ <
, t<s
(76 +Ya) (72 + 76) (72 — 74)
0 , t2s
t,s8) =
9B3) =Y (g 2g)e 0D + (0 — e BN 4 (3 = gD

(76 — ¥5) (v5 = 13) (%6 — 73) ’
Luego se tiene
t t
f sy = [ visides 4 ofl):
to to

Procediendo como en la demostracién del teorema (1.5.1) se tiene que

to §:1 Y26 i sl
T T J, PO
con ¢ = 72) (72 — 1) (78 — 71)- Luego
~1 t
f h$)s = e IO /LU P()\, R)ds + o(1),
analogamente se tiene
t -1 t -
/i (65 = B = KO ft P(Ag, R)ds + o(1) + .
Ademds
t =i t oy
o = e /g P(ha, R)ds + o(1) + Tz,
y también

t - t —
/t 0o = O ft P(0, R)ds + o(1) + Fa.

0

t t [t —
fi(s)ds = f[———/‘" Wgmifers] g B~ By, T il 5)]P(A1,R)ds
to
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Por lo tanto
L t e
/ zi(s)ds = — H M — A f PN, R(s)ds + Ci + o(1)
to kEN(i) to
con N(i) = {1,2,3,4} — {i}, para cada i =1,2,3,4.

Por lo tanto

() = 1+ o0l eap(= TT 0= 2" [ P, R(5))ds),

donde 1 =1,2,3,4 con N(i) = {1,2,3,4} — {1} y por otro lado
v = i+ a®)lk)
YO = D+ 2rn(t) +2 ( )+z§”1m(t>
vt = DI+ 3/\24&) + 3022 (1) + 22 (8) + 3Nz (2)
+a()20 (1) + 27 ( ) + 2z:(8)]wi()

ademds se tiene que zj, zim, 52) 0(1), de donde

vO() = [+ o@uit) = [N+ o(1)Jé,
yA) = P2 +o)yt) = [N +o(1))6
@) = o)) = [\ + o),

con

¢ = Mtegp(— [T (=) ftP(/\i,R(S))dS)-
to

kEN(3)
Por lo tanto
1 ] .
() = (VT & o)) Dezp(— [T (= M) / P(%, R(s))ds),
EEN(i) to

con .E'V(?) =1,2,3,4y P()\z, R(t)) = Af”f‘g(t) + ‘:\?Tg(t) + ATy (t) =+ T‘g(t).
Se puede generalizar la idea anterior para perturbaciones en I7,p 2 1.

Teorema 1.7.3 Dada la ecuacion (1.2). Si se supone que

1. Red; > Rels > Rel; > Reldy, 1 = Ao — A, Y2 = Ag — Aq, Y3 = Ay — )\1,
Yo = A3 — Aa, Y5 = M — g, Yo = Ay — Ay, donde A, 1= 1,2,3,4 son las
rafces caracteristicas de la ecuacidn (1.1).
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2. r;elP, §=0,1,2,3yp€mm+1] conme N — {1}

Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 1t =
1,2, 3,4, tales que satisfacen (6) y en particular se tiene que

¢
ygj_l)(t) =T o(l)]e*‘(ttf’)exp(f wmi(s)ds), 4,7=1,2,3,4
to

con
Omi(t) = D 0,(0)
=1
donde
00
6,:(t) = —/ gi(t, 8)o1ds
to
f2i(t) = —/ gi(t, 8)oads
to
ualt) = — [ gt s)oads
tooo
0i(t) = —/ gi(t, s)ouds
to
donde

o1 = [3M3rs(s) + Aira(s) + Ari(s) + ro(s)]

oy = [3M2rs(s) + 2Xira(s) + 71(3)]01 + [BAira(s) + ma(s (168 + 73 (s 9&?34»3[933]2
+C281,468) + C362; -+ 46,1657
o5 = [3NPra(s) + 2Ara(s) + 71(8))fa + [BAra(s) + 7a()165 + ra(s)057

2
+315(5)01,405) + [3Aira(s) + ra(s)]65, + 3 Z 602650, + [12); + 3as)

ZBM b (BT + 3 aa+a2129k193 k,+429k£3 )i + 662 65

k=1 k=1
+4Ai94‘1-

g = [3)\12’1“3(8) -+ 2)\1;1“2(5) + T1( )]Hi it [BA T3 + Tg( )]9591‘2- + 7‘3( )652)1 i
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+3T3 ZHJH - ;“+[3A T3 +T‘2 29;“91 1—k,i

+T3(8) Z 93, 9m 1911 \ +3 Z 6{1) l(l)k,i + [12A1 + 3(1.3]
J+min=i-1 k=1
-1 -1
Zek, 6, ; + (632 + 3Nias + as) 9;”9, kit 4> 00,

k= k=1
+6 Z 91‘19 9(1 +4M; Z J,,tg ;,'5,1,,- -4 Z leiem,iﬁnxiﬁq,,-
j+m4n=l j+mtn=t JH+m4ntg=l

Demostracién. Se sabe que la ecuacién (1.2) tiene soluciones de la forma (3),
donde cada z; satisface la ecuacién (1.4) para i = 1,2, 3, 4, note que se satisfacen las
hipdtesis del corolario 1, lema (1.6.1) y del teorema (1.4.1) para la ecuacién (1.4)
con p €lm,m + 1]

bo = 4X+3X\a3+2May+a

by = 6X}+3a3);, by=4)\+a;
a(t) = —(/\?ra(t) + /\?Tg(t) + A1 (t) + 7mo(2))

b(t) —(3XZrs(t) + 2\i2(t) + 11 (2))
f(t) = —(BNrs(t) +r2(t))
h(t) = —ra(t); p(t) = =3rs(t); q(t) = —(3Nirs(t) + ra(2))
r(t) = -r3(t), Ci=-3, Cp=—(12) + 3a3)
Cy = —(6M\+3\ag+a), Ci=—4, Co=-6, Co=—4), Cr=-—

Py

T

e

1

— O cuando ¢t = 00 1 =
1,2,3,4. Ahora como z;,2; 7, 2; 2

Entonces por lema (1.6.1) existe z; tal que z;, z

1(1), 1(2) son acotadas, entonces z;, 2]/, 2(2) € LH[ty, oo,

Vi > p. Luego por la observacién que sigue el lema (1.6.1) es posible escribir z;
como

z(t) = Omi(t) + Ymi1(t)

donde
> 6(),
=1

)7

6,:(t) = — ft ai(t, 3){[3\??3(5) + AM2ry(s) + Miri(s) + 7‘0(3)]}ds

to
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6215(1',') = = /r gi(ta 9){[3)\?’!"5(3) + 2/\1'?"2(.9) 4= 7‘1 ]91 gerf [3)\ ?"3 + ’.'"2( )]9?1

+ra(5)0) + 300012 + [122; + 3a5)81,:6%) +
(63 + 3Xyas + ag)6l, + 461,67, pds

63:(t) = — ]ttgi(t, s){[B)\frg,(s) + 2Xira(s) + 11(s)]02; + [BAiT3(s) + T2(s ]8(1)

+m< )05 + 3ra(s) 1,461, + {SA-ra( ) + a(5)]63

+3Ze§ﬂ (s + (122 + 3ay] Zemeg”kﬂ

k=1

+[6XZ + 3\as + az) Zﬁk1631+429k19§2“+69 o) + 470563, }ds

k=1 k=1
t
Hu(t) = — f gi(lf, S){[?))\?Tg(s) + ‘2/\1'?"2(5) 4 '.'"1( )}91 1,1 + [3/\ T3 + Tg( )]951)1!1-
Lo
-2
+T'3( l 1L+373 ngigi(l)kl 3A 73(3)+T2( ]ngleg ki
k=1
-1
+r3(s) > O3i0mibni + 3 Z 0, + 12X + 3as] ) Oxii2h
jHmtn=Il-1 k=1 k=1
-1 -1
H6A2 + Bhias + a2 Y Oifioki +4D Oeibig,+6 > 000N
k=1 k=1 j+m4n=i—-1
+4)\: Z 'gj,i'gm,igmi + Z Bjﬁigm,ign,igq,i}v 4 S l S m.
j+min=l-1 J+mante=l-1

Con 6,; € Pt 1=1,2,.my PYmt1,: € LY, entonces

¢ ¢
/ z(s)ds = / wmi(s)ds + C; +o(1), 11,2,3,4.
Jig

to

Asi

t
yi(t) = [1 4 o1)]ettt-t0) exp(/ ©Omi(s)ds) parai=1,2,3,4.

to

Como

y P = D+ s()]wlt)

y@(t) = P24 2x0zt) + 220 + 2O
yP() = N+ 300 + 322 () + ()
+3Aiz§”<t>+z1(> 1(t) + 22 (8) + 22(0)]w(t)
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(1) (2

Y %, zl-l 1% = 0(1), entonces
i
W) = [+ of1)Jertot0) gy [ omats)as)
tp
t
y2w) = X + o(1)]er-) g / m.i(s)ds)
to

v ()

(A2 + o(1)]eti(t=to) EXD(/tSOm,z'(S)ds).
tg

Por lo tanto

. . t
v 0 = AU o0(1)]et(t=to) exp(/ ¥mi(s)ds) parai=1,2, 3,4.
to



Capitulo 2
Ejemplos de aplicacién

En los ejemplos se usard el siguiente lema.

Lema 2.0.1 Dados ¢ > 0 y una funcidn f : [to,00[— IR, localmente integrable; si
ademds existe §(e) > 0 tal que se satisface

Entonces se cumple que

/ te"““'”lf(s)lds < SE)(1—e)7Y Vit

to

[ e Ni@ls < s@a-et vz
4

0

Demostracién. El intervalo [ty, ] puede ser particionado en subintervalos de lon-
gitud € > 0, luego

o+e o+2e
[t = [T et [ e lgslas

to to tote

to+3€e ¢
[ el [ eI f(las
bo-+2 to+ne
to+e to+2e
= e‘“‘[f e‘”if(s)lds+f e[ f(s)lds
to to+e
to+3e tpirhe
+/ e°5|f(5)|ds+...+/ | f(s)|ds
to+2e R
i
+f €|/ (5)]ds].
tot+ne

60
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Integrando por partes se tiene

to+E€
/ €% £ (s)ds

to

to-+e

5 to+e &
= [ 15ar] - f ae [ |f(r)ldrds
0 to b
tote tot+e to-cll—e
_ ea(to+s)/ Ef(”f')ld'ri_f / e | f(1)|adsdr
to T

tg

lg+e tote
= e [T par = ot —em) [ Iflar

to to
to-+€
- e‘"[ |F(T)|dr < 8(e)e™ < §(e)et0te) < §(e)etot1)
to
entonces
fo+€
[ 1r)ds < stegetor.
to

Andlogamente se tiene que

to+2¢
[ e |f(s)ds < 8(e)exter?
i

ao+e

IA

to+3e
[ el lds < gt
1

o+2¢e

to+ne ’
f e | f(s)|ds < d(g)eltotm),
to+{n—1)e

Por otro lado

[ e = ¢ [ s se [ o

o-+ne a0-+ne to+ne

to+{n+1)e
< e‘/ | f(r)|dT < 8(g)e™,
¢

o-+ne

i
f e**|f(s)|ds < 6(e) [em 4 goliotl) 4 galfot2) | 4 ea(t"m)l

to

Por otro lado

fo+2<t = elotl) Lol

y ademas

en('to +2) ea(t-’.)]

ea(to +3) ea{t—S) etC

IA A
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Ahora se elige ¢ de modo que t > to +2n, con n € IN = eoltotn) < galt—n),
Luego

i
/ e®|f(s)lds < 6(e) [e‘“ 4 golto=1) 4 galto=D) 4y galto=tn=1) e““'")]

to

< S(E)Zea(‘"i)
=0
De donde
i i o0
[ S| f()lds < () S et < 3(e) Y et
/o i=0 i=0
y entonces
i o
f a9 f(s)lds < B(e)S e,
to i=0
Pero
= 1
—-a\i = _ oyl
;(e ) - (1_era) (1 € )
¥

[ e-2-9)|f(s)|ds < 6(e)(1 — )

Andlogamente se prueba que

foo eu(tvs)\f(s)]ds < 5(6)6“ ie—n(tﬂ') = 5(5) ie-—m‘

Por lo tanto

]oo e®t=9)| f(s5)|ds < 8(e)(1 — et V>t

t

Como resultado se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.0.1 Sean o, >0, p = 1. Entonces

t o
f e—a{t—s) sin sPds, [ ea(t—a) sin sds — 0, cuando t —r 00
to

to

Ahora en el siguiente ejemplo se vera la utilidad del teorema (1.2.1).
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2.1 Ejemplo 1

Considere la ecuacién diferencial escalar
y® — 5y + [sin (£?) + 4Jy = 0
Sea f(t) = sin (#?), claramente f # 0 cuando t — c0. Por otro lado

o0 £ [e.9]
/ sin (#)dt = f sin (¢%)dt + f sin (£2)dt
0 0 £

2

52 =t &
sinw 1
—/(;sm = / 1/2dw§[0 deze

= *[ sin ( t2 dt‘<oo
Por otro lado

(o =) § 1
. 2 T 2o 2
/E sin (t*)dt = Sll’rg3 % sin(t°)2tdt,

integrando por partes se tiene

o0 295 1 [* cost?
i (B s T (COS } ) - dt
/E sin(@dt =he (1) T ), "o

cos 52

= (, entonces se tiene

® cos 52 ® | cos 52 o 1
‘/ % ds‘ < / | = ldsﬁ/ —ds < 0
s s ) s s 8
D
\/ sintgdt’ < o0
£

Por lo tanto | f;° sin t%it‘ < co. Luego f es condicionalmente integrable. Se puede

y como lim
5—00

probar que f ¢ LP[0,c0], Vp > 1, acotando inferiormente por una serie divergente.
Se observa que f() ¢ L'[0, co], entonces no se puede usar los teoremas 1.5.1, 1.7.1
y 1.7.2, tampoco se puede usar el teorema de Eastham. Sin embargo se satisfacen
las condiciones del teorema 2, con Ay = 2, X0 = 1, A3 = —1, g = =2, 71 (8) = ra(t) =
r3(t) = 0;7g(t) = sin¢? y por el corolario del lema anterior se tiene que G(rg) = 0
cuando t — oo Entonces se tiene un sistema fundamental de soluciones
’ ¢
0 = [+o(1)eea( - 115 / sin 5% — (21 (s))? + 1922(s) + 823(s) + 74(s))ds)
0
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I

wt) = [+ o()ean(z /O fin 5% — (23(s))? + 2(5) + 423(s) + 2 (s)]ds )

w(t) = [1+o(1))e teap( — ¢ fo [sin s* — (2} (s))? + 24(s) — 423 (s) -+ 2 (5)}ds)

nalt) = [1+o(1)}e-2fexp(11_2 fu [sin.sﬁ-(z;(s))2+19z§(s)—8zz(s)+zg(s)]ds)

Pero como ‘ i sin(sﬂds} < o0, entonces

n) = [ +omleterp( - 35 [ (A6 +195H(5) + 82() + ol (5)ds)

nlt) = [+ octenp(G [ (-G +20)+420) +()lds)

ys(t) = [1+ o(l)]e'te:cp( - }é/;[—(zé (s))2 + 23 (s) — 423(s) + zg(s)]ds)

4
ylt) = [1+o(1)]e-2temp(%2_ /0 [~ (21(5))? + 1922(s) — 823(5) + 24 (s)]ds )

donde
a(), 200 = O(/te_ﬁ(t“s}lsin(sz)[ds)
0

t oQ
zg(t),zgl)(t),zén(t) = O(/ e'ﬁ(t‘s)!sin(sz)lds%—/ eﬁ(t’s)lsin(sg)lds)
Q

Y
z;;(t),sz)(t) =5 O(/ eﬁ(t‘s)lsin(52)|ds), con 0<pfg<1/2
i

O
El siguiente ejemplo muestra una funcién f ,para un p dado,con p > 1; tal que
f—}Ocuandotﬁoo,fgz’prconf(l)ELI

2.2 Ejemplo 2

Considere la ecuacién diferencial escalar

7
24] = >1, 5=23.
o Tsmz g T y=0 P2h o

y@ +2y® + 13y — 1459 + |

Hagamos

_ n
o = /() [sin(t) + 2]

t e [1,00]
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claramente se tiene que f — 0 cuando f — oo. Por otro lado para un p dado con
p>1,yVt>1se tiene

1 1
p/(p+1) .
v £ = 0< t = 2/ (p+1)
y como
| sin(?)] n
t = /)| sin(t) + 2/P
luego
sin(t) ( n P
sin(t) | )
t = \gt/e+t|sin(t) + 2|

Por lo tanto f & LP[1,+00[ V¥p > 1 En lo que sigue se ve que f(!) € L'[1,+oo[ En
efecto

O = — cos(t) 1 ) 1 N
00 = 1|y TR (537) (aroeom Sin(e) + 2]
| sin(t) + 2| 1
Sesabeque[ Wdt<oo,yaquep+l+1>l

Por lo tanto

o 1
l /1 BT I [ sin(e) + 2]
Por otro lado

| cos(t)| - 1
/e [gin(t) + 22 = /00 sin(t) + 22

Entonces se tiene que

’ ” 1 dt'<oo=>’/m | cos)! di| < oo
LMD+ sin(t) + 2|2 L tV/e+DH gin(t) + 2|2 ’

es decir se ha mostrado que f) € L[, +oo[y f € LP[1,+00[ Vp > 1 ;sin embargo
se satisfacen las condiciones del teorema 3, con )‘}?1 = 3,Ma=1x=-2\ =
—4, rn)=r@)=rst)=0; re(t) = G T s 53]’ entonces se tiene un

sistema fundamental de soluciones

() = [+ o(1))eVeap( - %/1 [slf(p+1)[s7i?n(3) g T )"+ 852i(e)
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+1223(s) + zf(s)} ds)

¢
) = [+ ol (55 | [ g + (A6 + 252200
+423(s) + zé(s)] d.s)
‘ U

@) = [1+ o Vesp( - 2

—823(s) + zg(s]} ds)
n(®) = [1+o(1))e ¢ Deap(
~1623(s) + zg(s)} ds),

donde

=] |

s+ [sin(s) + 2 + (23(s))* + 2523(s)

/u [31/(p+1)[ : + (24(s))* + 8522(s)

B

sin(s) + 2]

21 (t),zgl)(t) — O(/I.t Sl/(p+1)lt5_i':1)(32)ids)

e_.'s(t

eﬁ(tés)n

t —s) 00
(1) My n
(0,470,470 = of fl A ()] T /t T )

), A0 = 0([°°

Sean
Aq ()
Ax(2)

As(t)

Integrando por partes, se tiene
ne#ﬁ(t_s)

eﬁ{t_s)n

g1/ (p+1)

=/1t

= Al(

n

fsin(sz)lds)’ con 0<fB<1

e"'lﬁ(t—s)nds
sl/(p+1)

s/

t) + Aa(t)

i t e_.ﬂ(t‘s)
Aut) = 531/{p+1)}1 + B+ 1)[ 3(p+2}/(p+1)ds

n ne_ﬁ(t—l]

Al = gapm -

del mismo modo
n

B

T] t e_ﬂ(t_‘g)
+ ds
6(? + 1) 1 5P+2)/(p+1)

A(t) =

n oo eﬁ(t_s)
BVE+) " B(p+ 1) ft SR 0
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finalmente

J 2 g—Bt=s) eflt=s)
A1) = ) B(p+1) D41 5(p+1)f S &

Por otro lado

1
si 221 = —————— <1
|sin(s) +2| 2 |sin(s) + 2| —
entonces
t G ajn t g—At—3)
f ) ”f 176+ 95
1 /P |sm(s)+2| 1 @P
También

o] eﬂ(t—&)n L e.s(t_s)
/t e sm(s) 7 2] =7 /t AT %

entonces se tiene que

/1 2(s)ds, /1 )ds = o fl ey s)
t t
1
3 —
[zi(s)ds = C)(‘/l. 33/(P+11ds)
L a t 1
flzi(s)ds = ‘9(/1 )

Luego con la técnica de este trabajo,se tienen formulas asintéticas para las soluciones
de la ecuacién dada.
En lo que sigue se vera la ventaja de la técnica escalar, con respecto a sistemas,
especificamente comparando con el teorema de Eastham.

Sea la ecuacién diferencial

y® + ag + r3(t)]y® + [ag + r2@))y® + [a1 + 1 ()] + [ag + ro(D)]y = 0
considerando

y(l) = y“)
(y(l))(l) — y(2)
(y(Q))(Z) = y(3)
WD = —lag+rs()y® = [az + r2@)]y® — a1 + 1))y — [ao + 7o(t)]y-
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Escribiendo matricialmente

Yy =4+ B@Y
donde Y = [y y) 4@ 3T,
¢ ! 0 0 0 0 0 0
A=| g o o 1| ¥ BO- o0
=l =0 T TR —rg —T1 —T2 —T3

Los valores propios de la matriz A, son las raices del polinomio caracterlstzco de
la ecuacién (1), esto permite diagonalizar la matriz A, ya que todas las raices son
distintas. Sea T la matriz dada por

11 1 1
MoA A A
SLEDYEDY AP
AN A A

s

T = (= Aa)(As— Aa) (A — M) (As = A2) (Aa = A) (Aa — Au)-

Sea

Y=TX = TXW=Y®=[4+B@)]Y
TX® = [4+ B@)|TX.

Luego se tiene el nuevo sistema

XU = [T7'AT + T B(t)T]X

con
a1
Twl _ 1 G921
ITI ag1
a41

12
Q22
32
242

ais
az3
ag3
43

aj; = ()\zAgz\i =+ AgAgA[L + )\%)\3/\3) st
a1 = ()\?)\g)\,; -+ AlAg/\i -+ /\%/\3/‘\2) —

Q14
Qo4
34

, donde

$27]

()\%}\g)\.; + /\i/\%AQ + )\2/\3)\3)
(MMM + AN+ PEDIIYY
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Gazi
41
a12

Qo2

Il

032
d42 =
Qi3
az3
Q33
Q43 =
dig =
dog =
Q34

aqs =

Ademas

donde

rij(t) =

OaAZA2 4+ 2030, + X32902) — (AD2A + MA3AT + AfAe))
(A3A203 + A3AZ + A2003) — (A3 + A2A30s + ATA2A3)
gﬁugAg+vvur4ﬂ+gﬁurag
AA2(Ag = Ag) 4+ A2 (0 — M) + M35 (A5 — A1)
M2A2(A2 — Ag) 4+ X2A2(\g — A1) + AIAZ(Xe — M)
AZAZ(Ag — Do) + ADZ(A1 — Ag) + ATAS (A — o)
Aare (02 = 22) + Aha (A2 — A2 + 22Xa (A — M)
Mae(A2 = A2) + A (A2 = 2) + A (AT - M)
Agra(02 = A2) + A Aa(02 — X2) + Ao (A5 — A)
Aada(A2 = A2) + A Aa(A2 — A2) + M A (AT — AD)
Asha(Az — Ag) + Aeda(Ag = Ag) + AaAz (A2 — As)
Asds(he = Ag) + Mha(Ar — Ag) + Ads(hs — h)
Xoda(Az = Ad) + Ada (e — M) + Mda(da = Ao)
AoAs( Az — Az) + ArAa(Ar — Az) + Ade(Ade — Ar)

A0 0 0

. 0 A 0 O
‘AT =

T 0 0 A3 O

0 0 0 A

TBUHT = (ry(t) = R,

—au[ro(t) + Ajta(t) + Alra(t) + A3rs(2)]
T ’

1<j,1<4

Usando el teorema de Eastham se tiene un sistema fundamental de soluciones de la

forma

X;{t) = [ep+ o(l)}escp(/t ui(s)ds) i=1,2,3,4

to

donde los p;(s) son los valores propios de la matriz Q+ R(t),que para nuestro ejemplo

viene dada por

Q-+ R(Y)

3 —30rg(t) —307mo(2) —3070(t) —30ro(%)
70rg (t) 1+ 70rg (t) TOT‘O(t) 707 (t)
=707 (f) —707'{] (t) -2 - 707‘0 (7:) "'707"0 (t)
3070(¢) 30mg () 307 (2) —4 + 307o(2)
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Con polinomio caracteristico
P(X) = A — 2)% — X3[13 — 28070 (t)] + A[38 — 58070 ()] — [24 + 42074 (2)],

entonces el sistema original tiene un sistema fundamental de soluciones de la forma

i

Yilt) =1+ o(l)]e:cp(f wi(s)ds) i=1,2,3,4

to
Notése que a pesar que en el ejemplo 71(t) = 72(t) = r3(t) = 0 encontrar los valores
propios p; de la matriz  + R(t), es decir encontrar las raices del polinomio P, es
muy complicado. Este hecho pone de manifiesto la ventaja del método expuesto en
este trabajo.
El siguiente ejemplo, muestra una funcién f,que para un p dado,con p = 1,

ferr y fOgr

2.3 Ejemplo 3

Considere la ecuacién diferencial

v
log(t)[cos(t) + 2]

v + 10y + 35y@ + 50y + [ + 24] y=0, >0

donde

. _ B
rot) = log(t)[cos(t) + 2]

entonces se tiene que

¥ e i
3log(t) ~ log(t)| cos(t) + 2|

se sabe que " 1@ ¢ LP[2,00[ p>1, porlo tantory & LP[2,00] ¥p > 1,y se tiene
que &
1 sin(t)
) e
oo = ’Y[t(log(t))ﬂcos(t) +2] T Tog(®)cos(?) + 2]2]
y como

| f:o taogl(t))ﬁdtl e

entonces se tiene que

] /200 t(log(t))zilcos(t) + 2| i < oo
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Por otro lado

| sin(t)| & | sin(t)]
9log(t) — log(t)|cos(t) + 2|2
in(t oo in(t :
pero f(t) = f“E; ¢ L7[2,00[ ¥p > 1, de donde f2 10g(t)||i‘;( )|+ Tt diverge.

Por lo tanto r )¢ ! [2, 0o[; luego no puede usarse el resultado de Eastham, tampoco
los teoremas de Levinson, Hartman-Witner. Sin embargo se satisfacen las condiciones
del teorema 3 con A\ = =1,y = =2, A3 = =3, s = =4, r+1(t) =ra(t) =r3(t) =

v

0; ntonces se tiene un sistema fundamental de soluciones
' Tog(cos@) + 2 0 '

U (t) - [1 o 0(1)]6—“—2)6:@)( - é ,/; {log [CZS =} 2] (Z% (S))Z v 112?(5)
—423(s) + z’f(s)]ds).
| e S

—825(s) + zg(s)] ds).

ys(t) = [1+0(1)])e ¥ Dexp

3 [ s — 6 - 46)

log(s)[cos(s) + 2]

w® = [+ oe™ eap %/ e osy g ~ () + 11440

donde
t —B(t—s)
W) = 1o
a(t)ha'f) = O(/ log(s)| cos(s) + 2| )
t —B(t—s) 00 B(t—s)
(1) My e i
zg(f),zgl (t), 23(t), 23 ' (8) = O(f? log(s)| cos(s) + 2| +-/t log(s)| cos(s) +2lds)
oo B(t—s)
(), 200 = 0(/ﬂ IOg(S;’!iOS S ) con 0<f<1/2

Otra situacién interesante, se presenta, cuando para un p dado, con p > 1,
f € LP pero existe un ¢ > p tal que f € L%,el siguiente ejemplo aborda tal situacién
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2.4 Ejemplo 4
Considere la ecuacién diferencial
157 (D + o
donde ro(t) = (-1—) Up, claramente 7o € L?[2, +o0l, para un cierto p dado, con p > 1

sin embargo existe ¢ > p tal que ry € LI[2,+co[. Sip € [1,2[, se tiene que g € [2, 0o[;
entonces por teorema 1.7.2, existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

n) = 1+ o) Veap( - 1 [ (1) ar)

8

w®) = (1ol eap(} [ () ")
1) = 0ol emn(~ L [ (1))

S
e Nerp( 5 [ (2)as)

Ahorasip € [2,00[, ¢€]m,m+1], me (IN —{1}); entonces se tiene las férmulas
dadas por el teorema 1.7.3. Calculemos estas férmulas para un cierto p

il

Il
gy
+
f=]
—~
—

ya(t)

Si p = 2
t
n(t) = [l-f-o(])]er"“_l)ezp(/ (91,1(5)-1—@2,1(5))(13)
1
§ r _18e—3(s—7) 16e~4(s—T) 2e—(s—7)
B1ils) = /'[ e + 16e + 2e
2

5 J'rlﬂd'r

5 r3p3(s—T) _ 2e—4(s—7) _ e—{s-7)

L : )

T 54¢=3(7—1) 4 gae—HT—B) L 9p—(T—n) 2
(3(/ e + 'e6 + 2Ze p”zdu)

2
T —18e37=H) 4 16e~4TH) 4 2= (T 1)

+M(/ - ﬂmwg

2

T 54e~3T=#) 4 gde~UT—8) 4 9p=(T—n)
(£53 + 66 + 2e ,ulfzd,u)

; —-3(r— —4(r— —(1—
+19(/ 18¢73(7H) 4 16e~47—#) 4 9¢=( “)uuzd#)z
A

Oq,1(s)

6
+4(/T —18e~3(=1) 4 16g—4(7—n) 4 9—(7—n)
1 6

,ul/zd,l_a)
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e 1 roe=3r—) 4 256e—4T=H) 4 2¢~(7H)
([ 162¢~37—H +2DGZ 41=K) + 2e p?fzdp))df
1

ya(t) = 1+ 0(1)]e(t—1) gg:p( [: (91,2(3) + G)m(s)) ds),

donde -
s -*86—2(3—1-)4"96—3 §—T 12
_ e R 0
O12(5) = /1 [ - ]T dr
o0 8T 12,
— T
+/s 6 T
s 46-*2(5-7] _ 36—3(5—7)
Osals) = fl [ﬁ_#_l-r——pg,g(fr)dw
o0 ,(s-7)
€
A dr
,/; g A2a(T)
con
T __168—2(1'—.uj+27e—3(7—n) 12y +]~oo o7 “1/20!“)2
G e
Azplr) = 3(f1 [ 6 }“ AT 76
T _ge~2ATH) 4 P G DB ® e # i
+12 / __———-—é——-——‘_#” du + ) 5 7 d,u,)
1
T —2(r—p) —3(r—n) 00 oT—H
( —16e B+ 27e “1/2d“+[ __6__”1/20{“)
1 6 T 2
T _Qp=2(T—#) 4 Q —3(T—n) 08 gl
1 6 ! o0 'r——p
T 8 —2(7—u) +98—-3(1q;) —¢ 12
[ g [
d 1—328‘“2(““) + 8671 © - 12y )
([ e ———pdpt TM L) -
1 6 T
Ahora
t
) = [+ ol eap( [ (01509 + Gnale)) )
donde

5 (=) o 337 +482(5_T)] 1/2
g 1/2 —deT TRt \V2dr
@1|3(5) = [ 6 T dT’i"L [ 6

1
s _ ,—(s-7) o0 383(347) _ 462(3—1')}
j; 812 Ag,g("f‘)d’r + [5 [——T”_— A2.3 (T)d"n"

62,3(3) =
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74
con

T e=(r=gu) * 9ed(r—pn) _ 8er~n)
Ags(r) = (3( ~——1"du 4 / e, SR

6
1
T e~ (T-p) —3e3(r—u) Ar—p)
_ e 1/2 de + 4e 1/2
12([ ‘_-6—-—# dﬂ"f-_‘_'_'_‘_‘—é*-——._.___/i d/l.)
6 6
2 T
T e~ (T—p) . ® _3e3(r-pu) + 4e2(m~p) 2
/24 1/2, )
+( iy / - 42y,
T e—(T—u) 0 _3e3(r-p) + 4eT-p)
+4 (/1 Uy +/ > 1 dy)
% e=(r—p) ® —7e3T~p) + 16e2(7—u)
(/ Tﬂl/gd“‘i_/ \‘T\“#I/Qdﬂ)
1 T

2
u1/2dﬂ)

Por iltimo

¢
yi(t) = [1—1-0(1)]3"2(‘"”85627(/ [@1,4(3)+@2,4(3)]ds), donde
1
oo 3(s—7) 4(s—1) (s—7)
O14(s) = / Mﬂrmw
© 353(s~7) — 2ed(s—1) _ s—1
Osa(s) = _ / i 2; — Ao (Vdr,  oon
® 27e3(r~p) _ 32e4(r—n) _ e(T=n) 2
Aza(r) = 3(/ \ﬂlﬂdﬂ)
. 3
24(/‘00 __983(7"'#) + 864{7"'#) + e(‘rk#)
N T

5 #]/20‘7#)
( /-00 27e3T~u) _ 32e(7=4) _ j(r—p)

19(/'00 ‘—QES(T—'U) + 864(7"_»“} + e(T"ﬂ)
A 3

2
u”zdﬂ)
p 00 —9e3(T—u) + 8et(r—p) + e(m—p)
#7208k 4 -

' 2dﬂ)
(/'°° —81e%7-1) 4 19804(r-u) + elm=s

'3\) Ml’/?dﬁt)-

En e] Siguiente

ej emplo, se apreci
similar,

a4 como usar estimaciones Previas, Para un cagg
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2.5 Ejemplo 5

Considere la ecuacion diferencial
g — 5y 4 sin(t) + 1\ 17 =
5 [( t ) e 4] y=0

sea

ro(®) (sin(tg + 1)1/p
o ot = sin(tg +1 _ sint(t) +%

de donde ry ¢ LP[1, 00|, para un p dado, con p > 1 sin embargo, ro € LI[1, co[ para
algin ¢ > p. Si p € [1, 2], entonces ¢ € [2, oo[, luego puede usarse el teorema 1.7.2, es
decir, existe un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial dada,
de la forma

w® = 1+ o] Pep( - 15 [ (FDEN ).

12 S
) = romeen( [ ()0
w(d) = [ olt)leDeap( - [ (SEE) )
wll = 1L alufjeat- 1)e$p(112f (sm(ss )Upds).

Por otro lado si p € [2, o[, entonces ¢ €]m, m + 1], para algin m € (INV — {1}),
luego. Se puede usar el teorema 1.7.3, es decir existe un sistema fundamental de
soluciones de la forma

n) = o) Vep( [ 3 Ba(s)is)
L=

donde
Bui(t) = / [ Je3(=2) —23“‘“ s) -e‘(‘“s)] (sin(ss) +1)1/pds
@2,1(15) _ / [ 3e—3(t—5) _23‘4(5-5) — e (t=9) ][ ® (1)( )) +24§1‘1(3)'é§1,3(3)
19(81,1(5))* + 461 19?2( )]s
Oult) = f e [3i"‘ifi(s)@§£’k,1(s)
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Sean

Aza(s)

A3,2(S)

2 2
+24 z Or1 (8)@21_)@1(5) +19 z Ok,1(5)O3-k,(s)

k=1 k=1

+4Z@“ 1O, 1(s) + 6811 (5) 811 (s) + 8831 (5)] ds

36—3(t 5) _ 9p—dlt—s) _. g—(1=3) =1 ; i
[ : | st
| k=1
-1
+24Z@k1 S)@t kl 5)_}'192@&1 elkl()
k=1
+4Z@k1 ()0 a(s) +6 > 8;1(8)8m1 ()0 (s)
j+m-tn=l
8 Z 0;,1(5)Om,1(8)On,1(s)
j+m+n=l
+ Z 0;1(5)Om,i(s )@111(5)§q,1(5)] ds
J+m4ntag=l

[1+ o(l)]e“’l)ea:p( /; zm:@,g(s)ds)

=]

O12(t) = flt [46‘2(13-"5) = Se—a(t—s)} (sin(s) + 1)1/pd8

12

0 glt=9) rsin(s) + 1\ /P
ds.
+/¢ 12 ( 5 ) s

S

3[@{”( 2 -+ 120, 2(5)B2(s) + B (s) + 4812(5)8 1 2 (5)].

2
— —(1
= 3 Z 9(1) 3 k 2 + 12 Z @k,Q(S)egw)k,Z(s)

k=1
+Z@—k,2(3}-€3~k2 +4Z@k2 3)@3 k2( )
k=1
+6e‘”( o ‘”( ) + 4815 (5)-
o -1

(5)+ 12 Opa( 501 k2( )

E=1 k=1
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-1 -1
+  Bk2(8)Orpals) + 42 Ok 2(9)653);:,2(3)
k=1 =
- s —(1
+6 Z G)j,2(s)®m,2(3)e(,)(3)
Jj+mtn=1
+4 > 8;5(5)Oma(5)On2(s)
jt+m4n=l
D 6;2(5)0m(5)n2(5)0g2(s).
jrmtntg=i
Luego
. £ 48_2("’_3) _3873(!.—5)
62,2(75) = /1‘[ 12 }AQ,Q(S)ds
oo e(tfs)
n / o Aza(s)ds
. ¢ 46—2(#5) — 3= 3t-3)
@’ 1 — / A3‘2(S)dS
32(?) . [ 12 }
oo e(t‘s)A J
+[ D) 3’2(8) 3.
. t 46—2(13—5) _Se—s(t—s)
©ia(t) = / [ - Aja(s)ds
00 6(£-—5)
+/ _ Aa(s)ds, 4<1<m.
, 12 h
También,
tmo
ys(t) = [1+0(1)]e" ”emp(f Z@zz(é?)d‘?),
1 =1
donde
_ te=(t=s) rgin(s) + 1\ 1/p
= - d
©1a(t) /1 12 ( s ) ’
0 r33(t=5) _ 42t} rsin(s) + 1\1/P
[ P () e
Sean

Aoals) = 3B — 12815(s)BL2(s) + B3 (5) + 40, 4(5)O13(5)]

2
Asa(s) = 33 BLH5)Ba(s) — 12 Brals)O5 s als)
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k
— ) 1 —(3
+66! 3< )eﬁi( o 4e§,§(s>

l

Aa(s) = 3D Bua(5)8kals) = 123 Bra(5)852 o(s)

Z @J,a(s 3(5)0ga(s)

_ b g—(t=s)
@2‘3(‘3) = [— 12 Ag’g(S)dS
1

o0 363(13—5) _ 482(t—s)
+/; [ 12 ]Ag,g(S)dS

_ p———
Gualt) = [ ~S5Ausls)ds
1

t 363(1—5) - 462(t—5)
g f }A 8)ds
[ 5(5)

= t g_(f'_s)
@z,s(t) = [ = 2 A,;,g(s)ds
1

o g 3(t—s) _ 4 2(t—s)
-f-/ [ = 12 & ]Ag’g(S)ds, 4 < [ < m.
1

Finalmente

ul) = [+ ol Dezp( [ S Buto)s),

S

B.(t) = ]D" 6“ 8) — gltms) Msm(s +1)1/pd3

. 363(t &) ) A(t—s) _ ,(t—s) .
Bualt) = / ] [3(8)(s)? - 24814(5)

6
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+19(81,4(s))* + 401,:0)(s) | ds

- 00 363(t—s} — 264(1—5) _ e(lt—.s) _ 1
&) = - [ ; JIE @Li() UMD
k=

2 2
~24 " Ba(8)05 4 4(5) + 193 By a(5)@siu(s)

k=1 k=1

2
+47 Bk (8)852 4 4(5) + 681 4()B 4(s) — 881 4(5) | ds

k=1
. o0 363(1—5) _ 264(t-—s) _ e(t—s) i1 s .
Out) = - [ [ a |33 8082, 4(s)
k=1
-1 _ ) -1
—24y Bpa(5)03 2k 4(5) + 19 Bia(s)Bs k,4(s)
k=1 k=1
-1 ) :
+4Z®k4(s )93 x4(s) +6 Z 0,;,4(5)Oma(5)© ()(5)
j+m+n=I
-8 Z @;,4 )en4(5)
Jj+min=Il
+ Y B5uls)Bma(5)Bna(5)8yals)] ds
jtmin+tg=i
4<i<m.

Sea o > 0, entonces

i
/ G—Q(t—s)
1
oo
f ea(t—s)
1

de donde para p = 2 se tiene

s L
sm(s)+_1l”pds < ol / eaii—s)(l)””ds,
B 1 s

y también

sin(s) +1
s

Upds < 21/,,/ & (t-—s)( )Upds,
1 s

_éi’j(s):(g(|®j,j(5)!) fara 4=1,2 ¥ §=1..00%

donde los ©;; son los mismos del ejemplo 4. Entonces se tiene que

n®) = [+ o Vesp( [ 10(81(s)) + O(1@aa(s))]ds)-
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wlt) = [+ o Veap( [ 10(181(5)) + O(182a(s))]ds).

wlt) = [1+o(1)eVezp( [ 10(814(5))) + O@2a(s)ds)

1

vat) = [1+o(1)]e ™ Veap( /1 t[0(|91,4(s)|)+O(I®z.4(s)l)]ds)-
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